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Mediaan mitmemootmelistes ruumides

Bakalaureuset66  eesmidrk on  tutvustada mediaani leidmise = meetodeid
mitmemoOd&tmelistes ruumides. Erinevalt mediaanist themdotmelises ruumis, on mediaani
leidmiseks kdrgemates dimensioonides mitmeid meetodeid ning selles t66s on kirjeldatud
neist kuute — ruumilise mediaani, marginaalmediaani, Oja mediaani, poolruumi ehk
Tukey mediaani, simpleksse stigavuse ehk Liu mediaani ning kumera katte eemaldamise
meetodeid. Lisaks on ruumilise mediaani juures toodud vilja moned olulisemad

omadused ja nende tdestused.

Mirksonad: keskvéirtus, mitmemddtmeline statistika, robustne statistika

Median in Multidimensional Spaces

The purpose of this Bachelor thesis is to give an overview of methods for finding median
in multidimensional spaces. Unlike median in one dimension, there are many methods
for finding median in multidimensional spaces and this thesis describes six of them— the
spatial median, vector of marginal medians, Oja median, halfspace/Tukey median,
simplicial depth/Liu median and convex hull peeling methods. In addition for spatial

median there is brought out a few basic properties and their proofs.

Keywords: median, multivariate statistics, robust statistics



Sisukord

Sissejuhatus
1. Mediaan iihemddtmelises ruumis
2. Ruumiline mediaan
2.1. Ruumilise mediaani mdiste
2.2. Ruumilise mediaani omadused
2.3.  Ruumilise mediaani iihesus
3. Teised mitmemdotmelise mediaani méératlused
3.1. Ojamediaan
3.2.  Poolruumi mediaan
3.3.  Simpleksse siigavuse mediaan
3.4.  Kumera katte eemaldamise meetod
Kokkuvéte
Kasutatud kirjandus

Lisa 1. R-i kood jooniste jaoks

11
14
17
17
19
21
23
25
26
28



Sissejuhatus

Mediaan on statistilises andmet6ostuses oluline karakteristik valimi ja iildkogumi
kirjeldamiseks. Mediaani iiheks parimaks omaduseks on robustsus ehk tema védirtus ei
soltu ekstremaalsetest vaatlustest. Uhemddtmelise andmestiku mediaani leidmiseks
kasutatakse teadatuntud tosiasja: kui variatsioonireas on paaritu arv liikmeid, on
mediaaniks selle rea keskmine liige ning paarisarvu liikmete korral, on mediaaniks kahe

keskmise liikme poolsumma.

Bakalaureuseto0 eesmidrk on anda iilevaade mediaani leidmise meetoditest
mitmemoOoOtmelistes ruumides. FErinevalt mediaanist Uhemootmelises ruumis, 0N
mitmemoodtmelise mediaani leidmiseks mitmeid erinevaid meetodeid ning antud t66s on
kirjeldatud neist kuute. Enamus mediaane on defineeritavad optimeerimisiilesannete
lahenditena, kus on vaja minimeerida sihifunktsiooni voi leida maksimaalne siigavus.
Mitmemddtmelisel mediaanil on palju rakendusi tehnikas (2D/3D graafika), majanduses

(optimaalse asukoha leidmiseks) ja muudel aladel.

Bakalaureusetd esimeses peatiikis antakse iilevaade mediaanist ihemodtmelises ruumis.
Teises peatiikis kirjeldatakse ruumilist mediaani, mis on tiks kasutatavamaid meetodeid
mediaani leidmiseks korgemates dimensioonides. Lisaks on toodud vilja ka
marginaalmediaani moiste ja moned tahtsamad ruumilise mediaani omadused ning nende
toestused. Jargmises peatiikis on Kirjeldatud alternatiivseid mitmemddtmelise mediaani
maédratlusi nagu Oja mediaan, poolruumi ehk Tukey mediaan, simpleksse siigavuse ehk

Liu mediaan ja kumera katte eemaldamise meetodil leitud mediaan.

Toos esitatud joonised on tehtud autori poolt ning nende tegemiseks on kasutatud
statistikapaketti R.

Autor tidnab professor Kalev Parnat rohkete ndpundidete ja paranduste eest.



1. Mediaan ithemootmelises ruumis

Valimi ja tildkogumi olulisteks karakteristikuteks on nn. tsentraalse tendentsi néitajad,
millest enim kasutatavad on kaks: keskvaartus (aritmeetiline keskmine) ja mediaan.
Mbolemad nimetatud karakteristikud on defineeritavad teatava optimeerimisiilesande

lahendina.

Esmalt ndidatakse, et valimi X;,..,X, aritmeetiline keskmine on jirgmise

ruutkaofunktsiooni minimeerimise tulemus
n
¢(a) = Z(Xi —a)? > min.
i=1 ¢
Tdepoolest, teisendades sihifunktsiooni uuele kujule
n n n
P@ =) (-X+X-af =Y H-0?+ ) hi-D(X-a) +n- K-
i=1 i=1 i=1
Naitame, et teine liidetav on null:
n n
YH-DHX - =F-a) ) (-F)=0.
i=1 i=1

Samas, esimene avaldis ei sdltu a véartusest ning seetdttu sihifunktsiooni miinimumi

saavutame valikuga a = X, mis tagab viimase avaldise viirtuse 0.

Definitsioon 1.1 Valimi X, ..., X,, mediaaniks nimetatakse arvu m, millest molemale

poole jdib vordne arv punkte.

Niide 1. Kui variatsioonireas on paaritu arv lilkkmeid, on mediaaniks selle rea keskmine

liige (X = 1,5,14, 23,50, siis m = 14). Kui variatsioonireas on paarisarv litkmeid, on

mediaaniks kahe keskmise liikme poolsumma (X = 1,5, 14, 23, 24,50, siism = 123 =

18,5).

Definitsioon 1.2 Jaotuse mediaan on defineeritud kui



N =

1
P(XSm)ZE,P(XZm)Z

ning jaotuse tihedusfunktsiooni graafikul on moélemale mediaani poole jaavad pindalad

vOrdsed.

Selleks, et leida valimi X, ..., X;, € R mediaan, tuleb aga minimeerida sihifunktsiooni

n
B(m) = Y |X; = m| - min,

i=1 "

mille voib tildisemalt vélja kirjutada kui
¢(m) = f(IX —m|)dx = E(|X —m|) - min.
m
Kui aga punktid on vdetud jaotusest, millel ei eksisteeri 10pliku keskvéartust ehk
f | X|dx = oo,
siis ka
f |X —m|dx = o

ning sihifunktsiooni minimeerida ei ole vodimalik. Selle valtimiseks kasutatakse

mugavamat tingimust
j(|x —m| = [X])dx < .

Mediaani iiheks parimaks omaduseks on tema robustsus, mis tdhendab, et mediaani
vaartust ei mojuta ekstremaalsed punktid. Karakteristiku robustsuse néitajaks on

murdepunkt (ingl breakdown point).

Definitsioon 1.3 Murdepunktiks nimetatakse koige viiksemat protsenti muudetud
vaatlustest, mis muudaksid funktsiooni hinnangu mistahes suureks. (Tiit, Kollo, Niemi,
1995)



Karakteristik, mille murdepunkt on 0% juures, nditeks aritmeetiline keskmine, on tundlik
ekstremaalsete viirtuste suhtes. Uhemddtmelise mediaani murdepunkt on aga 50%
juures, tdnu millele voib muuta pooled vaatlustest 10pmata suureks enne kui mediaan

muutub. (Tiit, Kollo, Niemi, 1995)

Niide 2. Olgu antud andmekogum 2,3,4,4,6,7,7,8,9,14. Selle valimi aritmeetiline
keskmine on 6,4. Muutes rea ekstreemseima vairtuse 14 mingiks suvaliselt suureks
arvuks 1000, on uueks keskmiseks 105. Kuna juba iihe punkti suurendamine muudab

aritmeetilise keskmise védrtust, on tema murdepunkt 0% juures.

Sama valimi mediaan on aga 6,7. Muutes samuti rea ekstreemseima véartuse 14 mingiks
suvaliselt suureks arvuks 1000, jddb mediaan samaks. Muutes suuruselt jargmist punkti 9
samuti arvuks 1000, jddb mediaan taas endiseks. Saame nii edasi toimida, kuni pooled
valimi véértustest on muudetud suvaliselt suureks arvuks enne kui mediaan muutub.

Seega voime Oelda, et mediaani murdepunkt on 50% juures. (Jarman, 2015)



2. Ruumiline mediaan

2.1. Ruumilise mediaani moiste

Ruumilise mediaani (ka geomeetrilise mediaani voi Li-mediaani) moiste parineb Weberi
asukoha teooriast. Teooria pohineb oletusel, et {iks ettevote soovib leida optimaalset
asukohta laohoone jaoks, mis teenindab n Kklienti, kelle asukohtadeks on punktid
Xy, X,, ... ,X,. Lahenduse leidmise juures eeldame, et hoone voib ehitada suvalisele
koordinaadile ilma piiranguteta. Veel eeldame, et transpordikulud Klientideni on
vordelised vastavate kaugustega. Selle asukoha probleemi lahenduseks soovitas Weber
minimeerida klientide transpordikulude summa. Kui igale kliendile tehakse hankeid
vordselt, siis laohoone optimaalne asukoht on punkt M, mis minimeerib kauguste summa
punktist M kuni punktideni X; ,i =1, 2, ... n (vt. joonis 1). (Small, 1990)

Joonis 1. Ruumiline mediaan kahemddtmelises ruumis (n=10).

Ulesande iildisemaks piistitamiseks tuuakse sisse vektori normi mdiste.

Definitsioon 2.1.1 Vektori x € R? L,-normiks (p > 0) nimetatakse arvu



d 1/p
Ixll, = (lem’)
i=1
Naiteks kahedimensionaalses ruumis, kus x = (x4, x;), on vektori L,-normiks
lxllp = ([P + |2 [P)HP.
Kui p = 1, siis normi nimetatakse ka Manhattani normiks:

lx:lly = x| + lxi2],

kui p = 2, siis on normiks Eukleidiline norm

llillz = v/ (xi)? + (xi2)%.
(Upton & Cook, 2004)
Niitid saame defineerida ruumilise mediaani (ingl spatial median).

Definitsioon 2.1.2 Punktide Xy, X5, ..., X, € R? ruumiliseks mediaaniks nimetatakse

vektorit M, mis minimeerib funktsiooni
n
() = ) 1X; = Ml — min, ®
=t MeR4

kus ||-|| on vektori Eukleidiline norm. (Becker, Fried, Kuhnt, 2013)

Nieme, et d = 1 korral taandub definitsioon 1-modtmelise mediaani definitsiooniks (iga

p > 0 korral). Uldistame niiiid definitsiooni 2.1.2 suvalisele jaotusele ruumis R¢.

Definitsioon 2.1.3 Juhusliku vektori X € R? jaotusega X~P ruumiliseks mediaaniks

nimetatakse vektorit M, mis minimeerib funktsiooni
(M) = fIIX — M||P(dx) - min.
; MeR4
R

Kahjuks on funktsioon ¢ (M) Ioplik ainult juhul kui E||X|| < oo. Sellest kitsendusest

vabanemiseks kasutatakse jargmist definitsiooni.



Definitsioon 2.1.4 Juhusliku vektori X € R? jaotusega X~P ruumiliseks mediaaniks

nimetatakse vektorit M, mis minimeerib funktsiooni
B = [ X =Ml = IXIDP(@) > min,
; MEeR
R

Erijuhul, kui tdensosusmddt P ruumis RY on diskreetne iihtlane jaotus punktidel

X4, ..., Xy, siis definitsioonis 2.1.4 olev kaofunktsioon avaldub kujul

n n
D= M= ) i
i=1 i=1

Kuna avaldise viimane summa on konstant (ei soltu suurusest M), siis tilesanne taandub

— min.
M

C 1 1
) = > (X, = Ml = X1 -~ ==

mediaani leidmise iilesandele (1). Sama arutelu kehtib ka suvalise jaotuse korral, kus

[llx||P(x) < oo, siis ruumilise mediaani definitsioon 2.1.4 taandub definitsiooniks 2.1.3

B =[x = Ml = 1XIDP@) = [ X = MIDP@x) - [AIXIDP() - min

Erijuhul kui p = 1, saame nn. marginaalmediaani, mille puhul véime minimeerida iga

liidetavat eraldi. Niiteks kahemodtmelises ruumis
n n n
M(Xy, Xy, ..., X,) = min Z”Xi _ M| = minZIxil |+ mian2 —m,|.
MEeR?2 mq m;
i=1 i=1 i=1

Seega, minimeerides iga liidetavat eraldi, saab marginaalmediaani mitmemdotmelises

ruumis viia ithemodtmelisse ruumi (vt. joonis 2). (Becker, Fried, Kuhnt, 2013)
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Joonis 2. Marginaalmediaan kahemddtmelises ruumis (n=10).

2.2.  Ruumilise mediaani omadused

Olgu E = R% Eukleidiline ruum, kus Eukleidiline norm on tihistatud ||-||. Punktide
X1, X5, .., X, € R% ruumiline mediaan on definitsiooni 2.1.2 kohaselt vektor, mis

minimeerib funktsiooni
n
B = Y 11X, = M|| > min.
= MeR

Kuna mediaan on punkt, mis minimeerib andmestiku n punkti Eukleidiliste kauguste
summa, siis selle leidmiseks voib kasutada gradientmeetodit. Funktsiooni gradiendiks
nimetatakse selle osatuletiste vektorit ning gradient nditab muutuse kiireima kasvamise
suunda. (Clapham & Nicholson, 2005) Jargnevalt tuuakse vélja teoreem funktsiooni

gradiendi leidmiseks.

Teoreem 2.2.1 Funktsiooni

B = ) 1K~ VI
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gradient on

o (X —Y)

VO =T

Téestus. Leitakse funktsiooni ¢(Y) osatuletis kohal Y;. Kasutades Eukleidilise normi

definitsiooni
IIX1l =
saadakse
a n a n d 1/2
2
— D> IX; Y| ==— EX--—Y- ,
a7 2= vi=5 ) | ) (k=)
=1 =1 \j=1
millest

i=1( - (Xyy — ’?)2)1/2

| | < (X =)
1 2 —X;;i =Y
ZIF Z(XU—Y,-) -Z(Xij—Y,-)-(—1)J|=Z - L
_ o — (X — Y)
L 1Ix, — Y
Seda lihtsustades saadaksegi funktsiooni ¢ (Y) gradient

o (X —Y)

VO =T

O

Geomeetrilise mediaani definitsiooni pdhjal on teada, et punktide X;, X5, ... , X,, mediaan
M minimeerib funktsiooni ¢ ja arvestades seda on voimalik leida alternatiivne omadus
mediaanile. (Bruce, 2011)

Jireldus 2.2.1 Punkt M € R%on valimi X, X5, ... , X,, mediaaniks siis ja ainult siis, kui

12



o X —M)

— = 0.
|| X; — M|
=1

Toestus. Minimeerides funktsiooni ¢ (Y) ning kasutades teadmist, et funktsiooni gradient
lokaalses miinimumis on vordne nulliga saadakse, et V¢ (Y) = 0. Teoreemi 2.2.1 pohjal
onVop(Y) =0, kui

o Xi—Y)

——F—=0.
LK =Yl
=1

Kui M € R% oleks funktsiooni mediaaniks, siis minimeeriks ta funktsiooni ¢(M) ning
kasutades uuesti teoreemi 2.2.1 saab jareldada, et V¢p(M) = 0.

Kui votame suvalise t € [0,1] ja x,y € R%, siis kasutades kolmnurga omadust ja

homogeensust saadakse
lltx + (1 — Oyl < llexll + 12 — Oyl = tlixll + (1 = Dyl

Sellest jareldub, et Eukleidiline norm on kumer funktsioon. Kui on antud kaks kumerat

funktsiooni f ja g, siis distributiivsuse, kolmnurga omaduse ja homogeensuse pohjal

F+x+ (1 -0y)=fltx+ (A —-t)y) +gtx + (1 - t)y)
<tfG)+A=-f») +tglx) + (1 -t)g(y)
=t(f +9) )+ A - + 9.

Seega on summa kumeratest funktsioonidest samuti kumer. Sellest jareldub, et M
minimeerib funktsiooni ¢(M) ning mediaani definitsiooni pdhjal on M punktide

Xy, X5, ... , X, mediaan.
O

See omadus nditab huvitavat fakti — mediaani asukoht ei olene sellest, kui kaugel asuvad
andmestiku punktid mediaanist, vaid sellest, kuidas on punktid iildiselt jaotatud. Jirgmine
jareldus naitab, et andmestiku punkte voib liigutada modda kiiri, mis ldhevad mediaanist

nende punktideni, ilma et mediaan muutuks. (Bruce, 2011)
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Jireldus 2.2.2 Olgu antud punktid X;,X,,...,X,, € R? ja olgu M nende andmete
mediaan. Kui luua uus andmestik asendades iga punkti X;,i =1,...,n punktiga

t(X; — M)+ M , kus t > 0, siis mediaan uues andmestikus on samuti M.

Toestus. Olgu M mediaan, siis jareldusest 2.2.1 teame, et

o (X — M)

ST, @
L%, — M

Niitid luuakse uus punktihulk, kus iga punkt X; ,i = 1, ..., n on asendatud punktiga X; =
t(X; — M)+ M, kus t > 0. Kasutades jareldust 2.2.1 nididatakse, et M on ka uue

andmestiku mediaaniks ehk

X —M)
an' =" ©

Saadakse

& - _ (C&Xi—-m+M)—M) (e —M) _ X~ M)
X/ — M|~ 1CCG—m) + M) =M~ 1leCx; — I~ NIX; — M|

Kuna vorrand (3) on vordne vorrandiga (2) ning kasutades jareldust 2.2.1 saadakse, et M

on ka uue andmestiku mediaaniks. (Bruce, 2011)

2.3.  Ruumilise mediaani iihesus

Olgu E = R4 (d = 1) Eukleidiline ruum, kus Eukleidiline kaugus on ||-|]| ja olgu P
tdendosusmddt ruumist RZ. lga vektorit, mis minimeerib funktsiooni ¢(M) =
[ (llx = M| = lIxIDP(dx) = E(llx — M|| — |lx||) nimetatakse mdddu P ruumiliseks

mediaaniks?.

1 Samaviarselt kasutatakse ka terminit mitmemddtmeline mediaan.
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Jargmine teoreem, mis on vilja toodud Milasevic ja Ducharme 1987.aasta artiklis annab

piisava tingimuse ruumilise mediaani iihesuseks.

Teoreem 2.3.1 Kui tdendosusmddt P ei ole Eukleidilises ruumis E = R4 koondunud

tihele sirgele, siis on tal ainult iiks ruumiline mediaan.

Toestus. Oletatakse vastuviiteliselt, et mdddul P on kaks erinevat mediaani M,, M, nii,
et M; # M, ja olgu | sirge, mis ldbib neid. Iga A, kus 0 < 1 < 1, ja iga x € E\l korral
kehtib lihtne vordus

llx =AMy — (1 = DMy || = lIx]| = [[Ax + (1 = Dx — AM; — (1 = DM, || — 1|l
= lIaCe = My) + (1 = D (x = M)l — lIx]].

Kasutades kolmnurga omadust vdib viita, et

12Ge = My) + (1 = D = M)l = x| @
< Al = Myll = Il + (1 = D (llx = Myl = lxID.

Kui vorratuse (4) molemad pooled vorduksid, oleks vektor A(x —M;) vektori
(1 —2A)(x — M,) skalaarkordne ning see tihendaks, et x € [, mis oleks vastuolus

eeldusega, et x € E\L
Sellest jareldub, et M; = M,, 0 < A < 1jaiga x € E\l korral kehtib range vorratus

A = M) + (1 = D) (x = M) || = lIx]l
< A(llx = Myl = llxlD) + (@ = Dlx = Mzl = llxD.

Kuna tdendosusmodt P ei ole koondunud iihele sirgele ehk tdendosusmoddu kandja
supp(P) & 1, siis viimane vdrratus kehtib positiivse tdendosusega P(x € E\l) > 0,
mistdttu range vorratus jidb kehtima ka siis kui votta mdlemast poolest keskviirtus?

E(IA(x = My) + (1 = D) (x = Mp) | = lxI))
<AE(llx = Myl = llxID) + (1 = DE(llx = Mz || = llxID.

2 Qsutub, etkui Z <Y jaP(Z <Y) > 0,siis EZ < EY.

Tdepoolest tdendosusteooria kursusest on teada, et kui X =0 ja EX = 0, siis P(X = 0) = 1. Sellest
jareldub, etkui X = 0 jaP(X > 0) > 0, siis EX > 0. Rakendades seda juhul X = Y — Z saadaksegi vajalik
vorratus.

15



Arvestades funktsiooni ¢ (M) definitsiooni, on see aga ekvivalentne vorratusega
d(AM; + (1 — DM,) < 2p(My) + (1 — D) p(M3)

= Amin (M) +(1 — 2) min $(M) = min, ¢(M),

millest on néha, et punkt AM; + (1 — A)M, on sihifunktsiooni ¢ (M) mdttes parem punkt
vorreldes punktidega M; ja M,. See on aga vastuolus eeldusega, et M; ja M, on
mediaanid.

16



3. Teised mitmemootmelise mediaani maaratlused

3.1. Ojamediaan

Lisaks ruumilise mediaani meetodile, voib korgemates dimensioonides (d > 1) mediaani
madrata ka Oja meetodil (Oja, 1983). Selleks peaks aga koigepealt defineerima simpleksi

maoiste.

Definitsioon 3.1.1 Simpleksiks nimetatakse d + 1 tipulist kumerat keha ruumis R<.
(Clapham & Nicholson, 2005)

Niiteks, ruumis R? moodustavad simpleksi kolm punkti, andes tulemuseks kolmnurga.
Ruumis R moodustavad simpleksi aga neli punkti ning tulemuseks on tetraeeder.
Tippude T4, ..., T4, poolt moodustatud d-mdotmelise simpleksi mahu leidmiseks

kasutatakse valemit

1 . 1
1 t ety
V(Ty, ., Tasr) = 7 |det W e,
tig  tatia

Kus t;q, ..., tig On punkti T; koordinaadid, i = 1, ..., d + 1. (Becker, Fried, Kuhnt, 2013)

Oja mediaani leidmiseks kasutatavad simpleksid on moodustatud d andmepunkti ja

oletatava mediaanpunkti M vahel.

Definitsioon 3.1.2 Olgu X = (Xy, ..., X;,) juhuslik valim ruumis R¢. Oja mediaaniks

nimetatakse vektorit, mis minimeerib sihifunktsiooni

s =" Y V(e Xip),

1<iy<-<igsn

kus X; , ..., X;, on valimi d punkti ja (Z)_lnéiitab erinevate indeksikomplektide arvu, iile

mille summeeritakse. (Becker, Fried, Kuhnt, 2013)
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Erinevalt geomeetrilisest mediaanist, ei ole Oja mediaan aga alati iihene. Néiteks, joonisel
3 olevate punktide X, X, X3, X, Xs € R® Oja mediaani leidmiseks moodustati
koikvoimalikud simpleksid (kahemddtmelises ruumis kolmnurgad) kahe andmepunkti X;
ja Xj,i # j ja mingi punkti M € R? vahel. Nende simplekside pindalade summa oli
minimaalne, kui M € S. Seega, viarvitud ala S tdhistab koikvoimalike Oja

mediaanpunktide poolt moodustatud kumerat hulka.

X3

Joonis 3. Oja mediaan (virvitud ala) kahemdotmelises ruumis (n=5).

Joonisel 4 toodud valimipunktide X, ..., X, € R? Oja mediaani leidmiseks minimeeriti
samuti kOikvdimalike kolmnurkade pindalade summa. Kuna aga valimipunkte oli

paarisarv, oli seekord Oja mediaaniks ithene punkt. (Tiit, Kollo, Niemi, 1995)

18



X3

Xs

Joonis 4. Oja mediaan kahemddtmelises ruumis (N=6).

3.2. Poolruumi mediaan

Harold Hotelling oli esimene, kes tutvustas poolruumi mediaani moistet. Ta Kirjeldas
mediaani kui punkti, mis minimeerib maksimaalse arvu punkte, mis asuvad punktist M
,,uhel pool®. Ta kujutas seda ette kui kahe jaatisemiiiija asukoha probleemi rannajoonel.
Hotelling viitis, et optimaalne asukoht esimesel miiiijal oleks saabudes valida koht, mis

minimeerib inimeste maksimaalse arvu iihel pool.

Kuigi algne idee parineb Hotellingult oli Tukey see, keda tunnustati selle teooria eest.
Kuna poolruumi meetodi interpretatsioon pohineb Tukey siigavuse funktsioonil, on seda

mediaani kutsutud ka Tukey mediaaniks. (Liu, Serfling, Souvaine, 2006)

Definitsioon 3.2.1 Hiipertasandiks nimetatakse d-mddtmelise ruumi d — 1 modtmelist
alamruumi. Niiteks ruumis R? on hiipertasandiks sirge, kolmemddtmelise ruumi

kahemodtmeliseks alamruumiks on aga tasand. (Clapham & Nicholson, 2005)

Definitsioon 3.2.2 Poolruumiks nimetatakse hiipertasandi poolt jaotatud ruumi R%

alamruumi. (Clapham & Nicholson, 2005)
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Niitid on voimalik defineerida poolruumi mediaani leidmiseks vajaliku Tukey siigavuse

maoiste.

Definitsioon 3.2.3 Olgu P tdendosusmddt ruumist R%. Punkti X € R¢ Tukey ehk

poolruumi siigavus on defineeritud kui
D(X|P) = )i(glg{P(H): H on kinnine poolruum}.

Tukey siigavus nditab minimaalset arvu andmepunktidest, mis asuvad punkti M ldbiva

hiipertasandi poolt moodustatud kinnises poolruumis H. (Tukey, 1975)

Definitsioon 3.2.4 Poolruumi ehk Tukey mediaaniks nimetatakse punkti M € R%, mille

korral Tukey siigavus D (M|P) on maksimaalne.

Poolruumi mediaan ei ole tavaliselt ithene punkt. Maksimaalse Tukey siigavusega

punktide hulk on kinnine ning tokestatud kumer hulk. (Becker, Fried, Kuhnt, 2013)

Joonisel 5 olevate vaatluste Tukey mediaan asub punktis M ning seda ldbiv
kahemdotmelise ruumi hiipertasand sirge L jaotab ruumi kaheks poolruumiks, kus

molemasse poolruumi jddvad pooled valimipunktid.

o
—

Joonis 5. Hiipertasand (L) ja Tukey mediaan kahemddtmelises ruumis (n=10).
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3.3.  Simpleksse siigavuse mediaan

Nagu titleb ka nimi, pShineb simpleksse siigavuse mediaan (ehk Liu mediaan) simpleksse
siigavuse definitsioonil. Tahistagu x € A% punkti x kuuluvust d-mddtmelise ruumi

simpleksi ja olgu 1(A) siindmuse A indikaatorfunktsioon,

1, kui A toimub
0, vastasel juhul.

I(4) = {

Kui Oja mediaani leidmise juures kasutatavad simpleksid moodustati d andmepunkti ja
mediaanpunkti M poolt, siis Liu mediaani korral moodustavad simpleksi d + 1
andmepunkti. (Liu, 1990)

Definitsioon 3.3.1 Olgu antud valim X = (Xg, ..., X,,) ruumis R%. Punkti x simpleksne

stigavus On

DW= ) IeA Wy Xy,

1<iy<-<igsn

kus A%(X;,, ..., Xi,,,) on d + 1 andmepunkti poolt moodustatud d-mddtmeline simpleks.

1y’
Simpleksne siigavus niitab punkti x sisaldavate simplekside arvu.

Definitsioon 3.3.2 Simpleksse stigavuse mediaaniks nimetatakse punkti M, mille korral

simpleksne stigavus D (M) on maksimeeritud.

Kui maksimaalse siigavusega punkte on mitu, vOetakse mediaaniks nende punktide

keskmine. (Liu, 1990)

Simpleksse siigavuse funktsiooni D(x) vaartuste arvutamiseks on kasutusel lihtne

meetod:

Olgu L;; sirge, mis ldbib valimi X punkte X; ja X; , i # j ning tdhistagu A;; ja Bj;
poolruume kummalgi pool seda sirget. Kui on vdimalik litkuda punktist M; punkti M,
ilma, et peaks iiletama sirget L;;, siis D(M;) = D(M,). Kui aga punktist M; punkti M,

joudmiseks on vaja iiletada sirget L;;, liikudes nii poolruumist 4;; poolruumi B;;, muutub

ijo
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funktsioon n, —n; vdrra, kus n; ja n, tdhistavad valimipunktide arvu vastavalt

poolruumis A;; ja B;;. (Tiit, Kollo, Niemi, 1995)

Naide 3.

Joonis 6 Liu simpleksse siigavuse leidmine (n=5).

D(M,) = 0, asub viljaspool valimipunkte;

D(M;) = D(M,) + 3 — 0 = 3, paremal pool sirget L,, (poolruumis B;,) on 3 valimi

punkti, vasakul (poolruumis A;,) 0 punkti;

D(M;) = D(M;) + 2 — 1 = 4, paremal pool sirget L3 (poolruumis B;3) on 2 valimi

punkti, vasakul (poolruumis A,3) 1 punkt;

D(M3) = D(M,) + 2 —1 =5, paremal pool sirget L,s (poolruumis B,z) on 2 valimi

punkti, vasakul (poolruumis A,<) 1 punkt;

D(M,) = D(M3) + 1 — 2 = 4, paremal pool sirget L, (poolruumis B;,) on 1 valimi

punkt, vasakul (poolruumis A;,) 2 punkti;

D(Mg) = D(M,) + 1 — 2 = 3, paremal pool sirget L5 (poolruumis Bss) on 1 valimi
punkt, vasakul (poolruumis Ass) 2 punkti. (Tiit, Kollo, Niemi, 1995)
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3.4. Kumera katte eemaldamise meetod

Kumera katte eemaldamise meetod on visuaalselt kdige parem Viis nditamaks mediaani
leidmist kdrgemates dimensioonides. Idee pohineb andmestiku keskpunkti leidmisel nii,

et eemaldatakse jark-jargult ekstremaalsemad punktid. (Small, 1990)

Definitsioon 3.4.1 Punktihulga X = (X4, ...,X,) kumeraks Kkatteks nimetatakse
véikseimat kumerat hulknurka, mis sisaldab koiki hulga X punkte. (Upton & Cook, 2004)

Kumera katte eemaldamise meetodi puhul moodustatakse esmalt punktihulga kumer kate
ning seejarel eemaldatakse hulgast X selle katte tipud (eksremaalsemad punktid). Seda
protsessi jatkatakse nii kaua kuni allesjaanud punktid on oma kumera Kkatte tippudeks (vt.
joonis 7). Kui alles on jadnud ainult iiks punkt, ongi see punkt mediaaniks ning kui kumer
kate koosneb rohkem kui iihest punktist, on mediaaniks nende punktide raskuskese

(aritmeetiline keskmine). (Small, 1990)

Joonis 7. Kumera katte eemaldamise meetod kahemddtmelises ruumis (n=20).

Uheks enim kasutatavamaks algoritmiks punktide eemaldamiseks kumerast Kkattest, on
Grahami skaneering, mis leiab punktihulga ekstreemsed punktid aja O (nlogn) jooksul.
Grahami meetodi puhul leitakse koigepealt kdige madalama y-koordinaadiga punkt P (kui
neid punkte on mitu, tuleks valida see, millel on suurem x-koordinaat). Seejérel

jarjestatakse iilejadnud punktid nurga (mis tekib punkti ja P vahel) suuruse alusel
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jarjekorda alates vaiksemast. Edasi konstrueeritakse kumer kate, kus labitakse punktid
jarjekorras ja lisatakse kattele, kui tehakse podre vasakule (kellaosuti litkumisele

vastupidises suunas). (Ramaswami, 1993)

Veel on iiheks algoritmiks hulga ekstreemsete punktide eemaldamiseks Jarvise
,kinkepakendi“ (ingl gift-wrapping) algoritm. Nagu Grahami meetodi puhul, on
koigepealt vaja leida kdige minimaalse y-koordinaadiga punkt P. Jargmiseks valitakse
kattesse punkt, mis moodustab punktiga P kdige vidiksema polaarnurga ning iilejadnud
katte tipud on leitud kodige vdiksema polaarnurga alusel eelmisest punktist. Jarvise
algoritmi kiirus soltub katte tippude arvust h ning lahendub tavaliselt aja 0 (nh) jooksul.
(Ramaswami, 1993)
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Kokkuvote

Bakalaureusetdo eesmairk oli anda tilevaade erinevatest mediaani leidmise meetoditest

mitmemoodtmelistes ruumides.

T66 esimeses peatiikis Kirjeldati nii valimi kui jaotuse mediaani leidmist

ithemdotmelises ruumis ja toodi vilja mediaani robustsust kirjeldav nditaja murdepunkt.

Teises osas tutvustati pohjalikumalt enamlevinuimat mitmemodtmelist mediaani —
ruumilist mediaani, mis pohineb sihifunktsiooni minimeerimisel. Liihidalt on
kirjeldatud ka marginaalmediaani, mille saab mitmemddtmelisest ruumist viia
tthemootmelisse ruumi. Lisaks toodi vilja ruumilise mediaani leidmise viis
gradientmeetodil ning paar pdhilist ruumilise mediaani omadust koos toestustega.

Sealjuures tdestati, et ruumiline mediaan on iihene.

Bakalaureuset66 kolmandas peatiikis kirjeldati 1ahemalt alternatiivseid
mitmemdotmelise mediaani méaaratlusi. Oja mediaani leidmiseks tuleb minimeerida
andmepunktide ja oletatava mediaanpunkti poolt moodustatud simplekside mahtude
summa. Poolruumi mediaani jaoks on vajalik leida punkt, mille korral Tukey siigavus
on maksimeeritud. Simpleksse stigavuse mediaani korral tuleb maksimeerida aga punkti
simpleksset stigavust. Viimasena kirjeldatud kumera katte eemaldamise meetodi puhul
tuleb mediaani leidmiseks jark-jargult eemaldada punktihulgast ekstremaalsemad
punktid.

To66s oli toodud vilja ka joonised, kus iga meetodi puhul oli leitud juhusliku valimi

pohjal mediaan kahemddtmelises ruumis.
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Lisa 1. R-i kood jooniste jaoks

####L1 MEDIAAN

##Hetkel leitud kahemdédtmelise ruumi jaoks, kuid véimalik ka kdrgemates

dimensioonides
library (pcaPP)
n=10
x1l=c (runif (n,1,10))
x2=c (runif(n,1,10))
#Teeme mediaani jaoks maatriksi
x=cbind (x1, x2)
med=c (11lmedian (x))
plot (x1,x2,pch=21,bg="black",cex=1.3,cex.axis=2,cex.lab=2)
for (i in (1:n)){
segments (med[1],med[2],x1[1],x2[1i])
}
points (med[1l],med[2],pch=15,col="red",cex=1.6,bg="red")

####Marginaalmediaan

##Voimalik leida ka kdrgemates dimensioonides

plot (x1,x2,pch=21,bg="black",cex=1.3,cex.axis=2,cex.lab=2)
#Leiame mediaani x-teljel ja y-teljel

medl=median (x1)

med2=median (x2)

abline (v=medl, col="red", lwd=2)

abline (h=med2, col="red", lwd=2)

#Mediaan

points (medl,med2,pch=15,col="red", cex=1.6,bg="red")

####0ja mediaan

##T66 joonisel on kasutatud library OjaNP demo

##Funktsioon ojaMedian annab vastuseks ihe k&éikvdimalikest
mediaanvadrtustest

##Voimalik leida ka kdrgemates dimensioonides

library (0jaNP)

n=>5

x1ll=c(runif(n,1,10))

x22=c(runif(n,1,10))

xx=cbind(x11,x22)

oja=c (ojaMedian (xx))

plot (x11,x22,pch=21,bg="black",cex=1.3,cex.axis=2,cex.lab=2)
points(ojal[l],ojal[2],col="red")

####Tukey mediaan

Oja

##Voimalik arvutada ka kdérgemates dimensioonides, aga siis on tulemus

ligikaudne

##Koikvdimalike vaadrtuste kdige keskmiseim vaartus
library (depth)

tuk=med (x)

plot (x1,x2,pch=21,bg="black",cex=1.3,cex.axis=2,cex.lab=2)
tuk=unlist (tuk)
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points (tuk[1l],tuk[2],pch=15,cex=1.6,col="red")

#Hipertasand

nmod=1m (I (x2-tuk[2])~I (x1-tuk[1])+0)

abline (predict (nmod, newdata=list (x1=0))+tuk[2], coef (nmod),
col='red', lwd=2)

####Liu mediaan

##Voimalik ainult kahemddtmelistes ruumides
##Koikvdimalike vaadrtuse kdige keskmisem vaartus
liu=med (x, method="Liu")

plot (x1,x2,pch=21,bg="black",cex=1.3,cex.axis=2,cex.lab=2)
liu=unlist(liu)

points (liu[l],1liu[2],col="red")

####Sama funktsiooniga med() on vdimalik leida ka Oja mediaani (ainult
2D),
####Spatial mediaani (ka kdrgemates dimensioonides)

####Kumera katte eemaldamine
peel=x

plot (peel)

hptsl=chull (peel)

hpts2=c (hptsl,hptsl[1])
lines (peel [hpts2, 1)
peel=peel [-hptsl, ]
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