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SISSEJUHATUS.

Matemaatilise füüsika võrrandite kursus on loomulikuks

jätkuks diferentsiaalvõrrandite kursusele. Tema aineks on

mitmesuguseid loodusnähtusi kirjeldavate diferentsiaal-, in-

tegraal- ja funktsionaalvõrrandite uurimine ja lahendamine.

Matemaatilise füüsika võrrandite teooria on väga ulatus-

lik. Käesolevas kursuses käsitleme vaid valitud osi sellest

teooriast vastavalt kehtivale programmile matemaatika osakon-

na 111 kursuse üliõpilaste jaoks. Raskemad ja üldhariduslikust

seisukohast vähem olulised teoreemide tõestused on välja jäe-

tud. Eriti on käesolevate loengute kirjutamisel silmas peetud

iseseisvalt õppijaid. Lugeja peab tundma harilike diferentsi-

aalvõõrandite teooriat ülikooli kursuse ulatuses, eriti aga

oskama harilike diferentsiaalvõrrandite süsteemide lahenda-

mist .

Harilike diferentsiaalvõrrandite kursuses vaadeldakse

võrrandeid kujuga

(1) F(x,u,u',...,u"" ) -0,

kus x on sõltumatu muutuja, u * u(x) on otsitav funktsioon

ja u',...,u<"' on viimase tuletised kuni järguni n .

Võrrandi (1) lahend sõltub üldiselt rääkides n suvali-

sest konstandist, s.o.

(2) u - u(x,c,,c,,...,c„),
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kus on suvalised. Viimaste määramiseks antakse et-

te veel nn. algtingimused, mida peavad rahuldama otsitav

funktsioon u ja tema tuletised kuni järguni n-1.

Lahend (2) kujutab endast geomeetriliselt kõveraid

xu-tasandil, mida nimetatakse antud diferentsiaalvõrrandi (1)
integraalkõveraiks.

, Matemaatilise füüsika võrrandite teoorias vaadeldakse

aga võrrandeid, mis sisaldavad otsitava mitme muutuja funkt-

siooni osatuletisi. Seda laadi võrrandite lahendamise juurde

jõutakse mitmesuguste loodusnähtuste matemaatilisel uurimisel,

kus nähtuse käik kirjeldub mitme muutuja funktsiooni abil.

Matemaatilise füüsika võrrandid jaotatakse järkudesse.

Esimest järku võrrand sisaldab esimest järku osatuleti-

ai. Erijuhul, kui lahend on kahe muutuja funktsioon, võib

selle võrrandi üles kirjutada kujul

(3) -0,

kus x,y on sõltumatud muutujad, u " u(x,y) on otsitav funkt-

sioon ning ja Uy on tema osatuletised sõltumatute muutuja-

te järgi. Seega kujutab vaadeldav võrrand funktsionaalset

seost viie suuruse vahel.

Teist järku võrrand sisaldab esimest ja teist järku

tuletisi. Erijuhul, kui lahend on kahe muutuja funktsioon,

võib selle võrrandi üles kirjutada kujul

(4) F(l'y*"'"x'"y'Uxx'"xy'"yy) *

kus x,y on sõltumatud muutujad, u = u(x,y) on otsitav funkt-

sioon ja ülejäänud suurused on tema osatuletised sõltumatute

muutujate järgi.

Analoogiliselt defineeritakse ka kõrgemat järku võrran-

did, kuid käesolevas kursuses piirdume vaid esimest ja teist

järku võrranditega.

Võrrandite (3) ja (4) lahendid u = u(x,y) tähendavad

geomeetriliselt pindu ruumis (x,y,u). Selliseid pindu nime-

tatakse vastavalt võrrandite (3) ja (4) integraalpindadeks.

Siin ja allpool kõikjal on meil alati eeldatud, et neid in-

tegraalpindu saab esitada ilmutatud kujul, s.t. kujul
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- u(x,y).

Nagu harilike diferertsiaalvõrrandite korral, nii ka

osatuletistega võrranditel ei ole lahend üheselt määratud.

Siin sõltub lahend koguni suvalistest funktsioonidest. Näi-

teks, kui võrrandis

"y'°
on lahendiks funktsioon u = u(x,y), siis see esitub kujul

u * f(x),

kus f(x) on suvaline funktsioon. Selleks, et lahend oleks

üheselt määratud, antakse ka siin ette teatavaid täiendavaid

tingimusi, mille loomus määratakse tavaliselt vastava võrran

di füüsikalise sisu poolt.

Osatuletistega võrrandid peale jaotamist järkudesse lii

gitatakse veel võrrandi kuju järgi. Nii esinevad lineaarsed,

kvaasilineaarsed ja mittelineaarsed võrrandid. Osatuletiste-

ga võrrandit nimetatakse lineaarseks, kui ta on lineaarne

võrrandis esineva otsitava funktsiooni ja tema osatuletiste

suhtes, s.t. kui ta on esimese astme võrrand nende suhtes.

Kui võrrand on lineaarne vaid kõrgeimat järku esinevate osa-

tuletiste suhtes, siis nimetatakse teda kvaasilineaarseks.

Muudel juhtudel nimetatakse võrrandit mittelinaareeks.

Kirjutame nüüd võrrandid (3) ja (4) üldkujul välja vas-

tavalt sellisele liigitusele.

st järku lineaarne võrrarn

+ bUy + cu + d = 0,

kus a, b, c, d on x,y funktsioonid;

Esimest järku kvaasilineaarne võrrand

+ bUy + c -0,

kus a, b, c on x,y,u funktsioonid;

Teist järku lineaarne võrrand:

"",1 "<="yy" *'"y*f"* K*°,

kusa, b, ...,g onx,y funktsioonid;
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kvaasi

="yy -0,

kus a, b, c on Uy funktsioonid.

Allpool teist järku võrrandis kordaja b liikme

juures kirjutame kujul 2b. See võimaldab võrrandi teisenda-

misel saadud avaldisi lihtsamalt üles kirjutada. Samuti hakka

me esimest järku esatuletisi u* ja Uy tähistama lihtsuse

mõttes tähtedega p ja q ,
s.t.

p.u,, q-Uy

I. ESIMEST JX R K U OSATU-

LETISTEGA VÕRRANDID.

$ 1. Kahe sõltumatu muutujaga kvaasiline

võrrandid.

Olgu meil antud kahe sõltumatu muutujaga esimest järku

kvaasilineaarne osatuletistega võrrand

(1) ap+bq=c,

kus a * a(x,y,u), b = b(x,y,u), c * c(x,y,u).
Käesolevas paragrahvis me seame selle võrrandi tarvis

Cauchy' ülesande ja uurime selle ülesande lahendamisega seo-

olevaid küsimusi, mida illustreerima ühe näitega.

Uurime võrrandit (1) lähemalt. Selleks võtame vaatluse

alla ruumi (x,y,u) (vt. joonis 1). Võtame selles ruumis punk-

ti P(x,y,u) ja määrame seal suuna vektoriga

a = (a,b,c),

kus a,b,c on võrrandist (1) ja nende väärtused on võetud

punktis P.



Määrame eel viisil suuna ruumi

(x,y,u) igas punktis. Nii saame ruumis

teatava suundade välja. See suundade

väli määrab joonte parve, millel puu-

tujate suunad igas punktis langevad

ühte välja suunaga selles punktis.

Koostame diferentsiaalvõrrandite

süsteemi selle joonte parve parameet-

Joonis 1
riliste võrrandite leidmiseks. Kirju-

tarne need võrrandid kujul

x - x(s), y - y(s), u * u(s),

kus võrrandite paremad pooled sõltuvad veel kolmest konstan

dist, mida me ei märgi. Teatavasti vektor

/dx dy du 1
3s' 35*J

on iga s korral joonepuutuja suunaga. Meil on otsitavatel

joontel puutuja suunaga vektor s - (a,b,c).Seepärast olgu

dx dy
3s ' 3s Kg*''

ehk teisiti kirjutades

«) -r-<°-

Saime harilike diferentsiaalvõrrandite süsteemi kolmest

võrrandist, mis kujutavad seost otsitavate joonte diferentsi

aalide vahel.

Süsteemi (4) integreerimisel saame kolm parameetri

funktsiooni

x = x(s), y - y(s), u - u(s),

kusjuures igaüks neist funktsioonidest sõltub veel kolmest

integreerimiskonstandist. Need kolm funktsiooni kujutavadki

otsitava parve jooni vaadeldavas ruumis (x,y,u). Uhe joone

s.t. süsteemi (2) ühe integraalkõvera saame, kui fikseerime

integreerimiskonstandid algtingimuste abil. Nimelt loeme, et

s=o korral on x = y = u * Siis võime süs-

teemi (2) lahendi üles kirjutada kujul



/x -
,

(3) { y -
,

L" * .

Integraalkõver (3) läbib, nagu näha, ruumi punkti (*o^o,%)*
Muutes algtingimusi, st. võttes ruumi teisi punkte, saame

kõik parve jooned.

Vaatame nüüd, millises seoses on leitud joonte parv võr-

randi (1) integraalpinnaga u = u(x,y). Leiame selle integraal-

pinna normaali n. Kui pind on antud kujul p(x,y,u) * 0,

siis tema normaaliks punktis P(x,y,u) on vektor

kus tuletiste väärtused on võetud punktis P. Käesole-

val juhul on

f(X)X)U) * u(x,y) - u " 0,

kust - y?y- Uy ja . -1. Seega on integraalpin-

na u * u(x,y) normaaliks vektor

n * (p,q,-H-

Kirjutame võrrandi (1) üles kujul

(4) ap+bq+c(-!)=O,

siiq näeme, et ta kujutab endast suunavektorite ? * (a,b,c)
ja pinna normaalide n - (p,q,-l) ristseisu tunnust. Seega

asetseb suundade väli me integraalpinnal. Järelikult asetse-

vad süsteemi (2) poolt määratud jooned otsitaval integraal-

pinhal u - u(x,y) ja katavad seda.

Nimetame süsteemi (2) karakteristlikuks süsteemiks võr-

randile (1) ja tema poolt määratud jooni viimase karakteristi-

kuiks.

Nüüd võime öelda, et kui mingi pind u - u(x,y) on moo-

dustatud võrrandi (1) karakteristikutest, siis on täidetud

ristseisu tingimus (4) ja järelikult vaadeldav pind u = u(x,y)
on võrrandi (1) integraalpind. Seega, teades võrrandi (1) ka-

rakteristikuid, me saame moodustada võrrandi (1) integraalpin-

du-
-8-



Selleka, et määrata võrrandi (1) integraalpind

n = u(x,y) üheselt, antakse veel juurde lisatingimusi. Siin

kohtume nn. Cauchy' ülesandega.

Cauchy' ülesanne. Leida võrrandi (1) integraalpind, mis

läbib antud kõverat g.

Tekib küsimus, kas selline ülesanne on alati lahendatav.

Selgitame seda, laskumata üksikasjalisse tõestusse.

Vaatleme esialgu juhtu, kus kõver g ei ole karakteristik

Olgu P kõvera g mingi punkt. Leiame võrrandi (1) karakteris-

tikud, s.t. lahendame süsteemi (2), ja valime saadud karakte-

ristikute seast sellise, mis läbib punkti P. See karakteris-

tik on üheselt määratud, sest igat punkti läbib vaid üks ka-

rakteristik. Määrame kirjeldatud viisil kõvera g igale punk-

tile teda läbiva karakteristiku. Tulemuseks saame terve par-

ve karakteristikuid, mis moodustavad pinna, ja see ongi siis

võrrandi (1) integraalpind, mis rahuldab Cauchy' ülesande tin

gimusi ja on üheselt määratud.

Kui kõver g on ise karakteristik, siis eespool kirjel-

datud viisil integraalpinda moodustada ei saa. Näiteks, kui

võtaksime sel kõveral g mingi punkti P ja otsiksime karakte-

ristikute seast välja sellise, mis läbib seda punkti, siis

saame sama kõvera g. Osutub, et sel korral on Cauchy' ülesan-

del lõpmatu palju lahendeid. See nähtub järgmisest. Võtame

mingi kõvera g', mis läbib kõverat g. Kõver g' pole karak-

teristik (sest igat punkti läbib vaid üks karakteristik) ja

seepärast saab läbi tema iga punkti tõmmata eespool kirjel-

datud viisil karakteristiku (üks nendest on siis ka g). Need

karakteristikud moodustavad integraalpinna, mis rahuldab

Cauchy' ülesande tingimusi. Kuna aga kõver g' on vabalt va-

litav, siis on selge, et Cauchy' ülesandel on antud juhul

lõpmata palju lahendeid.

Võib muidugi juhtuda, et Cauchy' ülesandel üldse ei ole

lahendit. See leiab aset siis, kui kõverat g läbivad karak-

teristikud ei moodusta lähemas ümbruses pinda, millel oleks

ilmutatud kujul võrrand u = u(x,y) ja vajalikke pidevaid

tuletisi. Näiteks, selline olukord esineb siis, kui karak-

2 -9-
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teristikud on paralleelsed u-teljega.

Näitame nüüd, kuidas karakteristikutest moodustada inte-

graalpind, mis rahuldaks Cauchy' ülesande tingimusi. Olgu kõ-

vera g võrrand antud parameetrilisel kujul

x-fjt), y = fa(t),
Valime karakteristikute (3) algtingimused järgmiselt

(5) x. =
- -

Kuna karakteristikud (3) läbivad punkte siis

valiku (5) tõttu on need kõvera g punktid. Seega saame sel

korral vaid need karakteristikud, mis läbivad kõverat g. Pai-

gutades nüüd algtingimused (5) võrrandeisse (3), saame

x - x(a,t), y = y(a,t), u - u(a,t),

ja need võrrandid kujutavadki kõverat g läbiva võrrandi (1)

integraalpinna parameetrilist võrrandeid.

Allpool paragrahvis 3 üldistame sellise integraalpinna

leidmise võtte mittelineaarse võrrandi jaoks.

Näide. Leida võrrandi xp + yq - 2u * 0 integraalpind lä-

bi kõvera x -t, y * u =
t\

Lahendus. Moodustame karakteristliku süsteemi (2),
me

dx dy du_.
x" '

y '2u
' '

Seda süsteemi lahendades saame

Määrame konstandid algtingimuste abil. Olgu s * 0 korral

x - I°, y - y°, u - u°, siis

l"*o' °2*Po' °3*"o'
ja seega

x - , y = y , u - u

Valime nüüd algtingimused vastavalt võrdustele (5),
me

2 3
*o't' 7o't' "o'* '

Seega on otsitava integraalpinna võrrand parameetrilisel

kujul
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tvx - te', y -

Elimineerides neist võrrandeist parameetrid

saame otsitava integraalpinna ilmutatud võrrandi

ja t
,

- xy .

{ 2. Kahe sõltumatu muutujaga mittelineaarsed

võrrandid.

Olgu meil antud kahe sõltumatu muutujaga esimest järku

mittelineaarne võrrand

(1) F(x,y,u,p,q) - o,

kus x,y on sõltumatud muutujad, u - u(x,y) on otsitav

funktsioon, p * ja q - Uy.
Käesolevas paragrahvis tuletame karakteristliku süstee-

mi võrrandile (1) ning anname võrrandi jaoks karakteristiku

mõiste.

Uurime lähemalt antud võrrandi (1) geomeetrilist tähen-

dust ruumis (x,y,u). Selle ruumi igas fikseeritud punktis

P(x,y,u) kujutab võrrand (1) endast seost suuruste pjaq va

hei. Võime seepärast lugeda q muutuja p funktsiooniks, s.o.

q = q(p), ehk parameetrilisel kujul

P " p(s), q - q(s).

Vektor n * (p,q,-l), nagu eelmises paragrahvis nägime, on

integraalpinna u - u(x,y) normaaliks punktis P(x,y,u). See-

ga kujutab endast võrrand (1) igas fikseeritud punktis

P(x,y,u) seost normaali n koordinaatide vahel. Kõigi sel-

liste normaalide hulk, mille koordinaadid p ja g rahulda

vad võrrandit (1), moodustab koonuse tipuga punktis P. Seega

näeme, et igat punkti P läbib lõpmata palju võrrandi (1) in

tegraalpindu.
Vaatleme nende integraalpindade puutetasandite hulka an

tud punktis P(x,y,u). Igaüks neist on risti ühe normaaliga

n * (p,q,-1). Selliste puutetasandite võrrandid võime üles
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kirjutada kujul

(2) p(a)(X-x) + q(a)(Y-y) - (U-u) = 0,

kua x,y,u on punkti P koordinaadid ja X,f,U on puute-

taaandi jooksvad koordinaadid. Andes parameetrile s mitme-

suguseid väärtusi, saame kõik puutetasandid, mis läbivad punk-

ti P.

Nende puutetaaandite mähiapind kujutab endast ka koonust,

mida nimetame koonuseks T (vt. joonis 2).

Tasandid (2) puudutavad seega koonust

T mööda tema moodustajaid m.

[ Leiame moodustajate m eihivek-

torid ?, mida allpool läheb vaja.

Leiame kõigepealt koonuse T võrrandi.

Selleks diferentseerima võrrandit (2)

P(*s.)š") parameetri s järgi, saame

o)

Joonis 2.
Võrrandid (2) ja (3) kokku annavadki

koonuse T võrrandi. Kuna (2) ja (3) on tasandite võrrandid

ja moodustajate m punktid peavad neid rahuldama, siis on

moodustajad m nende tasandite lõikejooned.

Asendame võrrandis (3) tundmatud suurused g2 ja

Selleks diferentseerima võrrandit (1) parameetri s järgi,

saame

F $2 + F
pds qds

Viimasest võrdusest (oletades, et Fp ja Fq ei ole kor-

taga võrdsed nulliga) avaldame kas või 2R ja paigutame

selle võrrandisse (3), siis saame viimase üles kirjutada ku-

Jui

(3') Fq(X-x) _ = 0.

Nüüd võime öelda, et moodustajad m on tasandite (2)

ja (3') lõikejooned. Nende tasandite normaalideks on vastavalt

vektorid n = (p,q,-1) ja = (Fq,-Fp,O). Moodustajate

sihivektoriteks on nendega risti olevad vektorid, s.t. vek-

torid
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e * n_, x n

Seega

S - (Fp, Fq, pFp + qFq).

Iga aelline vektor s asetseb igas antud punktis P(x,y,u)

ühe integraalpinna puutetasandil, mis läbib seda punkti, mää-

rates integraalpinna ühe puutuja suuna.

Kvaasilineaarse võrrandi korral saime otsitava integraal-

pinna katta karakteristikutega. Näitame, et kui meil on tea-

da võrrandi (1) integraalpind, siis saab teda ka katta tea-

tavate joontega, milliseid ka siin nimetatakse karakteristi-

kuiks.

Olgu meil antud võrrandi (1) mingi integraalpind

u = u(x,y). Võtame sel punkti P(x,y,u) ja selles puuteta-

sandi. Sellel puutetasandil asetseb koonuse T üks moodus-

taja m oma sihivektoriga s, mis määrab suuna selles punk-

tis P. Kordame sama mõttekäiku antud pinna iga punkti kor-

ral. Tulemuseks saame sel integraalpinnal suundade välja. See

suundade väli määrab jällegi joonte parve, mis katab kogu

pinda. Neid jooni nimetatakse antud integraalpinna u = u(x,y)

karakteristikuiks.

Koostame diferentsiaalvõrrandite süsteemi nende karak-

teristikute leidmiseks. See tuleb täiesti analoogiliselt

kvaasilineaarsele võrrandile järgmine:

(4) 3r*pX"py<Hqp =ds,
p q

kus nimetajas on pinnal u - u(x,y) oleva suundade välja si-

hivektorite s koordinaadid.

Süsteemi (4) integreerimisel on vaja teada p ja q väär-

tusi, kuid need võime arvutada antud integraalpinna võrran-

dist u * u(x,y). Seepärast võib ka suurused Fp ja lu-

geda vaid x,y,u funktsioonideks. Neil eeldustel on süsteem

(4) integreeritav.

Süsteemi (4) integreerimine annabki meile antud inte-

graalpinnal asetsevate karakteristikute parve. Kui võtame
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võrrandi (1) mõne teise integraalpinna, siis sellel saame ka

samal viisil moodustada suundade välja ning leida tema karak-

teristikud süsteemi (4) integreerimisel, kasutades jällegi

antud pinda p ja q määramiseks. Seega sõltub süsteemi (4)
integreerimine integraalpinnast u * u(x,y) ja iga kord an-

nab sellele pinnale vastavad karakteristikud.

Katsume süsteemi (4) nii täiendada uute võrranditega,

et tema integreerimine ei sõltuks integraalpinnast u = u(x,y).
Selleks leiame puuduvad võrrandid p ja q jaoks, mis asen-

Lisades need kaks viimast võrrandit P ja q kohta süstee-

mile (4), saame süsteemi

daksid pinda u =*u(x,y).
Diferentseerima suurusi p ja q parameetri s järgi,

saame

dp
_

dx
.

dv

a?*Pxag + Pyaž*
dq__ dx,_, dy
Ts QyTs*

Eeldame nüüd veel, et u * u(x,y) omab kuni teise järguni pi-

devaid osatuletisi, siis

Py ' '"xy' "yx '

Edasi näeme süsteemist (4), et

F , - p .

as p' as q

Seega

- * ' Py!*p "y'q-
Diferentseerima nüüd võrrandit (1) x ja y järgi, saa-

me

/ F + F p + F p "0.
x

<
( + * 0.
' y p*y q*y

Võrdustest (5) ja (6) saame, et

- -(P, * Pu")' - *
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dx dy du -dp -dq(7)

Tulemuseks on meil viiest võrrandist koosnev harilike dife-

rentsiaalvõrrandite süsteem. Süsteemi (7) nimetatakse võrran-

di (1) karakteristlikuks

Süsteemi (7) integreerimisel saame 5 parameetri s funkt

siooni:

x * x(s), y - y(s), u - u(a), p * p(s), q - 1(s),

kusjuures igaüks neist funktsioonidest sõltub veel viiest in-

tegreerimiskonstandist. Kolm esimest funktsiooni määravad

jooni ruumis, mis ongi võrrandi (1) integraalpindade karakte-

ristikud. ühe karakteristiku saame, kui fikseerime konstandid

algtingimuste abil. Nimelt loeme, et s-0 korral on x * x°,
y = u - p - q *= Algtingimused peavad muidugi

olema nii valitud, et võrrand (1) on rahuldatud, s.t. et keh-

tib

P(io*yo'%;Po'%) "

Nüüd võime anda karakteristikute definitsiooni süsteemi (7)

kaudu: karakteristliku süsteemi (7) poolt määratud jooni, mil-

le algtingimused rahuldavad võrrandit (1), nimetatakse karak-

teristikuiks võrrandile (1).
Süsteem (7) määrab seega võrrandi (1) kõigil integraal-

pindadel olevad karakteristikud. Juhul, kui integraalpind on

antud, siia süsteemi lahendamiseks vajalikud p ja q võime

leida selle pinna võrrandi diferentseerimisel. Seega tuleb

sel korral lahendada vaid süsteem (4), mis annab siis vaadel-

daval pinnal olevad karakteristikud.

$ 3. Cauchy' karakteristikute meetod.

Selles paragrahvis vaatleme võrrandi

(1) P(x,y,u,p,q) - 0

lahendamist Cauchy' karakteristikute meetodil.
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Moodustamevõrrandile (1) karakteristlikusüsteemi

(2) dx =dx
=

du
,

-dE_, -dsL_.ds.

ja leiame karakteristikud võrrandile (1). Selleks integree-

rime süsteemi (2) algtingimustel, et s - 0 korral x =

y = u = p * q = kusjuures

(3) P(i.,yc)'"o'Po'%) * 0-

Olgu süsteemi (2) lahendus avaldatud parameetri s ja

algtingimuste kaudu järgmiselt:

/ x = x(s,x°,y°,u°,Po,q()),
y = y(B,x°,y°,u°,p°,q(,),

(4) u =

P = P(B,x°,y°,u°,p°,q(,),
L q =

Näitame, et süsteemist (4) saab koostada integraalpindu

võrrandile (1). Süsteem (4) annab meile kõik võimalikud ka-

rakteristikud, mis läbivad punkti Muutes punkti

(xQ,yo,Uo) (samuti suurusi ja saame kõik võimalikud

karakteristikud. Integraalpinna koostamiseks tuleb nende seast

välja valida üks sobiv perekond karakteristikuid. Selleks va-

lime algtingimused ühe parameetri t funktsioonideks, st.

olgu

(5) Xo=x</t)' y<)=yoCt)' %=%(*)-

Muidugi peavad funktsioonid (5) iga t korral rahuldama tin-

gimust (3).

Paigutame algtingimused (5) lahendisse (4), saame

(6) x = x(s,t), y * y(s,t), u = u(s,t),

(7) p " p(s,t), q * q(s,t).

Siin on võrrandid (6) teatava pinna parameetrilised võr-

randid ruumis (x,y,u).

Näitame nüüd, et pind (6) kujutabki teatavatel eeldus-

tel võrrandi (1) integraalpinda. Kõigepealt on muidugi selge,

et (6) ja (7) koos rahuldavad võrrandit (1), sest nad saime

,lusüsteemist (4), mille lahendid, karakteristikud, asetse-



vad integraalpindadel, s.t. rahuldavad võrrandit (1). Kogu
küsimus on selles, kas võrrandite (7) poolt määratud funkt-

sioonid p ja q on pinna u = u(x,y) osatuletieteks x ja

y j&rgi.

Olgu determinant

A=i**y'#o

vaadeldava piirkonna igas punktis. Siis võime pinna võrran-

di (6) kirjutada ilmutatud kujul u = u(x,y). Diferentseeri-

ma saadud võrrandit u = u(x,y) s ja t järgi, saame

o T?-4?*
(9) ,%
Seega peavad osatuletised p ja q rahuldama võrran-

deid (8) ja (9). Kuna meil 0, siis võime väita ka vastu-

pidi (ühese lahenduvuse tõttu), et kui p ja q rahuldavad

võrrandeid (8) ja (9), siis on nad pinna u = u(x,y) osatule-

tisteks x ja y järgi. Paigutame nüüd p ja q avaldi-

sed (7) võrrandeisse (8) ja (9) ning uurime saadud võrduste

kehtivust.

Osutub, et (8) kehtib alati, kuna ta on järelduseks

süsteemi (2) kolmest esimesest võrrandist, s.t. võrrandeist

dx dy du
r* r* pF"+"qF.

=

p q p q

millest saame, et

pdx qdy du pdx + qdy
qF p? +*qF* *p? +qF *

*P Pp

kust

du * pdx + qdy.

Kuna mööda karakteristikuid, kus t = const, kehtib

dx-2lda

siis saame

d. . d. + d3,

-17-3
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mis ütlebki, et (8) kehtib.

Vaatleme nüüd, millal kehtib võrdus (9). Selleks tuleb

näidata, millistel tingimustel

*3x ,3y

on indentselt võrdne nulliga.

Diferentseerime avaldist L s järgi, saame

35 5T3š
" P Ttss

"

st3s"&s3T"9B?t

Diferentseerime võrdust (8) t järgi (võrduse (8) kehtivust

juba nägime), viies seal kõik liikmed vasakule poole, siis

n =
3q?y.

° " 555 T ' P 55õT
" 3 557F 5t 55 *st 55

Lahutame selle võrduse eelmisest (eeldades osatuletiste

pidevust, mille tõttu tuletise võtmise järjekord pole oluli-

ne). Saame

+
os at 55 5t 55 55 ot 5s ot

Asendame siin suurused nende avaldistega
süsteemist (2), saame

%?p*P??q * Cl * "u") ST Cy F,«) .

Diferentseerime nüüd võrrandit (1) t järgi (võrrandit (1)
võime kasutada, sest teda rahuldasid vaadeldavad p ja q aval-

dised (7) koos võrdustega (6)), saame

+

Lahutame selle võrduse eelmisest, siis

3L,p_<)x.t,_yy r,*3u
55" FuP5t + Pu<*3? *?U3T

ehk

r-3x, *3u\

Seega

_pT
55 ' '



19

Saadud võrrand kujutab muutuja s suhtes (lugedes t <=const)
harilikku diferentsiaalvõrrandit, kus otsitav on funktsioon

L = L(s). Integreerimiseks kirjutame võrrandi kujul

r " -?u "** * -?u'

kust on näha, et InL on funktsiooni -F algfunktsioon muutuja

suhtes. Seega
s ts

-j Fde * In)L(s)] * ln]L(s)) - IntL(O) ,
*o** ' to *

kust

L(s) - L(0)e °

Siit näeme L(s) * 0 siis ja ainult siis, kui L(0) = 0,

s.t. kui

3u_
(10)

Seega peavad algtingimused rahuldama peale tingimuse (3)

veel tingimust (10).

Sõnastame nüüd Cauchy' ülesande, mis oli antud paragrah-

vis I,käesoleva juhu jaoks: leida võrrandi (1) integraalpind,

mis läbib antud kõverat g.

Kuidas integraalpinda võrrandile (1) leida, nägime juba

eelpool. Küsimus on selles, kuidas nende seast saada just sel-

list, mis läbib kõverat g.

Olgu kõvera g võrrand antud parameetrilisel kujul

x - y *

Valime funktsioonidest (5) kolm esimest järgmiselt:

(11) x° . y° - u. -

Võrrandi(l) karakteristikud läbisid punkte ja va-

liku (11) tõttu on need punktid kõvera g punktideks. Seega

algtingimuste (11) korral saame vaid need võrrandi (1) karak-

teristikud, mis läbivad kõverat g.

Ülejäänud kaks funktsiooni ja määrame

tingimustest (3) ja (10), mida algtingimused peavad rahuldama,
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kusjuures seal asendame võrdustega (11). Nii jääb

kaks võrrandit kahe tundmatuga. Paigutades leitud algtingi-

mused süsteemi (4) esimesse kolme võrrandisse, saame võrran-

di (1) integraalpinna parameetrilised võrrandid (6). See pind

läbib parajasti kõverat g, sest ta koosneb karakteristiku-

test, mis lõikavad kõverat g.

Märkus.Cauchy' karakteristikute meetod on rakendatav eri-

juhuna muidugi ka kvaasilineaarsete võrrandite korral, mida

vaatlesime paragrahvis 1, sest kusagil me ei nõudnud, et võr-

rand oleks tingimata mittelineaarne.

Kvaasilineaarse võrrandi korral esitub võrrand (1) ku-

jui

F=ap+bq-c*O,

kus a,b,c on x,y,u funktsioonid.

Selle võrrandi karakteristikute leidmiseks on küllalt

võtta süsteemist (2) kolm esimest võrrandit

dx dy du
F**F piTTqF-'da,

p q p q

sest nüüd

Pp-a, Fq*b'PFp+<!Fq=°'

ja me saame

mis on kvaasilineaarse võrrandi karakteristlik süsteem, nagu

paragrahvis 1 nägime.

Käesolevas peatükis tegime Cauchy' meetodi vaatlemisel

mitmesuguseid eeldusi, mille kehtivust me ei uurinud. Cauchy'

meetodi üksikasjalik käsitlus leidub Smirnovi Õpikus IV köi-

tes lk. 329.

Näide. Leida võrrandi

-p2-q2-2u*o

integraalpind läbi kõvera x -0, u * (1 +

Lahendus: Kasutame Cauchy* karakteristikute meetodit
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Koostame karakteristliku süsteemi (2). Selleks arvutame vaja-

likud tuletised:

% * ' * 0'

ja paigutame süsteemi (2). Korrutame seal lugejad kahega ja

tähistame siis suhte ds abil, saame

dx
,

dx
,

..du
,

zdR
,

zdR
= ds.

P -3 p2_q2 -P -q

Integreerime saadud süsteemi, alustades viimasest kahest

võrrandist, mis on iseseisvalt integreeritavad. Saame

= ds, ln}p{- e + ln[Ci),{p]=[C.Je

Analoogiliselt saame {qt-jCgjeß. Olgu nüüd B*o korral

P=Po ju q * Biis * p°, *q° ja me saame lõp-

likult

P'P.eS,3-q

Integreerime nüüd ülejäänud võrrandid

dx * p°e*ds, dy - du *
-

Saame

x-+y- + u - - +

Olgu s-o korral x - x°, y - y°, u * siis saame,

arvestades, et lähtevõrrandi järgi - -2%,

Järelikult

<

4" - u

Saadud tulemus vastab süsteemile (4).

Esitame nüüd antud kõvera võrrandid parameetrilisel ku

jui
2

x-0, y-t-1, u-t
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Valime vastavalt võrdustele (11)
2

Xo*o, yo*t-l,Up-t

ülejäänud algtingimused leiame tingimustest (3) ja (10),

me

P"-3--2*2-0
2t - q. 0,

jaPo«-\/6t.
Seega tuleb edasi vaadelda kahte juhtumit.

1) Olgu p = \/6t, q - 2t.

Paigutame saadud algtingimused leitud x,y,u avaldistesse,

saame pinna võrrandi

( x =*

y-t - 1 -

( u - *2.2°,
mis ongi otsitav integraalpind läbi antud kõvera (kui s -0,

siis saame kõvera punktid).

Elimineerime parameetrid ja t, saame:

* te I-+t,

—, t - y+l+2—.
/K /6

y - t-1-2—, sest
1/6

Seega

.i_+y+i+2g,
%/6 /6

ehk

*/"- *y*2*

kust saame ülesande lahendi leida ilmutatud kujul. Kuid me

ülesandel on veel teine lahend, mille saame järgmiselt.

2) Olgu Pp * -\/6t, w 2t, siis analoogiliselt eelmi-

sele juhule saame
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rx - -

)y-t - 1 -

( u -

Need võrrandid kujutavad ka me võrrandi integraalpinda,

mis läbib antud kõverat.

Elimineerides parameetrid s ja t, saame

/u - y + 1 -

.

Elimineerides ka p ja q avaldistest parameetrid s

ja t, näeme, et p ja q on antud pinna võrrandi osatule-

tisteks.

11. TEIST JÄRKU OSATULETIS

TEGA VÕRRANDID.

$ 1. Kahe sõltumatu muutujaga võrrandite liigitus.

Olgu antud k he muutujaga teist järku kvaasilineaame

võrrand

(1) * 2*"*xy + + -0,

kus a,b,c on x,y funktsioonid.

Käesolevas paragrahvis uurime seda võrrandit (1) lähemalt,

et selgitada tema lihtsustamise võimalusi.

Valime x ja y asemele uued muutujad ja järgmiselt:

(2) $ - 7(x,y), ? = y(x,y),
kus olgu
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vaadeldava piirkonna igas punktis (funktsioonid ja y, on

siis teineteisest sõltumatud). Veel eeldame, et funktsioonid

</? ja esimest ja teist järku pidevaid osatuletisi,

siis saab võrdustest (2) avaldada x,y muutujate $,% funkt-

sioonidena, kusjuures need funktsioonid on pidevad ja omavad

kuni teise järguni pidevaid osatuletisi.

Pärast muutuja vahetust on otsitav funktsioon u

funktsioon. sja f omakorda (2) järgi on x,y funktsioonid.

See asjaolu võimaldab kohe leida asendamiseks vajalikud osa-

tuletised:

"x* "y' "}Sy
2 2

"n - " "jSxx "!?xx'

"-v ' " " " "?!?x?y * °i?iy *

2 2

"yy ' °it !y * "w!y " "i!yy " "!?yy*

Asetame saadud osatuletised võrdusesse (1), saame tei-

sendatud võrrandi kujul

(3) *.)Ugt+
kus

2 2
r "1 - 2"?,ty * '

(4) j bQi?y
2 2

(Ci..ti + 2b?i?y + C?y *

Selleks, et lihtsustada võrrandit (1), tuleb m

hetua nii valida, et teisendatud võrrandis (3) mõni

Selleks, et lihtsustada võrrandit (1), tuleb muutuja va-

hetus nii valida, et teisendatud võrrandis (3) mõni kordaja

tuleks võrdne nulliga. Näiteks selleks, et ja oleksid

võrdsed nulliga, tuleb muutujad (2) nii valida, et oleks

2 2

2"i*ty * <=iy' °-

2 2
* 2b?i?y +

c?y = 0.



Küsimus on selles, kuidas leida sobivad uued muutujad ,

et viimased tingimused oleksid täidetud. Siit on näha, et se

küsimus on seotud järgmise osatuletistega võrrandi lahenda-

misega:
o ?

(5) + * °*

Tõepoolest, kui z - on võrrandi (5) mingi eri-

lahend, siis võttes $= saame = 0. Analoogiliselt,

kui z * on võrrandi (5) mingi teine erilahend, siia

= korral saame = 0.

Seega osutuvad muutuja vahetuseks sobivateks funktsioo-

nideks f ja (5) sõltumatud erilahendid. Võrrandi (5)

erilahendite leidmine pole aga alati lihtne ja seepärast vaa-

deldakse selle võrrandi asemel järgmist harilikku diferent-

siaalvõrrandit (mille lahendamine on märksa lihtsam):

(6) ady2 - 2bdydx + * 0.

Seose võrrandite (5) ja (6) vahel annab järgmine teoreem, kus

C on konstant.

Teoreem. Olgu funktsioon p(x,y) pidev koos oma osatule-

tistega kuni teise järguni, kusjuures ja ei saa kor-

raga nulliks vaadeldavas piirkonnas.

Kui z * on võrrandi (5) mingi erilahend, siis f(x,y)=C
on võrrandi (6) üldintegraal, ja vastupidi, kui y(x,y) * C

on võrrandi (6) üldintegraal, siis z = /(x,y) rahuldab võr-

randit (5), s.t. on tema mingi lahend.

Tõestus. Olgu z - y(x,y) võrrandi (5) mingi erilahend,

siia

on samasus, s.t. kehtib iga x,y korral, kus lahend z -f(x,y)

on määratud. Vaatleme piirkonda, kus fy / 0, siis võime sel-

le samasuse kirjutada kujul

&(" 'nr) - 2b(- + c 0.

Ty Yy

(Piirkonnas, kus võib -0, on / 0 ja seepärast on seal

käsitlus täiesti analoogiline sümmeetria tõttu.)

-25-4
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Avaldame aeosest " C funktsiooni y, saame

y-f(i,c).

Selleks, et - C oleks võrrandi (6) iildintegraal, tuleb

näidata, et y * f(x,C) rahuldab võrrandit (6). Arvutame sel-

leks tuletise , saame

-

Viimase võrduse paremal poolel asendame y tema avaldisega

y * f(x,C). Võime kirjutada

(7) . c -
- 2b(- . 0,

kust näeme, et y - f(x,C) rahuldab võrrandit (6). Tähendab,

et %x,y) - C on võrrandi (6) iildintegraal.

Näitame nüüd vastupidi. Olgu y(x,y) = C võrrandi (6)
üldintegraal. Avaldame üldintegraalist funktsiooni y, saame

y - f(x,C). Selle kõvera y - f(x,C) igas punktis kehtib võr-

dus (7). Valime konstandi C nii, et kõver y - f(x,C) läbiks

parajasti punkti Võrdusest (7) näeme siis, et selles

punktis

yy? - 2b(- yy) + e ° 0

ehk

* 0-

Kuna punkt on vabalt valitav, siis viimane võrdus on

samasus vaadeldavas piirkonnas. Järelikult funktsioon

rahuldab võrrandit (5), s.t. z - y(x,y) on tema lahend.

Sellega on teoreem tõestatud.

Nagu tõestatud teoreemist näha on,võime funktsioonid

ja y?, mis on vajalikud võrrandi (1) lihtsustamisel muutuja

vahetuse (2) abil, saada võrrandi (6) integreerimisel, üksik

asjalikult vaatleme seda küsimust järgmises paragrahvis.

Võrrandit (6) nimetatakse karakteristlikuks võrrandiks

võrrandile (1) ja tema integraale võrrandi (1) karakteristi-

kuiks. Karakteristikud kujutavad endast seega kõveraid xy-ta-
sandil.
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Karakteristlik võrrand (6) laguneb kaheks võrrandiks. Se

da näeme kohe, kui anname talle kuju

Kumbki võrrandeist määrab ühe parve karakteristikuid.

Nii et võrrandi (6) integreerimisel saame kaks parve karakte-

ristikuid.

On näha, et võrrandite integreerimine sõltub oluli-

selt juurealuse avaldise märgist, nimelt b -ac märgist olene-

valt võivad karakteristikud olla kas reaalsed erinevad, reaal

eed ühte langevad, või imaginaarsed erinevad. See asjaolu võe

takse aluseks võrrandite (1) tüüpidesse jaotamisel.

Kui võrrandi (1) jaoks mingis piirkonnas kehtib

1) - ac >O, siis nimetatakse teda hüperboolseks,

2) - ac <0 korral elliptiliseks,

3) -ac =0 korral paraboolseks

selles piirkonnas.

Kuna a,b,c on x,y funktsioonid, siis võib juhtuda, et

üks ja seesama võrrand on ühes piirkonnas ühte tüüpi, teises

aga teist tüüpi.

Tähtis on teada, et muutuja vahetus ei muuda võrrandi

tüüpi. Nimelt kehtib vanade kordajate a,b,c ja uute kordajate

vahel seos

"i - . -

(Kontrollida!). Uutele muutujatele seatud tingimuste ko-

haselt on aga 0 igas vaadeldavas punktis, järe-

likult on avaldisel alati avaldisega ühesugune

märk või mõlemad on korraga võrdsed nulliga.

Märkus. Enam kui kahe sõltumatu muutujaga teist järku

võrrandite liigitus tugineb ruutvormide teooriale.

Olgu antud n sõltumatu muutujaga kvaasilineaarne teist
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järku võrrand kujul

(7) XI a-ii + P(i_i,...,x ,u,u ~..,u )- 0,

kus - on sõltumatute muutujate funktsioo-

nid ja u on otsitava funktsiooni u pidevad osatuleti-
*i*k

eed. Fikseerime kordajate väärtused mingis punktis

ja moodustame ruutvormi

n

Anname sellele ruutvormile regulaarse lineaarteisendusega

kanoonilise kuju

n

i-1

Ruutvormide inertsiseaduse järgi positiivsete, negatiivsete

ja nulliga võrduvate kordajate arv on invariantne regu-

laarse lineaarteisenduse suhtes ja see asjaolu võetakse alu-

seks võrrandite (7) liigitamisel. Kui kõik või kõik

O, siis nimetatakse võrrandit (7) elliptiliseks punktis P

Kui kõik 0 ja on ühesuguse märgiga peale ühe kordaja,

mis on vastasmärgiga, siis nimetatakse võrrandit (7) hüper-

boolseks punktis P. Kui kasvõi üks on võrdne nulliga, siis

nimetatakse võrrandit (7) paraboolseks punktis P. ülejäänud

juhtudel nimetatakse võrrandit (7) ultrahüperboolseks punk-

tis P. Muutes punkti P, saame kätte piirkonnad, kus võrrand

(7) säilitab liiki.

Vaadeldava küsimuse üksikasjalikumat käsitlust vt. Smir-

novi õpikust (IV köide lk. 387).
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§ 2. Kahe sõltumatu muutujaga võrrandite kanooniline

kuju.

Olgu antud võrrand

(1) aun + °"yy '

kus a,b,c on x,y funktsioonid.

Käesolevas paragrahvis anname ja põhjendame eeskirja,

kuidas võrrandile (1) anda lihtsaim nn. kanooniline kuju.

Selleks teostame võrrandis (1) muutuja vahetuse, minnes

muutujatelt x,y muutujatele seostega

(a) $- y<i.y).

? - ?*,
°

Tulemuseks saame võrrandi

(3) + + * 0,

kus

r *1

* b(*l?y + +

/ 2 2

"i - .

Edasi leiame võrrandi (1) karakteristikud. Selleks lahen-

dame karakteristliku võrrandi

(5) ady2 - 2bdydx - - 0.

Saame

- 0

ja siit
*

/*2
(6)

Viimaste võrrandite integreerimine annab 2 parve ehk 2 pere-

konda karakteristikuid.

Edasi vaatleme võrrandi (1) lihtsustamist tüüpide järgi.
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1) irrandi kanoonil u-

2
Sel korral b - ac>o igas vaadeldavas punktis. Olgu

võrrandite (6) üldintegraalid vastavalt

- C ja p(x,y) = C',

mis kujutavad kahte parve reaalseid erinevaid karakteristi-

kuid.

Valime uued muutujad ja % järgmiselt:

$ - y<i*y) , j?-
Näitame, et nende muutujate korral kehtib muutujaile seatud

tingimus

yy

igas vaadeldavas punktis. Funktsioonide * c ja
«*C' tuletised on vastavalt

aT"7y ja 31'-Py-

Paigutades need võrrandeisse (6), saame

b + - ac b -

-

Kuna käesoleval korral igas punktis, siis igas punk-

tis

?
?y 7y '

kust järeldubki vajalik tingimus

Eelmises paragrahvis 1 tõestatud teoreemi põhjal osutu-

vad leitud funktsioonid ja võrrandi

2
+ <=Zy " 0

Ishendeike. Viimase lahendid muudavad, nagu näha avaldistest

'4), kord.ijad ja võrdseks nulliga. Seega esitub võr-

rand (3) kujul

+ - 0.

Viimases / 0 igas vaadeldavas punktis, sest 0.
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Jagadee viimase võrduse mõlemad pooled auuruaega 2b^, saame

lõplikult

H '*"=

Saadud võrrandit nimetatakse hüperboolse võrrandi I ka-

nooniliseks kujuks.

Teostame nüüd saadud võrrandis veel kord muutuja vahetu-

se, valides

<*.±+l
,

Siis

3
-

ja

*"w'
Seega

ehk

Saadud võrrandit nimetatakse hüperboolse võrrandi II ka-

nooni

2) Elliptilise võrrandi kanooniline kuju

2
Sel korral b - igas vaadeldavas punktis ja võr-

randid (6) kujutavad endast kaaskompleksarve. Kirjutame võr-

randid (6) kujul

(7) dy b+ i dv b- i \/ac-b
3x a ' 3x *

a

Integreerime harilikul viisil esimese võrrandi, saame tema

kompleksse integraali C. Olgu funktsiooni

y(x,y) kaaskompleks, siis * C osutub teise võrrandi

(7) üldintegraaliks (üksikasjalikumat põhjendust vt. Tihho-

nov-Samarski õpikust lk. 17, kus on antud ka vajalikud tingi-

mused kordajate a,b,c kohta).

Valime uued muutujad $ *
samal viisil nagu hüperbool

se võrrandi korral:

- </(x,y) , % - /<x,y)
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Siis täiesti analoogiliselt, nagu hüperboolse võrrandi kor-

ral, saame = = 0 ja me võrrand (3) esitub kujul

' 0

ehk

M ' kus <p. .

Seega saame elliptilisele võrrandile anda sama kuju, mis sai-

me hüperboolse võrrandi korral, kuid selle erinevusega, et

nüüd muutujad on komplekssed muutujad. Selleks, et lah-

ti saada nendest komplekssetest muutujatest, teostame veel

kord muutuja vahetuse. Valime

** Ta-
Siin ja tulevad juba reaalsed muutujad, sest

ja ? on kaaskompleksid.

Arvutama vajalikud tuletised:

kust

ehk

"f)-

Saadud võrrandit nimetatakse elliptilise v

niliseks kujuks.

3) Paraboolse võrrandi kanooniline kuju.
?

Sel korral b - ae * 0 igas vaadeldavas punktis. Võrran-

did (6) langevad käesoleval korral ühte ja nende integreeri-

misel saame ühe parve karakteristikuid (tegelikult 2 kokku-

langevat parve). Olgu võrrandite (6) ühine üldintegraal

(x,y) - C.

Valime uued muutujad sja järgmiselt:

? -

kus on suvaline funktsioon, mis rahuldab tingimust (



Käesoleval juhul eespoolgi osutub

&i=o.
Kuna muutuja vahetus ei muuda võrrandi tüüpi, siis ka pärast

muutuja vahetust - -0. Kuna =O, siis ka b_, = 0

ja võrrand (3) esitub kujul

ebk

-
,

kus (p- -
11.

Saadud võrrandit nimetatakse paraboolse võrrandi kanoo-

niliseks kujuks.

Märkus. Hüperboolse ja elliptilise võrrandi korral me

tegime järjest 2 muutuja vahetust. Praktilisel võrrandite

lihtsustamisel ühendatakse need mõlemad muutuja vahetused,
s.t. läheme kohe muutujailt x,y korral muutujaile . Hü-

perboolse võrrandi korral teostame seda muidugi juhul, kui

tahame kätte saada kohe võrrandi teist kanoonilist kuju.

Näide. Anda võrrandile - * 0 kanooniline

kuju.

Määrame võrrandi tüübi: a * b * 0, c *

222 ' '

b - ac * x y 0. Seega on võrrand hüperboolne kõikjal pea-
le x- ja y-telje, kus ta on paraboolne. Leiame kanoonilise

kuju hüperboolsuse piirkonnas.

Koostame karakteristliku võrrandi: * 0,
kust

xdy + ydx * 0, xdy - ydx = 0.

Integreerides need võrrandid, saame nende üldintegraalid kujul

xy*c, y*c'.
j

Juteks muutujateks tuleb järelikult võtta

{ - xy, ?<= $'
<eiame vajalikud osatuletiaed:

-33-5
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-"}?-"tii- '

"y"*!'y*"t'y '"!**"!?-
2 y2 v" y"

"yy-"},y' '

*"H **!!?'
Asetame leitud osatuletised antud võrrandisse, saame

+ 0.

Seega -u?= 0. Kuna xy =*s, siis 2 $ -u? - 0 ja

lõplikult 0 tõttu

"!

Tulemuseks saime võrrandi I kanoonilise kuju.
Leiame nüüd võrrandi teise kanoonilise kuju. Selleks

teostame veel kord vahetuse, valides

Arvutades vajalikud osatuletised, saame

16 - Up % ,

- . v .

Paigutame viimased võrrandi I kanoonilisse kujusse, siis

U. _U.
11 ** 11 W—- C

m"/SjC + '

mis ongi antud võrrandi II kanooniline kuju,

Paraboolsuse piirkonnas omandab me võrrand ise kanooni-

lise kuju. Näiteks x-teljel, kus y * 0, on = 0 ja
siit w 0. Analoogiliselt on ka y-teljel, kus saame

Uyy
* 0. Koordinaatide alguspunktis loeme = = 0,

selleks et osatuletised oleksid pidevad funktsioonid.
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111. LAINE VÕRRAND.

Hüperboolsed võrrandid esinevad mitmesuguste võnkumis-

protsessidega seotud loodusnähtuste matemaatilisel uurimisel.

Nii taanduvad hüperboolsete võrrandite vaatlemisele füüsika-

lised ülesanded, mis on seotud keelte, varraste ja plaatide

võnkumisega, elektriliste võnkumistega, samuti ka hääle ja

elektromagneetilise lainetuse levimisega.

Käesolevas peatükis vaatleme peamiselt küsimusi, mis on

seotud keele võnkumisega. Siin kohtume lihtsaima hüperboolse

võrrandiga -

Uyy = 0.

i 1. Vabalt võnkuva keele võrrandi tuletamine.

Tuletame vabalt võnkuva keele võrrandi väikeste ristvõn-

gete jaoks.

Vaatleme keelt kui peenikest painduvat elastset niiti,

mis on tõmmatud tugevasti pingule kahe punkti 0 ja A va-

hele (vt. joonis 3). Punktid 0 ja A võivad asetseda ka

lõpmata kaugel. Sel korral on tegemist lõpmatu keelega. Kee-

le tasakaaluasend langegu ühte x-teljega. Pingetungi suurus

olgu T.

Oletame, et keel viidi

tasakaaluasendist välja ja

lasti lahti. Selle tagajärjel

hakkab ta vabalt võnkuma oma

tasakaaluasendi ümber. Igal

ajamomendil t kujutab keel

endast mingit kõverat xu-tasan

Joonis 3. dil (vt. joonis 3). Võnkumise

korral muutub keele kuju koos

ajaga, järelikult muutub ka funktsioon, mis teda esitab. See

pärast funktsioon, mis määrab keele kuju igal vaadeldaval

ajamomendil, on kahe muutuja funktsioon, nimelt koha x ja

aja t funktsioon. Tähistame seda funktsiooni u * u(x,t)

abil.
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Kaesolevas paragrahvis leiame võrrandi, mida funktsioon

u = u(x,t) peab rahuldama ja mille integreerimisel võime ta

leida. Sellist võrrandit nimetataksegi vabalt võnkuva keele

võrrandiks.

Vaatleme nii väikesi võnkumisi, et igas punktis x (vt.
joonis 3) on keele puutuja tõusunurga tangens tan°c(x)nii

väike, et võime arvestamata jätta tema ruudu, s.o. suuruse

Kuna aga tan<*(x) = u. siia me eeldus lubab suuru-
2

x 2
si u mitte arvestada, s.t. lugeda, et u -0.

Tasakaaluasendist väljaviimisel pikeneb keel (elastsuse
tõttu tasakaaluasendisse tagasiminekul omandab ta jälle en-

dise pikkuse). Leiame pikenemise suuruse keele osal punktide

ja Xp vahel. Selleks arvutame kaare pikkuse S* (vt. joo-

nis 3), siis aaame

x- x-
/2 /2

S'*J V dx-S.

*1 *1

Tahendab vaadeldavate väikeste võngete korral ei tule

keele pikenemist arvestada.

Meil on keel pingule tõmmatud kahe punkti vahel. Järe-

likult mõjub keele igas punktis pingetung suurusega T. Et

keel on eeldatud painduvana (s.t. ei osuta vastupanu paine-

tele), siis on pingetung suunatud igas punktis mööda keele

puutujat. Kuna meie keele pikenemist ei arvesta, siis on T

konstantne aja t suhtes (vt. Hooke seadust). Vaadeldavate

väikeste võngete korral tuleb T lugeda konstantseks ka ko

ha x suhtes, sest pingetungi x-telje sihilise komponendi

suurus T(x) kohal x on

T(x) *=TcOBet(x) - T 1"--
" - T.

Vaatleme nüüd keele võnkumise protsessi mingil ajamo-

mendil t. Võtame vaatluse alla osa keelest, mis on punktide

ja vahel.

keele osa otspunktides mõjub pingetung suurusega

L(vt. Jeeni;' 4).

Leiame nüüd u-telje sihis mõjuvate tungide suurused,
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mis ristvõnkumise korral ongi

olulised.

Vaadeldavale keele osale

u-telje sihis mõjuvate pingetun-

gide komponendid on järgmised:

punktis =

punktis Xg: Tg *

joonis 4. Seega mõjub kokku u-telje sihis

vaadeldavale keele osale tung

suurusega

Tu =
- -

Võime kirjutada

ais-Ci) . - u .

vl+tan o<.(x)

kuna meil * 0. Seega

T" ' L„ '"il, ,)'

Peale selle tungi mõjub vaadeldavale keele osale u-tel-

je sihis veel inertstung. Katsume leida selle suuruse

Füüsika kursusest on teada, et kui keha mass on m ja keha

kiirendus on w, siis inertstungi suurus on -mw. Keele võn-

kumise korral Liiguvad keele punktid erineva kiirendusega.

Iga fikseeritud x korral määrab funktsioon u * u(x,t) keele

ühe punktikese liikumistee. Sel korral annab u* selle punk-

tikese liikumiskiiruse ning tema kiirenduse.

Olgu keele lineaarne tihedus (s.o. mass ühe pikkusühiku

kohta) const, siis elemendi, mille pikkus on dx, mass on

ja temale mõjuks inertstung suurusega

Järelikult on vaadeldavale keele osale mõjuva inertstungi

suurus

Ju * "
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Seega elie mõjuvad u-telje aihis vaadeldavale keele osa

le 2 tungi, ühe neist kutsub esile pingetung ja on suurusega

ning teine on inertstung suurusega

D'Alembert'i printsiibi järgi on igal ajamomendil mate-

riaalsele punktile rakendatud tung tasakaalustatud sellele

punktile mõjuva inertstungi poolt. Antud juhul on siis

T + J *= 0
u u

ehk

*1 *1

Soega kehtib iga t korral võrdus

- - 0.

Meil olid Xg vabalt võetud. Tähendab viimane tingi-

mus peab kehtima iga ja Xg korral. See on võimalik siis ja

ainult siis, kui integraalialune funktsioon on võrdne nulliga

iga x korral (põhjendada!). Seega

T"n ' f"tt ' °

iga x ja t korral.

Olgu -I*= siis võime kirjutada

0) "xx -

mis ongi vabalt võnkuva keele võrrand väikeste ristvõngete

jaoks, kus -j
= const, T on keelele mõjuva pingetungi

suurus ja y keele lineaarne tihedus.

Võrrandit(l) tundsid juba Bemoulli, D'Alembertja Euler

(XVlllsajand).

Võtame võrrandis (1) ette muutuja vahetuse y * at, siis

u.. - u ning me saame
tt yy

u —u =*o,
ix yy

'

kus y * at. Seega saame keele võrrandi kanoonilises kujus.

Näeme, et vabalt võnkuva keele võrrand on teist järku line-

aarne osatuletistega võrrand ja on, nagu näha, kõige lihtsam

hüperboolne võrrand.
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Olgu märgitud, et suurte võnkumiste vaatlemisel, kus

eeldust * 0 tehn ei saa, tuleb võrrand mitteline*-

aarne.

§ 2. Võnkuva keele võrrandi lahendi ainsus

lõpliku keelejaoks.

Eelmises paragrahvis tuletasime võnkuva keele jaoks võr-

randi

"xx -(D

mida pidi rahuldama keele võnkumise protsessi kirjeldav funkt-

sioon u * u(x,t).
Võrrand (1) kui osatuletistega võrrand ei ole üheselt

lahenduv. Selleks, et tema lahend oleks üheselt määratud, tu-

leb lisaks võtta veel täiendavaid tingimusi, mille iseloom

tuleb muidugi määrata vastava füüsikalise probleemi sisu poolt.

Olgu märgitud, et vaid võrrandi ühese lahenduvuse korral või-

me väita, et saadud lahend on just see otsitav keele võnkumise

protsessi kirjeldav funktsioon, mis pidi rahuldama seda võr-

randit. Vaatleme, milliseid tingimusi on võnkuva keele kor-

ral otstarbekohane juurde võtta ühese lahendavuse saamiseks.

Olgu keel, mille pikkus on 1,
" kinnitatud oma otspunktidega

x-teljele, nagu n&ha joonisel 5.

* Vaadeldaval juhul peavad ilm-

selt kehtima järgmised tingi-

mused võrrandi (1) lahendi

Joonis 5. u - u(x,t) jaoks:

(2) u(O,t) -0, u(l,t) - 0.

Tingimusi (2) nimetatakse rajatingimusieks. Rajatingimusi

võib ka teisiti määrata. Näiteks võivad võnkumise ajal keele

otspunktid ka Rlea-alla liikuda jne.

Rajatingimused veel ei määra võrrandi (1) lahendit ühe-

selt. Selgub, et veel on tähtis, kuidas asetses keel võnku-

misprotsessi algmomendil t * 0 ja milline kiirus oli siis
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keele punktidel. Eelmises paragrahvis nägime, et kiirused mää-

ras funktsioon Seega saame tingimused:

(3) u(x,O) =* * fgCO'
kus funktsioon %(x) määrab keele kuju ja keele punk-
tide liikumise kiiruse ajamomendil t = 0. Tingimusi (3) ni-

metatakse algtingimusteks.

Tavaliselt määratakse alg- ja rajatingimused katseliselt,
s.t. suurused 1, %(x) ja %(x) määratakse mõõtmise teel.

Osutub, et lisatingimused (2) ja (3) määravad võrrandi

(1) lahendi juba üheselt. Nimelt kehtib

Ainsuse teoreem. Võib eksisteerid t vaid üks võrrandi (1)
lahend u * u(x,t), mis rahuldab rajatingimusi (2) ja algtin-

gimusi (3).

Tõestus. Oletame, et vaadeldavatel tingimustel on võrran-

dil (1) kaks lahendit ja Ug(x,t), mis rahuldavad

tingimusi (2) ja (3). Vaatleme nende lahendite vahet

v(x,t) .
- U2(x,t).

v(x,t) ka rahuldab võrrandit (1), e.t. kehtib

(sest Ui ja Ug rahuldasid). Samuti rahuldab ta järgmisi

tingimusi:

(5) v(O,t) = 0, v(l,t) = 0

(6) v(x,t) * 0, =*o,

sest ja Ug mõlemad rahuldasid tingimusi (2) ja (3).

Näitame, et v(x,t) g 0, millest järelduks, et

= Ug(x,t), s.t. lahendid langevad ühte, millega oleks-

ki teoreem tõestatud.

Kõige lihtsam tõestus on järgmine. v(x,t) on võrrandi (4)
lahend, mis täidab rajatingimusi (5) ja algtingimusi (6). Võn-

kumise algmomendil tingimuse (6) järgi on keel tasakaaluasen-

dis ja keele punktide liikumiskiirused on võrdsed nulliga. Te-

gelikku võnkumist niisugustel algtingimustel tekkida ei saa.



Sellist triviaalset juhtu kirjeldab ainult funktsioon v(x,t):o

Esitatud tõestus on aga õige ainult siis, kui võrrandil

(4) tingimustel (5) ja (6) on olemas vaid võnkumisprotsessi

kirjeldavad lahendid. Seepärast esitame veel teise range tões-

tuae.

Vaatleme integraali*

3(t) - xJjtTi)'
o

Näitame, et E(t) = 0. Selleks näitame kõigepealt, et E(t) =

* const, s.t., et tuletis t järgi E*(t) * 0.

Diferentseerime E(t) avaldist t järgi (võime diferentseeri-

da integraali märgi all, sest funktsioonil v(x,t) on teist

järku pidevad osatuletised, kuna ja omavad

neid). Saame

1

B'(t) ' J(T,T t
+ 7rtV*,)dl.

/. a

Integreerime selle integraali esimest osa ositi, siis saame

1 11 1

- jv,"**"* ' -('t'!!"*'
o 0 Oo

sest tingimuste (5) tõttu - 0 ja v*(l,t) =O.

Nüüd võime kirjutada

O 6

tingimuse (4) põhjal. Seega E(t) = const.

Näitame nüüd, et E(t) = 0. Selleks võtame E(t) avaldi

t * 0, saame

:(o) . ' °

See integraal on seotud võnkuva keele energia avaldisega
Nimelt TE(t) annab võnkuva keele kogu energia s.t. kineeti-

lise ja potentsiaalse energia summa. Energia avaldisi kasuta-

takse väga sageli matemaatilise füüsika võrrandite lahendita

ainsuse näitamisel.

6
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tingimuste (6) tõttu, sest = 0 ja v(x,o) * 0, kust

ka - 0.

Seega E(t) * const. ja E(0) -0, mille tõttu E(t) =

iga t korral. Järelikult meil on

B") ' - o

Kuna integraali all on kõik liikmed mittenegatiivsed, siis

peab

Vx(i,t) -0, v*(i,t) -0.

Viimastest omakorda järeldub, et

v(i,t)*con6t*

Aga tingimuste (6) järgi v(x,o) * 0, siis peab c° * 0. See-

ga meil on v(x,t) s 0, mida oligi tarvis tõestada.

Nii siia antud tingimustel (2) ja (3) ei saa olla keele

võrrandil (1) üle ühe lahendi. Kuid selle ühe lahendi olemas-

olu küsimus jäi ikka veel lahtiseks.

Osutub, et vaadeldaval juhul on võrrandil (1) lahend

olemas ja seda näeme järgmises paragrahvis keele võrrandi te-

geliku lahendamise teel.

Veel on tähtis uurida võrrandi lahendi sõltuvust raja-

ja algtingimustest.

Öeldakse, et võrrandi (1) lahend on pidevas sõltuvuses

raja- ja algtingimustest, kui kuitahes vähesel alg- ja raja-

tingimuste muutmisel muutub võrrandi lahend ka kuitahes vähe.

Sellise pideva sõltuvuse olemasolu on väga tähtis, kui

arvestada seda, et raja- ja algtingimused saame tavaliselt

mõõtmise teel, mille tõttu nad on ligikaudsed s.t. erinevad

täpsetest raja- ja algtingimustest. Kui lahendil pidevat sõl-

tuvust raja- ja algtingimustest ei oleks, siis meil poleks

mingit usaldust lahendi vastu, sest viimane võib oluliselt

erineda lahendist täpsete raja- ja algtingimuste korral.

Keele võrrandi (1) lahend on pidevas sõltuvuses rajatin-

gimustest (2) ja algtingimustest (3) (vt. põhjendust Petrovs-

ki õpikust lk. 106). Sel puhul öeldakse, et keele võrrandi

lahend on stabiilne.
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5 3. Võnkuva keele võrrandi lahendamine

Fourier' meetodil.

Fourier' meetod on üks kõige tuntum meetod osatuletiste-

ga võrrandite lahendamisel. Käesolevas paragrahvis vaatleme

selle meetodi kasutamist võnkuva keele võrrandi jaoks püsti-

tatava ülesande lahendamisel.

Keel olgu jällegi oma otspunktidega kinnitatud x-teljel.

Keele pikkus olgu 1 (vt. joonis 5).

ülesanne. Leida keele võrrandi

"xi * n?"tt(D

mittetriviaalne lahend u - u(x,t), mis rahuldaks rajatingi-

musi

(2) u(O,t) -0, u(l,t) - 0

ja algtingimusi

(3) u(x,o) - -

Sõnastatud ülesannet nimetatakse sageli segaülesandeks

võnkuva keele jaoks (sest esinevad korraga nii raja- kui ka

algtingimused).
Ülesande lahendus. Kasutame Fourier' meetodit. Meetod

seisneb selles, et me püüame kõigepealt leida vaadeldavale

ülesandele erilahendid u(x,t), mis on kahe teguri korrutis,

kusjuures üks tegur on vaid x-i ja teine vaid t funktsioon,

s.t.

(4) u(x,t) = X(x) T(t).

Neist erilahenditest koostame seejärel lahendi ülesandele,

s.t. lahendi, mis rahuldab

1° võrrandit (1),
2° rajatingimusi (2),
3° algtingimusi (3).

Vaatleme neid küsimusi antud järjekorras.

I°. Võrrandi (1) rahuldamine. Selleks arvutame u(x,t)
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avaldiseet (4) vajalikud osatuletiaed

"xx ' X"(x)T(t), m I<x)T-(t)

ja paigutame need võrrandisse (1), siis

I'T - .

Jagame mõlemad võrduse pooled suurusega XT, saame

X* 1 T"

y— - —2 — - c = const
T

Suhte koe untsus järeldub sellest, et vaadeldav võrdus peab

kehtima iga x ja t korral, kuid siin on vasak pool vaid

x-i funktsioon, parem pool aga vaid t funktsioon. Näiteks

fikseerime x-i, siis on võrduse vasak pool konstantne ja pa-

rem pool peab iga t korral olema konstantne. Viimasest võrdu

eest saame 2 järgmist võrrandit:

(5) X"-cX-O,

Need on harilikud diferentsiaalvõrrandid. Kui valime tegurid

X(x) ja T(t) nende võrrandite lahenditena, siis erilahend

u(x,t) - XT rahuldab võrrandit (1).

2 . Rajatingimuste (2) rahuldamine. Saadud diferentaiaal-

võrrandeis võib konstant c omada väärtusi c)0, c = 0 ja

c<o. Vaadeldaval juhul osutuvad konstandi väärtused c >0 ja

e * 0 mittesobivaiks,sest siis X(x) = Oja ülesande lahend

tuleb triviaalne. Näitame seda.

Rajatingimuste (2) rahuldamiseks peavad kehtima tingimu-

sed

u(O,t) - X(O)T(t) -

u(l,t) - X(l)T(t) - 0.

Kuna üldiselt T(t) 0, siis peab kehtima

1(0)-0 ja X(l)-0.*

1) Olgu c >O, s.t. olgu c « X
,

siis võrrand (5) esi-
2

tub kujul X' - X X = 0 ning tema lahend kujul



45

Xx
I(x) - + Cg

Selleks et rahuldada rajatingimusi, peab

X(0) - -0,

X(l) - + C2e'M - 0.

Esimesest võrdusest saame, et Cg * ja paigutades selle

teise võrdusse, saame

-

Kuna 1/0, X/ 0, siis / e Järelikult peab * 0,

ja siit siis ka Cg - 0. Seega X(x) * 0, mille tõttu u(x,t)

- XT * 0 ja saame triviaalse lahendi.

2) Olgu c * 0, siis võrrand X" - cX * 0 esitab kujul

X" = 0, mille üldlahend on

X(x)=Cii+Cg.
Rajatingimuate rahuldamiseks peab kehtima

X(0) *Cg = 0, X(l) - +Cg

Kuna 1/0, siis - Cg * 0 ja saame jälle triviaalse la-

hendi u(x,t) * 0.

Järelikult peab olema c< 0 ja me võime tähistada

* ja võrrandid (5) esitavad kujul

(6) 1"+ = 0,

(.7) T" + - 0.

Võrrandi (6) üldlahend on

X(x) * Xx + CgSin Xx

ja (7) üldlahend on

T(t) * Aeosaht + BsinaXt.

Rajatingimuate rahuldamiseks peab kehtima

X(O)-Ci*O
X(l) = +C2BinM *o

Seega = 0, ning siis X(0) * 0 ja X(l) * CgSinXl * 0.

Viimase rahuldamiseks ei tohi võtta Cg * 0, sest siis tuleb

triviaalne lahend. Võtame Cg = i ja valime X nii, et oleks
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sinXl - 0. Selleks tuleb võtta Xl * ( n = 1,2,...), kust

Ä * , Seega saame

X(x) *

Selline X(x) rahuldab tingimusi X(0) * 0 ja X(l) - 0.

Kuna tegur X(x) osutub A valiku tõttu sõltuvaks n-ist,

siis märgime seda indeksina juurde:

- sinßjLx,
ja

- +

Seega erilahend u(x,t) - X(x).T(t) esitub nüüd kujul

(8) - +

Selline erilahend rahuldab iga n korral võrrandit

(1) ja rajatingimusi (2).

3 Algtingimuste (3) rahuldamine. Katsume algtingimusi

(3) rahuldada erilahendite (8) abil. Siia peab kehtima

Un(x,O) -

* ... -

Kuna aga funktsioonid ja on antud, siis viima-

sed võrdused on rahuldatud vaid juhuslikul kokkulangemisel.

Seega tuleb lugeda, et erilahendid ei sobi üksikult

algtingimuste rahuldamiseks.

Võtame erilahendite (8) summa

(9) u(x,t) -

n*l

Siin eeldame, et see rida ise ja temast 2 korda liikmeti di-

ferentseerimisel nii x-i kui ka t järgi saadud read on ühtla-

selt koonduvad piirkonnas ost<"o. Sel korral on

u(.x,t) ise ja tema osatuletised kuni teise järguni pidevad

funktsioonid x,t suhtes (miks?).
Osutub, et nii määratud funktsiooni u(x,t) abil saab

ülesande algtingimusi (3) rahuldada küllaltki avaratel eel-

dustel.
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Kõigepealt u(x,t) rahuldab võrrandit (1), eest iga

erilahend rahuldub viimast ja rida (9) võib liikme-

ti diferentseerida. Saame

'il -

- °-

sest selles reas on iga liidetav võrdne nulliga.

Funktsioon u(x,t) rahuldab ka rajatingimusi (2), sest

iga u (x,t) rahuldab neid. Seega saame

u(O,t) - * u(l't) =

Näitame nüüd, et funktsiooni u(x,t) abil saab ka algtingi-

musi rahuldada. Meil on

(10) u(x,t) - +

Võtame t -0, siis peab kehtima

u(i,O) - -

Selle tingimuse rahuldamiseks tuleb oletada, et on

esitatav lõigul [o,l] siinuste rea kaudu. Sellise eelduse

võime teha, sest see on küllalt avar.

Vaatleme nüüd teise algtingimuse rahuldamist. Diferent-

seerima rida (10) liikmeti t järgi, saame

~ .
any_j_ an?*

. -
anV

. x
* 2L s 1n—T —x(^—A ——ein —<t—t + B —<<-- -eos—<r—t),

n-1
***

ja võtame t *=o, siis peab kehtima

"t(x,O) ' X B = / (x).

Selle tingimuse rahuldamiseks tuleb oletada, et on

esitatav lõigul [\),lJ siinuste rea kaudu. Jääb vaid suurused

nii valida, et oleksid parajasti vastava arendise

kordajad.

Nii siia funktsioon u(x,t), mis on antud avaldisega (10),
on ülesande lahendiks, kui need eeldused, mis me tegime rea

koonduvuse ja funktsioonide ja %(x) kohta, on täi-

detud.
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Osutub, et nad on täidetud, kui oletada, et ja

omavad kuni 4-järguni (incl.) pidevaid tuletisi lõigul

, kusjuures ja ise ja nende teist järku

tuletised saavad nulliks lõigu [o,l] otspunktides.

Nagu näeme, on eeldused funktsioonide ja /g(x)
kohta küllalt ranged ja sageli pole need eeldused vaadelda-

vas ülesandes täidetud. Sel korral otsitakse ülesandele li-

gikaudset lahendit, mis erineks täisest lahendist küllalt vä-

he. Seda saavutatakse sel teel, et funktsioonid ja

asendatakse väga lähedaste funktsioonidega, kus vaja-

likud eeldused tuletiste kohta on juba täidetud. Saadav üles-

ande lahend erineb siis ka vähe täpsest lahendist pideva sõl-

tuvuse tõttu algtingimustest..

Paragrahvis 2 nägime, et ülesande lahend on üheselt mää-

ratud, siis siin Pourier' meetodiga saadud lahend ongi ainur-

ke võimalik me ülesandele. Sellega on ühtlasi ka Pourier'

meetodi kasutamine antud juhul õigustatud*

Märkus, ülesande jaoks defineerisime me erilahendi ku-

jul u(x,t) - X(x)T(t). Tegur X(x) tuli määrata võrrandist

X"-cX-0

ja ta pidi rahuldama rajatingimusi X(0) -0, X(1) * 0. Pea-

le selle pidi X(x) olema mittetriviaalne. Me näitasime, et

selliseid tingimusi täitva lahendi X(x) saame c4.0 kor-

ral. Sisuliselt oli meil tegemist järgmise ülesandega:

Rajaülesanpe. Leida sellised c väärtused, mil võrrandil

X"-cX=*O

on mittetriviaalseid lahendeid X(x), mis rahuldaksid raja-

tingimusi X(Q) = X(1) -0.

Selliseid c väärtusi nimetatakse antud rajaülesande

omaväärtusteks ja vastavaid mittetriviaalseid lahendeid oma-

funktsioonideks. Viimast ülesannet nimetatakse "omaväärtus-

ülesandeka! sageli ka *Strum-Lioville'i ülesandeks."



Me Lahendaaime defineeritud omaväärtuaülesande ja leid-

aime, et omaväärtusteka on arvud

ja omafunktsioonideka on

. Omaväärtuaüleaannet defineeritakse ka palju üldisemalt

(vt. Petrovaki õpikut lk. 152). Samuti aaab Fourier' meetodit

kaautada paljude üldiate hüperboolaete võrrandite korral (vt.

Petrovaki õpik lk. 150).

§ 4. Võnkuva keele võrrandi lahendi füüsikaline

interpretatsioon.

Eelmiaea paragrahvis me lahendaaime järgmise ülesande

lõpliku keele jaoka.

Leida keele võrrandi

"xx ' Z?"tt(D

mittetriviaalne lahend u - u(x,t), mia rahuldaks rajatingi-

musi

(2) u(O,t) -0, u(l,t) - 0

ja algtingimuai

u(x,o) - -

Ainsuse teoreem (§2) näitas meile, et sel ülesandel

võib olla vaid üka lahend ja see esitub, nagu nägime (teata-

vail täiendavail eeldusil funktsioonide ja kohta) kujul

u(x,t) - X U"(x,t),
n*l

kus on erilahendid ja avalduvad kujul

Ug(x,t) = + B^sin^y—t).

Lahend u(x,t) rahuldas me ülesande kõiki tingimuai, kuid

erilahendid ei allunud algtingimustele (3) sea mõttes,

7

. (n-1,2,-..)

tekeon

Xn(x)- (n-1,2,...).
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et neid ei aaa nii sobitada, et algtingimused olekaid rahul-

datud, välja arvatud muidugi aee juhtum, kus algtingimused

osutuvad automaatselt täidetuks ja see leiab aset, nagu ker-

kontrollida, parajasti siis, kui

-

Sel korral rahuldab erilahend ülesande kõiki tingi-

musi. Seega siis iga erilahend on ülesande lahendiks

teatavate kindlate algtingimuste korral.

Uurime nüüd lähemalt, mida ülesande lahend endast füüsi-

kaliselt kujutab. Teame juba, et ta kirjeldab keele võnkumise

protsessi, jääb seepärast vaid selgitada selle protsessi füü-

sikaline pilt.
Anname kõigepealt erilahendeile teise uurimi-

seks sobivama kuju. Olgu

siis võime kirjutada

_
j KA n

_

au , n_ y
au // y.

-sin—p-t).

Valime nurga nii, et kehtiks

_ -j _an X* an 7T

°<h l n' *n r n

Selline nurk t leidub, sest

,B .2

Seega saame

(4) *

Oletame nüüd, et algtingimused (3) on sellised, et eri-

lahend (4) osutub ülesande lahendiks. Vaatleme, missugust

võnkumisprotsessi ta kirjeldab.

Võtame vaatluse alla keele ühe punkti kohal x . Olgu
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/3_(x ) -

n 1 o*

siis võime kirjutada

(5) %(!()'*) -

Tulemus kujutab endast eiinuafunktsiooni aja t suhtes.

Kuna siinusfunktsioon on perioodiline, siis (5) annab meile

seaduse, kuidas võngub keele punkt oma tasakaaluasendi

suhtes, s.o. x-telje suhtes.

Suurust nimetatakse võnkumise amplituudiks

punktis Tema tähendus on järgmine: annab meile

maksimaalse kauguse tasakaaluasendist, mille saavutab võnku-

misel keele punkt See on näha avaldisest (5), kus

u (x ,t) maksimaalne ja minimaalne väärtus on sellistel t
n' o* " "

väärtustel, mil

- 11,

ja siis on

Igal keele punktil on muidugi oma amplituud, mis,nagu
näha f\i(*o)avaldisest, võib muutuda O-st kuni Seega
annab keele tasakaaluasendist maksimaalse kauguse, mida

võivad keele punktid võnkumisel saavutada.

Suurusel t on ka kindel tähendus. Ta määrab keele
n

punkti x asukoha võnkumise algmomendil t* 0, sest siis

u (x ,0) = R (x .

no' *n 1 n

Suurust nimetatakse seepärast ka algfaasiks ehk alg-

nihkeks.

Avaldisest (5) näeme, et punkti võnkesagedus (s.o.
ajaühikus sooritatud võngete arv) ja amplituud sõltuvad veel

n-st. Mida suurem on n, seda suurema võnkesagedusega keele

punktikeste võnkumisi kirjeldab erilahend (5), sest n suure

nemisel siinusfunktsic i

+
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periood lüheneb. Samasugune sõltuvus on ka erilahendis olevast

suurusest a. Kuna a *
,

siis näeme, et mida tugevamini

on keel pingule tõmmatud, seda kiiremini ta võngub ja et kee-

le lineaarse tiheduse suurenemisel aeglustub keele võnkumine.

Järelikult kirjeldavad erilahendid iga n kor-

ral keele punktikeste igasuguse sagedusega võnkumisi.

Fikseerime nüüd ajamomendi t ja vaatleme, missuguse

kuju annab erilahend (4) keelele vaadeldaval xu-tasandil. Sel-

leks kirjutame erilahend! (4) üles kujul

(6) %(x,t) -

kus

Näeme, et igal ajamomendil t kujutavad erilahendid (6)
endast sinueoidaalseid kõveraid (vt. joonis 6).

Ajamomendi t muutumisel muutub erilahendis (6) vaid

kordaja mille tõttu keel kas kaugeneb või läheneb

x-teljele. Neil ajamomentidel t, mil * 0, on keel ko-

gu ulatuses x-teljel. Keele need punktid x, kus * 0,

on alati, nagu võrdusest (6) näha, tasakaaluasendis, s.t. kee-

le kogu võnkumise jooksul on nad paigal x-teljel. Näiteks,

n 3 korral on sellisteks punktideks x- 0, jl, 1

(vt. joonis 6). Seda laadi võnkumisi nimetatakse seisvaks lai-

neks . Neid punkte, mis võnkumise ajal seisavad paigal, nimeta-

takse seisva laine sõlmedeks (n * 3 korral on siis sõlmedeks

punktid x * 0, jl, jl ja 1).

kujutada vaid seis-

ei allugi algtingimustele. Ai-

Seega saavad erilahendid

vaid laineid ja seepärast nad

Joonis 6.
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nult selliste algtingimuste korral, mis põhjustavad seisvaid

laineid, võib erilahend kirjeldada keele võnkumis-

protsessi.

Keele võnkumist me tajume helina, mis levib edasi õhu-

osakeste kaudu. Olenevalt võnkumise sagedusest saame kas kõr-

gema või madalama heli. Kõige väiksema võnkesagedusega seis-

vaid laineid kirjeldab erilahend kui n * 1. Siis

tekitab keel kõige madalama heli nn. põhitooni. Kõrgemad he-

lid saame, kui n>l, ja neid nimetatakse ülemtoonideks. Põ-

hi- ja ülemtoone kokku nimetatakse lihtsateks toonideks. Liht-

sa tooni tugevus sõltub keele võnkeamplituudist.

Algtingimuste olemasolu korral kirjeldas keele võnkumise

käiku funktsioon

u(x,t) - r "a(x,t),

mis kujutab endast erilahendite summat. Kuna iga erilahend

tekitas seisva laine, siia kujutab algtingimuste ole-

masolul keele võnkumine endast seisvate lainete summat. See

tähendab aeda, et keele mistahes võnkumist saab lahutada seis-

vateks laineteks.

Algtingimuste olemasolu korral tekitab keele võnkumine

samuti heli ja see, nagu näha,kujutab liitheli, s.t. heli,

mis tekib põhi- ja ülemtoonide liitumisel. Tähendab, iga heli,

mida tekitab keel, saab lahutada lihtsateks toonideks.

Kõiki neid küsimusi, mis om seotud heliga, uurib eriline

teadusharu akustika. Seal lahutatakse heli lihtsateks tooni-

deks eriliste seadmete nn. reaoraatorite abil. Meil siin saa-

dud tulemused on suurepärases kooskõlas selliste katselisel

teel saadud tulemustega.

Akustikas esineb mõiste heli tämber, mida iseloomustab

põhi- ja ülemtoonide vahekord ja ka nende tugevus helis. Kandes

selle mõiste üle teoreetilistele tulemustele, võime öelda, et

algtingimused mõjustavad heli tämbrit, s.t., et keele poolt
tekitatud hell tämber sõltub sellest, kuidas keel hakkas võn-

kuma. Siinjuures tuleb märkida, et keele võnkumisel hõõrdu-

mise tõttu väheneb algtingimuste mõju ajajooksul ja seetõttu



muutub tekkiva heli lähenedes mingile lihtsale toonile

Märgime lõpuks veel, et kuna me ülesande lahend oli ühe-

selt määratud, aiia eespool antud lahendi interpetatsioon on

täielik, s.t. ta haarab kõik lahendid.

$ 5. Cauchy' ülesanne lõpmatu keele jaoks.

Käesolevas paragrahvis püstitame nn. Cauchy' ülesande

lõpmatu keele jaoks, lahendame selle ja näitame lahendi ain-

aust.

Vaadeldav keel olgu paigutatud xu-tasandil x-teljele,

mis on keele tasakaaluasendiks.

Lõpmatu keele võnkumisprotsessi kirjeldab kahe muutuja

funktsioon u - u(x,t), mille väärtused määravad xu-tasandil

kohal x võetud keelepunktikese asukoha ajamomendil t. Keele

võnkumisprotsessi käik siin, nagu lõpliku keele korralgi, ole-

neb sellest, kuidas asetses keel protsessi algmomendil t * 0

ja millised olid siis keele punktikeste liikumiskiirused

u-telje sihis. Siit näeme, et funktsiooni u(x,t) üheseks

määramiseks tuleb ette anda algtingimused. Käesoleval korral

aga rajatingimusi ei ole, sest keel on lõputu.

Seega oleme jõudnud järgmise ülesande juurde.

ülesanne. Leida keele võrrandi

U =*

xx 72 tt(D

lahend u = u(x,t) (-oo<x< mis rahuldaks algtingimusi

(2) u(x,O) -0)*

(-°O < X< +°c).
Seda ülesannet nimetataksegi Cauchy' ülesandeks lõpmatu

keele jaoks. (Siin nimetatakse üldiselt rajatingimusteta üles-

andeid Cauchy' ülesanneteks.)

Selle ülesande lahendamiseks kirjutame võrrandi (1) üles

kujul
2

u. . —au * 0
tt xx

-54-

(3)
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ja anname talle I kanoonilise kuju. Selleks integreerime te

ma karakteristliku võrrandi

2 2 2
- a - 0.

Viimane laguneb kohe kaheks võrrandiks:

dx+adt-0, dx-adt<=o

ning üldintegraalideks on

x+at-C , x-at*C'

Uuteks muutujateks $ ja p tuleb seega valida

s*x+at, p-x-at.

Arvutades nüüd vajalikud tuletised

"xx
* * 2"tf ***"?!'

"tt - ("H - " "n
näeme, et võrrand (3) eaitub kujul

(4)

Saadud võrrandi (4) jaoks on aga kerge leida tema üld-

integraali. Leiame selle. Kuna otsitav on funktsioon

" u(s, p ), siis integreerides võrrandit (4) p järgi, saame

=

kus on mingi funktsioon. Integreerides viimast võr-

randit nüüd $ järgi, saame

U - jg(s)ds +

Olgu eile

(5) u-fIQ) +

kus Ja fg(?) ainult ja p funktsioonid. Seega
toob võrrandi (4) intregeerimine meid funktsiooni (5) juurde
On kerge näha ka vastupidi: millised ka diferentseeruvad

funktsioonid ja fa ei oleks, ikka rahuldab funktsioon

(5) võrrandit (4). Seega kujutab valem (5) endast võrrandi
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(4) üldintegraali. Minnes nüüd tagasi vanadele muutujatele

x,y näeme, et funktsioon

(6) u(x,t) * + fg(x-at)

on võrrandi (3) üldintegraalike.

Näitame nüüd, et funktsioonide ja fg teatava so

biva valiku korral rahuldab valem (6) algtingimusi (2) ja

osutub seega ülesande lahendiks.

Algtingimuste (2) rahuldamiseks peab kehtima

u(x,o) - + *=<p(x),

- - afg(x) .

Integreerides viimase võrduse, saame

- fg(x) = l</,(*)d-<.+ C,

x_

kus x° ja C on konstandid. Võrdustest

1*1(x) + f2(x) * <f(x),

' + C- fg(x)
X.

saame, et

+ 2,r f.,(x) - ?p(i)

(7)

( *

X

* iä / .

x„

Seega oleme avaldanud funktsioonid ja fg antud
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funktsioonide ja kaudu. Algtingimueed (2) osutuvad ra-

huldatuks, kui võrrandi (1) üldintegraalis (6) funktsioonid

ja valida vastavalt võrdustele (7). Paigutame nüüd

võrdused (7) üldintegraali (6), saame

x+at x-at

u(x,t). -

XQ Xp

ehk

x+at

(8) u(:,t) . j' .

x-at

Saadud valemit (8) nimetatakse D'Alembert'i valemiks ja

on ülesande lahendiks, kui eeldada, et on 2 korda

diferentseeruv ja kord diferentseeruv. Valem (8) näitab

ühtlasi, et ülesanne on üheselt lahenduv, sest kui oletada,

et on olemas veel teine lahend siis see, nagu eelne-

vatest mõttekäikudest näha on, esitub ka kujul (8) ja langeb

lahendiga u(x,t) kokku.

Näitame veel, et me ülesande lahend (8) on pidevas sõl-

tuvuses algtingimustest (2). Vaatleme ülesande lahendit aja-

vahemikus Olgu ü(x,t) ülesande lahendiks järgmiste

algtingimuste korral:

ü(x,o) -
=

kus funktsioonid ja olgu sellised, et antud c>o kor-

ral oleks

}y?— t, &

Valemi (8) põhjal on siis

x+at

)u(x,t) - ü(x,t)]< €(1 + J - g(l+t),
x-at

Seega

)u(x,t) - u(x,t)[<c(l+T).
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Siit näeme, et kui uued algtingimusea vane ennevaa

vanadest, s.t. kui on küllalt väike, siia ka vasta-

vate lahendite vahe on väike.

Sel puhul öeldakse, et antud ülesande lahend (8) on

stabiilne ehk vaadeldav ülesanne on korrektselt seatud.

$ 6. Lainete levimine lõpmatul keelel.

Eelmises paragrahvis me saime võrrandile

"xx =

*Z"tt

algtingimustwl

u(x,o) - f(x), -

üheselt määratud lahendi kujul
x+at

(1) u(i,t) -
f<**'*)

x-at

Käesolevas paragrahvis uurime lähemalt lahendi (1) füüsika-

list tähendust. Me teame juba, et (1) kirjeldab lõpmatu
keele võnkumiaprotsessi. Jääb seega vaid selgitada selle

protsessi füüsikaline pilt.

1) Vaatleme esialgu lihtsustatud juhtu, kus = 0

kõikjal. Funktsioon (1) esitub siis kujul

(2) u(i,t) - + y?(x-at)J.
Kui t -0, siis u(x,o)=ip<p(x)+Yf(x)*y?(x).Oletame üht

suseks, et y(x) on nullist erinev vaid lõigul
Kokku on meil algmomendi t * 0 jaoks järgmine olukord:

keele tasakaal on häiritud vaid lõigul ja keele

punktikeste kiirused u-telje sihis on võrdsed nulliga (vt.
joonis 7a).

Vaatleme nüüd olukorda järgneva ajamomendi kor-

ral, s.o. kui võnkumise protsess on alanud. Avaldises (2)
peab teine liidetav Xf(x-at) olema endiselt lõigul
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il x-at 4

nullist erinev, kuid see lõik x-i suhtes on

+ at.

Seega y(x-at) on nullist erinev lõigul [x^+at,X2+at]. Siit

näeme, et alghäirituse osa, mis on määratud funktsiooniga

ja mis asetses lõigul on edasi liikunud x-tel-

je positiivses suunas (vt. joonis 7b) ja häiritus ise on

säilitanud oma kuju (eest %}P(x) ise ei muutu).

Selleks, et sellist keele häirituse %y?(x-at)levimist
piltlikumalt ette kujutada, vaatleme koordinaatide süsteemi,

mis liigub x-telje positiivses suunas nii, et tema koordinaa-

tide alguspunkt on alati punktis at. Selles liikuvas koor-

dinaatide süsteemis näeme häiritust muutumatuna. Kuna see

koordinaatide süsteem liigub paigaloleva koordinaatide süs-

teemi suhtes kiirusega = a, siis häirituse le-

vimiskiirus x-telje positiivses suunas on a.

Täiesti analoogiliselt võib näidata, et funktsioon

%*]P(x+at) kujutab keele alghäirituse ülejäänud osa %}P(x) le-

vimist x-telje negatiivses suunas kiirusega -a.

Üldiselt nimetatakse selliseid liikuvaid häiritust lõp-

matul keelel laineteks. Funktsiooni poolt antud

lainet nimetatakse seejuures otselaineks ja teist,

Joonis 7.
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poolt antud lainet, pöördlaineks. Nagu nägime, säilitavad nii

('tselainekui ka pöördlaine levimisel oma kuju. Funktsioon

(2) annab meile seega otse- ja pöördlaine levimise eeskirja.
Algul, s.o. ajamomendil t = 0 asetsevad need mõlemad lai-

ned üksteise peal kokku liidetuna (vt. joonis 4a), kuid siis

eralduvad aja t liikumisel teineteisest ja levivad laiali

x-telje erisuundades kiirusega a. Keele igas kohas taastub

pärast laine läbimist uuesti keele tasakaaluasend.

üldjuhul mistahes alghäirituse y(x) puhul, kui = 0

on funktsiooni (2) poolt kirjeldatud võnkumise käik samasu-

gune, kuid märksa komplitseeritum. Siin jaguneb ka alghäiri-
tus kui alglaine pooleks, s.o. komponentideks %y(x-at) ja
%f(x+at) ja need hakkavad levima x-telje erinevates suunda-

des, säilitades oma kuju, ja funktsioon (2) kirjeldab sel ju-
hul liitlaine levimist, mis tekib nende kahe erisuunas levi-

va muutumatu profiiliga lainetuse liitumisel.

2) Vaatleme siin juhtu, kus alghäiritus y(x) = 0 kõik-

jal. Siis (1) esitub kujul

(3) u(x,t) - .

x-at

Olgu nullist erinev vaid lõigul Seega
on meil ajamomendi t * 0 jaoks järgmine olukord: keelel

puudub alghäiritus, s.t. keel on tasakaaluasendis, ja keele

punktikestele on antud algkiirused lõigul ehk, nagu
öeldakse: keelele on antud lõigul algimpulss

Vaatleme funktsiooni järgmist algfunktsiooni

%x) -f,
*1

kusjuures korral olgu %x) * 0. Näeme ühtlasi, et
kui siis

" const
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Seega lahend (3) esitub kujul

(4) u(x,t) = - %c-at)].
Lahend (4) on oma kujult täiesti analoogiline eespool

juhul 1) vaadeldud lahendile (2). Seega siin näitab sama mõt

tekäik, et lahendi (4) osa kujutab lainet, mis

levib x-tel.lenegatiivses suunas kiirusega

-a, ja osa - lainet, mis levib x-telje positiiv-

ses suunas kiirusega a. Seega tekitab keelele antud algim-

pulss ka otselaine ja pöördlaine ja need erinevad teinetei-

sest alati vaid märgi poolest. Joonisel 8a on näidatud ot-

se- ja pöördlaine algseis t = 0 korral. Nagu näeme, kustu-

Joonis 8
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tavad nad teineteist ja seepärast on keel tasakaaluasendis

(u(x,O) -0). Joonisel 8b on kujutatud otse- ja pöördlaine

asend järgneval ajamomendil t>o. Näeme, et nad on nihku-

nud üksteise suhtes, säilitades oma kuju, Lahend (4) annab

otse- ja pöördlaine liitumisel tekkiva laine ja selle profiil

on kujutatud joonisel Bc. Nagu näeme, lakkab keele neis punk-

tides, mida otse- ja pöördlaine on juba läbinud, liikumine,

kuid keel ei lähe üldiselt rääkides tasakaaluasendisse taga-

si, vaid säilitab nn. jääknihke, mille suurus on Ainult

erijuhul, kui C -0, taastub keele tasakaaluasend.

Kui keelele on antud algimpulss keele mitmel osal või

koguni kogu keelel, aga endiselt alghäiritus = 0, siis

(4) poolt kirjeldatud võnkliikumise käik on samasugune, kuid

komplitseeritum. Jällegi annab muutumatu profii-

liga pöördlaine ja - samasuguse, kuid vastas-

märgiga otselaine, mis levivad vastavalt vasakule ja parema-

le kiirusega a. Lahend (4) kirjeldab siis nende liitumisel

tekkiva liitlaine levimist.

3) Vaatleme üldist juhtu. Olgu keelel nii alghäiritus

y(x) kui ka algimpulss jk(x) nullist erinevad. Võnkliikumist

sel juhul kirjeldab funktsioon (1). Eespool vaadeldud eriju-

hud 1) ja 2) lubavad nüüd kergesti luua siin üldjuhul lai-

nete levimisest ülevaatliku pildi. Alghäiritus ja algimpulss

mõlemad tekitavad nii otse- kui ka pöördaine. Mõlemad tek-

kinud otselained, nagu eespool juba nägime, omavad muutuma-

tut profiili ja levivad paremale ühesuguse kiirusega a. Nen-

de mõlema liitumisel tekib seepärast muutumatu profiiliga

paremale kiirusega a liikuv laine. Samasugune on olukord

mõlema pöördlaine levimisel. Nende liitumisel tekib muutuma-

tu profiiliga laine, mis liigub vasakule kiirusega -a. Kee-

le võnkliikumine, mida meie näeksime, tekib nende kahe muu-

tumatu profiiliga erisuunas liikuva laine liitumisel.

Igapäevasest elust me teame, et küllalt pikal keelel

saab tekitada laine nii, et ta levib ainult ühes suunas, ku-

na teises suunas liikuvat lainet ei teki. Selline olukord on

võimalik ka vaadeldaval lõpmatul keelel. Näiteks võime lõp-
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matui Keeiei TeKitaaa amuj.T oTserarne. aeriexe on tarvis,

et alghäirituse ja algimpulsi poolt tekitatud pöördlained

erineksid üksteisest vaiu märgi poolest. Sel korral nad kus-

tutavad teineteist ja vasakule liikuvat lainet ei teki. Kuna

aga algimpulsi poolt tekitatud otse- ja pöördlaine on alati

erinevate märkidega, siis otselained ei kustu. Nii tekib ai-

nult paremale liikuv laine.

Keele võrrandi tuletamisel saime, et

kus T on keelele mõjuva pingetungi suurus ja y on keele li-

neaarne tihedus. Siit näeme, et mida tugevamini on keel pin-

gutatud, seda kiiremini liiguvad temal lained. Keele lineaar-

se tiheduse suurenemisel aga vastupidi lainete levimiskiirus

väheneb.

§ 7. Cauchy' ülesanne laine võrrandi jaoks tasandil.

Laine võrrandiks tasandil nimetatakse võrrandit

(1) " "yy *

kus otsitav on funktsioon u - u(x,y,t).
See võrrand kujutab endast keele võrrandi

(2) "xx = 7?"tt

üldistust. Viimase saame siit, kui oletame, et otsitav funkt-

sioon u(x,y,t) on konstantne y suhtes, siis Uyy - 0 ja

võrrand (1) taandub keele võrrandiks (2).
Teostame võrrandis (1) muutuja vahetuse z * at, siis

saame

u + u = 0,
xx yy zz '

kust on näha, et laine võrrand tasandil on lineaarne teist

järku hüperboolis* võrrand.

Võrrandi (1) juurde võib jõuda õhukese membraani vaba-

võnkumiste vaatlemisel. Sel korral kujutab otsitav funktsi-
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oon u = u(x,y,t) ruumis (x,y,u) võnkuva membraani punkti

(x,y) asukohta ajamomendil t (vt. Sobolevi õpik lk. 14).

Võrrandile (1) seatakse järgmine Cauchy' ülesanne.

Ülesanne. Leida võrrandi (1) mittetriviaalne lahend

u * u(x,y,t), mis rahuldab algtingimusi

(3) u(x,y,O) * f(x,y), -

Siin ülesandes eeldame, et omab kuni kolmanda

järguni ja kuni teise järguni pidevaid osatuletisi.

Siis on vaadeldaval ülesandel olemas ainus lahend (vt. Smir-

novi õpiku II köites lk. 531) ja see esitub kujul

(4) u(x,y,t) - +

kua

u?(i,y.*) - ,

/

Siin D(at) tähendab piirkonda, mis on piiratud ringjoonega

(<t-x)2+ ((*-y)2- mille keskpunkt on punktis (x,y).
Valemit (4) nimetatakse Poissoni valemiks.

Vahetu kontrollimine näitab, et funktsioonid (5) ja (6)

ja ka nende tuletised ja rahuldavad võrrandit (1).

(Vt. Petrovski õpik lk. 101.) Seega rahuldab Poissoni valem

laine võrrandit (1). Näitame, et ta rahuldab ka algtingimusi

(3). Selleks teostame muutuja vahetuse, minnes muutujatelt

muutujatele järgmiste valemite abil:

* x + sat, p*y +

PiirkondD(at)muutub piirkonnaksD(l),mis on piiratudring
2 2

joonega $ +% *l,jame

(7) uf(x,y,t)-&y J/ dj;d,,
D(1) -t



(8) // y
d.d,.

D(1) 1 '

Arvutame tuletise t järgi, kasutades selleks avaldist

(7):

(9) t t 27 1,2
Võttes nüüd lahendis (4)

duši (8) ja (9)

t = 0, saame, arvestades võr-

u(x,y,o) . f(x,y) .

sest

1 /j —-dS-d!; =l.

Teise algtingimuse rahuldamiseks arvutame valemist (4)
osatuletise t järgi, saame

"t *

"tt + "t-

Et on võrrandi (1) lahendiks, siis võime kirjutada

u. = + ) +t ' xx t

Osatuletise arvutamevõrdusest(B),saame(vt.võrdus

// , A
uf."L+at;j dn.

)

Kui nüüd t = 0, siis (8) järgi (x,y,o) =

Kuna võrduse (7) põhjal =*o, siis t = 0 korral

ka + = 0 ja me saame

t(x,y,o) =

Seega on ka teine algtingimus rahuldatud.

Funktsioon (4) kirjeldab lainete levimist ruumis (x,y,u),
kui loeme, et u = u(x,y,t) väärtused kujutavad endast xy-ta-
sandil oleva punkti (x,y) nihke suurust u-telje sihis. Saadav

pilt on analoogiline keele võnkumisel kirjeldatud lainete

9 -65-
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pildiga, Kuid aiin on üksikasjaline analüüs väga komplitsee-

ritud. Vaatleme seepärast lihtsustatud olukorda, mis võimal-

dab saada ülevaate ka üldisest pildist.

Olgu funktsioon (x,y), mis kujutab alghäiritust, ja

funktsioon y?(x,y), mis kujutab algimpulssi,.nullist eri-

nevad vaid piirkonnas S, mip on piiratud joonega L. Aset-

segu punkt (x,y) väljaspool seda piirkonda S kaugusel d

(vt. joonis 9). Funktsioonis (4) moodustab integreerimispiir-
konna ring D(at) keskpunktiga punktis (x,y). Ringi D(at)

raadius on at ja see kasvab

aja t suurenemisel. Neil

ajamomentidel, mil veel at<d,
s.t. kui

, ei ole ringil

D(at) ja piirkonnal S ühi-

seid punkte. Seepärast ringis

D(at) on y(x,y) ja

kõikjal võrdsed nulliga ja va-

lemist (4) saame u(x,y,t) = 0,
mis ütleb, et ajamomentidel

Joonis 9. on punkt (x,y) tasa-

kaaluasendis, s.t. püsib paigal

xy-tasandil. Punkti (x,y) selline tasakaal kestab kuni aja-
momendini t *

,
sest siis on piirkond D(at) suurenenud

nii palju, et ta puudutab piirkonda S. Öeldakse sel puhul,
et punkti (x,y) jõudis laine esikülg. Suurematel ajamomentidel,

s.o. korral on piirkondadel D(at) ja S juba ühiseid

osi ja seepärast annab funktsioon (4) üldiselt rääkides nul-

list erinevaid u(x,y,t) väärtusi. Öeldakse, et punkti (x,y)
tasakaal on häiritud, seejuures punkt ise liigub u-telje si-

his saadava u väärtuse võrra. Selline liikumine kestab ku-

ni ajamomendini t =

,
mil D(at) haarab endasse kogu piir-

konna S (vt. joonis 9, kus tähendab punkti (x,y) suuri-

mat kaugust piirkonna S punktidest). Sel puhul Öeldakse, et

punkti (x,y) jõudis laine tagakülg.

Aja t edasisel suurenemisel on raadius ja

piirkond D(at) sisaldab endas tervikuna piirkonna S. Siis
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ja avaldistes (5) ja (6) tuleb integreerida lihtsalt

üle piirkonna S, kuna ja on antud juhul

väljaspool piirkonda S võrdsed nulliga. Siit näeme, et pä-

rast laine tagakülje läbimist, s.o. t> — korral ei ole punk-

ti (x,y) asukoht enam mõjustatud ja uute

väärtuste poolt, kuid punkt (x,y) ei lähe tasakaaluasendis-

se, vaid jätkab liikumist, kuna avaldistes (5) ja (6) sisal-

davad integraalialused funktsioonid suurust Seetõttu

muutuvad aja t edasisel suurenemisel u(x,x,t) väärtused

vaadeldavas punktis (x,y). Öeldakse sel puhul, et pärast lai-

ne tagakülje läbimist leiab aset lainete difusiooninähe.

Meenutame, et lõpmatu keele korral samasuguse alghäiri-

tuse ja algimpulsi puhul lakkas liikumine igas punktis pärast

laine (tagakülje) läbimist, kuid punktid ise ei läinud tasa-

kaaluasendisse tagasi, vaid säilitasid nn. jääknihke. Seda

viimast nähet nimetatakse ka siin lainete difusiooniks. Siin

on difusioon püsiv, kuna jääknihke suurus ei olene ajast t.

Meil ei ole praegusel vaadeldaval ruumilisel juhul aga

difusioon püsiv. Seda näeme sellest, et avaldistes (5) ja (6)

asetseb suurus nimetajas. Seetõttu vaadeldavate

ja puhul läheneb funktsioon (4) nullile aja t tõkes-

tamatul suurenemisel. Järelikult vaadeldavas punktis (x,y)

pärast laine tagakülje läbimist väheneb liikumine järjest,
kuni lõpuks punkt (x,y) rahuneb oma tasakaaluasendis xy-tasan-

dil.

Me viisime arutelu lainetuse kohta läbi ühe punkti (x,y)

jaoks. Kujutame nüüd ette terviklikult tekkinud lainetuse

pilti. Näeme, et aja t suurenemisel hakkab alghäirituspiir-
kond laienema, s.t. lainetus tekib järjest kaugemates punkti-

des. Tekivad nn. silindrilised lained, mis levivad radiaalselt

alghäirituspiirkonnast eemale kiirusega a. Pärast silindri-

lise laine läbimist hakkavad punktid rahunema ja lõpuks lak-

kab liikumine praktiliselt, kuna meil iga fikseeritud x,y

korral läheneb u(x,y,t) nullile aja t suurenemisel, hdasi

leviv silindriline laine ise aga ei kustu, nagu see on näha

avaldisest (4). Väga sarnase pildi lainetusest saame, visates

kivi vaiksele veepinnale. Siin tekkinud silindrilised lained
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levivad igas suunas radiaalselt laiali. Kuid siin leviv lai-

netus kustub pikkamisi hõõrdumise tõttu, mida laine võrrandi

(2) tuletamisel ei ole arvestatud.

Valides mitmesugusel viisil alghäirituse ja

algimpulsi võime saada väga imelikke pilte laine-

tusest .

Algtingimustes (3) oli meil eeldatud, et funktsioonid

ja omavad pidevaid osatuletisi kuni kolman-

da ja teise järguni vastavalt. Kui need eeldused ei ole täi-

detud, siis asendame funktsioonid y?(x,y) ja sel-

liste ligikaudsetega, kus need eeldused on juba täidetud.

See lahendit (4) oluliselt ei mõjusta, kuna me ülesande la-

hend, nagu kerge näidata on, on pidevas sõltuvuses algtingi-

mustest. Tõestada võib seda analoogilisel viisil nagu lõpma-

tu keele korral.

Märgime lõpuks veel, et Poissoni valemist (4), kui

u(x,y,t) ei sõltu y-st, järeldub D'Alembert'i valem, mis oli

paragrahvis 5 (vt. Petrovski õpik lk. 105).

Märkus. Laine võrrandiks ruumis nimetatakse võrrandit

(10) u +u +u *—
'

xx yy "zz tt'

kus otsitav on funktsioon u = u(x,y,z,t). Eespool olnud lai-

ne võrrand tasandil ja keele võrrand on võrrandi (10) eriju-
hud. Laine võrrandile (10) seatakse järgmine Cauchy' ülesan-

ne.

Ülesanne. Leida võrrandi (10) mittetriviaalne lahend

u = u(x,y,z,t), mis rahuldab algtingimusi

u(x,y,z,o) = u*(x,y,z,o) =

kus p>(x,y,z) ja on antud funktsioonid.

Selle ülesande lahendamine toimub täiesti analoogili-

selt laine võrrandile tasandil (vt. Petrovski õpik, lk. 101).
ülesandel on ainus lahend, mis osutub pidevalt sõltuvaks alg—-

tingimustest ja kujutab lainete levimist neljamõõtmelisse
ruumis (x,y,z,u). (vt. Petrovski Õpik, lk. 106).
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IV. SOOJUSJUHTIVUSE

VÕRRAND

Paraboolsed võrrandid esinevad mitmesuguste soojusjuhti-

vuse- ja difusiooniprotsessidega seotud loodusnähtuste mate-

maatilisel uurimisel. Nii taanduvad paraboolsete võrrandile

vaatlemisele füüsikalised ülesanded, mis on soc ud sccjur.ele-

vimisega vardas, plaadis ja ruumis ning gaasi dlffus* dniga

mingis poorses keskkonnas.

Käesolevas peatükis vaatleme mõningaid küsimusi, mis on

seotud soojuse levimisega lõplikus ja lõpmatus vardas. Siin

kohtume lihtsaima paraboolse võrrandiga - = 0.

§ 1. Soojusjuhtivuse võrrandi tuletamine.

Olgu antud peenike homogeenne (s.t. ühtlasest ainest)var-

ras, mille ristlõike pindala on S = const. Varras võib olla

lõplik või lõpmatu (ka mõlemas suunas). Varras olgu paiguta-

tud x-teljele. Ta olgu hästi peenike, siis võime lugeda rist-

lõike igas punktis temperatuuri ühesuguseks. Vaatleme juhtu,

kus vardas endas soojust ei teki (soojuse teke võib esineda

keemiliste reaktsioonide, elektrivoolu, radioaktiivsuse jne.

tõttu). Oletame, et varras on isoleeritud ümbritsevast kesk-

konnast, s.t., et soojuskadusid varda külgede kaudu ei esine.

Kui varda temperatuur ei ole kõikjal ühesugune, siia hak-

kab soojus levima ehk, nagu öeldakse, voolama kõrgema tempe-

ratuuriga kohast madalama temperatuuriga koha poole. Soojuse

voolu suuna loetakse positiivseks, kui soojus voolab

x-telje positiivses suunas.

Soojuse levimise protsessi vardas saab kirjeldada üldi-

selt kahe muutuja funktsiooni u = u(x,t) abil, mille väär-

tused kujutavad varda temperatuuri kohal x ajamomendil t.

Meie eesmärgiks on leida võrrand, mida see funktsioon u = u(x,t

peab rahuldama ja mille lahendamisel võime ta leida. Sellist

võrrandit nimetatakse soojusjuhtivuse võrrandiks varaa tarvis.
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Võtame vardaat vaatluse alla tema mingi oaa ja

vaatleme aoojuse levimise protsessi selles ajavahemikus

Temperatuuri jaotus selles varda osas ajamomendil

t olgu määratud funktsiooniga u * u(x,t).
Katseliselt on kindlaks tehtud, et ajaühiku jooksul (s.t

ajamomendist t kuni ajamomendini t + 1) läbi ristlõike

S kohal x läbivoolanud soojuse hulk on (Fourier* seadus)

Q =

kus k on soojusjuhtivuse koefitsient. Järelikult aja dt

jooksul läbinud soojuse hulk on

dQ - dt

Ajavahemiku tg) jooksul läbi vaadeldava ristlõike

voolanud soojuse hulk Q on siis

Q . dt.

Seega kohti ja Xg selles ajavahemikus läbinud soojuse

hulgad on vastavalt

-J dt

'1

ja
/*2

Q2=-J kSUx(i2,t)dt.

Soojusehulgad ja Qg ei tarvitse võrdsed olla, sest

osa soojust võis varda vaadeldavasse osasse jääda. Vardasse

jäänud soojusehulk on - Qg ja see kulus varda osa tempe-

ratuuri tõstmiseks (Kui -Qg on negatiivne, siia muidugi

soojuse äravool oli suurem juurdevoolust ja temperatuuri tõus

vardapunktides võib olla ka negatiivne.). Oletame, et me var-

da osas temperatuur tõusis igas punktis x Au võrra, siis

Au . u(tg,x) -

Teisest küljest vaatleme, palju on tarvis soojust, et
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tõsta varda temperatuuri igas kohas parajasti vaadeldava au

võrra. Üldiselt on nii, et kui kogu keha temperatuur tõuseb

au-const. võrra, siis selleks vajalik soojusehulk on

Q - cm AU,

kus c on soojusmahtuvuse koefitsient ja m on keha mass.

Meil on au aga sõltuv kohast x. Seepärast vaatleme esial-

gu varda elemendikest pikkusega dx. Tema ruumala on Sdx

ja mass ySdx, kus const. on varda tihedus. Selle osake-

se temperatuuri tõstmiseks Au võrra läheb soojust eelmise

valemi järgi

dQ * cySdxAU
(varda elemendikese ulatuses võime lugeda au = const.). Var-

da osa temperatuuri tõstmiseks igas kohas AU võr-

ra kulub siis soojust

f2
aQ * ) dx.

Energia jäävuse seaduse põhjal võime nüüd kirjutada, et

Ql-Q2-AQ
Asendades viimases võrduses soojusehulgad nende eespool saadud

integraalavaldistega, saame

/*2 /*2 ?2

J - J - J dx,

*1 *1 *1

ehk

*1 *1

Oletame, et otsitav funktsioon u * u(x,t) omab pide
vaid osatuletisi x-i järgi kuni teise järguni ja pide-
vat osatuletist t järgi, siia võime kirjutada

-
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/2
- u(x,t.[) - j

*1

Asendades need avaldised viimasesse võrdusesse, saame

/2/2
J J k dt =j J cyut dt dx

*l*l *l*l

ehk (integreerimisrajade konstantsuse tõttu)

*2*2

j /

t<unasee tingimus peab kehtima iga t 2 ja X2 korral,

siis integraalialune funktsioon peab võrduma nulliga iga x

ja t korral (põhjendada!), seega

-

cy"t
= o

iga x,t korral. Mitte suurte temperatuuri kõikumiste kor-

r.l võime lugeda suurused konstantseiks. Olgu seepä-

rast =
— = const, siis võime kirjutada viimase võrduse
cf

ümber kujul

"xx =(1)

Saadud võrrandit (1) nimetatakse soojusjuhtivuse võrran-

diks varaa tarvis.

Võtame võrrandis (1) ette muutuja vahetuse siis

u.=u a*" ja me saame
t y

(Z) *n-"y-°'

mis on socjusjuntivuse võrrandi kanooniline kuju. Nagu näeme,

on võrrand (2) teist järku lineaarne osatuletistega võrrand

ja on paraboolset tüüpi.

Soojuse levimist võib vaadelda ka plaadis ja üldiselt

ruumilises keskkonnas. Soojuse levimise korral õhukeses plaa

dis on otsitav funktsioon u = u(x,y,t), kus u väärtused

tähendavad temperatuuri plaadi punktis (x,y) ajamomendil t
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Soojusjuhtivuse võrrand esitub sel korral kujul

1

xx yy t
(3)

Võrrandi (3) võime saada täiesti analoogilisel viisil, nagu

saime võrrandi (1). Võrrand (3) on paraboolne teist järku li-

neaarne võrrand.

Soojuse levimisel ruumilises keskkonnas on otsitavaks

funktsioon u = u(x,y,z,t), mis näitab temperatuuri kohal

(x,y,z) ajamomendil t ja soojusjuhtivuse võrrand esitub

kujul
1

U + U + U * —TT u. ."xi yy zz "2 t

Soojusjuhtivuse võrrandi lahendit nimetatakse sageli ka

temperatuurifunktsiooniks, sest ta määrab temperatuuri mingis

kohas mingil ajamomendil.

§ 2. Soojusjuhtivuse võrrandi lahendi ainsus

lõpliku varda jaoks.

Eelmises paragrahvis me tuletasime võrrandi

XY .2 t
0)

mida pidi rahuldama vardas soojuse levimise protsessi kirjel-

dav funktsioon u = u(x,t).

Käesolevas paragrahvis anname lisatingimused selleks, et

võrrandi (1) lahend oleks üheselt määratud lõpliku varda kor-

ral. Siis võime väita, et võrrandi (1) lahendamisel saadud

funktsioon u = u (x,i) on just see otsitav funktsioon, mis

kirjeldab soojuse levimise protsessi vardas.

Levigu meil soojus lõplikus vardas, mille pikkus on 1.

Varras olgu paigutatud x-teljele nii, nagu näidatud joonisel

10. Soojuse levimisprotsessi vaatlemisel vardas on muidugi

tähtis, kuidas oli soojus jaotatud vardas protsessi algmomen-

dil t = 0, sest sellest sõltub oluliselt soojuse edasise le-
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vimise iseloom. Olgu ajamo-

mendil t = 0 temperatuuri

jaotus vardas antud funktsi-

ooniga y(x) Siit

saame tingimuse

0

Joonis 10. (2) u(x,o) = ys(x)

Tingimust (2) nimetatakse algtingimuseks.

Soojuse jaotus vardas protsessi käigus sõltub muidugi
ka sellest, kuidas muutub temperatuur varda otspunktides.
Siit saame nn. rajatingimused

(J) u(o,t) - u(l,t) . fg(t),
kus ja määravad temperatuuri varda otspunkti-
des aja t funktsioonina.

Osutub, et algtingimus (2) ja rajatingimused (3) määra-

vad soojusjuhtivuse võrrandi lahendi juba üheselt. Selle näi-

tamiseks tõestame enne nn. maksimumi— ja miinimumiprintsiibi
varda jaoks. Vaatleme võrrandi (1) lahendit piirkonnas
osxsl

, . See piirkond moodustab ristküliku xt

tasandil ja seda tähistame Q abil. Selle ristküliku küljed

on siis antud võrranditega x = 0,

t = 0, x = 1 ja t=T (vt.
joonis 11).

Maksimumi- ja miinimumiprintsii

Soojusjuhtivuse võrrandi (1) iga

lahend u = u(x,t), mis on mää-

ratud ja pidev ristkülikus Q,
omandab maksimaalse ja minimaal-

se väärtuse ristküliku Q kül-

gedel t * 0, x = 0 või x = 1.

Tõestus. Tõestame kõigepealt maksimumi juhtumi. Tähis

tarnetähtedega *, /3,]f vastavalt ristküliku külgi x- 0,
t = 0, x = 1.

Olgu M funktsiooni u(x,t) maksimaalne väärtus rist—-

sees ja m u(x,t) maksimaalne väärtus ristküliku

Joonis 11.
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külgedel Printsiip väidab, et alati

Oletame nüüd vastupidi printsiibile, et antud u(x,t)

korral on M>m. Olgu sel funktsioonil u(x,t) maksimaalne

väärtus punktis s.t.

* =

Defineerime funktsiooni

v(x,t) = u(x,t) + --"pS (x - x )2
41

°

Funktsioon v(x,t) on pidev, sest u(x,t) on seda eelduse

järgi. v(x,t) väärtus punktis (x ,t ) °°

. u(x.,t.) - M,

aga tema väärtused ristküliku Q külgedel <*, on

v(i,t)4E+ + .H

Seega ristkülikuseesmises punktis on = M,

aga ristkülikukülgedel *<, v(x,t)<M. Järelikultpi-

devuse tõttu v(x,t) omandab maksimaalse väärtuse kusagil

ristküliku seesmises punktis või ülemisel küljel t = T. Ol-

gu funktsioonil v(x,t) maksimaalne väärtus punktis
See punkt asetseb siis kas ristküliku Q sees või ülemisel

küljel t = T.

Kui punkt on ristküliku Q sees, siia selles

punktis peab funktsioonil v(x,t) olema maksimum, s.t.

Vt=O'

Seega

*ll

Kui punkt asetseb ristküliku Q ülemisel kül-

jel t = T, siis seal olenevalt sellest, kas funktsi-

oonil v(x,t) on seal maksimum või ta kasvab piirkonnast Q

välja. Ülemisel küljel t = T võime vaadelda funktsiooni

v(x,T) kui ühe muutuja funktsiooni. Temal on punktis x =
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maksimum ja selleparast seal

'nS°-

Seega on sel korral samuti

Võrreldes saadud võrratus! omavahel, näeme vastuolu. Sellega

on printsiibi maksimumi juhtum põhjendatud.

Miinimumi juhu põhjendamise taandame maksimumi juhule.

Olgu u(x,t) soojusjuhtivuse võrrandi lahendiks, siis

-u(x,t) on ka lahend. Neis punktides, kus u(x,t) omandab

minimaalse väärtuse, omandab -u(x,t) maksimaalse väärtuse.

Sellega taanduoki miinimumi juhu põhjendus maksimumi juhule.

Tõestatud printsiibi füüsikaline sisu on järgmine: soo-

juse levimise ajal vardas ei saa varda üheski seesmises punk-

tis olla kõrgem ega madalam temperatuur kui oli maksimaalne

ja minimaalne temperatuur vardas protsessi alguses ja on var-

da otspunktides protsessi käigus. Teiste sõnadega: soojus ei

saa 3.. Printsiip kehtib ka ruumilise keskkonna korral.

Põhjendus on analoogiline. Tähendab: ka ruumis ei kuhju soo-

jus. Seega näiteks võime väita, et toas ei saa üheski kohas

tekkida kõrgem temperatuur, kui on ahju pinna või radiaatori

temperatuur, kust tuba saab soojust.

Maksimumi- ja miinimumiprintsiip kehtib muidugi iga rist-

küliku jaoks, mille küljed on paralleelsed x- ja t-teljega.
See on näha sellest, et võrrand (1) ei muutu, kui x asendada

muutujaga x+a ja t muutujaga t+b.

Tõestatud printsiip võimaldab näidata, et võrrandil (1)
võib antud lisatingimuste! (2) ja (3) olla vaid üks lahend.

Oletame vastupidi, et siiski leidub kaks lahendit

ja U2(x,t), kusjuures # ning mõlemad rahuldavad tingi-
musi (2) ja (3).

Vaatleme vahet

v(x,t) * -

Funktsioon v(x,t) tn ka võrrandi (J) lahend ja täidab tin-

gimusi:
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küljel c(.v(o,t) = 0,

" v(x,o) = 0,

" v(l,t) = 0.

Seega külgedel on v(x,t) = 0. Maksimumi- ja mii-

nimumiprintaiibi põhjal on siis kogu ristkülikus Q v(x,t)=
= 0. Tulemus on vastuolus eeldusega. Seega antud tingimustel

ei saa kahte erinevat lahendit võrrandil (1) olla.

Tõestatud printsiip võimaldab samuti näidata, et võr-

randi lahend on pidevas sõltuvuses alg- ja rajatingimustest.

Selle näitamiseks vaatleme soojusjuhtivuse võrrandi mingit

teist lahendit ü(x,t), mis rahuldab algtingimust

u(x,o) - y?(x)
ja rajatingimusi

ü(o,t) . ü(l,t) = ?2(t)
Siis rahuldab vahefunktsioon

v(x,t) = u(x,t) - ü(x,t)

ka võrrandit (1) ja täidab tingimusi:

küljel v(x,o) =

" v(o,t) =

" y v(l,t) = f2-?2-

Erinegu nüüd uued alg- ja rajatingimused endistest vä-

hem kui €>o, s.t. olgu

Viimastest võrdustest järeldub siis, et

(v(x,o)j<C, [v(o,t)[<6, [v(l,t)}<C.
Maksimumi- ja miinimumiprintsiibi järgi on siis kõikjal rist

kjlikus Q

]v(x,t)[<&.
b. i

{u(x,t) - ü(x,t){< C.

Seega: kui alg- ja rajatingimused muutuvad vahe, muu--
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tub ka võrrandi (1) lahend vähe. Öeldakse sel puhul, et võr-

randi lahend on stabiilne.

Võrrandi lahendi olemasolu antud lisatingimuste! näitame

järgmises paragrahvis.

§ 3. Soojuse levimine lõplikus vardas.

Selles paragrahvis lahendame Fourier' meetodiga järgmise

ülesande.

Ülesanne. Leida mittetriviaalne lahend u(i,t) võrran-

dile

"xx * *2 "t '(D

mie rahuldab algtingimust

(2) u(x,o) - 1 = varda pikkus)

ja rajatingimusi

(3) u(o,t) - 0 u(l,t) - 0

Seega lahendame ülesande soojuse levimise kohta lõplikus

vardas eeldusel, et varda otspunktides on temperatuur kogu

protsessi jooksul konstantne ja võrdne nulliga. Selle kitsen-

ause teeme seepärast, et üldiste rajatingimustega ülesande

lahendamine osutub väga komplitseerituks, kuna Fourier' mee-

tod on otseselt rakendatav ainult ülesannete puhul, kus on

nn. null-rajatingimused, s.o. rajatingimused (3). Antud üles-

ande lahendus mistahes rajatingimuste puhul leidub Tihhonov-

Samarski Õpikus.

Vastavalt kasutatavale meetodile leiame algul erilahen-

did kujul

XT = X(x)T(t)

Arvutame vajalikud osatuletised ja paigutame võrrandisse (1),
silu saame

X" 1 T' ,2
T* "

T*
= -* -
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Siin tähistame konstantse suhte abil, sest kui suhe lu-

geda mittenegatiivseks, siis saame triviaalse lahendi, nagu

juba nägime keele võrrandi lahendamisel Fourier' meetodiga.

Seega tuleb tegurid X ja T määrata võrrandeist

(4) X" + -0,

(5) T' + = 0.

Võrrandi (4) integreerimine annab

X(x) * A coeAx + B sinAx.

Olgu A= 0, B* 1 ja A" , siia tegur X(x) esitub

kujul

= x.

Kuna nüüd * = 0, siis rajatingimused (3) on ra

huldatud.

Intregeerime võrrandi (5) valitud A* korral, siis

saame teise teguri T(t) kujul P y

-

*

Seega oleme saanud ülesandele erilahendi kujul

Un(x,t) - sinSp- x,

mis rahuldab võrrandit (1) ja rajatingimusi (3). Algtingimus

(2) osutub rahuldatuks, nagu näha vaid kitsal erijuhul, ni-

melt kui on

Cn ai°

mistõttu tuleb lugeda, et erilahendid üksikult algtingimuse

rahuldamiseks ei sobi.

Moodustame seepärast formaalselt erilahendite summa

(6) u(x,t) = * Xl C e
n=l" n-1

° A

Oletame, et rida (6) ise ja temast 2 korda x-i ja üks kord

t järgi liikmeti diferentseerimisel saadud read koonduvad

ühtlaselt. Siis võime väita, et u(x,t) ise ning tema osa-
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tuletised ja on pidevad funktsioonid, kusjuures

u(x,t) rahuldab võrrandit (1) ja rajatingimusi (3), eest

reas (6) iga liige rahuldab neid.

Selleks, et funktsioon u(x,t) rahuldaks algtingimust

(2), peab kehtima

<?c

u(x,o) = c si"nr*x * f(x)
n=l

ja selleks tuleb oletada, et y(x) on lõigul [Õ,l] esitatav

siinusrea kaudu. Sel korral osutuvad suurused Fourier'

kordajaiks
1

(7) =

TT*

Näitame nüüd, et rea (6) ja temast liikmeti diferentsee-

rimisel saadud ridade kohta tehtud eeldused on täidetud. Sel-

leks näitame, et read

O
,

Z
n=l

on ühtlaselt koonduvad, kui 06x61 ja kus t° on

mingi fikseeritud arv.

Oletame, et algtemperatuur vardas on lõplik, s.t. et

kus M = const., siis saame

A

dx - 2M.

Olgu b - Me võime kirjutada

2 2

P
-bn t

,
-bnt

°,
kus N = 2Mb. Täiesti analoogiliselt leiame, et

,
ox(
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kue N' - ccnst. Seega

n=i ! " n-1 n=l
°

kus = n2e—&n *o. Rida <2l.* osutub aga koonduvaks

D'Alembert'i tunnusel, sest

Ilm . iim = 0.

Weierstrassi tunnusel on eiis (8) ühtlaselt koonduvad

vaadeldavas piirkonnas.

Samal viisil võib näidata, et ka rida (6) ühtlaselt

koondub.

Seega, kui f(x) on pidev, ositi sile ja <f(0) = =

siis funktsioon on esitatav oma siinusrea kaudu ja

funktsioon (6) osutub ülesande lahendiks.

Anname lahendile (6) integraalkuju. Selleks asendame

seal nende integraalavaldistega (.7).Saame
1

St°
Summeerimis— ja integreerimisjärjekorra võisime muuta, sest

nurksulgudes olev rida koondub ühtlaselt järgi, kui t>o,

mida on kerge samal viisil näidata, nagu eespool ridade (8)
korral oli.

Tähistame

= Y
ZI

võime lahendi (6)Kasutades saadud funktsiooni

tada nüüd kujul
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u(x,t) =j(8)

Funktsiooni nimetatakse hetkelise punkt-soojusal-
lika temperatuuri mojufunktsiooniks, sest ta kui x-i funktsi-

oon kujutab ajamomendil t sellist temperatuuri jaotust var-

das, Kus algmcmendil t = 0 oli temperatuur võrdne nulliga

ii õlis sel samal aiomendil punktis x = hetkeliselt eraldus

teatav hulk soojust.

Näitame seda. Eraldugu punktis hetkeliselt soojus Q,
mis tingib väikeses piirkonnas , temperatuuri
muutuse võime väljaspool vaadeldavat piirkon-
da luaee võrdseks nulliga. Soojuse levimiskäik vardas kir-

jeldab siis funktsiooniga

4+6

u'(x,t) =J
Et G on pidev funktsioon tj>o korral, siis võime valida

to "ti, et on
i+r

. 0(1,

i"
"aua tähendab temperatuuri muutust varda osas ($-6,s+C)
uüs integraal

nagu soojusjuhtivuse võrrandi tuletamisel nägime (§1), tähen-

dab temperatuuri muutust põhjustanud soojushulka. Seega

Q

ja me saame

u (x,t) = t).

lastes nüüd silo ja me võime kirjutada

lim u/(x,t) -

ep 'j'
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kust näemegi, et G(x,s,t) kujutab hetkelise punkt-allika

poolt eraldatud soojuse Q mõju iseloomu vardas, kui punkt-

allikas ise asetseb punktis

ülesande lahend (8) kujutab endast siis selliste üksiku-

te punkt-allikate koosmõju tulemust.

$ 4. Soojusjuhtivuse võrrandi lahendi ainsus

lõpmatu varda jaoks.

Olgu meil antud lõpmatu varras (lõpmatu mõlemas suunas).

Ta asetsegu x-teljel.

Siin huvitab meid küsimus, millistel tingimustel on soo

jusjuhtivuse võrrandil

1
"xx **7Z"t0)

lahend u = u(x,t) selle lõpmatu varda jaoks üheselt määra-

tud. (Antud juhul -<*<x<+<* ja

Kõigepealt eeldame, et funktsioon u(x,t) on tõkesta-

tud, s.t.

(2)

Sellega teeme eelduse, et varda temperatuur on kõikjal lõp-

lik ja ei ületa teatavat suurust M.

Soojuse levimise käigu uurimisel on muidugi ka siin lõp-

matu varda korral oluline, kuidas oli temperatuur jaotatud

vardas protsessi algmomendil. t = 0. Olgu temperatuuri jao-

tus vardas t *=o korral antud funktsiooni abil. Siit

saame algtingimuse

(3) u(x,O) - +

Kuna u(x,t) on tõkestatud, siis on seda ka s.t.

Rajatingimusi praega ei eaa olla, sest varras on lõputu.

Osutub, et tingimused (2) ja (3) määravad soojusjuhti-

vuse võrrandi (1) lahendi üheselt. Selle näitamiseks teeme



kõigepealt ühe järelduse maksimumi- ja miinimumiprintsiibist,

mille tõestasime paragrahvis 2.

Vaatleme piirkonda Q, kus

Järeldus. Kui v(x,t) ja V(x,t) on võrrandi (1) la-

hendid ja kehtib

v(x,o)3V(x,o),

siis kõikjal piirkonnas Q

v(x,t)< V(x,t).

Põhjendus. Olgu

- V(x,t) - v(x,t).

on ka võrrandi (1) lahend. Eelduse järgi külgedel
t *o, x- tl on v(x,t)sV(x,t), s.t. seal Mak-

simumi- ja miinimumiprintsiibi järgi (kuna see kehtib iga
ristküliku Q korral) on siis kõikjal piirkonnas Q

s.t. kõikjal Q-s on

V(x,t),

millega järeldus on põhjendatud.
Oletame nüüd, et võrrandil (1) on antud lisatingimuste!

2 lahendit ja Moodustame vahe

v(x,t) = - U2(x,t).
Näitame, et v(x,t) sO, mis ütleks, et aU2 ja see tões-

takski lahendi ainsuse.

Funktsioon v(x,t) rahuldab võrrandit (1), on tõkesta-

tud, sest

t +!u2(x,t){ 2M,

ja rahuldab algtingimust

v(x,O) = - = 0.

Olgu jx(<l, s.t. vaatleme vaid neid x-i väärtusi, mis

on piirkonnas Q.

Moodustame funktsiooni

V(x,t) =pr +
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V(x,?) osutub ka võrrandi (1) lahendiks, sest

u J y''t

Külgedel t = o, x = -1 kehtib

küljel t = o: 2

V(x,o) * [v(x,o)] = 0,
1

külgedel x = -1:

Eespool tõestatud järelduse põhjal on siis kõikjal ristküli-

kus Q

V(x,t)

Seega on meil võrratus
2

[ +

Olgu x,t fikseeritud ja laseme I—, siis viimases võr-

ratusse läheneb parem pool nullile ja me saame antud fiksee-

ritud x,t korral

v(x,t) - 0.

Kuna x,t võivad suvalised olla, siis ongi näidatud, et

v(x,t) =<o iga x,t korral. Seega = millega lahendi

ainsus on näidatud.

Lahendi ainsuse tõestamisel eeldasime, et

Osutub, et kui see lõhestatuse nõue ära jätta, siis võrrandi

(1) lahend ei ole enam üheselt määratud. Seega tingimus (2)
nagu asendaks rajatingimusi, mis esinesid lõpliku varda kor-

ral.

Näitame vgel, et võrrandi (1) lahend on pidevas sõltuvu-

ses algtingimusest (3). Vaatleme selleks veel teist võrrandi

(1) lahendit ü(x,t), mis rahuldab algtingimust

ü(x,o) -

Moodustame vahe

v(x,t) = u(x,t) - ü(x,t),

siis
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v(x,o) * -

Olgu antud OO korral (?-?!<& ,
s.t. Moodusta-

me funktsiooni V(x,t) +&
,

kus V(x,t) defineerime sama-

sugusena, nagu oli eespool.

Ristküliku Q külgedel t = o, x = -1 kehtib

V(x,t) +6 > (v(x,t){

(põhjendada üksikasjalikult!). Eespool olnud järelduse põh-

jal kehtib see võrratus siis kõikjal piirkonnas Q. Seega on

meil võrratus

+ + G.

Olgu x,t fikseeritud ja laseme I—, siis saame

fv(x,t)[<c

ehk

[u(x,t) - ü(x,t)f<6 iga x,t korral

Seega, kui algtingimus muutub vähe, siis muutub ka võr-

randi lahend vähe, st. et antud tingimustel on soojusjuhti-
vuse võrrandi lahend stabiilne.

Soojusjuhtivuse võrrandi (1) lahendi olemasolu antud

tingimustel näeme järgmises paragrahvis võrrandi tegeliku la

Lendamise teel.

i 5. Soojuse levimine lõpmatus vardas.

Soojuse levimise uurimisel lõpmatus vardas me kohtume

huvitavate teoreetiliste momentidega. Alljärgnevas käsitleme

mõningaid neist. Tüüpiline ülesanne, mis seatakse lõpmatu

varda jaoks, on järgmine.

Ülesanne. Leida tõkestatud funktsioon u(x,t) (kus

ja mis rahuldab soojusjuhtivuse võrrandit

(1) * Ugx = t>o,
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ja algtingimust

(2) u(x,o) * (-co<XC+<v).

Sellist ülesannet nimetatakse Cauchy' ülesandeks, sest

siin puuduvad rajatingimused. Eelmises paragrahvis nägime, et

sellisel ülesandel võib olla vaid üks lahend.

Ülesande lahendamiseks kasutame Fourier' meetodit. Leia-

me esialgu erilahendid kujul

XT - X(x)T(t).

Paigutame sellise erilanendi võrrandisse (.I),siis

X" 1 T'
y- = —2qT*"C,

kust saame tegurite X ja T määramiseks võrrandid

(3) X"-cX=O,

(4) T' - = 0

Siin jällegi võib olla c = 0 ja c<o. Näitame, et

me ülesande füüsikalise sisuga sobivad kokku vaid lahendid,

kus c<o. Selleks lahendame võrrandi (4), saame

2.

T(t) - Ce°* *.

Kui c>o, siis t —*<*, korral T—* , s.t. erilahend

XT —* ja me jõuaksime vastuollu maksimumi-ja miinimumi-

printsiibiga. Seega tuleb võtta c = Lahendame sel eel-

dusel võrrandi (3), saame

X(t) = +

Kuna antud ülesandes rajatingimusi pole, siis jääb

fikseerimata.

Olgu =

(siin on mingi nurga väärtus), siis võime kirjutada

X(x) a:COB,X(x - ).

Seega saame lõplikult erilahendi kujul

(kus C = 1) P2 2
KT =

i teos *s*)*
iee er hend rahuldab soojusjuhtivuse võrrandit (1) ig
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ja korral, aga ei rahulda üldiselt algtingimust (2), sest

funktsioon on antud. Algtinginaia (2) võib olla rahul-

datud vaid juhuslikul kokkulangemisel, s.o. kui

-

seega teatava temperatuurijaotuse korral vardas.

Lõpliku varda puhul avaramatel eeldustel algtingimuste

rabuiuamiseks me moodustasime kõigi erilahendite XT summa,

mis oli võimalik X valiku tõttu sõltuvana indeksist n. Käes-

oleval juhul pole aga meil X fikseerimiseks mingit alust,

A-le erinevaid väärtusi saaksime ka

siin moodustada erilahendite summa. Kuid seda ei ole otstar-

bekohane teha, sest siis jääks osa erilahendeid arvestamata

ja algtingimuse rahuldamiseks tuleks funktsioonile <p(x)sea-
da mitmesuguseid lisakitsendusi. huna meil erilahendis X- ja

s* võivad olla mistahes, siis on loomulik võtta summa asemel

integra.il.Sellepärast defineerimegi ülesande lahendi kujul

+o* +

u(x,t) =

-e. o

Ltau.e,et selline uix,t) eksisteerib ja ranuldab võr-

randit (1). Jelleks näitame kõigepealt, et sisemine integraal

f f _\2,2.
J XT dX =/ e

'*

v? o

eksisteerib. Kasutame siin tuntud integraalvalemit

j eje
4

o

kehtivust!) Valemi (!?)ab

-

4a t

o 2a Jt

selle kehtivust!) Valemi (5) abil saame

Saadud funktsioon rahuldab võrrandit (1) t> 0 korral,
sest irtegraalialune funktsioon XT rahuldab ja me võime funkt

siooni XT pidevuse tõttu diferentseerida x-i ja t järgi



integraali märgi all.

Seega võime kirjutada 2

/ "z7

(6) u(x,t)* —L_/ JfRJLe
2aJ? ft *

Näitame nüüd, et u(x,t) eksisteerib. Selleks teostame

integraalis (6) muutuja vahetuse

- x + 2a /T .

Siis d> - ja me saame

' t**
2

u(x,t) = -=- + 2a/tP)

Seega
+o<?

—pQ

- M,

-WQ

sest

-

1 f

mida näeme integraalvalemist (5), võttes seal 1 ja 0

Integraalis (6) võime x-i ja t järgi diferentseerida

integraali märgi all, sest integraalialune funktsioon on pi-

dev. Kuna viimane rahuldab võrrandit (1), siis rahuldab võr-

randit (1) ka u(x,t).

Nüüd on näha, et defineeritud u(x,t) on ülesande la-

hendiks; ta rahuldab võrrandit (1) ja algtingimust (2), sest

t = 0 korral, nagu avaldisest (7) näha, saame

7+°" 2

u(x,o) e"? -

—CX)

Jääb veel vaid näidata, et saadud lahend u(x,t) läheb

pidevalt üle algtingimuseks, s.t. et iga 6>o korral leidub

kuitahes väike et kehtib

12 -89-
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I - }u(x,t) - kui t<3* .

Võime kirjutada

I * fu(x,t) - u(x,O)[
+°o 2

-N +N .+

= f + j + ] <
vw / / /

-o. -N N

sest äärmised integraalid küllalt suure N korral saavad kui

tahes väikesteks y(x) tõkestatuse tõttu, aga keskmise in-

tegraali võime teha kuitahes väikeseks sobivalt väikese t

valikuga, kuna vahe

y?(x+ - y(x)l
läheneb nullile t —0 korral funktsiooni pidevuse

tõttu. Funktsioon on pidev, sest u(x,t) on pidev ja

u(x,o) =

Sellega oleme antud ülesande täielikult lahendanud. Saa-

dud temperatuuri funktsioon u(x,t) kirjeldab soojuse levimi-

käiku lõpmatus vardas.

Vaatleme nüüd, kuidas levib soojus lõpmatus vardas. Ole-

tame, et protsessi algmomendil t = 0 on temperatuur

kõikjal võrdne nulliga peale vahemiku (<<,p),kus ta olgu po-

sitiivne. Siis esitub ülesande lahend (6) kujul

3

u(x,t)- —3— 4a t
df

2a\/F</\[t *

Olgu nüüd t>o, kuid kuitahes väike ja võtame x hästi

suure, s.t. vaatleme varda küllalt kauget punkti. Selle punk-
ti jaoks annab viimane valem temperatuuri u(x,t)>o, sest

integraali all on positiivne funktsioon. Seega kui protsessi

algmomendil t = 0 oli varda temperatuur nullist erinev vaid

vahemikus siis järgneval ajal, s.o. t 0 korralt <> 0 korral
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varda kuitahes kauges punktis on temperatuur juba nullist

erinev. See ütleb seda, et lõpmatus vardas levib soojus sil-

mapilkselt .

Tulemus on väga kummaline, kuid antud juhul on ta para-

tamatu. Väga võimalik, et me siin kasutame lõpmatuse mõistet

vääralt või oleme ülesande seadmisel teinud eeldusi, mis te-

gelikkuses aset ei leia. Uks selline eeldus on võib-olla lõp-

matu varras ise.

V. LAPLACE'I VÕRRAND.

Elliptilised võrrandid esinevad mitmesuguste stabilisee-

runud protsesside matemaatilisel uurimisel, s.o. protsesside

uurimisel, mille iseloom ei sõltu enam ajast. Nii taanduvad

elliptiliste võrrandite vaatlemisele füüsikalised ülesanded,

mis on seotud elektrostaatiliste, üldiselt potentsiaalide
väljadega ja soojuse levimisega statsionaarses soojusväljas.

Käesolevas peatükis vaatleme mõningaid ülesandeid seoses

Laplace'i võrrandiga

u +u =O,"xx yy
'

mis on ühtlasi ka lihtsaim elliptiline võrrand.

4 1. Dirichlet' esimene rajaülesanne.

Käesolevas paragrahvis anname harmooniliste funktsiooni-

de mõiste, defineerime Dirichlet' I rajaulesande ja näitame

viimase lahenduvuse ainsust, oletades lahendi olemasolu.

Harmooniliste funktsioonide mõiste on seotud Laplace'i

võrrandiga. Laplace'i võrrandiks funktsioonile u = u(x,y)
nimetatakse võrrandit
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(1) "xi*"yy* °

ehk võrrandit

Au*O,

kus Au * + Uyy. Nagu näha, on Laplace'l võrrand teist

järku lineaarne osatuletistega võirand ja on kõige lihtsam

elliptiline võrrand.

Nagu juba märgitud, kirjeldavad elliptilised võrrandid

mitmesuguste füüsikaliste protsesside etabiliseerunud seisun-

deid. Vaatleme siin ühte sellist protsessi, mis toob Laplace'i

võrrandi juurde.

Eelmises peatükis nägime, et soojuse levimise uurimine

Õhukeses plaadis toob meid võrrandi

(2) u +u
xx yy 7? "t

juurde. Siin on otsitavaks temperatuurifunktsioon u = u(x,y,t),
mille väärtused näitavad temperatuuri plaadis punktis (x,y)
ajamomendil t. Erijuhul võib aga soojuse levimine plaadis
saavutada niisuguse seisundi, et plaadi igas punktis on kons-

tantne temperatuur kogu protsessi jooksul. Niisugusel juhul

öeldakse, et temperatuuri jaotus plaadis ehk lihtsalt plaadi

soojusväli on statsionaarne. Temperatuurifunktsioon

u <=u(x,y,t) ei sõltu siia ajast t ja me võime ta kirjuta-

da kujul u * u(x,y). Sel korral - 0 ja võrrand (2) muu-

tub Laplace'i võrrandiks (1). Seega, kui temperatuuri jaotus

plaadis on statsionaarne, siis temperatuurifunktsioon rahul-

dab Laplace'i võrrandit. Laplase'i võrrandi lahend osutub,

nagu näeme, vaid kohafunktsiooniks.

Anname nüüd harmoonilise funktsiooni mõiste. Olgu xy-ta-

sandil antud mingi lõplik piirkond G, mis on piiratud joone-

ga f. Joont /*nimetatakse piirkonna G rajajooneks. Funkt-

siooni u = u(x,y) nimetatakse harmooniliseks piirkonnas G,
kui ta on selles piirkonnas pidev ja rahuldab Laplace'i võr-

randit (1).

Tüüpiliseks ülesandeks elliptiliste võrrandite korral

on järgmine ülesanne.
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D et'lr< Olgu piirkonna rajajoo-

nel määratud funktsioon f, mille väärtused muutuvad pidevalt

piki rajajoont (a.t. f :lgu pidev rajajoonel). Leida funkt-

sioon u = u(x,y); mis on harmooniline piirkonna G sees ja

mis omandab rajajoonel f* etteantud väärtused f.

Sisuliselt tähendab defineeritud ülesanne seda, et tuleb

leida kinnises piirkonnas 3 =G+ f* pidev funktsioon

u = u(x,y), mis rahuldab selle piirkonna sees Laplace'i võr-

randit ja mis rajajoonel langeb ühte seal määratud pideva

funktsiooniga f.

Olgu märgitud, et üldiselt elliptiliste võrrandite kor-

ral on olulised just pidevad lahendid, sest stabiliseerunud

protsessid kirjelduvad selliste lahendite abil. (Vt. lähemalt

Petrovski õpikust lk. 209.)

Dirichlet' ülesande füüsikalist aisu võib illustreerida

järgmise näitega. Olgu piirkonnaks G xy-tasandil asetsev

õhuke ümbritsevast keskkonnast isoleeritud plaat ja funktsi-

oon f määraku temperatuuri selle plaadi servadel. Siis seis-

neb Dirichlet' ülesanne selles, et leida funktsioon u*u(x,y),
mis määraks plaadi seesmistes punktides (x,y) kujuneva tempe-

ratuuri jaotuse.

Dirichlet' ülesande lahendi ainsuse näitamiseks tõestame

järgmise teoreemi.

Maksimumi- ja miinimumiteojeem. Kui harmooniline funkt-

sioon u * u(x,y) on pidev piirkonnas G - G+ T
,

siis tema

väärtused selle piirkonna sees ei saa olla suuremad maksimaal-

sest väärtusest rajajoonel (* ja väiksemad minimaalsest väär-

tusest rajajoonel T

Tõestus. Olgu funktsiooni u(x,y) maksimaalne väärtus

rajajoonel tähistatud tähega m ja piirkonna G sees tä-

hega M. Väärtus M olgu punktis S't* M =

Oletame vastuväiteliselt, et siiski Defineerime

funktsiooni

v(x,y) = u(x,y) + +
,

kus d on piirkonna 3 euurim läbimõõt. Piirkonna G iga
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seestniae punkti (x,y) korral on

+

sest võrratuse vasak pool kujutab endast punkti (x,y) kau-

guse ruutu piirkonna seesmisest punktist Funktsi-

oon v(x,y) on pidev, sest u(x,y) on seda eelduse järgi.

Piirkonna 3 seesmises punktis on

= - M.

Kui aga punkt (x,y) asetseb rajajoonel, siis seal on

+ -

Seega kogu rajajoonel T on v(x,y)<M, aga ühes seesmises

punktis o" = M. Kuna funktsioon v(x,y)
on pidev, siis peab tal olema maksimum kusagil piirkonna 3

seesmises punktis Selles punktis on siis

v <O, s.t.

v +v
xx yy'

Vahetult funktsiooni v(x,y) definitsioonvalemist aga saame

+2
M-m M*m

Vxx +
Vyy = "xx * "yy *

'

kust M;>m tõttu

v +v
xx

Võrreldes seda võrratust eelmisega, näeme vastuolu. Sellega

on teoreemi esimene osa, mis käis maksimumi kohta, tõestatud.

Rakendades nüüd sama mõttekäiku harmoonilisele funktsioonile

-u(x,y), saame miinimumi osa taandada tõestatud maksimumi ju-

hule. Sellega on teoreem tõestatud.

Nagu näeme, on tõestatud teoreem väga analoogiline

pool olnud maksimumi- ja miinimumiprintsiibiga. Kui arvestada

seda, et paljud füüsikalised ülesanded soojusjuhtivuse võrran

di kohta erijuhul taanduvad Laplace'i võrrandi vaatlemisele,

siis on selline analoogia arusaadav.
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Tõestatud teoreemist järeldub kohe Dirichlet' ülesande

lahendi ainsus. Oletame, ec ülesandel on siiski 2 lahendit

u.](x,y) ja U2(x,y). Siis vahe

v(x,y) - -

on ka harmooniline funktsioon, kusjuures ta võrdub nulliga

rajajoonel F, sest seal ja väärtused langevad ühte

ülesande tingimuste kohaselt. Seega v(x,y) = 0 rajajoonel

F. Tõestatud teoreemi järgi on siis kõikjal piirkonnas G

v(x,y) s 0, s.t. s ja lahendid langevad ühte.

Näitame veel, et Dirichlet' I rajaülesande lahend

u = u(x,y) on pidevas sõltuvuses rajafunktsioonist f. Ol-

gu funktsioon ü Dirichlet' ülesande lahendiks, mis rajajoo-

nel r langeb ühte rajafunktsiooniga ?
. Olgu kõikjal ra-

jajoonel [f - ?]<B, s.t. rajajoonel F olgu Kuna

vahe u - ü on ka harmooniline funktsioon, siis maksimumi-

ja miinimumiteoreemi järgi*kõikjal piirkonna G sees on

Iu -ü[< C,

Seega, kui rajafunktsioon muutub vähe, siis muutub ka Di-

richlet' ülesande lahend vähe. Sel puhul öeldakse, et Dirich

let' I rajaülesanne on konkreetselt seatud.

i 2. Dirichlet' I rajaülesande lahendus ringi jaoks.

Selles paragrahvis lahendame Dirichlet' I rajaülesande

juhu jaoks, kui piirkond G kujutab endast ringi R, mille

keskpunkt on koordinaatide alguspunktis.

Olgu xy-tasandil asetseva ringi R rajajooneks ring-
2 2 2

joon x + y = a ,
mille raadius on seega a. Lähme üle po-

laarkoordinaatidele, võttes polaarteljeks x-telje ja poolu-
seks koordinaatide alguspunkti, saame

y =

kus p on polaarraadius ja polaarnurk. Siis esitub ring-

joone võrrand kujul o= a. Kinnist ringi R tähistame R

abil.
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Avaldame Laplase'i võrrandi polaarkoordinaatides, saame

(1) Au-Ufp

kus u = (Põhjendada võrdus (1)). Dirichlet' ülesan-

des loeme rajafunktsiooni f nurga funktsiooniks

siis esitub ülesande rajatingimus kujul.

(2) =

Nüüd võime sõnastada let' ringi

jaoks: leida funktsioon u - mis on harmooniline rin-

gi R sees ja rahuldab rajatingimust (2).

Selle ülesande lahendamiseks kasutame Fourier' meetodit,

mis tänu polaarkoordinaatidele osutub siin hästi rakendata-

vaks. Vastavalt meetodile valime esialgu ülesandele erilahen-

did kujul

(?) u(p,y) - R(y)<?(r),
kus R on vaid ja vaid y funktsioon. Arvutame vajali
kud osatuletised ja paigutame võrrandisse (1), saame

+ + R<f?" - 0

enk

op" 2R" R' .2
= *f !r-f!T =

-

Siin tähistame konstantse suhte abil, sest see suhe ei

saa olla positiivne, kuna siis tuleb eri'lahend mis

ei saa rajajoonel omandada pidevalt muutuvaid väärtusi, eest

samade punktide (a,y) = (a, <f+ 27) korral on siis u(a,y)
/ u(a, 27) (Näidata seda!)

Seega oleme tegurite R ja cp määramiseks saanud võrran-

did

(4) cp"+AC<t>=*o,

(5) + yR' - = 0.

Võrrandi (4) integreerimisel saame

*A + B



Kuna meil iga yja korral kujutavad punktid (y,y>) ja

(p, 21T) ühte ja sama punkti, siis funktsiooni u(y,y>)
pidevuse tõttu peab olema

) = u(f,y) !

ehk (3) põhjal on see samaväärne tingimusega

2ir) = <P(y)

Seega peab olema perioodiline perioodiga 21T. Valime

A = n (n=0,1,...), siis on see nõue täidetud ja tegur <P(y)
eeitub kujul

= + sin ny)

Integreerime nüüd võrrandi (5), võttes eeal X= n, siis

saame

Viimane võrrand kujutab endast Euleri võrrandit ja selle eri-

lahendid esituvad kujul R =

,
kus tuleb sobivalt mää-

rata. Arvutame tuletised R' ja R" ning paigutame nad vii-

mati kirjutatud võrrandisse, siis saame pärast lihtsustamist

u*tn (n>o).

Seega on võrrandi sõltumatud erilahendid ja ning

üldintegraal eeitub kujul

Rn(f) ' "f°

Peame võtma D = 0, sest erilahend on kätkev koordinaa-

tide algpunktis. Olgu veel C = 1, siis võime erilahendi (3)

kirjutada kujul

nf + ny).

Saadud erilahend rahuldab võrrandit (1) ja on

pidev, s.t. on harmooniline funktsioon. Rajatingimuee rahul-

damiseks need erilahendid üksikult ei sooi, kuna r.ad

rahuldavad rajatingimusi vaid sellisel erijuhul, kui

f(y) = + ).

-97-13
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Võtame erilahendite summa

ZI +

Oletame,et see rida ise ja temast liikmeti diferentseerimisel

2 korda ja järgi saadud read koonduvad ühtlaselt. Siis

on pidev funktsioon ja rahuldab võrrandit (1) ehk tei

siti öeldes u(p,y?) on siis harmooniline funktsioon.

Rajatingimuse (2) rahuldamiseks peab kehtima tingimus

= XIa"(A cosny + B f(p).
n=o

" ' " '

Oletame, et f(y) on esitatav oma Fourier' rea kaudu

—

f(f) *= + +

n=l

Kus /\i on funktsiooni f(y) Fourier' kordajad. Võrrel-

des mõlemaid ridu, näeme, et rajatingimuse rahuldamiseks tu-

leb valida

A=-x—, A=——, rt *-—
o z ' n ' n n

a a

(n>o)

ja funktsioon tuleb kirjutada kujul

(6) u(o,y) = + 4iBinntf).

Kui nüüd =a, siis valemist (6) saame

u(a,y?) = f(y?).

Seega osutub tehtud eeldustel funktsioon (6) vaadeldava üles-

ande lahendiks.

Näitame lõpuks, et kõik tehtud eeldused rea (6) kohta

osutuvad täidetuks, kui funktsioon on pidev ja omab

pidevat tuletist.

Olgu pidev koos oma tuletisega, siis nagu teame,

on esitatav oma Fourier' rea kaudu, kusjuures tema

Fourier' rea kordajate absoluutväärtustest moodusta

tud rida koondub, s.t.
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Nüüd on kerge veenduda, et rida (6) koondub ühtlaselt

ringis R. Tõepoolest

]

lc°s°fl -* [sinnyDi

ja Weierstrassi tunnusel koondub rida (6) ühtlaselt ringis

Rja seepärast kujutab rea summa u(^, seal pidevat funkt

siooni.

Näitame nüüd, et rida (6) võib liikmeti diferentseerida

järgi ringi R sees. Diferentseerima näiteks rida (6)

liikmeti k korda y järgi, saame rea

4X?

Võime kirjutada, arvestades, et

n*
n«1

Kuid viimane rida koondub i)'Alembert'i tunnusel, sest

n-*oo

Seega rida (7) koondub siis ühtlaselt ja järgi, kui

on mingi fikseeritud väärtus.

Täiesti analoogiliselt võime näidata, et rida (b) võib

liikmeti diferentseerida ka järgi kuitahes palju kordi.
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Saadud rida osutub ikka ühtlaselt koonduvaks ringi R sees,

kus < a.

Seega oleme saanud järgmise tulemuse: kui rajafunktaioon

on pidev ja omab pidevat tuletist, siis rida (6) osutub

Dirichlet' I rajaülesande lahendiks ringi R jaoks.

Olgu lõpuks märgitud, et funktsiooni pidevuse

tõttu kehtib ringis R

Ilm u(p,y) =

s.t. ülesande lahend läheb pidevalt üle rajatingimuseks.

§ 3. Poisson'l integraal.

Käesolevas paragrahvis anname Dirichlet' I rajaülesande-

le ringi jaoks lahendi integraalkujul.

Eelmises paragrahvis me saime vaadeldavale ülesandele

eeldusel, et Tajufunktsioon f(f) on pidev ja omab pidevat

tuletist, iahenai kujul

(1) u(y,y;) = + +

kus °n funktsiooni f(%?) Fourier' kordajad:

f(x)cosnx dx (n = 0,1,...),

*y[ f(x)sinnx dx (n = 1,2,...).

Rida (1), nagu nägime, koondub ühtlaselt ringis R(pga).
Teisendame lahendi (1) integraalkujule. Selleks asenda-

me avaldises (1) suurused nende integraalavaldiste-

ga, saame

"

Tir f(x)dx +

-

+ 1 S* f" f ,

y (—) j + sinnxsinny) dx.

-1F
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Vahetame summeerimise ja integreerimise järjekorra, mis on

lubatud rea ühtlase koonduvuse tõttu, saame

*yy jf(x) H cosn(<f-x)]dx.
j?

"*1

Leiame integraali all nurksulgudes oleva

55 c n

1+22- (r) coan(<f-x)
n=l a

summa P(y,<f,x). Olgu lihtsuseks =t. Arvestades Euleri

valemit

~

+e ,

võime g> 4a korral kirjutada

= I+2 JZ =

' n-1

Olgu p = ja q =

siis Jp[<l Ja sest t<l Ja * J* Seega

-1 + Sp" + f q"-
J ' n=l n=l

1 1
.

-]Zp*T?,-' '

(l-p)U-q)'

1-t'

kust saame lõpuks, kasutades jälle Buleri valemit, et

2 .2
(2) P(f,<f,x) " -2

a + c

Seega funktsioon esitub kujul

*2 '—7"f—7 2
' " _/
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ehk lühidalt

(3) - jf(x) dx.

-F*

Integraali (3) nimetatakse Poissoni integraaliks ja suu-

rust (2) Poissoni tuumaks.

Poiseoni integraal korral rahuldab Laplace'i võr-

randit, sest ta kujutab rea (1) summat, mis rahuldas Laplace'i

võrrandit. Kui a, siis (3) kaotab mõtte, kuid iga j?
korral Poissoni integraalis

lim u(P,y) - f(y?),

sest rida (1) oli pidev kinnises ringis R

Seega võime Dirichlet' I rajaülesande lahendi ringi jaoks

Poissoni integraali kaudu esitada järgmisel kujul

kui f<a,
=*< -?

f(f),

Poissoni integraali tuletamisel oli eeldatud, et raja-

funktsioon f(y) on pidev ja omab pidevat tuletist. Näitame

nüüd, et Poissoni integraal osutub Dirichlet' I rajaülesande

lahendiks ringi jaoks ka siis, kui f(y) on vaid pidev.

Olgu pidev. Meil on vaja näidata, et funktsioon

mis on antud avaldisega (3),

1) rahuldab 1-aplace'i võrrandit yca korral,

2) rajajoonel c= a on u(a,y) = f(y) ja lim u(c,f) =

'
f -*a

s.t. läheb pidevalt üle rajatingimuseks.

Vaatleme neid küsimusi sellises järjekorras.

1) Poissoni tuum korral rahuldab Daplace'i

võrrandit, sest kehtib

= Pj,y + 0,

mida võib vahetu arvutamise teel kontrollida. Võib ka vastu-

väiteliselt tõestada. Oletame, et on mingis punk-
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tia nullist erinev. Pidevuse tõttu selle punkti tea

tavas väikeses ümbruses säilitab AP(f,y,x) märki. Valime

nüüd pideva ja pidevat tuletist omava rajafunktsiooni f(y)
et ta on kõikjal võrdne nulliga peale vaadeldava ümb'

ruse, kus ?(y) säilitagu märki. Siis

<r

- j
on harmooniline funktsioon eelneva põhjal, kuid punktis

°"
r

Aü(y,(f) . / 0,

mis näitab vastuolu. Seega peab kõikjal vaadeldava ringi see

olema = 0. Siit nähtub, et rahuldab Lap
lace'i võrrandit korral, sest siis

= = 0.

2) Valime funktsioonide jada , kus funktsioonid

on pidevad ja omavad pidevaid tuletisi. Koondugu jada

ühtlaselt funktsiooniks f(y). Olgu iga Di-

richlet' ülesande rajafunktsiooniks ringi R jaoks. Siis

võime Dirichlet' ülesande lahendi kirjutada üles

Poissoni integraali abil

kui

kui =-a,

kusjuures y) on ise pidev kinnises ringis R.

Jada ühtlase koonduvuse tõttu vastavalt igale
võime leida k>K, et kehtib

iga p = 1,2,... korral. Seega muutub küllalt suure k kor-

rai rajatingimus üleminekul funktsioonilt funktsioo-

nile absoluutväärtuse poolest vähem kui C

Kuna aga Dirichlet' ülesande lahend on pidevas sõltuvuses
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rajafunktsioonist (vt. §1), siis vastavate lahendite

ja korral ka kehtib

kui iga p * 1,2, ... korral kogu vaadeldavas ringis

R. Viimane võrratus ütleb seda, et jada koondub üht-

laselt mingiks funktsiooniks s.t.

= lim -

= lim

ühtlase koonduvuse tõttu võime piirile min-

na integraali märgi all, saame

u(y,y) - P(y,y,x)dx,
kui a. Seega jada piirfunktsioon on

seesama, mida vaatlesime 1) all. Kuna aga funktsioonid

olid pidevad ringis R, siis sama kehtib ka kohta.

Saame

= lim -=lim "

ja

lim =

Seega vaadeldav on pidev ringis R, omandab ra-

jajoonel antud väärtused ja läheb pidevalt üle rajatin-

gimuseks. Sellega oleme kokku näidanud, et Poissoni integraal

(3) mistahes pideva ja perioodilise perioodiga funktsi-

ooni korral cn Dirichlet' I rajaülesande lahendiks rin-

gi R jaoks.
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$ 4. Harmooniliste funktsioonide omadused.

Harmooniliste funktsioonide omaduste selgitamisel kasu-

tame järgmist asjaolu: kui funktsioon u(x,y) on harmoonili-

ne mingis kinnises ringis siis võib teda selles ringis

esitada Poissoni integraali kaudu. Näitame seda.

Olgu antud mingi ring R, mis on piiratud ringjoonega

y = a. Funktsioon olgu harmooniline kinnises ringis

R. Selle eeldusega osutub pidevaks ringis Rja jä-

relikult omandab ringjoonel = a teatavad väärtused, mis

muutuvad pidevalt piki ringjoont. Võime öelda, et ringjoonel

= a on määratud pidev funktsioon f(y) = u(a,f). Seega

funktsioon on harmooniline ringi R sees ja ring-

joonel = a omandab väärtused f(<f) ehk teisiti öeldes

on lahendiks Diriehlet* I rajaülesandele ringi jaoks,

kus Tajufunktsiooniks on Eespool nägime, et Dirichlet*

ülesande lahend ringi jaoks on üheselt määratud ja esitub

Poissoni integraali kaudu. Seepärast võime kirjutada antud

juhul kohta; et

(1) u(y,y>) - Jf(x)
kus f(%?) = millega on väide põhjendatud.

Tõestame nüüd 2 teoreemi harmooniliste funktsioonide

kohta.

Teoreem. Kui funktsioon on harmooniline ringi

R sees ja on pidev ringis 5, siis tema väärtus võrdub ringi

keskpunktis aritmeetilise keskmisega tema väärtustest ring-

joonel j)
= a.

Tõestus. Esitame vaadeldava harmoonilise funktsiooni

Poissoni integraali kaudu ja uurime tema väärtust

ringi keskpunktis (o,p). Valemist (1) saame

"(O,P) -?? Jf(x)dx = jf(f)dy ,

-T

kus * u(a,y). Meil f(y) on aga perioodiline funktsi-

oon perioodiga 21T, s.t. iga y korral kehtib f(*f + 2?) *
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Seepärast võime kirjutada

u(o,p) - ! ,

Teostame viimases integraalis muutuja vahetuse

f-?'

kus s on nurgale p vastava kaare pikkus, saame

/27a

*27?/ = j
Saadud valemit nimetatakse Gaussi aritmeetilise keskmise va-

lemiks ja ta annab vastuse teoreemi väitele. Ühtlasi näeme,

missugune tähendus on aritmeetilisel keskmisel.

Olgu nüüd antud xy-tasandil mingi lõplik piirkond G,
mis on piiratud rajajoonega f*.

Harnacki I teoreem. Olgu funktsioonid u&(x,y) harmoo-

nilised piirkonna G sees ja pidevad kinnises piirkonnas
3 - G + /*. Kui jada koondub ühtlaselt rajajoonel f ,

siis koondub ta ühtlaselt ka piirkonna G sees, kusjuures
p i irfunkt sioon

u(x,y) - lim u_(i,y)
n-t*°

on harmooniline piirkonnas G sees.

Tõestus. Eelduse järgi rajajoone f* iga punkti (x,y) ja
mistahes korral on

- Un+p(i,y)l<c,
kui n>N, iga p - 1,2,... korral. Vahe u - u onhar-

n n+p
mooniline funktsioon. Seepärast järeldub maksimumi- ja miini-

mumiteoreemist, et kõikjal piirkonnas 3 on

- u.+p(x,y)[<c,
kui n>N, iga p = 1,2, ...korral. Viimane võrratus ütleb,
et jada koondub ühtlaselt piirkonna G sees.

Jääb veel näidata, et piirfunktsioon on harmooniline
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harmoonilised funktsioonid esitada Poissoni inte-

graali kaudu, saame

Un(x,y)

kus paremal tähendavad vaadeldava punkti (x,y) po-

laarkoordinaate, mis on korraldatud ringis R ja f ku-

jutab funktsiooni väärtusi vaadeldaval ringjoonel
=a. Lastes n -**o võime piirile minna integraali märgi

all, sest jada koonduvus on ühtlane. Olgu

li. f.(f) - f(f).
t kirjutada

u(x,y) = j =

= ?F J

siis võime kirjutada

kust näeme, et u(x,y) on harmooniline ringi R sees.

Samasugust mõttekäiku võime korrata iga ringi korral,

mis on võetud piirkonna G sees. Sellest järeldub, et funkt-

sioon u(x,y) on harmooniline kogu piirkonnas G.

Esitame tõestuseta veel järgmised teoreemid.

Harnacki II teoreem. Olgu funktsioonid harmoo-

nilised ja mittenegatiivsed piirkonna G sees. Kui jada

koondub piirkonna G mingis sisemises punktis, siis

koondub ta kõikjal selles piirkonnas harmooniliseks funktsi-

ooniks, kusjuures koonduvus on ühtlane piirkonna G igas

kinnises osas.

Liouville'i teoreem. Mittekonstantne funktsioon u(x,y),

mis on harmooniline kogu xy-tasandil, ei saa olla tõkestatud

ülalt ega altpoolt.

Nende teoreemide tõestused leiduvad Petrovski õpikus

lk. 221-224.

funktsioon. Võtame piirkonna G sees mingi punkti P ja

ümbritseme ta ringiga R, mille raadius olgu a. ]Ring R

asetsegu täiesti piirkonna G sees. Selles ringis R võime
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