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SISSEJUHATUS.

Matemaatilise fiilisika v&rrandite kursus on loomulikuks
jétkuks diferentsiaalvdrrandite kursusele. Tema aineks on
mitmesuguseid loodusnéhtusi kirjeldavate diferenteiaal-, in-
tegraal- ja funktsionaalvdrrandite uurimine ja lahendamine.

Matemaatilise fiilisika vdrrandite teooria on véga ulatus-
lik. Kédesolevas kursuses kiésitleme vaid valituc osi sellest
teooriast vastavalt kehtivale programmile matemaatika osakon-
na III kursuse iilidpilaste jaoks. Raskemad ja iildhariduslikust
seisukohast vidhem olulised teoreemide tdcstused on vilja jle-
tud. Eriti on kéesolevate loengute kirjuiamisel silmas peetud
iseseisvalt dppijaid. Lugeja peab tundma f;rilike diferentsi-
aalvddrandite teooriat lilikooli kursuse ulatuses, eriti aga
oskama harilike diferentsiaalvdrrandite siisteemide lahenda-
mist. :

Harilike diferentsiaalvdrrandite kursuses vaadeldakse
virrandeid kujuga

(1) P(x’u,“.,coo’u‘" ) - O,

kus x on sdltumatu muutuja, u = u(x) on otsitav funktsioon
Jau'ye.oyu” on viimase tuletised kuni jérguni n .

Vérrandi (1) lahend s3ltub {ildiselt riétkides n suvali-
sest konstandist, s.o.

(2) L u(x,c,,c,,...,c,‘),
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kus Cyreeescy OD suvalised. Viimaste méliramiseks antakse et-
te veel nn. algtingimused, mida peavad rahuldama otsitav
funktsioon u ja tema tuletised kuni jérguni n-1.

Lahend (2) kujutab endast geomeetriliselt kdveraid
xu~-tasandil, mida nimetatakse antud diferentsiaalvdrrandi 1)
integraalkdveraiks.

y Matemaatilise fiilisika vdrrandite teoorias vaadeldakse
aga vdrrandeid, mis sisaldavad otsitava mitme muutuja funkt-
siooni osatuletisi. Seda laadi vdrrandite lahendamise juurde
joutakse mitmesuguste loodusnéihtuste matemaatilisel uurimisel,
kue n&htuse k#ik kirjeldub mitme muutuja funktsiooni abil.

Matemaatilise fiilisika v3drrandid jacotatakse Jérkudesse.

Esimest jérku vdrrand sisaldab esimest jérku osatuleti-
si. Erijuhul, kui lahend on kahe muutuja funktsioon, vdib
selle vdrrandi iiles kirjutada kujul

(6))] P(Islt‘l"lxv‘y) = 0,
kus x,y on sSltumatud muutujad, u = u(x,y) on otsitav funkt-
sioon ning uy Jja on tema osatuletised sfltumatute muutuja-

te jirgi. Seega kujutab vaadeldav vdrrand funktsionaalset
seost viie suuruse X,y,u,u ,u vahel.

Teist jiirku vdrrand sisaldab esimest ja teist jérku osa~
tuletisi., Erijuhul, kui lahend on kahe muutuja funktsioon,
v3ib selle vOrrandi iiles kirjutada kujul

4) P(x”’n'“x’“y’nn'“xy’“n) = 0,
kus x,y on sdltumatud muutujad, u = u(x,y) on otsitav funkt-
sioon ja lilejéénud suurused on tema osatuletised sdltumatute
muutujate jérgi.

Analoogiliselt defineeritakse ka kdrgemat jérku vdrran-
did, kuid kéesolevas kursuses piirdume vaid esimest ja teist
Jérku vdrranditega.

Vérrandite (3) ja (4) lahendid u = u(x,y) téhendavad
geomeetriliselt pindu ruumis (x,y,u). Selliseid pindu nime-
tatakse vastavalt vdrrandite (3) ja (4) integraalpindadeks.
Siin ja allpool kdikjal on meil alati eeldatud, et neid in-
tegraalpindu sasb esitada ilmutatud kujul, s.t. kujul
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u = u(x,y).

Nagu harilike diferertsiaalvdrrandite korral, nii ka
osatuletistega vdrrandite. ei ole lahend iiheselt mi#ratud.
Siin s8ltub lahend koguni suvalistest funktsioonidest. N#i-
teks, kui vdrrandis

uy = 0
on lahendiks funktsioon u = u(x,y), eiis see esitub kujul

u = £(x),
kus f(x) on suvaline funktsioon, Selleks, et lahend oleks
iiheselt m##ratud, antakse ka siin ette teatavaid téiemdavaid
tingimusi, mille loomus mé#ratakse tavaliselt vastava vdrran-
di fiilisikalise sisu poolt.

Osatuletistega vdrrandid peale jaotamist jérkudesse 1lii-
gitatakse veel vdrrandi kuju jérgi. Nii esinevad lineaarsed,
kvaasilineaarsed ja mittelineaarsed vdrrandid. Osatuletiste-~
ga vdrrandit nimetatakse lineaarseks, kui ta on lineaarne
vdrrandis esineva otsitava funktsiooni ja tema osatuletiste
suhtes, s.t. kui ta on esimese astme v3rrand nende suhtes.
Kui v8rrand on lineaarnme vaid kdrgeimat jérku esinevate osa-
tuletiste suhtes, siis nimetatakse teda kvaasilineaarseks.
Muudel juhtudel nimetatakse vdrrandit mittelinaarseks.

Kirjutame niiid vdrrandid (3) ja (4) ildkujul vélja vas-
tavalt sellisele liigitusele.

Esimest jhrku lineaarne vdrrand:

anx‘¢ bu:y +cu+d =0,

kus a, b, ¢, d on x,y funktsioonid;
Esimest jérku kvaasilineaarne vodrrand:

au, + bu7 +¢ =0,
kus a, b, ¢ on x,y,u funktsioonid;

Teist jérku lineaarne vdrrand:

au, . + buxy +cu.  + du, + eu, + fu+g =0,

kus 8, by, «+¢y 8 oOn X,y funktsioonid;

by



Teist jérku kvaasilineaarne and :
au_ + bnx, +ou, + r(x,y,n,ux,uy) = 0,
kus a, by ¢ on x,y,u,ux’uy funktsioonid.

Allpool teist jHrku vdrrandis kordaja b 1liikme u
juures kirjutame kujul 2b. See vdimaldab vdrrandi teisenda-
misel saadud avaldisi lihtsamalt iiles kirjutada. Samuti hakka-
me esimest jlrku esatuletisi L Jja uy téhistama lihtsuse
mdttes tdhtedega p Jja q , s.t.

P = Uy q = u.

I¢: B8 T HRBY ST AREN 08428 .«
LETISTBGA VORRANDID,

§ 1. Kahe s8ltumatu muutujags kvaasilineaarsed

¥8rrandid.

Olgu meil antud kahe sdltumatu muutujaga esimest jérku
kvaasilineaarne osatuletistega vdrrand

1) ap + bg = ¢,
kus a = a(x,y,u)y, b = b(x,y,u), c = c(x,y,u).

Kdesolevas paragrahvis me seame selle vdrrandi tarvis
Cauchy' iilesande ja uurime selle iilesande lahendamisega seo-
ses olevaid kiisimusi, mida illustreerime ilihe n#itega.

Uurime v&rrandit (1) léhemalt. Selleks vdtame vaatluse
alla ruumi (x,y,u) (vt. joonis 1). V&tame selles ruumis punk-
ti P(x,y,u) ja mélreme seal suuna vektoriga

g = (aybye),

kus a,b,c on vdrrandist (1) ja nende vékrtused on v3etud

punktis P.
S



Mééirame sel viieil suuna ruumi
(xyy,u) igas punktis. Nii saame ruumis
teatava suundade vélja. See suundade

,,Z" viili méirab joonte parve, millel puu-
Plxyy,u) tujate suunad igas punktis langevad
0, iihte vélja suunaga selles punktis.

Koostame diferentsiaalvdrrandite
piisteemi selle joonte parve parameet-
riliste v8rrandite leidmiseks. Kirju-
tame need vdrrandid kujul

Joonis 1.

x = x(e), y =y(e);, u=us),
kus vdrrandite paremad pooled sdltuvad veel kolmest konstan-
dist, mida me ei mérgi. Teatavasti vektor

=3 dx d du

(G ER)
on iga 8 korral joonepuutujs suunaga. Meil on oteitavatel
joontel puutuja suunaga vektor g = (a,b,c). Seepirast olgu

g—:--.’ %Ib’ %'0’

ehk teisiti kirjutades
du
S Fall SRR ST

Saime harilike diferentsiaalvdrrandite siisteemi kolmest
vdrrandist, mis kujutavad seost otsitavate joonte diferentsi-
aalide vahel.

Siisteemi (4) integreerimisel saame kolm parameetri s
funktsiooni

x = x(8), y = y(8), u = u(s),

kusjuures igaiike neist funktsioonidest s8ltub veel kolmest
integreerimiskonstandist. Need kolm funktsiooni kujutavadki
otsitava parve jooni vaadeldavas ruumis (x,y,u). Uhe joone
s.t. siisteemi (2) ilhe integraalkdvera saame, kui fikseerime
integreerimiskonstandid algtingimuste abil. Nimelt loeme, et
8 =0 korral on x = o i¥ 2 ¥gs (B 8 U0 Siis vdime siis-
teemi (2) lahendi iiles kirjutada kujul



X = ’('530’101“0) ’
3 & 2 YC'onnyotuo) ’
el Y(l’xoplooﬂo) .

Integraalkdver (3) l#bib, nagu néha, ruumi punkti (xo,yo,uo).
Muutes algtingimusi, s.t. vdttes ruumi teisi punkte, saame
k8ik parve jooned.

Vaatame niilid, millises seoses on leitud joonte parv vdr-
randi (1) integraalpinnaga u = u(x,y). Leiame selle integraal-
pinna normaali . Kui pind on antud kujul ¢(x,y,u) = 0,
siis tema normaaliks punktis P(x,y,u) on vektor

o= (Yxsﬁy:Yh)l
kus tuletiste y&,y},y& véértused on vdetud punktis P. KHesole-
val juhul on
p(x,y,u) = u(x,y) ~u =0,
kust 7& = u_, yy = Ja yh = -1, Seega on integraalpin-

x
na u = u(x,y) normaaliks vektor

g = (pya,-1).
Kirjutame vdrrandi (1) iiles kujul
(4) ap + bg + c¢(-1) = 0,

siig ndeme, et ta kujutab endast suunavektorite 8= (ayb,c)
ja pinna normaalide B = (p,q,~-1) ristseisu tunnust. Seega
aseteeb suundade véli me integraalpinnal. Jérelikult asetse-
vad siisteemi (2) poolt mé&ratud jooned otsitaval integraal-
pinnal u = u(x,y) Jja katavad seda.

Nimetame siisteemi (2) karakteristlikuks siisteemiks vdr-
randile (1) ja tema pool$ midratud jooni viimase karakteristi-
kuiks.

Niiid vdime Selda, et kui mingi pind u = u(x,y) on moo-
dustatud vdrrandi (1) karakteristikutest, siis on thidetud
ristseisu tingimus (4) ja jérelikult vaadeldav pind u = u(x,y)
on vdrrandi (1) integraalpind. Seega, teades vdrrandi (1) ka-
rakteristikuid, me saame moodustada vdrrandi (1) integraalpin-

du. =



Selleks, et médrata vdrrandi (1) integraalpind
u = u(x,y) iiheselt, antakse veel juurde lisatingimusi. Siin
kohtume nn. Cauchy' lilesandega.

Cauchy' iilesanne. Leida vdrrandi (1) integraalpind, mis
1ébib antud kdverat g.

Tekib kiisimus, kas selline iilesanne on alati lahendatav.
Selgitame seda, laskumata iiksikasjalisse tJdestusse.

Vaatleme esialgu juhtu, kus kdver g ei ole karakteristik.
Olgu P kdvera g mingi punkt. Leiame v&rrandi (1) karakteris—
tikud, s.t. lahendame siisteemi (2), ja valime saadud karakte-
ristikute seast sellise, mis l&bib punkti P. See karakteris-
tik on iiheselt mé#dratud, sest igat punkti 1l&bib vaid iliks ka-
rakteristik. Mé&drame kirjeldatud viisil kdvera g igale punk-
tile teda lébiva karakteristiku. Tulemuseks saame terve par-
ve karakteristikuid, mis moodustavad pinna, ja see ongi siis
vdrrandi (1) integraalpind, mis rahuldab Cauchy® iilesande tin-
gimusi ja on iiheselt mé#ratud.

Kui kdver g on ise karakteristik, siis eespool kirjel-
datud viisil integraalpinda moodustada ei saa. Néiteks, kui
vdtaksime sel kdveral g mingi punkti P ja otsiksime karakte-
ristikute seast vélja sellise, mis 1l&bib seda punkti, siis
saame sama k3vera g. Osutub, et sel korral on Cauchy' iilesan-
del 13pmatu palju lahendeid. See ndhtub jérgmisest. Vdtame
mingi kdvera g', mis l#bib kdverat g. Kdver g' pole karak-
teristik (sest igat punkti 1#&bib vaid iiks karakteristik) ja
seeplirast saab ldbi tema iga punkti tdmmata eespool kir;el-
datud viisil karakteristiku (iiks nendest on siis ka g). Need
karakteristikud moodustavad integraalpinna, mis rahuldab
Cauchy' iilesande tingimusi. Kuna aga kdver g' on vabalt va-
litav, siis on selge, et Cauchy' iilesandel on antud juhul
18pmata palju lahendeid.

Voib muidugi juhtuda, et Cauchy' iilesandel ilildse ei ole
lahendit. See leiab aset siis, kul kdverat g lébivad karak-
teristikud ei moodusta léhemas iimbruses pinda, millel oleks
ilmutatud kujul vdrrand u = u(x,y) Jja vajalikke pidevaid
tuletisi. Néiteks, selline olukord esineb siis, kui karak-

2 -9-



teristikud on paralleelsed u-teljega.

Néitame niilid, kuidas karakteristikutest moodustada inte-
graalpind, mis rahuldaks Cauchy' {ilesande tingimusi. Olgu k-
vera g vOrrand antud parameetrilisel kujul

x = £,(8), y=1£,(8), u=f,(t).
Valime karakteristikute (3) algtingimused jérgmiselt:

) Xy ™ f1(t)o Vo™ fa(t>) u, = fj(t)-

Kuna karakteristikud (3) l#bivad punkte (xo,yo,uo), siis
valiku (5) t3ttu on need kdvera g punktid. Seega saame sel
korral vaid need karakteristikud, mis lébivad kdverat g. Pai-
gutades niiiid algtingimused (5) vdrrandeisse (3), saame

x = x(8,t), y =y(e,t), u = u(s,t),
ja need vdrrandid kujutavadki kdverat g lébiva vdrrandi (1)
integraalpinna parameetrilisi vd&rrandeid.

Allpool paragrahvis 3 iildistame sellise integraalpinna
leidmise vdtte mittelineaarse v&rrandi jaoks.

Néide. Leida vdrrandi xp + iq - 2u = 0 integraalpind 1l&-
bi kdvera x = t, y = $2, u = t°.

Lahendus. Moodustame karakteristliku siisteemi (2), saa-
me

;“-iu-dﬁ?-d'.

Seda siisteemi lahendades saame

x = c1c' y Y = cze' y U= c,oz' .

Mi#rame konstandid algtingimuste abil. Olgu =8 = 0 korral
X=Xy Y= Fgr & SNy siis
Cy = Xg Cp =3 C3 = vy,

Jja seega 3
X = xoo' 3 e yoo' yu=ue 8
Valime niilid algtingimused vastavalt vdrdustele (5), saa-
me
2
X, =% Jo=t, u, = tj,-

Seega on otsitava integraalpinna v&rrand parameetrilisel

kujul
~10~



iv-'te’, y = tze', us tjezs.
Elimineerides neist vdrrandeist parameetrid s ja ¢ ,
saame otsitava integraalpinna ilmutatud v&rrandi

u=Xxy .

§ 2. Kahe s3ltumatu muutujaga mittelineaarsed
XOrrandid.

Olgu meil antud kahe s8ltumatu muutujaga esimest jérku
mittelineaarne vdrrand

(€D F(xy¥,uyP5q) = 0,
kus x,y on sdltumatud muutujad, u = u(x,y) on otsitav
funktsioon, p = uy Jjaq= “y'

Kéesolevas paragrahvis tuletame karakteristliku siistee-
mi vdrrandile (1) ning anname vérrandi jaoks karakteristiku
mdiste.

Uurime léhemalt antud vdrrandi (1) geomeetrilist t&hen-
dust ruumis (x,y,u). Selle ruumi igas fikseeritud punktis
P(x,y,u) kujutab vérrand (1) endast seost suuruste p ja q va-
hel. V8ime seepiéirast lugeda q muutuja p funktsiooniks, s.o.

q = q(p), ehk parameetrilisel kujul

p =p(s)y, q =q(s).

Vektor 1 = (pyq;-1), nagu eelmises paragrahvis négime, on
integraalpinna u = u(x,y) normaaliks punktis P(x,y,u). See-
ga kujutab endast vdrrand (1) igas fikseeritud punktis
P(x,y,u) seost normaali » koordinaatide vahel. Kdigi sel-
liste normaalide hulk, mille koordinaadid p ja g rahulda-
vad vdrrandit (1), moodustab koonuse tipuga punktis P. Seega
nédeme, et igat punkti P 1#bib l3pmata palju vdrrandi (1) in-
tegraalpindu.

Vaatleme nende integraalpindade puutetasandite hulka an-
tud punktis P(x,y,u). Igaiike neist on risti iihe normaaliga
n = (pyqs-1). Selliste puutetasandite vdrrandid v8ime iiles

v
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kirjutada kujul
) p(8)(X-x) + q(s)(¥=y) - (U-u) = 0,

kus x,y,u on punkti P koordinasadid ja X,Y,U on puute-
tasandi jooksvad koordinaadid. Andes parameetrile s mitme-
suguseid vé#rtusi, saame k&ik puutetasandid, mis l#bivad punk-
& P

Nende puutetasandite méhispind kujutab endast ka koonust,
mida nimetame koonuseks T (vt. joonis 2).

-

Tasandid (2) puudutavad seega koonust

i) % T mddda tema moodustajaid m.
s ’ Leiame moodustajaté m sihivek-

torid 8, mida allpool liheb vaja.

“
i::EE;?? Leiame kdigepealt koonuse T vo&rrandi.
F Selleks diferentseerime vdrrandit (2)

Plorw) perameetri s jérgi, saame
G)  Pax) + Biy) = o.
Joonis 2. V3drrandid (2) ja (3) kokku annavadki

koonuse T vdrrandi. Kuna (2) ja (3) on tasandite v&rrandid
ja moodustajate m punktid peavad neid rahuldama, siis on
moodustajad m nende tasandite 1dikejooned. g
Asendame vdrrandis (3) tundmatud suurused %% Jja %% .
Selleke diferentseerime vdrrandit (1) parameetri s jérgi,

saame
d d
?, i n=o
Viimasest v&rdusest (oletades, et F_ ja F_ ei ole kor-
taga vdrdsed nulliga) avaldame kas %5 vdi %% ja paigutame
selle vdrrandisse (3), siis saame viimase iiles kirjutada ku-
Jul

&) Pq(x—x) - Pp(Y-y) = 0,

Niiiid vdime Belda, et moodustajad m on tasandite (2)
ja (3') 1dikejooned. Nende tasandite normaalideks on vastavalt
vektorid ® = (pyq,-1) ja ﬂ; = (Pq,—Pp,O). Moodustajate
sihivektoriteks on nendega risti olevad vektorid, s.t. vek-
torid
-] 2=



Seega

aQ g qPq).

Iga selline vektor 8 asetseb igas antud punktis P(x,y,u)
iihe integraalpinna puutetasandil, mis 1&bib seda punkti, méé-
rates integraalpinna iilhe puutuja suuna.

Kvaasilineasarse vOrrandi korral saime otsitava integraal-
pinna katta karakteristikutega. Néitame, et kui meil on tea-
da vdrrandi (1) integraalpind, siis saab teda ka katta tea-
tavate joontega, milliseid ka siin nimetatakse karakteristi-
kuiks.

Olgu meil antud vdrrandi (1) mingi integraalpind
u = u(x,y). Vdtame sel punkti P(x,y,u) ja selles puuteta-
sandi. Sellel puutetasandil asetsed koonuse T iiks moodus-
taja m oma sihivektoriga 3, mis miérab suuna selles punk-
tis P. Kordame sama mdttekéiku antud pinna iga punkti kor-
ral. Tulemuseks saame sel integraalpinnal suundade vélja. See
suundade véli méérab j#llegi joonte parve, mis katab kogu
pinda. Neid jooni nimetatakse antud integraalpinna u = u(x,y)
karakteristikuiks.

Koostame diferentsiaalvdrrandite siisteemi nende karak-
teristikute leidmiseks. See tuleb téiesti analoogiliselt
kvaasilineaarsele vdrrandile jérgmine:

@ %ﬁ'g"';r;df—qp;'d':

oy

- (Fp’ F,y PP

q

kus nimetajas on pinnal u = u(x,y) oleva suundade vilja si-
hivektorite 8 koordinaadid.

siisteemi (4) integreerimisel on vaja teada p ja q viHdr-
tusi, kuid need v3ime arvutada antud integraalpinna vorran-
dist u = u(x,y). Seepérast vdid ka suurused F_ ja Fy lu-
geda vaid x,y,u funktsioonideks. Neil eeldustel on siisteem
(4) integreeritav.

siisteemi (4) integreerimine annabki meile antud inte-~
graalpinnal asetsevate karakteristikute parve. Kui v&tame
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vdrrandi (1) mdne teise integraalpinna, eiis sellel saame ka
samal viisil moodustada suundade vélja ning leida tema karak-
teristikud siisteemi (4) integreerimisel, kasutades jHllegi
antud pinda p ja q ml#ramiseks. Seega sdltub siisteemi (4)
integreerimine integraalpinnast u = u(x,y) Jja iga kord an-
nab sellele pinnale vastavad karakteristikud.

Katsume siisteemi (4) nii téiendada uute vdrranditega,
et tema integreerimine ei sdltuks integraalpinnast u = u(x,y).
Selleks leiame puuduvad vdrrandid p Jja q Jjaoks, mis asen-
daksid pinda u = u(x,y).

Diferentseerime suurusi p Jja q parameetri s Jlrgi,

saame
d dx d
Hg'pxa?*l’ 8 !?

oo Broy -
Eeldame niiiid veel, et u = u(x,y) omab kuni teise jHérguni pi-
devaid osatuletisi, siis

py'“q"yx'qx'
Edasi néeme siisteemist (4), et
dx d
35300 8.0 2
Seega
d
G) EerForar, Peapr +ar.

Diferentseerime niilid vdrrandit (1) x ja y jérgi, saa-
me
Fx + F.p+ rppx + qux = 0,
(6
e T N

Vordustest (5) ja (6) saame, et

d d

8= -7, + P p), a%.- -(13'y + P ).
Lisades need kaks viimast v3rrandit p Jja q kohta siistee-
mile (4), saame siisteemi

14—



iu ~d -d
M i‘f-g-mmtﬁ;-,,—*,iq—-d!o
Tulemuseks on meil viiest vdrrandist koosnev harilike dife-
rentsiaalvdrrandite siisteem. Siisteemi (7) nimetatakse vdrran-
di (1) karakteristlikuks siisteemiks.

Siisteemi (7) integreerimisel saame 5 parameetri s funkt-
siooni:

x =x(8)y y = y(8), u = u(s), p = p(s), q = 1(8),

kusjuures igaiiks neist funktsioonidest sdltub veel viiest in-
tegreerimiskonstandist. Kolm esimest funktsiooni mé#ravad
jooni ruumis, mis ongi vdrrandi (1) integraalpindade karakte-
ristikud. Uhe karakteristiku saame, kui fikseerime konstandid
algtingimuste abil. Nimelt loeme, et s8=0 korral on x = X,
T = Forwom uy prmip oy e g Algtingimused peavad muidugi
olema nii valitud, et vdrrand (1) on rahuldatud, s.t. et keh-
tib

’(xo”o’“olpo’qo) = 0.

Niilid v8ime anda karakteristikute definitsiooni siisteemi (7)
kaudu: karakteristliku siisteemi (7) poolt mékratud jooni, mil-
le algtingimused rahuldavad v8&rrandit (1), nimetatakse karak-—
teristikuiks vdrrandile (1).

' Siisteem (7) mifirab seega vorrandi (1) koigil integraal-
pindadel olevad karakteristikud. Juhul, kui integraalpind on
antud, siis siisteemi lahendamiseks vajalikud p ja q v3ime
leida selle pinna vOrrandi diferentseerimisel. Seega tuleb

sel korral lahendada vaid siisteem (4), mis annab siis vaadel-
daval pinnal olevad karakteristikud.

§ 3. Cauchy' karakteristikute meetod.

Selles paragrahvis vaatleme v3rrandi

(CD) © F(x,y,uyp59) = 0
lahendamist Cauchy' karakteristikute meetodil.
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Moodustame vdrrandile (1) karakteristliku siisteemi

dx d du =dp :gg
(2) = = = = = dg.
F ?i PR *aF, - FoFp - FAFe
ja leiame karakteristikud v&rrendile (1). Selleks integree-
rime siisteemi (2) algtingimustel, et s = O korral x = X,
¥2iVor VBN B.% Bas 9.2 Qo kusjuures
(&))] F(xovyotuoopovqo) = 0.
Olgu siisteemi (2) lahendus avaldatud parameetri s ja
algtingimuste kaudu jérgmiselt:
x = X(8,X3¥3U53P5294)
- = y(e,xo:yopuogpquo),
u(59xo’y°)u°’po)qo)!
P(ayxoiyovuoppovqo)s
Q(S)xovyo)uo9pquo)-

(4)

u
1Y
q

Néitame, et siisteemist (4) saab koostada integraalpindu
vérrandile (1). Siisteem (4) annab meile kdik v&imalikud ka-
rakteristikud, mis l#bivad punkti (xo,yo,uo). Muutes punkti
(xo,yo,uo) (samuti suurusi p, ja qo), saame k3ik v&imalikud
karakteristikud. Integraalpinna koostamiseks tuleb nende seast
vilja valida iiks sobiv perekond karakteristikuid. Selleks va-
lime algtingimused {ihe parameetri t funktsioonideks, st.
olgu

(5) xg=xy (), ¥4=y,(8)y ug=u (£), po=py(t), a,=q,(t).

Muidugi peavad funkteioonid (5) iga t korral rahuldama tin-
gimust (3).

Paigutame algtingimused (5) lahendisse (4), saame

(6) x =x(8,t), ¥y = y(8,t), u = u(s,t),

(7 p = p(s,t), a = q(s,t).

Siin on vdrrandid (6) teatava pinna parameetrilised vdr-
randid ruumis (x,y,u).

Néitame niiiid, et pind (6) kujutabki teatavatel eeldus-
tel vdrrandi (1) integraalpinda. K3igepealt on muidugi selge,
et (6) ja (7) koos rahuldavad vérrandit (1), sest nad sairme

ju giisteemist (4), mille lahendid, karakteristikud, asetse-
16—



vad integraalpindadel, s.t. rahuldavad v&rrandit (1). Kogu

kiisimus on selles, kas v8rrandite (7) poolt méératud funki-

sioonid p ja q on pinna u = u(x,y) osatuletisteks x ja

y jérei. .
Olgu determinant

A=

X, Y

e

t Tt

vaadeldava piirkonna igas punktis. Siis v&ime pinna vdrran-

di (6) kirjutada ilmutatud kujul wu = u(x,y). Diferentseeri-
me saadud vdrrandit u = u(x,y) s ja t jérgi, saame

® R R
©) % - ol o

Seega peavad osatuletised p ja q rahuldama vdrran-
deid (8) ja (9). Kuna meil A¢ O, siis vdime viita ka vastu-
pidi (iihese lahenduvuse t&ttu), et kui p ja q rahuldavad
vorrandeid (8) ja (9), siis on nad pinna u = u(x,y) osatule-
tisteks x ja y jHrgi. Paigutame niiid p ja q avaldi-
sed (7) vdrrandeisse (8) ja (9) ning uurime saadud vdrduste
kehtivust.

Osutub, et (8) kehtib alati, kuna ta on jHrelduseks
siisteemi (2) kolmest esimesest vdrrandist, s.t. vdrrandeist

il il e e L
2 § PHpT V¥,

millest saame, et
5? 3 %ﬂt T gu“!q Y pld: - q!dq 3
kust
du = pdx + qdy.
Kuna modda karakteristikuid, kus t = const, kertib
dx = %% ds dy = %% ds du = %% ds,

siis saame

;%dsap%%ds#qg%ds,

2 -17-



mie litlebki, et (8) kehtib.
Vaatleme niilid, millal kehtib v&rdus (9). Selleks tuleb
nédidata, millistel tingimustel

2 3 3
oo B o -

on indentselt vdrdne nulliga.
Diferentseerime avaldist L s jérgi, saame

L _ ¥ ¥x ¥y _WpIx_ 2

s " 305 ~ P 395 ~ U 3¥s " B 3T " 9e SF °

Diferentseerime vdrdust (8) t jirgi (vdrduse (8) kehtivust
juba négime), viies seal kdik liikmed vasakule poole, siis

2%y ¥x 22 3x _ 29 2
o -rE- iRk -RE-BE
Lahutame selle vdrduse eelmisest (eeldades osatuletiste

pidevust, mille tdttu tuletise v3tmise jéirjekord pole oluli=-
ne). Saame

R E. ;28; s'q%‘f

Asendame siin suurused %% ’ %% ’ %E 3
siisteemist (2), saame

9L _ 2 2 ox
s = 5@ e 5% Ja X Fup) §F + (Py + Fa) g* §
Diferentseerime niiid vérrandit (1) t jérgi (vorrandit (1)

v0ime kasutada, sest teda rahuldasid vaadeldavad p ja q aval-
dised (7) koos vdrdustega (6)), saame

0'1',[%1’[;'*?,,3#*?“35%*?,,%5*%%%-

Lahutame selle vdrduse eelmisest, siis

L ) 9
%F . 5% + P %* -k 3%

s nende avaldistega

ehk

o R -
Seega

2L
T -FnL .



Saadud vdrrand kujutab muutuja s suhtes (lugedes t = const)
harilikku diferentsiaalvdrrandit, kus otsitav on funktsioon
L = L(s). Integreerimiseks kirjutame vdrrandi kujul

B %% = -P, ehk ;%(1nn) = -Fy,
kust on néha, et 1nL on funktsiooni -Fu algfunktsioon muutuja
8 suhtes. Seega

8 8
_};tuda - 1n|L(a)lo - 1nlL(a)‘ 5 1n|L(o)\,

kust 8
- F ds
L(s) = L(0)e ° A
Siit ndeme L(s) = 0 siis ja ainult siis, kui L(0) = O,
s.t. kui
3u ox

(10) Wg-poﬁ—qo?;%'o "

Seega peavad algtingimused rahuldama peale tingimuse (3)
veel tingimust (10).

Sdnastame niiiid Cauchy' lilesande, mis oli antud paragrah-
vis 1, kéiesoleva juhu jaoks: leida vdrrandi (1) integraalpind,
mis 1&bib antud k&verat g.

Kuidas integraalpinda vdrrandile (1) leida, négime juba
eelpool. Kiisimus on selles, kuidas nende seast saada just sel-
list, mis 1l#bib koverat g.

Olgu kdvera g vdrrand antud parameetrilisel kujul

X = f1(t)l > A fz(t)v Wy f}(t)‘
Valime funkteioonidest (5) kolm esimest jérgmiselt:
(11) X = f1(t)) T fz(t)l ox f}(t)'

Vérrandi (1) karakteristikud lébisid punkte (x,,y.,u,) ja va-~
liku (11) t3ttu on need punktid kdvera g punktideks. Seega
algtingimuste (11) korral saame vaid need vdrrandi (1) karak-
teristikud, mis lébivad kdverat g.

Ulejtétnud kaks funktsiooni po(t) ja qo(t) métirame
tingimustest (3) ja (10), mida algtingimused peavad rahuldama,
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kusjuures seal X ,y,,u, asendame vdrdustega (41). Nii j&EDd
kaks vdrrandit kahe tundmatuga. Paigutades leitud algtingi-
mused siisteemi (4) esimesse kolme vdrrandisse, saame vdrran-—
di (1) integraalpinna parameetrilised vdrrandid (6). See pind
1dbib parajasti kdverat g, sest ta koosneb karakteristiku-
test, mis 13ikavad kdverat g.

Mérkus. Cauchy' karakteristikute meetod on rakendatav eri-
juhuna muidugi ka kvaasilineaarsete vdrrandite korral, mida
vaatlesime paragrahvis 1, sest kusagil me ei ndudnud, et vor-
rand oleks tingimata mittelineaarne.

Kvaasilineaarse vdrrandi korral esitub vérrand (1) ku-
jul

F=ap+bg~-c =0,

kus a,b,c on x,y,u funktsioonid.
Selle vdrrandi karakteristikute leidmiseks on kiillalt
vitta siisteemist (2) kolm esimest vdrrandit

dx & du o i
- DF_+qF ]
5 %‘: P¥p*e%,
sest niid

= b, pF_+ gF

o b ) q

=C
P ]

ja me saame
25T
mis on kvaasilineaarse vorrandi karakteristlik siisteem, nagu
paragrahvie 1 négime. i
Kéesolevas peatiikis tegime Cauchy' meetodi vaatlemisel
mitmesuguseid eeldusi, mille kehtivust me ei uurinud. Cauchy'
meetodi iikeikasjalik késitlus leidub Smirnovi Jpikus IV kdi-

tes lk. 329.
Néide. Leida vdrrandi

F = pz - q2 -2u =0
integraalpind 1Hbi kdvera x = 0, u = (1 + y)a.
Lahendus: Kasutame Cauchy' karakteristikute meetodit.
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Koostame karakteristliku siisteemi (2). Selleks arvutame vaja-
likud tuletised:

P, = 2p, Fg w2 Py =0y By

ja paiguteme siisteemi (2). Korrutame seal lugejad kahoga ja
tédhistame siis suhte ds abil, saame
8.0 .08.8 .28, 4,
P =g i oy -q
=9
Integreerime saadud siisteemi, alustades viimasest kahest
vdrrandist, mis on iseseisvalt integreeritavad. Saame

= -2q, F = 0,

%F = ds, ln|p|= 8 + 1n[c1\,[pl=|01le°.
Analoogiliselt saame {q[-[Czles. Olgu niitid s = 0 korral
=P, ja q = Qs siis c1 L C, = q, ja me saame 13p-
likult

P = pge® s @ =qpe.
Integreerime niilid ilejédénud vdrrandid
2
dx = poe'da, dy = —qon'dl, du = (p, - qg)ezs.
Saame
x =pe® +Cy y==qe’+Cus (2 ~ a2)e?® + ¢y,

Olgu s =0 korral X = X , ¥ = ¥y , U = U, siis saame,
arvestades, et l#htevdrrandi jérgi Bg ™ Rg = 2n°,

Cy =Xy = Pgs Cf =T + Qs Cg = 0.
Jérelikult
x = x_ + p,(e®~1),

¥ =y, = q(e®-1),

28
u=ue" .

Saadud tulemus vastab siisteemile (4).
Esitame niiiid antud kdvera vdrrandid parameetrilisel ku-
Jjul: ;
XxX=0,y =t-1, us= tz.
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Valime vastavalt vdrdustele (11)

&
X, = OF ¥, = ¥ = 1, u, = t~.

Ulejétinud algtingimused leiame tingimustest (3) ja (10), saa-

pi - qg - 2t2 = 0.

2t - Q5" 0,
kust 95 » e _Ja Po = 3\/51:.
Seega tuleb edasi vaadelda kahte juhtumit.
1) olgu p, =6t, aq = 2t.

Paigutame saadud algtingimused leitud x,y,u avaldistesse,
saame pinna v&rrandi

x = /Bt (e%-1),

y=t=1-2t(e1),

Al t2°25’

mis ongi otsitav integraalpind lébi antud kdvera (kui s = O,
siis saame kdvera punktid).

Elimineerime parameetrid s ja t , saame:
X = te®-t, te® = L. 4+ ¢,

vy = t-1-2%5-, sest t(e°-1) = E-, t = y+l+2E.,
Ve ; 3

V8

Seega
Vist® s s pudvysl+2R
3 3 ve '
ehk

Vi = \/g %yl

kust saame iilesande lahendi leida ilmutatud kujul. Kuid me
iilesandel on veel teine lahend, mille saame jérgmiselt.

2) Olgu Py = - VEt, 9, = 2t, siis analoogiliselt eelmi-
sele juhule saame
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x = - /Bt(e®-1),
y =t =1~ 2t(e®~1),
u = tzez',
Need v3rrandid kujutavad ka me vdrrandi integraalpinda,

mis 1&bid antud kdverat.
Elimineerides parameetrid s Jja t, saame

ﬁly-fl-J;I-

Elimineerides ka p ja q avaldistest parameetrid s
ja t, ndeme, et p ja q on antud pinna vdrrandi osatule-
tisteks.

IV 182 JAREKED OB TSR T1I R -
TEGA VORRAKDID,

§ 1. Kahe sdltumatu muutujaga vdrrandite liigitus.

Olgu antud k-he muutujaga teist jérku kvaasilineaarne
vdrrand
£4) au . + Zb“xy +ou. + P(x,y,u,ux,uy) = 0,

kus a,bye on x,y funktsioonid.

Kéesolevas paragrahvis uurime seda vdrrandit (1) l&hemalt,
et selgitada tema lihtsustamise v&imalusi.

Valime x Jja 'y asemele uued muutujad Jja  jérgmiselt:

€)) ¥ = Y(x,¥), s y(x,¥),
kus olgu
Px ¥x
¥y Yy #0
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vaadeldava piirkonna igas punktis (funktsioonid Y ja ¥ on
siis teineteisest sdltumatud). Veel eeldame, et funktsioo'nir’,
Y ja Yomavad esimest ja teist jHrku pidevaid osatuletisi,
siis saab vdrdustest (2) avaldada x,y muutujate $s4 funkt-
sioonidena, kusjuures need funktsioonid on pidevad ja omavad
kuni teise jérguni ptdevaid osatuletisi. ;

Pérast muutuja vahetust on otsitav funktsioon u 3,y
funktsioon. 3 jap omakorda (2) jérgi on x,y funktsiconid.
See asjaolu vSimaldab kohe leida asendamiseks vajalikud osa-
tuletised:

u = wy vwl, uy tu'}g; + u”yv,.
2 2
oo ® “SSSX + 2u" Sxlx + Uplx * u, $o ¥ Uty

Uy ® “nfxfy + u“ Qx?y + Syy!) + Uy, 9x?y + usgxy + u,g,“q,

2 2
“yy = u8 gy + 2u"g’2’ + “72'2y + uisyy + u’?n.
Asetame saadud osatuletised vdrdusesse (1), saame tei-
sendatud vdrrandi kujul
3) 8yun+ 2b1u$,l+ Cqlpy* F_'(S,?,u,uj,u?) = 0,
kus 3 3
a, = aj  + bexty + e(»y ’
(4) by =ajp + b(squ + Sy7x) + Clylys
- 2
Sy = Bgie Zb’x?y + oy »
Selleks, et lihtsustada vdrrandit (1), tuleb muutuja va-
hetus nii valida, et teisendatud vdrrandis (3) mdni kordaja

tuleks vdrdne nulliga. Néiteks selleks, et 2, Jja cy oleksid
vdrdsed nulliga, tuleb muutujad (2) nii valida, et oleks

a2+ 2oy + 02 =0,

2 2
apy + 2"7;'(, + °?y = 0.
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Kiisimus on selles, kuidas leida sobivad uued muutujad 3,% ,
et viimased tingimused oleksid téidetud. Siit on n#ha, et see
kiisimus on seotud jérgmise osatuletistega vdrrandi lahenda-
misega:

(5) az: + 2bz Iy * cz§ = 0.

Tdepoolest, kui 2z = W(x,y) on vérrandi (5) mingi eri-
lahend, siis vdttes 3= ¥(x,y), saame ay = 0. Analoogiliselt,
kui 2z = y(x,y) on vdrrandi (5) mingi teine erilahend, siis
n = ¥(x,y) korral saame cy = 0.

Seega osutuvad muutuja vahetuseks sobivateks funktsioo-
nideks ¥ ja Y vorrandi (5) sdltumatud erilahendid.Vorrandi (5)
erilahendite leidmine pole aga alati lihtne ja seepdirast vaa-
deldakse selle vdrrandi asemel jérgmist harilikku diferent-
siaalvdrrandit (mille lahendamine on mérksa lihtsam):

(6) qdyz - 2bdydx + cdx® = 0. :

Seose vdrrandite (5) ja (6) vahel annab jérgmine teoreem, kus
C on konstant.

Teoreem. Olgu funktsioon p(x,y) pidev koos oma osatule-
tistega kuni teise jérguni, kusjuures ?x Jja Vy ei saa kor-
raga nulliks vaadeldavas piirkonnas.

Kui 2z = ¥x,y) on vdrrandi (5) mingi erilahend, siis p(x,y)=C
on vdrrandi (6) iildintegraal, ja vastupidi, kui ¥(x,y) =C

on vdrrandi (6) ildintegraal, siis 2z = ¢(x,y) rahuldab vdr-
randit (5), s.t. on tema mingi lahend.

T3estus. Olgu % = Y(x,y) vOrrandi (5) mingi erilahend,

giis

afﬁ + 2bf;f& f cf? =0
on samasus, s.t. kehtib iga x,y korral, kus lahend z =p(x,y)
on mé#ratud. Vaatleme piirkonda, kus Y& # 0, siis vdime sel-
le samasuse kirjutada kujul

a(-~ ;5)2 - 2p(~ ;5) +c = 0.
(Piirkonnas, kus vdib Y = 0, on 7; # 0 ja seeplrast on seal

késitlus téiesti analoogilino siimmeetria tdttu.)
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Avaldame seosest Y(x,y) = C funktsiooni y, saame
y = f(x,C).
Selleks, et Y(x,y) = C oleks vdrrandi (6) iildintegraal, tuleb

néidata, et y = £(x,C) rahuldab v3rrandit (6). Arvutame sel-
leks tuletise %i s BSaame

g--%

x -

Viimase vdrduse paremal poolel asendame y tema avaldisega
¥y = £(x,C). Vdime kirjutada

(1) a@? - 2§ + ¢ = al- ﬁ) - 2(- 7;-) +c =0,

kust ndieme, et y = f£(x,C) rahuldab vdrrandit (6). Thhendab,
et Y(x,y) = C on vdrrandi (6) iildintegraal.

Néitame niilid vastupidi. Olgu @(x,y) = C vdrrandi (6)
ildintegraal. Avaldame iildintegraalist funktsiooni y, saame
y = £(x,C). Selle kdvera y = f£(x,C) igas punktis kehtib v&r-
dus (7). Valime konstandi C nii, et kdver y = £(x,C) lébiks
parajasti punkti (x ). Vordusest (7) néeme siis, et selles
punktis (x‘,yo)

0o

a(- %)2 - 2b(~- %) +¢ =0
ehk
ayi + bextpy + cyﬁg = 0,

Kuna punkt (xo,yo) on vabalt valitav, siis viimane v&rdus on
samasus vaadeldavas piirkonnas. JHrelikult funktsioon ¢(x,y)
rahuldab vdrrandit (5), s.t. 2z = ¢(x,y) on tema lahend.

Sellega on teoreem tJestatud.

Nagu t8estatud teoreemist n&ha on,v3ime funktsioonid y
ja v, mis on vajalikud vorrandi (1) lihtsustamisel muutuja
vahetuse (2) abil, saada v8rrandi (6) integreerimisel. Uksik~
asjalikult vaatleme seda kiisimust jlrgmises paragrahvis.

Vdrrendit (6) nimetatakse karakteristlikuks v8rrandiks
vdrrandile (1) ja tema integraale vdrrandi (1) karakteristi-
kuiks. Karakteristikud kujutavad endast seega kdveraid xy-~ta-

sandil.
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Karakteristlik v&rrand (6) laguneb kaheks vdrrandiks. Se-
de néeme kohe, kui anname talle kuju

a(%§)2 - 2b§§ +c¢c =0,

kust
: d b + b2 - ac
ﬁ = ’

a
gx R £ - ac_ |
x a

Kumbki v3drrandeist miéi&irab iihe parve karakteristikuid.

Nii et vdrrandi (6) integreerimisel saame kaks parve karakte-
ristikuid.

On néha, et vérrandite integreerimine sdltub oluli-
selt juurealuse avaldise mérgist, nimelt bz-ac mérgist olene-
valt vdivad karakteristikud olla kas reaalsed erinevad, reaal-
sed iihte langevad, v3i imaginaarsed erinevad. See asjaolu vde-
takse aluseks vdrrandite (1) tiilipidesse jaotamisel.

Kui vdrrandi (1) jaoks mingis piirkonnas kehtib

1) b2 - ac »0, siis nimetatakse teda hiiperboolseks,

2) b® = ac ¢0 korral elliptiliseks,

3) b2 - ac =0 korral paraboolseks
selles piirkonnas.

Kuna a,b,c on x,y funktsioonid, siis v3ib juhtuda, et
iiks ja seesama vdrrand on ithes piirkonnas iihte tiilipi, teises
aga teist tiilipi.

Téhtis on teada, et muutuja vahetus ei muuda vdrrandi
tiitipi. Nimelt kehtib vanade kordajate a,b,c ja uute kordajate
a1,b1,c1 vahel seos H

bf = age,y = (0% - we)(f, ¥, - #, %)%
(Kontrollidal!). Uutele muutujatele i»7 seatud tingimuste ko-
haselt on aga ﬁxY - f&f& # 0 igas vaadeldavaszpunktis, jére-
likult on avaldisel b$~a1cﬂ alati avaldisega b"=—ac ilihesugune
mérk vdi mdlemad on korraga vdrdsed nulliga.

Mérkus. Enam kui kahe s3ltumatu muutujaga teist jJérku
vdrrandite liigitus tugineb ruutvormide teooriale.

Olgu antud n sdltumatu muutujaga kvaasilineaarne teist
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Jjérku v8rrand kujul

n
2 1);1::-1 LN

kus 84 = 8y ON s8ltumatute muutujate XypeeesXy funktsioo~
nid ja u on otsitava funktsiooni wu pidevad osatuleti-

+ P(x1,...,xn,u,ux1,...,uxn) = 0

&

. g
ged. Fikseerime kordajate a5y védrtused mingis punktis
P(x1,...,xn) ja moodustame ruutvormi

n
> IR .
§ T 1S

Anname sellele ruutvormile regulaarse lineaarteisendusega
kanoonilise kuju

£ u.ds
b
] i’4

Ruutvormide inertsiseaduse jérgi positiivsete, negatiivsete
Ja nulliga vdrduvate kordajate bi arv on invariantne regu-
laarse lineasarteisenduse suhtes ja see asjaolu vdetakse alu-
seks vdrrandite (7) liigitamisel. Kui kdik by>0 vl kdik
b1< 0, siis nimetatakse v8rrandit (7) elliptiliseks punktis P.
Kul kdik b1 # 0 ja on iihesuguse mérgiga peale iihe kordaja,
mis on vastasmérgiga, siis nimetatakse vdrrandit (7) hiiper-
boolseks punktis P. Kui kasvdi iliks bi on vdrdne nulliga, siis
nimetatakse vdrrandit (7) paraboolseks punktis P. Ulejé&nud
juhtudel nimetatakse vdrrandit (7) ultrahiiperboolseks punk-
tis P. Muutes punkti P, saame k#tte piirkonnad, kus vdrrand
(7) stilitab 1iiki.

Vaadeldava kiisimuse {iksikasjalikumat k#sitlust vt. Smir-
novi 3pikust (IV kside 1k. 387).



§ 2. EKahe sdltumatu muutujaga vorrandite kanooniline

kuju.

Olgu antud vdrrand

(1) au + Zbuxy +ou,, + P(x,y,u,ux,uy) =0,
kus a,b,c on x,y funktsioonid.

Kiiesolevas paragrahvis anname ja pdhjendame eeskirja,
kuidas vdrrandile (1) anda lihtsaim nn. kanooniline kuju.

Selleks teostame vérrandis (1) muutuja vahetuse, minnes
muutujatelt x,y muutujatele 3,) seostega

) $ = X3y Y ¥z
7 = Y(xs3),s (kus Y& ¢& # 0 igas punktis)
Tulemuseks saame vdrrandi
3) aquy + 2byuy, + Cqugy + F1(g,?,u,ut,n?) = 0,

kus
ay = ag + 2b§x}y + cg ’

(‘) b1 = .rx?x + b(txzy % Syzx) iy c;y?y’

2 2
cy = ap, + 2b7:7y + er .
Edasi leiame vdrrandi (1) karakteristikud. Selleks lahen~
dame karakteristliku vorrandi
5) adyz

Saame

- 2bdydx - cdx> = 0.

5(%*)2'25%‘06-0
Ja siit

]

« bt /b~ ac 4 b ~ ﬁg?— ac

(& %¥ a i H¥ gy a .

Viimaste vdrrandite integreerimine annab 2 parve ehk 2 pere~-

konda karakteristikuid.
Edasi vaatleme vdrrandi (1) lihtsustamist tiiipide jérgi.
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1) Hiiperboolse v8rrandi kanooniline kugju.

Sel korral b2 - ac >0 igas vaadeldavas punktis. Olgu
vérrandite (6) iildintegraalid vastavalt

Axyy) =C  Ja  W(x,y) =cC,
mis kujutavad kahte parve reaalseid erinevaid karakteristi-

kuid.
Valime uued muutujad ¥ Ja n Jérgmiselt:

? - Kxay) ’ P(xyy).
Néitame, et nende muutujate korral kehtib muutujaile seatud
tingimus

"
y ¥y

igas vaadeldavas punktis. Funktsioonide 7Kx,y) =C Ja
Ax,y) = C' tuletised on vastavalt

6 4 ¥x
LEE R 253 3
Paigutades need virrandeisse (6), saame
x b ybf-u Y*:( b ~/b” « ac
-Yi- a. .—71-,-. ry .
Kuna  k#iesoleval korral b2— ac > 0 igas punktis, siis igas punk-

tis
Vx ‘/x
Ty Ry
kust jéreldubki vajalik tingimus.
Eelmises paragrahvis 1 tdestatud teoreemi pdhjal osutu-
vad leitud funktsioonid S Ja p vdrrandi

2 2

az, + stxzy + e:y =0
lahendeiks. Viimase lahendid muudavad, nagu niéha avaldistest
{4), kordajad a, ja c4 vdrdseks nulliga. Seega esitub vor-

rand (3) kujul

2b1‘§'l - P1 = 0.
Viimases b1 # 0 igas vaadeldavae punktis, sest bfsbf—a1c1> O.
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Jagades viimase vdrduse mSlemad pooled suurusega 2b1, saame

13plikult
F
1
“!7=* ’ku! ¢'—n1.
Saadud vdrrandit nimetatakse hiiperboolse virrandi I ka-
nooniliseks kujuks.

Teostame niilid saadud v8rrandis veel kord muutuja vahetu-

se, valides
e‘--lil, p--s-il.

Siis

us = u,% + upk
Ja

4un L W S
Seega

Bew " Ups ™ 4%
ehk

L “Hs'#)1 y kus C)b1 = 449.

Saadud v3rrandit nimetatakse hiiperboolse v&rrandi II ka—

nooniliseks kujuks.
2) Elliptilise vdrrandi kanooniline kuju.

Sel korral bz- ac {0 igas vaadeldavas punktis ja vdr-
randid (6) kujutavad endast kaaskompleksarve. Kirjutame vor—
randid (6) kujul

() ﬂ% <b+d %ae-bg ¢ §§ _ b~ 1!ég°-bg :

Integreerime harilikul viisil esimese vdrrandi, saame tema
kompleksse integraali ¢(x,y)= C. 0Olgu p(x,y) funktsiooni
Y(x,y) kaaskompleks, siis ¢(x,y) = C osutub teise vdrrandi
(7) uldintegraaliks (iiksikasjalikumat pdhjendust vt. Tihho-
nov-Samarski Spikust lk. 17, kus on antud ka vajalikud tingi-
mused kordajate a,b,c kohta).

Valime uued muutujad 3 ,? samal viisil nagu hiiperhool-
se vOrrandi korral:

§ - t’(an) 52 ‘f(xty) o
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Siis téiesti analoogiliselt, nagu hiiperboolse vdrrandi kor-

ral, saame a4 =c, = 0 Ja me vdrrand (3) esitub kujul

2b,u,, + F, =0

ehk : 3? :
Py

uS? = QD, kus qb- 25; .

Seega saame elliptilisele vdrrandile anda sama kuju, mis sai-

me hiiperboolse vdrrandi korral, kuid selle erinevusega, et

niiid muutujad ;,2 on komplekssed muutujad. Selleks, et lah-

ti saada nendest komplekssetest muutujatest, teostame veel
kord muutuja vahetuse. Valime

<=3, B
Siin « ja p tulevad juba reaalsed muutujad, sest S

Ja p on kaaskompleksid.
Arvutame vajalikud tuletised:

ug = Il‘x + Upz} ’

“i'l' u,“‘l/«t + uﬁ,“/“ ’
kust

W, *+ g = AUpy = 4P,
ehk

PR uppuq%, (4?' = 49,

Saadud vdrrandit nimetatakse elliptilise vdrrandi kanoo-
niliseks kujuks.

3) Paraboolse v3rrandi kanooniline kuju.

Sel korral bz- ac = 0 igas vaadeldavas punktias. Vdrran-

did (6) langevad k#desoleval korral {ihte ja nende integreeri-
misel saame iihe parve karakteristikuid (tegelikult 2 kokku-~
langevat parve). Olgu vdrrandite (6) iihine iildintegraal
(x,y) = C.
Valime uued muutujad 3 Ja ) jérgmiselt:

T = Yxy)y 7= (x5
kus Y(x,y) on suvaline funktsioon, mis rahuldab tingimust (
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Kédesoleval juhul nz:;u eespoolgi osutub

a, = 0.
Kuna muutuja vahetus ei muuda vdrrandi tiilipi, siis ka pérast

muutuja vahetust bf - acy = O. Kuna ay = 0, siis ka b1 =0
Jja vdrrand (3) esitub kujul

c,u?? +Py =0
ehk

F
u,L-GP,kus Cﬁs-é.

Saadud vdrrandit nimetatakse paraboolse vdrrandi kanoo~

niliseks kujuks.
Mérkus. Hiiperboolse ja elliptilise vdrrandi korral me

tegime jérjest 2 muutuja vahetust. Praktilisel v3rrandite
lihtsuetamisel iihendatakse need mdlemad muutuja vahefused,
s.t. liéheme kohe muutujailt x,y korral muutujaile *yp - Hi-
perboolse vdrrandi korral teostame seda muidugi juhul, kui
tahame kétte saada kohe vdrrandi teist kanoonilist kuju.

Niide. Anda vorrandile x%u__ - yzuyy = 0 kanooniline
kuju.

Mikrame vorrandi tiibi: a = 22, b= 0, & = =53,
bz- ac = x y 2 0. Seega on vdrrand hiiperboolne kdikjal pea-
le x~ ja y-telje, kus ta on paraboolne. Leiame kanoonilise
kuju hiiperboolsuse piirkonnas.

Koostame karakteristliku vérrandi: x2dy> - y2dx> = 0,
kust

xdy + ydx = 0, xdy - ydx = O.

Integreerides need vdrrandid, saame nende iildintegraalid kujul
xy-C, z-c.o
X
Juteks muutujateks ; yp tuledb jereliknit vdtta

g:xy, ){\:%.

,eiame vajalikud osatuletised:



By m WL Wy =Wy - Uy g,
“, -us!yi'u,l'?y -\ng'#n?; ’
2
u - uny - “;ll! - un’-! + “21’7 + 2u2’j

I”- IIII > Il;2 + uﬁ, + ‘22;2 .

Asetame leitud osatuletised antud vOrrandisse, saame

-4, us,z + qu?- 0.

Seega 2xyun—uz = 0. Kuna xy =}, siis 2§u u7-0 Jja
13plikult g/ 0 tattu
u

Yttt h
Tulemuseks saime vdrrandi I kanoonilise kuju.
Leiame niilid vdrrandi teise kanoonilise kuju, Selleks
teostame veel kord mgutuja vahetuse, valides

TEE L And b

Arvutades vajalikud osatuletised, saame
“'l = “-L % - \lp % )
un - uyy = w, 1/4 » u~1/4 .
' Paigutame viimased vdrrandi I kanoonilisse kujusse, siis
u,

o fﬂ

Vs < Upp t @
mis ongi antud vdrrandi II kanooniline kuju,

Paraboolsuse piirkonnas omandab me vdrrand ise kanooni-
lise kuju. F¥iteks x-teljel, kus y = 0, on x°w = 0 ja
siit Uy ® O. Analoogiliselt on ka.y-teljel, kus saame

y = 0. Koordinaatide alguspunktis loeme LG = 0,

Yyy
selleks et osatuletised oleksid pidevad funktsioonid.
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III. LAINE VORRAND.

Hiiperboolsed vdrrandid esinevad mitmesuguste vdnkumis-
protsessidega seotud loodusndhtuste matemaatilisel uurimisel.
Nii taanduvad hiiperboolsete v8rrandite vaatlemisele fiilisika~
lised {ilesanded, mis on seotud keelte, varraste ja plaatide
vinkumisega, elektriliste vdnkumistega, samuti ka h#dle ja
elektromagneetilise lainetuse levimisega.

Kéesolevas peatiikis vaatleme peamiselt xiisimusi, mie on
seotud keele vdnkumisega. Siin kohtume lihtsaima hiiperboolse

v8rrandiga L uy’ = 0.

§ 1. Vabalt vinkuva keele vdrrandi tuletamine.

Tuletame vabalt vdnkuva keele vérrandi viikeste ristvdn-
gete jaoks.

Vaatleme keelt kui peenikest painduvat elastset niiti,
mis on tdmmatud tugevasti pingule kahe punkti 0 Jja A va-
hele (vt. joonis 3). Punktid O ja A vdivad asetseda ka
15pmata kaugel. Sel korral on tegemist l&pmatu keelega. Kee-—
le tasakaaluasend langegu iihte x-teljega. Pingetungi suurus
olgu T. :

Oletame, et keel viidi
tasakaaluasendist vélja ja
lasti lahti. Selle tagajérjel

x hakkab ta vabalt vdnkuma oma
4tasakaaluasendi imber. Igal
ajamomendil ¢ kujutab keel
endast mingit kdverat xu-tasan—

Joonis 3. dil (vt. joonis 3). Vdnkumise
korral muutub keele kuju koos
ajaga, jérelikult muutudb ka funktsioon, mis teda esitab. See~
pérast funktsioon, mis méérab keele kuju igal vaadeldaval
ajamomendil, on kahe muutuja funktsioon, nimelt koha x ja

aja t funktsioon. Téhistame seda funktsiooni u = u(x,t)

abil.

u,

=%



raesolevas paragrahvis leiame vdrrandi, mida funktsioon
u = u(x,t) peab rahuldama ja mille integreerimisel v&ime ta
leida. Sellist vdrrandit nimetataksegi vabalt vdnkuva keele
vdrrandiks.

Vaatleme nii véikesi vdnkumisi, et igas punktis x (vt.
joonis 3) on keele puutuja tdusunurge tangens tane«(x) nii
vidike, et v3ime arvestamata jétta tema ruudu, s.0. suuruse
tanzd(x) Kuna aga tanx(x) = uy, siis me eeldus lubab suuru-
si “x mitte arvestada, s.t. lugeda, et “2 = 0.

Tasakaaluasendist véljaviimisel pikeneb keel (elastsuse

" t0ttu tasakaaluasendisse tagasiminekul omandab ta j&lle en~
dise pikkuse). Leiame pikenemise suuruse keele 0sal punktide
x, Ja X, vahel. Selleks arvutame kaare pikkuse S' (vt. joo~
nis 3), siis saame

X X

2 2
s'-/ \/1+x§dx=/u=s.

11 x1

Téhendab vaadeldavate viéikeste vongete korral ei tule
keele pikenemist arvestada.

Meil on keel pingule t&mmatud kahe punkti vahel. Jére-
1likult mdjub keele igas punktis pingetung suurusega T. Et
keel orn eeldatud painduvana (s.t. ei osuta vastupanu paine-
tele), siis on pingetung suunatud igas punktis mtdda keele
puutujat. Kuna meie keele pikenemist ei arvesta, siis on T
konstantne aja t suhtes (vt. Hooke seadust). Vaadeldavate
véikeste vingete korral tuleb’ T lugeda konstantseks ka ko-—
ha x suhtes, sest pingetungi x-telje sihiliee komponendi
suurus T(x) kohal x on

T(x) = Tcosel(x) = Tt = T,
1+tnn%&(x)

Vantleme niiiid keele vadnkumise protsessi mingil ajamo-
mendil t. Vdtame vantluse alla osa keelest, mis on punktide
X4 J8 x, vahel.

3elle keele ona utspunktides m3jub pingetung suurusega
t(vt. joonia 4).

Leiame niiid u-telje eihis mdjuvate tungide suurused,

T



mis ristvdnkumise korral ongi
olulised.

Vaadeldavale keele osale
u-telje sihis mdjuvate pingetun—
gide komponendid on jérgmised:

4 punktis x,¢: T, = -Taind(x1),
punktis x,: T, = Teinx(xz).

Seega mdjub kokku u-telje sihis

vaadeldavale keele osale tung

suurusega

Joonias 4.

2,22+ T . TEinot(xa) - sin«(x”] -
Vdime kirjutada

tan<(x
apader - - A

kuna meil tanzu(x) = 0. Seega

) = 1)2
- = T[%u__dx.
| xx

Tu = T(ux ,xaxz

Peale selle tungi mdjub vaadeldavale keele osale u-tel-
Je sihie veel inertstung. Xatsume leida selle suuruse Iy
Fiilisika kursusest on teada, et kui keha mass on m ja keha
kiirendus on w, siis inertetungl suurus on -mw. Keele vdn-
kumise korral liiguvad keele punktid erineva kiirendusega.
Iga fikseeritud x korral mi#irab funktsioon u = u(x,t) keele
ihe punktikese liikumistee. Sel korral annab uy selle punk-
tikese liikumiskiiruse ning Uy, tema kiirenduse.

Olgu keele lineaarme tihedus (s.0. mass ithe pikkusiihiku
kohta) = const, siis elemendi, mille pikkus on dx, mass on
9dx Jja temale m3juks inertstung suurusega

—uttgdx.

Jéirelikult on vaadeldavale keele osale m3juva inertstungi
suurus

2
J ""7“ dx.
u 3 1231
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Seega siis m&juvad u-telje sihis vaadeldavale keele osa-
le 2 tungi, iihe neist kutsub esile pingetung ja on suurusega
Tu ning teine on inertstung suurusega J“.

D'Alembert'i printsiibi jé&rgi on igal ajamomendil mate-
riaalsele punktile rakendatud tung tasakaalustatud sellele
punktile m3juva inertstungi poolt. Antud juhul on siis

Tu+Ju=0
ehk

2
TZundx - fixzuttdx = 0.
1 1

Seega kehtib iga ¢ korral vdrdus

fz(ruxx - fut')dx = 0.
x4

Meil olid x4, X, vabalt v@etud. Téhendab viimane tingi-
mus peab kehtima iga x, Jja x, korral. See on vdimalik siis ja
ainult siis, kui intezraalialune funktsioon on vdrdne nulliga
iga x korral (pdhjendada!). Seega

T“xx b e 0
iga x Ja ¢ korral.
Olgu % = 52,'5115 v3ime kirjutada
{ 1
S Urx * ;Z"tt’

mis ongi vabalt vdnkuva keele vdrrand védikeste ristvingete
jaoks, kus az ad= const, T on keelele mdjuva pingetungi
suurus ja ¢ keele lineaarne tihedus.

Vdrrandit (1) tundeid juba Bermoulli, D'Alembert ja Euler
(XVIII sajand).

Vdtame vdrrandis (1) ette muutuja vahetuse y = at, siis

Wy = uyya ning me saame

e S uyy = 0,

kus y = at. Seega saame keele vdrrandi kanoonilises kujus.
Néeme, et vabalt vdnkuva keele vdrrand on teist jérku line-
aarne osatuletistega vdrrand ja on, nagu néha, kdige lihtsam
hiiperboolne vdrrand.
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Olgu mérgitud, et suurte vonkumiste vaatlemisel, kus
eeldust tanzd(x) = 0 tehn el saa, tuleb vdrrand mitteline~-
aarne.

§ 2. Vdnkuva'keele vdrrandi lahendi ainsus
18pliku keele jaoks.

Eelmises paragrahvis tuletasime v3nkuva keele jaoks vdr-
randi

SY) ey i!"tt’
mida pidi rahuldama keele vdnkumise protsessi kirjeldav funkt-
sioon u = u(x,t).

Vorrand (1) kui osatuletistega vdrrand zi ole iiheselt
lahenduv. Selleks, et tema lahend oleks iiheselt mélratud, tu-
leb lisaks v3tta veel tHiendavaid tingimusi, mille iseloom
tuleb muidugi méilirata vastava fiilisikalise probleemi sisu poolt.
Olgu mirgitud, et vaid vdrrandi iihese lahenduvuse korral vdi-
me viéita, et saadud lashend on just see otsitav keele vdnkumise
protsessi kirjeldav funktsioon, mis pidi rahuldama seda v&r-
randit. Vaatleme, milliseid tingimusi on vdnkuva keele kor-
ral otstarbekohane juurde v3dtta iihese lahendavuse saamiseks.

Olgu keel, mille pikkus on 1,

s kinnitatud oma otspunktidega
1'——’________::1;\\‘ x~teljele, nagu niha joonisel 5.
< » Vaadeldaval juhul peavad ilm—

ol
¥ selt kehtims jirgmised tingi-
mused vdrrandi (1) lahendi
Joonie 5. u = u(x,t) jaoks:
(2) u(o,t) = 0, u(i,t) = 0.

Tingimusi (2) nimetatakse rajatingimusteks. Rajatingimusi
v8ib ka teisiti mélrata. NEiteks v3ivad vdnkumise ajal keele
otspunktid ka {iles=alla liikuda jne.

Rajatingimused veel ei mééra v8rrandi (1) lahendit iihe-
selt. Selgub, et veel on tdhtis, kuidas asetses keel vdnku~
misprotsesel algmomendil t = O Ja milline kiirus oli siis
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keele punktidel. Eelmises paragrahvis niégime, et kiirused mé&-
ras funktsioon ut(x,t). Seega saame tingimused:

3) u(x,0) = ﬁ(x) ut(x,o) = ¥,(x),
kus funktsioon ¥,(x) méérab keele kuju ja ¢,(x) keele punk-
tide liikumise kiiruse ajamomendil t = O. Tingimusi (3) ni-
metatakse algtingimusteks.

Tavaliselt méliratakse alg- ja rajatingimused katseliselt,
s.t. suurused 1, yq(x) ja y%(x) mé#ratakse m3dtmise teel.

Osutub, et lisatingimused (2) ja (3) mé#iravad vdrrandi
(1) lahendi juba iiheselt. Nimelt kehtib

Ainsuse teoreem. V3ib eksisteerida vaid iike vorrandi (1)
lahend u = u(x,t), mis rahuldab rajatingimusi (2) ja algtin-
gimusi (3).

T3estus. Oletame, et vaadeldavatel tingimustel on vdrran-
411 (1) kaks lahendit u, (x,t) Ja u,(x,t), mis rahuldavad
tingimusi (2) ja (3). Vaatleme nende lahendite vahet

vix,t) = uy(x,t) - u,(x,t).
v(z,t) ka rahuldab vdrrandit (1), e.t. kehtib

4) Vex ® i!vtt’

(sest uy Ja u, rahuldasid). Samuti rahuldab ta jérgmisi
tingimusi:

() v(0,t) = 0, v(1,t) =0
(6) v(x,t) = 0, 't(xvo) =0,
sest u, ja u, mdlemad rahuldesid tingimusi (2) ja (3).

Néitame, et v(x,t) = 0, millest jérelduks, et
u1(x,t) = uz(x,t), s.t. lahendid langevad iihte, millega oleks-
ki teoreem t¥estatud.

Kdige lihtsam tdestus on jérgmine. v(x,t) on vdrrandi (4)
lahend, mis téidab rajatingimusi (5) ja algtingimusi (6). Vén~
kumise algmomendil tingimuse (6) jérgi on keel tasakaaluasen-
dis ja keele punktide liikumiskiirused on vdrdsed nulliga., Te~
gelikku vonkumist niisugustel algtingimustel tekkida ei saa.
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Sellist triviaalset juhtu kirjeldab ainult funktsioon v(x,t)=0.
Esitatud tdestus on aga dige ainult siis, kui vdrrandil
(4) tingimustel (5) ja (6) on olemas vaid vénkumisproteessi
kirjeldavad lahendid. Seepérast esitame veel teise range tdes-—
tuse.
Vaatleme 1ntegraali’

B(t) = xz va)z + fz('t)zj axe

Néitame, et E(t) = O. Selleks néitame kdigepealt, et E(t) =

= const, S.t., et tuletis t Jjérgi E*(t) = O.
Diferentseerime E(t) avaldist t jérgi (vdime diferentseeri-
da integraali mérgi all, sest funktsioonil v(x,t) on teist
jérku pidevad osatuletised, kuna u1(x,t) ja uz(x,t) omavad
neid). Saame

1
E'(t) = J('x s * i!'tvtt)dx'

Integreerime selle integraali esimest osa ositi, siis saame

1 1
f'x'xtdx =V v+ - fv Vel dx = -5 dx,
o o O °
sest tingimuste (5) tdttu v (o t) =0 ja t(1,t) =0

_Niiid v&ime kirjutada

1 1
E'(t) = }(-vt'xx + :zvtvtt)dx = -Z;t(vxx - ;Z'tt)dx = 0
°
tingimuse (4) pdhjal. Seega E(t) = const.
Néditame niilid, et E(t) = 0. Selleks vdtame E(t) avaldi-
ses t = 0, saame

E(0) x}o ) + Ly ], ax -0

® See intezraal on seotud vdnkuva keele energia avaldisega
Nimelt TE(t) annab vdnkuva keele kogu energia s.t. kineeti-
lise ja potentsiaalse energia summa. Energias avaloisi kasuta-
takse véga sa2gell matemaatilise fiusika vérrandite lahenait:
aineuse néitamisel.

6
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tingimuste (6) tdttu, sest vt(x,o) =0 ja v(x,0) = 0, kust
ka vx(x,o) = Q.

Seega E(t) = const. ja E(0) = 0, mille tdttu E(t) = 0
iga t korral. Jérelikult meil on

R 2
E(t) KZ[("»‘) +;-2(vt)]dx 0.

Kuna integraali all on kdik liikmed mittenegatiivsed, siis
peab

vx(x,t) = 0, vt(x,t) = 0,
Viimastest omakorda jéreldub, et

v(x,t) = const = e, o

Aga tingimuste (6) jérgi v(x,0) = 0, siis peab ¢, = 0. See-
ga meil on v(x,t) = O, mida oligi tarvis t&estada.

Nii siis antud tingimustel (2) ja (3) ei saa olla keele
vorrandil (1) iile iilhe lahendi. Kuid selle iilhe lahendi olemas—~
olu kiisimus jéi ikka veel lahtiseks.

Osutub, et vaadeldaval juhul on vdrrandil (1) lahend
olemas ja seda néeme jérgmises paragrahvie keele v&rrandi te—
geliku lahendamise teel.

Veel on téhtis uurida vorrandi lahendi sdltuvust raja-
ja algtingimustest.

Oeldakse, et vdrrandi (1) lahend on pidevas s8ltuvuses
raja- ja algtingimustest, kui kuitahes véhesel alg- ja raja-
tingimuste muutmisel muutub v&rrandi lahend ka kuitahes véhe.

Sellise pideva sdltuvuse olemasolu on véga téhtis, kui
arvestada seda, et raja- ja algtingimused saame tavaliselt
mdotmise teel, mille tdttu nad on ligikaudsed s.t. erinevad
tépsetest raja- ja algtingimustest. Kui lahendil pidevat sdl-
tuvust raja~ ja algtingimustest ei oleks, siis meil poleks
mingit usaldust lahendi vastu, sest viimane v&ib oluliselt
erineda lahendist tépsete raja- ja algtingimuste korral.

Keele vdrrandi (1) lahend on pidevas sdltuvuscs rajatin-
gimustest (2) ja algtingimustest (3) (vt. pohjendust Petrovs-—

ki Bpikust 1lke. 106). Sel puhul Seldakse, et keele vdrrandi
lahend on stabiilne.
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§ 3. Vonkuva keele vdrrandi lahendamine
Fourier' meetodil.

Fourier' meetod on iiks kdige tuntum meetod osatuletiste-
ga vdrrandite lahendamisel. Kdéesolevas paragrahvis vaatleme
selle meetodi kasutamist vdnkuva keele vdrrandi jaoks piisti-
tatava ililesande lahendamisel.

Keel olgu jéllegli oma otspunktidega kinnitatud x-teljel.
Keele pikkus olgu 1 (vt. joonis 5).

Ulesanne. Leida keele v&rrandi
(1) u = 1
XX ;Z"tt

mittetriviaalne lahend u = u(x,t), mis rahuldaks rajatingi-
musi

) u(0,t) = 0, u(l,t) =0
ja algtingimusi
) u(x,0) = Yﬁ(x)o ut(x,O) » Vh(x)-

Sdnastatud lilesannet nimetatakse sageli segaiilesandeks
vdnkuva keele jaoks (sest esinevad korraga nii raja—- kui ka
algtingimused).

Ulesande lahendus. Kasutame Fourier' meetodit. Meetod
seisneb selles, et me piiliame kdigepealt leida vaadeldavale
ilesandele erilahendid u(x,t), mis on kahe teguri korrutis,
kusjuures iiks tegur on vaid x-i ja teine vaid t funktsioon,
Bet. :
(4) u(x,t) ='x(x) T(t).

Neist erilahenditest koostame seejédrel lahendi ilesandele,
s.t., lahendi, mis rahuldab

1° vérrandit (1),
2° rajatingimusi (2),
3° algtingimusi (3).

Vaatleme neid kiisimusi antud jérjekorras.

1°, Vdrrandi (1) rahuldamine. Selleks arvutame u(x,t)
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avaldisest (4) vajalikud osatuletised
u o= X" (x)T(%), U, ® XEX)T(t)
ja paigutame need vdrrandisse (i), sits
1
I"T = XT* .
R

Jagame mdlemad vdrduse pooled suurusega XT, saame

Xxv 4 %=
— = %
r = ? T = C cons

Suhte kor antsus jéreldub sellest, et vaadeldav vdrdus peab
kehtima iga x Jja ¢ korral, kuid siin on vasak pool vaid

x-1 funktsioon, parem pool aga vaid t funktsioon. Néiteks
fikseerime x-i, siis on vdrduse vasak pool konstantne ja pa~-
rem pool peab iga t korral olema konstantne. Viimasest vdrdu-
sest saame 2 jérgmist vdrrandit:

(5) I ~aX =0, 7%=t a0,

Need on harilikud diferentsiaalvdrrandid. Kui valime tegurid
X(x) ja T(t) nende vdrrandite lahenditena, siis erilahend
u(x,t) = XT rahuldab vdrrandit (1).

2°. Rajatingimuste $22 rahﬁldaminc. Saadud diferentsiaal-

vdrrandeis v3ib konstant ¢ omada véértusi c¢30, ¢ = 0 ja
¢ < 0. Vaadeldaval juhul osutuvad konstandi véértused ¢ >0 ja
¢ = 0 mittesobivaiks, sest siis X(x) = 0 ja iilesande lahend
tuleb triviaalne. Néditame seda.

Rajatingimuste (2) rahuldamiseks peavad kehtima tingimu-
sed

u(0,t) = X(0)2(t) = O,
u(l,t) = X(1)2(t) = 0.
Kuna iildiselt T(t) # 0, siis peab kehtima
X(0) = 0 ja X(1) = 0.
1) Olgu ¢ >0, s.t. 0lgu c = xz, siis vérrand (5) esi-
tub kujul X* - XX = O ning tema lahend kujul
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X(x) = 013‘ + ca'—h‘
Selleks et rahuldada rajatingimusi, peabd
X(0) = Cy +Cp =0,
X(1) = (.!1a)\l - czc'u = 0.
Esimesest vordusest saame, et C, = -C; ja paigutades selle
teise vdrdusse, saame
019*1
Py § -Al ’ ®
Kuna 1 # 0, Ag 0, siie e~ £ e + Jérelikult peab C, = 0,
Je siit siis ka C, = O. Seega X(x) = 0, mille tdttu u(x,t) =
= XT = 0 ja saame triviaalse lahendi.

= 01 e—Xl .

2) Olgu ¢ = 0, siis vdrrand X" - cX = 0 esitab kujul
X" = 0, mille iildlahend on

x2Cx) = Cyx + Cye
Rajatingimuste rahuldamiseks peab kehtima
X(0) = C, =0, X(1) = C4l +C, =0.

Kuna 1 # 0, siis C, = C, = 0 ja saame jHlle triviaalse la-
bendi u(x,t) = O.

Jérelikult peab olema c< O ja me vdime téhistada
o = =% ja vdrrandid (5) esituvad kujul

(6) x* + 1 = 0,
(7) ™ + )2a?r = 0.
Vérrandi (6) iildlahend on
X(x) = C4cos Ax + C,sin Nx
ja (7) iildlahend on

T(t) = Aecos aAt + Bsin adt.
Rajatingimuste rahuldamiseks peab kehtima

X(0) =cy =0
X(1) = cycos)l + caamn = 0,

Seega C4 = 0, ning siis X(0) =0 ja x(1) = C,sin)l = 0.
Viimase rahuldamiseks ei tohi vd&tta C, =0, sest siis tuleb
triviaalne lahend.Vdtame Gy =3 ja valime A\ nii, et oleks
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sinAl = 0. Selleks tuleb vdtta Al = n® ( n = 1,2,...), kust
A= EEL . Seega saame

X(x) = singf;z.
Selline X(x) rahuldab tingimuei X(0) = 0 ja X(1) = O.
Kuna tegur X(x) osutub A valiku t3ttu sdltuvaks n-ist,
giis mérgime seda indeksina juurde:

X, (x) = sinfyx,
ja
,(t) = Ajcos®$ T4 + B ein2BT s,
Seega erilahend u(x,t) = X(x).T(t) esitub niiiid kujul
(®)  w(x,t) = sin®Fx(acosft + B sin8lTt).

Selline erilahend un(x,t) rahuldab iga n korral vdrrandit
(1) ja rajatingimusi (2).

e Algtingimuste (32 rahul damine. Katsume algtingimusi

(3) rahuldada erilahendite (8) abil. Siis peab kehtima
un(x,o) Ansingfo = y;(x),
[ua(xs0)]¢ = oov = gy (x).

Kuna aga funktsioonid Vﬁ(x) ja y@(x) on antud, siis viima-
sed vdrdused on rahuldatud vaid juhuslikul kokkulangemisel.
Seega tuleb lugeda, et erilahendid un(x,t) ei sobi iiksikult
algtingimuste rahuldamiseks.

Votame erilahendite (8) summa

) uxrt) = E w, it

Siin eeldame, et see rida ise ja temast 2 korda liikmeti di-
ferentseerimisel nii x-i kui ka t jérgi saadud read on iihtla-
selt koonduvad piirkonnas O0<x£1l, O0¢ $<%. Sel korral on
u(xyt) ise ja tema osatuletised kuni teise jérguni pidevad
funktsioonid x,t suhtes (miks?).

Osutub, et nii méératud funktsiooni u(x,t) abil saab
ilesande algtingimusi (3) rahuldada kiillaltki avaratel eel-
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Kdigepealt wu(x,t) rahuldab vdrrandit (1), sest iga
erilahend un(x,t) rahuldub viimast ja rida (9) vdib liikme-
ti diferentseerida. Saame

N R Y U R

sest selles reas on iga liidetav vdrdne nulliga.
Funktsioon u(x,t) rahuldab ka rajatingimusi (2), sest
iga un(x,t) rahuldab neid. Seega saame

o o0
u(0,t) = 2oy (0,8) = 0, u(,t) = &,u (1,¢) = o.

Néitame niiiid, et funktsiooni u(x,t) abil saab ka algtingi-

musi rahuldada. Meil on
oo

I ~
(10) u(x,t) = g;1ain5f<x(AncosEE§L¢ + aninggf—t)
Vdtame t = 0, siis peab kehtima

u(x,0) = éZ1Ansin2f;x = ¢, (x).

Selle tingimuse rahuldamiseks tuleb oletada, et ¢H(x) on
esitatav 16igul [b,i] siinuste rea kaudu. Sellise eelduse
vdime teha, sest see on kiillalt avar.

] Vaatleme niiiid teise algtingimuse rahuldamist. Diferent-
seerime rida (10) liikmeti t jérgi, saame

L ad ~ 7 ~ ~
ut(x,t) = E‘.eine;-x(-%yflsin E‘#Iit + Bn%-'—-cosajn—t),
ja vdtame ¢t = 0, 8iis peab kehtima
had ~
u, (x,0) = Z1Bn5'iiainn—1"—x = ¢,(x).
n=

Selle tingimuse rahuldamiseks tuleb oletada, et y&(x) on
esitatav 13igul [0,1] siinuste rea kaudu. J&éb vaid suurused
Bn nii valida, et Bn2¥ﬂ; oleksid parajasti vastava arendise
kordajad.

Nii siis funktsioon u(x,t), mis on antud avaldisega (10),
on lilesande lahendiks, kul need eeldused, mis me tegime rea
koonduvuse ja funktsioonide P‘(x) ja yﬁ(x) kohta, on téi-

detud.
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Osutub, et nad on tdéidetud, kui oletada, et 5’1(x) ja
Vz(x) omavad kuni 4-jérguni (incl.) pidevaid tuletisi 1&igul
[0,1] , kusjuures f1(x)» ja f,(x) ise ja nende teist jhirku
tuletised saavad nulliks 18igu [0,1] otspunktides.

Nagu néeme, on eeldused funktsioonide ¥,(x) ja #,(x)
kohta kiillalt ranged ja sageli pole need eeldused vaadelda-
vas lilesandes tdidetud. Sel korral otsitakse iilesandele 1i-
gikaudset lahendit, mis erineks tiigsest lahendist kiillalt vé-
he. Seda saavutatakse sel teel, et funktsioonid Y1(x) ja
f;(x) asendatakse viéiga léhedaste funktsioonidega, kus vaja-
likud eeldused tuletiste kohta on juba téidetud. Saadav iiles-
ande lahend erineb siis ka vihe tépsest lahendist pideva sdl-
tuvuse t8ttu algtingimustest..

Paragrahvie 2 niigime, et iilesande lahend on iheselt méé~-
ratud, siis eiin Fourier' meetodiga saadud lahend ongi ainu-
ke v3imalik me iilesandele. Sellega on iihtlasi ka Fourier'
meetodi kasutamine antud juhul digustatud.

Méirkus. Ulesande jaoks defineerisime me erilahendi ku-
jul u(x,t) = X(x)?(t). Tegur X(x) tuli méérata vdrrandist

X" ~cX =0

ja ta pidi rahuldama rajatingimusi X(0) = 0, X(1) = 0. Pea-
le selle pidi X(x) olema mittetriviaalne. Me néitasime, et
selliseid tingimusi téitva lahendi X(x) saame c<0 kor=-
ral. Sisuliselt oli meil tegemist jérgmise ililesandega:
Rajaiilesanne. Leida sellised c védrtused, mil vdrrandil

X" = cX =0

on mittetriviaalseid lahendeid X(x), mis rahuldaksid raja-
tingimusi X@© = X(1) = O. :

Selliseid c¢ vadrtusi nimetatakse antud rajaiilesande
omavi#irtusteks ja vastavaid mittetriviaalseid lahendeid oma-
funkteioconideks. Viimast lilesannet nimetatakse "omavéértus-
ilesandeks}) sageli ka "Strum-Lioville'i iilesandeks."




Me lahendasime defineeritud omaviértusiilesande ja leid-
sime, et omavédrtusteks on arvud.
n?w?
h * _I!_ (R = 1,2,e00)
ja omafunktsioonideks on
n %

&(x) = sin=y—x (r=1,2,:000).
Omaviértusiilesannet defineeritakse ka palju iildisemalt
(vt. Petrovski Spikut 1lk. 152). Samuti saab Fourier' meetodit
kasutada paljude iildiste hiiperboolsete vdrrandite korral (vt.
Petrovski dpik lk. 150).

§ 4. Vonkuva keele vdrrandi lahendi fiiisikaline
interpretatsioon.

Eelmises paragrahvis me lahendasime jérgmise iilesande
18pliku keele jaoks.
Leida keele vdrrandi

S Urx * :“I"tt
mittetriviaalne lahend u = u(x,t), mis rahuldaks rajatingi-
musi
(2) u(0,t) = 0, u(l,t) =0
ja algtingimusi
u(x,0) = 'f1(x)s “g(xto) s ?2(1)-
Ainsuse teoreem ( § 2) néitas meile, et sel iilesandel

v3ib olla vaid iike lahend ja see esitub, nagu négime (teata~
vail téiendavail eeldusil funktsioonide ¢; ja $2 kohta) kujul
oo

u(x,t) = 1:4—1““(&*)’

kus un(x,t) on erilahendid ja avalduvad kujul
an i

un(x,t) = singf;x(AhcosE%ﬂk + anin-T—t).
Lahend u(x,t) rahuldas me iilesande k3iki tingimusi, kuid
erilahendid u (x,t) ei allunud algtingimustele (3) ses mdttes,

7 -4 9~



et neid ei saa nii sobitada, et algtingimused oleksid rahul-
datud, védlja arvatud muidugi see juhtum, kus algtingimused
osutuvad automaatselt téidetuks ja see leiab aset, nagu ker—~
ge kontrollida, parajasti siis, kui

Py (x) = Ansingfia, Pp(x) = BnEEfLsinﬂf-x.

Sel korral rahuldab erilahend un(x,t) lilesande kdiki tingi-
musi. Seega siis iga erilahend un(x,t) on iilesande lahendiks
teatavate kindlate algtingimuste korral.

Uurime niiid ldhemalt, mida iilesande lahend endast fiiiisi-
kaliselt kujutab. Teame juba, et ta kirjeldab keele vdnkumise
protsessi, jédb seepérast vaid selgitada selle protsessi fiiii-
sikaline pilt.

Anname k3igepealt erilahendeile un(x,t) teise uurimi-
seks sobivama kuju. Olgu

o s ‘: + By

8iis vdime kirjutada
A B
ng_,n___anw n_, anw
uu(x,t) -ocnein-r-vx(:;cos—l—t + qsin—r-t),

Valime nurga t nii, et kehtiks

n
fE = sinﬁefit Eﬂ = cos®8Ll ¢
% n? q < n’
Selline nurk t

% leidub, sest
‘h 2 1
(;;) . (u‘—:) = 1,
Seega saame

(4) u (x,t) = dhsingfgx einQEfL(t+tn).

Oletame niiiid, et algtingimused (3) on sellised, et eri-
lahend (4) osutub iilesande lahendiks. Vaatleme, missugust
vinkumisprotsessi ta kirjeldab.

Votame vaatluse alla keele iihe punkti kohal Xy Olgu
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Ra(xy) = “nSIDEfoo’

siis vdime kirjutada
() Uy (xgt) = f (%, )einSp(tet ).

Tulemus kujutab endast siinusfunktsiooni aja t suhtes.
Kuna siinusfunktsioon on perioodiline, siis (5) annab meile
seaduse, kuidas vdngub keele punkt x, oma tasakaaluasendi
suhtes, s.o. x~telje suhtes.

Suurust pn(xo) nimetatakse vdnkumise amplituudiks
punktis x,+ Tema tdhendus on jérgmine: f%(xo) annab meile
maksimaalse kauguse tasakaaluasendist, mille saavutab vdnku-
misel keele punkt x . See on n#ha avaldisest (5), kus
un(xo,t) maksimaalne ja minimaalne viértus on sellistel ¢

véértustel, mil

eindBl (t4t ) = *1,
Ja siis on

Uy (xgrt) = 2, (x)-

Igal keele punktil on muidugi oma amplituud, mis,nagu
néha Ph(xo) avaldisest, vdib muutuda O-st kuni “n' Seega
annab *n keele tasakaaluasendist maksimaalse kauguse, mida
vdivad keele punktid vdnkumisel saavutada.

Suurusel tn on ka kindel téhendus. Ta médrab keele
punkti. x_ asukoha vdnkumise algmomendil t = 0, sest siis
on

(o]

un(xo,o) = pn(xo)ainggf;tn.
Suurust t  nimetatakse seepérast ka algfaasiks ehk alg-
nihkeks.

Avaldisest (5) néeme, et punkti X, vdnkesagedus (8.0.
ajaiihikus sooritatud vdngete arv) ja amplituud sdltuvad veel
n-st. Mida suurem on n, seda suurema vdnkesagedusega keele
punktikeste vdnkumisi kirjeldab erilahend (5), sest n suure-
nemisel siinusfunktsic

singﬂfl(t +t)
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periocod liiheneb. Samasugune sdltuvus on ka erilahendis olevast
suurusest a. Kuna a =,/+ , siis néeme, et mida tugevamini
on keel pingule tdmmatud, seda kiiremini ta vdngub ja et kee-
le lineaarse tiheduse suurenemisel aeglustub keele vdnkumine.
Jérelikult kirjeldavad erilahendid un(x,t) iga n kor-
ral keele punktikeste igasuguse sagedusega vdnkumisi.
Fikseerime niilid ajamomendi t ja vaatleme, missuguse
kuju annab erilahend (4) keelele vaadeldaval xu-tasandil. Sel-
leks kirjutame erilahendi (4) iiles kujul
(6) u, (x,t) = ¢ (t)sintfix,
kus cn(t) = ot sin2f T (t4t ).

Néeme, et igal ajamomendil t kujutavad erilahendid (6)
endast sinusoidaalseid kdveraid (vt. joonis 6).

Ui(xt)

Joonis 6.

Ajamomendi t muutumisel muutub erilahendis (6) vaid
kordaja cn(t), mille t3ttu keel kas kaugeneb vdi léheneb
x-teljele. Neil ajamomentidel %, mil cn(t) = 0, on keel ko-
gu ulatuses x-teljel. Keele need punktid x, kus sinEfo = 0,
on alati, nagu vdrdusest (6) nsha, tasakaaluasendis, s.t. kee-
le kogu vdnkumise jooksul on nad paigal x~teljel. Néiteks,

n # 3 korral on sellisteks punktideks x = 0, %1, %1, 1

(vt. joonis 6). Seda laadi vonkumisi nimetatakse seisvaks lai-
neks. Neid punkte, mis vodnkumise ajal seisavad paigal, nimeta -
takse seisva laine gdlmedeks (n = 3 korral on siis sdlmedeks
punktid x = 0, 71, 51 ja 1).

Seega saavad erilahendid un(x,t) kujutada vaid seis-
vaid laineid ja seepiéirast nad ei allugi algtingimustele. Ai-

=52



nult selliste algtingimuste korral, mis pdhjustavad seisvaid
laineid, v&ib erilahend un(x,t) kirjeldada keele vdnkumis—
protsessi.

Keele vdnkumist me tajume helina, mis levib edasi Shu-
osakeste kaudu. Olenevalt vinkumise sagedusest saame kas kdr-
gema v3i madelama heli. Kdige viéiksema vdnkesagedusega seis -
vaid laineid kirjeldab erilahend w (x,t), kui n = 1. Siis
tekitab keel kdige madalama heli nn. pdhitooni. Kdrgemad he-
lid saame, kui n)>1, ja neid nimetatakse illemtoonideks. Po-
hi- ja ililemtoone kokku nimetatakse lihtsateke toonideks. Liht-
sa tooni tugevus s3ltub keele vdnkeamplituudist.

Algtingimuste olemasolu korral kirjeldas keele vonkumise
kédiku funktsioon

u(x,t) = ;z:‘\ln(x’t)r

mis kujutab endast erilahendite summat. Kuna iga erilahend
un(x,t) tekitas seisva laine, siis kujufab algtingimuste ole-
masolul keele vdnkumine endast seisvate lainete summat. See
téhendab seda, et keele mistahes vdnkumist saab lahutada seis-
vateks laineteks.

Algtingimuste olemasolu korral tekitab keele vdnkumine
samuti heli ja see, nagu ndéha, kujutab liitheli, s.t. heli,
mis tekib pdhi- ja iilemtoonide liitumisel. Téhendab, iga heli,
mida tekitab keel, saab lahutada lihtsateks toonideks.

K3iki neid kiisimusi, mis om seotud heliga, uurib eriline
teadusharu akustika. Seal lahutatakse heli lihtsateks tooni-
deks eriliste seadmete nn. resonaatorite abil. Meil siin saa-
dud tulemused on suurepérases kooskdlas selliste katselisel
teel saadud tulemustega.

Akustikas esineb mdiste heli témber, mida iseloomustab
pdhi- ja iilemtoonide vahekord ja ka nende tugevus helis. Kandes
selle mdiste iile teoreetilistele tulemustele, viime Selda, et
algtingimused mdjustavad heli témbrit, s.t., et keele poolt
tekitatud heli témber sdltub sellest, kuidas keel hakkas vdn-
kuma. Siinjuures tuleb mérkida, et keele vdnkumisel h&drdu-
mise t3ttu viéheneb algtingimuste mdju ajajooksul ja seetdttu
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muutub tekkiva heli t#mbep, léhenedes mingile lihtsale toonile

Mérgime ldpuks veel, et kuna me iilesande lahend oli ithe- |
selt méératud, sils eespool antud lahendi interpetatsioon on
téielik, s.t. ta haarab kdik lahendid.

§ 5. Cauchy' iilesanne 13pmatu keele jaoks.

Kéesolevas paragrahvis piistitame nn. Cauchy' iilesande
18pmatu keele jaoks, lahendame selle ja néitame lahendi ain-
sust.

Vaadeldav keel olgu paigutatud xu-tasandil x-teljele,
mis on keele tasakaaluasendiks.

Ldpmatu keele vdnkumisprotsessi kirjeldab kahe muutuja
funktsioon u = u(x,t), mille véértused miéravad xu-tasandil
kohal x v3etud keelepunktikese asukoha ajamomendil t. Keele
vonkumisprotsessi k#ik siin, nagu 18pliku keele korralgi, ole-~
neb sellest, kuidas asetses keel protsessi algmomendil t = O
ja millised olid siis keele punktikeste liikumiskiirused
u-telje sihis. Siit néeme, et funktsiooni u(x,t) iiheseks
mééramiseks tuleb ette anda algtingimused. Kéesoleval korral
aga rajatingimusi ei ole, sest keel on 1l3putu.

Seega oleme joudnud jérgmise ililesande juurde.

Ulesanne. Leida keele vérrandi
1 Upy = >
xx zzutt
lahend u = u(x,t) (-~oco¢x¢ +¢0), mie rahuldaks algtingimusi
(2) u(x,0) = f(x)s “t(xv 0) = 4(1)
(=0 <x< +%9),

Seda ililesannet nimetataksegi Cauchy® iilesandeks l&pmatu
keele jaoks. (Siin nimetatakse iildiselt rajatingimusteta iiles-
andeid Cauchy' iilesanneteks.)

Selle iilesande lahendamiseks kirjutame vdrrandi (1) iiles
kujul

) Uy - AR = 0



ja anname talle I kanoonilise kuju. Selleks integreerime te-
ma karakteristliku vdrrandi

ax? -~ a2at?

= 0.
Viimane laguneb kohe kaheks vdrrandiks:
dx + adt = 0, dx - adt = 0
ning lldintegraalideks on
x+at =¢C, x-at =C'.
Uuteks muutujateks 3 Ja ) tuleb seega valida
' 3 =x + at, p=x - at.
Arvutades niilid vajalikud tuletised
Uy = Uy +Up, U = a(u‘ ~ “1)’
Byl un + 2“!? + Uy y
Uy = (un - 2“3! + uiz)a ’
néeme, et vdrrand (3) esitub kujul
(4) upy = 0.
Saadud vorrandi (4) jaoks on aga kerge leida tema iild-
integraali. Leiame selle. Kuna otsitav on funktsioon
u = “(Sv? ), siis integreerides vdrrandit (4) ? jtérgi, saame
u, = g(3),
5
kus 5(}) on mingl } funktsioon. Integreerides viimast vdér-
randit niilid 3 jérgl, saame
u = [y + 2,0
Olgu £,(y) = [e(p)ay, site
) g e f1(}) » fa(?)v
kus t1(3) ja fz(?) on ainult } ja p funktsioonid. Seega
toob vdrrandi (4) intregeerimine meid funktsiooni (5) juurde.
On kerge néha ka vastupidi: millised ka diferentseeruvad

funktsioonid f1 Ja f2 ei oleks, ikka rahuldéab funktsioon
(5) vdrrandit (4). Seega kujutab valem (5) endast vdrrandi
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(4) iildintegraali. Minnes niilid tagasi vanadele muutujatele
X,y néeme, et funktsioon

(6) u(x,t) = £, (x+at) + £,(x-at)

on vdrrandi (3) iildintegraaliks.

Nditeme niilid, et funktsioonide f, ja f, teatava so-
biva valiku korral rahuldab valem (6) algtingimusi (2) ja
osutub seega iilesande lahendiks.

Algtingimuste (2) rahuldamiseks peab kehtima

u(x,0) = f1(x) + fz(x) » ‘P(x)’
ut(x,o) = a.q(x) - até(x) = yl(x).

Integreerides viimase vdrduse, saame

£,(x) - fz(x) = %I‘*’(u)d.&. +C,

x

()
kus X, ja C on konstandid. Vdrdustest
f1(x) - fz(x) L 'f(x))
£ (x) - fz(x) s - Tq:(.;)da. + C
%o
saame, et
£, (x) = f'zy(x) + Z (ot)dd.-f s
x,
€D

x
1
fZ(x) = IKI) - ra- f{fl(&)dd. - z .
x
o
Seega oleme avaldanud funktsioonid f, ja f, entud
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funktsioonide ¢ ja p kaudu. Algtingimused (2) osutuvad ra-
huldatuks, kui vérrandi (1) iildintegraalis (6) funktsioonid

f, Jjs f, valida vastavalt vdrdustele (7). Paigutame niiiid

vdrdused (7) iildintegraali (6), saame

x+at x-at

u(xyt) = Hxratlep(x-at) , ,-.Uy(a)aa- /y/(-t)doL]

ehk
x+at
(8) u(x,t) = &iﬁ):z".'&a_tl % %E/ %@L)doc %
x-at

Saadud valemit (8) nimetatakse D'Alembert'i valemiks ja
see on iilesande lahendiks, kui eeldada, et p(x) on 2 korda
diferentseeruv ja yrﬁks kord diferentseeruv. Valem (8) n#itab
iihtlasi, et ililesanne on iilheselt lahenduv, sest kui oletada,
et on olemas veel teine lahend u1(x,t), siis see, nagu eelne-
vatest mdttekdikudest néha on, esitub ka kujul (8) ja langeb
seega lahendiga u(x,t) kokku.

Néitame veel, et me iilesande lahend (8) on pidevas adl=-
tuvuses algtingimustest (2). Vaatleme iilesande lahendit aja-
vahemikus O0g¢t<T. Olgu u(x,t) iilesande lahendiks jlrgmiste
algtingimuste korral:

E(xvo) - ?(x)i ﬁt(x'o) - 4 F’(X)y
kus funktsioonid ¢ ja @ olgu sellised, et antud €>0 kor-

ral oleks
lp-plee, |p-ples.
Valemi (8) pdhjal on siis

x+at

_|u(x,t) ~ ﬁ(x,t)|< e(1 + i—; } dec) = £(1+t),
x-at
Seega

Julx,t) = B(xyt)|< €(141).
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Siit nédeme, et kui uued algtingimuseda vane erinevad
vanadest, s.t. kui £»0 on kiillalt véike, siis ka vasta-
vate lahendite vahe on viéike.

Sel puhul Seldakse, et antud iilesande lahend (8) on
stabiilne ehk vaadeldav i{ilesanne on korrektselt seatud.

§ 6. Lainete levimine 13pmatul keelel.

Eelmises paragrahvis me saime v&rrandile
1
Urx = ;Z“tt
algtingimustel

u(x,0) = p(x), “t(xyo) e ?(x)
iheselt méératud lahendi kujul

x+at
(1) ulx,t) = Extat) & p(x-at) | ,Z,;/y(.oad .
x-at

Kéesolevas paragrahvis uurime liéhemalt lahendi (1) fiilisika-
list téhendust. Me teame juba, et (1) kirjeldab 1l3pmatu
keele vdnkumisprotsessi. Jilb seega vaid selgitada selle
protsessi fiilisikaline pilt.

1) Vaatleme esialgu lihtsustatud juhtu, kus ?(x) =0
kodikjal. Funktsioon (1) esitub siis kujul

(2) u(x,t) = %Ef(x-nt) + ﬂx-at)].

Kul t =0, siis u(x,0) =4p(xMg@x)=¢(x).Oletame 1liht-
suseks, et y(x) on nullist erinev vaid 18igul [?1,x2].
Kokku on meil algmomendi t = 0 jaoks jHrgmine olukord:
keele tasakaal on héiritud vaid 13igul [31,12] ja keele
punktikeste  kiirused u-telje sihis on vdrdsed nulliga (vt.
joonis 7a).

Vaatleme niilid olukorda jérgneva ajamomendi t >0 kor-
ral, s.0. kui vdnkumise protsess on alanud. Avaldises (2)
peab teine liidetav %yP(x-at) olema endiselt 13igul
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x, € x-at £x,

nullist erinev, kuid see 18ik x-i suhtes on

Xy + ats xéx2 + at.

u t=0
i)
a x
x |0 LY 3
- t>0
4yixsat) % ' % Pix-at)
. 2 X -8
x-at x~at % |O % Kot ¥yeat -
Joonis 7.

Seega ¢(x-at) on nullist erinev 13igul fx1+at,xa+at] . Siit
néieme, et alghéirituse osa, mis on méératud funktsiooniga
%¢p(x) ja mis asetses 13igul [11,x2], on edasi liikunud x-tel-
je positiivses suunas (vt. joonis 7b) ja héiritus. ise on
stilitanud oma kuju (sest %p(x) ise ei muutu).

Selleks, et sellist keele h#irituse K%y(x-at) levimist
piltlikumalt ette kujutada, vaatleme koordinaatide siisteemi,
mis liigub x-telje positiivees suunas nii, et tema koordinaa-
tide alguspunkt on alati punktis x- at. Selles liikuvas koor-
dinaatide silisteemis néeme héiritust muutumatuna. Kuna see
koordinaatide siisteem liigub paigaloleva koordinaatide siis-
teemi suhtes kiirusega }! = a, siis héirituse %Y(x-at) 1le-
vimiskiirus x~telje positiivses suunas on a.

Téiesti analoogiliselt vdib n#éidata, et funktsioon
%f(x+at) kujutab keele alghéiirituse iilejhénud osa %f(x) le-
vimist x-telje negatiivses suunas kiirusega -a.

Uldiselt nimetatakse selliseid liikuvaid héiritusi 13&p-
matul keelel laineteks. Funktsiooni }ﬁy(x—at) poolt antud
lainet nimetatakse seejuures otselaineks ja teist, Y&(xi-at)
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poolt antud lainet, pdordlaineks. Nagu négime, séilitavad nii
otselaine kui ka pbdrdlaine levimisel oma kuju. Punktsioon
(2) annab meile seega otse~ ja pddrdlaine levimise eeskirja.
Algul, s.o. ajamomendil t = 0 asetsevad need mdlemad lai-
ned iiksteise peal kokku liidetuna (vt. joonis 4a), kuid siis
eralduvad aja t liikumisel teineteisest ja levivad laiali
x-telje erisuundades kiirusega a. Keele igas kohas taastub
pérast laine lébimist uuesti keele tasakaaluasend.

Uldjuhul mistahes alghéirituse ¢(x) puhul, kui ¢(x) = 0,
on funktsiooni (2) poolt kirjeldatud v@dnkumise kéik samasu-
gune, kuid mérksa komplitseeritum. Siin jaguneb ka alghéiri-
tus kui alglaine pooleks, s.o. komponentideks %¢(x-at) ja
%p(x+at) ja need hakkavad levima x-telje erinevates suunda-
des, stilitades oma kuju, ja funktsioon (2) kirjeldab sel ju-
bul liitlaine levimist, mis tekib nende kahe erisuunas levi-
va muutumatu profiiliga lainetuse liitumisel.

2) Vaatleme siin juhtu, kus algh#iritus P(x) = 0 kdik-
jal. siis (1) esitub kujul o

€)) u(x,t) = = / Pl )ae.

7 x-at

Olgu ¢(x) nullist erinev vaid 18igul [x,,x,]. Seega
on meil ajamomendi t = 0 jaoks jérgmine olukord: keelel
puudub algh#iritus, s.t. keel on tasakaaluasendis, ja keele
punktikestele on antud algkiirused 18igul [x,,x,] ehk, nagu
teldakse: keelele on antud 13igul Ex1,x2] algimpulss 71(")‘

Vaatleme funktsiooni ¢ Jérgmist algfunktsiooni

x
Wx) '/?(")di ’
x4

kusjuures x<x, korral olgu ]ﬁx) = 0. Néeme iihtlasi, et
kui x)xz, eiis

]{r(!) '[;(d)d.t = C, = const.
1
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Seega lahend (3) esitub kujul

(4) u(x,t) = %g[ﬁxmt) - ]Kx-at)].

Lahend (4) on oma kujult téiesti analoogiline eespool
juhul 1) vaadeldud lahendile (2). Seega siin n#éitab sama n&t-
tekéiik, et lahendi (4) osa %i-)ﬂx-o-at) kujutab lainet, mis
levib x-telje negatiivses suunas kiirusega

t=0
Qa ~*
t>0
N 2a Vlxvat)
[ ; ¥, +at neat X
X=at Xy -at i b 2
t>0 s
u(x, t)
¢ : C.€ LY 2
x~at Xgmat xtat v‘f‘t‘r

Joonis 8.

-a, ja osa -~ ky{x—at) lainet, mis levib x-telje positiiv-
ses suunas kiirusega a. Seega tekitab keelele antud algim-
pulss ka otselaine ja pddrdlaine ja need erinevad teinetei-
sest alati vaid mérgi poolest. Joonisel 8a on nédidatud ot~
se~ ja pddrdlaine algseis t = 0 korral. Nagu néieme, kustu-
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tavad nad teineteist ja seeplrast on keel tasakaaluasendis
(u(x,0) = 0). Joonisel 8b on kujutatud otse- ja pSérdlaine
asend j#rgneval ajamomendil t>0. N&eme, et nad on nihku-
nud iiksteise suhtes, séilitades oma kuju, Lahend (4) annab
otse- ja pdérdlaine liitumisel tekkiva laine ja selle profiil
on kujutatud joonisel 8c. Nagu néeme, lakkab keele neis punk-
tides, mida otse- ja pbdérdlaine on juba l&binud, liikumine,
kuid keel ei l#he iildiselt rédékides tasakaaluasendisse taga-
si, vaid s#ilitab nn. jHdknihke, mille suurus on Co. Ainult
erijuhul, kui C° = 0, taastub keele tasakaaluasend.

Kui keelele on antud algimpulss keele mitmel osal vdi
koguni kogu keelel, aga endiselt alghédiritus f(x) = 0, siis
(4) poolt kirjeldatud vdnkliikumise kéik on samasugune, kuid
komplitseeritum. Jéllegi %;W(x-&at) annab muutumatu profii-
liga pddrdlaine ja - %E]V(x—at) samasuguse, kuid vastas-
mérgiga otselaine, mis levivad vastavalt vasakule ja parema-
le kiirusega a. Lahend (4) kirjeldab siis nende liitumisel
tekkiva liitlaine levimist.

3) Vaatleme iildist juhtu. Olgu keelel nii algh#iritus
¢(x) kui ka algimpulss ¢(x) nullist erinevad. Vonkliikumist
sel juhul kirjeldab funktsioon (1). Eespocl vaadeldud eriju-
hud 1) ja 2) lubavad niiiid kergesti luua siin {ildjuhul lai-
nete levimisest lilevaatliku pildi. Algh#iritus ja algimpulss
mdlemad tekitavad nii otse— kui ka pddrd aine. Mdlemad tek-
kinud otselained, nagu eespool juba niigime, omavad muutuma-
tut profiili ja levivad paremale iihesuguse kiirusega a. Nen-
de mdlema liitumisel tekib seepérast muutumatu profiiliga
paremale kiirusega a 1liikuv laine. Samasugune on olukord
m3lema pddrdlaine levimisel. Nende liitumisel tekib muutuma-
tu profiiliga laine, mis liigub vasakule kiirusega -a. Kee-
le vdnkliikumine, mida meie néeksime, tekib nende kahe muu-
tumatu profiiliga erisuunas liikuva laine liitumisel.

- Igaptevasest elust me teame, et kiillalt pikal keelel
saab tekitada laine nii, et ta levib ainult {ihes suunas, ku-
na teises suunas liikuvat lainet ei teki. Selline olukord on
vdimalik ka vaadeldaval 1l3pmatul keelel. Néiteks vdime 18p-
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matul kKeeiel TeKllada alnult ouselaine. SeLLeKs on Tarvis,
et alghdirituse ja algimpulsi poolt tekitatud pddrdlained
erineksid liksteisest vaic mérgi poolest. Sel korral nad kus-—
tutavad teineteist ja vasakule liikuvat lainet ei teki. Kuna
aga algimpulsi poolt tekitatud otse- ja ptdrdlaine on alati
erinevate méirkidega, siis otselained ei kustu. Nii tekib ai-
nult paremale liikuv laine.

Keele vdrrandi tuletamisel saime, et

.-fg',

kus T on keelele mdjuva pingetungi suurus ja ¢ on keele 1li-
neaarne tihedus. Siit néeme, et mida tugevamini on keel pin-

gutatud, seda kiiremini liiguvad temal lained. Keele lineaar-
se tiheduse suurenemisel aga vastupidi lainete levimiskiirus

véheneb.

§ 7. Cauchy' lilesanne laine vdrrandi jaoks tasandil.

Laine vdrrandiks tasandil nimetatakse vdrrandit
1
) Upx * Uy = 2V

kus otsitav on funktsioon u = u(x,y,t).

See vdrrand kujutab endast keele vdrrandi

@) Ugx = i!“tt
ildistust. Viimase saame siit, kul oletame, et otsitav funkt-
sioon u(x,y,t) on konstantne y suhtes, siis uyy =0 Ja
vdrrand (1) taandub keele v3rrandiks (2).

Teostame v3drrandis (1) muutuja vahetuse 2z = at, siis
saame

. “yy S ke 0,
kust on néha, et laine v3rrand tasandil on lineaarne teist
Jérku hiiperboolne vdrrand.

Vérrandi (1) juurde v3ib jduda Shukese membraani vaba-
vdnkumiste vaatlemisel. Sel korral kujutab otsitav funktsi-
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oon u = u(x,y,t) ruumis (x,y,u) vdnkuva membraani punkti
(x,y) asukohta ajemomendil t (vt. Sobolevi &pik lk. 14).
Vérrandile (1) seatakse jérgmine Cauchy' ililesanne.

Ulesanne. Leida v&rrandi (1) mittetriviaalne lahend
u = u(x,y,t), mis rahuldab algtingimusi

@) u(x,y,0) = l’(x,y), ‘lt(xr}'vO) » *(x,y).

Siin iilesandes eeldame, et y(x,y) omab kuni kolmanda
jérguni ja P(x,y) kuni teise jérguni pidevaid osatuletisi.
Siis on vaadeldaval iilesandel olemas ainus lahend (vt. Smir-
novi &piku II kdites lk. 531) ja see esitub kujul

(4) u(x,y,t) = %‘Y(xﬂrt)  a “*(I'Y:t)’

¢ = ol de d

) Wyt = 7 D{Lgff’(.%) e P
v g ﬁsd!eg dud% v

(6) u (x’y’t) m D//at) (at) —(d-x) ((5'7) :

Siin D(at) t#hendeb piirkonda, mis on piiratud ringjoonega
(ot—-x)2 + (P-y)2 -'(at)z, mille keskpunkt on punktis (x,y).

Valemit (4) nimetatakse Poissoni valemiks.

Vahetu kontrollimine n#éitab, et funktsioonid (5) ja (6)
ja ka nende tuletised u: Ja ug' rahuldavad v8rrandit (1).
(Vt. Petrovski &pik lk. 101.) Seega rahuldab Poissoni valem
laine vdrrandit (1). Niitame, et ta rahuldab ka algtingimusi
(3). Selleks teostame muutuja vahetuse, minnes muutujatelt

B muutujatele 3,7 jérgmiste valemite abil:

kus

oA =X + !at, =y + Z't‘
Piirkond D(at) muutub piirkonnaks D(1), mis on piiratud ring-

Jjoonega 32 + 7 =1, ja me saame

@ W) =gy M sty oy,



@ ey g ) ﬂ?%;%fm ayay.

Arvutame u? tuletise t jérgi, kasutades selleks avaldist
(7):

@ uf- 3’7?1!{0 71%?%,,! 4ay.

Vdttes niilid lahendis (4) t = 0, saame, arvestades vdr-
dusi (8) ja (9)

D(1)

;%D&)ﬁ?%“.

Teise algtingimuse rahuldamiseke arvutame valemist (4)
osatuletise t jérgi, saame

u(x,y,0) = ¢(x,y) %7// % = Py,

sest

¥
ug ',“:t e

Et u? on vérrandi (1) lahendiks, siis v&ime kirjutada

2
u, =a (ul; + u;;) + ur.

Osatuletise ut arvutame vdrdusest (8), saame (vt. vdrdus

(90
$ . u? at + A
2 Bex 78 ﬁn{{)‘%g? g &

Kui niiid t = 0, siis (8) jérgi u¥ (x,y,0) = ¥(x,¥).

Kuna v&rduse (7) pdhjal uka,y,o) = 0, siis t = 0 korral

ka e + uyy = 0 ja me saame

ut(xﬂio) = ?(x’Y)-
Seega on ka teine algtingimus rahuldatud.
Funktsioon (4) kirjeldab lainete levimist ruumis (x,y,u),
kui loeme, et u = u(x,y,t) vélrtused kujutavad endast xy-ta-
sandil oleva punkti (x,y) nihke suurust u-telje sihis. Saadav

pilt on analoogiline keele vdnkumisel kirjeldatud lainete
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pitaiga, kuid siin on iiksikasjaline analiiiis véga komplitsee-
ritud. Vaatleme seepérast lihtsustatud olukorda, mis v&imal-
dab saada ililevaate ka iildisest pildist.

Olgu funktsioon (x,y), mis kujutadb algh#éiritust, ja
funktsioon f(x,y), mis kujutadb algimpulssi, K nullist eri-
nevad vaid piirkonnas S, mig on piiratud joonega L. Aset~-
segu punkt (x,y) véljaspool seda piirkonda § kaugusel d
(vt. joonis 9). Punktsioonis (4) moodustab integreerimispiir-—
konna ring D(at) keskpunktiga punktis (x,y). Ringi D(at)

raadius on at ja see kasvab
aja t suurenemisel. Neil
ajamomentidel, mil veel atgd,
s.t. kui t(% s el ole ringil
D(at) ja piirkonnal S iihi-
seid punkte. Seepérast ringis
"‘D(at) on p(x,y) Ja ¢(x,y)
kdikjal vdrdsed nulliga ja va-
lemist (4) saame u(x,y,t) = 0,
mis litleb, et ajamomentidel
Joonis 9. t(% on punkt (x,y) tasa-
kaaluasendis, s.t. piisib paigal
xy-tasandil. Punkti (x,y) selline tasakaal kestab kuni aja-
momendini ¢ = W sest siis on piirkond D(at) suurenenud
nii palju, et ta puudutab piirkonda S. Oeldakse sel puhul,
et punkti (x,y) joudis laine esikiilg. Suurematel ajamomentidel,
8.0. t)l-‘:- korral on piirkondadel D(at) ja S Jjuba iihiseid
osl ja seepiérast annab funktsioon (4) {ildiselt r#é#kides nul-
list erinevaid u(x,y,t) védrtusi. Oeldakse, et punkti (x,y)
tasakaal on héiritud, seejuures punkt ise liigub u-telje si-
his saadava u véértuse vdrra. Selline liikumine kestab ku-
ni ajamomendini t = gl » mil D(at) haarab endasse kogu piir-
konna S (vt. joonis 9, kus d, tdhendab punkti (x,y) suuri-
mat kaugust piirkonna S punktidest). Sel puhul Beldakse, et
punkti (x,y) jdudis laine tagakiilg.

Aja t edasisel suurenemisel on raadius at)-d1 Jja

piirkond D(at) sisaldab endas tervikuna plirkonna S. Siis

¥

—66=



uf ja w¥ avaldistes (5) ja (6) tuleb integreerida lihtsalt
ile piirkonna S, kuna Y(x,y) ja ¢(x,y) on antud juhul
véljaspool piirkonda S vdrdsed nu}ligaa1Siit néeme, et pi-
rast laine tagakiilje l#bimist, s.o. t> vy korral ei ole punk-
ti (x,y) asukoht enam mSjustatud Y(x,y) Ja ¢(x,y) uute
véértuste poolt, kuid punkt (x,y) ei léhe tasakaaluasendis—
se, vaid jétkab liikumist, kuna avaldistes (5) ja (6) sisal-
davad integraalialused funktsioonid suurust (at)“. Seetd&ttu
muutuvad aja t edasisel suurenemisel u(x,x,t) vﬁértused
vaadeldavas punktis (x,y). Oeldakse sel puhul, et pérast lai-
ne tagakiilje lébimist leiab aset lainete difusiooninéhe.

Meenutame, et l3pmatu keele korral samasuguse alghéiri-
tuse ja algimpulsi puhul lakkas liikumine igas punktis pérast
laine (tagakiilje) lébimist, kuid punktid ise ei l#inud tasa-
kaaluasendisse tagasi, vaid s&ilitasid nn. jédknihke. Seda
viimast néhet nimetatakse ka siin lainete difusiooniks. Siin
on difusioon piisiv, kuna jé#knihke suurus el olene ajast t.

Meil ei ole praegusel vaadeldaval ruumilisel juhul aga
difusioon piisiv. Seda nseme sellest, et avaldistes (5) ja (6)
asetseb suurus (at)“ nimetajas. Seetdttu vaadeldavate ¥(x,y)
ja ¢(x,y) puhul léheneb funktsioon (4) nullile aja t tdkes-
tamatul suurenemisel. Jirelikult vaadeldavas punktis (x,y)
pérast laine tagakiilje lé&bimist véheneb liikumine jérjest,
kuni 18puks punkt (x,y) rahuneb oma tasakaaluasendis xy-tasan-
dil.

Me viisime arutelu lainetuse kohta 1l&bi {ihe punkti (x,y)
jaoks. Kujutame niiiid ette terviklikult tekkinud lainetuse
pilti. Néeme, et aja t suurenemisel hakkab alghéiirituspiir-
kond laienema, s.t. lainetus tekib jlrjest kaugemates punkti-
des. Tekivad nn. gilindrilised lained, mis levivad radiaalselt
alghéirituspiirkonnast eemale kiirusega a. Plrast silindri-
lise laine l#bimist hakkavad punktid rahunema ja 13puks lak-
kab liikumine praktiliselt, kuna meil iga fikseeritud x,y
korral léheneb u(x,y,t) nullile aja t suurenemisel. Edasi
leviv silindriline laine ise aga el kustu, nagu see on néha
avaldisest (4). Véga sarnase pildi lainetusest saame, visates
kivi vaiksele veepinnale. Siin tekkinud silindrilised lained
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levivad igas suunas radiaalselt laiali. Kuid siin leviv lai-
netus kustub pikkamisi hddrdumise tdttu, mida laine vorrandi
(2) tuletamisel ei ole arvestatud.

Valides mitmesugusel viisil algh#éirituse f(x,y) ja
algimpulsi ((x,y), vOime saada véga imelikke pilte laine-
tusest.

Algtingimustes (3) oli meil eeldatud, et funktsioonid
¢(x,y) Ja ¢(x,y) omavad pidevaid osatuletisi kuni kolman-
da ja teise jérguni vastavalt. Kui need eeldused ei ole té&i-
detud, siis asendame funktsioonid w(x,y) ja ¢(x,y) sel-
liste ligikaudsetega, kus need eeldused on juba t#idetud.
See lahendit (4) oluliselt ei mdjusta, kuna me iilesande la-
hend, nagu kerge néidata on, on pidevas sdltuvuses zlgtingi-
mustest. Tdestada vdib seda analoogilisel viisil nagu ldpma-
tu keele korral.

Mérgime 18puks veel, et Poissoni valemist (4), kui
u(x,y,t) ei sdltu y-st, jéreldub D'Alembert'i valem, mis oli
paragrahvis 5 (vt. Petrovski &pik 1lk. 105).

Mérkus. Laine vdrrandiks ruumis nimetatakse vérrandit

1
(10) b s WA OISR By R RS

kus otsitav on funktsioon u = u(x,y,z,t). Eespool olnud lai-
ne vdrrand tasandil ja keele vdrrand on vdrrandi (10) eriju-
hud. Laine vdrrandile (10) seatakse jiérgmine Cauchy' {ilesan-
ne.

Ulesanne. Leida vdrrandi (10) mittetriviaalne lahend
u = u(x,yy2,t), mis rahuldab algtingimusi

u(x,y,2,0) = f(x,y,Z), ut(x,y,z,o) " ?(X:Y:Z)s

kus P(x'y'z) ja ?(x,y,l) on antud funktsioonid.

Selle iilesande lahendamine toimub téiesti analoogili-
selt laine vdrrandile tasandil (vt. Petrovski dpik, 1k.101).
Ulesandel on ainus lahend, mis osutub pidevalt sdltuvaks alg-
tingimustest ja kujutab lainete levimist neljamddtmelises
ruumis  (X,y,2z,u). (vt. Petroveki &pik, lk. 106).
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Iv. SO0JUSJUHTIVUSE
VGRRAND.

Paraboolsed vdrrandid esinevad mitmesuguste soojusjuhti-
vuse- ja diffusiooniprotsessidega seotud loodusnihtuste mate=-
maatilisel uurimisel. Nii taanduvad paraboolsete virranzite
vaatlemisele fiilisikalised iilesanded, mis on scoiud scojuse le-
vimisega vardas, plaadis ja ruumis ning gaasi diffusi-cniga
mingis poorses keskkonnas.

Kéesolevas peatiikis vaatleme mdningaid kiisimusi, mis on
seotud soojuse levimisega 13plikus ja 1ldpmatus vardas. Siin

kohtume lihtsaima paraboolse vdrrandiga L uy = 0.

§ 1. Soojusjuhtivuse vdrrandi tuletamine.

Olgu antud peenike homogeenne (s.t. iihtlasest ainest) var—
ras, mille ristldike pindala on S = const. Varras v&ib olla
18plik voi 1dpmatu (ka mdlemas suunas). Varras olgu paiguta-
tud x-teljele. Ta olgu hésti peenike, siis véime lugeda rist-
13ike igas punktis temperatuuri i{ihesuguseks. Vaatleme juhtu,
kus vardas endas soojust ei teki [soojuse teke vdib esineda
keemiliste reaktsioonide, elektrivoolu, radioaktiivsuse jne.
tdttu). Oletame, et varras on isoleeritud ilmbritsevast kesk-
konnast, s.t., et soojuskadusid varda kiilgede kaudu ei esine.

Kui varda temperatuur ei ole kdikjal lhesugune, siis hak-
kab soojus levima ehk, nagu Seldakse, voolama kdrgema tempe-
ratuuriga kohast madalama temperatuuriga koha poole. Soojuse
voolu suuna loetakse positiivseks, kui soojus voclab vurdas
x-telje positiivaes suunas.

Soojuse levimise protsessi vardas saab kirjeldada iildi-
selt kahe muutuja funktsiooni u = u(x,t) abil, mille véér-
tused kujutavad varda temperatuuri kohal x ajamomendil t.
liei¢ eesmérgiks on leida vdrrand, mida see funktsioon u = u(x,t.
peab rahuldama ja mille lahendamisel v3ime ta leida. Sellist
v8rrandit nimetatakse soojusjuntivuse vdrrandiks varda tarvis.
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Vdtame vardast vaatluse alla tema mingi osa (x1,x2) ja
vaatleme soojuse levimise protsessi selles ajavahemikus
(t1,t2). Temperatuuri jaotus selles varda osas ajamomendil
t olgu méératud funktsiooniga u = u(x,t).

Katseliselt on kindlaks tehtud, et ajailihiku jooksul (s.t.
ajamomendist t kuni ajamomendini ¢ + 1) 1Hbi ristldike
S kohal x 1l#bivoolanud soojuse hulk on (Fourier' seadus)

Q = -ku,(x,t)s,
kus k on soojusjuhtivuse koefitsient. Jérelikult aja dt
Jjooksul lébinud soojuse hulk on
Q' = =ku (x,t)s dt. |
Ajavahemiku (t1, tz) Jooksul lébi vaadeldava ristldike
voolanud soojuse hulk Q on siis
Q. -‘rsz\L‘(x,t) dt.
b
Seega kohti X4 ja X, selles ajavahemikus ldbinud soojuse
hulgad on vastavalt

2
Q= -f kSu, (x4,t) dt
L)

Jja
b2

Q, = -Z kSux(xz,t) dt.
1

Soojusehulgad Q1 Jja Qz el tarvitse vdrdsed olla, sest
osa soojust vdis varda vaadeldavasse osasse jHHda. Vardasse
Vjﬂanud soojusehulk on Q1 - Qz Ja see kulus varda osa tempe- ;
ratuuri tdetmiseks (Kui Qq - Q, on negatiivne, siis muidugi
soojuse Hravool oli suurem juurdevoolust ja temperatuuri tdus
vardapunktides v&ib olla ka negatiivne.). Oletame, et me var-
da osas temperatuur tdusis igas punktis x au vdrra, siis

|

‘ou = u(ta,x) -'u(t1,x).

Teisest kiiljest vaatleme, palju on tarvis soojust, et
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tosta varda temperatuuri igas kohas parajasti vaadeldava au
vdrra. Uldiselt on nii, et kui kogu keha temperatuur tduseb
‘au-const. vdrra, siis selleks vajalik soojusehulk on

Q = cmau,

kus ¢ on soojusmahtuvuse koefitsient ja m on keha mass.
Meil on au aga sdltuv kohast x. Seepérast vaatleme esial-
gu varda elemendikest pikkusega dx. Tema ruumala on Sdx

ja mass ?de’ kus o= const. on varda tihedus. Selle osake-
se temperatuuri tdstmiseks Au vdrra léheb soojust eelmise
valemi jérgi

dQ = chdXAu

(varda elemendikese ulatuses vdime lugeda au = const.). Var-
da osa (x1,x2) temperatuuri tdstmiseks igas kohas au voér-
ra kulub siis soojust

2
aQ -[ GPSAu dx.

*4
Energia j#dvuse seaduse pdhjal vdime niiid kirjutada, et
Q1 - QZ = AQ.
Asendades viimases vdrduses soojusehulgad nende eespool saadud

integraalavaldistega, saame
t

ty 2 2
/ kSux(xz,t)dt -~ z' kSux(x1,t)dt = | cpSau dx,
¥y 1 x4

ehk

t/tzkEl'x(xz,f)‘“x(x.‘ ;t)] dt '[2°f[;‘(x't2)'"(x’t1>] dx.
1 1

Oletame, et otsitav funktsioon u = u(x,t) omab pide=
vaid osatuletisi x-i jHrgi kuni teise jHrguni ja pide-

' vat osatuletist t Jjérgi, siis voime kirjutada

“x(xzst) - \&(31 st) 'Ixz\‘n dx,
 ;
1
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b2
u(x,t,) - u(x,t,) 'I u dt
%
Asendades need avaldised viimascsse vdrdusesse, saame

t X5 2t2
/ k uxxdx dt = ! °fut dt dx
t4%4 1%4

ehk (integreerimisrajade konstantsuse tattu)

t2x2
// (k Ny ™ cgut) dt dx = 0.
4%y
Yuna see tingimus peab kehtima iga t1, tz Jja X4y Xy korral,
siis integraalialune funktsioon peab vdrduma nulliga iga x
ja t korral (pdhjendadal), seega

kuxx - cquy = 0
iga x,t korral. Mitte suurte temperatuuri kdikumiste kor-
ral vdime lugeda suurused k,c,y konstantseiks. Olgu seepé-
rast az = 5— = const, siis vdime kirjutada viimase vdrduse
umber kujul

1
1) Uyx = Yt
a
Saadud v®rrandit (1) nimetatakse soojusjuhtivuse vdrran-

diks varaa tarvis.
Vétame vdrrandis (1) ette muutuja vahetuse y=azt, siis

" Ao
utsuya Jja me saame

(2) T uy = 0,

mis on socjusjuntivuse vdrrandi kanooniline kuju. Nagu ndéeme,
on vérrand (2) teist jérku lineaarne osatuletistega vdrrand
ja on paraboolset tiipi.

Soojuse levimist vdib vaadelda ka plaadis ja ilildiselt
ruumilises keskkonnas. Soojuse levimise korral Shukeses plaa-
dis on otsitav funktsioon u = u(x,y,t), kus u v#artused
téhendavad temperatuuri plaadi punktie (x,y) ajamomendil t.
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Soojusjuhtivuse vdrrand esitub sel korral kujul
1
3) Rt By %y uge

Vdrrandi (3) vdime saada téiesti analoogilisel viisil, nagu
saime vorrandi (1). Vérrand (3) on paraboolne teist jérku 1li-
neaarne vdrrand.

Soojuse levimisel ruumilises keskkonnas on otsitavaks
funktsioon u = u(x,y,2,t), mis n#itab temperatuuri kohal
(x,y,2) ajamomendil t ja soojusjuhtivuse vdrrand esitub
kujul

i uyy +iu - iz Uy .

Soojusjuhtivuse vdrrandi lahendit nimetatakse sagell ka
temperatuurifunktsiooniks, sest ta mééradb temperatuuri mingis
kohas mingil ajamomendil.

§ 2. Soojusjuhtivuse vdrrandi lahendi ainsus
18pliku varda jaoks.

Eelmises paragrahvis me tuletasime vdrrandi

*) Ve 7 Uy
mida pidi rahuldama vardas soojuse levimise protsessi kirjel-
dav funktsioon u = u(x,t).

K#esolevas paragrahvis anname lisatingimused selleks, et
vdrrandi (1) lahend oleks ilheselt méératud 1dpliku varda kor-
ral. Siis vdime véita, et vdrrandi (1) lahendamisel saadud
funktsioon u = u (x,%) on just see otsitav funktsioon, mis
kirjeldab soojuse levimise protsessi vardas.

Levigu meil soojus 13plikus vardas, mille pikkus on 1.
Varras olgu paigutatud x-teljele nii, nagu n#éidatud joonisel
10. Soojuse levimisprotsessi vaatlemisel vardas on muidugi
t#htis, kuidas oli soojus jaotatud vardas protsessi algmomen-
dil t = 0, sest sellest adltub oluliselt soojuse edasise le-
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vimise iseloom. Olgu ajamo—
mendil t = O temperatuuri
H --»X Jaotus vardas antud funktsi-

(4
. ooniga tf(x) (0€£x<€1). siit
saame tingimuse
Joonis 10. ) u(x’o) = y(x).

Tingimust (2) nimetatakse algtingimuseks.
Soojuse jaotus vardas protsessi kéigus sdltub muidugi
ka sellest, kuidas muutub temperatuur varda otspunktides.

S5iit saume nn. rajatingimused
) u(0,t) = f1(t)’ u(l,t) = fz(t))

kus f1(t) ja fz(t) mééravad temperatuuri varda otspunkti-
des aja t funktsioonina.

Osutub, et algtingimus (2) ja rajatingimused (3) mésra-
vad soojusjuhtivuse vdrrandi lahendi juba iiheselt. Selle néi-
tamiseks t3estame enne nn. maksimumi- ja miinimumiprintsiibi
varda jaoks. Vaatleme v&rrandi (1) lahendit piirkonnas
0<x<1, 0£t<T . See piirkond moodustab ristkiiliku xt-
tasandil ja seda tdéhistame Q abil. Selle ristkiiliku kiiljed

on siis antud vdrranditega x = 0,
t

T £ =0, =1 j&a ¢ =1 (vt.
E joonis 11).
i Q olx,t) » Maksimumi- ja miinimumiprintsiip,
; M
(x)le) Soojusjuhtivuse vorrandi (1) iga
[ T R lahend u = u(x,t), mis on méé-
ratud ja pidev ristkiilikus Q,
Joonis 11. omandab maksimaalse ja minimaal-

se védrtuse ristkiliku Q kiil-
gedel t =0, x=0 vdi x = 1.
Loestus. T0estame kdigepealt maksimumi juhtumi. Téhis-
tame téhtedega «, 3,) vastavalt ristkiiliku kiilgi x = 0,
t =0, x=1.
0lgu M funktsiooni u(x,t) maksimaalne vHértus rist-
Welicu @ sees ja m u(x,t) maksimaalne véértus ristkiiliku
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kiilgedel o, s, ). Printsiip véidab, et alati m2 M.
Oletame niiiid vastupidi printsiibile, et antud u(x,t)
korral on M3>m. Olgu sel funktsioonil u(x,t) maksimaalne
viéédrtus punktis (xo,to), 8.t.
M= u(xo,to).

Defineerime funktsiooni
- , e
v(x,t) = u(x,t) + !ZIZE x - xo) .

Funktsioon v(x,t) on pidev, sest u(x,t) on seda eelduse
jéargi. v(x,t) vHdrtus punktis (xo,to) on

v(xo,to) = u(xo,to) = M,

aga tema védrtused ristkiiliku Q kiilgedel «, p,)* on

vix,t)<sm +

M-m2 1
15 S A o ok
Seega ristkiiliku seesmises punktis (xo,to) on v(xo,to) = M,
aga ristkiiliku kiilgedel «, g,y v(x,t)< M. Jérelikult pi-
devuse tdttu v(x,t) omandab maksimesalse viértuse kusagil
ristkiiliku seesmises punktis v&i iilemisel kiiljel t = T. Ol-
gu funktsioonil v(x,t) maksimaalne vidirtus punktis (x1,t1).
See punkt asetseb siis kas ristkiiliku Q sees vdi ililemisel
kiiljel #4 =T,

Kui punkt (x4,t4) on ristkilliku Q sees, siis selles
punktis peab funktsioonil v(z,t) olema maksimum, s.t.

Ygo= 0, vxxso.

Seega

Kui punkt (x1,t1) asetseb ristkiiliku Q {ilemisel kiil-
jel t = T, siis seal vt; 0 olenevalt sellest, kas funkta}—
oonil v(x,t) on seal maksimum v3i ta kasvab piirkonnast Q
vélja. Ulemisel kiiljel t = T vdime vaadelda funktsiooni
v(x,T) kui ilhe muutuja funktsiooni. Temal on punktis x = X,
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maksimum ja sellepdéirast seal

Seega on sel korral samuti
12't = Vxx>0.
a

Vdrreldes saadud vdrratusi omavahel, naeme vastuolu. Sellega
on printsiibi maksimumi juhtum pdhjendatud.

Miinimumi juhu pdhjendamise taandame maksimumi juhule.
0lgu u(x,t) soojusjuhtivuse vdrrandi lahendiks, siis
-u(x,t) on ka lahend. Neis punktides, kus u(x,t) omandab
minimealse vi#rtuse, omandab -u(x,t) maksimaalse viértuse.
Sellega taandupoki miinimumi juhu pShjendus maksimumi juhule.

Tdestatud printsiibi fiilisikaline sisu on jérgmine: soo-
juse levimise ajal vardas ei saa varda liheski seesmises punk-
tis olla kdrgem ega madalam temperatuur kui oli maksimaalne
ja minimaalne temperatuur vardas protsessi alguses ja on var-
da otspunktides protsessi kéigus. Teiste sdnadega: soojus ei
saa kuhju.=. Printsiip kehtib ka ruumilise keskkonna korral.
Pdhjendus on analoogiline, Tdhendab: ka ruumis ei kuhju soo-
jus. Seega nHiteks vOime véita, et toas ei saa iiheski kohas
tekkida kOrgem temperatuur, kui on ahju pinna véi radiaatori
temperatuur, kust tuba saab soojust.

Maksimumi- ja miinimumiprintsiip kehtib muidugi iga rist-
kiiliku jaoks, mille killjed on paralleelsed x- ja t-teljega.
See on n#éha sellest, et vdrrand (1) ei muutu, kui x asendada
muutujaga x+a ja t muutujaga t+b.

T8estatud printsiip vdimaldab néidata, et vdrrandil (1)
vdib antud lisatingimustel (2) ja (3) olla vaid iiks lahend.

Oletame vastupidi, et siiski leidub kaks lahendit wu,(x,%)
ja uy(x,t), kusjuures u; # u, ning mSlemad rahuldevad tingi-
musi (2) ja (3). :

Vaatleme vahet

v(x,t) = uy (x,t) - u, (x,t).

Funktsioos v(x,t) ¢n ka vérrandi (1) lahend ja t#ideh tin-

gimuei:
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kiiljel « v(o,t) = 0,
. R v(x,0) = 0,
" * v(1,%t) =.0.

Seega kiilgedel oy 8,2 on v(x,t) = 0. Maksimumi- ja mii-
pimumiprintsiibi pdhjal on siis kogu ristkiilikus Q v(x,t)=
= 0. Tulemus on vastuolus eeldusega. Seega antud tingimustel
ei saa kahte erinevat lahendit vdrrandil (1) olla.

Tdestatud printsiip vdimaldab samuti néidata, et vor-
randi lahend on pidevas sdltuvuses alg—~ ja rajatingimustest.
Selle néitamiseks vaatleme soojusjuhtivuse vdrrandi mingit
teist lahendit u(x,t), mis rahuldab algtingimust

u(x,0) = p(x)
Ja rajatingimusi
i(o,t) = T,(¢), u(1,t) = F,(t).
Siis rahuldab vahefunktsioon
v(x,t) = u(x,t) - u(x,t)
ka vdrrendit (1) ja téidab tingimusi:
kiiljel p  v(x,0) = ¢ - P,
" o v(o,t) = £4-f5y
G BE 0T

fz—fz.
Erinegu niiid uueq alg- ja rajatingimused endistest vea-
hem kui ¢€>0, s.t. olgu
le- Flce, |z, - Elce, [£, - B¢t
Viimastest vdrdustest jéreldub siis, et
| v(x,0)l<t |v(ost)|ce, [v(1,t)|< €.

Maksimumi- ja miinimumiprintsiibi jérgi on siis kdikjal rist-
kilikus Q
| vix,t)|< e

Julx,t) - 5(x,t),<c.

Seega: kui alg- ja rajatingimused muutuvad vine, muu-
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tub ka vdrrandi (1) lahend viéhe. Oeldakse sel puhul, et vdr-
randi lahend on stabiilne.

Vdrrandi lahendi olemasolu antud lisatingimustel néitame
Jjérgmises paragrahvis.

§ 3. Soojuse levimine 18plikus vardas.

Selles paragrahvis lahendame Fourier' meetodiga jirgmise
lilesande.

Ulesanne. Leida mittetriviaalne lahend u(x,t) vdrran-
dile

) Uyx = iz L)
mis rahuldab algtingimust

) u(x,0) = ?(x) (o< x %1, 1 = varda pikkus)
ja rajatingimusi

3 u(o,t) = 0 wkist) w 0.

Seega lahendame lilesande soojuse levimise kohta 1&plikus
vardas eeldusel, et varda otspunktides on temperatuur kogu
protsessi jooksul konstantne ja vdrdne nulliga. Selle kitsen-
ause teeme seepiirast, et ilildiste rajatingimustega lilesande
lahendamine osutub véga komplitseerituks, kuna Fourier' mee-
tod on otseselt rakendatav ainult llesannete puhul, kus on
nn. null-rajatingimused, s.o. rajatingimused (3). Antud iiles-
ande lahendus mistahes rajatingimuste puhul leidub Tihhonov-
Samarski &pikus.

Vagtavalt kasutatavale meetodile leiame algul erilahen~
did kujul

XT = X(x)T(t).
Arvutame vajalikud osatuletised ja paigutame vdrrandisse (1),

#1l3 saame

4
ey B el




Siin tdhistame konstantse suhte -A> abil, sest kui suhe lu-
geda mittenegatiivseks, siis saame triviaalse lahendi, nagu
juba néigime keele vdrrandi lahendamisel Fourier' meetodiga.
Seega tuleb tegurid X ja T méérata vdrrandeist

4) : "+ )?X = 0,

5) v + 2D = o.

Vorrandi (4) integreerimine annab

X(x) = A cosax + B sinix.

Olgu A=0,B=1 ja A= E%; y 8iis tegur X(x) esitub
kujul
Xn(x) = singfL X
Kuna niiiid Xn(O) = X (1) = 0, siis rajatingimused (3) on ra-
huldatud.
Intregeerime vérrandi (5) valitud A= Ef; korral, siis
saame teise teguri T(t) kujul

nw 2 2
- B
N

Seega oleme saanud lilesandele erilahendi kujul
_(n‘ﬁ' 232 =
un(x,t) =Cpe : sin=y— x,
mis rahuldab vdrrandit (1) ja rajatingimusi (3). Algtingimus

(2) osutub rahuldatuks, nagu ntha vaid kitsal erijuhul, ni-
melt kui on

¢, sin & x = ¢(x), (0gx<1),

mistdttu tuleb lugeda, et erilahendid iliksikult algtingimuse
rahuldamiseks ei sobi.

Moodustame seepéirast formaalselt erilahendite summa

a2 2
oo ol '(T'n” ) a't ~
(6) u(x,t) = u_(x,t) = C.e sinZix .
(x,8) g;1 n\*? §;1 n g

Oletame, et rida (6) ise ja temast 2 korda x-i ja iiks kord
t Jjérgi liikmeti diferentseerimicel saadud read “ocnduvad
iihtlaselt. Siis vdime vdita, et u(x,t) ise ning tema osa=
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tuletised B Ja u, on pidevad funktsioonid, kusjuures
u(x,t) rahuldab vdérrandit (1) ja rajatingimusi (3), sest
reas (6) iga liige rahuldab neid.

Selleks, et funktsioon u(x,t) rahuldaks algtingimust
(2), peab kehtima

og
u(x,0) = 51 cnsingl‘-’—x = y(x)

ja selleks tuleb oletada, et (x) on 18igul [0,1] esitatay
siinusrea kaudu. Sel korral osutuvad suurused cn Fourier!'

kordajaiks
3

(7) Cp = % P(x) sin 21"1‘- xdx.
)

Kéitame niiiid, et rea (6) ja temast liikmeti diferentsee-
rimisel saadud ridade kohta tehtud eeldused on t#idetud. Sel-
leks n#itame, et read

od
(8) Z M 4 ou,
n-1 n=1 ';)xz
on {ihtlaselt koonduvaed, kui O0€x<€l ja t3t 70, kus to on
mingi fikseeritud arv.

Oletame, et algtemperatuur vardas on 1&plik, s.t. et
|p(x)|<M, kus M = const., siis saame

lcnls_%'- dx = 2M.

Olgu b = ( )2. Me v3ime kirjutada

~rBY¥ 2 2
ol [cfen 2 o] @z T
2 2
- bnzo—bn tanZe-bn to’

kus N = 2Mb. Téiesti analoogiliselt leiame, et

iy 2
—,5-5’2-<N' nZe~bn *o




kus K' = eonst. Seega

n,,l’ﬂ’l“‘z <,

kus = nze-bn t o. Rida Z o osutub aga koonduvaks
"~ o=t *n

D'Alembert®i tunnusel, sest

n+1
Us = - lin l(1+%)2e""(2“*1)"<_:_l - 0.

n ~pee

sx'z A,

n=1

n-1

Weierstrassi tunnusel on siis read (8) iihtlaselt koonduvad
vaadeldavas piirkonnas.

Samal viisil v3ib n#idata, et ka rida (6) iihtlaselt
koondub.

Seega, kui ¢(x) on pidev, ositi sile ja o) = ¢(1) =
siis funktsioon cf(x) on esitatav oma siinusrea kaudu ja
funktsioon (6) osutub iilesande lahendiks.

Anname lahendile (6) integraalkuju. Selleks asendame

seal Cn nende integraalavaldistega (7). Saame

X
o 2.2
u(x,t) = ;4'.1[% fs’(;)sm 21’-'-«1;]{(21!) ® tointfx -
o

n=1

[1[ Pt D ml_g],,(,)d?.

Summeerimie— ja integreerimisjirjekorrs vdisime muuta, sest
nurksulgudes olev rida koondub ihtlaselt ; Jjérgi, kut t>o0,
mida on kerge samal viisil n#idata, nagu eespcol ridade (8)
korral oli.

Téhistame

2 ~(E52%2 o nf¥’
G(x,!,t) =7 ’§1 e ‘T sin yx.sin 7-f.

Kasutades saadud funktsiooni G(x,‘,f), vdime lahendi (6) esi-
tade niiiid kujul
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i
®) umyt) = 603t Py ey

Funktsiooni G(x,;.t) nimetatakse hetkelise punkt-soojusal-
lika iemperatuuri méjufunktsiooniks, sest ta kui x-i funktsi-
con kujutab ajamomendil +t sellist temperatuuri jaotust var-
Ao, kKus algmomendil ¢ = O oli temperatuur vdrdne nulliga
3% siis sel samal momendil punkiis x =I hetkeliselt eraldus
teatav hulk soojust.

Néditame seda. Lraldugu punktis; hetkeliselt soojus Q,
mig tingib véikeses plirkonnas xe(f-¢ , yY+¢) temperatuuri
muutuse w\x)>0. lf(x) vdime viéljaspool vaadeldavat piirkon-
da luge:: vérdseks nulliga. Soo;)uae levimiskdik vardas kir-

Jeldub siie funktsiooniga

u (x,t) f G(xis t)?(i) az.

¥t G on pidev funktsicon t >0 korral, siis v8ime valida

fo nii, et on {+c

& B
wb(x,t) = G0t [P17) 0y
-t
“una (?c(x) tdhendab temperatuuri muutust varda osas (§-£,}+t)
isiig integraal

(ﬁc
2y (1) 93,
4
a6gu soojusjuhtivuse vdrrandi tuletamisel nigime @1), tahen-

dab temperatuuri muutust péh;justanud soojushulka. Seega
1,

Q = Cf/f (gl dg:
4" me saame
u"(x,t) = g—g;G(:{, $or )3
Lasten niud ¢g~»0, siis zo"’} Ja me véime kirjutada

A £ - i, A
Ilm u'(x,;t) = E‘;;(;(z,g,t,:,

L0
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kust néemegi, et G(x,;,t) kujutab hetkelise punkt-allika
poolt eraldatud soojuse Q mdju iseloomu vardas, kui punkt-
allikas ise asetseb punktis ge(o,l),

Ulesande lahend (8) kujutab endast siis selliste ilksiku-
te punkt-allikate koosmdju tulemust.

§ 4. Soojusjuhtivuse vdrrandi lahendi ainsus
ldpmatu varda jacks.

Olgu meil antud 1&pmatu varras (18pmatu m3lemas suunas).
Ta asetsegu x-teljel.

Siin huvitab meid kiisimus, millistel tingimustel on soo-
" jusjuhtivuse v3rrandil

1) n, = 12 uy

) 5
lahend u = u(x,t) selle l3pmatu varda jaoks iiheselt mééra-
tud. @ntud juhul =~ece<x< +o¢ ja t20.)

Kdigepealt eeldame, et funktsioon u(x,t) on tdkesta-
tud, s.t.

() | uCx,t)l4n.

Sellega teeme eelduse, et varda temperatuur on kdikjal 18p-
1ik ja ei lleta teatavat suurust M.

Soojuse levimise kéigu uurimisel on muidugi ka siin 18p-
matu varda kerral oluline, kuidae oli temperatuur jaotatud
vardas protaessi algmomendil t = 0. .Olgu temperatuuri jao-
tus vardas t = O korral antud funktsiooni f(x) abil. Siit
saame algtingimuse

3) u(x,0) = P(x) (-eexc+oo).
Kuna u(x,t) on t3kestatud, siis on seda ka y(x), 8.t
{(ﬁ(x)!éb!.

Rajatingimusi praegu ei ean olla, sest varras on l&putu.
Osutub, et tingimused (2) ja (3) méaravad soojusjuhti-
vuse vdrrandi (1) lahenci heselt. GSelle naitamiseks teeme
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kdigepealt iihe jérelduse maksimumi- ja miinimumiprintsiibist,
mille tdestasime paragrahvis 2.

Veatleme piirkonda Q, kus |x|<1, og<t€1l.

Jéreldus. Kui v(x,t) ja V(x,t) on vdrrandi (1) la-
hendid ja kehtibd

v(x,0) £V(x,0), v(F1,t)<V(x1,t),
siis kdikjal piirkomnas Q
vix,t) € V(x,t).

PShjendus. Olgu
vy (xyt) = V(x,t) = v(x,t).
v (x,t) on ka vSrrandi (1) lahend. kelduse jérgi kiilgedel
t =0, x=2%*1 on v(x,t)g<V(x,t), s.t. seal v1(x,t))O. Mak-
simumi- ja miinisumiprintsiibi jérgi (kuna see kehtib iga
rietkiiliku Q korral) on siis kdikjal piirkonnas Q
v (x,£)20, &.t. koikjal Q-s onm
v(x,t)<V(x,t),
millega jéreldus on pdhjendatud.
Oletame niiiid, et v&rrandil (1) on antud lisatingimustel
2 lahendit u,(x,t) ja u,(x,t). Moodustame vahe
v(x,t) = uy(x,t) = uy(x,t).

Néitame, et v(x,t) s 0, mis iitleks, et uy s u, ja see tdes-
takski lahendi ainsuse.

Funktsioon v(x,t) rahuldab vdrrandit (1), on t8kesta-
tud, sest

[v(x,t)] ¢ luy (xyt)] +]uy (x,8) | < 20,
Jja rahuldab algtingimust
v(x,0) = u1(x,0) - uz(x,o) = Q.

Olgu |x])<£1l, s.t. vaatleme vaid neid x-i vidrtusi, mis
on piirkonnas Q.
Moodustame funktsiooni

2
V(x,t) = 51-§ G- + a’t).
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V(x;is osutub ka vdrrandi (1) lahendiks, sest

1
v g—v.
XX a? t

Kiilgedel t = 0, x = ¥1 kehtib:

kiiljel t = o: 2
V(x,0) = %‘2‘» i——; [v(x,o)‘ =

kiilgedel x = T1: V(i1L,t)2 3% + 48 2% > 2mzlv(t1,0)}

1
Eespool tdestatud jérelduse pdhjal on siis k&ikjal ristkiili-
kus Q

V(x,t);]v(x,t)\ .
Seega on meil vdrratus

. d
v(x,t)|¢ M & + aat).
\;2 3

Olgu x,t fikseeritud ja laseme 1 —»es , sgiis viimases vdr-
ratuses léhenedb parem pool nullile ja me saame antud fiksee-
ritud =x,t korral

v(x,t) = 0.

Kuna x,t vdivad suvalised olla, siis ongi néidétud, et
v(xyt) = 0 iga x,t korral. Seega uy = uy, millega lahendi
ainsus on néidatud.

Lahendi ainsuse tdestamisel eeldasime, et |u(x,t)|&M.
Osutub, et kui see tdkestatuse ndue &ra jétta, siis .vdrrandi
(1) lahend ei ole enam iiheselt méiiratud. Seega tingimus (2)
nagu asendaks rajatingimusi, mis esinesid 18pliku varda kor-
ral. T

Néitame veel, et vdrrandi (1) lahend on pidevas s&ltuvu-
ses algtingimusest (3). Vaatleme selleks veel teist vdrrandi
(1) lahendit u(x,t), mis rahuldab algtingimust

u(x,0) = P(x).

Moodustame vahe
v(xyt) = u(x,t) - E(th)v

siis
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v(x,0) = f(x) - p(x).
Olgu antud €»0 korral (f-?l“‘— s 8.t. |v(x,0)}4€. Moodusta-
me funktsiooni V(x,t) +&, kus V(x,t) defineerime sama--
sugusena, nagu oli eespool.
Ristkiiliku Q kiilgedel t = 0, X = =1 kehtib
V(x,t) +6 > [v(x,t)

(pdhjendada iikeikasjalikult!l). Eespool olnud jérelduse pSh-
jal kehtib see vdrratus siis kodikjal piirkonnas Q. Seega on
meil vdrratus .

2
]v(x,t)|$§-§ (;— + azt) +.

Olgu x,t fikseeritud ja laseme 1 —»es , siis saame
[v(xyt)l<e
ehk
Iu(x,t) - u(x,t)|<e iga x,t korral.

_ Seega, kui algtingimus muutub véhe, siis muutub ka vdr-
randi lahend v&he, st. et antud tingimustel on soojusjuhti-
vuse vdrrandi lahend stabiilne.

Soojusjuhtivuse vdrrandi (1) lahendi olemasolu antud

tingimuetel ndeme jérgmises paragrahvis vdrrandi tegeliku la-
hendamise teel.

$ 5. Soojuse levimine 1ldpmatus vardas.

Soojuse levimise uurimisel 1dpmatus vardas me kohtume
huvitavate teoreetiliste momentidega. Alljlirgnevas késitleme
méningaid neist. Tiiipiline ililesanne, mis seatakse ldpmatu
varda jaoks, on jérgmine.

Ulesanne. Leida tdkestatud funktsicor u(x,t) (kus
-w¢X<+oe ja t 20), mis rahuldadb soojusjuhtivuse v3rrandit

(1) cugy =ty u, ki t>0,
. a
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ja algtingimust

2) u(x,0) = 30(:) (o0 < x<c+00),

Sellist iilesannet nimetatakse Cauchy' ililesandeks, sest
8iin puuduvad rajatingimused. Eelmises paragrahvis négime, et
sellisel ililesandel v3ib olla vaid iiks lahend.

Ulesande lahendamiseks kasutame Fourier' meetodit. Leia-
me esialgu erilahendid kujul

XP. = X(x)T(t).
Paigutame sellise erilahendi vérrandisse (1), siis

X" 1
= = C (c = t
=z "o (e =conat),

kust saame tegurite X ja T mééramiseks vérrandid
(&) X" - eX = 0,
4) . 1" - ca®r = 0.

Siin jéllegi voib olla ¢>0, ¢ =0 ja c< 0. Niditame, et
me iilesande fiiisikalise sisuga sobivad kokku vaid lahendid,
kus c 0. Selleks lahendame vdrrandi (4), saame

2
T(t) = ce®® ¢,

Kui ¢ >0, 8iis t =—9o0 korral T — +02 , s.t. erilahend
XT —» +o0 ja me jOuaksime vastuollu maksimumi- ja miinimumi-
printsiibiga. Seega tuleb vdtta c¢ = -AZ. Lahendame sel eel-
dusel v3drrandi (3), saame

X(x) = 4,coshx + Bysinkx.

Kuna antud iilesandes r=jatingimusi pole, siis jédb N
fikseerimata.

Clgu A, = cos)\g g B= 8iniy
(giin 3 on mingi nurga viiéirtus), siis v3ime kirjutada

X(x) = coeA(x =% )5

Seega saame 18plikult erilahendi kujul
(kus C = 1)
i —-Azazt
XT =@ cos A (x -3).

usjuhtivuse vdrrandit (1) iga
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Ja g korral, aga ei rahulda iildiselt algtingimust (2), sest

tunktsioon ((x) on antud. Algtingimus (2) ¥dib olla rahul-
datud vaid Juhuslikul kokkulangemisel, s.o. kui

p(x) = cosr(x-}),

seega teatava temperatuurijaotuse korral vardas.

Lépliku varda puhul avaramatel eeldustel algtingimuste
rabuluamiseks me moodustasime kdigi erilahendite XT summa,
mis oli vdimalik X valiku t&ttu sdltuvana indeksist n. Kées-
oleval juhul pole aga meil X\ fikseerimiseks mingit alust.
Andes A-le erinevaid véartusi Ays Ny +-., saaksime ka
eiin moodustada erilahendite summa. Kuid seda ei ole otstar-
bekonane teha, sest siis jédks osa erilahendeid arvestamata
ja algtingimuse rahuldamiseks tuleks funktsioonile p(x) sea-
da mitmesuguseid lisakitsendusi. Kuna meil erilahendis A ja
? voivad olla mistahes, siis on loomulik vdtta summa asemel
integrasl. Sellepérast defineerimegi iilesande lahendi kujul

+oo 4+

nlx,t) = %/;KK)IXT dA d3-
-0 o]

iltame, et seliine u(Xx,t) eksisteerib ja ranuldab vér-
randit (1). selleks niétitame kdigepealt, et sisemine integraal

/ AT dA }+~ ¥a tcns A\x—g)dh

eksisteerib. Kasutame siin tuntud integraalvalemit
4 2

(5) o2 2 & 112

SO ARA N 4
[ e .Ou.\p‘i A g

)
(N&éidata selle kehtivustl) Valemi (5) abil saame

/“" e LEEJQE

XTdA - e 4a™ ¢

2441;

Saadud funktaioon rahuldab vdrrandit (4} t> O korral,
sest integraalizaiune funktsioon XT rahuldab ja me vdime funkt-
siconi XT pidevuse t3ttu diferentseerida x-i ja t jérzi
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integraali mérgi all.
Seega vdime kirjutada

Lk
+00 5 §;i]2
(6) u(x,t) = i I—ﬂn—e i dy .
: Zaﬁ‘n ﬁ- ;

Néitame niiid, et u(x,t) eksisteerib. Selleks teostédme
integraalis (6) muutuja vahetuse

; = X + 2a J?'q.

Siis di = ZaJ:dq ja me saame
+ o0

¢)) u(x,t) = T%—_jjx + Zaft'?) e-!zdz.
Seega
+00
a1 5 x-2al Py -
’ ST % ? n
1 (g2
<M ﬁ—_ e d! = M,
sest

1 (g
F-j e dbz =1,

-oo

mida néeme integraalvalemist (5), vdttes seal « =1 jJa B= 0.

Integraalis (6) voéime =x-i ja t Jérgl diferemtseerida
integraali mérgi all, sest integraalialune funktsioon on pi-
dev. Kune viimane rahuldab vdrrandit (1), siis rahuldab vor-
randit (1) ka u(x,t). :

Niiid on n#ha, et defineeritud u(x,t) on lilesande la-
hendiks; ta rahuldab vdrrandit (1) ja algtingimust (2), sest
t = 0 korral, nagu avaldisest (7) n#ha, saame

1 ”2.22
4(210) = p() gf o Tag = g0

Jééb veel vaid néidata, et saadud lahend u(x,t) léheb
pidevalt iile algtingimuseks, s.t. et iga €>0 korral leidub
kuitahes vwéiike &0, et kehtib
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I=ulx,t) -¢x)|ce, kui t<3.
Voime kirjutada
I = |u(x,t) - u(x,O)[ =

Tl—/[?(x+ 2a \Ep) -‘f(x) ’Ia?‘
N 4N e
L[ [ e,

sest Hdrmised integraalid kiillalt suure N korral saavad kui-
tahes vidikesteks Y(x) tdkestatuse tdttu, aga keskmise in-
tegraali v&ime teha kuitahes véikeseks sobivalt véikese ¢t
valikuga, kuna vahe

lf(x + ZaJT?) - V(x)l
l#heneb nullile t —> 0 korral funktsiooni V(x) pidevuse
tdttu. Funktsioon ?(x) on pidev, sest u(x,t) on pidev ja
u(x,0) = y(x).

Sellega oleme antud llesande téielikult lahendanud. Saa-
dud temperatuuri funktsioon u(x,t) kirjeldab soojuse levimi-
se k#diku 1dpmatus vardas.

Vaatleme niiid, kuidas levib soojus ldpmatus vardas. Ole~
tame, et protsessi algmomendil t = 0 on temperatuur ?(x)
kbikjal v8rdne nulliga peale vahemiku (a,p), kus ta olgu po-
sitiivne. Siis esitub iilesande lahend (6) kujul

=
u(x,t) a\ff \r,
Olgu niilid t> 0, kuid kuitahea viike ja vdtame x hésti
suure, s.t, vaatleme varda kiillalt kauget punkti. Selle punk-:
ti jaoks annab viimane valem temperatuuri u(x,t)> 0, sest
integraali all on positiivne funktsioon. Seega kui protsessi
algmomendil t = O oli varda temperatuur nullist erinev vaid
vahemikus (d,P), siis jérgneval ajal, s.o, t > 0 korral
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varda kuitahes kauges punktis on temperatuur juba nullist
erinev. See litleb sedd, et 13pmatus vardas levib soojus sil-
mapilkselt.

Tulemus on véga kummaline, kuid antud juhul on ta para-
tamatu. Véga vdimalik, et me siin kasutame 1ldpmatuse mdistet
vidralt vdi oleme iilesande seadmisel teinud eeldusi, mis te-
gelikkuses aset ei leia. Uks selline eeldus on vdib-olla 1lop-
matu varras ise.

Yoo BAP DA CHENT - VilR RA XD

Elliptilised v&drrandid esinevad mitmesuguste stabilisee-
runud protsesside matemaatilisel uurimisel, s.o. protsesside
uurimisel, mille iseloom ei sdltu enam ajast. Nii taanduvad
elliptiliste vdrrandite vaatlemisele fiiiisikalised iilesanded,
mis on seotud elektrostaatiliste, iildiselt potentsiaalide
viljadega ja soojuse levimisega statsionaarses soojusvéljas.

Kéesolevas peatiikis vaatleme mdningaid iilesandeid seoses
Laplace'i vdrrandiga

ey T uyy = 0,

mis on lihtlasi ka lihtsaim elliptiline vd&rrand.

§ 1. Dirichlet' esimene rajaiilesanne.

Kéesolevas paragrahvis anname harmooniliste funktsiooni-
de mdiste, defineerime Dirichlet' I rajaulesande ja néitame
viimase lahenduvuse ainsust, oletades lahendi olemasoclu.

Harmooniliste funktsioonide mdiste on seotud Laplsace'i
vérrandiga. Laplace'i v3rrandiks funktsioonile u = u(x,y)
nimetatakse v&rrandit

et 1 e



1) Upy + Ryy = 0
ehk vdrrandit
au = 0,

kus 4u = Ryt uyy. Nagu ndha, on Laplace'i vdrrand teist
jlirku lineaarne osatuletistega vdrrand ja on kdige lihtsam -
elliptiline v&rrand.

Nagu juba mérgitud, kirjeldavad elliptilised v&rrandid
mitmesuguste fiilisikaliste protsesside stabiliseerunud seisun-
deid. Vaatleme siin iihte sellist protsessi, mis toob Laplace'i
vorrandi juurde.

Eelmises peatiikis négime, et soojuse levimise uurimine
Bhukeses plaadis toob meid v3drrandi

2) Upy + Uy = iz u,

Juurde. Siin on otsitavaks ta-peratuurifunktaioon u = u(x;y,%),
mille viértused néitavad temperatuuri plaadis punktis (x,y)
ajamomendil t. Erijuhul vB8ib aga soojuse levimine plaadis
saavutade niisuguse seisundi, et plaadi igas punktis on kons-
tantne temperatuur kogu protsessi jooksul. Niisugusel juhul
teldakse, et temperatuuri jaotus plaadis ehk lihtsalt plaadi
soojusvili on statsionaarne. Temperatuurifunktsioon

u = u(x,y,t) ei sdltu siis ajast t ja me v@ime ta kirjuta-
da kujul u = u(x,y). Sel korral u, = 0 ja vdrrand (2) muu-
tub Laplace'i vdrrandiks (1). Seega, kui temperatuuri jaotus
plaadis on statsionaarne, siis temperatuurifunktsioon rahul-
dab Laplace'i vdrrandit. Laplace'i vdrrandi lahend osutub,
nagu ndeme, vaid kohafunktsiooniks.

Anname niiid harmoonilise funktsiooni mdiste. Olgu xy-ta-
sandil antud mingi 18plik piirkond G, mis on piiratud joone-
ga . Joont [ nimetatakse piirkonna G rajajooneks. Funkt-
siooni u = u(x,y) nimetatakse harmooniliseks piirkonnas G,
kui ta on selles piirkonnas pidev ja rahuldab Laplace'i vor-
randit (1).

Tulpiliseks lilesandeks elliptiliste vdrrandite korral
on jErgmine ulesanne.
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Dirichlet' I rajaiile ». Olgu piirkonma €& rajajoo-
nel médretud funktsioon £, mille vi#rtused muutuvad pidevalt
piki rajajoont (s.t. f <¢lgu pidev rajajoonel). Leida funkt-
sioon u = u(x,y), mis on harmooniline piirkonna G sees - ja
mis omandab rajajoonel [ etteantud viiirtused f.

Sisuliselt tHhendab defineeritud ililesanne seda, et tuleb
leida kinnises piirkonnas G = G +[ pidev funktsioon
u = u(x,y), mis rahuldab selle piirkonna sees Laplace‘'i v&r-
randit ja mis rajajoonel | langeb iihte seal miératud pideva
funktsiooniga f.

Olgu mérgitud, et iildiselt elliptiliste vdrrandite kor-
ral on olulised just pidevad lahendid, sest stabiliseerunud
protsessid kirjelduvad selliste lahendite abil. (Vt. léhemalt
Petrovski Spikuet 1lk. 209.)

Dirichlet' iilesande fiilisikalist sisu v3ib illustreeride
Jjérgmise néitega. Olgu piirkonnaks G xy-tasandil asetsev
Shuke limbritsevast keskkonnast isoleeritud plaat Jja funktsi-
oon f midraku temperatuuri selle plaadi servadel. Siis seis-
neb Dirichlet' iilesanne selles, et leida funktsioon u=u(x,y),
mis mé#raks plaadi, seesmistes punktides (x,y) kujuneva tempe-
ratuuri jaotuse, *

Dirichlet' iilesande lahendi ainsuse néditamiseks tdestame
jérgmise teoreemi.

Maks - ja miinimumite m, Kui harmooniline funkt-
sioon u = u(x,y) on pidev piirkonnas C =G+, siis tema
vitirtused selle piirkonna sees ei saa o0lla suuremad maksimaal-
sest vidrtusest rajajoonel 5 Jja viiksemad minimaalsest vidr-
tusest rajajoomel r

Tdestus. Olgu funktesiooni u(x,y) maksimaalne védirtus
rajajoonel [ tBhistatuad tdhega m ja piirkonna & sees té-
hega M. Valirtus M olgu punktis (xo,yo), g.t. M= u(xo,yo

Oletame vastuviditeliselt, et siiski M > m. Defineerime
funktsiooni

Do

M- 2 2
v(x,y) = u(x,y) + Edj'm l:(x"xo) o (Y‘}’o)] ’
kus d on piirkonne & suurim lébimddt. Piirkonna G iga
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seesmise punkti (x,y) korral on
2 2
[(x-xo)2 + (y-vo).J<d )

sest vdrratuse vasak pool kujutab endast punkti (x,y) kau-
guse ruutu piirkonna seesmisest punktist (xo,yo). Funktsi-
oon v(x,y) on pidev, sest u(x,y) on seda eelduse jérgi.
Piirkonna G seesmises punktis (x53¥,) on

v(xsyo) = ulx,,y,) = M.

Kui aga punkt (x,y) asetseb rajajoonel, siis seal on

v(x,y)<m + T a !z"'!ﬂl.

Seega kogu rajajoonel [ on v(x,y)<M, aga iihes seesmises

punktis (xo,yo) on v(xo,yo) = M. Kuna funktsioon v(x,y)
on pidev, siis peab tal olema maksimum kusagil piirkonna e
seesmises punktis (x1,y1). Selles punktis on siis v__<0,

vyy £0, s.t.

xx

¥k vyyéo.

Vahetult funktsiooni v(x,y) definitsioonvalemist aga saame

v + Vv =u__ +u + 2 e 2 Mon
XX Yy XX Yy dz a2 .
kust M>m t8ttu
0.
Vg 'yy>

Vdrreldes seda vdrratust eelmisega, néeme vastuolu. Sellega
on teoreemi esimene osa, mis kéis maksimumi kohta, tSestatud.
Rakendades niiiid sama mdttekdéiku harmoonilisele funktsioonile
-u(x,y), saame miinimumi osa taandada t&estatud maksimumi ju-
hule. Sellega on teoreem tdestatud.

Nagu néeme, on tdestatud teoreem véga analoogiline ees-—
pool olnud maksimumi~ ja miinimumiprintsiibiga. Kui arvestada
seda, et paljud fiilisikalised ililesanded soojusjuhtivuse vdrran-
di kohta erijuhul taanduvad Laplace'i vdrrandi vaatlemisele,
siis on selline analoogia arusaadav.
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Tdestatud teoreemist jéreldub kohe Dirichlet' {ilesande
lahendi ainsus. Oletame, et lilesandel on siiski 2 lahendit
u1(x,y) ja uz(x,y). Siis vahe

v(x,y) = u (x,y) = uy(x,y)

on ka harmooniline funktsioon, kusjuures ta vdrdub nulliga
rajajoonel [, sest seal u, Jja u, védrtused langevad iihte
ilesande tingimuste kohaselt. Seega v(x,y) = O rajajoonel
[. Tdestatud teoreemi jérgi on siis k&ikjal piirkonnas G
v(x,y) = 0, s.t. u, = u, Jja lahendid langevad iihte.
Néditame veel, et Dirichlet' I rajaililesande lahend
u = u(x,y) on pidevas sdltuvuses rajafunktsioonist f£. O0l-
gu funktsioon u Dirichlet' ililesande lahendiks, mis rajajoo-
nel [ 1langeb iihte rajafunktsiooniga ¥ . 0lgu k&ikjal ra-
jajoonel |f - Fl<e, s.t. rajajoonel [ olgu |u-ul<t Kuna
vahe u - U on ka harmooniline funktsioon, siis maksimumi-
ja miinimumiteoreemi jérgi'koikjal piirkonna G sees on

|u = ul<e,

Seega, kui rajafunktsioon muutub véhe, siis muutub ka Di-
richlet' iilesande lahend viéhe. Sel puhul Seldakse, et Dirich-
let' I rajaililesanne on konkreetselt seatud.

§ 2. Dirichlet' I rajaiilesande lahendus ringi jaocks.

Selles paragrahvie lahendame Dirichlet' I rajaiilesande
Juhu jaoks, kui piirkond G kujutab endast ringi R, milie
keskpunkt on koordinaatide alguspunktis. :

Olgu xy;taaagdil asetseva ringi R rajajooneks ring-
joon x" + y~ = a", mille raadius on seega a. Liéhme lile po-
laarkoordinaatidele, vdttes polaarteljeks x-telje ja poolu-
seks koordinaatide alguspunkti, saame

X = fcosf y ¥ = esin? ’
kus ¢ on polaarraadius ja 4 polaarnurk. Siis esitub ring-

joone vdrrand kujul 9 = a. Kinnist ringi R téhistame R

abil.
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Avaldame Laplaece'i v&rrandi polaarkoordinaatides, saame
1~ 1
(1) A“'“ﬂ’"'{“}"g?“‘[f 0,

kus u = “(?Nﬁ)° (Pshjendada vdrdus (1)). Dirichlet' iilesan-
des loeme rajafunktsiooni f nurga ¥ funktsiooniks f(f),
siis esitub lilesande rajatimgimus kujul.

(2) u(e,p) = £(p).

Niilid, véime sdnastada dehlet' I rajaiilesande ri
Jagks: leida funktsioon u = u(g,f}, mis on harmooniline rin-
gi R sees ja rahuldab rajatingimust (2).

Selle iilesande lahendamiseks kasutame Fourier' meetodit,
mis t#nu polaarkoordinaatidele osutub siin hideti rakendata-
vaks. Vastavalt meetodile valime esialgu lilesandele erilahen-
did kujul

€)) up, ) = R(EINp),

kus R on vaid g Jja ? vaid y funktsioon. Arvutame vajali-
kué osatuletised ja paigutame vdrrandisse (1), saame

R"% + E} R'P + é—z Rp" = O
ehk

n " ,
e o il

5iin téhistame konstantse suhte -1\2 abil, sest see suhe el
saa olla positiivne, kuna siis tuleb erilahend u(g,nf), mis
ei saa rajajoonel omandada pidevalt muutuvaid véértusi, sest
samade punktide (n,y) = (ay ¢+ 27) korral on siie u(a,y) ¥
# u(a, p+ 27) (Néidata sedal)

Seega oleme tegurite R ja®Pmélramiseks saanud v&rran-
did

) o+ 2o =0,

&y 9212" + PR' - R = 0.

Vdrrandi (4) integreerimisel saame
°I°(*f) = A coa?«f + B sindY.
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Kune meil iga ¢ Jja ¢ korral kujutavad punktid (9,50) ja
(?, ¢+ 2%) iihte ja eama punkti, siis funktsiooni u(f,f)
pidevuse tdttu peab olema

u(?s P+ 2m) = u(f:‘f) 3
ehk (3) p3hjal on see samaviidrne tingimusega
P(p+ 2m) = P(p).
Seega %(p) peab olema periocodiline perioodiga 27 . Valime
A=n (n=0,1,...), siis on see ndue tiidetud ja tegur P(¢)
esitub kujul y
(Pn(cf) = Ajcosng + B, sin ng .
Integreerime niiiid vdrrandi (5), vSties seel A= n, siis
saame :
ezﬂ' *PRY = ngR'- 0.
Viimane vdrrand kujutab endast Euleri vafrandit.Ja selle eri-
lahendid esituvad kujul R = yf s kus [« tuleb sobivalt méi-
rata. Arvutame tuletised’ R' ja R" ning paigutame nad vii-
mati kirjutatud vérrandisse, siis saame pérast lihtsustamist
u=%n (n>»0).

Seega on vdrrandi sdltumatud erilahendid en Ja 9"“ ning

iildintegraal esitub kujul
R, = 9 ¥ B
Peame vdtma D = 0, sest erilahend 9"" on katkev koordinaa-

tide algpunktis. Olgu veel C =1, siis vdime erilanendi (3)
kirjutada kujul ¢ k

u,(gyyp) = p"(4, cos np + B sin ny).

Saadud erilahend u, (P,¢) rakuldab vorrandit (1) = on
pidev, s.t. on harmooniline funktsioon. Rajatingimuse rshul-
damiseks nczed erilahendid uv](?,'f) tiksixult ei sobi, kuna nad
rahuldavad rajatingimmst vaid sellisel erijunul, kui

f(f) = an(ﬁmcoanf + B sinng : 18
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Votame erilahendite summa
u(psy) = Azzu“(?'f) - Ez;gn(AncosnY + B sinng).

Oletume,et see rida ise ja temast liikmeti diferentseerimisel
2 korda p Ja ¢ jérgi saadud read koonduvad iihtlaselt. Siis
u(g,f) on pidev funktsioon ja rahuldab vdrrandit (1) ehk tei-
siti deldes u(f,?) on siis harmooniline funktsioon.
Rajatingimuse (2) rahuldamiseks peab kehtima tingimus

u(a,p) = nfosn(lkncoeny’ + aninny) = £(p).

Oletame, et f(?) on esitatav oma Fourier' rea kaudu:
o0

£(p) = ;2 * z;aﬁ‘neosnx + A,8innx),

kus  « , A, on funktsiooni f£(y) Fourier' kordajad. Vdrrel-
des mdlemaid ridu, ndeme, et rajatingimuse rahuldamiseks tu-

leb valida .
oo dn fn
AO o5 et An‘- ;I-l- ’ Bn = :ﬁ (n>0)

ja funktsioon u(f,q) tuieb kirjutada kujul
(6) u(g,?o = ;2 + 551(§)nQuncoan7 + Pnsinnp).

Kui niiiid p=a siis valemist (6) saame

u(a,p) = f(?)'
Seega osutub tehtud eeldustel funktsioon (6) vaadeldava iiles-
ande lahendiks.

Néitame 18puks, et kdik tehtud eeldused rea (6) kohta
osutuvad tHidetuks, kui funktsioon t(y) on pidev ja omab
pidevat tuletist.

Olgu f(y) pidev koos oma tuletisega, siis nagu teame,
on f(?) esitatav oma Fourier' rea kaudu, kusjuures tema
Fourier' rea kordajate “ny Pn absoluutvidrtustest moodusta-
tud rida koondub, s.t.
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2 (4l 140 -

Niiid on kerge veenduda, et rida (6) koondub iihtlaselt
ringis R. Tdepoolest

51 l(g)n(-zncosm, + pnsinn\[’)l £

of
o ) (|, | [cosmp] + [yl [stnngl) &
£ (gl + 12400

ja Weierstrassi tunnusel koondub rida (6) intlaselt ringis
R ja seepdrast kujutab rea summa “(f"f) seal pidevat funkt-
siooni.

Nditame niiid, et rida (6) v&ib liikmeti diferentseerida
¢ jérgli ringl R sees. Diferentseerime néiteks rida (6)
liikmeti k korda (f jérgi, saame rea

e 2k
) £, i np-
Voime kirjutada, arvestades, et [o | + [gnldl,

22 | ok o0
2 lope e PISE @5 g D¢

n=1

Kuid viimane rida koondub 0'ilembert'i tunnusel, sest

(f_’)n+1 &
11mL_LIﬂ)_ - Iimt 1+ l)k 2T
n-yo0 (ﬁ)n nk naew 2 R B
a

Seega rida (7) koondub siis iihtlaselt 9 ja ¢ jérgi, kul

f Sf’an’ kusa Yo N (4 mingi fikseeritud viéartuc.
Tiiesti analoogilicelt voime néidata, et rida (b) voib

liikmeti diferentseerida ka (4 jérgi kuitahes palju kordi.
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Saadud rida dsutub ikka iihtlaselt koonduvaks ringi R sees,
kus f“’o <a.

Seega oleme saanud jérgmise tulemuse: kui rajafunktsioon
£(¢) on pldev ja omab pidevat tuletist, siis rida (6) osutub
Dirichlet' I rajaiilesande lahendiks ringi R Jjaoks.

Olgu ldpuks mérgitud, et funktsiooni u(e,\f‘) pidevuse
tdttu kehtib ringis R

;i: u(esp) = £(9),

8.t. iilesande lahend léheb pidevalt iile rajatingimuseks.

§ 3. Poisson'i integraal.

Kéesolevas paragrahvis anname Dirichlet' I rajaiilesande-
le ringi jeoks lshcndi integraalkujul.

Kelmises paragrahvis me saime vaadeldavale iilesandele
eeldusel, et rajafunktsioon f(y) on pidev ja omab pidevat
tuletist, iahenai kujul

1) u(y. 1’) = ;9- + ,12.1 (g_)n(.(ncogn? & ﬁns‘tnn?)’

kus o, A on funktsiooni f(p) Fourier' kordajad:

Ay = ;rf(x)cosnx dx (o =0,%,es)y
S8 .
ﬁn jf(x)sirmx ax hes 1;2,08)%

Rida (1), nagu négime, koondub iihtlaselt ringis R(p<a).
Teisendame lahendi (1) integraalkujule. Selleks asenda-
me avaldises (1) suurused r An nende integraalavaldiste—
ga, saame
u(y ¢ = If(x)dx +
W -
o9
+3 2‘_ [
* ¥ 5 (E) f(x)(cosnxcosn, + sinnxeinn?) dx.
-0
-100-



Vahetame summeerimise ja integreerimise jérjekorra, mis on
lubatud rea iihtlase koonduvuse tdttu, saame

ulp,p) = %f £(x) | 1+2 02:‘- (%)ncoan('{-xﬂ ax.

: nai

Leiame integraali all nurksulgudes oleva rea
1+ Zg (g)ncosn((f—x)

summa P(g’,«f,x). 0Olgu lihtsuseks § = t. Arvestades Euleri

valemit
Soeai » o0t g JTNE

vdime §<a korral kirjutada

P(g,'f,x) =1+ 2 1'§1tncaen('f-x) =

Ee-i(y x}-]

= 1(¢-x)In
=1 t
A L
Olgu p = tel@X) ja g 2 ge”1E-7),
siis |p[<1 ja [q[¢1, sest t<1 ja |ei"'l = 1. Seega

nx1

&2 n & n
P(g,f.x) =1+ 3p +2.9q
n=1 n=1
1 1 1-pq
BRE R I B Ie e

=

2
1=t
1—1;[e1(i anl e_l(?-x)_]+ £
kust saame 13puks, kasutades jélle buleri valemit, et
a2 _fz
az—z,xa cos(y-x) + ?2

Seega funktsioon u(p,p) esitub kujul
f’ 14

(2) P(f:‘f;x) »

-2
a“-2pa cos(r-x) "'f

u(f f? > f(x) 2
—7
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ehk liithidalt T
3) “(f"f) = Jf(X) P(y,kf,x) ax.

Integraali (3) nimetatakse goisaoni integraaliks ja suu-
rust (2) Poissoni tuumaks.

Poiseoni integraal p<e korral rahuldab Laplace'i vor-
randit, sest ta kujutadb rea (1) summat, mis rahuldas Laplace'i
vdrrandit. Kui ¢= a, siis (3) kaotab mdtte, kuid iga f
korral Poissoni integraalis

lim u(p,p) = £(¢),
f"a

sest rida (1) oli pidev kinnises ringis R.
Seega vdime Dirichlet' I rajaiilesande lahendi ringi jaoks
‘Poissoni integraali kaudu esitada Jérgmisel kujul

v
Hif(x>P(f:st)dx9 kui §< a,

u(fﬂf’) " i
£(p), kui ¢ = a.

Poissoni integraali tuletamisel oli eeldatud, et raja-
funktsioon f(¢) on pidev ja omab pidevat tuletist. Néditame
niiid, et Poissoni integraal osutub Dirichlet' I rajaiilesande
lahendiks ringi jaoks ka siis, kui f(f) on vaid pidev.

Olgu f(§) pidev. Meil on vaja néidata, et funktsioon
u(?,¢), mis on antud avaldisega (3),

1) rahuldab Laplace'i vdrrandit < a korral,

2) rajajoonel e=a on u(a,9) = £(¢) ja ;1m ulp,¢) =

-3

= f(y), 8.t u(g,?) léheb pidevalt lile rajatingimuseks.
Vaatleme neid kiisimusi sellises jérjekorras.
1) Poissoni tuum P(g,y,x) pca korral rahuldab Laplace'i

vdrrandit, sest kehtib
1
P =
AR(e,Py%) = By + g By * T By O
mida v&ib vahetu arvutamiee teel kontrollida. V8ib ka vastu-
viiteliselt tdestada. Oletame, et AP(f,Y,x) on mingis punk-
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tis (PO’ %) nullist erinev. Pidevuse t3dttu selle punkti tea-
tavas viikeses limbruses siilitab AP(p,p,x) mérki. Valime
niiiid pideva ja pidevat tuletist omava rajafunktsiooni F(p)
nﬁ‘, et ta on kdikjal vdrdne nulliga peale vaadeldava Yo umb-
ruse, kus F(y) s#ilitagu mérki. Siis
¥

(g, 9) = 73 ) FOOR(e,¥,x)dx
on harmooniline funktsioon eelneva pdhjal, kuid punktis
(por %) om V

AE(S’)‘P) = %‘; Zf(x)AP(f,‘f’x)dx #0,

mis n#itab vastuolu. Seéga peab kdikjal vaadeldava ringi sees
olema AP(p,f,x) = 0. Siit néhtub, et u(p,p) rahuldad Lap-
lace'i vdrrandit §><a korral, sest siis

u(f p) = ;f(x)AP(f,tf,x)dx = Q.

2Y Siikne mkteinantse Jabs {fk(?)} y kus funktsioonid
fk(\f) on pidevad ja omavad pidevaid tuletisi. Kcondugu jada
(*(p)} intlaselt funkteiooniks f£(§). Olgu iga £,(p pi-
richlet' lilesande rajafunktsiooniks ringi R jaoks. Siis
vodime Dirichlet' {ilesande lahendi uk(f’w kirjutada iiles
Poissoni integraali abil

$as ﬁ[fk(x) P(f,f,x)dx, kui p< a,
u, (o,p) ={ ¥
e fk(f’)’ kui p =-a,

kusjuures uk(ft,tf) on ise pidev kinnises ringis R.
Jada {fk(tp)} ihtlase koonduvuse t3ttu vastavalt igale
€>0 vdime leida k> K, et kehtib

| £CP) = 21, ,(P] <o

iga p = 1,2,... korral. Seega muutub kiillalt suure k kor-
ral rajatingimus lleminekul funktsioonilt fk(tf) funktsioo-
nile fk* (uf)) absoluutvéértuse poolest vihem kui ¢ .
Kuna aga Dirichlet' iilesande lahend on pidevas s&ltuvuses
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rejafunktsioonist (vt. §1), siis vastavate 1ahendite u (9 2]
(psy) korral ka kehtib

[uyCpsp) = w, @ <2,
kui k>K iga p = 1,2, ... korral kogu vaadeldavas ringis
F. viimane vdrratus iitleb seda, et jada {uk(y,yj}koondub iiht-
laselt mingiks funktsiooniks u(f,y), 8.t

u(gs$) = lm u (@,p) =

J8 My

~ iim jfk(x) P(¢» f,x)dx.

Jada [ f (p)} uhtlaee koonduvuse t5ttu voime piirile min—
na integraali mérgi all, sa?me

“(f 'f) = %If(x) P(y,f,it)dx,
kui p< a. Seega jada {Pk(f’V)} piirfunktsioon u(P,Y) on
scesama, mida vaatlesime 1) all. Kuna aga funktsioonid “k(f ?)
olid pidevad ringis R, siis sama kehtib ka “(f’Y) konta.
Saame

a(arp) = 1im uy(a,y) = lim £,(p) = £(p)

Lp W

Seega vaadeldav u(f,y) on pidev ringis R, omandab ra-
jajoonel antud véértused f(?) ja léheb pidevalt iile rajatin-
gimuseks. Sellega oleme kokku néidanud, et Poissoni integraal
(3) mistahes pideva ja perioodilise perioodiéa 2% funktsi-
ooni f(y) korral cn Dirichlet' I rajaiilesande lahendiks rin-

gl R Jaoks.
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§ 4. Harmooniliste funktaioonide  omadused.

Harmooniliste funktsioonide omaduste selgitamisel kasu-
tame jérgmist asjaolu: kui funktsioon u(x,y) on harmoonili-
ne mingis kinnises ringis R, siis v&ib teda selles ringis
esitada Poissoni integréali kaudu. Néitame seda.

Olgu antud mingi‘rihg R, mis on piiratud ringjoonega
¢ = a. Funktsioon u(f,y) olgu harmooniline kinnises ringis
R. Selle eeldusega asutub u(r,?) pidevaks ringis R ja j&-
relikult omandab’ ringjoonel g=3a teatavad vidértused, mis
muutuvad pidevalt piki- ringjoont. V&ime belda, et ringjoonel
g=a on mé#ratud pidev funktsioon f(p) = u(a,y). Seega
funktsioon u(g, ) on harmooniline ringi R sees ja ring-
joonel p = a omandab vidrtused f£(¢) ehk teisiti deldes
u(f,fD on lahendiks Diriechlet® I raJauleaandele ringi jaoks,
kus rajafunktsiooniks on f(y). Eespaol n&gime, et Dirichlet'
ilesande lazhend ringi jaoks on iiheselt mi#ratud ja esitub
Poissoni integraali kaudu. Seep&rast v3ime kirjutada antud
Juhnl u(9 ¢) Xkohta, et .

(1) ulesp) = {r(::) r(g.v.x>dx,

kus £(p) = u(a,p), nillega on viide pdhjendatud.

T3estame nuud 2 teoreemi harmooniliste funktsloonide
kohta.

Teoreem. Kul funktsioon u(g,¥) on harmooniline ringi
R sees ja on pidev ringis R, siis tema v8&rtus vordub ringi
keskpunktis aritmeetilise keskmisega tema viértustest ring-
Joonél p = a. ' :

T3estus. Esitame vaadeldava harmoonilise funktsiooni
u(?,?) Poissoni integraali kaudu ja uurime tema vaartust
ringi keskpunktis (0,9). Valemist (1) saame

u(0,p) = %'if(x)dx = %7 ff('f)d(f )

kus f£(p) = u(a,y). Meil f(y) on aga perioodiline funktei-
oon perioodiga 2%, s.t. iga ¢ korral kehtidb f(y + 2%) = £(y).
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Seepérast vdime kirjutada
)
wo,p) = 3 [Py ,
]

Teostame viimases integraalis muutuja vahetuse

AT
kus 8 on nurgale ¥ vastava kaare pikkus, saame
27a 27a
1 8 1 8
u(0,p) = MJ £(3)ds = m/ u(a,z)ds.
(] o

Saadud valemit nimetatakse Gaussi aritmeetilise keskmise va-
lemiks ja ta annab vastuse teoreemi viitele. Uhtlasi néeme,
missugune téhendus on aritmeetilisel keskmisel.

Olgu niiid antud xy-tasandil mingi 18plik piirkond G,
mis on piiratud rajajoonega [ .

Harnacki I teoreem. Olgu funktsioonid un(x,y) harmoo-
nilised piirkonna G sees ja pidevad kinnises piirkonnas
G =G+, Kui jada {u,(x,¥)} koondub iihtlaselt rajajoonel [ ,
siis koondub ta iihtlaselt ka piirkonna G sees, kusjuures
piirfunkteioon

u(x,y) = x1‘_1’:.trx,,(2..\r)

on harmooniline piirkonnas G sees.
I3estus. Eelduse jérgi rajajoone I iga punkti (x,y) ja
mistahes ¢>0 korral on

[up Gay) = wyp (xayd|<e,

kui n>N, iga p = 1,2, ... korral. Vahe w, = w,_. on har-
mooniline funktsioon. Seeplrast jiéreldub maksimumi- ja miini-

mumiteoreemist, et kdikjal piirkonnas & on

| up(xa¥) = wyp (=) <8y

kui n>N, iga p = 1,2, ... korral. Viimane vdrratus iitleb,
et jada {%(x,y)} koondub iihtlaselt piirkonna G sees.
Jééb veel néidata, et piirfunktsioon on harmooniline
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funktsioon. Vdtame piirkonna G sees mingi punkti P ja
limbritseme ta ringiga R, mille readius olgu a. Ring R
asetsegu thdiesti piirkonna G sees. Selles ringis R voime
harmoonilised funktsioonid un(x,y) esitada Poissoni inte-
graali kaudu, saame

u, (x,5) -—[f (OB CHAADLID

kus paremal y téhendavad vaadeldava punkti (x,y) po-
laarkoordinaate, mis on korraldatud ringis R ja f (y) ku~-
jutab funktsiooni un(x,y) védrtusi vaadeldaval ringjoonel
p = 8. Lastes n 2« v3ime piirile minna integraali mérgi
all, sest jada fn(%o koonduvus on iihtlane. 0lgu

Um £ () = £(P),
siis vdime kirjutada

u(xy) = ! 1in £,() 2. sPay =

1ﬁ If(‘f) P(fv‘f;‘f')d‘ﬁy

kust néeme, et u(x,y) on harmooniline ringi R sees.

Samasugust mdttekéiiku vdime korrata iga ringi korral,
mis on vdetud piirkonna G sees. Sellest jéreldub, et funkt-
sioon u(x,y) on harmooniline kogu piirkonnas G.

Esitame tdestuseta veel jérgmised teoreemid.

Harnacki II teoreem. Olgu funktsioonid un(x,y) harmoo-
nilised ja mittenegatiivsed piirkonna G sees. Kui jada
{un(x,y)} koondub piirkonna G mingis sisemises punktis, siis
koondub ta kdikjal selles piirkonnas harmooniliseks funktsi-
ooniks, kusjuures koonduvus on iihtlane piirkonna G igas
kinnises osas.

Liouville'i teoreem. Mittekonstantne funktsioon u(x,y),
mis on harmooniline kogu xy~tasandil, ei saa olla tdkestatud
ilalt ega altpoolt.

Nende teoreemide tdestused leiduvad Petrovski Opikus
lk. 221-224.
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