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Liihikokkuvote. Bakalaureusett66s anname detailse iilevaate higusate funktsioonide li-
hendamisest hiagusa Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomiga ja higusate splainidega. Muu-
hulgas toestame nende meetodite omadusi ning anname ka numbrilise meetodi hdgusa l&-
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Sissejuhatus

Hégusaid hulki tutvustas esimesena L. A. Zadeh 1965. aastal oma artiklis [3]. Higusad hul-
gad, erinevalt tavalistest hulkadest, ei néita ainult ranget 0 ja 1 hulka kuuluvust, vaid lubab
hulka kuuluda ka néiteks poolenisti. Selline omadus muudab hdgusad hulgad kasulikuks va-
hendiks, et kirjeldada higusaid moisteid nagu ,pikkade meeste hulk” voi ,noorte inimeste
hulk“ [3]. Néiteks ,Joomade hulka*“ kuuluvad kindlasti koerad ja kassid ning kindlasti ei kuu-
lu kivid, kuid seevastu bakterite kuuluvus ei ole nii selge — seetottu ongi matemaatilistes
stisteemides higusate moistete kirjeldamiseks hea kasutada higusaid hulki [3]. Hagusatele
hulkadele on aina enam rakendusi leitud ning nende teooriat palju edasi arendatud. Siin
t00s keskendume higusale interpolatsioonile. Paljude iilesannete, néiteks diferentsiaal- ja
integraalvorrandite ligikaudse lahendamise meetodid tuginevad funktsioonide l&hendamise-
le lihtsamate funktsioonidega, naiteks poliinoomidega voi splainidega. Kui iilesandes esine-
vad higusad funktsioonid, siis on vaja meetodeid hiagusate funktsioonide ldhendamiseks.
Hégusate funktsioonide lihendamisega on mitmeid probleeme, kuid peamised kiisimused
seisnevad selles, kas ka ldhend ise on higus funktsioon, kuidas hinnata lihendi viga ning
millised on ldhendi omadused.

To66s uurime juhtumit, kus on antud interpolatsioonisolmed xq, z1, ..., x, ja neile sol-
medele vastavad higusad arvud ehk funktsiooni vaartused ug, vy ..., u,. Higusa interpolat-
siooni probleemi [4] piistitas esimesena L. A. Zadeh, kes kiisis, kas on voimalik konstrueerida
nendele andmetele vastav higus ldhend, mis tdidab ka teatud sileduse tingimusi. L. A. Za-
deh enda sonastus: Suppose we are given n+ 1 points xg, ..., x, € R, and for each of these
points a fuzzy value’ in R, rather than a crisp one. Is it then possible to construct some
function on R with range also a collection of fuzzy values’; which coincides, on the given

n + 1 points, with the given ’fuzzy values’; and which fulfills some natural ’smoothness’
condition?[4, 1k 33|

Selle bakalaureuset6d eesmirk on anda iilevaade pohilistest viljatootatud hagusate
funktsioonide ja andmete lihendamismeetoditest, mis siilitavad higususe, ning nende oma-
dustest. Samuti implementeerime erinevad kirjeldatud meetodid, mida ei ole siiani kahjuks
artiklites pikalt kajastatud. See t66 on peamiselt referatiivne, kirjeldades juba teiste auto-
rite poolt vilja moeldud meetodeid.



T66 koosneb viiest peatiikist. Esimeses peatiikis defineerime vajaminevad moisted ning
tutvustame liihidalt higusaid arve ja hulki ning nendega seotud moisteid, mis parinevad
peamiselt raamatust [5].

Teises liihikeses peatiikis toome kontrandite, mis néitab, et iildjuhul ei kandu ldhenda-
mismeetodid lihtsalt iile.

Kolmandas peatiikis kirjeldame higusat Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomi ning toes-
tame tema omadusi ning toome néiteid.

Neljandas peatiikis kirjeldame hégusat splainidega interpoleerimist ning uurime tépse-
malt higusat lineaar- ja kuupsplainidega lahendamist. Lisaks anname higusate lineaarsplai-
nidega lahendamise veahinnangu ning hagusate kuupsplainidega lihendamisel iilevaate ra-
jatingimustest. Viimaks toome dra ka praktilised numbrilised meetodid hdgusate kuupsplai-
nidega ldhendamiseks. Nii kolmas kui ka neljas peatiikk pohinevad peamiselt O.Kaleva ar-
tiklil [1].

Viiendas peatiikis kirjeldame higusate kolmnurkarvude interpoleerimist kuupsplainide-
ga. Tapsemalt uurime artikli [2] eeskujul erijuhtu, kus iildtuntud ldhendamismeetodit saab
kergelt rakendada ka higusate andmete korral.



1. Hagusad arvud ja hagusad funktsioo-
nid

Selles peatiikis defineerime higusad hulgad, arvud ja funktsioonid. Lisaks anname viikese
iilevaate hdagusate arvude aritmeetikast. Peame nentima, et kuna antud teemal tuntud ees-
tikeelne kirjandus puudub, siis paljud t66s kasutatavad moisted on tolgitud ja kohandatud
inglise keelest.

Alustame higusa hulga definitsioonist, mis périneb raamatust |5, kuid on algselt defi-
neeritud artiklis [3].

Definitsioon 1.1. [3] Olgu X mingi hulk. Kujutust

A X —[0,1]
nimetatakse higusaks hulgaks (fuzzy set), kus A(x) nditab € X kuuluvuse astet higusasse
hulka A. Hulga X koiki hdgusaid alamhulki t&histame F'(X).

Toome siinjuures ka iihe néite, et hagusa hulga moistest tekiks parem arusaam.

Naide 1.1. Kuna hdgusaid hulki on hea kasutada erinevate sonade ja viljendite korral, mis
ei kategoriseeri objekte tipselt, siis siin ndites kirjeldame sona ,pikk®, mehe pikkuse suhtes,
héagusa hulga abil. Mdargime siin, et eristame ka moistet wdga pikk™ misparast kestab moiste
Lpikk® vaid kuni 210¢em.

Loome hdgusa hulga A: [180,210] — [0, 1], mille korral

(2 —180
a ——. kui 180 < & < 19
1, kui 195 < 2 < 200
Al@) =9 210 -2
0 kui 200 < z < 210
0, muul juhul

\

Hulk A on esitatud ka joonisel 1.1.
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Joonis 1.1: Joonisel on kujutatud méiste "pikk mees"hégusa hulgana.

Edasi vaatame higusa hulga abimoisteid.

Definitsioon 1.2. [5] Olgu
A: X —[0,1]
hégus hulk. Hagusa hulga A tasemehulkadeks (level sets) nimetatakse hulki
A, ={z e X | A(z) > a},
kus 0 < o < 1. Hagusa hulga A tuumaks nimetatakse tema tasemehulka kui o« = 1. Hulka
suppA = cl{x € X | A(xz) > 0}

nimetatakse hdgusa hulga kandjaks (support), kus cl tahistab hulga sulundit.

Jargmisena defineerime higusad arvud ja toome iihe lihtsa niite.

Definitsioon 1.3. [5] Kujutust (hdgusat hulka) u: R — [0, 1] nimetatakse higusaks arvuks
(fuzzy number), kui ta rahuldab jargmisi tingimusi:

e u on normaalne ehk Jxg : u(xg) = 1,

e u on hagusalt kumer (fuzzy convex) ehk u(Az + (1 — N)y) > min{u(x), u(y)}, VA €
0,1], z, y € R,

e v on hulgal R dlalt poolpidev (upper semicontinuous) ehk Vxyg € R Ve > 030 > 0 :
|z — o] < 0 = u(x) —u(z) <,



e kujutusel u on kompaktne kandja (compactly supported) .
Koikide hiagusate arvude hulka tidhistatkse Rp.

Niide 1.2. Toome jirgnevalt ihe ndite B.Bede raamatust [5]
Olgu meil higus hulk

kui x <0
, kui0 <z <1
, kur 1 <x<1.5
S—a) kuilb<r<25
, kui x > 2.5

)
3

u(z) =

S —mS—= 8 O

Hulk u(z) on hdgus arv ning esitatud joonisel 1.2(a). Samuti toome joonisel 1.2(b) dra ka
héagusa hulga, mis pole hagus arv, sest ta pole tlalt poolpidev, ei saavuta vddartust 1 ega ole
hédgusalt kumer.
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(a) Hagus arv. (b) Hagus hulk, mis pole higus arv.

Joonis 1.2: Joonisel 1.2(a) on kujutatud néite 1.2 hégus arv u(x) ning joonisel 1.2(b) on
kujutatud higus hulk, mis pole hagus arv.

Abimoisted kanduvad iile ka hégusatele arvudele ning defineeritakse jargmiselt.
Definitsioon 1.4. |5| Olgu 0 < r <1, siis hulka
ur ={z € R |u(x) >r}

nimetatakse hiagusa arvu u r-tasemehulgaks (r-level set). Hulka u; nimetatakse tuumaks
(core) ja hulka
up = cl{r € R | u(z) >0}

higusa arvu u kandjaks (support).



Jargnev teoreem annab hea iilevaate, millised nidevad vilja hdgusa arvu r-tasemehulgad
kujutatuna intervallidena. Teoreem on toestatud raamatus [5].

Teoreem 1.1. /5] Kui u € Rp on higus arv ja u, on tema r-tasemehulk, siis kehtivad
jargmised vdited:

e Igar € (0,1] korral u, on kinnine intervall u, = [u_ ,u)].
o Kut 0 <7y <ry <1, sis up, C uyp,.
Defineerime hégusa L-R arvu, mis on higusa arvu tahtis erijuht.

Definitsioon 1.5. [5] Olgu L, R: [0, 1] — [0, 1] paremalt pidevad, kasvavad ning tingimusi
L(0) = R(0) = 0,L(1) = R(1) = 1 tiitvad funktsioonid. Olgu meil ka reaalarvud a, <
a; < af < af. Higusat arvu u: R — [0, 1] nimetatakse hdgusaks L-R arvuks (L-R fuzzy
number), kui

(0, kui z < ag
L(%), kuia, <z <a;
u(r) =< 1, Y kui ay <z <af
R(%), kui af <z <ag

L 0, kui x > ag

Kasutatakse ka tadhistust u = (CL a,aq ,Q ) Juhul, kui a; = a ja a; = Q sils saame
051 %10 ) 0 1 1 0>
intervallarvu.

Kui hagusal L-R arvul on parem ja vasak funktsioon lineaarne, siis saame kaks lihtsamat
alamjuhtu.

Definitsioon 1.6. 5] Hdigus trapetsarv (trapezoidal fuzzy number) u esitub kui nelik (a, b, ¢, d) €
R, kus a < b < ¢ < d ning

(0, kuiz < a
x—a’ kuia<z<b
b—a
u(r) =< 1, kuib<z<c
d—
x7 kuic<az<d
d—c
L 0, kui z > d.

Trapetsarvu u r-taseme otspunktid avalduvad vastavalt

u, =a+rb—a)

uf =d—r(d—c)

Kui a = b ja ¢ = d, siis saame intervallarvu.

10



Juhul, kui trapetsarvu nelikus b = ¢, siis kutsutakse teda hdgusaks kolmnurkarvuks
(triangular fuzzy number) ning ta esitub kolmikuna (a,b,c) € R?, kus a < b < c. Kui
kolmnurkarvu korral a = b = ¢, siis saame reaalarvu.

Defineerime ka peamised tehted higusate arvudega.

Definitsioon 1.7. [5] Kahe higusa arvu w,v summa u + v on defineeritud iga r € [0, 1]
korral ehk tasemekaupa jargmiselt

(ut+v),={r+yl|lrecu,ycuv}=u +uv.
Tasemel 7 on liitmine taseme otspunktide kaudu jargmine
(w+0)r = [u; + v, 0 + 0],
kus + ja — tdhistavad vastavalt taseme r otspunkte.

Definitsioon 1.8. [5] Higusa arvu u korrutamine skalaariga A € R on defineeritud iga
r € [0, 1] korral tasemekaupa jargmiselt

(M), ={ x|z € up} = Au,.
Tasemel r on skalaariga korrutamine taseme otspunktide kaudu jéargmine
Ay, = [min{Au, At} max{\u_, Au’},
kus + ja — tdhistavad vastavalt taseme r otspunkte.

Definitsioon 1.9. [5] Kahe higusa arvu u,v korrutis u - v on defineeritud iga r € [0, 1]
korral tasemekaupa jargmiselt

(u-v),={z-y|z€u,y v}

Tasemel r on kahe higusa arvu korrutamine taseme otspunktide kaudu jargmine

(u-v), = min{u, v, u v wf o wf o)
(u-v)f =max{u v, ,u, v utv ,ufvl},

r

kus + ja — tdhistavad vastavalt taseme r otspunkte.

Siin t60s kasutame higusa funktsiooni definitsiooni, kus ldhtehulgaks on reaalarvude
hulk. Moningates allikates nimetatakse neid ka hagustavateks funktsioonideks (fuzzifying
functions).

11



Definitsioon 1.10. [6] Hagusaks funktsiooniks (fuzzy function) nimetatakse funktsiooni
f:a,b] = Rp, kus [a,b] C R. Tasemefunktsioonidena saame kirjutada nii:

fQ@), = [f(2),, f(@)]],

kus f(z)., f(z)}: [a,b] = Rjare[0,1].

Toome ka iihe lihtsa néite.
Naiide 1.3.

fl@)=u-a*,

kus u = (0,1,2) on hdgus kolmnurkarv ja x € [1,5].

Hégusate arvude vahelise kauguse kirjeldamiseks kasutatakse Hausdorffi kaugust.
Definitsioon 1.11. [6| Hausdorffi kaugus D: Rr x Rp — R, U {0} kahe hdgusa arvu
u, = [u,,ut] ja v, = [v,,vf] vahel on

D(u,v) = sup max{uy — vy, it — o).
rel0,1]

Loomulikult on vaja defineerida ka hidgusa funktsiooni piirviértus ja pidevus.
Definitsioon 1.12. [6] Olgu meil higus funktsioon f : [a,b] — Rp ja x¢ € [a,b]. Me
iitleme, et L € Rp on funktsiooni f puirvddrtus kohal xq, kui

Ve>030>0Ve € [a,b]: 0<|z—x0] <= D(f(x),L) <e,

mida tahistame nii
lim f(z) = L.

Tr—xQ

Me iitleme, et hégus funktsioon f on pidev punktis z¢, kui
lim f(x) = f(zo)
Tr—xQ

ning f on hdgusalt pidev 16igus [a, b, kui f on pidev iga xy € (a,b) korral ja ithepoolselt
pidev punktides a ja b.

Tasub miérkida, et artiklis [7] on toestatud, et funktsioon f on hdgusalt pidev loigus
[a,b] parajasti siis, kui f(x)., f(z)F on pidevad 16igus [a, b] iihtlaselt r € [0, 1] suhtes.

Lopuks toome &ra ka téhtsa definitsiooni, mis lubab mittehdgusaid funktsioone hégu-
sateks laiendada. Definitsioon périneb raamatust [5], kuid on algupéraselt antud artiklis

18].
Definitsioon 1.13. [8|(Zadeh’s extension principle) Olgu meil antud funktsioon f: X —

Y, kus X ja Y on mittehdgusad hulgad, siis saab f laiendada higusaks funktsiooniks
F:F(X)—=FY), kusue F(X)jave F(Y), nii, et v = F(u). Kusjuures

e B N o 1o

0, muul juhul.

12



2. Probleemist

Peamised higusate funktsioonide interpolatsiooni murekohad, millega me siin t606s tegele-
me, seisnevad selles, kas ka interpolant ise on higus funktsioon ja milline on interpolandi
viga ning omadused.

Jargnevates peatiikkides uurime interpolatsioonimeetodeid higusate funktsioonide 1a-
hendamiseks, kus olgu antud interpolatsioonisolmed xg, x1, ..., x, ja neile solmedele vasta-
vad higusad arvud ehk funktsiooni viartused ug, uy ..., uy,.

Toome esmalt kontranéite, et iildiselt ei saa probleemi lahendada lihtsalt eraldi interpo-
leerides 1abi hdgusate arvude r-tasemete otspunktide. Tapsemalt, loome igal tasemel kaks

interpolanti, mis interpoleerivad solmedes xg, 1, ..., =, vastavalt 1abi ug,, v, ..., u,, ja
Ug s Uy - - 5 Uy, o Sellisel juhul pole tulemus alati higus ja ldhendite vahel voivad tekkida
loikumised.

Naide 2.1. Ndide, kus tulemus ei ole higus, on jargmine. Olgu meil antud higusad arvud
0-taseme otspunktide kaudu:

i |01 2 3 4 5
i |1 11 1.2 3 35 4
ufp|l 5 3 4 2 1
|0 2 1 3 0 1

mis annavad Lagrange’s interpolatsioonipoliinoomiga otspunktide kaudu interpoleerides joo-
nise 2.1.

13
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Joonis 2.1: Joonisel on naites 2.1 toodud andmetele vastav ldahend, mis ei ole higus. Punased
ja sinised tipid tdhistavad interpolatsioonitingimusi.

Seega, iildiselt peame lihenema teisiti. Jargnevalt uurime, millal saame kasutada iilal-
kirjeldatud meetodit ilma probleemideta ning samuti proovime erinevaid tuntud ldhen-
damismeetodeid iildistada hagusate andmete tarvis. Lisaks uurime, millised omadused on
nende meetodite abil saadud tulemustel.

14



3. Hagus Lagrange’l interpolatsioonipo-
linoom

Selles peatiikis defineerime higusa Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomi ja toestame tema
kohta ka moned tulemused. Samuti anname eeskirja interpolandi arvutamiseks numbriliselt
ning toome peatiiki lopus ka néiite.

3.1 Hagusa Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomi defi-
nitsioon ja omadused

Olgu antud solmed xg, z1, . . ., x, ja neile solmedele vastavad higusad arvud ehk funktsiooni
vadrtused wug, uy .. ., u,. Definitsioon 1.13 voimaldab meil Lagrange’i interpolatsiooni polii-
noomi jatkamist higusale juhule. R.Lowen t66tas vélja sellise poliinoomi p(x) oma artiklis
[4] ning O.Kaleva andis sellele tasemelise kuju p(z), [1], mida kasutame jérgnevalt ka meie.

p(x), = {y € Rly = pa,,...a, (¥), di € u;,},

77777 a4, (z) on Lagrange’i poliilnoom, mis interpoleerib sélmedele z, ..., z, vastavaid
vadrtusi dp, ..., d,. Sellest hulgast voime moelda ka kui koéikvoimalike interpolatsioonipo-
liinoomide hulgast, mis interpoleerivad 1dbi antud intervallide punktide.

Tahistame Lagrange’i fundamentaalpoliinoome jiargnevalt:

n
x—xj

j=0"" J

JF

Seega, hagus Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom n#eb tasemeti vilja selline:

P(x)r = ZLZ<I> * Uy

15



ning iildkujul:

n
pla) = Li(x) - u;
i=0
On selge, et higus Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom tédidab solmedes interpolatsioo-
nitingimusi, sest L;(z;) on ikka ¢ = j korral 1 ja muul juhul 0, mis annabki s6lmes x; meile
poliinoomi vaédrtuseks u; mis tahes ¢ = 0,...,n korral.

Niiiid uurime, kas interpolatsioonipoliinoom on ise ka higus funktsioon.

Lause 3.1. Higus Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom on hagus funktsioon ehkVx € |a,b] :
p(x) € Ry, kus [a,b] on p(x) madaramispiirkond.

Toestus. Kuna L;(x) on iga x korral reaalarv ehk skalaar ja hdgusate arvude hulk skalaariga

korrutamise suhtes on kinnine, siis L;(x)-w; on samuti hdgus arv. Samuti, kuna hégusate ar-
n

vude summa on hagus arv, siis on ka E L;(x)-u; hagus arv. Seega on poliinoomi vairtused

=0
méadramispiirkonnas toepoolest alati hdagusad arvud. [

Margime, et lithend len tahistab intervalli pikkust. Jargmise teoreemi toestamiseks on
meil vaja veel iihte tulemust.

Lause 3.2. Intervallide littmine ei vihenda intervalli pikkust.

Toestus. Olgu meil intervallid x = [x1,29] ja y = [y1,yo], siis len(x) = 29 — x1 > 0 ja
len(y) =yo—y1 > 0. Kuna v +y = [21 +y1, 22 + 4] jalen(z +vy) = (z2+y2) — (x14+11) =
(xg — 1) + (y2 — 11) = len(z) + len(y). Seega len(x + y) > max {len(x),len(y)} O

Niilid toestame teoreemi mis néitab, kuidas kiituvad interpolatsioonipoliinoomi r-taseme
intervallid. Teeme seda O.Kaleva eeskujul [1], kuid parandades tema pisivead.

Teoreem 3.1. [1] Kui x € (x;,2441), sis igar € [0, 1] korral

len(p(x),) = min{len(p(xi),), len(p(zit1)r)}-

Teoreem 3.1 iitleb, et interpolatsioonipoliinoomi r-taseme intervalli laius ei ole iiheski
interpolatsioonisolmede vahelises intervallis viiksem kui viihim interpolatsioonipoliinoomi
r-taseme laius vastava intervalli otspunktides.

Toestus. Paneme tihele, et interpolatsioonipoliinoomi tasemelise definitsiooni ja lause 3.2
tottu kehtib:

i+1

len(p(x),) = len( i Li(z) - uw) > len( Z_: Lj(x)- uj7r>
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Veelgi enam, saame kirjutada:

i+1 i+1
len( Z L(z) - uj,r> > min{len(u;,), len(u;i11,)} Z |L;(z)]
j=i =i
Jaab veel nédidata, et kehtib vorratus:
i+1
min{len(u;,),len(uiy1.)} Z |L;(z)| > min{len(u;,), len(u;i1,)},
=i

sest
min{len(u;,),len(u;1,)} = min{len(p(x;),), len(p(xit1),)}-

Selleks peame néitama, et L;(x) + Liy1(z) > 1 Vo € (x;, x41).

Paneme tahele, et L;(z) + L;11(z) on maksimaalselt n astme poliinoom, mille vairtus
on 1, kui z = x; v0i © = z;;1 ning muudes solmedes 0.

Oletame vastuviiteliselt, et 3z € (2, 2;41): Li(z) + Liy1(x) < 1. Olgu 0 < i < n. See-
ga, oleks ta tuletisel 16igus (x;_1, z;42) vihemalt kolm nullkohta, sest vahemikus (z;, x;11)
oleks funktsioonil L;(z)+ L;11(z) miinimum véiksem iihest, kuid samas L;(x)+ L;11(z) = 1
argumentide x; ja x;;q korral, mis annavad vihemalt {ihe ekstreemumi kummagisse pool-
16iku (x;_1, ;] ja [Tiy1, Tir2). Lisaks on tal Rolle’i teoreemi tottu ka igas 16igus (x;, z;41)
tuletisel nullkoht, kus 0 < 7 <7 —2ja i+ 2 < j < n ehk kokku n — 3 nullkohta. Seega
on ta tuletisel kokku kogu piirkonnas vihemalt n nullkohta, mis on vastuolus sellega, et n
astme poliinoomi tuletisel on maksimaalselt n — 1 nullkohta.

Juhul, kui ¢ = 0, saame teha analoogiliselt. Oletades samuti, et 3z € (2, x1): Lo(z) +
Ly(z) < 1, siis saame ta tuletisel 16igus (xo, z2) vihemalt kaks nullkohta ning mujal n — 2
nullkohta. See annab taaskord kokku vihemalt n nullkohta, mis viib sama vastuoluni. Juhu
1 = n toestus on analoogne juhuga i = 0.

O

Nagu on vilja pakkunud O.Kaleva [1], siis voime hégusast interpolatsiooniiilesandest
moelda kui optimiseerimisiilesandest. Tahistame interpolatsioonipunktid w;, = [ai,, bi,],
kus a;, ja b;, on vastavalt u; r-taseme alumine ja iilemine otspunkt.

Esmalt vaatleme p(x); leidmist optimiseerimisiilesandena.

max{ pa,..a,(x) | i, < di <bjr, 1=0,...,n}. (3.1)

n
Selleks, et antud tingimustel py, . 4, (z) tuleks maksimaalne, siis peab tulema Z Li(z)-d;
i=0
maksimaalne. Kuna d; € [a;,, b;,], slis peaksime valima alati sealt hulgast otspunkti, mis
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annab L;(z)’ga korrutades suurima arvu. Kuna L;(z) voib olla ka negatiivne, siis peame
monikord valima ka alumise otspunkti ehk tulemus oleks selline:

d = Qg kui Lz(l’> <0
e bi,r kui LZ(I) Z 0

Analoogiliselt saame, et p(z),” leidmine on minimiseerimisiilesanne, mille lahendus on
jargmine:
g — { a;, kui Lj(x) >0
b bi,r kui LZ(ZE) <0

Selle pohjal ja [9] eeskujul saame kirjutada ka:

pa)y = > - Lix)+ Y by Li(x), (3.2)

Li(I)ZO Li($)<0
p)f = Y by Lix)+ Y i Lix). (3.3)
L;i(z)>0 L;(2)<0

Selline tulemus on kooskédlas ka hiagusa arvu korrutamisega skalaariga ning seetottu on
numbriliselt lihtne realiseerida.

3.2 Pidevus ja siledus

Jargmisena nditame, et higus Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom on hagusalt pidev.
Lause 3.3. Hagus Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom on hdgusalt pidev.

Toestus. Olgu
pla) = Li(x) - u;
i=0

Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom. Higusa pidevuse saame sellest, et higus arv korda
mittehdgus pidev funktsioon ehk meie puhul L;(x) - u; on higusalt pidev ning higusalt
pidevate funktsioonide summa on héagusalt pidev. Molema omaduse toestused on lihtsad,
niisiis anname siinjuures vaid teise omaduse toestuse.

Teise omaduse toestuses kasutama Hausdorffi kauguse omadust artiklist [2]

D(p+v,u+e) < D(u,u) + D(v,e), kus p,u,v,e € Rp.

Olgu meil kaks hiagusat funktsiooni f,g: [a,b] — R higusalt pidevad punktis xy € |[a, b].
Fikseerime € > 0. Kuna funktsioonid f, g on pidevad punktis g, siis

361 > 0 Vz € [a,b]: 0 < |z — x| < 01 = D(f(x), f(x0)) <

Y

DO ™

18



4o > 0V € [a,b]: 0 < |z — zo] < d2 = D(g(x), g(xp)) < %

Olgu 6 = min{dy, do} ja |x — zo| < 9, siis Hausdorffi kauguse omaduse tottu saame

D(f(x) + g(x), f(x0) + g(x0)) < D(f(x), f(x0)) + Dlglx), glwo)) < 5 + 5 =

Sellega oleme niidanud, et higusalt pidevate funktsioonide summa on higusalt pidev. [J

Hégusa Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomi hiigus pidevus on pohjalikult ning teisest
vaatevinklist toestatud ka R.Loweni artiklis [4]. Seal toestab ta higusa Lagrange’i inter-
polatsiooniteoreemi, mis iitlebki muuhulgas, et hagus Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom
on pidev Hausdorffi meetrika suhtes.

Jargmise lause toestamiseks vajame tulemust Lagrange’i fundamentaalpoliinoomi kohta.

Lemma 3.1. [1] Lagrange’i fundamentaalpolinoomi mark kditub iga x € (v;,x541) korral
jargnevalt o

. ‘ (=) kuio<j<i-—1
sign(Li(z)) = { (—1)/7  kuii<j<n-—1

On selge, et kuna L;(x) omab iihekordseid nullkohti punktides
Loy o3 Ti—1, Titly -+ 5 Ty

siis on tal igas vahemikus (z;, ;1) sama mérk ja méirk vahetub igas intervallis, vilja arva-
tud kui j = i — 1,4. Vahemikus (z;_1, ;1) on L;(z) mirk sama, sest punktis x; ei leidu
nullkohta vaid seal L;(x;) = 1; seal vahemikus on mérk +. Siinjuures saab leida ka mérgid
teistes intervallides ning veenduda lemmas 3.1.

Oleme niitidseks néinud, et Lagrange’i interpolant on hégusalt pidev. Kuid kuidas on
lood tema tuletisega r-tasemekaupa?

Lause 3.4. [9] Olgu p(x), = [p(z), , p(x)F] r-taseme higus poliinoom. Mittehigusate funkt-

.,
sioonide p(x), ja p(x)} esimesed tuletised ei ole idldiselt interpolatsioonisolmedes pidevad.

Toestus. Lodwick’i toestus artiklis [9] ei olnud piisavalt veenev, seepérast anname siin
natuke erineva toestuse.
Esmalt anname funktsioonile p(z),” esituse 3.2 eeskujul analoogse, kuid erineva kuju:

n

p); = 30 [t gy 4 BB,
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Niiiid votame tuletise funktsioonist p(z),, kui = pole interpolatsioonisélm

_ u ai,r + bi’r ai,’l‘ - bi,T
Py = [P L) + S L) ).
=0

T
piirviidirtuse vastavalt © — z, ja © — z;, kus z; on suvaline solm

Paneme téhele, et |L;(z)| = sign(L;(x))- Li(z). Votame p'(x), vasakpoolse ja parempoolse

n

. — Qj + bi,r — Qi pr — bi,r —
lim p/(e); = 0[BT pia) + B L)
T—T, i—0
" rai, + b a;, —b;
li / - _ [ i,r Lo L/ + @7 2 Li + /}.
mir%p (z), ; ———  Lile) + = [La(z)]

Niiiid, kuna Li(z}7) = L}(xx) ja Li(x;) = Lj(xy), siis
ToHN— ——_n ai,?”_bi,f‘ L. +/—L- —\ |/
Py —p ), =) — (L)l = | Li(zi)1) |-
i=0
Naeme, et
| Li()" = |Li(ay)" = sign(Li(ay) Li(ax) — sign(Li(ay, ) Li(r)
ning kuna mérgid on erinevad iga ¢ # k korral, siis

Lula)|' — |La(a)I = 2/Zi(ae)], iga i # k korral.

Seega saame edasi

n

Paf)y =o' (a); = D (air —bi) - [Lia)].

1=0

Kuna L(z;) # 0, kui ¢ # k, siis saame, et p/(z)), — p'(x,), > 0, kus vordus realiseerub,
kui tegu on mittehdgusate andmetega. Niisiis tuletis ei ole iildiselt pidev.
Analoogiliselt saab toestada ka p(x); tuletise mittepidevuse. ]

Tuletise mittepidevust illustreerivad teravad nukid interpolatsioonisolmedes.
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3.3 Naide

Votame néite andmed artiklist [1], sest see ndide on enamikes hégusate funktsioonide in-
terpoleerimise artiklites olnud tema eeskujul vordluseks antud.

Naiide 3.1. Olgu meil antud higusad kolmnurkarvud:

? 0O 1 2 3 4 5
T; 1 11 1.2 3 35 4
ufp| 17T 4 T 2 2
up|-2 4 1 0 =30

mis annavad joonise 3.1. Nagu jooniselt on ndha ei ole tulemus sujuv ning kandja on
vahepeal viga la.

20 A
0 -
—20 -
—40 -
—60 -
—80 1 -0 tase
+0 tase
~1007 —-==- -0.5tase
—~120 - +0.5 tase
—:= 1 tase

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Joonis 3.1: Joonisel on funktsiooni kandja, tuum ja 0.5-tasemed eristatud vastavate joon-
tega. Suured tapid kandjal mérgivad interpolatsioonipunkte.

Pythoni kood Lagrange’i meetodi jaoks on olemas lisaalajaotuses 6.1.
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4. Hagus splainidega interpoleerimine

Selles peatiikis defineerime hiigusa splaini ning uurime tema omadusi. Samuti kirjeldame
tapsemalt higusat lineaar- ja kuupsplainidega lihendamist. Lisaks uurime, kuidas moju-
tavad hagusat splaini tema rajatingimused. Viimaks toome néiteid ja anname numbrilise
meetodi interpolatsiooni rakendamiseks.

4.1 Hagus splain

See alajaotus pohineb peamiselt O. Kaleva artiklil [1].

Definitsioon 4.1. [1| T#histagu S; koigi [ jirku ja sdlmedega xo, ..., x, splainide hulka.
Ehk

1. olgu s € Sy, siis s € O [wg, 7]
2. splain s on [ jarku poliinoom igas intervallis [x;, x;,1] iga i =0,...,n — 1 korral.

Nii nagu andsime higusa Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomi definitsiooni, anname
ka niiiid higusa splaini definitsiooni.

Definitsioon 4.2. [1] Tahistame héigusat splaini (fuzzy spline) fs(z) ning defineerime 1
jarku hégusa splaini tasemekaupa jargmiselt:

fS(I)T - {y eR ’ Yy = 5d07-~~,dn,(x)7 d; € uiﬂ'}a

kus s4, . a,(x) € S on splain, mis interpoleerib solmedele z,...,x, vastavaid viértusi

do, ... d,.

Moodustame splainid s; € S; nii, et sdlmede o, ..., z, korral s;(z;) =1 ja s;(z;) = 0,
kui 7 # j. Sellisel juhul saame higusa splaini avaldada viga mugavalt:



ning tasemekaupa:
n

fs(x), = Zsz‘@) Uiy

i=0

Samuti on selge, et hdgus splain tdidab solmedes interpolatsioonitingimusi, sest s;(z;)
on ¢ = j korral 1 ja muul juhul 0, mis annabki solmes x; meile poliinoomi viartuseks u;
mis tahes ¢ = 0,...,n korral.

Nii nagu kehtis hdgusa Lagrange’i interpolandi korral lause 3.1, kehtib ka higusa splaini
korral analoogiline lause.

Lause 4.1. Hdigus splain on héigus funktsioon ehk ¥z € [a,b] : fs(z) € Rg, kus [a,b] on
fs(x) mddramispiirkond.

Toestus. Analoogiline lause 3.1 toestusele. O]

Edaspidi keskendume hégusale lineaar- ja kuupsplainile, kuna neid kasutatakse enim
ning neid on ka koige rohkem uuritud.

4.2 Hagus lineaarne splain

4.2.1 Hagus lineaarsplain

Vaatleme juhtu kui [ = 1 ehk héigusat lineaarsplaini. Defineerime baassplainid nii:

€T; — T .
L, kui x € [.Z’i, :CZ'+1]
si(z) = Tit1 — Xy
0 muul juhul
T — T .
E— kui x € [:mai-i-l}
$i+1(T) = Tip1 —
0, muul juhul
igat=0,...,n—1 korral. Niimoodi defineeritud splainid rahuldavad tingimusi, et solmede

Tg, ..., %, korral s;(x;) =1 ja s;(z;) =0, kui ¢ # j.
Saame tiikiti lineaarse héigusa interpolandi [1]:
Tivy1 — T r — T

fs(x) = si(x) - u; + si41(2) - U = u; + Ui, kui @ € [z, 2i44].
Tip1 — T4 Tip1 — X4

Kuna s;(x) > 0iga = € [z;,2;41] ja ¢ = 0,...,n korral, siis on selge, et fs(z), =
[fs(z), fs(x)]] leidmiseks saame minimiseerides ja maksimeerides kasutada vastavalt in-
terpolatsioonipunktide r taseme alumisi ja iilemisi otspunkte, kus w;, = [a;,,b;,]. Kui
T € [z, x;41], saame

fs(x), = si(x) - air + 8i1(T) - Aiga,p,
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fs(x)) = si(x) - bir + Sit1(T) - biy1-

Seega, meil siilib hdgusus ilma probleemideta.
Toome siin ka iihe néite vordluseks néitele 3.1.

Naiide 4.1. Olgu meil antud higusad kolmnurkarvud:

? o 1 2 3 4 5
T 1 11 1.2 3 35 4
ufo| 17 T2 2
up|—2 4 1 0 =30

mis annavad joonise 4.1. Jooniselt on ndha, et kandja laius on kovasti vdiksem, kui Lagran-
ge’i meetodi korral.

o Q —— -0 tase

6 - +0 tase
—=—=- -0.5tase
i +0.5 tase

1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Joonis 4.1: Joonisel on funktsiooni kandja, tuum ja 0.5-tasemed eristatud vastavate joon-
tega. Suured tapid kandjal mérgivad interpolatsioonipunkte.
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4.2.2 Veahinnang

Selles alajaotuses anname higusale lineaarsplainidega lihendamisele veahinnangu.

Olgu antud interpolatsioonisélmed a = xy < --- < x,, = b. Olgu meil higus lineaarsplain
fs(z), = [fs(x),, fs(x)F] loigus [x;, ziyq], kus ¢ = 1,...,n — 1, mis lihendab higusat
funktsiooni f(z), mille r-tasemefunktsioonid f(x)f, f(z), € C?*([a,b]) iga r € [0, 1] korral.

T

Lisaks eeldame, et f”(z) ja f”(x), on iihtlastelt r suhtes tokestatud.

Igar €[0,1] jai=1,...,n — 1 korral leiame fs(x), ja fs(z)} eraldi 16igus [x;, z;11],
kasutades vaid r-taseme vastavaid otspunkte. Niiiid, kuna fs(x),” kasutab r-taseme alumisi
otspunkte, siis ta lihendab funktsiooni f(z), . Samuti fs(z); lihendab funktsiooni f(z);}.

r

Fikseerime = € [z;, x;,1] vabalt valitud i = 0, ..., n—1 korral. Kasutades Hausdorffi kaugust
(definitsioon 1.11) saame
D(f(x), fs(x)) = sup max{|f(z), — fs(z),|,|f(2); = fs(z)] [}, (4.1)
re|0,

Uldiselt lineaarse interpolatsiooni viga f € C? ja tema lineaarse lihendi p(x) vahel
16igus [z;, x;41] on iga = € [x;, x;11] korral [10]:
1
[f(2) = p(2)] < S(@ia — )" max |f"(z)].

2, <T<Tiq1

Seega, saame vordusest 4.1 edasi

sup max{|f(z), — fs(x), |, |f(x)] = fs(z)]]} <

re(0,1]
1
< T )2 " = (. )2 " +11 —
< sup max{ g (i —2i)° max [f1(2), ] g(zien —2i)" max [f7(2);]}
— 1 2 1" — 1 +
= g(@im — ) Sup max{ max [f"(z);], max [f"(z)7]}
Téhistame h = max{x;;1 —x; | i =0,...,n — 1}. Niitid kogu 16igul [a, b] saame vea

max (D(f(z). fs(e))} = _ax | max {D(f(a), fs(x))} <

z€[a,b] 0,....n—=1 z€lz;,xit1

1
< = 2 " — " +
< <h Sup max{ max | f*(x), |, max|f"()[}

Anname saadud tulemuse ka lausena.
Lause 4.2. Olgu f(z) : [a,b] — Rp hdgus funktsioon ja fs(x) teda lihendav tikiti li-
neaarne splain. Veel olgu f(z)}, f(x). € C*([a,b]) ja f"(x)} ning f"(x), dhtlaselt r suhtes

T s

tokestatud. Sellisel juhul iga x € |a,b] korral

D(f(x), fs(x)) < =h? sup max{max |f"(x); |, max | ()]},

r
ref0,1] a<z<b a<z<b

kus h on suurima osaloigu pikkus loigu |a,b] jaotuses.
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Nagu ndha kandub lineaarsplainidega ldhendades veahinnang mittehdgusalt juhult ha-
gusale juhule iile.

4.3 Hagus kuupsplain

Selles alajaotuses vaatleme hiagusat kuupsplaini ehk [ = 3.

Olgu meil siledusastmega 2 kuupsplainide ruum S o ja solmed o, . . ., x,,. Paneme téhe-
le, et kuupsplain avaldub kuuppoliinoomina igas n osaléigus [x;, z;41], kus i =0,...,n— 1.
Kuna kuuppoliinoomil on 4 tundmatut igas osaloigus, siis saame kokku 4n tundmatut. Ku-
na splain kuulub ruumi Ss 4, siis pidevustingimused osaloikude liitekohtades vihendavad
tundmatute arvu 3(n—1) vorra. Seega, splainide ruumi dimensioon on 4n—3(n—1) = n+3.
Selleks, et splainid oleks iiheselt méiratud on vaja veel kahte lisatingimust, sest interpo-
latsioonitingimused annavad vaid n + 1 tingimust. Lisatingimustena kasutame not a knot
ehk mittesolm tingimust ning naturaal ja téielikku rajatingimust, millest tuleb tdpsemalt
juttu jérgnevates alajaotustes. Olgu niilid kogu selles alajaotuses splainid s; € Sso iga
i =0,...,n korral, sellised, et solmede x, ..., x, korral s;(x;) =1 ja s;(z;) = 0, kui ¢ # j.
Selliselt defineeritud splainid moodustavad baasi ruumis Ss 5.

Toome éra ka lause, mis iitleb, et meie rajatingimustega on splain iiheselt méiaratud.

Lause 4.3. Splain s(x) € Sso on dheselt madratud, kui ta tdidab interpolatsioonitingimusi
ning lisaks tht tingimust jargnevaist:

o mittesolm tingimus: splaini s(x) kolmas tuletis on pidev punktides x1 ja x, 1,

o tdielik rajatingimus: s'(xo) = f'(x0) ja s'(xn) = f'(xy), kus funktsioon f on lihenda-
tav funktsioon,

e naturaalne rajatingimus: s"(xg) = " (x,) =0 [11],
kus xq,...,x, on splainisolmed.
Toestus. Toestus on antud momentide meetodi jaotuses 4.5.2. O]

Hégusa splaini korral on O.Kaleva [1] samuti viilja pakkunud h#gusast interpolat-
siooniiilesandest moelda kui optimiseerimisiilesandest. Téahistame interpolatsioonipunktid
Uip = [@ir, bir], kus a;, ja b;, on vastavalt u; r-taseme alumine ja iilemine otspunkt.
Esmalt vaatleme fs(x) leidmist analoogse optimiseerimisiilesandena nagu Lagrange’i in-
terpolatsioonipoliinoomi korral jaotises 3.1.

max{ sS4, _a,(®) | @i <d; < b, i =0,...,n}. (4.2)
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n
Selleks, et antud tingimustel s4, 4, (7) tuleks maksimaalne, siis peab tulema Z si(x) - d;
i=0
maksimaalne. Tulemuse pohjendus on samuti analoogne Lagrange’i interpolatsioonipolii-
noomi omale ning me ei hakka seda siin uuesti vilja tooma. Seega, tulemus on jargmine:

PR U kui s;(z) <0
| bir kuisi(z) >0

Samuti saame, et fs(x), leidmine on minimiseerimisiilesanne, mille lahendus on jéirg-

mine:
P kui s;(z) >0
o by kuisi(z) <0

Niisiis optimiseerimisiilesande ja artikli [9] eeskujul saame kirjutada:

fs(x), = Z a;r - si(x) + Z by - si(z), (4.3)

si(z)>0 si(z)<0
fs(z)f = Z biy - si(x) + Z a;r - Si(x). (4.4)
si(z)>0 si(x)<0

Niiiid uurime, kuidas kditub s;(z) mérk. Tuleb vélja, et see ei pruugi kdituda nii héasti
nagu L;(z) mérk. Arvutuslikult ei oma see eriliselt tdhtsust, kuidas mérk kiitub, sest arvuti
saab selle iga x korral uuesti vilja arvutada. Seevastu teoreetiliste tulemuste toestamiseks
omab mérgi kditumine suurt rolli.

Kuna kuupsplain ei ole interpolatsioonitingimustega iiheselt méiratud, siis uurimegi
missuguseid rajatingimusi on voimalik nende juures kasutada ning kuidas mojutavad need
si(x) marki.

4.3.1 Hagus mittesolm ehk not a knot splain

Antud not a knot ehk higus mittesolm splain on hésti kirjeldatud Kaleva artiklis [1], millele
me ka selles alapeatiikis toetume.

Mittesolm rajatingimus tahendab seda, et splaini s(z) € S; kolmas tuletis on pidev punk-
tides x; ja x,_; ning seega ei ole x; ja x,_; splaini s6lmed.|[11]

Tuleb vilja, et mittesolm tingimusega kiitub s;(z) mérk samamoodi kui L;(z) mérk.
Néitame seda, kuid enne me vajame iihte teoreemi splaini nullkohtade kohta raamatust [12]
(Zero Theorem). Kuna teoreemis kirjeldatud nullkohad on natuke erinevad klassikalisest
arusaamast, siis anname jargnevalt ka nende definitsiooni.
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Definitsioon 4.3. [12] Olgu meil antud s6lmed a = xy < 7 < -+ < z,, = b ning splain
s(x) € Sy, nii et s(x): [a,b] — R. Punkti £ € [z,,2,41) C [a,0], kus 0 < v < n — 1,
nimetatakse splaini s(x) oluliseks nullkohaks, kui s(§) = 0, aga s(x) ei ole null iga = €
[y, 2,41) korral. Kui s(b) = 0, siis b on oluline nullkoht.

Edasises kasutame lihtsuse huvides termini oluline nullkoht asemel terminit nullkoht.

Definitsioon 4.4. [12] Olgu meil antud solmed zy < x; < -+ < zy,, siis sisesolmedeks
nimetame solmi x; < -+ < x,_1.

Teoreem 4.1. [12] Kui s € S; nii et s(z): [a,b] — R, siis
Z(s) <m+1,

kus Z(s) on splaini s nullkohtade arv koos kordsustega ja m on sisesolmede arv.
Kui [, x,4,] on maksimaalne selline intervall, kus s vordub nulliga, siis x4, on l
kordne nullkoht.

Toestus. [12] Vorratuse Z(s) < m + [ toestamiseks tdhistame splaini nullkohtade arvu 16i-
gus [a,b] tihega . Kuna s € C'71, siis Rollei teoreemi tottu s~V € S; omab viihemalt
r — (I — 1) nullkohta. Niiiid, kuna s/~ on pidev tiikiti lineaarsplain, siis on tal maksimaal-
selt n nullkohta (iga kahe solme vahel iiks) 16igus [a,b]. Saame, et 7 — (I — 1) < n, kust
lilkmeid imberorganiseerides saame r < n—141 = m+[, sest n—1 = m on sisesolmede arv.

Teine osa jéreldub otseselt definitsioonist 4.3. Kui [z,,x,4,] on maksimaalne selline
intervall, kus s vordub nulliga, siis definitsiooni 4.3 pohjal z,, on nullkoht. Samuti on ta
l-kordne nullkoht, sest s € C*™', kust jireldub s(x,y,) = §'(7,4,) = -+ = s Hz,4,) =
0. [

Jargmine teoreem annab meile teadmised, kuidas kditub s; mark.
Teoreem 4.2. [1] Rahuldagu s; € S; mittesolm tingimust ning olgu | = 3. Siis
1. s; ei vordu nulliga iheski intervallis [z, xj11],
2. s; on intervallis [x, x;41] sama mdrgiga,
3. s; muudab igas solmes x; mdrki v.a j = 0,4,n,
kus 5 =0,...,n.

Toestus. Toestus pohineb artiklil [1].
Oletame, et mingite indeksite j korral iga « € [z;,x;41] korral s;(z) = 0. Voime eeldada,
et 7 + 1 < 1, sest vastasel juhul oleks esimese osa toestus analoogne. Olgu

S(x) 07 kui Lo S x S Tj+1,
| osi(x), kuizjg < <y,
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s(z) kuulub hulka S; ja rahuldab mittesolm tingimust ning samuti interpoleerib punkte
nagu ka s;(z). Kuna mittesolm tingimustega splain on lause 4.3 pohjal iitheselt madratud,
siis tuleb vélja, et iga x € [z, xj41] korral s;(z) = 0. Olgu niiiid [z, z,| selline maksimaal-
ne intervall, kus s;(z) = 0 kogu intervallis. See intervall ei pea olema tingimata vordne
intervalliga [z, z;4+1], sest ta voib ka viljaspool seda olla veel null, kuid maksimaalselt kuni
solmeni z;, sest seal s;(x;) = 1. Seega o < 1.

Olgu niiiid intervall [z, z,] selline maksimaalne intervall, kus iga x € [z,,x,] korral
si(x) = 0, kusjuures 7 > i. Rakendame teoreemi 4.1 splainile s;(x) intervallis [z,,x,] ja
saame, et

Z(si(x)) < (1 — 0 — 1) +1, (4.5)

kus 7 — o — 1 on intervalli [z,, z,] sisesdlmede arv ja [ on splaini jirk. Paneme tihele, et
on kaks voimalust, kas 7 =n voi 7 < n.

Juhul, kui 7 < n, siis x, ja x, on teoreemi 4.1 pohjal [ kordsed s;(x) nullkohad. Kuna
x; ei ole nullkoht, siis saame, et splainil s;(x) on vihemalt

204+ (t—0—-1)—1

nullkohta. Paneme téhele, et interpolatsioonitingimused annavad siin 7 — o — 2 nullkohta,
kuna otspunktid z, ja x, on arvestuses kui [ kordsed nullkohad. Vorratuse 4.5 tottu saame:

A4+ (1r—0—-1)—-1<Z(si(x)) < (t1—0—1)+1,

kust saame, et [ < 1, mis on vastuolus eeldusega, et [ = 3, kuna meil on tegu kuupsplaini-
dega.

Juhul, kui 7 = n, siis z, on teoreemi 4.1 pohjal | kordne s;(x) nullkoht. Kuna z; ei ole
nullkoht, siis saame, et splainil s;(x) on vihemalt

l+(n—0)—1

nullkohta. Nendime ka toika, et n — o — 1 nullkohta on olemas tédnu interpolatsioonitingi-
mustele, kus otspunkt z, ei ole nullkohana arvesse ldinud, sest tema nullkoht kajastub kui
[.

Vorratus 4.5 ei vasta enam aga péris toele, sest niitid on intervall kujul [z, x,]. Kuna
mittesolm tingimuse tottu x,_; ei ole enam sisesolm nagu teoreem 4.1 nouab, siis on meil
sisesolmi vorratuses iihe vorra vihem. Seega, saame:

I+ (n—0)—1<Z(si(x)) < (n—0—2)+1,

kust saame, et 0 < —1, mis on vastuolu. Sellega oleme toestanud teoreemi esimese osa.
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Teise ja kolmanda osa toestuseks paneme tihele jargmist seika. Kuna meie splain s;(x)
on konstrueeritud nii, et s;(x;) = 1, kui j = ¢ ja 0 muul juhul, siis ndeme, et puhtalt
interpolatsioonitingimuste tottu on splainil vihemalt n nullkohta ehk Z(s;(z)) > n.

Teisalt, teoreemist 4.1 ja sisesolmede arvust, mis on mittesolm tingimuste tottu n — 3,
et

Z(si(x)) <n—34+1=n,

sest | = 3. Seega, Z(s;(x)) = n. Niisiis, need n nullkohta on interpolatsioonitingimuste tottu
just punktid xg, ..., z; 1, i1, ..., T,. On selge, et nad on iihekordsed. Seega, vahetab s;(x)
maérki just nendes punktides ning on seetottu ka iga intervalli sees sama mérgiga. Sellega
oleme toestanud ka teise ja kolmanda punkti. O]

Niiiid toestame teoreemi, mis naitab, kuidas kdituvad higusa splaini r-taseme interval-
lid. Teeme seda taaskord O.Kaleva eeskujul [1].

Teoreem 4.3. [1] Olgu | = 3 ja fs(x) hagus interpoleeriv mittesolm tingimust rahuldav
splain. Kui x € (x;,x;41), siis iga r € [0,1] korral

len(fs(x),) > min{len(fs(x;),), len(fs(zit1),)}

Toestus. Toestus on sarnane teoreemi 3.1 toestusele, nii et anname selle natuke iildsonali-
semal kujul.

Paneme téhele, et r-tasemekaupa interpolatsioonipoliinoomi kuju ja lause 3.2 tottu keh-
tib:

n i+1
len(fs(x),) = len(z si(x) - wip) > len(z si(x) - uj,).
i=0 Jj=t
Saame ka:
i+l i+l
len(z sj(z) - uj,) > min{len(u;,), len(uit1,)} Z |s;(z)].

Lopetuseks jadb niidata, et s;(z) + sip1(x) > 1 Vo € (4, Tig1)-

Paneme tihele, et s;(x) + s;41(z) € S; ja tema védrtus on 1, kui 2 = z; voi = = 2,41
ning muudes solmedes 0.
Oletame vastuviiteliselt, et 3 € (x;, z;41) nii, et s;(z) +s;41(x) < 1. Olgu 0 < i < n. Seega
oleks ta tuletisel 16igus (x;_1, r;12) vihemalt kolm nullkohta. Lisaks on tal Rolle’i teoreemi
tottu ka igas 16igus (z;,x;11) tuletisel nullkoht, kus 0 < j <i—2jai+2 < j < n ehk
kokku n — 3 nullkohta. Seega on ta tuletisel kokku kogu piirkonnas vihemalt n nullkohta.
Paneme tihele, et s;(z) + s;11(x) tuletis kuulub hulka S; ;. Seega, teoreem 4.1 annab, et
tema tuletisel on maksimaalselt

mn—3)+(l-1)=n—-34+3—-1=n-1

30



nullkohta. Seega meil ei saa olla n nullkohta ning saime vastuolu.
Juhul kui 7 = 0 voi ¢ = n saame toestada sarnaselt. Seega kehtib, et

SZ<I') + SH_l(ZE') Z 1, Vx € (ZEZ‘,I,‘_H)
[

Sellega oleme kirjeldanud higusate mittesolm tingimust rahuldavate splainide peamised
omadused.

4.3.2 Hagus taielik splain

Héagus téielik splain ehk complete fuzzy spline on histi kirjeldatud S. Abbasbandy artiklis
[13].

Tiielik splain peab iildiselt rahuldama tingimusi: s'(zo) = f'(70) ja §'(x,) = f'(zn),
kus funktsioon f on lihendatav funktsioon [11]|. Higusal juhul vordsustatakse tuletised aga
nulliga, sest iildiselt ei ole tuletisi kerge leida.

Definitsioon 4.5. [13] Funktsiooni s: [z, z,,] — R nimetatakse paaritu astmega téielikuks
splainiks, kus [ = 2m — 1, m > 2 ning rahuldab jargmisi tingimusi:

1. olgu s splain, siis s € O [z, 1],
2. splain s(z) on [ jirku poliinoom igas intervallis [z;, z;41) iga ¢ = 0,...,n — 1 korral,
3. sW(20) = s"(z,) =0, v=1,...,m—1.

Teoreemid 4.2 ja 4.3 on artiklis [13] toestatud ka héguse téieliku splaini jaoks, kitsen-
dusel, et kasutatakse paaritu astmega téielikke splaine. Need toestused on viga sarnased
mittesolm splaini juhu omadele, mispérast ei hakka me neid siin andma.

Niisiis, higusa paaritu astmega téieliku splaini s;(x) mérk kditub samamoodi kui L;(x)
mark.

4.3.3 Hagus naturaalsplain

Hagus naturaalsplain ehk natural fuzzy spline on hasti kirjeldatud S. Abbasbandy ja E.
Baboliani artiklis [14].

Definitsioon 4.6. |14] Funktsiooni s: [z, z,,] — R nimetatakse paaritu astmega téielikuks
splainiks, kus [ = 2m — 1, m > 2 ning rahuldab jargmisi tingimusi:

1. s € O wo, 2],

2. splain s(z) on [ jarku poliinoom igas intervallis [z;, z;41) iga ¢ = 0,...,n — 1 korral,
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3. S(U)(x(J) = S(U)(xn) =0, v=m,....2m—=2.

Artiklis [14] on toestatud ka higuse naturaalsplaini jaoks teoreemid 4.2 ja 4.3 tingimusel,
et kasutatakse paaritu astmega naturaalsplaine. Sarnaselt eelmisele alajaotusele 4.3.2, ei
hakka me neid toestusi andma.

Seega, ka hiigusa paaritu astmega naturaalsplaini s;(z) mérk kditub kui L;(x) mérk.

4.3.4 Veahinnang

Hégusate kuupsplainidega ldhendamise puhul ei tundu olevat praeguse seisuga veel olemas
tihtegi head veahinnangut. P.Blaga ja B.Bede mainivad samuti oma artiklis [15], et on raske
vOi isegi voimatu toestada aproksimatsiooniteoreeme héigusate funktsioonide lihendamisel
splainidega.

4.4 Hagusa splaini siledus ja pidevus

Siin alajaotuses eeldame, et splaini s;(z) mérk kiitub samuti nagu Lagrange’i fundamen-
taalpoliinoomi L;(z)mérk.

Tuleb vilja, et hdgus splain on hagusalt pidev.

Lause 4.4. Hdagus splain on hdgusalt pidev.

Toestus. Toestus analoogne lause 3.3 toestusega. [
Jargmine lause viidab, et hdgusa splaini esimest jarku tuletis ei ole enam pidev.

Lause 4.5. [9] Olgu fs(z), = [fs(z)., fs(x)]] r-taseme higus splain. Mittehigusate funkt-

T

sioonide fs(x), ja fs(x)} esimesed tuletised ei ole iildiselt interpolatsioonisolmedes pide-
vad.
Toestus. Toestus on analoogne lause 3.4 toestusega. O

Seega on ka higusate splainidega lihendades tuletis mittepidev.

4.5 Numbriline meetod

Eelnimetatud artiklites ei ole antud, voi on mainitud véiga tldiselt, numbriliste meetodite
kirjeldusi, kuidas hdgusate splainidega praktiliselt 1dhendada. Jargnevalt piiiiame téita selle
liinga.
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Kuna antud t66 keskendub hégusate andmete interpolatsioonile ja kirjeldatavad mee-
todid pohinevad peamiselt mittehigusatel tulemustel, siis me ei lasku mittehégusate tule-
muste juures viga detailidesse, vaid anname lihtsalt pogusa iilevaate.

Jargnev fundamentaalsplainide teooria on périt raamatust [16].
Olgu meil splainid Fj € 839, kus j =0,...,n+ 3, mis rahuldavad jérgnevaid tingimusi.
Interpolatsioonisolmede vorgul
§o <+ < &nys

peavad kehtima vordused
Fj(&)=1, FJ(&)=0, i#j, 4j=0,...,n+3

Ning splainisolmede vorgu
—00 < T < - < Xy < OO

igal osaloigul peavad splainid Fg olema kuuppoliinoomid, kus 5 =0,...,n + 3.

Selliselt maaratud splaine nimetatakse fundamentaalsplainideks ning nad moodustavad
baasi meie splainiruumis Ss 9. Mittesolm splain on voimalik konstrueerida splainisolmi muu-
tes.

Iga splaini S € S35 saab esitada fundamentaalsplainide lineaarkombinatsioonina [16]

n+3

S(@) =Y fiF @),

kus Fj (z) on fundamentaalsplainid ja f; on interpolatsioonitingimused iga j =0,...,n+3
korral. Seda tulemust nimetatakse ka Lagrange’ interpolatsioonivalemiks splainide jaoks.

Teoreem 4.4. [16] Interpolatsiooniiilesanne S(&;) = fi, kus i =0,...,n+ 3 ja S € Ss2,
on theselt lahenduv parajasti siis, kui iga j = 1,...,n korral

§j_1 < Z; < §j+3-

Téestus. Teoreem on toestatud raamatus [16] teoreemi 1.3 all. O
Niisiis, interpolatsioonisélmede korral valime lihtsalt z; € (§;-1,&43) iga j =1,...,n
korral.

Jargnevalt vaatame kahte meetodit, kuidas leida fundamentaalsplaine ja kuidas ha-
gusaid andmeid numbriliselt 1dhendada higusate splainidega. Molemad meetodid annavad
samade lihteandmete puhul sama tulemuse, erinevus on vaid baassplainide esituses.
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4.5.1 Loigatud astmefunktsioonid

Loigatud astmefunktsioonide teooria pohineb raamatul [16].
Kui S € S5, siis 1oigatud astmefunktsioonide kaudu avaldub splain S nii:

S(z) = co+ e1x + er” + cza® + Zbi@ —z)3,

i=1
kus cg,...,c3,b1,...,b, on reaalarvulised kordajad, x1,...,x, on splainisolmed ja

3 .
o) (r—2)?, kuiz >
(2 — )y _{ 0, kui z < x;

igat=1,...,n korral.
Tingimustest S(&;) = f;, kus kordajad f; ja & on interpolatsiooniandmed, i = 0,...,n+ 3,
saame, et

fi=co+ &+ bl + &l + Z bi(& — mj):i,
=1

mis on lineaarvorranditesiisteem cy, ..., c3, by, ..., b, suhtes.

Arvestades fundamentaalsplainide interpolatsioonitingimusi, saame leida koik funda-
mentaalsplainid Fj’ lahendades siisteemi kordajate komplektide cé, e ,cg, b{, ..., bl suhtes
iga 7 =0,...,n+ 3 korral. Seega, kui splainisolmed on vastavalt teoreemile 4.4 valitud, siis
saame iiheselt lahenduva siisteemi:

-0 3T
0 T s
& ... & (o—x)i .. (bo—ma)l ‘a - a
1 & . & (G-x)t o (&)t : : :
: : : : : : : B2 o3| E,
Lo : : : : : IR |
1 €n+3 B 624—3 (€n+3 - xl)i s <€n+3 - xn)i : :
bO bn+3
L“n+3 - n+34
kus E on n + 4 dimensiooniline {thikmaatriks. ' o '
Niisiis, fundamentaalsplainid avalduvad kordajate ¢, ..., d}, b1, ..., b, kaudu:

J
=1

kus x; on splainisolmed iga i = 1,...,n korral.
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Seega, higus interpolatsioonisplain fs(z) avaldub

n+3

fs@) =3 uF()

kus wu; on hagus interpolatsioonitingimus ehk héagus arv iga j = 0,...,n + 3 korral, mille
korrutamine skalaariga Fj (z) on antud esimese peatiiki definitsioonis 1.8.
Meetodi Pythoni’i implementatsioon on antud lisas 6.2.2.

4.5.2 Momentide meetod

Kasutame niiiid kuupsplaini esitust momentide meetodi abil.

Paneme téhele, et momentide meetodi korral splaini- ja interpolatsioonisolmed langevad
kokku ehk meile piisab vaid interpolatsioonisolmedest ning lisatingimustest otspunktides.
Interpolatsioonisolmi tdhistame siin alajaotuses jargmiselt:

To < - < T

See alajaotus pohineb kahel allikal, peatiikil 3.3 raamatust [17] ja veebilehel [18], mille
tahistust kasutame ka siin t60s.

Jargnevalt toome &dra splaini iildkuju ja meetodi tema kordajate leidmiseks. Tapsem
tuletuskiik on leitav molemast allikast [17] ja [18].

Kui S € S, o, ..., 7, on interpolatsioonisolmed ja yo, . . ., ¥, on funktsiooni vadrtused
solmedes, siis kuupsplain, mis rahuldab tingimusi S(x;) = y; igai = 0, ..., n korral avaldub
momentide meetodil nii:

S(@) =Y Cyla),

kus iga @ = 1,...,n korral C;(z) on kuuppoliinoom 16igus [z;_1,x;] ning véljaspool 16iku
Splaini Cj(x) = a;2® + bix? + cix + d; € Ss2 kordajate a;, b;, ¢;, d; leidmiseks, kus x €
[zi_1,2;] jai=1,..., n, kasutatakse tingimusi
Ci(xi) = yi ja Cy(zio1) = Yi (4.6)
ning siledusnoudest tulenevaid tingimusi
Ci(zi) = Ciia(x) ja Cf (2:) = CYy (i) (4.7)
Olgu M; splaini teise tuletise viidrtus solmedes z; iga i = 0,...,n korral. Kuna C!(z) =

6a;x + 2b; on lineaarne 16igus [x;_1, z;], siis

T, — X T — Ti—1
M +———
h; ! h;

Ci(x) = M;, (4.8)
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kus h; = x; — x;_1 iga i = 1,...,n korral. Saadud vordust 4.8 kaks korda integreerides
saame kahe tundmatuga C;(z). Asendades tingimused 4.6 poliinoomi C;(z), lelame need

kaks tundmatut ning avaldame C;(x) momentide M; abil, kus « € [z;_1,2;]igai =1,...,n
korral.
(v; —x)3 (r —xi4)3
(2) = T gy T T 4.
Ci(z) o Mt i+ (4.9)
Yi-1 Mi—lhi) o (% _ MJ%’) .
+ ( h 5 (x; — ) + h 5 (x — xiq).

Momentide M; leidmiseks, kus i = 1,...,n—1, votame tuletise C!(x) kujust 4.9 ning ka-
sutame siledusomadust C;(z;) = C},(z;). Organiseerime saadud vorduses liitkmeid timber
ning saame

piMi—y 4 2M; 4+ N Mgy = 6f (2i—1, T4, Tit1), (4.10)
1 Yit1 =Y Yi — Yi-1 . h;
kus f(z;_1,z;, x; = ( — ) on diferentssuhe, y; = ——
Sz +) hiv1 + h hiyy h; . hiv1 + h;
jaNi=1—p;igai=1,...,n—1 korral.

Koos rajatingimustega saame lineaarvorrandisiisteemi My ..., M, suhtes. Kuna me ot-
sime siinkohal hoopis fundamentaalsplaini kordajaid, siis peame lahendama n + 1 sellist
lineaarvorrandisiisteemi. Iga vorrandisiisteemi ehk ¢ = 0, ... n korral kasutame funktsioo-
ni viirtustena vy, . .., y, hikmaatriksi :’'nda veeru vaértuseid, et leida

6f(£07 T, :E2)7;7 CRC 76f('rn—27 Tn—1, xn)z
iga i = 0,...,n korral nii, et leitud splainid rahuldaksid fundamentaalsplainide tingimusi.
Nii saame siisteemi momentide komplektide M, ..., M, leidmiseks iga i = 0,...,n korral.

Naturaalsplainide puhul on lisanduvad rajatingimused CY(z) = C(x,) = 0.
CY (o) = 0= M§ =0,

CM'(z9) =0= M' =0,
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iga i =0,...,n korral. Seega saame lineaarvorrandisiisteemi:

1 0
pro 2
(00
0

6f(5€0,331,372>0

0

A1

0 0 [ MY
My
2 A M,
0 1 M?
0

6f('r07 €, x2>1

6f(xn—2> Tn—1, xn)(] 6f<$n—27 Tn—1, xn)l

0

Mg M ]
My My
M,_, M,
M, My,

0
6f(:€0, €1, 'TQ)H

6f(xn—2> Tp—1, xn)n

0

Paneme tdhele, et saadud siisteem on kolmediagonaalse maatriksiga, kus diagonaal domi-
neerib ridade kaupa. Seetottu on siisteem mittesingulaarne ning naturaalsplainide rajatin-
gimused koos interpolatsioonitingimustega méaaravad lahendi iiheselt.

Téielike splainde puhul on rajatingimused Cf(zo) = C,(x,) = 0.
C)(z0) = 0 = 2Mi + M = 6—f(x‘;l’x1)",
1
Cl(wo) =0 = 2M} + M!_, = 6—f(x"h1’ Zn):,
iga i =0,...,n korral. Saame lineaarvorrandisiisteemi:
(2 1 o o [ M M Mg ]
p1o 2 A1 M{) Mll My
Pn—1 2 Apo1 M3—1 Mé—l M,
0 0 12 M M} M
— 6f($o, T1)o 6f(9€0,$1)1 6f(l"0, T1)n
hy hy hq

6f(950,$1,~’132)0

6f(xn—27 Tn—1, xn)(] 6f<xn—27 Tn—1, xn)l

f(xn—la xn)()

6 I

6f(9607$1,952)1 6f(5170,9€17$2)n

f@n1, Z0)n
ho,

J@n1, 201

hon

6 6

6f(xn—2> Tn—1, xn)n

Nondasamuti on ka see siisteem kolmediagonaalse maatriksiga, kus diagonaal domineerib
ridade kaupa. Seepérast on siisteem regulaarne ning lahend {ihene.
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Mittesolm splainde puhul tulevad juurde rajatingimused C}"(x1) = Cy'(z1) ja C'_ 1 (2y-1) =
C"(z,_1), et leida esimene ja viimane vorrand siisteemis.

Ci”(iCl) = Cg/(l'l) = thé — (hl + hg)Mlz + thé =0
C" (Tn-1) = C"(wp_1) = hyM! o — (hpy_1 +hy) M. | + hpy M. =0

iga i =0,...,n korral. Saame lineaarvorrandisiisteemi:
(hy —(h1+hy) Ty o] [ M M ... M}
-1 2 A1 MY, oM, ... MM,
0 - by —(hp—1+hn) ooy M) M. M
[ 0 0 . 0 ]
6f (o, 71, 72)0 6f (0, 71, T2)1 6f(zo, 71, 72)n
6f($n—27 Tn-1, xn)O 6f(xn—27 Tn-1, mn)l s 6f(xn—27 Tn-1, xn)n
i 0 0 e 0
Paneme téhele, et saadud siisteemis domineerivat peadiagonaali pole. Siisteemi lahendi
ihesuse néitamiseks avaldame M ja M, iga 7 =0,...,n korral
. hi+hy . hy .
M; = M — — M
0 hQ 1 h2 29
; hnfl + hn ] hn i
M =———M _,— M!
n hn—l n—1 hn—l n—2

ning asendame siisteemi ja saame

- hy hy -

24— 1—— 0 0 B n—1T
" ha ho My M
2 2 A2 My ... My

Hn—2 2 )\n,Q Mnl_Q Ce M:__Ql
hy, hn, M! M
0 . 0 1-— 2 | -1 e n—1 |
L hn—l * hn—l_
6f('r07w1ax2)1 6f($0,$17$2)n_1 1
6f(z1, 22, 73)1 e 6f (1, T2, 73)n—1
6f(xn737 Tp—2, :L'nfl)l cee 6f<xn737 Tp—2, xnfl)nfl
L 6f<xn—27 Tn—1, xn)l o 6f(xn—27 Tn—1, xn)n—l i
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mis on kolmediagonaalse maatriksiga siisteem, kus diagonaal domineerib ridade kaupa. See-
pérast on ka mittesolm tingimusega siisteem regulaarne ning lahend iihene.

Téhistame kuuppoliinoomi Cj(x), mis on kordajate M} abil arvutatud C}(x) iga i =

0,...,n ja j = 1,...,n korral. Seega, fundamentaalsplainid avalduvad splainide C’]’(a:)
kaudu:

Fa) =) Cj(x),
j=1
iga1=0,...,n korral.

Héagus interpolatsioonisplain fs avaldub taaskord

fs(@) = " whia),

kus u; on higus funktsiooni vaartus solmes x; iga ¢+ = 0,...,n korral, mille korrutamine
skalaariga () on antud esimese peatiiki definitsioonis 1.8.
Meetodi Python’i kood on olemas lisas 6.2.1.

4.6 Naited

Toome kaks niidet artiklist [1], kus kasutame higusa kuupsplainiga interpoleerimist eri-
nevate rajatingimustega. Néited on saadud momentide meetodiga, kuid samad tulemused
saab ka teiste meetoditega.

Naiide 4.2. FEsimene ndide on taaskord klassikaline, et demonstreerida interpolatsiooni-
meetodite erinevust. Olgu meil antud higusad kolmnurkarvud:

? 0O 1 2 3 4 5
T; 1 11 1.2 3 35 4
uf| 17 T2 2
up|-2 4 1 0 =30

Joonisel 4.2 on ndha ldhendamise tulemused koigi kolme rajatingimuse korral.
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—154

—20

—25

+0 tase

—-—- -0.5 tase
+0.5 tase

—-= ltase

Joonis 4.2: Joonistel on funktsiooni kandja, tuum ja 0.5-tasemed eristatud vastavate joon-

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

—15

—20

—25

+0 tase

—-—- -0.5 tase
+0.5 tase

—-- ltase

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

(b) Lahend higusa taieliku splainiga.

+0 tase

—-—-- -0.5 tase
+0.5 tase

—-= ltase

1.0 1.5 2.0

T T

3.5 4.0

(c) Lahend higusa mittesolm splainiga.

tega. Suured tapid kandjal mérgivad interpolatsioonipunkte.

Parema vordluse jaoks anname iga rajatingimuse korral kandjaintervalli punktis 2:

o naturaalsplain: [-21.945, 7.655]

o taielik splain: [-26.623, 7.698]

o mittesolm splain: [-25.2586, 7.524]

Toome siinkohal dra ka tihe 3D joonise parema intuitsiooni tekitamiseks. Tegu on samade

andmetega mittesolm juhul. Tulemus on joonisel 4.3

40




Joonis 4.3: Joonisel on ndite 4.2 lahend héigusa mittesolm splainiga kolmemootmelises
ruumis.

Naiide 4.3. Olgu meil nidid antud hagusad kolmnurkarvud:

{ 0 1 2 3 4 5
T 1 2 3 45 6
ufpl 1 5 0 26 1
up|-1 3 -2 0 4 -1

Joonisel 4.4 on ndha lahendamise tulemused koigi kolme rajatingimuse korral.
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6 — -Otase © — -Otase

6 [e]
- +0 tase —_ +0 tase
--- -0.5 tase //,_\'\ © --- -0.5tase ./'-\\
] . ke g DN
4 SN +0.5 tase 7y NN 41 P +0.5 tase .//, \\\\
/

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
(a) Liahend higusa naturaalsplainiga. (b) Lahend higusa taieliku splainiga.
—— -Otase
61 +0 tase °
--- 05t -
~ R ase SN
V4 +0.5 tase VN
; 0 4

(c) Lahend higusa mittesolm splainiga.

Joonis 4.4: Joonistel on funktsiooni kandja, tuum ja 0.5-tasemed eristatud vastavate joon-
tega. Suured tapid kandjal mérgivad interpolatsioonipunkte.

Nagu joonistelt on ndha ei ole tulemused sujuvad, kuid tasemeintervallid néites 4.2 ei
kasva nii kiiresti kui Lagrange’i meetodil.
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5. Kuupsplainidega kolmnurkarvude in-
terpoleerimise erijuht

Selles peatiikis kirjeldame tiikiti kuupsplainidega ldhendamise erijuhtu kolmnurkarvudele.
Selleks kasutame B-splainidest moodustatud baasi.

Erijuht seisneb selles, et mingitel tingimustel on voimalik 1dhendada kolmnurkarve otse
r-taseme otspunktide kaudu eraldi interpoleerides.

Selle peatiiki tulemused ja toestused pohinevad artiklil [2], kui ei ole teisiti viidatud.

5.1 Uldist

Alustame iildisest B-splaini tiiiipi kuupsplaini konstrueerimisest.

Olgu meil antud iihtlane intervalli [a, b] tiikeldus a = ¢y < t; < ...t, = b ning lisaks
b— a)
, kus

h—
1=-3,...,n+3jah = i Téhistagu Ss o koigi eelneval antud solmedega kuupsplainide
n

veel 6 solme t_ g <t_o9g<it_q1 <ty ja thts > thyo > Thyr > Tn. Olgu t; =a-+ Z(

hulka, mille siledusaste on 2. Niiiid defineerime 1&hte- ehk baassplaini B;(t)

(t —tis)? kui t € [t;o,t; 1]
L | PP BRI = i) + 3Rt — tin)® = 3(t = i) kuit € [tioa, 1]
Bi(t) = 5 h? 4+ 3h%(tin —t) + 3h(tis1 — 1) — 3(tip1 — t)° kuit € [t;, 141 (5.1)
(ti+2 — t)g kui ¢ S [ti—l-l; ti+2]
0 muul juhul

kust=—1,...,n+ 1.
Seega saame niilid suvalise kuupsplaini s(z) € 532 esitada selliste baassplainide lineaar-
kombinatsioonina.

n+1
s(z) = Z ¢; Bi(z),
i=—1
kus ¢;, i = —1,...,n+ 1 on reaalarvulised kordajad.
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Noudes, et splain s(x) rahuldaks interpolatsioonitingimusi s(¢;) = f(¢;), 0 < i < n, kus
(ti, f(t;)) on interpolatsiooniandmed, ei mééra veel splaini iiheselt. Selleks vajame veel kahte
lisatingimust. Siinjuures kasutame hilisema hidgusate arvudega tegelemise lihtsustamiseks
selliseid lisatingimusi :

s(t2) = f(t-2),  s(tns2) = f(tnt2).

Paneme téhele, et f(ft_3) ja f(f,12) valime suvaliselt, kui me ei tea funktsiooni f(t) tegelikke
vaartusi.
Niiiid toestame, et selliselt defineeritud splain on iiheselt méaratud.

Teoreem 5.1. [2] Leidub iheselt mddratud splain s(x) € S, mis lahendab jirgneva in-
terpolatsiooniilesande:

1. s(t—2) = f(t-2), S(tni2) = [f(tni2),

2. s(t;) = f(t;), 0<i<mn, kus (t;, f(t;)) on interpolatsiooniandmed.
Toestus. Olgu s(x) € Sso, siis ta avaldub baassplainide lineaarkombinatsioonina s(z) =
n+1

Z ¢;Bi(z) kus ¢;, i = —1,...,n + 1 on reaalarvulised kordajad. Seega, interpolatsiooni-

i=—1
tingimustest saame:

s(ta) =c 1B q(tg) + -+ cop1Bupa(t—2) = f(t-2),
s(ti) =caB(ti) +---+ Cn+1Bn+1( i) = f(t:), 0<7<n,
8(tns2) = cc1B_1(tnga) + - 4 Cog1 Bryi(tns2) = f(tns2),

Siit saame n + 3 lineaarvorrandit n + 3 tundmatu c¢_q, ..., c,1 suhtes. Ehk AC = B, kus
C = (C—h cee 7cn+1>T

B = (S(t_g), 3(t0>, ey S(tn)v S(tn-‘rQ))T

Kerge on ndha baassplaini definitsioonist 5.1, et

B;(t 4
B;(t ):1 kuij=i—1,j=i+1
B;(t 0, muul juhul
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Niisiis, saame lineaarvorranditesiisteemi

[1 0 c_1 s(t_2)
1 41 Co s(to)
1 4 1 C1 S(t1>
1 4 1 Co S(tg)
= , (5.2)
1 41 Cn s(ty)
i 0 1] |cns1] | 5(tht2) |

mis on kolmediagonaalne maatriks, kus peadiagonaal domineerib veergude kaupa ja seetottu
on siisteem mittesingulaarne. Seega tal leidub iihene lahend. O]

5.2 Erijuht

Jargnevalt 1dheb meil tarvis teoreemi, mis iitleb, millistel tingimustel on meil tegu higusa
arvuga.

Teoreem 5.2. [19] Kuiu € Rp, u, ,u}: [0,1] — [0,1], siis

e u, onr suhtes vasakult pidev tokestatud mittekahanev funktsioon, kui r € (0,1],

e u' onr suhtes vasakult pidev tokestatud mittekasvav funktsioon, kui r € (0,1],
o u; <uf,
o u_ ja u on paremalt pidevad punktis r = 0 Teiselt poolt, kui u, ja u rahuldavad
eelmainitud tingimusi, siis leidub ihene v € Rp nii, et u, = v, jau = v},
Téestus. Teoreem on toestatud artiklis [19]. O

Olgu meil siin alajaotuses antud interpolatsioonipunktideks kolmnurksed higusad ar-
vud u; = (24,5, 2i), kus x;, 95,2, € Rjaz; < y; < z; ning interpolatsioonisolmed ¢;, kus
i=-2,0,...,n,n+ 2. Tuletame meelde, et u, =z + (y —z)r jau =2+ (y—2)r onu
r-taseme otspunktid iga r € [0, 1] korral.

Nagu ikka huvitab meid, kas saame konstrueerida sellise higusa interpolandi p : R —

Rp, et p oleks higusalt pidev ja tdidaks interpolatsioonitingimusi p(t;) = w;, kus ¢ =
—-2,0,...,n,n+ 2.

45



Konstrueerime funktsiooni p tema r-tasemete kaupa:
p(x), = 0:1,7871(55) Tt C;+1,an+1<x)

p(ﬂﬁ);r = Cirl,rB*1<x) et Ci+1,an+1<x>

iga r € [0,1] korral. Paneme tihele, et iga r € [0, 1] korral p(z), , p(x);” € S32. On selge, et
selline interpolant p tdidab interpolatsioonitingimusi, sest teoreemi 5.1 pohjal igal r-tasemel
nouame p(t;)F = uf,, igai=—2,0,...,n,n+ 2 korral. Kuid kas p(z) : [a,b] — Rp on ikka
hagus funktsioon ka interpolatsioonipunktide vahel?

Jargnev teoreem viidab, et teatud tingimustel on ta toesti hdgus.

Teoreem 5.3. [2/ Olgu a > 1 ja

kus i = —2,0,...,n,n+ 2. Tdahistame

E™ = (29,65, s€y,6n0)"
E+ = (61_2, 68_7 sty 6:, e:—;—?)T
Olgu maatriks A nagu on ta kirjeldatud vorduses 5.2. Olgu tema veerud tdhistatud
Ay, .. Az Kui leiduvad sellised positiivsed skalaarid ay, ..., apy3 > 070 by, ... b3 >0
nit, et
n+3

E™ =) a4 (5.3)
i=1
n+3
ET =) A (5.4)
i=1
siis p(x) on hagus funktsioon p(x): [a,b] — Rp

Téestus. Olgu meil suvaline x € [a, b]. Toestuseks néitame, et p(z) rahuldab teoreemi 5.2
tingimusi ning on seetottu higus arv. Selleks, olgu r1,79 € [0,1],71 < ro. Tdestame, et
p(x);” on mittekahanev ja p(z)! on mittekasvav r suhtes. Ehk

p(x),, > p(x),,, (5.5)

p(x), < p(),] (5.6)

Samuti peab niiitama, et p(z); > p(z)], kuid see vastab ilmsesti toele, kuna vastavalt p(x)
konstruktsioonile p(x); = p(z)].
Toestame vorratuse 5.5. Vorratuse 5.6 toestus on analoogne.
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Kuna interpolatsioonipunktid u; on hidgusad arvud, siis teoreemi 5.2 pohjal kehtib in-

terpolatsioonislmedes t;, et p(t;),, > p(t:),, kus i = —2,0,...,n,n + 2. Splaini p(z)
konstruktsioonist ja vordusest 5.2 saame, et
0:1,7'2 = p<t—2);2 > p(t—Q);l = C:l,rl
i,y tdeg,, +ci,, = plt), = plt), = i, T, T,
Co,r4 + 401,7"2 + Cory — p(tl)rg > p(tl)rl = Cop + 4cl,r1 + Cory
C7—Lfl,7'2 + 407;,7‘2 + CT_L+1,7‘2 = p(tn>;2 Z p(tn>;1 - CT_Lfl,Tl + 4CT_L,7‘1 _'_ C;+1,T1
Cn+1,r2 = p(tn+2>r2 > p(tn+2)r1 = cn+1,r1

Siit saame elemente iimber organiseerides:

C:1,7"2 - 6:1,7"1 = p(t—Q);g _p(t—Q)v_l > 0
C 1 —Ctm + 4(00,r2 - CO,rl) + Clyy —Clpqy — p(t0>r2 - p(to)rl > 0
Co,r — Co,m + 4(61,7"2 - Cl,rl) + Copy = Copy = p(t1>r2 - p(t1>r1 > 0
07771,1"2 - CTiLfl,Tl + 4(0’:},,7‘2 - C;L,T‘l) + CTT,+1,T2 - C;L+1,7'1 = p(tn)é - p(tTL);l Z 0
Cn+1,r2 - Cn+1,7"1 = p(tn+2>7“2 - p(tn+2>r1 > 0
Teisest kiiljest tdnu kolmnurkarvude definitsioonile saame:
p(ti)y, —p(ti)y, = Uiy — Uiy, = 2 + (Y — )12 — 25 — (Ys — 23)11 =
= (yi —@i)(r2 —m1) = ¢; (r2 —11)
Niiiid, téhistades d; . = ¢;,., —¢;., kus i = —1,...,n + 1 saame kirjutada
- - — T
D7 = (- dp,)T
Eelnevast saame, et AD, = (ry — 1) E".
Ténu eeldusele 5.3 on d; . > 0iga i = —1,...,n + 1 korral. Seega
0< dijr = Ciry — Cigy = Cimy > Cisr
Millest jareldub, et
n+1 n+1
Z Cim Bi(z) < Z Cimy Bi().
i=—1 i=—1
Kuna B;(z) on positiivne funktsioon iga i = —1,...,n + 1 korral, siis saamegi

p(z);, < pla),.
Pidevustingimused teoreemi 5.2 kasutamiseks jirelduvad sellest, et p(x), ja p(z) on iga r

korral antud punktis ¢ pidevad, kuna nad on poliinoomid.
Seega rahuldab p(x) teoreemi 5.2 tingimusi ja on iga x korral hiigus. O]

Paneme téhele, et eelneva teoreemi pohjal on p(x) r-tasemekaupa tuletis ka pidev ning
saame kena sileda funktsiooni.
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5.3 Naited

Toome jargnevalt kaks niidet artiklist [2], kus kasutame iilalkirjeldatud tulemusi.

Naiide 5.1. Olgu meil antud kaks komplekti interpolatsiooniandmeid hdgusate kolmnurkar-

vude naol:

i 0 1 2 3 4 5 6 7
z | 1 3 4 5 6 7 8 10
ufy| 3 135 92 58 142 73 83 5.1
w25 4 3 2 5 1 4 3
uip |15 —11 —81 —14 —31 —165 —35 15
i o 1 2 3 4 5 6 T
z; | 10 20 25 30 35 40 45 55
ufp[29.3 211 17.3 9.0 43.2 258 358 2.9
wip |29.1 202 158 7.5 41.1 24.0 344 26
uip [29.0 19.0 14.0 58 39.0 22.3 33.0 2.5

mis annavad vastavalt joonised 5.1(a) ja 5.1(b).

Joonis 5.1: Joonistel on funktsiooni kandja, tuum ja 0.5-tasemed eristatud vastavate joon-

-
_____

(o] 354

""""

- : " .
e 25 1
4”
.

—— -Otase

=== -0.5tase

—-= ltase
+0.5 tase
+0 tase

45 A

40 4

30 A

20 A

15 A

10 A

—— -Otase
—-—-- -0.5 tase
—-= ltase

+0.5 tase
+0 tase

T T T
20 25 30

tega. Suured tapid kandjal mérgivad interpolatsioonipunkte.

Naide 5.2. Viimaks toome ka vordluse néditele 4.3, mis nditab, et erinevalt hagusast kuupsplai-
nist, tuleb selle meetodiga antud juhul tulemus tunduvalt parem. Olgu meil antud hdgusad

kolmnurkarvud:

. . .
35 40 45




( 0O 1 2 3 45 6 7
z |—-1 1 2 3 45 6 8
uoll 1 5 0 26 1 1
uyp ! 0 0 4 -1 15 0 0
Uo|—1 -1 3 =2 0 4 -1 -1
mis annavad joonise 5.2.
6 —— -0 tase Q
-=- -0.5tase .
© —-= 1 tase ‘f_}.\
4 - +0.5 tase R4 AN
'//‘\.\‘ +0 tase /;f/ \‘\.
\

Joonis 5.2: Joonisel on funktsiooni kandja, tuum ja 0.5-tasemed eristatud vastavate joon-
tega. Suured tapid kandjal mérgivad interpolatsioonipunkte.

Nagu joonistelt on ndha on tulemuseks ilusad sujuvad ldhendid.
Meetodi implementatsioon on antud t66 lisaalajaotuses 6.3.

49



Kirjandus

1]
12|

13l
4]

5]
6]

|7l

18]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

O. Kaleva. Interpolation of fuzzy data. Fuzzy Sets and Systems, 1994, 61, 63-67.

M. Zeinali, S. Shahmorad, K. Mirnia. Piecewise cubic interpolation of fuzzy data based
on B-spline basis functions. Iranian Journal of Fuzzy Systems Vol. 13, 2016, 1, 67-76.

L. A. Zadeh. Fuzzy Sets. Information and Control, 1965, 8, 338-353.

R. Lowen. A fuzzy Lagrange interpolation theorem. Fuzzy Sets and Systems, 1990, 34,
33-38.

B. Bede. Mathematics of Fuzzy Sets and Fuzzy Logic. Springer-Verlag, 2013.

A. Armand, T. Allahviranloo, Z. Gouyandeh. Some fundamental results of fuzzy calcu-
lus. Iranian Journal of Fuzzy Systems Vol. 15, 2018, 3, 27-46.

Yu-Ru Syau, Ly-Fie Sugianto, E. S. Lee. Continuity and semicontinuity of fuzzy
mappings. Computers and Mathematics with Applications, 2011, 61, 1122-1128.

L. A. Zadeh. The concept of a linguistic variable and its application to approximate
reasoning. Information Sciences, 1975, 8, 199-249.

W. A. Lodwick, J. Santos. Constructing consistent fuzzy surfaces from fuzzy data.
Fuzzy Sets and Systems, 2003, 135, 259-277.

J. F. Epperson. An Introduction to Numerical Methods and Analysis, Revised Edition.
John Wiley & Sons, Inc., Hoboken, New Jersey, USA, 2007.

C.de Boor, A Practical Guide to Splines, Revised Edition. Springer-Verlag, New York,
USA, 2001.

G.Hammerlin, K.-H. Hoffmann. Numerical Mathematics. Springer-Verlag, New York,
USA, 1991, saksa keelest tolkinud L. Schumaker.

S. Abbasbandy. Interpolation of fuzzy data by complete splines. The Korean Journal
of Computational & Applied Mathematics Vol. 8, 2001, 3, 587-594.

20



[14] S. Abbasbandy, E. Babolian. Interpolation of fuzzy data by natural splines. The Korean
Journal of Computational & Applied Mathematics Vol. 5, 1998, 2, 457-463.

[15] P. Blaga, B. Bede. Approximation by fuzzy B-spline series. Journal of Applied Mathe-
matics and Computing Vol. 20, 2006, 1-2, 157-169.

[16] Ju. S. Zavjalov, B. I. Kvasov, V. L. Mirosnitsenko. Splain funktsioonide meetodid, (v.k
Metodé Splain-Funktsii). Nauka, Moskva, 1980.

[17] W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery. Numerical Recipes,
The Art of Scientific Computing, Third FEdition. Cambridge University Press, New
York, USA, 2007.

[18] R. Wangi masinoppe ja mustrituvastus kursuse koduleht.
http://fourier.eng.hmc.edu/el176/lectures/ch7/node6.html (22.04.2019)

[19] R. Goetschel Jr., W. Voxman. Elementary fuzzy calculus. Fuzzy sets and systems, 1986,
18, 31-43.

o1



Lihtlitsents loputo6 reprodutseerimiseks ja loputoo iild-
susele kittesaadavaks tegemiseks

Mina, Joonas Jérve (siinnikuupdev 15.11.1996),

1. annan Tartu Ulikoolile tasuta loa (lihtlitsentsi) enda loodud teose ,Hiigusate funkt-
sioonide ldhendamine®, mille juhendaja on Urve Kangro, reprodutseerimiseks eesmér-
giga seda siilitada, sealhulgas lisada digitaalarhiivi DSpace kuni autoridiguse kehti-
vuse loppemiseni.

2. Annan Tartu Ulikoolile loa teha punktis 1 nimetatud teos iildsusele kiittesaada-
vaks Tartu Ulikooli veebikeskkonna, sealhulgas digitaalarhiivi DSpace kaudu Creative
Commonsi litsentsiga CC BY NC ND 3.0, mis lubab autorile viidates teost reprodut-
seerida, levitada ja iildsusele suunata ning keelab luua tuletatud teost ja kasutada
teost drieesmérgil, kuni autorioiguse kehtivuse loppemiseni.

3. Olen teadlik, et punktides 1 ja 2 nimetatud oigused jaavad alles ka autorile.

4. Kinnitan, et lihtlitsentsi andmisega ei riku ma teiste isikute intellektuaalomandi ega
isikuandmete kaitse digusaktidest tulenevaid oigusi.

Tartu, 08.05.2019

02



6. Lisad

Meetodite implementatsioonid on antud programmeerimiskeeles Python. Implementatsioo-
nides kasutatakse ilmutamata jargnevaid funktsioone:

def plus(a, b): # kahe h&gusa arvu a ja b liitmine
if not isinstance(a, list):
a = [a, al
if not isinstance(b, list):
b = [b, bl
return [a[0] + b[0], a[1] + b[1]]

def korr(a, b): # kahe hdgusa arvu a ja b korrutamine
if not isinstance(a, list):
a = [a, al
if not isinstance(b, list):
b = [b, bl
return [np.minimum(np.minimum(a[0]*b[0], a[0]*b[1]),
np.minimum(al[1]1*b[0], al11*b[11)),
np.maximum(np.maximum(a[0]*b[0], al0l*b[1]),
np.maximum(a[1]*b[0], al[1]*b[1]))]

def tase(X, Y, Z, r): # tagastab kolmnurk arvude r-taseme

# X- kolmnurkarvu - Otase

# Y- kolmnurkarvu ltase

# Z- kolmnurkarvu + Otase

# r- soovitav tase

Fpluss = []

Fminus ]

for i in range(len(X)):
Fpluss.append(Z[i]l + (Y[i]l - Z[il) * r)
Fminus.append(X[i] + (Y[i] - X[i]) * 1)

return [Fminus, Fpluss]
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6.1 Hagusa Lagrange’i interpolatsioonimeetodi implemen-
tatsioon

def lagfun(n, i, x, X): # Lagrange’i fundamentaalpoliinoom
# n - jark
# 1 - poliinoomi indeks
# x - argument
# X - interpolatsioonisdlmede vektor

tulem = 1
for j in range(n):
if j == 1i:
tulem *= 1
else:
tulem *= (x - X[j]) / (X[il - X[jD)
return tulem

def intpoly(n, x, X, F): #Lagrange’i interpolatsiooni valem
# n - jark
# x - argument
# X - interpolatsioonisd&lmede vektor
# F - funktsiooni vaartuste vektor
tulem = [0,0]
for i in range(n):
tulem = plus(tulem, korr([F[0][i],F[1][il], lagfun(n, i, x, X)))
return tulem

#naide 1

solmed = [1,1.1,1.2,3,3.5,4]
X=1[-2, 4, 1, 0, -3, 0]

Y [o, 5, 1, 4, 0, 1]

Z (1, 7, 4, 7, 2, 2]

XX = np.linspace(np.min(solmed), np.max(solmed), 301)
varvid = ["k","darkgrey", "k", "darkgrey"]

stiilid = [u_u’ u_u, u__u’ u__n]

8ildid = ["-0 tase", "+0 tase", "-0.5 tase", "+0.5 tase"]
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tasemed = [0, 0.5, 1]

tulplus = []

tulminus = []

F = tase(X, Y, Z, tasemed[i])
N = len(solmed)

for ex in XX:
tulplus.append(intpoly (N, ex, solmed, F)[0])
tulminus.append (intpoly (N, ex, solmed, F)[1])

if tasemed[i] ==
plt.plot (XX, tulplus, "k-.", label = "1 tase")
else:
plt.plot (XX, tulplus, linestyle = stiilid[2xi],
label = sildid[2*i], color = varvid[2#*i])
plt.plot (XX, tulminus, linestyle = stiilid[2*i+1],
label = sildid[2*i+1], color = varvid[2*xi+1])

plt.plot(solmed, X, "ko")

plt.plot(solmed, Z, "ko", fillstyle="none")
plt.legend()

plt.show()

6.2 Hagus kuupsplainidega interpoleerimise implemen-
tatsioon

6.2.1 Momentide meetod

# Momentide meetodil h&gus kuupsplainidega interpoleerimine
def h(i, x):

# xid - interpolatsioonisdlmede vektor

# 1 - indeks

return x[i] - x[i-1]

def mu(i, xid):
# xid - interpolatsioonisdlmede vektor
# 1 - indeks
return h(i, xid) / (h(i+1, xid) + h(i, xid))
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def lam(i, xid):
# xid - interpolatsioonisdlmede vektor
# 1 - indeks
return 1 - mu(i, xid)

def difsuh(i, x, f): #diferentssuhe * 6
# x - interpolatsioonisd&lmede vektor
# 1 - indeks
# £ - funktsioonivaidrtuste vektor

a = (h@i+1, £)) / (h(i+1, x))
b = (h(i, £)) / (h(i, x))
c =(a-b) / (x[i+1] - x[i-11)

return 6 * c

def Ci(i, ex, M, fid, xid):
# 1 - indeks
# ex - argument
# M - splaini kordajate vektor
# fid - funktsioonivadrtuste vektor
# xid - interpolatsioonisdlmede vektor

if xid[i] >= ex and ex > xid[i-1] or (xid[i-1] == ex and i == 1):
a = (((xid[i] - ex)**3) / (6 * h(i, xid)))* M[i-1]
b = (ex - xid[i-1]1)**3 / (6 * h(i, xid)) * M[il
¢ = (xid[i] - ex) * (fid[i-1] / h(i, xid) - M[i-1] * h(i, xid) / 6)
d = (ex - xid[i-1]) * (fid[i] / h(i,xid) - M[i] * h(i, xid) / 6)
return a + b + ¢c +d

else:
return O

def tulemus(solmed, X, Y, Z, r, XX, rajatingimus):
solmed - interpolatsioonis&lmede vektor
X - kolmnurkarvu - Otase

Y- kolmnurkarvu ltase
Z- kolmnurkarvu + Otase
r- soovitav tase

XX - argumentide vektor
rajatingimus - nditab, mis rajatingimust
# hetkel kasutatakse (naturaal, taielik, mittesolm)

H H R B B H R
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N len(solmed)

A = np.zeros((N, N))
F = np.zeros((N, N))
I = np.identity(N)

for i in range(1,N-1):
Ali,i-1]= mu(i, solmed)
Ali,il= 2
Ali,i+1]= lam(i, solmed)

if rajatingimus == "mittesolm":
Af0,0] = -1 / (h(1, solmed))
Al[0,1] =1 / (h(2, solmed)) + 1 / (h(1, solmed))
AT0,2]= -1 / (h(2, solmed))
A[N-1,N-1] = -1 / (h(N-1, solmed))
A[N-1,N-2] =1 / (h(N-2, solmed)) + 1 / (h(N-1, solmed))
A[N-1,N-3]= -1 / (h(N-2, solmed))

for i in range(0, N):
fid = I[i]
for j in range(1l, N-1):
F[j1[i] = difsuh(j, solmed, fid)

if rajatingimus == "naturaal":
Afo,0] =1
A[N-1,N-1] =1

for i in range(0, N):
fid = I[i]
for j in range(1l, N-1):
F[j1[i] = difsuh(j, solmed, fid)

if rajatingimus == "taielik":
A[0,0] = 2
Af0,1] =1
A[N-1,N-1] 2
A[N-1,N-2] 1
for i in range(O,N):
fid = I[i]
for j in range(O,N):
if § ==
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a = (h(j+1, fid))/(h(j+1, solmed))**2
F[jI[i] = 6 * a

if j == N-1:
a = -(h(j, £fid))/(h(j, solmed))**2
F[j1[il = 6 * a

else:
F[j1[i] = difsuh(j, solmed, fid)

M = np.linalg.solve(A, F)
M = np.transpose (M)

FF = tase(X, Y, Z, 1)
tulplus = []
tulminus = []

for ex in XX:
buffer = [0,0]
for i in range(N):
vahetul = [0,0]

for j in range(1l, N):
# plus( , ) on higusate arvude liitmine
vahetul = plus(vahetul, Ci(j, ex, M[i], I[i], solmed))
# korr( , ) on higusate arvude korrutamine
vahetul = korr(vahetul, [FF[0][i]l,FF[1]1[i]1])
buffer[0] += vahetul[0]
buffer[1] += vahetul[1]
tulplus.append (buffer[1])
tulminus.append (buffer[0])
return [tulminus, tulplus]

#ndide 1
#solmed = [1, 1.1, 1.2, 3, 3.5, 4]
#X = [-2, 4, 1, 0, -3, 0]

#Y = [0, 65, 1, 4, 0, 1]
#Z = [1, 7, 4, 7, 2, 2]
XX = np.linspace(np.min(solmed), np.max(solmed), 1000)

tasemed = [0, 0.5]
varvid = ["k","darkgrey", "k", "darkgrey", ]
stiilid = ["-m,w-n, w7
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sildid = ["-0 tase", "+0 tase", "-0.5 tase'", "+0.5 tase"]
for i in range(len(tasemed)):
tul = tulemus(solmed, X, Y, Z, tasemed[i], XX, "taielik")
plt.plot (XX, tul[0], linestyle = stiilid[2*i],
label = sildid[2*i], color = varvid[2#*i])
plt.plot (XX, tul[1], linestyle = stiilid[2*i+1],
label = sildid[2*i+1], color = varvid[2*xi+1])

tul = tulemus(solmed, X, Y, Z, 1, XX, "taielik")
plt.plot (XX, tul[0], "k-.", label = "1 tase")

plt.plot(solmed, X, "ko")

plt.plot(solmed, Z, "ko", fillstyle='"none")
plt.legend()

plt.show()

6.2.2 Loigatud astmefunktsioonid

def special(x, xi): #erifunktsioon
# x - argument
# xi - vdrreldav
if x < x1i:
return 0O
else:
return (x - xi)**3

def fundamentaal(solmed, T, X, Y, Z, r, XX):
# solmed - interpolatsioonisdlmede vektor
# T - splain s6lmede vektor
# X - kolmnurkarvu - Otase
# Y- kolmnurkarvu ltase
# Z- kolmnurkarvu + Otase
# r- soovitav tase
# XX - argumentide vektor

=
1

len(solmed)
np.zeros ((N,N))

o
1l

for i in range(N):
for j in range(N):
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if j < 4:
D[i][j]

else:
D[i1[j] = special(solmed[i], T[j - 41)

solmed[i]*x*j

coef = np.linalg.inv(D)
F = tase(X, Y, Z, r)
tulplus = []

tulminus = []

for ex in XX:
buffer = [0,0]
for i in range(N):
vahetul = [0,0]
for j in range(4):
vahetul = plus(vahetul, coef[j]l[i] * (ex**j))
for j in range(4,N):
vahetul = plus(vahetul, coef[j][i] * special(ex, T[j-41))
vahetul = korr(vahetul, [F[0][i], F[1]1[il])
buffer[0] += vahetul[0]
buffer[1] += vahetul[1]
if ex ==
print ("2 korral ",buffer)
tulplus.append (buffer[1])
tulminus.append(buffer[0])

return [tulminus, tulplus]

#naide 2
T =1[1.2, 3]
solmed = [1, 1.1, 1.2, 3, 3.5, 4]
X=1[-2, 4, 1, 0, -3, 0]
Yy=1[0, 5,1, 4, 0, 1]
Z=11,7, 4, 7, 2, 2]
XX = np.linspace(np.min(solmed), np.max(solmed), 1000)
tasemed = [0, 0.5]
stiilid = ["royalblue","crimson", "b--", "r--", ]
8ildid = ["-0 tase", "4+0 tase", "-0.5 tase", "+0.5 tase"]
for i in range(len(tasemed)):

tul = fundamentaal(solmed, T, X, Y, Z, tasemed[i], XX)
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tul
plt
plt
plt
plt
plt

plt.plot (XX, tull[0], stiilid[2*i], label = sildid[2%*il])
plt.plot(XX, tul[1], stiilid[2*i + 1], label = sildid[2*i + 1])

= fundamentaal(solmed, T, X, Y, Z, 1, XX)

.plot (XX, tul[0], "k", label = "1 tase")
.plot(solmed, X, "bo")

.plot(solmed, Z, "ro")

.legend ()

.show()

6.3 Kuupsplainidega lahendamise erijuhu implementat-

sioon

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def

Bi(t, T, i, h):#kuup B splain iihtlaste vahede jaoks
# t- argument

# T- splaini s®lmede vektor

# 1- baassplaini indeks

# h- s0lmede vaheline kaugus

const = 1/(h*x3)

if (t <= T[i-1] and t >= T[i-2]):
return const * ((t - T[i-2])*%*3)

if (t <= T[i] and t >= T[i-11):
return const * (h**x3 + 3 * (h**x2) * (¢t - T[i-1]) +
3% h * (t - T[i-1])**2 -
3 % (t - T[i-11)#**3)

if (t <= T[i+1] and t >= T[i]):
return const * (h*x3 + 3 * (h*%2) * (T[i+1] - t) +
3 % h * (T[i+1] - t)**2 -
3 % (T[i+1] - t)*x3)

if (t <= T[i+2] and t >= T[i+1]):
return const * ((T[i+2] - t)*x*3)
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else:
return O

def tulemus(C, X, T, solmed, h): #splainide ja sklaaride summa
# C - skalaaride vektor
# X - mddramispiirkonna vektor
# T - splaini s®lmede vektor
# solmed - interpolatsioonisdlmede vektor
# h - sb6lmede vaheline kaugus
tulem = []
for x in X:
vahetulem = [0]
for i in range(len(solmed)):
vahetulem += C[i] * Bi(x, T, i+2, h)
tulem.append(vahetulem)
return tulem

#ndide 2
T = [5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60]
solmed = [10, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 55]

X = [29.0, 19.0, 14.0, 5.8, 39.0, 22.3, 33.0, 2.5]
Y = [29.1, 20.2, 15.8, 7.5, 41.1, 24.0, 34.4, 2.6]
Z = [29.3, 21.1, 17.3, 9.0, 43.2, 25.8, 35.8, 2.9]
h = T[1] - T[0]

N = len(solmed)

A = np.zeros((N,N))

Al0,0]=1

A[N-1,N-1]=1

for i in range(1,N-1):

Afi,i-11 =1
Afi,i] = 4
Afi,i+1] =1

taseb = tase(X, Y, Z, 0.5)

Cminus = np.linalg.solve(A, X)
Cminus5 = np.linalg.solve(A, tase5[0])
Cplusb5 = np.linalg.solve(A, tase5[1])
Cplus = np.linalg.solve(4, Z)
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Cl1 = np.linalg.solve(A, Y)

C = [Cminus, Cminus5, C1, Cplus5, Cplus]
XX = np.linspace(solmed[1], solmed[len(solmed)-2],1000)
varvid = ["k","k","k", "darkgrey", "darkgrey", ]
stiilid = ["-","—-n, o o on__nwoon_n o
8ildid = ["-0 tase", "-0.5 tase'","1 tase", "+0.5 tase", "+0 tase"]
for i in range(len(C)):
tul = tulemus(C[i], XX, T, solmed, h)
plt.plot (XX, tul, color = varvid[i], label = sildid[i],
linestyle = stiilid[il])

plt.plot(solmed[1: len(solmed)-1], X[1: len(X)-1], "ko")

plt.plot(solmed[1: len(solmed)-1], Z[1: len(Z)-1], "ko",
fillstyle="none")

plt.legend()

plt.show()
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