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Liihikokkuvote

Kéesolevas bakalaureusetoos uuritakse poolrithmade vahelisi homomorfisme,
mis rahuldavad teatud eritingimust, mida nimetame piisivuseks. T66s de-
fineeritakse homomorfismide piisivus. Edasi tuuakse vilja hulkade homo-
morfismiteoreem ja sellest jarelduv tensorkorrutise universaalomadus. To66s
tuuakse vélja moned iildised tulemused piisivate homomorfismide kohta ning
iildistatakse V. Laane ja .. Marini tulemust piisivate homomorfismide kom-
positsiooni piisivuse kohta ja antakse sellele uus toestus. T60s toestatakse
ka, et naturaalarvude aditiivsel poolrithmal pole iihtegi piisivat endomorfis-

mi ning et koik taisarvude aditiivse poolrithma endomorfismid on piisivad.
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the thesis. Also, fundamental homomorphism theorem and the universal pro-
perty of tensor products are brought out. The thesis brings out some general

results about firm homomorphisms. V. Laan’s and L. Marin’s result about
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Sissejuhatus

Kéesolevas bakalaureusettos uurime poolrithmade vahelisi homomorfisme, mis ra-
huldavad teatud eritingimust, mida me kutsume piisivuseks. Ennekoike huvitavad

meid piisivate endomorfismide poolrithmad ja monoidid.

Kui kahe monoidi vahel on mingi poolrithmade homomorfism (s.t. korrutamiste-
het siilitav kujutus), siis see homomorfism ei pruugi séilitada ithikelementi. Tekib
loomulik kiisimus: kas v6ib vaadelda mingit poolrithmade homomorfismide klassi
nii, et iga sellesse klassi kuuluv homomorfism kahe monoidi vahel siilitaks tihikut?
Tuleb vélja, et selliseks klassiks sobib piisivate homomorfismide klass (vt. [3]).

Homomorfismi piisivus defineeritakse tensorkorrutiste abil.

Vo6ib riadkida ka piisivatest poolrithmadest. Nende klass sisaldab k&iki monoide,
kuid selles on ka palju poolriihmi, mis ei ole monoidid. Piisivad poolrithmad on

kerkinud hiljuti esile poolrithmade Morita teoorias (vt. artiklit [4]).

T66 koosneb viiest peatiikist. Esimeses peatiikis antakse peamised t60s kasuta-
tavad definitsioonid ning toestatakse mdned abitulemused. Teine peatiikk rddgib
hulkade homomorfismiteoreemist ning sisaldab ka teisi tulemusi, mida selle abil
toestada saab, ent mida edasises t06s vaja ldheb. Kolmandas peatiikis sonastatakse
ja toestatakse iildised tulemused poolrithmade piisivate endomorfismide kohta.
Naiteks antakse toestus, et piisivate homomorfismide kompositsioon on samuti
piisiv, mistottu moodustavad piisiva poolrithma piisivad endomorfismid monoi-
di. Neljandas peatiikis uuritakse, kas naturaalarvude aditiivsel poolrithmal lei-
dub piisivaid endomorfisme. Viimases peatiikis ndidatakse, et poolrithmade homo-
morfismid monoidide vahel on piisivad parajasti siis, kui need siilitavad monoidi
iihikelementi ning kasutatakse seda teadmist, et nédidata, millised tédisarvude adi-
tiivse poolrithma endomorfismid on piisivad. T'Gestatakse ka seda, et koik rithmade

vahelised poolriihmade endomorfismid on piisivad.

Moned t66s sisalduvad tulemused on uued. T66s toestatakse, et naturaalarvude



aditiivsel poolrithmal pole iihtegi piisivat endomorfismi ning et taisarvude aditiivse
poolrithma kdik endomorfismid on piisivad. Uus tulemus on ka see, et koik rithmade
vahelised poolrithmade endomorfismid on piisivad. Lisaks iildistatakse V. Laane ja
L. Marini artikli [3] tulemust piisivate homomorfismide kompositsiooni kohta ja

antakse sellele uus toestus.



1 Definitsioonid ja abitulemused

Siin anname moéned definitsioonid, mida selles t66s ldheb vaja.

Definitsioon 1.1 ([1]). Poolrithmaks (.5, *) nimetatakse hulka S koos sellel de-

fineeritud assotsiatiivse kahekohalise algebralise tehtega .

Definitsioon 1.2 ([1]). Olgu (S, *) poolrithm ja A hulk. Kujutust
AxS— A, (a,s)—a-s
nimetatakse parempoolseks S-toimeks, kui iga a € A ja iga s,t € S korral

(a-s)-t=a-(sxt).

Paari (A, ) nimetatakse parempoolseks S-poliigooniks ja tihistatakse Ag.

Analoogiliselt defineeritakse ka vasakpoolsed S-toimed ja vasakpoolsed

S-poliigoonid.

Edaspidi jdetakse lihtsuse mottes * dra, s x ¢ asemel kirjutatakse st.

Definitsioon 1.3 ([2], Definitsioon 1.4.24). Olgu gA vasakpoolne S-poliigoon ja

A7 parempoolne T-poliigoon. Kui
(s-a)-t=s-(a-1)

iga a € A,s € S jat € T korral, siis saadud poliigooni nimetatakse

(S, T)-bipoliigooniks ja téhistatakse gAr.

Definitsioon 1.4. Olgu S poolrithm, Ag parempoolne S-poliigoon ja gB vasak-
poolne S-poliigoon. Olgu p vihim ekvivalentsiseos hulgal A x B, mille korral (as, b)
ja (a, sb) on seoses iga a € A, b € B ja s € S korral. Faktorhulka (A x B)/p nime-
tatakse Ag ja sB tensorkorrutiseks ja tihistatakse Ag ® ¢B voi A ®g B. Paari



(a,b) ekvivalentsiklassi téhistatakse a ® b. Seega iga a € A,b € B ja s € S korral
as @b =a® sb.

Definitsioon 1.5 ([4]). Parempoolset S-poliigooni Ag iile poolrithma S nimeta-

takse piisivaks, kui kujutus

fag : ARs S =+ A, a®s— as

on bijektiivne. Poolrithm S on piisiv kui kujutus pgs : S®S — S,s® ' — ss’ on

bijektiivne.

Definitsioon 1.6. Hulga A iihikelemendiks nimetatakse elementi 1, mille korral
al = la = a iga a € A korral. Poolrithma, millel on iihikelement nimetatakse

monoidiks.

Lause 1.7. Iga monoid on piisiv poolrihm.

Téoestus. Olgu meil monoid M ning iihikelement 1 € M. Peame tdestama, et

kujutus g, : M@ M — M, m@m’ — mm' on bijektiivne. Iga m € M korral

pr,,(1®@m)=1-m=m,

seega kujutus pps,, on siirjektiivne.

Olgu a,b,a’, b’ € M ning ab = a'l’. Siis

a@Rb=ab®1=dbl=d .

Seega on kujutus ka injektiivne ning M on piisiv poolrithm. O

Definitsioon 1.8. Olgu f : S — R mingi kujutus poolriihmade vahel. Kui
f(ab) = f(a)f(b) iga a,b € S korral, nimetatakse kujutust f poolrithmade ho-

momorfismiks.



Olgu f : R — S poolriithmade homomorfism. Kui Ag on parempoolne S-poliigoon,

siis defineerides

a-r=af(r)

iga a € A jar € R korral saame parempoolse R-toime hulgal A, sest

(a@-r)-t=(af(r)f(t) =a(f(r)f(t))

igaa € Ajarte S korral. Saadud R-poliigooni tdhistame kui Ag.

Definitsioon 1.9 ([3]). Poolrithma homomorfismi f : R — S nimetatakse pare-
malt piisivaks, kui SIJ; on piisiv. Vasakult piisivad homomorfismid defineeritakse
analoogiliselt. Poolrithma homomorfismi nimetatakse piisivaks, kui see on pare-

malt ja vasakult piisiv.

Lemma 1.10 ([3]). Poolrihmade homomorfism f: R — S, r — f(r) on paremalt

piisiv parajasti siis, kui S = Sf(R) ja iga s,t € S jar,p € R korral
sf(r)=tf(p) = s®@r=t®p tensorkorrutises S @r R.
Téestus. Homomorfism f on paremalt piisiv, kui S{z on piisiv ehk
Kt :S®R— S, s®rw—sf(r)

on bijektiivne.

Funktsioon p1¢s on siirjektiivne parajasti siis, kui k6ik poolrithma S elemendid on
R

esitatavad kujul sf(r), kus s € S ja r € R. See tidhendab, et S = Sf(R).

Funktsioon p g on injektiivne parajasti siis, kui
R
sf(r)=tf(p) = s®r=t®p tensorkorrutises S ®@r R.

Seega lemma kehtib. O



Definitsioon 1.11. Tédhistame elemendi a ekvivalentsiklassi ekvivalentsiseose p
jargi kui a/p. Koikide ekvivalentsiklasside hulka nimetatakse faktorhulgaks seose
p jérgi ja tahistatakse

Alp=A{a/p|ac A}.

Definitsioon 1.12. Kujutuse f : X — Y tuumaks nimetatakse hulka

ker(f) = {(z,y) | f(z) = f(y)} € X

Definitsioon 1.13. Seosest indutseeritud ekvivalentsiseoseks nimetatakse

viahimat ekvivalentsiseost, mis antud seost sisaldab.



2 Hulkade homomorfismiteoreem ja selle ra-

kendused

Selles peatiikis toestatakse hulkade homomorfismiteoreem ning nédidatakse, kuidas

selle abil funktsioonide korrektselt defineeritust toestada.

Teoreem 2.1 ([2], Teoreem 1.1.8. Hulkade homomorfismiteoreem). Olgu X hulk,
p seos hulgal X mning p olgu seosest p indutseeritud ekvivalentsiseos. Olgu

m: X = X/p, x — x/p. Siis kujutus

o A{f|f: X/p=Y}—={g|g: X =Y ,pCker(g)}, [+ form

on bijektsioon.

X—™ 5 X/p

N A

Téestus. Naitame, et funktsioon ¢ on korrektselt defineeritud ehk méadramis- ja

muutumispiirkonnad iihtivad definitsiooniga. Toepoolest,
[ X/p—=Ynm:X—>X/p=forn:X =Y.

Olgu (z,y) € p. Siis (z,y) € p ehk z/p = y/p. Seega f(z/p) = [f(y/p) ja
(fom)(x) = (fom)(x). Seega (x,y) € ker(fom). Oleme nédidanud, et p C ker(fom).

Seega,

e AfIf: X/p—=Y}={g|lg9: X =Y ,pCker(q)}, frr form

on korrektselt defineeritud.

Niitame, et funktsioon ¢ on injektiivne. Olgu ¢(f1) = ¢(f2) ehk fiom = fyom.
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Siis (f1om)(x) = (faom)(x) iga x € X korral. Seega

filz/p) = (from)(z) = (f2om)(z) = falz/p)

ehk f; = fo. Jarelikult funktsioon ¢ on injektiivne.

Niitame, et funktsioon on siirjektiivne. Olgu antud funktsioon g : X — Y,
kus p C ker(g). Olgu (z,y) seoses p. Siis g(z) = g(y). Samuti g(z) = g(x) ja

g(y) = g(x). Lisaks kui g(x) = g(y) ja g(y) = g(2), siis g(x) = g(z). Jérelikult
ker(g) on ekvivalentsiseos, mis sisaldab seost p. Seega sisaldab see ka vdhimat

ekvivalentsiseost, mis sisaldab seost p, ehk p C ker(g).

Defineerime h : X/p — X, x/p — x, kus valime igast p-klassist ithe elemendi x ja h
kujutub selleks elemendiks. Defineerime f = goh. Kuna p C ker(g), siis f ei soltu
korvalklassi esindaja valikust. Samuti f om = (g o h) o ™ = g, seega oleme leidnud

sobiva originaali. Jarelikult funktsioon on siirjektiivne ja seega ka bijektiivne. [

Definitsioon 2.2. Olgu Ag ja gB S-poliigoonid ja olgu C' hulk. Kujutust
f: Ax B — C nimetatakse balansseeritud kujutuseks, kui f(as,b) = f(a, sb)

igana € A,be B jase S korral.

Lemma 2.3 (Tensorkorrutise universaalomadus). Olgu Ag ja sB S-poliigoonid.

Olgum: Ax B— A®g B,(a,b) — a®b. Siis kujutus

o:{f|f: A®sB—C} -{g]g: Ax B — C,g on balansseeritud kujutus}

fr=fom
on bijektsioon.

AXxB —— T . A®sB

N T

Toestus. Olgu p seos hulgal A x B, mille korral (as, b) ja (a, sb) on seoses iga a € A,

11



b€ Bjas e S korral. Siis A®g B = A x B/p, kus p on seosest p indutseeritud

ekvivalentsiseos.

Edasi on vaja niidata, et g : A x B — C on balansseeritud parajasti siis, kui
p C ker(g). Homomorfismiteoreemi kohaselt on kujutus ¢ bijektiivne, kui

p C ker(g). Olgu (as,b) ja (a,sb) € p. Siis g(as,b) = g(a,sb) ehk

((as,b), (a,sb)) C ker(g). Seega p C ker(g). Jédrelikult funktsioon ¢ on bijektiiv-
ne. O

Miarkus 2.4. Praktikas on kohati tarvis defineerida tensorkorrutisest ldhtuvaid

kujutusi. Naiteks voiksime soovida defineerida kujutuse

f:A®sB—C, a®bw— g(a,b).

kus g(a,b) on mingi avaldis. Tensorkorrutise universaalomaduse pdhjal on see kor-

rektselt defineeritud, kui kujutus

g:AxB—C, (a,b)— g(a,b)

on balansseeritud.

Definitsioon 2.5. Parempoolsete S-poliigoonide morfismiks nimetatakse kuju-
tust f: Ag — Bg, kui
flas) = f(a)s

igaa € A jas € S korral. Vasakpoolsete S-poliigoonide morfismid defineeritakse

analoogiliselt.

Lause 2.6. Kui f : Ag — A on parempoolsete S-poligoonide morfism ja

: §B — gB’ on vasakpoolsete S-poliigoonide morfism, siis kujutus
g

f®g:A®B—A'®@B', a®bw+ f(a)®g(b)

on korrektselt defineeritud.

12



Toestus. Defineerime kujutuse ¢ : Ax B — A'®@ B, (a,b) — f(a) ® g(b). Olgu
a€ A,;se Sjabe B. Siis

((as, b)) = fas) @ g(b) = f(a)s © g(b) = f(a) ® sg(b) = f(a) © g(sb) = ¢(a, sb).

Seega on ¢ balansseeritud kujutus ning f® g on tensorkorrutise universaalomaduse

pohjal korrektselt defineeritud. O

Lemma 2.7. Poliigoonide Bg ja sAr korral saab tensorkorrutise B ®gs A muuta

parempoolseks T-poliigooniks defineerides

b®a) - t=b®a-t.

Toestus. Naitame, et toime on korrektselt defineeritud. Selleks néitame, et kujutus

f:BxA—B®sA, (ba)—bRa-t

on balansseeritud. Olgu b € B,a € A ja s € S. Siis

f(bs,a) =bs®@a-t=b®sa-t= f(b,sa).

Jarelikult f on balansseeritud ehk toime on korrektselt defineeritud.

Peame niitama, et iga b® a € B ®g A ja s,t € T korral

(b®a)-s)-t=b®a- (st).

Olgub®a € B®g Ajas,teT. Siis

(b®a)-s) t=(0b®a-s)-t=bRa-s-t=b®a-(st).

13



3 Uldised tulemused

Selles peatiikis toestatakse moned iildised tulemused piisivate homomorfismide

kohta.

Lemma 3.1. Poolrihma S samasusteisendus on piisiv parajasti siis, kui poolrihm
on pusw.

Téestus. Olgu f: .5 — S samasusteisendus. Kasutame selleks lemmat 1.10.

Paremalt piisivuse tingimuseks on, et S = Sf(S) ehk S = SS. See kehtib parajasti
siis, kui pgy : S® S — S,s® s’ — ss’ on siirjektiivne, sest siis on iga S element
esitatav kahe elemendi korrutisena. Analoogiline tulemus kehtib vasakult piisivuse

kohta.

Paremalt piisivuse teiseks tingimuseks on, et
sf(r) =tf(p) = s®r =t®p tensorkorrutises S ®g S.

See kehtib parajasti siis, kui prg, : S® S — 5,5 ® s’ — ss’ on injektiivne. Analoo-

giline tulemus kehtib ka vasakult piisivuse kohta.

Jarelikult on samasusteisendus piisiv parajasti siis, kui pgg : S®@S — S, s®s" > s’

on bijektiivne, ehk poolrithm S on piisiv. 0

Definitsioon 3.2. Poolriihma automorfismiks nimetatakse poolrithma endo-

morfismi, mis on bijektiivne.

Lause 3.3. Olgu S piisiv poolrithm. Siis koik poolriihma S automorfismid on

piisivad.

Toestus. Olgu S piisiv poolrithm. Siis ugg : S® S — S,a ®r — ar on bijektiivne.

Olgu f poolrithma S automorfism. Tahame néidata, et kujutus

MS£:S§®S—>S, a®@r s af(r)

14



on bijektiivne. Vaatame kolmnurka

SLos S
\usg)
X (a@r—sawf(r) S
HSg
S®g S

Niitame lemma 1.13 abil, et ¢ on korrektselt defineeritud. Vaatame kujutust
g:SéxS%S@sS, (a,7) > a® f(r).
Olgu a, s,r € S. Siis
gla-s,r)=a-s@ f(r) =af(s) @ f(r) =a® f(s)f(r) = a® f(sr) = g(a, s7).

Seega g on balansseeritud kujutus ehk ¢ on korrektselt defineeritud.

Naitame, et kolmnurk kommuteerub. Tdepoolest,

(1ss o p)la®r) = psg(a@ f(r)) = af(r) = pgrla@r).

Seega kolmnurk kommuteerub.

Jérelikult kui vasakpoolne funktsioon on bijektiivne, siis on pg; bijektiivne, sest
S
isg on bijektiivne. Seega on vaja néidata, et ¢ on bijektiivne funktsioon. Selleks

konstrueerime funktsioonile péordkujutuse. Vaatame funktsiooni
e 18058 =S ®sS, avr—a® fHr).

Funktsioon f~! leidub, kuna f on bijektiivne. Veelgi enam, ka f~! on poolrithma,

S automorfism.

15



Niitame lemma 2.3 abil, et ¢ on korrektselt defineeritud. Vaatame kujutust
g:8x8S =808 (a,r)—ax fHr).
Olgu a,s,r € S. Siis

gla-s;r)=a-s@ fH(r)=af(f1(s) @ (r)=a- fTH(s)@ fH(r)

=a® fTH(s)fH(r) = a® fH(sr) = g(a, s7).

1

Seega g on balansseeritud kujutus ehk =" on korrektselt defineeritud.

Paneme tédhele, et

(pop ™ awr) =pla® fH(r)=a® f(f(r) =aer

ja
(e lop)a®r) =9 (a® f(r) =a® [T (f(r) =a®r.

Seega !

tgs bijektiivne ehk f on piisiv endomorfism.
S

on funktsiooni ¢ podrdfunktsioon ehk ¢ on bijektiivne. Jarelikult on ka

Lemma 3.4. Kui f : Ag — Ay on mingi parempoolsete S-poliigoonide isomor-

fism ning g : sB — B’ on vasakpoolsete S-poliigoonide isomorfism, siis kujutus

f®g: A®g B — A’ ®g B’ on bijektsioon.

Téestus. Lause 2.6 pohjal on f ® g korrektselt defineeritud. Niitame, et see on

bijektiivne. Selleks konstrueerime sellele poordkujutuse. Vaatame kujutust
fTleg:AesB - AvsB, (fTeg ) (a@b)— [H(a) g ()

Olgu a € A ja b € B. Siis

(f@g)o(f~ @9 1))(a,b) = (fog)(f~H(a)@g™ (b)) = f(f (a))2g(g™" (b)) = a®b

16



ning

(f'@g H)(feg)(a@b) = (f o™ )(f()®f(b) = f(f(a))@g " (9(b)) = acb.

Seega leidub kujutusel f ® g poordkujutus, mis on lause 2.6 pohjal korrektselt

defineeritud, mistottu on f ® g tensorkorrutiste isomorfism. O

Lause 3.5 ([3], lemma 7.1). Mistahes poolrihmade pisivate homomorfismide kom-

positsioon on plisiv.

Téestus. Olgu antud poolrithmade homomorfismid

T4 RY S
Vaatleme diagrammi
idg ® ,U,R%
Sh®RL®T > S%® RS,
Hsr ® idTJ \[MS}Q
fg y of
S T s > Sp.

On vaja toestada, et f14ro on bijektiivne. Selleks piisab néidata, et diagramm kom-
T
muteerub ja iilejddnud funktsioonid seal on bijektiivsed. Teame, et pgs ja p Rg. ON
R

bijektiivsed.

Et tensorkorrutisi diagrammi iilemises reas saaks moodustada, peab rR% olema

(R, T)-bipoliigoon. Olgu r,7' € R ja t € T. Siis
(r-ry-t=rr'glt)=r-('git))=r (' -1).

Jérelikult gRY on (R, T)-bipoliigoon.

17



Néitame, et pgs - SIJ; ®R% — S{ﬁ on parempoolsete T-poliigoonide homomorfism.
R
Sel juhul on see ka parempoolsete T- poliigoonide isomorfism. Olgu s € S;r € R

jateT. Siis
pgy (5 @ 1)) = gy (s @ 19(0)) = 5/ (rg(0)) = () f(9(0)) = pgy (5 © 1)1

ehk p14s on parempoolsete T-poliigoonide homomorfism.
R

Niitame, et p RS R} ® T — RY. on vasakpoolsete R-poliigoonide homomorfism.
Siis on see ka vasakpoolsete R-poliigoonide isomorfism. Olgu 7,7 € R jat € T.

Siis

s (v () ©1)) = g (! @) = 197g(t) = 1+ i (' B 1)
ehk pu RY. On vasakpoolsete R-poliigoonide homomorfism.

Lemma 3.4 pohjal on ka idg ® IRS. ja pgr @ idp isomorfismid, mistottu on need
R

bijektiivsed.

On veel vaja niidata, et diagramm kommuteerub. Uhelt poolt
(ngs o (ids @ ppg))(s @1 @) = pgr (s ®rg(t)) = sf(rg(t)) = sf(r)f9(t)).
Teisalt
(tgps © (ngr ®idr))(s @1 &1) = pgre(sf(r) ® 1) = sf(r)f(9(2)),

seega diagramm kommuteerub. Jarelikult y147, on bijektiivne ehk piisivate homo-
T

morfismide kompositsioon on piisiv. ]

Jareldus 3.6. Poolriihma piisivad endomorfismid moodustavad poolrihma. Piisiva

poolrithma piisivad endomorfismid moodustavad monoidsi.
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4 Naturaalarvude poolriihma endomorfismid

Vaatame poolrithma (N, +). Tépsustame, et siin ei ole 0 naturaalarv. Poolrithma
samasusteisendus idg on piisiv parajasti siis, kui S on piisiv. Kuna 1 ei esitu kahe
teise naturaalarvu summana, pole kujutis un, siirjektiivne, seega pole poolriihm
(N, +) piisiv. Kuna (N, +) pole piisiv, ei moodusta selle poolrithma endomorfismid

monoidi.

Olgu Ay parempoolne poliinoom iile poolrithma (N, +). Vaatame tensorkorrutise

A ®n N elementi a ® n. Siis
a@n=a®(n—-1)+1=a(n—-1)® 1.

Seega saame koiki ekvivalentsiklasse vaadata kujul @’ ® 1, kus a’ € A.

Vaatame kujutust h: A - A®yN, a — a® 1. Eelneva pohjal on ilmne, et kujutus

on siirjektiivne.

Lemma 4.1. Kujutus h: A - A®QnN, a — a® 1 on parempoolsete N-poliigoonide

isomorfism.

Toestus. Naitame, et kujutus on bijektiivne, konstrueerides sellele poordkujutuse.

Defineerime kujutuse h™!: A @y N — A:

b a @) = a-(n—1), kuin#1

a, kuin=1.

Defineerime kujutuse g : Ay x N = A, g(a,n) — h~!(a ® n). Niitame, et kujutus

g on balansseeritud. Olgu a € A ja s,n € N. Kui n # 1, siis

glas,n) =as(n—1)=a(s+n—1) = g(a,s +n).
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Kui n =1, siis

glas,n) =as=a(s+n—1) =g(a,s+n).

Seega kujutus g on balansseeritud. Jarelikult lemma 2.3 pohjal on h~! korrektselt

defineeritud ning h on bijektiivne.

Niitame, et h ja h~! on teineteise poordkujutused. Olgu a € A jan € N, kusjuures
n # 1. Siis
Rl (h(a) =h Y a®1)=a

ning

h(h Y aon)=ha-(n—1)=a-(n—1)®@1=a®n.

Olgua € Ajan=1¢€N. Siis

h(h Y a®n)=ha)=a®1=a®n.

On veel vaja niidata, et h on poliigoonide homomorfism. Selleks on vaja, et iga

a € A jan €N korral kehtiks h(a-n) = h(a)-n. Olgu a € A jan € N. Siis
ha-n)=a-n®l=a®@n+1l=a®n-1=a®l-n=(@®1) -n=nh(a)- n.

Seega h on isomorfism. O

Lause 4.2. Poolriihma (N, +) endomorfismi f piisivuse tingimuseks on, et kujutus
g:N{i,—)NI{], n—n-f(l)=n+ f(1)
on bijektitvne.

Téestus. Vaatame kujutust ¢ : A — A, a — a -1, kus Ay on parempoolne

N-poliigoon.
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Iga a € A korral
g(a) =a-1= :U’AN(CL® 1) = (:uAN ° h)(a)

Seega kolmnurk kommuteerub. Kuna h on bijektiivne, siis 14, on bijektiivne pa-
rajasti siis, kui ¢ on bijektiivne. Seega on Ay paremalt piisivuse tingimuseks, et

g:A— A ,a— a-1 on bijektiivne.

Kuna poolrithm (N, +) on kommutatiivne, on vasakult ja paremalt piisivus sa-
mavéiirsed. Seega on poolrithma endomorfismi f : N — N piisivuse tingimuseks,

et g: Nf\c] — N{%, n—n- f(1) =n+ f(1) on bijektiivne. O

Teoreem 4.3. Olgu (N,+) aditiivne naturaalarvude poolriihm ja olgu kujutus
f:(N,+) = (N,+). Siis f on endomorfism parajasti siis, kui leidub k € N nii, et
tga n € N korral

f(n) = kn.

Téestus. Tarvilikkus. Olgu f : N — N endomorfism. Olgu k& = f(1). Kuna

n=14---41 iga n korral, siis

Seega iga n € N korral f(n) = kn.

Piisavus. Olgu k € N selline, et f(n) = kn. Siis iga m,n € N korral
fm+n)=k(m+n)=km+kn= f(m)+ f(n).

Seega f on poolrithma (N, +) endomorfism. O
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Lause 4.4. Poolrihmal (N, +) ei leidu dihtegi piisivat endomorfismi.

Toestus. Et endomorfism f oleks piisiv, peab g : N — N, n — n + f(1) ole-
ma bijektiivne. Endomorfismid f on kujul f(n) = kn, kus k& € N. Seega peab

g(n) =n+k, kus k € N olema bijektiivne.

Kuna n,k € N, siis g(n) =n+k > 141 = 2, mistottu ei leidu naturaalarvu, mille

korral g(n) = 1. Seega pole kujutus g siirjektiivne ega ka bijektiivne. O
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5 Monoidi endomorfismide piisivus

Selles peatiikis raggitakse monoidide endomorfismide piisivusest ja tédisarvude adi-

tiivse poolrithma endomorfismide piisivusest.

Definitsioon 5.1. Olgu S ja M monoidid. Kujutust f : S — M nimetatakse
monoidide homomorfismiks, kui f(as) = f(a)f(s) iga a,s € S korral ning
kui f(1g) = 1p7. Monoidide homomorfismi f : M — M nimetatakse monoidide

endomorfismiks.

Teoreem 5.2 ([3], teoreem 7.2). Kui f : S — M on poolriihmade homomorfism
ning S ja M on monoidid, siis f on pisiv parajasti siis, kui f on monoidide

homomorfism.

Téestus. Olgu f monoidide homomorfism. Lemma 1.10 pohjal on poolrithmade
homomorfismi f : S — M paremalt piisivuse ja seega ka piisivuse tarvilikuks tin-
gimuseks, et M = M f(S). Olgu monoidi S iihikelemendiks 1g. Kuna koik monoi-
dide homomorfismid séilitavad iihikelementi, siis 15y = f(1g) ning M = M f(1g).

Seega on lemma see tingimus téidetud.

Kontrollime lemma teist tingimust. Olgu a,b,a’, b’ € M ning af(b) = o' f(V'). Siis
a@b=af(b)@1ly=df)21ly=d V.

Seega on monoidide homomorfism f : S — M paremalt piisiv. Vasakult piisivuse

saab toestada analoogiliselt.

Olgu f : S — M npiisiv poolrithmade homomorfism. Siis M = M f(S). Olgu

m € M. Siis leiduvad m’ € M, s € S nii, et

m=m'f(s) =m'f(slg) =m/'f(s)f(1s).
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Lisaks M = f(S)M, seega leiduvad m” € M ja s’ € S nii, et

m = f(s")m" = f(1ss")m" = f(1s)f(s")m".

Jarelikult on f(lg) monoidi M parem- ja vasakpoolne iihikelement ehk

f(ls) = 1p. O

Jareldus 5.3. Iga poolrihmade endomorfism f : G — G, kus G on rihm, on

PUSLY.

Téestus. Olgu antud rithm G iihikelemendiga 1 ja poolrithmade endomorfism

f:G — G. Olgu g € G idempotent ehk g = gg. Siis

f(g) = flgg9) = f(9)f(g)

ehk ka f(g) on idempotent. Seega viib kujutus f idempotendi idempotendiks.
Kuna rithma ainus idempotent on iithikelement, siis f(1) = 1. Jarelikult f siilitab

ithikelementi ja on teoreemi 5.2 pdhjal piisiv. O

Jéreldus 5.4. Poolrihma (Z,4) koik endomorfismid on piisivad.
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Kokkuvote

Kéesolevas bakalaureusettos uuriti poolrithmade vahelisi piisivaid homomorfisme.
To66s toodi vilja hulkade homomorfismiteoreem ning sellest jirelduv tensorkorru-

tise universaalomadus.

To0s toestati, et mistahes poolrithmade piisivate homomorfismide kompositsioon
on piisiv. Lisaks toestati, et naturaalarvude aditiivsel poolrithmal pole {ihtegi
piisivat endomorfismi. Viimaks toestati, et koik poolrithmade endomorfismid hul-

kade vahel on piisivad.

Kuna tegemist on véiga uue teemaga, on veel palju voimalusi t66 jatkamiseks.
Naiteks saaks vilja arvutada, missugused piisivad endomorfismid on vasakult voi
paremalt korrutamisega poolrithmal. Lisaks saaks otsida piisivaid poolrithmasid,

mille koik endomorfismid ei ole piisivad.
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