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Vorrede.

Was den Plan des vorliegenben Lehrbudhed bder Stereo-
metrie anlangt, fo vermweife i) anf die BVorrede jur erften Auf-
lage meines Sehrbuches der ebenen Geometrie unbd bejdhrante
mid) hier nur auf einige wenige Bemerfungen itber eingelne
Puntte, denen nad) meiner Anjicht bisher in den meiften Lebr-
biihern ber Stereometrie ju wenig Beachtung gefchentt worden
iit. G find bies, neben zablreicheven Erfldrungen und Lehr-
fagen iiber die verichiedenen Gcen und neben alfgemeineren Be-
griffen von der Gutftehung dev verjdyievenen Jlachen, die Sibe
pon ben regelmdpigen Polpedern und den forperlichen Raumen,
denen id) eine bejondeve Yuimerfjamfeit Habe zu Theil wer-
den lajfen.

Die Grflarungen und Lehridhe von ven Cden find in
reicher Anzahl gegeben wordenm, namentlic) in Ritdficht darauf,
bap fie mit den Sien vom fphdriiden Dreied gujammenhin-
gen unbd bdaber dem Schitler das BVerftdndnip Ddiejer lehteren
tefentlich evleihtern. Die Grfldrungen vou dev Entjtehung der
perjdyicbenen Flachen habe ich nidht allein in ber gewbdhnlichen
Weife, fondern aud) allgemeiner gegeben, uud fie, fo niel e3
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anging, den Crfldrungen in der hoheren Mathematif angefd)lof
fen.  Hinfihtlihy der Sdse von den rvegelmdBigen Polpedern
eridhne i) nur, daB id) den Beweis fiir die Anzahl der Sei-
tenfldchen bdirvect gegeben Dabe. Was {dhlieflih die Sdte von
den fdrperlichen Raumen betrifft, jo boffe i) die Bemweife der-
felben mit Hilfe des Cavalerifdhen Grundjages vereinfacdht und
fomit dem Schiiler dag BVerftandnif derfelben wefentlich erleich-
tert su haben; ftatt der bisherigen jdhmwerfalligen und weitichwei-
figen indivecten Beweisfithrung findet er furze directe Bemweife.

Endlid) habe idh bem Lehrbucdhe nod) eime Anzahl von
Aufgaben mit Jahlenwerthen beigefiigt, weil erft bei ihrer Lb-
fung dem Sdiiler flar wird, wie tweit er vden im Lehrbudhe
enthaltenen Stoff beherriht ober nicht beherricht, und mwo und
mie er ettoaige Liden ausjufiillen Hat.

Dorpat, ben 18. Febr. 1865.
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Crhldrungen

§ 1. Die Gtereometric oder Brperlidhe Geometrie ift
berjenige Theil der Geometrie, ber von den auggevebnten Grifen
im Raume iiberhaupt hanvelt.

§ 2. Bwei gerade Linien find im Raume einander pa-
vallel, wenn fie in einer durd) jie gelegten Gbene einanper
parallel {ind.

§ 3. Gine Gerade witd einer Gbene parallel genannt,
enn bewde, unbegrdnst verldngert, einander nirgends begegnen,

§ 4. Gine Gerade fteht fentredyt auf einer Ghene, wenn
alle durd) ibren Trefipuntt (Subpuntt) in der Ebene gezo-
genen geraden Linien redte Wintel mit ibe einjdliegen. Jn
jedent andern Falle hat die Lunie eine geneigte Lage gegen
die Ebene.

Fig. 1.
P § 5. Die Projeftion eines Bunk:
ted P auf einer Gbene M ijt ver Fuppuntt

A ves vou jenem QPuntte P auf dieje Chene
" gefdllten Perpeudifels PA.
M

§ 6. Lie Projeftion einer gegebenen gerabden
Linie auf einer beliebigen Gbene findet man, wenn man die
Projeftionen pweier Puntte ver gegebenen geraden Linie durd
eine gerade Linie mit einander verbinvet,

Fig. 2. § 7. Dan mennt den Wintel, welden
A eine erade mit ibrer Projeftion auj einer

Ghene bilvet, den Neigungswinfel ver Ge:
~ 7 radem s diefer Cbene. / A BC ift ver Nei

2 e /  gungswinfel der Yinie AB jur Gbene M.
M

1
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. §8 Gbenen find einanber parallel, tenn fie be:
liebig ermeitert nirgends jujammentreffen.

§ 9. Die Neigung jweier einander fchmeivenven Gbenen,
oder die grofere oder geringere Ubweichung derfelben von ein:
Sig. 5. anbder, et _%[&d)enminfel, die EDl}rd):

E B fehnittslinie heipt Kante. Dev Flacpenwintel
e ird durd) vier Budjftaben begeidhnet, o pag
\ /\G /\ bie beiven mittlern Budhftaben die Kante be:
~7D  geidmen, 3 B. CABD.

>

o il

(55885

10. Der Neigungdminfel jmeier einander
fdhneivenven Gbenen ift ver Winfel, welden jwet in dem:
felben Punfte der Durchichnittslinie auf biefelbe in jever Ebene
jenfredt gezogene gerade Linien etnidylieBen, 3. B. (Fia. 3.),
wennt FE in ver Ebene CB fenfrecht auf AB und EG in
ber Gbene A D fenfreht auf AB ftehen, jo it £ FEG ber
Reigungsmwintel der Cbenen CB und AD.

§ 11. TWird eine Gbene dtber die Kante pinaus verldn-
gert, o entjtehen Nebenflahenwintel
Fig. 4 (EABD uno CABD), welde im Falle
ber ©leichheit redte, im Fale der Un-
s _c gleichheit fchiefe gemannt werden. Wird
| aud) die andere Gbene itber die RKante hin-
Bl | aus verlangert, o entftehen Sdeitel-
2 flahenwintel (CABD u. FABE).
D

§ 12. Bei gleiden RNebenflacdhentointeln frehen die Chenen

auf einanver fenfredyt, bei ungleihen gemeigt.

§ 13. Gin Edeperlider Wintel over eine fdrper:
lide Gce (Raumed) it die gleidhzeitig betrachtete Neigung,
: pelche mehrere im einem PBunite zujammen:

Fig. 5. treffenve Gbenen an Ddiefem Punite gegen eine
anver haben. Der Puuft, in weldem bie Cbe-
nen jujammenitofen, beipt Spise (Seheitel);
bie Durdhidnittslinien derielben heigen Kan:
ten, die Gbenen felbjt Seitenebenen (Sei-
tenflachen). Jever Winkel , weldhen je sivel auf
einander folgende Kanten bilden, heipt ein Sei=
tenmintel (Rantenwintel) over eine Seite; jeder Neigungdwin:
fel smeier auf einander folgender Cbenen ein Winfel der fdr:
perliden Gde. Cine fdrperliche Gcfe wird dadurd) bezeichnet,
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bag man enttweder blof den Buchftaben am Sdheitel vorjchreidt
ober bafi Der erfte den Sdeitel, die folgenden bdie Richtungen
der Kanten angeben MABCD.

§ 14. Nad) ver Anzahl der Seitenebenen oder ber Kan-
ten nennt man die Gce jelbjt eine dreifeitige (dreifantige),
pierfeifige u. j. w. oder ein forperlides Dreied (Raum-
breiec) Bieved u. i w.

§ 15. Die Winfel der forperlihen Ede mwerden am

ywedmdpigften durh) a, B, v ... die Kanten-
Fig. 6. winfel (Seiten) dagegen durdh a, b, c...
angedeutet.  Der Neigungswinfel der betven
Cbenen MAB und MAC ift = a, der Nei-
gungswinfel der beiden Ebenen MBA und
MBC ift = 3, der Neigungswinfel der bei-
ven Gbenen MCA undb MCB ift = y; oer
Kantenwintel CMB = a, / CMA = b,
ud / AMB =ec.

§ 16. Die Cbenen, welche jwei Kanten over eine Kaute
und eine gegeniiberliegenve Gcfe obder aud) drei und mehrere
Gden eines forperlichen Bieleds mit einander verbinden, ohne
darum Geitenflachen veffelben s fein, heien Diagonalebe:-
nen.  Da man jedes Raumpolygon in Faumbdreiede zerlegen
fann, fo betrachtet bdie Stereometrvie vorzugsweife nur das
Raumbdreied.

Sig. 7. § 17.  Duvd) Verldngerung der RKanten
und Seitenfldden einer Ccde diber den Sdchei-
tel hinaus, entfteht eine, der gegebenen entge-
genftehende Vevtifal- ober Sdheiteled.

§ 18. Sind alle dret Kantentvintel einer
dreifeitigen Cce einander gleid), o Deifpt fie
eine gletdyfeitige, find aber nuv jwei Kanten-
winfel einanver gleich, eine gleid)identlige.

§ 19. Dentt man fih aus bdem
Sdpeitel einer Ede auf thre Seiten Sent:
rechte ervichtet und durd) Cbenen verbun-
vert, {0 entfteht eine neue Cde, bdie man
Bolavede (Crgdngungdede) bver erften
su nennen pflegt. MPQR ift eine Po-
lavede von MABC.

1%
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§ 20. Bwei Idrperlide Cden, deren RKantentvinfel (ei:
ten) und Flahenwinfel (Wintel) beziiglich gleich find, aber in
ber einen in entgegengefepter Ordnung auf einanvder folgen wie
im andern, nennt man jymmetrijd. Congruent jind Cden,
wenn fie in einander gelegt einander decken.

§ 21. Gin Korper beipt jeder nad) allen Seiten hin
bon ebenen oder frummen Flachen begrdnzte Raum. Jever blod
von ebenen Fladen begringte Korper heibt ein ebenjlichiger
forper oder ein Polyeder.

§ 22. Reguldre Kodvper oder Polpeder find jolde,
welche von lauter uuter einander congruenten requldrven Figu:
ren eingejchlofjen werden, und deren idrperliche Winfel jammts
lich unter einanver gleidy fino,

§ 23. Gerade Linien zwifdhen zwei Cden eines Polpeders
Peifen Diagonalen.

§ 24. Wenn jich eine gerade Linie (Crzengungslinie)
inmer in pavalleler AHidhtung gleidhiovmig fortbewegt, dabei ihe
Cnopunft ein beliebiges Volpgon (Yeitlinie) beidreibt, fo
nenut man den dadurch entjtandenen, nad) pwei Eeiten hin una
begrdngten JHaum cinen prismatiicdhen faum,

§ 25. Wird ein prismatijher Raum von jzwwei einander
paralleten Cbenen gejphuitten, jo heipt der dadurd) abgejdylojjene
Korper ein Prisma. Cm Prisma
Big. 9a. Sig. 9b. ift demnad) ein von wei paralle.en
und cengruenten neden und nYa:
rallelogrammien  begrdnjter Kovper.
Die beiden congruenten und parval:
[elen neden beigen Grundebenen,
die Parallelogramme Eeitenebe:
new.  Jede ¥inie, in welder eine
Grunbdcbene und eine Ceitenebene einander {ducivden, beipt
Grundtante, jede Linie, in weldper zwei Seitenebenen einan:
der jdneiven Seitenfante. Die Cutfernung ver beiden Grund-
ebenent von einander beipt Hobhe des Wrismas.

- § 26. Cin fenfredhtes over geraves (a) Pridma ift
dasjenige, defjenn Seitenebenen fentred)t aunf den Grundebenen
find; die iibrigen werden {dhiefe genanut (b). Gerave Pris:
men beien veguldr, wenn die Grundebenen reguldre Poly:
goue nnd.

§ 27. Gin RNep ijt die in einer Chene gezeidhuete Figur,

£
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teldje die Oberflache eines Korpers fo darftellt, daf fe unmit:
telbar um Ddenfelben gelegt werten fann.

§ 28. Gin Pridma, deffen Grunbdebenen Paralelogramme
finb, beit ein Varallelepipedum. Gin Rridma, weldes
bon fedhs Quabdraten begrinst wird, heift ein Wiirfel (Cubus).

§ 29. Bur Audmefiung ded Rauminhalted der Kbrper be:
dplent man fih) als Maakeinbeit eines Wiirfels, deffen Seite die
Ginbeit eine3 Lingenmakes ift.

§ 30. Unter dem forperlichen oder Fubiichen Inbalte eines
RKorpers verfteht man die Babl, mwelde angiebt, wie viel ol
dher Wiirfel ein Krper entbhdlt.

§ 81. Weun eine gerade Linie fidh) parallel su fich felbft
betegt, und dabei ftet3 durd) die auf einander jolaenden Puntte
irgend einer gefdloffenen Gurve (Frummlinigen Figur) gebt, fo
heifit die bei bdiefer Bewequng ereugte frumme Flache eine
cplindrifche Fldade und der nach zwwei Seiten unbegrdnste
Raum, den fie umjchliet ein cylindritdher Raum.

§ 82. Ter vou jwei parallelen Grundebenen und einer
fi um Ddiejelben berumsiehenden cylindrijdhen Fladhe begrdnste
Korper beipt ein Cylinder.

§ 33. Jit die Crzengungalinie fenfrecht anf den Grund:

ebenen, o Deifst ver Cylinder gerabde

Tig. 10a.  Fig. 10b. (a), fonjt Thief (b). Git die Leitlinie

A ; eine RKreislinie, jo entitebt der freis-

/ formige Cylinver. Hier wird nur

| der freisformige gerade Cyplinver be-
0

tradytet tverden.

§ 34. Die cylinbrifche Fladhe beifst der Mantel des Cy:
linder3, die gerade Rinie, welde die Mittelpunfte der (Sr_unb:
ebenen verbindet, heift die Axe A, der fenfredhte Abjtand
bev Grunvebenen die Hobe (AB, AC).

§ 35. Der freisformiqe gerade Cylinder entftebt aud
purc) die Umbdrehung eines MNedhteds um eine Eeite; daber bat
ber Cylinder eine Aye (UWmdrehungslinie) 1ud das Prigma feine.

§ 36. TWird eine nieitige forperlide Ede von einer Chene
geidnitten, iwelde alle Seiten der Gde idhueivet, o beipt ver
burch diele Cbene von der Eide abgejhnittene Korper eine pr:
ramide. Gine Pyramive ijt demnad) ein Kdrper, der von einem
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ned und n in einem Punfte sujammenitofenden Dreiecfen be:
granzt wird.

§ 37. Bon den die Pyramide begrdnzenden Chenen Heift
pa3 ned die Grundebeme und jedes der

Fig. 11, nDreiede eine Seitenebene oder Seiten:

M dreied. Nach ber Amzahl der Seiten der
Grundebene heift die Pyramide drei:,

oy viets, iberaupt njeitig. Der Punit, in
///Z%“",’V"D weldem alle Seitendreiecte zujammenftofen,

s Mincs beifit die ©ypie (M), und bdie fenfrechte
AR Gntfernung der Spige von der Grundebene

die Hohe (MC), der Byramibe.

§ 38. Gind bei einer Pyramide die Seitenfanten einan-
ver gleid), o bheipt die Byramide gleidhfeitig (gerade), im
entgegengefeten Falle ungleidhieitig (jdhief). Gerade Pyra-
miben mit vequldren Grundebenen heifen requldre,

§ 89. Wird eine Pyramide durd) eine Cbhene

Fig. 12. parallel sur Grundebene gefdnitten, fo bheift der

e Zheil ber Pyramide, weldper zwifden den beiden

pavallelen Cbenen liegt, eine abgefiivzte Py-
ramide (Pyramidenftumpf).

§ 40. Wenn fid) eine unbegrdnjte Gerade
dergeftallt betwegt, daf fie ftet3 durch einen fixen
Punit gebt, und vabei lings einer gegebenen gejdhlofienen Curve
fortgleitet, fo mennt man die dadurdh erzeugte Fliche eine Ke-

gelfldde. Hier wird nur ver Fall

Sig. 13. betradhtet werden, o bdie Leitlinie

M M eine RKreislinie ifft. Der Kbrper,
' b / mwelder von diefem Kreife und dem:

x’t jenigen Zheil diefer frummen Fldade

\ begrdngt wird, welder jwijhen der
B Be= Rreisebene und bem feften Punfte
liegt, beift ein KRegel. Der fefte
Puntt heifst die Sypige (M), die den Kegel begrdnzende frumme
Slade der Mantel. Die Gerade von der Spite des RKegels
nad) dem Mittelpunite der Grundebene bheift die Ure (MC)
bed RKegels, bie von der Spike aui die Grundfldche gefdllte
Genfrechte beift Hivhe (MC, MA). Jede Linie, dbie von der
Gpise des RKegels nadh irgend einem Umfangspuntt der Grund:
flide gezogen twird, beit Seitenlinie (MB) oder Seite
be3 Kegels,
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8§ 41. (Fig. 18.). Cin fenfredyter (gerader) fegel (a)
ift perjenige, deflen Are fenfrecht auf der Grundebene fteht; ein
jchiefer (b) derjenige, o dies nicht der Fall ift. Ein gleid:
feitiger Regel ift ein folcher, worin jede Seitenlinie dem
Durdpmeffer der Grundflade gleid ift.

§ 42. Der freigfovmige gerabe RKegel entjteht auch durdh
die Umdrehung eines redhtmwinfligen Dreiectd um eine Katbete.

§ 43. Cin Kegelabidnitt
Fig. 14. (a) MDBE ift ver Theil des Ke-

M M gels, teldyen eine durc) die Sypige

\ /4 deffelben und eine Sehne ver Grund-

& b/ flade gelegte Gbene von demiel:
//_D\X / ben abjdnetvet. Ein Kegelaus-
EC ﬂ"}A p” N&™s  fdnitt (b) MCABD ijt bder
B B Theil bed Regeld, welden zivet

durdy die Are gelegte Sbenen 3ii-
fhen fich fajfen. i

e § 44. Wird ein Kegel durd) eine Cbene ypa-

\ rallel sur Grundebene geidynitten, fo beift der Theil

— bes Reqels zwijchen den beiden pavallelen Gbenen ein
< abgefiiryter Kegel (Kegelitumypf).

§ 45. Gine Kugel ift ein Kbrper, der von einer eingi-
gen Flache jo begrinzt twird, dap jeder Punfl derfelben von
einem innern BPunfte bdiefes Kbrperd gleich toeit entfernt ift.
Die begringende frumme Flacdhe heipt Kugelfldde, der Punft
im Qunern beift dev Mittelpunft der Kugel und der Kugel:
flade. ede gevade Linie vom Mittelpuntt einer Kugel nad
irgend einem Punfte ihrer Obe: fldche beipt Halbmeffer. Cine
gerave Linie, welche zwei Puntte der Rugelflade verbinvet, heipt
eine Sehmne Dderfelben, geht die Sehne durc) den WMittelpunit,
fo eift fie ein Durdymefjer (Axe) Der fugel. Der Theil
einer die Sugel fchneivenden Gbene, welcher vom Durchichnitte
ber Gbene mit ber RKugel begrdnst wird, beiBt ein Kugel-
fdnitt. Gine Gbene, weldye die Kugelfldche nur in einem ein-
sigen Punfte trifft und fonft gang auperhalb der Kugel liegt,
beiBt eine Beviihrungsebene over Tangentialebene e
Rugel und ver Punft, in weldhem fie die RKugelfldche trifit, der
Beriibrungspuntt. Gine gerade Linie, welde eine Kugel-
flache nur in einem eingigen Puntte trifft, heiBt eine Tangente.

§ 46, Gine RKugel entfteht audy durd) die Umbdrehung
eines Dalbiveifes um feinen Durchmeffer.
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§ 47. Bwei Rbrper find einander gleidh, wenn fie einen
gletd groen Raum einnebmen; dagegen congruent, wenn fie
in einander gelegt einander decen, und dbnlid), wenn fie von
gleid) vielen é&9nlien und d nlich liegenden Figuren unter
gleiden Flachenwinteln eingefdhloffen werden.

Grundfdfe.

L Durd) gwei Punfte im Raume, folglih audy durd
eine gerade Sinie im Raume find unendlid) viele Cbenen ventvar.

2. Drei Punite, die nidt in gevader Linie liegen, be-
ftimmen bie Qage einer Gbene im Raume.

Bi. 1. Bwei einanbder {dneidende gerade Linien, fowie
piei Parallellinien liegen ftets in einer Gbene und es laft fid
burd) fie jedesmal nuv eine Gbene legen.

3. 2. Drei Punfte im Raume liegen immer, vier und
ggbr Buntte liegen nidyt nothwendig in einer und derfelben
ene.

Bi. 8. Liegen gwei gerade Linien nidht in derfelben Ghene,
fo fhneiven fie weder einanver, nod) jind jie einander parallel.

3. Rbrper iiber gleihen Grundebenen und von gleichen
oben find einander gleid), wenn die parallelen Schmitte in
gleidher Hobe itberall besiiglich gleicy find. (Bonaventura Ca-
valeri, Profeffor der Vathematit 3u Bologna. 1598--1647.)



L Abfdnitt.

Die gegenfeitige Lage der gevaden Linien und Chenen im Ranme.

Crite btheilung.
Bon ber Lage der geraben Linien gegen eine Ghene.

1. 8hrf. Wenn eine geradbe Linie und eine Cbene ein-
anber durd)ihneiven, fo fann Ddiefed nur in einem Punfte ge-
fcheben.

Bw. Denn angenommen, fie hatten nod) einen zweiten
Punft mit einander gemein, fo wiirde die Gerade vollig in die
Gbene fallen, weldhes gegen die Bog. ift.

2. 8bri. Eine gerade Linie A B, welde auf wei ein-
ander jdneidenden gevaden Linien CD, EF in ihrem Durch-
idnittepunite fentredht fteht, ift eine Senfrechte auf ver durdh
diefe beiden Linien gelegten Ebene.

Fig. 16. Bw. Man madhe BF = BE und BD
= BC, verbinde E mit D, C mit F, jiehe
willfitrlid) eine Linie GK durd) den Punit B
und verbindbe A mit C, G, F, E, K und D
foit ACBFX A EBD, alio CF=ED
AXABEEAADB,  AU—AD
AABFSAABE, , AF=AE
AACF2AADE, alio / ACG=/ ADK
ACBG2ADBK, , CG=KD
AACGXAADK, , AG=AK
AABG=AABK, , /ABG=/ABK
Run find / ABG und / ABK Nebentintel, aljo jeder R,
folglid AB | GK und auf dev gangen Gbene M (Crflg. 4).

8f. 1. Tie Senfredite ADB ift die Fiivjefte aller vom
Puntte A auf die Cbene gesogenen Sinien; aljo mikt fie die
Entfernung ded Punfted A von dev Ebene M,

’
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31 2. Durd) einen Punft A (4Bt fich nur eine Sent:
recdhte auf die Gbene M ziehen und aus B nur eine erridhten.

31 3. Wenn von irgend einem Punfte A auf eine Cbene
M eine Genfredhte AB und mefreve geneigte Qinien ausgehen,
fo find die von jener gleich entfernten Geneigten einanbver gleidh,
bon ben ungleid) entfernten aber ijt bie entferntefte auch die
ldngfte Linie.

1. 4. Je grofer die Linie, defto Fleiner ift der Winkel,
ben die Linie mit der Projeftion bildet.

3. 8hri. Wenn eine gerade Linie AB fenfredit auf drei
a'nbern ftebt, die von dem ndmlidhen Punfte B ausgeben, fo
liegen diefe in einer Gbene.

- Bw. BG, BC, BF feien die drei Li-
Sig. 17. nien, A B ftebe auf ihnen jenfrecht. Man lege
A purd) CBF bdie Cbene M und nehme an, BG

liege auperbalb der Gbene, jo verbinde man A
mit G und verldngere fie bi3 jur Cbene M,
etma in den Punft B, verbinde B mit B,
fo liegt BE in ber Gbene, dann ift / ABE
= R (¥rf. 2) und / ABG laut Bdg. = R,
iwas unmdglicdy ift; alfo fann BG nidht au-
Berhalb der Gbene [iegen.

4. 8hrj. Der Neigungswinfel CAB einer Linie CA
gegen eine Gbene M ift fleiner al8 jeder andere Winfel, welchen
oie Linie CA mit irgend einer andern durd) A in der Ghene M
gezogenen Linie einjdhliept.

Bw: CB | M, fo it CAB bder

Big. 18. Jeigungsmwinfel (Crflg. 7.). Man mache

AD = AB und verbindbe C mit D, fo ijt,
ba CD>CB, / CAD> / CAB.

B1. Der Nebenwinfel ift der gropte.

5. £hr). Bwei auf einer Ehene fent:
redhtitebende finien find einander pavallel.

Bw. AB, CD feien fenfredht auf M.  Man jiche DF
in ber Gbene M, jo daf / BDF =R und DF = A B, ver-
binve AD, AF, BF, BD, i ift A\ FDB <= A BDA,
aljo FB = AD undo A AFB X2 A\ ADF, folglihy /L FDA



-

Fig. 19. = / ABF =R obet DF fenfrecht auf DA,
A ¢ DB und DC, fomit auf der Gbene ABCD
(8bri. 3.); alfo liegen BA und DC in einet
[ Y | Gbene und find einander parallel.

[B D) 6. Lhri. Gtebt eine Linie AB fenfredyt
{ N4, arf einer Gbene, fo ift diefes aud) mit jever
M.~ ibr pavallelen DC dber Fall.

B, Fig. 19. Da DC mit AB parallel ift, jo liegen
fle in einer Gbene (Crflg. 2), folglih it / CDB = R und
nad) der vorigen Conftruftion (Lhrf. 5) fteht FD fenfredht auf
der Cbene AD B, folglidh aud) auf DC, alfo fteht CD | DB
und DF'; folglidh auch auf der gangen Cbene M (D). 2).

7. 8hrf. Bwei Linien find pavallel, wenn fie einer dritten
im Raume parvallel find.

- Bw. NO jei [PQund RS || PQ.

dig. 20. Man nehme in der Linie NO irgend einen
i 56 F& o Bunit A an, siepe von A auf PQ die

Genfrechte AB, ervidite von B die Sent:

P --—J%B Q  yedhte BE und lege durch A BE eine Ghene,
PR 1{: 8 o ftebt OA, SE, QP fenfrecht auf der
Gbene ABE (&htf. 6), jolglid) OA | SE

(prf. 5).

8. Lhri. Wenn eine Gerade GK in der Cbene M auf
einem der Sdhentel eines Neigungsmwintels ACB einer Linie AC
sur Gbene M fenfredht fteht, fo ftebt fie auch jenfrecdht auf dem
andern Sdentel.

B, AOB fei ber RNeigungswintel, jo
jtept AB | M und GK fei die Gerade. Jun

Fig. R1. fann 1) / GOB =R fein, bann ziehe man

in der Gbene M BD || CG, jo ijt L DBC

L A =/ DBA =R, folgli) DB fentred)t auf

L ber Gbene ACB, mithin auf GC, alfo
if / GOA—R

2) St 4/ GCA =R, fo iehe man L.C
| M, pann liegen LG, CB, BA in
einer Gbene und dba LC | M fteht, alfo
/GCL=/GCA=R, jo jteht audh GC
jentrecht auf bver €bene LCBA, jolglidh
/GOB=R.
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9. £hrf. Bwei Wintel im Raume find einanbder gleidy,

wenn ihre Schenfel nad) berfelben Ridyung einanver paral:
Lel find,

: Bw. €3 fei EB || FD und EA | FC.
Fig. 22. Nan made EB = FD, AE = CF und
1 B lege durd)y EB, FD, AE, FC und AB,
: CD Gbenen, jo ift EF # BD H# AC, folg:
[\ lig AB=CD u A AEB = A CDF,

/D alfo / AEB = / CFD.
Erit=p 10. &brf. Bwei Parallelen baben ge:

gen eine jdneidende Cbene gleidhe Neigung.
Fig. 23.

¥ Bw. €3 fei AE | FC. Man ziehe

c
die Genfredten AB, CD, o ift der Win-
. fel EAB = / FCD (8htf. 9), folglich
/Z 7 auy / AEB'= / CFD.
| [ wdp
BB

M

———

Aufgaben.

1. Afg. Durd) einen im Raume geqebenen Punfte A
mit einer gegebenen ®eraden BC eine Rarallele 3u 3ieben.

AFL. Dan lege durdy ABC eine Ghené und verfahre wie
in der Planimetrie.

R. Ufg. Bon einem im Raume gegebenen Punfte A quf
eine gegebene Gevade BC eine Senfredite ju ziehon.

AL Man lege durd) ABC eine Ghene und verfabre wie
in der Planimetrie.

3. Afg. Bon einem gegebenen Punfte auBerbald einer
gegebenen Ebene auf diefe eine Senfrechte zu fillen.

AFL. M fei bie Gbene und A der Punft. NMan siebe in
der Gbene M eine belicbige Qinie BC, erridhte aus A fenfredt
auf BC die AD und in der Gbene jelbjt FD | BO, ferner
no? ﬁ eine €enfredpte AG auf FD, o ift fie aud) fenfrecht
auf M.
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Fig. 24 Bw. Da/BDA=/BDF=R,

A fo ftebt BC felrifre%tc aufi befr Cbene ADF,

= jiebt man HK | , 10 fteht HK eben-

\ o/ falls | DF, folgliy audy fenfrecht auf

@ Z : A G (8. 6), mithin / AGH= /AGF
u/ ?r o =R, aljo AG | M.

4. Afg. Jn einem gegebenen Punfte A einer gegebenen
Gbene M auf dieje eine Senfrecdhte su ervichten.

AFL.  Aus einem Dbeliebigen Punfte B
Big. 25, auferbalb der Gbene M fdlle man auf bdiefe
D B eine Senfredite BC (Ufg. 3) und ziehe in ver
Cbene ABC bdie Pavallele AD, fo ift AD
die verlangte Seufredhte.

5. Afg. Durd) einen gegebenen Lunft
M A einer geraden Linie AB eine Gbene fent:
vecht auf dieje Gerade zu legen.

Fig. 26. Afl. Man ervidte aus A auf AB et
B Eenfredyte AD uud AC, fo wird die durd
5 AC uud AD gelegte Gbene ACD auf AB
" im Punfte A fenfredht jein.

A\D 6. Afg. Durd) einen gegebenen Punite
F eine Gbene u legen, welde gegen eine ge-
gebene Gerade A B jenfred)t ijt.

>
Q

2 AFL. Man flle von F auf AB bdie
Genfredhte FD, ervidhte dann aud D eine
gweite Senfrepte DC auf AB, fo wird die

D Gbene FDC die verlangte Cbene fein.

Bweite Abtheilung.

Bon der Lage der Chenen gegen Chenen,

11. 8hrf. Wenn ziwei Chenen M, N einander {ghneiden,
jo ift ipr gemeinidaitliger Durdpichnitt EF eine gerade Linie,
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Fig. 28. Bw. Jit ver Durdidnitt feine Ge-
tade, fo miiffen bdie Gbenen brei Puntte

- gemein haben, dann fallen fie sufammen

E (®rd. 2), was gegen die Bevingung ift.

M

12. 8hri.  Gleiche Flacdhenmintel haben gleiche Neigungs-
foinfel und umgefeprt.

; Bw. Die beiden gleichen
: Big. 29. %I%cb&t%ninfe[ feten CAPB ct?nb
Q Pisas ] . Pan nehme in der -
E . ﬁl\ ‘H nie AP einen belichigen Punft G
K! ¢ =1 und bilde ven Neigungswinfel HGI,
e AL L o ferner mebme man in QD einen
- o Punit K, jo bap KQ — GP ift
und bilde gleichfalls den Neigungs-
winfel LKM. RNun lege man Q auf P, Linie QD auf PA, bie
Cbene QE auf PC, fo wird laut Bevingung Ebene QF
auf PB fallen, bann mup K auf G, KL auf GH und KM
auf GI fallen, folgli) / LKM =/ HGI jein. Sind bdie
eigungswinfel HGI, LKM einanver gleid), fo verfahre man
hinjichtlich ber Conftruftion mwie oben und lege QD auf PA,
fo fallt K auf G, ferner lege man KL auf GH, fo mwerden
fih die beiden Gbenen QE und PC deden, da fie drei Punfte
gemein baben; laut Bvg. falt audy KM auf GI, alio aud
Cbene QF auf PB, folglih find bie Sladenwintel EDQF
und CAPB einanber gleidh.

13. 8bri. Fladenwir el verhalten fich wie bie Neigungs-
infel derfelben Cbenen.

Die beiden Flacdenwin:

ig. 80. fel feien CAPB u. EDQF,
g ibre Neigungsmwinfel CAB u.
Q P—— EDF. Man jude jwijden
Z CAB und / EDF pas

: gemeinfchaftliche Maak, fie md-

D L % gen commenfurabel oder in-
] commenfurabel fein; im leg:

S ten Falle fann man den Rejt
Gbe%d)minbenb flein mﬁc%e%.
Das gemeinjdaftliche Maap fei L GAB = / «, jo wird £
=na%unb £ CAB = ma enthalten, folglid , EDF: 7 CAB
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=n;m. JNun lege man durd) GAP 1. . w. Cbenen, jo twer-
pen. die Flichenmwinfel CAPB und EDQF eben jo viel ein:
anver gleidhe Flachenwintel enthalten, als gleihe Neigungswin-
fel (2hri. 12) da find. Mennt man ven Fladenwinkel GAPB
=B, jo enthdlt EDQF =nf und CAPB = m8, alfo
EDQF : CAPB =n:m; folgli) EDQF : CAPB = /
EDF: / CAB.

81 1. Pladenmwintel fnnen mittelft ihver RNeigungsdmwin-
fel gemeffen erden, da beide Gleichoielfache von su einander
geborigen Flichen- und Lindenwinkeln find.

81 2. Sdeitelflagenmintel find einander gleid).

14. €hr). Wenn eine Linie LE fentrecht auf einer Gbhene
M ftebt, jo gilt daffelbe von jever durch LE gelegten Cbene AS.

g B, LE ftehe fenfredht auf M.
gig. L. Man 3iehe eine Gerave AB durd) E in
L 8 per Ebene M, lege durcdh AB L die Cbene
AS, wnd EH fentrecdht auf AB. Da
/ LEH ver Neigung3mintel ver beiden

g
| { |
L Gbenen it und gleig R, fo ift AS | M
?iLlﬂ_Jé (Grtlg. 12).
M

15. hrj.  Wenn eine Cbene AS

(Fig. 31) fenfrecht auf einer ambern M

ftebt, fo gilt daffelbe von jever, in der erften auf den gemein-
jchaftlichen Durdhichnitt A B jenfredht gezogenen Linie L B.

B, Man 3iehe aus einem Deliebigen Punite E in AB
Sentreyte EL und EH auf AB, fo ift L LEH bder Nei-
gungswintel der Dbeiden Goenen AS und M. Laut Bdg. ift
/ LEH=R, aljo ijt LE | ABund EH; folglid) fenfredit
auf per Cbene M.

j. Wenn eine Cbene AS auf einer andern M fenfrecht
fteht und auf diefer aus einem Punite B des Durdyidhnitts eine
Senfrechte ervidhtet wird, jo mup diefelbe gang in AS liegen,

16. 8btf. St eine gerade Rinie einer Ebene pavallel,
J1id Initd Durd) diele eine Ghene gelegt, weldye jene evitere Gbene
jehneivet, fo ift die Durdyidhnittslinie beider Chenen jener geros
pen Cinie parallel.

!
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B, €3 fei AB [ der Ghene M
und CD bdie Durdyidnittslinie einer durdy
AB gebenve Gbene und der Gbhene M.
Ware nun CD nidt §f AB, fo mitfite fie,
berldngert, die Qinie AB etiva in G trefs
fen. Dann miifite G fowobl in der Ghene
M al8 audy in ver Rinie ADB liegen, was
gegen die Bog. ift.

17. 8hri. Werden jiei einanbder jdhneivende Chenen von
einer dritten burdyfhnitten, jo convergiren die orei Durd)idnitts-

linien entweder in dem ndmlichen Punfte oder fie find eiitan:
der parallel.

1 Bw. Die beiden Chenen AB u.
dig. 33, A E iyneiden einanver in der Sante A C.
- Die Cbene M fann nun nidyt parallel
oder parallel AC jein. 1) Jm erfteren
Falle mup die Cbene M bdie Kante AC
fdpneiver, der Turdpidhnittspuntt fei C,
und die Durdhidynittslinie in den Ghes
nent CD und CF feien CG und CH; da ver Lunft C in allen
brei Cbenen liegt, fo mup er audy ver Convergenspuntt der vrei
Linien AC, GC und HC fein. 2) M jei || CA; die Qurdys
idnittslinien jeien BD, EF, dann ijt BD | CA und EF ||
CA, folglich alle drei Qinien pavallel,

18. £hrf. Wenn zwei fhneidende Ghenen CD, G F fent:
ved)t auf einer dritten M jteben, jo gilt daj-
felbe aud)y von ver gemeinjdyaitlichen Durd)s
{dmittslinie A B jener beiven erjten Gbenen.

Fig. 34.

B, Man erridte an3 vem Punfte
A auf M eine Senfrehte, fo mup fie in der
Cbene CD, wie aud) in GF liegen (15.
2hri. 81.), folglih mit ver Durdhidhnittss
linie AB jujammenfallen.

19. 8hri. Werden mei einanver parallele Ghenen M, P
burd etne dritte RS geidynitten, fo jind bdie beiven Turd:
{dpnittslinien einanver parallel,



Fig. 85.
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Bw. AB u- OD feien die Durdyfchnitta-

linien; angenommen fie wdren einanper nidht

pavallel, jo mitBten aud) die Gbenen M, P ein-

ander irgend wo treffen, was gegen die BVedin-
gung ijt, folglidy ift AB || CD.

R0. £hri. Werben 3wei Ghenen M, P
bon. eing_r Geraben LF fenfredht durdhidynitten,
fo find fie einander parallel,

Biw. Waren die Chenen M und P
nidt pavallel, fo miifsten fie ermeitert fich
in einer gevaden Linie, etva DE fchrei-
ven.  Berbindet man einen beliebigen
Punft bder Linte DE etiva C mit den
Durdichnittspuntten A und B, o miif-
fen_nad) der Bdg. L CAL= / CBL
=R jein, was unmbglich ift, aljo fon-
nen die Cbenen einander nicht jdhneiden.

R1. &hri. Wird eine von jwwei einander pavallelen Ghe:
nen M, P fenfredht von einer Gervaden AC dsurdyfdhnitten, o

gilt diefes aud

Fig. 87.

Cc D
MA

23. hrf

DO Der anderi.

Bw. AC jei fenfred)t auf M. Man
lege dburd) A C eine Cbene, fo find die Durd)-
idnittslinie AB, CF einanver parallel (gprf.
19), folgli) L/ ACF =R, nun lege man
durd) A C eine jiveite Cbene, die Durdhidhnitts-
linien jeten AB, CD, fjo mird ebenfalls
/ ACD =R fjein, folgli) AC | P.

. Wird eine von jiwei parallelen Cbenen M, k
fenfred)t von einer dritten Cbene AR durd)jdhnit-
ten, 10 gilt diefes aud) oon der andern.

Bw. Man nehme in der Durd)idnitts-
linie AD einen Punit C und ervidte BO | M,
fo ftebt fie aud) auf P fenfrecht, folglich audy bie
Cbene AF | P (201). 14).

. Gine zwei einander parvallelen Gbenen M, P

burdyjhneivende gerade Linte LG ift gegen beide gleic) geneigt.

2
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Fig. 39. B, Man errihte von L eine Sentredhte
T, auf M, fo ift fie aud) auf P fenfredht (Lhri. 21).
Man verbinde die Durdidnittdpunite A. mit B

[ alB und C mit D, fo find, ba / LBA = / LDC

M e B =R ift, die Winfel LAB und LOD einan-
” ver gleid.

P g 94. 8hrf. Gine swet einander patallelen

oo Gbenen M, P durchjchneidende Gbene RT ijt

gegen beide gleidh) geneigt.

: Bw. Die beiven Durcdyidhnittslinien AB
Jig. 40. und OI find einander parallel. Man ervidhte
T aus einem Puntte F eine Senfredhte FH auf
i 01, fo ftebt fie aud) fenfrecht auf AB, ferner
ervidhte man aus F in ber Gbene M eine
Sentredhte B G auf CI und lege durd) GFD
eine Gbhene, jo wird fie die Cbene P durd-
johneiven in DE, weldpe Linie || mit FG ift
und daber jenfrecht auf AB, folglid ift der
/HDE= / DFG, und nad bder Con:
frruttion ift / DFG der Neigungdmintel der
Gbenen M und RT, und L/ HDE bder Nei-
gungsmwintel der Ebenen P und RT.

95, ¢hri. Die swijhen zwei pavallelen Ehenen M, 15
(Fig. 38) liegendven Parallelen BC, FD find einanbder gleidp.

Bw. Dan lege dburd) BC und FD eine Chene, jo mwer-
ben dio Durdhidnittslinien BF und CD einander pavallel fein,
folgli) CF ein Pavallelogramm uud BC=FD.

1. 3§ Ulle Sentredjten swijdhen pavallelen Chenen find
einander gleich und meffen deven Abjtand von einander.

2. 81 Pavallele Gbenen find iberall gleid) mweit von ein-
anber entfernt. .

96, hry. Winfel im Raume mit pavallelen Schenteln,
wie / BAE und / DCF liegen in parallelen Cbenen.

B, Man lege burd) ABE und DCF Chenen P u. M,
ertichte vom Punfte B jur GCbene P eine Senfredite und ver-
langeve fie bis fie bie Cbene M jdhneidet, ettoa in G; nun siebe
mant GH | CD und GI|| CF, o ftebt BG audy fenfrecdt auf
ber I(%‘b[ene M und fomit find die Gbenen P und M einander
pacallel,




19

Jig. 41. 1. 31, Durdh jeden, auper einer Ghene
?*\f“/ M gegebenen Puntt C LBt fidh nur eine der-
& ON\E/ fetben parvallele Gbene legen.

2. 3] Gind drei oder mehreve Paral-
: }/ lelen, weldhe nidht in Dberfelben Cbene liegen,
e Gy sijdhen swei Cbenen einander gleidh, fo jind
St diefe Gbenen pavallel.

3. 31 Ourch) Verbindbung der Durdhjdhnittspunite, in wel-
dhen 3iwei pavallelen Cbenen von pavallelen Linien getvoffen wer-
ben, entftehen congruente Figuren.

Tig. 42. 27. &hri. Zmwei einer dritten Ebene P pa-
A tallele Gbenen M, R find einander pavalel.

M \'**E‘\ Biw. Man ervidte auf P eine Senfredte

Neas b AB, jo ftebt fle auch fenfvecht nuf M und R

(®brf. 21), folglich ift M || R (%hef. 20).

NN
R o 28. 8hri. Bwei gerade Linien (Fis. 43)
'@ N AB, CD merden durdh) drei parvallele Gbenen M,
B‘ P, R in proportionale Theile gejdnitten.

Bw. Dian verbinde die Punfte A und D
Fig. 43. und ziehe danu die Geraden BD, EF, FG,
; AC. Die Linien EF und BD f{ind einanber
AT/ yparallel, bdesgleidhen bdie Linien AC und FG.
' Man Hat aljo
AE:EB=AF:.FD
CG:GD=AF:FD

81 Der von gwei gevaben Linien bewie-
fene Sa gilt von jeder beliebigen Ansahl fol-
der Linden.

29. 2hrf. Wenn man durd) einen Punit A im" Raume
stoei oder mehreve Geraben 3ieht, weldhe in ihren %er[ar}geruty
gen 3wwei einander parallele Ebenen treffen, 1o ferden biefe L
nien von den Gbenen in proportionale 6tucf'e getheilt und bie
Berbindungslinien der Duvchidhnittspuntte in beiden Ehenen
biloen dhnliche Bielece.

2%



Tig. 44. B, €3 feien die Li-
nien AGD, AEB und AFC,
weldhe die parallelen Cbenen
MN, PQ bdurdyjchneiden, fo
fimo BC | EF, CD | FG
und BD || EG. Aus der Aehn-
lidhfeit der Dreiede ABC,
AEF u. i . folgt AE:AB
— AF :AC=AG:AD.
Berbinvet man B mit D und C, ebenio E mit G und F, fo fjind
biefe Qinien ebenfalld proportional, folglicy die Dreiece BCD,
EFG einander dbhnlid). 3

——

Aufgaben.

=t Afq. Durd) einen Puntt A auperhalb einer Gbene eine
mit diefer parallele Gerave zu ziehen.

AFL.  Man jiehe in der Cbene eine be-

-1 liebige Gerade BC und siehe in der durd)
D viefelbe und den gegebeuen Punft beftimmten
':A-___‘ Ghene eine Gerade parallel mit der willtiihr-

i gezogenen, fo ift diefe der exfteven Cbene

/B j M parallel (€hr. 16).

8. Afg. Durd einen gegebenen Bunkt
A auferbald einer Gbene zu Ddiefer eine pa-
vallele Gbene zu legen.
Fig. 46. AfL. Man falle von dem gegebenen
. Punfte A dvie Seniredhte AB auf die Gbene
B M, siebe von B jwei beliebige Geraden BD
und BC, jziehe in der Ghene ABC, AF
B | BC und in der Cbene ABD, AG || BD,
M jo ift bie Gbene AGF || M (Zhri. 26).

9. Afg. Durd) eine Gerade CB in ver Gbene M eine
auf M tenfrechte Ghene su legen.

AT Fig. 45. Man evrichte von B eine 6enfrecf;te und
Tege durd) BDC eine Cbene, fo fiet fie auf M fenfredht (. 14.)
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10. Afg. Durd) eine gegen die Chene M geneigte Gerade
AB cine auf M fenfredhte Cbene zu legen. ey

AFL Jig. 2. Wan ervidte aus dem Runlte A die Senk:
redte AC, fo ift bie Cbhene CAB bdie verlangte Cbene (Lhrf. 14).

11. Afg. Durd) eine innerhalb einer Cbene M liegende
gerade Rinie AB eine Gbene zu legen, deven JNeigungsmwintel
mit der gegebenen Gbene M einem gegebenen Wintel a gleid) fei.

; AFL. Ausd einem beliebigen Punite C
gig, 47. der Qinie AB ervidhte man in Dder Gbene M
die Genfredhte CD, ferner die Senfredhite DE
auf CD und made / DOF = / a, lege durd)
FAB cine Gbene, jo it biefe die verlangte
Gbene.

Bw.  FCD ift ber Neigungsmwintel
per Linie FC zur Cbene M und fteht jenfrecht
auf AB (&hrf. 8), folglidh ift / o Der Nei-
gungdmintel der beiden Ebenen M und AFB.

12. Afg. Durd) zwei einander nicht jhneidende und nicht
pavallele Geraden A B, CF el einander parallele Gbenen ju
legen. Fig. 41.

AFL. Man ziehe aud einem Punfte der Linie AB, etwa
aus B eine Qnie BE || CF und ebenjo aus C eine Linie
CD | AB, lege bur) ABE und DCF Gbenen, fo find fie
einander parallel (Lhri. 26).

13. Afg. Auf zwei einander nicht jhnei-
penbe und nicht parallele Geraden AB, CF

Fig. 48. eine gemeinidaftliche Sentrechte su jiehen.
[T/ AFL.  Man lege durd) BA und CF
P e Gbenen fenfrecht auf die burd) AB und CF
~t— parallel gelegten Gbenen M und P; o ift der
e jenen Gbenen gemeinfame Durdidmitt DE
MW e bie eingige auf BA und CF fenfredite Linie
(Lhrj. 18).

Dritte Abtheilung.
Bon den forperliden Cden

30, 8hrf.  Sdpeiteleden find fpmmetrijd.
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Fig. 49. $w. Sa=/d /b= /e /o=
5 n / £ (Sdeitelwintel), ferner der Fldachenmin-
: Bl B gleidh dem Flacheuwinfel = (Sdheitel:

~ flachentointel, Lhrf. 13, 31. 2) u. . . €3 fol-

\£le/ gen aber in bder Cde KACB bie gleiden
e Grogen rehts herum geredhnet in Dderfelben
Drdnung auf einanber, wie fie in der Ede
KEDF auf einander folgen, enn man lints
c —3B berum redynet (Crilg. 20).

A 81, ©Sind zwet EGden fpmmetrijd), o
find e3 aud) ihre Sdheitelecten.

31. 8htf. Jn einer Gde und ihrer Polavede find gegen.
feitig bie RKanten Dder einen auf den Seitenebenen dev anvern

fenfredht.
Sig. 50. B, €3 fei su einer
P R R Gte MABC... bie Po-
S e {arede MPQR..., aljo
s el PM | AMB, QM |
s BMC, RM | AMC u.
f.w., jo ift BM fenfrecht
\ auf MP und MQ, folg-
Aﬁ—}(‘ lich auf der Seitenebene
5 PMQ, ebenjo CM fjent:
B D recht auf MQ und MR,
folglidh auf QMR u. |. 1.
8§ 1. Gteben die Kanten einer Cde fenfvedht auf den
Geitenebenen einer andern, jo ift jede die Polarede der ambdern.

81 2. Bu einev gegebenen Gde ift ous dem Sdeitel nur
eine Polavede moglich.

39. €hri. Sn einer Polarede find die Kantenwintel Sup-
plemente von den Winfeln der gegebenen Ece und umgelehrt.

B, Man nehme in der Kante
MB cinen Punft D und ziehe DE || MQ,
DF | MR, foift L FDE =/ p (xi.
9). Jun lege man durd) D F E eine Chene
fo wird fie die Chene MBC unp MBA
purdidhneiden in DH nud DG. RNad)
. 31, 26, 21 ftebt MB | FDE und
/BDH=/BDG=R (8.2, 3I.5),
alio / GDH bper HNeigungsmwintel der
Gbenen MBA und MBC. Da nun
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MQ | MBC fteht, fo ift auch ED | BMC (€hrf. 5) und alfo
/ EDH=R, ebenfo / FDG =R und die Winfel um den
Punft D in der Gbene gleid) 4 R, folgli) L FDE 4/ GDH
=2Rodert /p+ /B=2R. Wil man den umgefehrten
Lehriap beweifen, jo nimmt man in der Kante MQ einen Punft
und fithrt den Beweisd ebenfo.

31 Durd) die drei Winfel einer Gcfe mwerden sugleid bdie
orei Kantentinfel ihrer Polavede Deftimmt und umgefehrt.

33. 8hrf. Sn jedem fovperlichen Dreiece ift die Summe
je 3eier Kantenwinfel (Seiten) groper, als der britfe.

. Bw. Sind die Kantenmwintel
Jig. 52. einander gleih, fo bedarf er Feines
Betveifes, nur wenn ein groferer
sei fleineven gegenitberfteht, bedarf
e3 eineg folchen. €3 feialio / AMG
ver grbpte. Man mnehme in ber
Kante MA einen Punft F und ziehe
eine beliebige Gervade F G nad) MC,
made / FMD = / AMB und
ME =MD, jo ift

AMFD=/\MFE
FD=FE
FE4+EG>FD-4+DG
EG>DG,dio / EMG > / DMG; folglidh
/ FME+ /EMG> / FMD + DMG oper / FMG.

34. 8hrf. Die Summe aller Kantenwinfel einer Ece ift
fleiner al3 4 R.
B. Man lege durd) A eine Cbene, weldhe die Kanten

purd)fdneidet, fo entjteht, wein nKanten find, ein ned, Nennt
man die Summe der Polygonintel bed neds

Jig. 53. s, bie der Rantenwinfel um Ms und bdie ber
RKantenwinfel der Seitendreiede am ned s,
\ fo ift
\\ s+s'=2nR
¢ 8’ >o0
/ ™\ SRS
B'i’ \E G=2HR—“4B_
\/ / s<<4R.
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35. Lhrj. Die Summe aller Winfel einer nfantigen Cde
ift griper al8 (2n —4) R und feiner ald 2 nR.

Bw. Man denfe fich eine nfantige Ede und die Polar-
ede derfelben. Die Summe aller Winfel der gegebenen Cce
fei o unbd die aller Kantenmwinfel der Polavede s, jo ijt

s+s=2nR (Lhf. 32.)
s Rride o
s>2nR—4R

ud s <<2nR.

31 Die Summe aller Winfel eines fdrperlidhen Dreieds
ift daber grofer ald 2 R und fleiner als 6 R, die eines for:
perlichen Viereds grdfer als 4 R und fleiner ald8 8 R 1. |- .

36. 8hrf. JIn einer gleidhichentligen Ccte liegen gleichen
Rantenwinteln gleihe Flachenmwintel gegeniiber und umgetehrt.

Bw. 1) €8 el / b=/ c. Man falle aus irgend einem
Punite der Linie MA, etwa aus D bie Senfrechten DP auf
g BMC und DG, DK auf die Kanten

) ig. 54. MC, MB, verbinde P mit G und K,

D o ift, ba A DGM =ADKM, aud
= e DGP XA DPK, folgliy /
. GM = /DKP. / DGP ift ver Neigungs-
B 7 wintel der Lnie DG jur Cbene MCB

und dpa MG fenfrecht auf dem einen
Schenfel diefes Neigungsmwintels fteht, jo fteht fie aud) auf G P,
alio it £/ DGP= /v, ebenjo / DKP= /8. 2) 63 fei
L1=/B Der Beweis ift leicht su fithren.

Bl In einer gleichfeitigen Gcfe find alle Winkel einander
gleich und umgetehrt.

87. 8hrj.  Dem qropern Kantenminfel einer Cce liegt
audy vev grdpere Winkel gegeniiber und umgetehrt.

Bw. 1) Csiei L o> /b (Fig. 54). Bejdhreibt man mit
pem Radius MD in den beiven Cbenen AMB, AMC Rreife,
jo find DK und DG halbe Sehnen, nun fteht dem grofern
Centriwinkel in gleiden Kreifen eine grifere Sehne gegeniiber,
folgli) ift DK > DG aljo aud) /£ v = / B (Lrj. 2, 8i. 4)-
R) €3 fei / y> /B, o ijt leidht ju beweifen, dag aud) £ ©
>0

38. 8hrf. Gind in gwei Eorperlichen Dreiecten jivei Kan:
tenwintel (Seiten) und dev eingefhlofiene Flachenmwintel (Winkel)
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beiiglid) gleich, o find die Dreiede einander congruent, wenn
in ibnen bie gleihen Seiten in derfelben Richtung um ven Sdhei-
tel liegen; wenn in entgegengefepter Richtung, o fymmetrijch.

b, Jy B8 jel Lo=LTF L D=/ . L= /s
Folgen nun die Kantenwinfel ¢, b in derfelben Ridhtung um M,
: alg3 f und e um N, fo lege man

ig. 55. dad forperlie Dreied M fo in

N N, dap Punft M auf N, Kante
MA auf ND, /¢ auf / fund

f%d / ain /8, fo werden / b auf
// % / e, die Kanten MB auf NE,
E

=T \}}'

[ B

// ‘ \
/ e

A B C D

MO auf NF fallen, und da ztvei
einander durcdhidhneidende Linien
eine Gbene Dbejtimmen, fo wird
P aud) / a auf / d fallen, folglid)

iwerden bdie Gden einander con-
gruent jein. 2) Folgen die Kantentwinkel in entgegengefepter Rid-
tung um M als um N, fo ift va3 Sdeitelbreied von M con-
gruent dem Dreiecte N.  Da das Scheitelvveted jpmmetrijc) dem
gegebenen Dveiecte ift, fo ift aud) M jymmetrijh N (8hel. 30, 3i.).

31 1. Sn congruenten fdrperliden Dreiecten liegen glei-
den Geiten (Rantenwinteln) gleiche Winfel und gleidhen Win-
feln gleiche Geiten gegeniiber.

8. 2. St eine Gde einer zweiten fhmmetrijd) und diefe
ieder einer dritten fymumetrifdh, fo ift die erjte der bdritten
congruent.

3i. 3. Sind jwei Ccen einander congruent oder fymme:
trifeh, 1o find es aud) ihre Scheitelecten.

87. 4. Sind swei Ecen einander congruent, o ift jede
per Sdheitelecte der andern Ede jpmmetrijd), und find gtwei Ccen
fommetrifch, fo ift jede der Scheitelecte der andern Ece congruent.

81 5. Wenn in zwei gleidhidentligen Eden die Seiten
beiiglich gleich find, fo fiud die Ecen nicht fymmetriid), fon-
pern congruent.

81. 6. Gleichieitige und gleicdhjchentlige Eden find ihren
Sdeiteleden congruent.

1. 7. Sind givei Eden einander congruent ober fynme-
trifdhy, Jo find e3 auc) ibre Polaveden.
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39, £hrf. Gind in zwei orperlichen Dreieden ein Kan:
tentoinfel (eine @eite) unbd die beiden anliegenben TWinfel be-
sliglid) einander gleidh, fo find die Dreiecfe einombder comgruent,
enn in ihbnen bie gleien Winfel in derfelben Ridhtung um
ven Gdeitel liegen; wenn in entgegengefester Ridtung, fo fym:
metrifd).  Fig. 55.

Bw., 1) Csfei fe=/f, /a= /3 und — =
Man lege die Gcfe N]%EF ié inébie @&%MAB&BM%LL f
auf / ¢ fallt, bann mup aud) vie Gbene DMF auf AMC und
ENF auf BMC fallen, weil bdie Winfel einander gleid) find,
alio and) NF auf MC, folglich find die Gfen M und N ein-
ander congruent, 2) Wie im Lhrf. 38, 3f. 2.

40. £hrf. Gind in jwei forperliden Dreiecen bdie drei
Kantenwinfel (Seiten) begiiglich gleich, o find die Dreecte ein-
ander congrient, wenn in ihnen die gleihen Seiten in devfel-
ben Ridtung um den Scheitel liegen; mwenn in entgegengefepter
Ridtung, jo fpmmetriid. Fig. 56.

Fig. 56. B, 1) E3jei L ¢

=Lf, 4b=Leunb
/a=/d. Dan nehme

\ NE=MB unb lege auf

N MB in B und ouf NE

e in B Gbenen fenfredht, o
L ift /\ MBA == A NED,

Gl \¢ B alfo MA = ND und

BA=ED, aud ift
v D /A\MBUSS ENF
BC=EFu.MC=NF
alfo AN AMC= /A DNF

AC=DF
AABC=AEDT
/B="7"

DaBCund BA ) MB, fo twie EF und DE | NE, fo find
/ B und / s bie Neigungswintel; folgli MABC= /\ NDEF.
2) Wie im Lhrf. 38 3. 2.

41, Lhrl. Gind in zwei fbrperlichen Dreieden bie drei
Wintel beyiiglih aleidh), fo find die Dreiecle einander congruent,
wenn in ibnen die gleihen Winfel in berfelben Ridhtung um
ben ?geitel liegen; menn in entgegengefeter Ridhtung, fo fhHm-
metrijdh.
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Bw. Man confruive ihre Polarveden, diefe find, da die
Rantenwinfel einander gleidh find (Lhrf. 32, B1.), einanver con-
%réxent (2htf. 40), folglich auch (Lhri. 38, Bi. 7) die gegebenen

en.

Il Ab[duitt

Rou den Korpern.

Da die einen Korper begrengenden Flacdhen eben unbd ge:
¥ritmmte fein Eonnen, fo giebt e3 drei Hauptilafjen von Kbrpern.

1) Rorper, deren begrengende Flacpen fammtlich ebene find,
beifen ebenfldchige Korper, dagu gehbren: dag Prisma, die
Pyramide und Ddie vegelmdpigen Polpebder.

9) Kbrper, deren begrengende Flacpen theils ebene, theild
gefritmmte find, heipen gemif dtfladige Korper, dagu gehdren:
ber Gplinder und dev Kegel.

3) Kbrper, deren begrenzende Flachen alle gefritmmie find,
beipen frummiladyige Korper, dagu gehort die Kugel.

Grfte Wbtheilung.
Ghenflihige Kovper.

1) Dasg Prigma.

42. €hrf. Gin vielfeitiges Pridma von nCeiten lapt fid
in n—2 dreifeitige zerlegen.

Bw. Seves congruente nCEd wird burd) Diagonalen in
n—2 Dreiece zerlegt; nun lege man burd) diefe Diagonalen
Gbenen, o jerfillt bas gegebene Pridma i n-——2 breifeitige
Prigmen.

43, 2hri.  Sn jevem Parallelepipedum find die gegeniiber:
liegenden Parallelogramme einander congruent,
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Bro. Aus dem Begriffe des Paral:

g 2% lelepipedums (Ginltg. 25), folgt, bap Ddie
F G Seiten und Winfel bder gegeniiberliegen:
57 ben Parvalelogramme einander gleid) find,

iy e H folglic) einander deden.

/
Bv/j.wc // 44. 2hrf. Prismen von gleiden
s Grundebenen und von gleicher Hobe find
= einander gleid.

Bw. Man ftelle die Prismen mit ihren Grundebenen auf
einetlei Ghene, durdyichneide fie in beliebiger aber gleidher Hobe
purd) eine Gbene, weldhe parallel der OGrvumdebeme iff. Die
Sdnitle find beziiglich ven Grundebenen congruent, jolglic) ver-
mbge Der Bedingung einanver gleih. Wad von Dbeliebigen
Sdnitten in gleidher Hobe gilt, gilt von allen Schnitten in
gleicher Hohe; e3 find daber die pavallelen Schnitte in gleicdyer
$iobe itberall besiiglich gleidh, folglich aud) vie Prismen einan-
der gleidh) (Grdi. 8).

81 1. Jedes fdiefe Prisma ijt gleih dem fenfredhten
Prisma iiber derfelben Grundebene und von gleider Hobe.

81 2. Sedes Prisma Ldft fidh in ein dreifeitiges Prisma
und bdiefes in ein redtwinfliges Pavalelepipedum vermwandeln.

37, 3. Jeves Parallelepipedum ift gleid) dem redhtininfli-
gen Parallelepipebum von gleiher Grunbdebene und Hibe.

45. Lhrj.  Syeded Parallelepipedum wird durd) eine Diago:
nalebene in el einander gleiche dreifeitige Prismen getheilt.

Bw. Fig. 57. Die dreifeitigen Prismen, in welde ein
Ravallelepipedbum durd) eine Diagonalebene ACEG getheilt
fitd, Haben congruente Grundebenen (AN ACD = A\ ABOC)
und gleidge Hoben (pwifdhen parallelen Ebenen), jind daber ein-
ander gleid.

81 1. Sebes dreifeitige Prisma ift die Hdlfte eines Pa-
rallelepipebums von gleicher Hihe und dopyelter Grundebene.

81 2. Jeves vielfeitige Prisma ift die Hélfte eines Pa-
rallelepipedbums von gleicher Hishe und doppelter Grundebene.

46. 8hrf. Redtwinflige Pavallelepipeda iiber gleidhen
®rundebenen verbalten fid) su einanver, wie Ddie Maapzahlen

iprev Hohen.
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Bw. 1) Sind die Hoben AE, IN commenfurabel, fo
judhe man ibr gemeinjdhaftlihes Maah a und theile fie durd
: dafjelbe in einander gleiche
Big. 58. Theile. €3 enthalte AR
=ma und IN =na, fo
itAE: IN=m:n. Man
lege nun durd) die Thei-
lung3puntte der Hibhen
Cbenenparallel den Grunbd-
ebenen, o mird dadurd)
pas Varallelepipedum A G
in m und dad Pavallel-
epipedium IQ in nParal-
lelepiveda getheilt, welde alle einander gleid) find. 63 ijt
daher AG : IQ=m:n, folglih AG:IQ=AE: IN =
AR . T (LMaoeinheit). 2) Sind die Hoben AE, IN in-
commenfucabel, jo jude man ihv gemeinidaitlies Maap ndpe
rungsweife und verfahre wie in 1.

47. 8hri. Redtwinflige Pavallelepipeda von gleidhen Hi-
ben verbalten fid 3u einander wie die Maapzahlen ihrer
Grundebenen.

Biw. Man ftelle beide Pavalelepipedba AE und IL mit
ibren Grunvebenen AC und IM auf einevlei Ebeme und mit
giveien threr Ceitenebenen EB und

Bis. 59. EI fo sufammen, dap die anftoBen-

B L dent Seitenebenen DE und EM eben-
-—r—;—\ fallg in einerlei Chene fallen, bier-
‘Y__JLF ouf eviveitere man die Seitenebene
D % AF jo, dap fie das Parallelepipe-
I oum IL in FN {dneidet. Nennt

A BT AB BK B
\\ mannu‘nT=a, T=C’CT

= b und & =d, fo ift
AE:BL=a:c¢

BL : ITs b d fori 46

AE: IL =ab: cd.
48. &hri.  Jedtwintlige Parallelepipeda verbalten fich su

einander, wie die Produfte aus den Maabzahlen ihrer Grund-
ebenen und Hoben.
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B, Die beiven Bavalelepipeda feien P umd P Die
Maakahlen der Grundebenen und Hihen von P jeien ab und
h, pon P’ a'b’ und h'. Man perfertige ein Dritted Parallelepi-
pedum ¢ mit der @rugbebene b}oln E’lunb per Hdhe von P, fo ift

@ :.li’;ab‘ :a'b’
P:P' =abh:a'b'h'

81 Pridmen von gleidhen Grundebenen perhalten fid) zu
einanber, ie die Maapzahlen ihrer Hohen; von gleichen Hihen
fie bie Maahsahlen ihrer Grunbdebemen und von ungleichen
Grundebenen und Hiben, wie die Produfte dev Maapzahlen die-
fer Grogen.

49, 8hrf. Der orperliche JInhalt eined jeven Pridmas
ift gleich dem Produfte aus den Maagzahlen dev Grumbdebene
und Hohe multiplicivt mit der Maapeinbeit.

B, 63 fei P ein Prisma und W der ald MaaBeinheif
filx P dienende Wiirfel. Die Maapzahl der Grundebene von P
fei g und die der Hihe hj fo ift P: W =gh : I, folglid
P == ghW.

81 Gin Wiirfel it gleid) per Dritten Poteny der Maak-
sapl feiner Seite multiplicitt mit der Maapeinbeit.

50. Lhri. ©erade Prismen find einander dhnlich, wenn
ihre Grundflachen dhuliche Figuren und ihre Hihen den Seiten-
linien ver Grundfldchen proportionivt jind.

B, Da die Seitenlinien der Redjtede einander propor:
tionizt find, jo find die Seitenflacdhen dhuliche FJiguren und die
Flacpenminfel einander gleich, folglih die Prismen einander
dhnlidy (Ginltg. 47).

8§ Die Inhalte dhnlider Prismen verhalten fich su ein-
anber mie bie dritten Potengen der Maapzahlen ihrer homolo-
gen Seiten oder ihrer Hihen.

3. 2. Die Oberfladen dhnlicher Prismen pechalten fid)
su einander ie die sioeiten Potengen dev Maapzahlen ihrer ho-
mologen Geiten oder ihrer Hibhen.

92) Die Pyramide.

_ 51 8hri. Qiegt die Grundebene einer Pyramide in einem
Kreife, und trifit die $Hishe verfelben den Mittelpuntt diejes Kvei-
fes, jo find alle Seitenfanten der Pyramive einander gleid).
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Bw. ABED fei die Grundebene in
einem RKreife und die Hihe CM trifft den
Mittelpuntt C, jo entfteben, wenn M unp ¢
mit A, B, E, D vetbunden twerden, con-
gru]eﬂ& Dreiede, folgli) AM=BM =EM

52. &hr]. Sind alle Seitenfanten einer
Pyramide einander gleid), jo liegt die Grund-
ebene derfelben in einem SKreife und die Hiobhe
derfelben trifft pen Mittelpuntt ded Kreifes.

B, Fig. 60. Aus ber Congruenz der Dreiede AMC,
BMC u.{. . folgt CA==CB=CE=CD.

53. 8hrf. Wenn man durd) die Kanten einer Pyramide
auf die Grundebene fenfrechte Cbenen legt, jo jdneiden fie ein-
ander in derfelben Geraben MP.

Fig. 61. Bw. Da der Durdhidnitt fe zwei fent:
i vechter Cbenen AMP, BMP auj der Grund-
£ ebene fenfredht fteht, und alle duvdh) den Schei-

telpuntt M geben, fo fallen fie nothwendig

/ | in eine Linie sujammen.
54. &hr]. Legt man durd) die RLanten
¥ A einer dreifeitigen PByramive Cbenen, welde bdie

1 Wintel halbiven, jo jdhneiden fie einander in
derfelben Geraden MP,

Bw. 63 jei -MP der Durd)idhnitt der Cbenen AMP,

BMP, welhe / o und / B halbiven. Man fille aus einem

beliebigen Punfte L der Linie MP

Fig. 62. auf jede Seite die Senfredten LG,

M LI, LH, lege dburh) GI, IH Ebe-

nen, welde auf MA und MB fent:

: recht fteben, jo ift A\ LGD X A LID

;1:«: und A\ LIE A LHE, aljo LG

A - =LI=LH, nun lege man durc

GH eine Gbene jenfredt auf MC,

o it ALGEFX A\ LHF, folglid)

LF die Halbirungslinie des / y;

alfo Dalbirt aud) die durc) ML F ge-
legte Gbene CMP den / 1,

31 Wenn durch die Kanten

c einer Ddreijeitigen Pyvamide Chenen
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fo gelegt werden, baB fie bie Winfel oder Seiten ded Grund-
gwiedﬁ}?a[biren, fo jdueiven fie einanber in derfelben Gera-
en ;

55. &hri. Witd eine Pyramide durd) eine der Grumd-
ebene parallele Gbene gejchnitten, o ift die Durdhidnittsfigur
ein der Grundebene dhnlides Vieled.

Fig. 63. Bmw. E3fei GHI...) ABC...,
o it A\ GHM ~ /\ ABM,
HLM ~ A BCM u. . ., aljo
HG: BA=HM:BM

HI: BC=HM:BM

HG: BA=HI.BC=1K:CD..,

aud) ift / ITHG =,/ ABC, /HIK
=/ BOD...; folglidy ift das Biel-
e¢ GHI...~ ABC....

B1. Gine Pyramide wird durd
eine, der Grunbdebene parvallele Ehene in el einanbder dhnliche
Pyramiden zerlegt.

56, 8hrf.  Jn jeder Pyramide verbalten fich die paralle:
len Sdnitte u einander wie die jweiten Potengen ber Maak:
sablen threr Cutfernungen von der Spise.

B, Fig. 63. Vian ziehbe von M eine Senfredhte auf
die Gbene ABCDE, fo jteht fie auch fenfrecht auf GHIKL,
Die Durdidmittepunite feien N und F, verbinde man bdiefe
Punfte mit D und K, fo it A\ MDN ~ A MKF, aljo
MD: MK=MN:MF,

Gei ABC...=V undb GHI... = v, die Maakszahlen
der homologen Seiten CD, IK, a und a’, jo wie die von MN,
MF, h und b’; fo ift

VIR garo e o G2

a:a'=MD:MK
MD:MK=h:h'

V:v=h2:h'2

3. Jn dhnlidhen Byramiven verhalten fih die Grund-
ebenen zu einanber wie die zweiten Potenzen der Maafzahlen
ihrer Hiben.

57. 8htf. Pyvamiden diber gleidhen Grundebenen und
bont gleiden Hohen find einanber gleid.
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Bw. Man denfe fid zwei Lyramtden P und P, bie
Maapgahl der Grunbdebenen einer jeden fei = g und die per
Hobe = h.  JIn beliebiger aber gleicher Enifernung x von per
Opige durd)idneide man jede Pyvamide durc) eine Chene: pie
Durdyidnittsfiguren jeien d und d’, fo verbalten fich

God =2 ex?
g:d' =h2:x2
MR
€8 find daber in den Pyramiven P und P’ die pavallelen Schnitte
in gleicher Hobe iiberall einanver gleid), baher P = P’ (Grdi, 3).

58 8bri. Jede drefjeitige Pyramide ift der dritte Theil
eined dreifeitigen Prisdmas von gleiher Hobe und Grundebene.

Bw. Die dreifeitige Pyramide jei DBAC, man verfer-
tige das dreifeitige Prisma ABCDETF, weldes diefelbe GSrund-
ebene und Hobe wie die Pyramide DBAC hat und lege durd

BD eine Gbene, jo wird dag Pridma in
dret Byramiven DBAC, BFED, BEDA
serlegt. Da A\ BAC = /\ FED ift, fo
it Pyramive DBAC = BFED, ferner
ift Pyramive DBAC=BEDA, weil /\
ADC=,AEAD und man jtatt DBAC
fegen fann BACD, wenn die Spige in B
und nidt in D genommen wird; folglic)
find bie Pyramiben DBAC, BFED,
BED A einander gleich, jede derfelben alfo
= 1/; Pridma ABCDEF.

31 Jede Pyvamide ift der dritte Theil eines beliebigen
pielfeitigen Brismas von gleider Hohe und Grundfldde (Lhrf.
44, 3i. 2).

59. £hr]. Der Lbrperliche Jubalt einer Pyrvamide ift der
pritte Theil des Produftes der Maafzahlen der Grundebene und
Hobe multiplicivt mit der Maapeinbeit.

Bw. Da der tBrperliche Jnbalt eines Prismas = gh W
(8bri. 49), jo ift der Jubalt einer Pyramide = /3 gh W.

31 1. ' Pyramidben verbalten fidh) su einander 1) Dei glei-
den Orundebenen, wie bdie Maapzahlen ihrer Hohen, 2) bei
gleiden Hohen, wie die Maafzahlen ihrer Grundebenen und 3)
wie die Produfte aus den Maakzahlen ihrer Grundebenen und
Hihen, wenn weder Grundebenen und Hohen einander gleid find.

8

Fig. 64.
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. 2. Uehulide Pyramiden verbalten fich su einanber,
iie bie britten Potenzen der Maafzahlen ihrer Hihen ober
homologen Kanten.

3) Die rvegelmdfpigen Polpeder.

60. 8hrf. Die Anzahl ver Neigungswintel eined Polyeders
ift Jo grof als die Anzahl feiner Kanten.

B, Da zu jeder Kante zwei Cbenen nbthig find, und
je 3wei Cbenen einen Reigungsminfel bilden, fo find fo viel
Neigungsmwintel al3 Kanten.

61. 8hry. Die Angahl Dder Rantenmwinfel n eines Poly-
ebers ift doppelt fo groB, als die Unzahl feiner Kanten K.

B, Da an jeder Kante 4 Kantenwinfel liegen, in der
Anzahl 4 K aber jeder Winfel voppelt vorfommt, fo ift n =2K,

62. &hri. Sft £ die Angahl der Chenen eines Polpeders
K die Anzahl feiner Kanten und e bie Unzahl feiner Ecen, fo
pat man 1) toenn jede Cbene n Seitenlinien enthdlt: nf=2
K, und 2) menn jeve €de m Kanten enthdlt: em =2 K.

Bw. 1) Sind £ Chenen und enthalt jede Chbene n Set-
ten, fo find im Gangen nf Seiten, da nun 2 Geiten eine Kante

bilven, fo find %f Kb S

2) Seve Gde bat m RKanten, find e Gden, fo find em
Ranten, da aber zu jeder Kante 2 Ccen find oder je 2 RKanten
sujommen fallen, fo ift die mzahl dev porhanbdenen Kanten
gleid) ber Hilfte von me, ober me =2 T

63. 2hr]. An jedem Polyeder ift die Anzahl der Kanten
(K), um 2 vermebhrt, gleid) dev Summe der Seitenebenen (f)
wnd ver Gden e, aljo K4 2=e- £ (der Cylerihe Sah).

ig. 65. Bw. €3 fet ABCDE.... ein Po-
Iyeder, dafjelbe foll £ Seitenebenen und
jede Geitenebene n Seitenlinien Haben,
nenut man die jammtliden Polpgoniin:
fel diefes Polyevers S, fo ift, ba eine Sei-
tenebene 2nR— 4R enthdlt, £ Seitenebe:
nen (2nR—4R) £, alfo S=2nfR—4
fR=—4KR—4fR=(K—f)4R.
(2. 62.)

Durdhjdhneidet man das Polyeder 3.B.ourd
EFGEM, jo erhlt man 3ivei Theile. Mimmi man augerhalb bes
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Polyeders im Raume einen Puntt an und projicive aus demfelben
bie Oberfldde eines feden Theils des Polyeders auf eine belie-
bige €bene, fo wird bas auf diefe Weile erhaltene Brojections-
ne offenbar ebenfo viele Bielecte derjelben At ebenjo viele
gevade Xinien und ebenfo viele Punite enthalten, wie die Oher-
flade bes Polyeders
Fig. 65a, Jig. 65D. refpective Seitenfl4-
: den, SKanten und
Eden enthdlt, folg-
lidh it die Angahl
per 2Wintel der bei-
dent Jlepe gleidh) S.
Wenn p die Anzahl
e Puntte in dem ge-
meinjdaftlichen Wm-
fange beider Nese,
. m und m’ die An-
sabl ber inmerhalb be3 einen und des anbern Theils des Nepes
liegenden *Puntte bezeichnet, jo ift die Summe aller Wintel bes
einen Neges gleid) (Fig. 65a) (2p—4) R4+4mR und in
bem andern Theile (2 p—4) R4+ 4 m'R (Fig. 65b), folg-
lid S=2pR—4R+4mR +2pR— 4R+ 4m'R=
(p+m+4m'—2) 4 R. Da nun bdie Angah!l ver Geben gleich
ber Angabl ber Punfte in der Ebene {ind, jo ift p 4 m 4+ m’
=e, aljo S=(e—2) 4 R. 63 ijt aber aud) S= (K — f)
4 R; folglih e—2=K-—f ober K4+ 2=eJf

64. 8hrf. Reguldre Polyeder Fonmen nur dreferlei Figu-
ren, dag gleidyeitige Dreied, das Quadvat und das reguldre
Fiinfed su Seitenebenen haben.

Bw. Ju einer Ecde jind mwenigftend 3 Kantenwinfel er-
forderlich und die Summe jammtlidher Kantenwinfel einer Gcfe
ift fleiner al3 4 R. St die Gcde aus veguldren Dreiecten,
Biereden und Fiinfeden gebildet, o ift die Summe jolder 3
Kantenintel gleidh) 2 R, 3 R, 3%; R. Hingegen ift die Cde
aug 3 reguliven Gechsecten, Siebenecfen u. §. w. gebildet, fo ent-
ftepen 4 R, 424 R u. {. w., was nicht moglich ijt.

66. 8hri. G2 fann der veguldren Polpeder nidht mebr
alg fiinf geben.

B, RNimmt man ald Seitenebenen '
1) bas veguldrve Dreied, o ldBt fih davaus, weil
3.% R, 4.% R und 5.2%; R jammtlich weniger als 4 R be-

3*
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tragen, eine drei-, piers und fiinfieitige Gce bilven. Aber 6. 2/s R
ift = 4 R, alfo unmdglich;

2) bag Quabdrat, jo fanu man, weil 3 R <4 R, da-
von drei su einer Gde sujammeniegen, jedoch nidht mebhr;

3) bas rveguldre finfec, jo geben ebenfalls nuv drei

eine Gde, weil 3.65; R<<4 R, hingegen 4. ¢s R>4 R.

66. ehti. FRegquldre Polyeder f5nnen nur von 4, 6, 8,
12 unb R0 Seitenebenen eingejdhloffen mwerden. (Blatonijde
RKirper.)

B, Gept man die Gceit eines Polpederd aud bdrei tre:
guldren Dretecten jujammen, o it in nf=2Kundme=2 K
(%hrf. 62), n=3 und m=3, aljo 3f=2K, 8e=2 K.
Hieraus die Ausdriide fiir K und e in die Gleidung K 42
— e + f Dineingefept, giebt % f42=£f+1; aljp f=4
(Zetraeder.) ;

Befteht die Ccfe aus 4 reguldren Dreiecten, jo it n=3,
m=4,0ljo K=73,1 e=?%, £ und aus der Gleiung K 42
=e-fwid ¥ I4+2= 3/, f 4 f; folglid) =28 (Octaeder).

Hat die Gde 5 reguldre Dreiecte, fo ift n=3, m=5,
alio K= 3,1, e="3sf, giebt %> f4+2=23,f+41f; folglid
f=20 (Sfojaeder).

$Hat die Ede 3 reguldre Bierede, fo it n=4, m=3,
aljo K=2f, e="sf, giebt 2f + 2= "4 £+ f; folglich
f=16 (Heraeder, Cubus).

Hat die Gde 3 reguldre Fiinfede, foift n=5, m=3,
alio K=3/,f und e="5,1, giebt 3/, f+2="%1f+1; folg-
lig f=12 (Dobdefaeder).

—_—

Aufgaben

14. Afg. Die Oberflacdhen einesd gevaden Pridma zu
finben.

AFL. Man multiplicire die Maafzahl des Perimeters ber
Grunditade mit ver Maazahl einer Geitentante, fo erhdlt man
bic Gumme der Seitenflddyen und dazu abdire man bie dopyelte
Grundfldde.
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15. Afg. Die Seitenoberfliche einer reguldren Pyramide
s finben.

AL Man multiplicive die MaaBzahl des Berimeters der
Grundebene mit dev Maapzahl der halben Seitenhipe,

16. Afg. Die Seitenoberfldche einer abgeftumpften requ:
tarven Pyramide ju finden.

AFL Man multiplicive die Summe der Maapzahlen der
Perimeter beider Grundebenen mit der Maapzahl der halben
Seitenbihe.

17. Afg. Den fdrpetlichen Jnbalt einer abgeftumpften
PByramide s finden.

ATl Fig. 12. Die beiden Grundebenen des Pyramiden:
ftumpfes feien g'Q, gQ und die Hhe hL. Jan erginge den
Stumpf su einer vollftandigen Pyramide und nenne die Hibe
xLi, o ift Byeft. = Y [¢'(h+x) — gx] W = 1/, [g'h
(g'—g)x] W.  un verhdlt fih g':g=(h Sptgie Hxe
(56. 8hri., 3].) oder Vo' : Ve=h-+x:x, alip it

g'—gh)g

== ___h_g_ lalich N e 1 Lh { ;
X—Vg/ —Vg’ folglich Pyrit. /s [g"h 4 Ve Vg

W=hleh+ (Ve VRV K W=" Ve g+ W.

18. Afg. Den Jubalt einesd veguldren Polyeders zu finden.

AL Pan multiplicive die Maapzahl der Oberfldche bes
Polyevers mit dem bdritten Theil der Maapzahl des Radius der
eingefchriebenen Kugel.

Jweite Abtheilung.
Gemijdhtflidige Kprper.
1) Der Cylinder.

67. hri.  Wird ein Cylinder (§ 33) 'burd) eitie dem
Grunbdtreife pavallele Cbene geidynitten, Jo ift die Durdhichnitts-
figur ein Kreis, der dem Grundfreife gleid) ijt.

Bw. Durd) den Mittelpuntt M ded Grunbdireifes ziehe

man eine Linie MN || AD bis jie die jchneidende Ghene DEFD
trifft; legt man nun durd) ADMN, ECMN unh BFMN



38

Fig. 66. Gbenen, fo it DN = AM=EN=CM
—MB = NF, folgliy N Dder Mittelpuntt

D@ aub DEFD — bem Kreife ABCA.

g i 68. 8hrf. Der Jnbalt eines Cylinderd
A@ﬁ—?—#]} it gleidy dem Provufte aus pen Maapzahlen
R P der Grundebene und Hohe multiplicist mit

per Maapeinbeit.

B, ©3 fei g die Maapzahl dev Grundebene und h die
per Dohe des Eylinderd Cy. Man Ddenfe fih ein Prisma
P,, welcdes mit dem Cy gleiche Grundebene wnd Hohe hat. Jn
beliebiger, aber gleidher $Hibe durchidyneive man beide Rbrper
purc) Ghenen, welde den Grunpebenen parallel find. Die Durd-
fhmittaiiguren find den Grundebenen begiiglich gleidh, folglid
einander jelbft gleid; daber (®rdi. 3) find beide Korper an Sn-
palt einander gleid. Da nun der Snbalt von Br. = ghW
ift, jo ift der Inbalt von Cy aud gleid gh'W, g iit aber,
wenn r die Maakzahl Ded Rabiug ves Grundfreifes ift, gleidh
r2r, folglid Cy = r2hnW.

3). 1. Cylinder von gleichen Grundebenen verhalten fid
su einander, wie bie Maafzahlen ihrer Hiben.

8i. 2. Gylindber von gleichen Hbhen perbalten fih zu
einander, wie die gweiten Potengen ber Maafzahlen der Rabien
poer Durchmeffer ihrer Grundebenen.

35. 3. Cylinder perhalten fih su einanber wie die Pro-
bufte and bden zweiten Potengen ver Maapzahlen Ddev Radien
ihrer Grundebenen mit thren Hihen.

69. Lhrf. Die Mantelfldche eined getaden Gylinbers ift
gleih Ddem Produft aud den Maapzahlen Dder Reripherie der
®runoebene mit ver Hihe ded Cylinders multiplicict mit dec
Maakeinbeit.

B, Wenn man Ddie Gylinverflade in eine Gbene ab-
tidelt, jo entftebt ein Redhtect, deffen Grundlinie die Peripherie
und deffen Hihe die ded Cylinders ift; folglich ijt die Mantel:
flddhe M = 2rhQ.

70. Lhrf.  Gerave Gylinder find einander abnlid, wenn
ihre Radien ihren Hidhen proportionirt find.
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Bw. Da die Mantelfldhen mwie die Grundereife dhnliche
Figuren find und bdie Neigungswinfel einander gleid), jo find
aud) die Kdrper einanber dhnlid). (Crklg. 47))

B1. 1. Aehuliche gerade Cylinder verhalten fidh su ein-
anber wie bdie dritten Potenzen der Maapzablen ibrer Radien
oder Hihen.

31 2. Die Mantelfldchen dhnlicher, gevader Cylinder
verba[te'n fih su einanbder wie die zweiten Lotenzen der Maafp-
sablen ihrer Rabien oder Hihen.

2) Der Kegel.

71. 8hrf. Alle Seiten (Seitenlinien) eines jenfrechten
Regels find einander gleid.

Bw. Man lege durd) beliebige Punfte A,

Big. 67. E u. | w. in der Peripherie der Grundebene unbd
d bie Are CD Gbenen, o if ANADCXXAEDC
folgli) AC=EC u.j. w.

Anmerfqg. Hier wird unter Kegel nur
per fenfredyte verftanden.

- B 72, 8hrf.  Witd ein RKegel durd) eine
E Cbene pavallel jur Srunbdebene gejhnitten, o ift
die Durdhidnittsfigur ein Kreis.

Bw. Man ziehe bdie Are ded3 RKegels DC, weldhe die
Durd)jdnittebene in B jdhneivet, lege durd) DCH, DCA
und DCB Gbenen, o odurd)jdhneiden fie bdie
Sig. 68. DQurd)jchnittsebene in EI, BF und EG. Da
nn FE|AC, EI||CH und EG || CB, jo
o ftndo AADCoAFDE, AHDC~AIDE
i und ABDC ~ AGDE, alfo
AC.FE=DC:DE
CH:IE=D(C:DE
AC:FE=C@:IE
AC=CH
FE=1E, ¢benjo it EG=EF,
folglich ift B ver Mittelyuntt der bwrh F, I, G
gesogenen Figur und diefe Jigur FIGF ein Kreis.
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81 Die der Grumdebene pavallelen Regelidhnitte verhal-
ten fid) u einanber wie die zweiten Potengen der Maapahlen
ibrer Gntfernungen vow der Spige.

73. Qhtf. Der forperliche Jnbalt eines Regeld ift der
britte Theil des Produfts aus den Maapzahlen der Grundebene
und Hohe multiplicict mit der Maageinbeit.

7 B, Man dente fich eine Vyramide Py, mwelche mit dem
Regel K gleihe Orundebene g und gleiche Hobhe h hat, legt
man nun durd) Py und K in der Entfernung x von der Spike
Gbenten pavallel mit ven Grundebenen und find die Durd)jdnitts-
figuren d und 3, fo verhdlt fich) g d=h?:x2
S i st o s

T d =02, folglid find beide Kit-
per an Jnbalt gleih. Da Py =g3EW unbd beim RKegel g =r?=
ift, jo it K= Y3r2chW.

81 Der Kegel it ber bdritte xheil eines Eylinders von
gleicher Grundebene und Hobhe.

74. Rhrf. Der Snbalt des Mantels eines Kegeld ift gleih
bem Brovufte aus den Maapjahlen der halben Reripherie der
Grundebene it der Seitenlinie des Kegels multiplicirt mit dev
Maapeinheit.

Bro. Die Flade ves Kegelmantels ift abgewidelt ein Kreis:
ausfdnitt, deffen Radiug bie Seite ded Regels, und deffen Bo-
gen gleid) der Peripherie des Grundfreifes ift, folglidy ift, wenn
& die Maafzahl der Seitenlinie und r Ddie ded Radiug ves Grund-
freijes M:s2nQ =2rn:2sx, alfo M =rsmQ.

v5. @hri.  Smwei RKegel find einanber dhulid), wenn die
Rabdien ihrer Grundfreife ihren Hohen proportionict find.

Bw. Da bdie Mantelfldchen, wie aud) die ®Grundireife

dhulide Figuren jind, io find die Kbrper jelbit einander dhulich.

ek b Aehnliche Regel verbalten fidh su einander wie die
britten Botenzen der Maakzahlen ihrer Raden ober Hibhen.

31 2. Die Mantelflachen dhnliyer Kegel verhalten fich
ju einander iwie Ddie jiveiten Potengen der Maakzahlen ihrer
Rabien ober Hihen.
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Aufgaben

19. Afg. Die Oberflahe eines geraden Eylinders aus
dem Rabdiug rL bes Grundfreifes und der Hihe hL des Cylin-
perd ju bervechnen.

O, =2rr(r+h)Q.

20, Afg. Die Dberflache und den Edrperlicdhen Jnhalt
eined geraden Cylinderausidhnittd aus dem Rabdiugd r bes Grund-

freifes, der Hohe h ded Eplinders und den zugehrigen Centri-
winfel AMC =n? su berecynen.

AFL.  Fig. 66. Die Oberflache beftebt aus 2 Redhtecten,
2 Rreigausgichnitten und der frummen Oberfliche ACDE, welde

ein Redhted ift. Oca= (2rh 4 Rrimn zrwhn)Q

360 360
rTn
~ (15 (b +D)+21h)Q
r2xhn
o R0

21. Afg. Die Oberfléche und ben [nbalt eines geraden
Eylinderabidhnitts ausd dem Radiud rI des Grundfreifes, der
Hobe hL de3 Cplinders und dem zugehvrigen Centritvinfel
AMC =n ju berechnen.

AL Fig. 66. Die Oberflache befteht aus 2 RKreizab-
jhnitten, dem Recdhted ACDE und der frummen Dberfldde
ACDE. Die Gehne AC= 2rsin ', n, aljo da3 /N ABC

=?—S‘“ = folglidh

r2wn r2sin.n

der Kreizabidnitt =

360" ° I8
da3 Redted ACDE =2rh sin '»n
. 2 2rmhn
die frumme Dberflade = G

Ocnp = [rlg(’;(r+h) +r(2h sin Yyn—rsin,n)] Q.
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e

i Emam
Wb (360 9 )W'

22. Afg. Den Mantel und den Jnbalt eines Kegel-
ftumpfes su berechnen, wenn die Radien RL, rL Dder beiden
Grundfreile und die Seite sL oder die Hohe hl des abgetiiry
ten RKegeld gegeben find.

: AFL. 1) Man erginge den Kegelftumypf ju
Fig. 69, einem gangen RKegel und bezeidhne die Seite ded
g Grganzungstegeld mit x, jo ift Mise = (R= (s +x)
/ wrnx)an[SR—I—(R—-—r)X]Q.
Nun it s+ x.x=R:r, aljo x=%,
folglih My =ns (R+1r) Q.
Sft s nidt gegeben, jondern b, o fird
s = Vh?4+ (R—r)? und My == (R+4r)
Vi (B—1)2Q
2) Mennt man die Hbhe bes Grginjungstegelsd y, fo ijt
Ik5t= [ 1/37TR2 (h+y) o 1/3Ttr2y] W = ]/371' [th
+(R2—12)y]W. Run ity= —R—,r—_—ki;, alfo Ixg = Yswh

(R24+Rr+41r2) W, e
St h nicht gegeben, fondern s, fo ift h =}/s*—R—1)?

folglih List = Yo = (B2 4 Rr + r2) Y52 — (R—1)2 W.

Dritte Abtheilung.
Krummfladyige Kdrper.
Die Kugel.

76. Lhrf. IWird eine Kugel durd) eine Cbene gefdhnitten,
jo ift bie Durdidnittafigur ein Kreis.

Bw. Die jdmneidende Gbene geht entweder durc) dem
Mittelpunft ober nicht. 1) ©Geht die Cbene durd) den Mittel-
punft ber Kugel, fo ift laut Gefldrung bie Durdhidhnittsfigur
ein Kreis. 2) Geht die jdhneivende Ebene BCD nicht durdy den
Mittelpuntt der Kugel, jo fdlle man aus dem Mittelpunft M
ber Rugel eine Senfredgte MA auf bie Gbene bes Sdnitts,
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und verbinbde jwei beliebige Runfte B,
C bderfelben mit A, fo if?AgGBAM oS
ACAM, aljo AB=AC 1. w., folg:
li) BCD ein SRreis.

3f. 1. Sdneidet eine Cbene eine
RKugel, fo .ift die Cnifernung bderfelben
pom Mittelpunfte der Kugel fleiner als
ber Halbmeffer der Sugel, und die vom
Mittelpuntte der Kugel auf den Durd-
johnittsfreis gefalite Senfrechte trifft den
Mittelpuntt diefes Kreifes.

37. 9. Die gerade Qinie, welcpe den Mittelpuntt einer
Rugel mit bem Mittelpuntte eines Durdyjdhnittstreifes verbindet,
fteht fenfrecht auf der Cbeme diefes RKreifes.

8. 3. Die gerade Linie, welde in bem Mittelpunite
eines Durdyfdhnittstreifes auf ver Ebene deffelben fenfredyt {tebt,
gebt durc) ven Mittelpunit oer Kugel.

37 4. €in RKugelfreis ift defto griper, je fleiner jeine
Gntfernung vom Mittelpuntt der Kugel ift, und ift am gqropten,
menn er burd) den Mittelpuntt der Kugel gebht.

8. 5. Alle Kugelfreife, die durd) den Mittelpunft der
Rugel geben, find einander gleid.

Grildrung Jeder SKugelfreis, defien Gbene durd) den
Mittelpunit der Kugel geht, heibt ein gropter Kugelfreis.

77. @hrf.  Gin grbpter Kugelfreis theilt die Kugel und
bie Rugelfldche in zwei einanber congruente Theile.

Bw. Man bringe die Theile jo in einanber, dap fie den
fie begrenzenden Rugelfreid twieder gemeinjchaftlid) haben, aber
auf eine Seite beffelben fallen. Daun evgiebt fich leicht, Ddap
audy beive Theile der Kugelflache in allen Puniten zujammen-
fallen miiflen, ba alle Radien einandev gleid) find.

87 1. Ulle gripten Kreife einer Rfugel halbiven einander.

81 2. Ein fleinever Kugelfreis theilt bie Kugel und bdie
Rugelfldde in zwei ungleiche Theile, von mwelden devjenige der
groBere ift, in weldem der Mittelpuntt dev Kugel liegt,

Grfldrung. Der von einem gropten Kugelfreife und
per Halfte der Kugelfldce begrinste Theil der Kugel heipt eine
Halbiugel. Jeder von den beiven Theilen, in weldye ein flei-
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nerer Sugelfreis die Rugelflade theilt, heipt eine Calotte, und
jeber von den beiden Theilen der Kugel felbit ein Kugelab-
fdhnitt. Gine Senfredhte aus dem Mittelpuntte eines Kugel:
freifes bis sur Kugelflache gezogen, Deift die Hohe ves Kugel:
abichnittes und der ihn begrenzendven Calotte. Crrichtet man in
pem Mittelpuntt eines Kugelfreifes eine Senfrechte und verldn-
gert man diefe auf beiden Seiten, bi3 fie bie Kugeljldde trifft,
0 beifst diefe Genfrechte, welche ein Durdhmeffer der Kugel ijt,
die Are, und die Punfte, in welden fie die Dberfldde der
RQugel trifft, die Pole des Rugelfreifes. Kugelfreife, deven Che-
nen parallel find, heifen Parallelfreife. Dev von zwei Pa-
tallelfreifen Degrenzte Theil der SKugelflddpe heift Jome, und
jeder vor ben Ebenen zweier Parallelfreife und der dagu gehdri-
gen Sone begrenzte Theil der Kugel eine Kugelideibe (tdr:
perliche Bone). Die Entfernung der beiden Parallelfreife von
einander beipt bie Hohe der Kugelicheibe und Dder fie begren-
senden Bome. Der von einer Calotte und dem Mantel eines
jenfrechten RKegels, deffen Spige der Mittelpunft der Kugel und
beflen Grundfldche der zur Calotte gehdrige Kugelfreisd ijt, be:
grengte Theil einer Kugel heiht ein Kugelausjdnitt.

78. &br].  Jeder Pol eined RKugelfreifes ift von allen
Puntten in der Peripherie deffelben gleich weit entfernt.

Bw. Fig. 69. Jft DF die Are des RKugelfreifes ACE,
fo find D und F die Pole deffelben, und verbindet man jivei
beliebige Punite B, C ver Veripherie diefes Kugelfreifes mit D
und A, fo it A CBD =\ ACD, folglih BD=CD.

31 Pavallelfreife haben eine gemeinjdhajtliche Ave und
gemeinjdaftliche Pole.

79. €hrf. Durd) 4 Punkte, welde nicht in einer Ebene
liegen, ift ber Mittelpunft und Halbmeffer einer Kugel beftimmt,
deren Dberflade durd) jene 4 Punite geht.

! Bw. A, B, C, D feien die 4

- Big. 70, - Punfte. Man lege durdh ABD und
ABC Rreife, erridhte aus ihren Mit-
telpunften G und F die Senfredhpten
GL unp FH, jo ijt, ba CE und DI
in einer Gbene liegen, der Durdhidhnitis-
punft M biefer Deiven Linien ver Mit-
telpuntt der Kugel (76. Lhri., Bi. 3)
Da die Dretece MAG, MBG,MGD,
MFB uno MFC einander congruent
finb, jo it MA=MB=MC=MD,




3. Durd) zwei Punite der Oberfliche einer Sfugel ift
ein_groBier, und dpurd) drei Puutte derfelben ein fleinerer Qu-
gelfreid beftimmt,

80. £hri. Cine Cbene, weldje auf dem Endpunite eines
%uge%balbmeﬁeré fentvedpt fteht, ijt eine Tangentialebene per
ugel.

Bmw. Man nehme einen zweiten Beriihrungspuntt an, jo
ift die Cntfernung diefes Punftes vom Mittelpuntt groper al3
ber Radius ber Kugel.

3. 1. Die gerave Linie, welde den Beriihrungspuntt
einer Bevithrungsebene mit dem Mittelpunfte der Kugel ver-
bindet, fteht auf der Berithrungsebene fenfredht.

81 2. Die aus vem Mittelpunite einer Kugel auf eine
Berithrungsebene gefdllte Senfrechte trifft diefe im Berithrungs-
puntte.

31. 3. Die in dem Beviihrungspunite einer Beriihrungs-
ebene auf derfelben -evricytete Senfrechte geht, verldngert, ourdh
ben Mittelpuntt der Kugel.

31 4. Jn einem Punfte vder Kugelfldche giebt es nur
eine Berithrungsebene.

31 5. Biebt man in einer Veriihrungsebene durd) ven
Beriihrungspuntt eine gerave Linie, fo ift diefelbe eine Tangente
der Kugel.

31. 6. Durd) einen Puntt einev Kugelfldche giebt s un-
endlich viele Tangenten derfelben.

81. ¥hry. Die Oberfliche einer Kugelzone ift gleich vem
Produfte der Maapzablen der Peripherie eines gripten Kugel-
freifes und ber Hihe der Jone multiplicirt mit der MaaBeinbeit,

Sig. 1. Bw. ABCD fet die Rugel:
omne, deren Hohe EK=h unp OH

P 7 5B 5D =1 tjt. WMan lege durd) die Mitte
» per Hihe ber Jone eine Chene MH

z [| sur Grundfldche der Some, fille

BL
/f;\

GBF_‘ b

Gentrehte OM, lege durdy OM
eine Cbene und siebe in diefer eine

k. \ A aus dem Mittelpunit der Qugel die
e

Tangente FG durcd) den Punft M.
\\ Dentt man fih denn FGSExm MO
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als Are Herumbewegt, o bejdhreidt F G die Mantelfldche eined
abgefiivsten Kegeld und ift —FG=(GK+FE)=2FG.HM=.
$eil M = GK —GL, GL=LI=HM —FE, ift HM
—GK —HM -+ FE, folgli) 2 HM=GK + FE. 9a 74
GIF=/ HMO und / GFI=/MHO, fo it AFGI~

MOH, baher FI: FG =MH:HO, und PO
FG.MH, folglih bie Mantelfldche bdes abgefiivsten RKegels
=92FI.HOr=2rhxQ.

Die Mantelflacde ves abgefiivsten Kegeld nébert fid) der
Dberfliiche dev Kugelzone um jo mehr, je tleiner F'I genommen
fird, und denft man fih FI feiner al3 jeve benfbare gevade
Qinie, fo weidht aud) die Oberflache ver Bone von der Wantel-
fliche des SKegelds um mnichts ab. Berfdneivet man daber die
$Hihe FI der Qugeljone in eine febr grope Menge dupert Elei-
ner Theile hy, hy, hy.... und legt durd die Theilpuntte Pa-
tallelebenen ju den Grundfldden der Bone, jo gerfallt die Ku-
gelzone vadurd) in unendlid piele Regelmantel, deven Gejammt:
oberfiddhe = 2rm (hy 4-ho=-hy...) gleid) der Dberflide der
Kugelzone von der Hobhe FI ift. Da nun aber hy, +hy+hs...
—h ift, jo ift aud) die Dberfldche der Rugelzone z=2rh=Q.

3. Die frumme Oberfldcdhe einer Calotte ift gleich der
Dberflache der Jome von derfelben Hibhe.

82. 2hrf. Die Oberfldde einer RKugel ift gleich dem Vier
facdpen eined grdpten Kugelfreijes.

B, Die Oberflde einer Halbfugel iit gleid) einer Ca-
Iotte pon der Hibe r, alip =2rwr=2r3=, baher die Ober:
flache per gangen fugel O =41r2xQ.

83. 8hrf. Der Jnbalt einer Kugel ift gleich dem Pro-
bufte der Maapzahlen ihrer Oberflddhe und ved dritten Theiled
ihres Radius muliiplicivt mif der Maapeinbeit.

B, HIPQ fet
ein Gylinder von glei:
der Grundlinie und
Hihe mit der Halb-
fugel, jhneidet man
aus bdem Gylinder
einen Kegel, jo blei-
ben modh 2/, des €Yy-
linbers nad). Sind nun bie Durdhichnitte der Kugel und deg aus:
gejdynittenen Gplinders in gleiden Hibhen einander gleid), fo
find bie Kbvper jelbft eimanbder gleidh.

Fig. T2
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Die Durd)jdhnittsfigur bder Halbfugel in bder Hobe h ift
=DE?r= (r2—h2)n, die Durdhfchnittsfigur ves ausgefchnit=
tenen Cylinders in der Hohe h = r2x—MO2x = (r2—h2)n,
folglid) einander gleid), alio der Jubalt der Halbfugel = yor
—2/r3n =237 und K= 4,r3z W,

1. Kegel, Kugel und Cylinder vou gleider Grundfldde
und Hohe verbalten fich su einander wie 1:2: 3.

Wenn h=2r, fo ift der Jnhalt des Kegels = 2/3r3n

" " " " " ” ber Rugel = *;rix
" " " " " i Des @D[inbeff"‘—: 8313w
folglidh 2/3r3m: 4/r3n:6/4r3n=2:4:6=1:2:3.

Aufgaben.

3. Afg. Die Dberfliche eines RKugelfegments aus dem
Raviug r der Kugel uud der Calottenhishe h ju finben.

Al Die Oberflache des Kugelfegments befteht aus der
Sliche der Calotte uud bem RKugelfreife, weldhe die Grundfldde
bes Gegment3 bilvet. Der Radiug der Grundfliche des Seg-
mentd=1/r?—(r —h)? =} 2rh — h2, bie Grundfldde jelbft
aljo = (rh — h?)x, die Fldade der Calotte = 2rxh, folglidy
Ok = (4r—h)h=nQ.

24. Afg. Die Oberflade eines Kugeljeftors aus dem Ra-
diug r der Kugel und ber Calottenhohe h zu finbden.

AfL. Die Oberflache bes SKugeljeftors befteht aus ber
Flache der Calotte und der Mantelfldche des fenfrechten RKegels,
welder den Kugelradiug sur Seite und die Grundfldche der Cq-

lotte gur Grundfldche hat, aljo Oxe =r=(@h+} 2rh —h%HQ.

R5. Afg. Den Jnbalt eines Rugelfeftors aus dem Ra-
piug r der Kugel und der Calottenhohe h zu finden.

AFL. Man befdyreibe in einen RKreis ein regelmapiges
Polpgon von 4 nSeiten, jo fommen auf einen Quadbranten vef-
felben nSeiten, al3 AB=BD....; 3ieht man BG, PO,
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fo erbdlt man n neben einaubder liegendbe Dreiece, weldpe zu-
jammengenommen die Fldche des Quadbranten defto genauer auss
; machen, je groper die Jahl n genommen wird.

ig. 73 Dentt man fich nun den Theil ABD des re:
gelmdpigen Polpgons um A C herumgedrebt,
big derfelbe in feine urjpriingliche Lage zu-
riicgefehrt ift, o bejdhreibt Dderjelbe einen
Rbrper, der um fo wenigec von bem Kugel:
feftor abmweiden witd, je grbBer n genom:
men worden ift. JNun bejdreibt dag Dreied
BAC bei diefer Bemwequng einen Dopypelfe-
gel, deflen gemeinidhaftliche Grundildche, der
pon BG bejdhriebene Kreis ift. Der Jnbalt
biefes durd) Rotation des Dreieds CAB um die Seite AC ent:

ftanbenen Korperd ijt daber g BG2. AC 4 % BG2.GC=
gBGﬂ. AC((1). DMan balbive nun die Seiten des Polygons

unbd verbinde bdie Mittelpunite derfelben mit dem Mittelpuntte C,
fo it CE=CF=... und A EAC~/\ ABG, e3 verhilt
fih daber AC: EC=BA:BG, folglih AC.BG=EC.BA.
Gept man diefen Werth in obigen Ausdrud (1) ein, Yo erhalt
man, wenn man der RKiirze wegen ven durch) die Rotation des
Dreiects BOA entftandenen Kdrper mit B, begeidhuet: Sy =13
=BG .EC.BA(2). Nun verhdlt fich aud), wenn man EK
| BG sieht, wegen Aehnlichteit ver Dreiede ABG urd CEK,
BA:AG=EC:EK, folglih BA = A___(;]%E_g Sebt man
diefen Ausdruc ftatt BA in (2) ein, und fiir BEK =1/, BG,
fo evhdlt man 8, =2,7 AG.EC2 Der JInhalt ded durd
Rotation ves zweiten Dreieds CDB um die Are AC entjtan-
penen Krperd, der mit S, bejeidynet werden mag, wird auf
folgenbe Weife gefunden. Verldngert man BD, bis fie die
RBerlingevrung von CA in M fjdyneidet, jo bejdreibt bei der Jo-
tation ded Quadranten um CA dad Dreied CDM wieder einen
Doppelfegel, defien gemeinjchaftlihe Grundebene der von DH
bejhriebene RKreis ift. Der Jnbalt Ddiefes Doppelfegels ift

g—.DHZ. MC. Der Jnbalt ves burd) vas L\ CBM bei ver
Umbtehung bejdyriebenen Doppelfegels ift gBGz .MC, folg:
e S, =§M0 (DH2—BG?) = ; MC(DH+BG)(DH
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—BG@). 68 ijt aber DH 4 BG =2 FI, wenn man dpurd) F
ju DH die Bavallele FI zieht und DH—BG=DH _-LH
=DL, folglih 8,=2/,=. MC.FI.DL. RNun ift A\ MFC
~ADBL, aljo verhilt fi) MC: FC=BD :DL, baber
MC.DL=FC.BD, mithin S,=2,=FC.BD.FL Gs
it audh) ADBL ~ AFOCI, daper BD: BL=FC:Fl unp
BD.FI=BL.FC, aljo S,=2/4=F (2, BL=2,=F(2.GH,
Gang denfelben Ausdruc erhdalt man fiir die von jedem der fol:
genden Dreiede bejdhriebenen Umbdrehungstovper. Bejeichnet da:
ber S, ben nten Kbvper in der NReibe der Wmdrehungstorper,
Pu die Senfrechte vom Mittelpunite auf die Seite des Poly-
gond und x, bie Projeftion der Polpgonsjeite auf den jent:
redhten Radiug, o ift Su_, =2 TPu—r2xn_. Nun ift aber,
ba das Polygon ein vegelmdiBiges ift, py=p.=p;....
= Pn—r NNd die Summe von x; + Xy + X3...Xn_,=h Der
Hiohe der Calotte. Jft n daber unendlich grop, fo ndbert fich
bas Polygon dem Kreile, p, dem Radiug und der Umdrehungs:
forper dem RKugelfettor, folglidh S = 2/mp2n_, (X + X34 X5...
xn__r) W = 2/3‘rtl‘2hw.

26. Afg. Den Jubalt eines Kugelfegments su bevedhnen,
wenn der Radius rL der Kugel und die Hohe h L der Calotte
gegeben {ind.

AFL.  Der Jnbalt des Kugeliegments ift gleidh der Diffe-
veng bed Jnbalts des Kugelfefiors und des Kegeld, deffen Grund-
ebene der jugehvige RKugelfreis und deffen Spike den Mittel:
punft der Kugel ift.

Jubalt des Kugelieftors, deffen Hohe h ift = 2/, xr2 h;
Qnbalt ves RKegeld = Ypnh(Rr—h) (r—h) = Y;=h(2r2—3
rh 4+ h?2), mithin Jnbalt des Kugeliegments Sg=2/rrzh
(2r2—3rh+h2) W = Y, h2(3r—h) W,

Verfdyicdene Aufgaben

7. Afg. Die Seite eines Wiirfels jei ali=1a) 4 Faven
5 Jup, b) 3,08 Aridyin; wie viel betvdgt dev Kubifinhalt und
bie Oberfldde defjelben?
4
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AfL, KW =a®W = a) 104 C.- Fd. 265 €.-Fup; b)
29 G.-Aridhin 893,39 C.-Werjdod. fQ =6a2Q = 1) 133
O%b. 17 OFk; b) 56 OArfdhin 235,11 HWerfdhod.

98, Afg. Gin Wiitfel habe sur Seitenlinie ali = 2,5
Gllen; wie grop ift deffen Diagonale, von einer forpeclichen Cce
bis sur gegeniiberliegenden?

AfL. dL=2a]/3.L =433 Cllen.

29. Afg. Wenn bdie Diagonale eines Witrfeld d L = 4,08
Saden ift; wie grop ift die Seitenlinie ali nud der Jnbalt e
Wiirfels KW 2

Afl. ali= ﬂgﬁ.L= 9,35 0. =2 Fb. 2 Fb. 5,4 Joll.
PV o
RW = R W = 13 6.:3b. 136 €.-Fh. 176,95 €. = Zoll.

30. Afg. €3 foll ein WitcFel geferti t werden, deffen Jn-
palt KW = 2 C.-Faven enthlt; welde Linge hat eine Seite
deflelben?

AfL. aL—]/K.L=125 .= 15v. 1 F5. 9 Boll.

31. Afg. Wie grop ift der JInbalt und vie Seitenlinie
eines Kubus, deffen Oberfliche fQ = a) 3500 OFup; b) 8
OEMlen 1ift?

' il A= ]/—f,— . L= a) 24,152 Fup =3 0. 3 Fh.
1,82 3oll. b) 1,15 Ellen.

3

2
RW— (Bf_) W — a) 140883 G.-Fup = 41 G.-Fab. 25
C.-Jup 5184 €.:8oll; b) 1,5396 €. -Cllen.

32. Afg. Drei Wiirfel, wovon ber erfte pur Seitenlinie
ali="7 $B., der pweite bLi= 6 Fh. und ver oritte cL =5
&B. bat, jollen in einen Wiirfel permandelt erden; fie grop
ift deflen Seitenlinie angunehmen?

Wi, xLe—=1/aiFDbifol. L =881 Fup =8 Fub
9,72 3oll.
33. Afg. Gin Parallelepipedum hat gur Binge 1Li==9/;
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Fup, sur Breite bL =5 Fp. und jur Hohe hL = v, Fuf;
tie viel betvdgt der Jubalt und die Oberfldche deflelben?
~UAfL. KW =1bh. W = 108%, C.-Fup = 108 €.-Fup
1536 €.: 3oll.
fQ=2(lb+4+1h+bh) Q = 160,2 OFuff = 160
0¥ 28,8 B30l
34. Afg. Aus ver Lainge eines Prllpd, 1L == 35/; Cllen,
aud der Breite bLi= 1/, Cllen und der Hohe h L = 2/, Cl:
len, joll die Diagonale und der Jnbalt deffelben gefunden werden.

Afl. dLJP124Db2Fh?. L=4,18 Gllen; LW = lbh
W =14,31 €.-Cllen.

35. Afg. Den Jubalt der Winde und Biden einer RKifte
au; finden, wenn bie Kinge 1L = 3 Fh., die Vreite bL =7 Fh,,
bie HOhe hL = 5 Fup und vie Dide der Bretter ali = 1/5 Tk,
gegeben fiud.

AfL. KW = 1bh — (1_3a) (b_ha) (h_n). W
= 1655, G.:Ff. = 16 C.-€p. 1431 €. Foll.

36. Afg. Die Seite eines Wittfels it um mL =21,
Fup linger, als bie eines andern, der a W = 25017 €.-Fh.
weniger Snbalt hat. Wie grop ift jeber Wiirfel 2

AfL. Die Seite ded fleinern Wiirfels x
4 e m3 2 &
SR s B el waiv. vt |

La , alfo
2
3 Pemary T
KW:(_%_l_z“(‘;Ja]/‘agmm )W‘= 4913 G.: 3.
3 R T
KIW =(g —|— Qmﬁn.j— awa3mm )W= 74147/3 @-:%%'

37, Ajg. Gin fentrechtes Prilpd, deffen Ldnge 1L = 4,
Fup, Breite b L = 3%, Fup und Hohe hLi=1 Fup ift, in einen
Wiirfel su vermandeln; wie grof ift die Seitenlinie xLi¢

LR
AL xL=17/1bh.L =2 Fh. 6,6 oL

38. Afg. GCin fentrechtes Prllpd., weldhed sur Linge 1L
= 3 Gajden 2 Aridin, sur Breite bli= 4 Sajden 10 Wer-
fthoct und sur Hobe hL =7 Sajden 1 Ar. hat, joll in einen

4%
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Fiirfel vermandelt werden; wie grop mup die Seite des Wilr-
fels jein und mwelche Oberflache ift um wie viel griBer?

§fl. =L —)/IPE L = 232,168 Weridgod — 4 Saidyen
2 Wreidhin 8,168 Werfcdhod,
0.P — 2(1b + 1k 4 bh) W = 337216 O%r.

O e
0.W =¢6)/(1bh)2. W =323411,7 0.

0.P—0.W =13804,3 O%r. = 5 OSajden 8 DArjdhin
236,3 DWerjdod.

39. Afg. Gin fenfrechtes Prllpd., weldpes jur Linge 1L
=3 Fup 4 3oll, sur Breite bLi =4 Fup 3 Joll und zur
$dhe hLi =5 Fup 2 Joll hat, joll mit einem Wiirfel gleiche
Oberfldche haben; mie groB ift Dder Supalt deg Wiirfeld und
weldher Kirper ijt grdBer?

3
AL 1. W= (@i%hﬂ) /2 W= 1295774 6.

Boll = 74 C.-Fup 1705,4 C.- Zoll.
IP =1bh.W = 126480 €.-30ll = 73 €.-FB. 336 €.= 3.
Der Jnpalt ves Wiirfels ift um 1 €.-Fp. 13694 €.-3o0ll
grifer als ver de3 Prilpds.

40. Afg. Die Diagonalen bdreier an einander ftehenben
Geitenfladen eines vedtmintligen Prlpds. ift dL = 3 Fup,
d, L = 4 Fup und d,L = 2 Fup 8 Zoll. Welcpen JInhalt
hat jeve per drei Seitenflidpen?

L £Q = Yo}/ d*—(d>—d;?)?. Q= 1015 B 3oll.
Q= 1/21/(11*_((122——(12)2 . Q=7 0Fup
135,94 OZoll.

£,Q= 1/2Vm2)2 . Q=190,15 O 3oll.

41. Afg. Aus einem redhtw. Prlpd., deffen Hohe hL
=90 Fup 4 Joll und sur Grundfldde ein Qnadrat hat, defjen
Seitenlinie ali = 5 Fup 10 Joll ijt, ven grdptmdglichen Cy:
linder su drehen. Wie grop it dev Abfall ¢

AfL. KW= az—h%‘—_—f—) . W— 148 G.-5f. 833,4 6.-3.

42. Afg.  Gin fenfr. Pridma DHabe zur Grundflade ein
gleichieitiges Dreiect, deffen Seifenlinie ali = 25/, Gllen und
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bie Hihe bes Pridma hL = 61/, Gllen ift. Wie viel betrdgt
ber_SnbaIt und bdie Oberfliche defjelben ?

AFL Kwﬁl%l/—?’-.vv=16,43 C.-Gllen; Q=3
(a)/3 4 6 h) Q = 52,182 OGllen.

43. Afg. Die Grundflddhe eines fenfr. Pridma ift ein
Quabdrat, deflen Seitenlinie ali = 4 Fup 8 Joll, dbie Hihe desd
Prisma hL = 6 Fup 4 Joll; wie viel betrdgt der Inbalt und
vie Dberfldche deffelben?

Afl. KW = a2h. W =137 6.-Fuf 1600 6.-3oll; £Q
=2a(a-+2h) Q=1610%p. 112 OFoll.

44. Afg. Gin fenfr. Pridma bHat ein rveguldred Sedsed
jur Grundflade, deflen Seitenlinie al = 3,6 Fup und die
Hihe ded Prisma hL = 9,74 Fup ift. Wie viel betrdgt der
Snbalt und die Oberfldcdhe defjelben?

AfL. KW = 3,a2h]/3. W = 309,98 6.-Fup = 309
6.-Fup 169344 €.-3oll.

fQ = 3a(a)/3 + 2h) Q= 268,19 OFh. = 268 OFup
27,36 O3oll.

45. Afg. 3 foll der Jnbalt unbd die Oberfldche eines
fenfr. Prisma gefunden werden, deffen Grundfldde ein reguld-
re3 Adpted ift. Die Seitenlinie ali = 4 Fup und bdie Hobe
pes Prisma hL = 9 Fuf.

Afl. KW =2a2h(14+}2). W =695 C.-Fup
500 @.:3oll.

fQ = (4a2(1+)/2) + 8ah) Q=4420Fp. 735 "ol

46. Afg. Die Grundfldche eined fenfrechten Pridma fei
ein ungleidyjeitiges Dreie, wovon die eine Seitenlinie all =
4 Fup, die jweite bL = 3 Fuf und die dritte cL = 2 Fup
ift, ferner betvage bdie Hibe des Pridma hlLi= 6 Fup; twie
grofs ift der Jnbalt und die Dberfldche ves Prisma?

Afl. C3 jei a4+-bfc=s, jo it KW
=h}/ Va8 (Vas—a) (Vas—Db) (os—c). W =17 C.-Fuf
747 €.-8oll,
fQ=h@+tb4c)+2) ;s (Yas—a) (Vas—b) (Yrs—0)
.Q = 59 OFup 116 UZoll, = : -
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47. Ufg. Gin fenfr. Prisma habe ein Quadvat jur Grund:
flache, deflen Seitenlinie ali==5 Fup fid) sur Hobe hlL de3
Pridma wie m:n (5:9) verhalte; toie grop ift der Jnuhalt und
die Dberfladye beffelben?

AL EW — ?g‘ W= 2956.: 3. ; fQ=
. Q = 230 OFuk.

48, Afg. Die Orundfldde eines fenfr. Prisma if ein
reguldrves Behned und feine Geitenlinie ali = 15 Zoll, die
Hibe bes Prisma hL = 9 ‘%uis 6 3oll; wie viel befrdgt dev
Snbalt und die Oberfldche vefjelben?

5};5‘2]/54—2175 LW = 114 6.-Fup

2a2(2n-}-m)

AL, KW =
320,62 6.-8oll.
fQ=5a@a)/5+2V 5+ 2h) Q= 142 OFup 113,62 O Joll.

49. Afg. Die Geitenlinie eines vequldren Fiinfeds ift
aLi=20 3oll und daffelbe ift die Grunbdffdche eine3 jentrechien
Prisma, weldher sur. Hohe hLi=5 Fup 8 Joll hat; wie viel
betrdgt der Snbalt und die Oberflache defjelben?

AL KW = 5&:]“ 5+52V5.W_—_2e 6, Fuh
1652 G.- 8oL,

Q= (2 iigﬂ + 5ah) Q = 56 OFuf 106 OFoll.

50, Afp. Die Grunbdebene eined fenfredhten Pridma fei
ein gleidfeitiges Dreted, deffen Seite ali= 2 Arjdhin 3%/, Wer-
jpod und bdie Hobe bes Prisma m = 3%, Mal fo hodh ift ie
bie Seitenlinie des Dreieds; tie groB ift ber Jnhalt und die
Oberflache deffelben ?

AL, KW = maiw . W = 17 G.-rfdhin 2909,655
€. - Werjdhod,
13 ;
fQ = a2 (3m -+ —2—) Q = 59 OUridyin 61,489 OMWerjchod.

5L Ufg. Die Grundebene eines jenfredpten Pridma fei
ein gleichjeitiges Dreied, bdeflen Seite ali= 3 Faben 4 Fup
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4,32 Boll und bie Hohe des Prizma perhalt ficdh) sur Hihe ded
Dreiectd wie m:n (2,4:0,5). Wie grop ift der Jnhalt und die
Oberflade deffelben?

AT W= . i . W = 85 G.-Faven 202 €.-Fup

, 8n
1002,2 6.-3oll.
a2V3

R (1+?%'1)Q=17503ab. 24 O%5. 36,83 O Joll.

52. Afg. Die Grundebene eines fenfrechten Brisma fei
ein Trapes, die pavallelen Seiten deffelben feien ali =2 Fup
8 Boll und bL =5 Fup 3 Joll und bie bdritte Seite bilvet
bie Gnifernung derfelben d L = 4 Fup 10 Joll, o wie die Hobhe
bes Pridma hL =8 Fup 2 Joll. Wie grop iit bev Jnbalt
und die Oberfldde ded Pridma?

%L KEW'= ‘}—h%iﬂ W =156 G.-Ff. 422 6.-8.

fQ =h(a+b4d+1/d*4 (b—a)?) +(a+b)d.Q
= 187 OFup 20,872 OFoll.

53. Afg. Die Grundebene eined fenfrechten Prisma fei
ein gleidhieitiges Dreiect, deffen Fladeninbalt dQ = 44 O%uf
90 OZoll und bdie Hohe des Prisma hL =5 Fup 8 Joll ent:
palt.  Wie grof it ver Jnbalt und die Oberflache des Prigma?

AfL, KW ==dh. W = 250 €.-Fup 208 C.-3oll.

tQ =2d 4+ h /12d /3 . Q = 259 OFup 131,63 OFoll.

54. Afg, Die Grundebene eines jenfrechien Brisma fet
ein gleichieitiges Dreiect, deffen Seite ali =5 Fup 8,2 Boll
und die Hbhe bes Prisma h L = 8 Fup 2,7 Joll enthalt. Wie
grof ift die Seitenlinie xLi eined Wiirfels, der mit dem
Rrizma gleidhen Jnbalt, und wie grof die Seitenlinie yL eines
Wiirfels, der mit dem Prisma gleihe Oberflache bat?

AL, xL= Vha?” L =4 Jub 10,3618 Zoll.

By a_z_zm 3 T,—5 Jub 3,53 Soll.

55. Afg. Die Grundebene eines fentrechten Prisma fei
ein Quadvat, beflen Seite al, = 2 Sajden 1 Aridin 4 Werjchod

y i
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und die Hohe des Pridma hL = 3 Safden 2 Arfdhin 10 Wet-
fhod enthalt. Wie qrof ift die Seitenlinie xLi eines Wiirfels,
ver mit bem Pridma gleidhen Jubalt, und twie groh die Sei-
tenlinie yIi eines TWitrfels, der mit dem Pridma gleide Ober-
flache hat?

g
Afl, xL=71a?h .L=28. 2 Ar. 7,77 Werjdod.

&—;&Q .L =2 Gaiden 2 Ur. 9,3 Weridod.

yL=

56. Afg. Die Grundebene eined fenfredyten Prisma fei
ein regelmdipiges Bebhned, der Rabius ded eingejdriebenen RKrei-
fed fei rL = 14 Fup 10 Joll und bie Hohe des Prisma hL
= 28 Fup 4 Joll. Wie groB ift der Jnbalt und die Ober:
flache des Pridma?

AFL. Die Seite ved Yehneds ift = ?5—"]/9'5-1‘0‘—1/ 5.

KW =2r*h}/25—10)/5. W = 59 G.-Faden 18 C.-Fufs
1525 6.:3oll.

fQ=4r(r+h)}/25—10)/5 . Q= 84 OFaden 44 OFup
138 GO 8oll.

57. Afg. Die Grundebene eines fenfrechten Prisma fei
ein regelmdpiges Bwolfed, deffen Seite ali = 414, Zoll und
bie HHdhe des Prisma hL = 105, Foll betrdgt. Wie grof ijt
der Jnbalt und die Oberflide des Prisma?

Afl. KW =3a2h)/74+4]/3.W=3a2h
(2+]/3)a. Wl_/—_ 1+(S.=%uﬁ 665,15 @igom
fQ =6a(2h+a(2+1/3). Q=7 OFup 15,4 0ol

58, Afg. Die Grundebene eines fenfrechten Brismpa fei
ein rvegelmdRiges Zwilfed, der Radius des umjdhriebenen Krei-
fes fei rL = 5%; Fup und die Hobhe des Prisma h L == 85
Jup. Wie grof ift der Jnhalt und die Oberfliche des Prisma?

AFL. KW =3hr2. W= 891,46 G.-Fuf.
fQ=16r(r+2h)V2—71/3) Q= 516,69 OFup.

59, Afg. Die Grundebeue eines fenfrecdhten Prisma fei

ein regelmdpiges Jmwilfed, der Radiuz des eingeidyriebenen Krei-
fed fei rL =5 Arfdhin 10 Werjhoct und die Hohe des Prisdma
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hL = 7 Arfdhin 2 Werfdod; wie grof ift der Jubalt und bie
Dberflade des Prisma?

AFL.  Die Seite bes Jwblfeds = 2 r (2 — V/3).
KW =12hr2(2 —/3) . W =750 €.-Ur. 1736 €.-BWr.
fQ = 24r(2 — J/3) (r +h) . Q = 464 OAr. 188,8 OWx.

60. Afg. Die Grundebene eines fenfrecdhten Pridma fei
ein regelmdpiges Jiinfed, der Radiud ves umidricbenen Kreifes
rLi=8 Fup 11 Joll, o wie die Hihe ded Prisma hL = 10
Jup 4 Boll. Wie grof ift der Jnbalt und bdie Oberfliche de3
Prizma ?

AL, Die Seite des Fiinfeds = r ]/5—-2]/5 ’
per Jadbiug des eingejdhriebenen RKreifes =g %‘f—{z

5hr2
KW=-=- 8

fQ=§2f(h1/1o—2i75 +%V10+2V5).Q=e919
OFup 94,5 G30ll.

61. Afg. Die Grunbdebene eined fenfrechten Pridma fei
ein regelmdpiged Fiinfect, ber Rabdius des eingejchriebenen Krei-
fes fei L =3 Faden 4 Fup und bdie Hohe ded Prisma hL
= 14 Faden 3 Fuh. Wie grof ift der Jnbalt und bdie Ober-
flache des Pridma?

AFL. Die Seite des Fiinfeds == 2v1/5—271/5.

KW =5hr2)/5— 2]/5. W =668 C.-Faden 220 6.-Fuf.
fQ=(h+r)10r )5 —2) 5. Q=467 OFd. 6 OFup.

62. Afg. Die Grundebene eined fenfredhten Pridma fei
ein vegelmdpiges Sechsed, der Radius des eingeidyriebenen Krei-
jes fei rL = 3 Fuf 4,4 Boll und die Hohe ves Prisma verhalt
fih sur Seite ved Sechsedt wie m:n (5: Vo). Wie grof ift
ber Jnbalt und die Oberflddye des Prisma?

Al KW=4T"1 w1596 6. 643 .ol

V10F 215 . W = 1953 €.-Fh. 495,69 €.- 3.

Q= dr? 2]9 + 1/3) Q = 985 OFub 40 OFoll,
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63. Afg. Die Grunbdebene eines fenfrechien Prisma fei
ein vegelmdipiges Adjtect, der Rabdiud bed umidriebenen Rreifes
fei rL =20 Jup 4 Joll, fo fie bie %ﬁbe bes Prisma hL
= 30 §uf b Joll. Wie grof ift ber JInbalt und die Vber-
flache bes Prigma ?

Afl. KW =2hr2}/2. W =103 €.-Fabd. 158 €.:F}.
622 €.= Soll.
fQ=4r(r}V24+2h 12 —12) Q=124 OFab. 22 OFh.
108 OBoll.

64. Afg. Die Grunbdebene eines fenfredhten Pridma fet
ein regelmipiges Uchtedt, der Nabiug ves eingeichriebenen Krei-
fes jei rL = 3 Jup 4,23 Boll, fo wie die Hbhe des Prisma
hL =8 Fup 2,45 Joll. Wie grop ift der JInbalt und die
Dberfidde des Pridma?

A, KW =28r2h}/3—2)2 W=8r2h()/2—1)
. W =309 6.-Fup 1419,2 €.-30ll. ,
fQ =16r(})/2—1)(r+h). Q=260 OFup 51,5 O30l

G ifp)3—2)2==x(1—)2). Hiec;mup man—
nehmen, damit der Ausdruc pofitiv ird.

65. Afg. Die Grundfldche einer fentrechten Pyramide fei
ein gleidhieitiges Dreiect, deffen Seitenlinte ali == 8 Fup und
dbie Hohe der Pyramive hL = 16 Fup fein foll; wie viel be-
trdgt ber Snbalt und die Oberflacdhe devielben?

AfL Die Hobe eines Seitendreieds

V(Y.

KW=?ha:;/3 W =147 G.-Fuf 1377 G.-Soll.

a2 8 Ba 12h? Fa? e a4
=212+ L)/ 5 ].Q—221 Fub
100,224 O Zoll.

66. Afg. €8 foll der Eirpecliche Jnbalt und die Ober-
flade einer fenfrechten Pyramide gefunden iverden, deven Grund-
fliiche ein Quabrat ift, toovon die Seitenlinie ali = 3 Fup 4
Boll und bie Hihe der Pyramide hL = 8 Fup 6 Joll betrdgt.

WL KW= 2 W — 316.-3up 832 C.-Gol.
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fQ=(a?-+a V[E_‘A__T_—éﬁ—) Q== 68 OFup 120 T8olf.

67. Afg. Gine fenfrechte Pyramide habe ein vegelmdpi:
ges Gedhsed sur Grunbdfldcdpe, twoven die Seitenlinie ali = 9
Fuf und die Hobe der Pyramide hL = 24 Fup betrdgt; wie
grofy ift ber Jnbalt und die Oberflacpe der Pyramide?

AL KW= 32%1/—3 . W = 1683 6.-B. 870 €. 3ol.

fQ = %" (a}/3+V/4h*F3a%). Q =885 OFup 63 O Joll.

68. Afg. Die Grundebene einer fenfrechten Pyramive fei
ein gleichieitiges Dreiedt, deffen Seite ali = 5 Jup 4 Foll und
bie Seitenfante ver Pyvamide sL = 9 Fup 10 Joll enthalt.
Wie grop ift der. Jubalt und die Obevilidye der Pyramive?

332 g2

AL Die Hobe der Pyramibe =l/—3—§—3 J

Hibe des Seitendreiecds = 1/, /482 — a

K 82 /et sl - 6. - Joll.
Wias _1_5 V3S —a?, W=38 @,:%u% 589,84 6.—,80“.

, e

Q=7 (a)/343)/4s7 a7 . Q = 88 OFuf 2,72 080l

~ 69. Afg. Die Grundebene einer fentrechten Pyvamide fei
ein gleidpfeitiges Dreiect, deffen Jnhalt dQ = 4 OFup 100
O80oll, und die Hihe ver Byramide hL'= 5 Fup 11" Joll
enthdlt. Wie grof ift der Jnbalt und die Oberfliche der
PByramide?

dh

Sl KW e W =9 C.-Fup 446,66 €.-3oll.

fQ=(d+}/3dh2}/3 +d?).Q =34 OFup 41,838 O Zoll.

o 70. Afg. Die Grundebene einer fenfrechten Phramide fei
ein Quadrat, vefen Seite ali = 3 Werft 120 Sajdhett- und die
Seitenfante der Pyramive s L = 2 Werft, 200 Sajdyen betrdgt.
Wie grof ift ver Jnbalt und die Oberfliche der Phyramide?

AfL. KW — %‘]/W_;ﬁ LW =2 6.-exfe

62773200 C.:Sajden.
fQ = a(a V4T —a?) . Q=21 IWerjt 243031,2 OSajdh.
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71. Afg. Die Grundebene einer fenfrecdhten Pyramive fei
ein Quadrat, beffen Diagonale dL = 8 Faben 2 Fup 4 Joll
und die Seitenfante der Pyramide sL = 10 Faden 5 Fup 2
3ol betrdgt. Wie grof ift der Jnhalt und die Oberflicde dev
Byramide?

d2 e Ay
B W ﬁ1/4 82—d2, W = 114 G.- Faden 187
G.-Fup 149 6.- Joll.

Q= i dlffsz_d—z . Q = 156 O%d, 20 OFup 49,5 Joll.

72. Afg. Die Grunvebene einer fenfrechten Pyramive fei
ein rvegelmdBiges Gedhsed, beffen Seite ali = 14 Fup 10'%
Boll und die Seitenfante der Pyramide sL = 21 Fup 5%
Boll betvdgt. Wie groB ift der Jnhalt und die Oberfldche der
Pyramide?

AL KW = % VEsi—5ar. W = 3007 G.-Fup
1040,67 €.=3oll.
Q= -35 (a)/3 4 V452 —a?. Q= 1474 OFuf 66,66 O 3ol
73. Afg. Die Ctante einer fenfrechten Pyramide jei
cL = 60 Fup, vie Grundfldde diefer Pyramide jei ein Redt-

ect, wovon die Qinge 1L = 10 Fup, die Breite bL = 8 Fup
ift; wie viel betrdgt der Snbalt und die Oberflache der Pyramive?

AL KWee OVAC— TR 5 E06S

6
1473 6.-Joll.
rQutb . WA =TA DV =D, q _ 1156 9505

118 ORoll.

74. Afg. Die Grundebene einer fenfrecdbten Pyramide fei
ein Quabrat, deflen Seite aLi = 10 Fuf 3 [oll und die Hohe
ber Pyramide hL = 14 Fup 5 Joll betrdgt. €3 joll ein Ke-
gel von gleihem Snbalte und gleicher Hohe mit dev Pyvamide
verfertigt werden; wie grof ift der Nabius ves Grundireijes de3
Regeld und mweldge Oberflache ift um wie viel grdper?
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AL Der Radiug ded Grundfveijed rL = Viﬂ L=5
Fup 9,395 3oll.
fP=a(a41/4h2 Fazu .fK=a(a+V1m
fP—f.K=a()/4h?fa? —}/xh2f a?) . Q==310%p,
68,55 O3oll.

75. Afa.  Die Grundfidche einer abgefiivsten fentrechten
Pyramive fei ein Quadrat, deffen Seitenlinie ali = 2 Meter,
ferner bie Seitenliuie ves obern Quadratd bL = 3/, Meter und
die Hihe hL = 2, Meter ift; wie viel betvdgt der JInbalt und
die Oberflache diefes Pyramidenftumpfed? (1 Meter = 3,28
rf]. Fub.)

Afl. KW = g (a2 4 b2+ ab) . W = 4 Rubifmeter
703 Kubifdesimeter, die Hihe eined Seitentrapezes
=)h2+ ("ha— ,b)2
fQ =[a?+ b2+ (a+Db)Ydh?F(a—b)2] . Q =17

Quabdratmeter 40 Quadratdezimeter,

76. Afg. Cine abgefiirzte jenfrechte Pyramide Habe ein
gleicdhfeitiges Dreted zur Grund= und Oberfldde, wovon die Sei-
tenlinie ves untern Dreted ali = 6 Fup, die Seitenlinie des
obern Dretect bLi = 2 Fup und die Hohe dev abgefitvzten Py-
tamive h [, = 5 Juf ift; ie viel betrdgt der fdvperlidhe JIn-
halt und vie Oberfldcpe derjelben?

SR ok, : 2 (a—b)2

Al Die Hobhe des Seitentrapezes = h2 4 5

KW = Lll? (a2+b24ab) W = 37 G.-Fup 908 €.-3oll.

_ [(a24+1b21/3 | 3(a+b) i2h*+ (a—b)?
o e L Jabit)]

Q = 78 OFup 126,72 B 3oll.

77. Afg. Gine abgeliivste Pyvamive habe ein gleichieiti-
ged Dreiedt sur Grund- und Oberflache, wovon die Seitenlinie
pe3 untern Dreted ali = 8 Fup, die Seitenlinie des obern
Dreied bL = 5 Jup und die Hohe eined Seitentrapezes h L



e
== 10 Fup; e piel - betvdgt der Edrperliche Jnbalt und die
DOberflache derfelben ?
AFL.  Die Hihe der abgekiivsten Pyramide

PO W i taame 1
A P e Ol

31 b2 ab RECRI E
Kw=(* ‘Lﬂii-) Viah?—(@—b)%. W = 185
6.~ Fuf 846,72 G.: oll.
$Q— (b (a +b) + 3;2_1;?_2 V/3). Q = 233 OFup 77,32
0O 3ol

78, Afg. Die Geitenlinie eined veguldven Behnects fei
ali =2 Fup, und lepteres bie Grundffade eimer fenfrechten
Pyramide, deren Hihe hli =3 Sup betviigt; mie viel betrdgt
per forperliche Jnbalt und die Oberflaiche derfelben ?

AL KW = 5»@?h]ﬁ/_%j—2]_/_§ . W = 30 C.-Fub
1340 €.-3oll.
1 = 5 WVFF IV VAT F RV
=73 OF%uf 28 O Zoll.

79. %fg. Die Seite eined regelmipigen Sechseds als
= 5 Arjhin 11 Werjdyod Dder Grundfidche einer jentvediten
Pyramide und der. Wintel o = 62° 15' 33", ben die Kante
mit der Seite ala bilvet, feien gegeben; man betechne die Dber:
flacdhe und ben Jnbalt der Pyramive.

gl KW =2 )/5(tagma—9) . W =626 -hfbin

2026 'C. - Werfchod.
£Q =3, a2 (taga + /3). Q=176 0Ar. 77,1476 Oerfdhod.

80. Afg. Die Seite eined regelméfigen DBieredd al
== 10 Fup 5 Joll der Grundilade einer fenfrechten Pyramide
und et Sointel o = 84° 36' 32", der die Kante mit Dex
Seite aLi bilvet, feien gegeben; man betechne den Juhakt und
bie Oberflache ber Pyramive.
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A, KW = %—]/ta,gZ a—1.W = 1987 G.-Fup
361 .- Soll.
fQ=2a2(14+taga) . Q=1258 OFup 35 2 Zoll.

81, Afg. Aus einer abgefitvten Quabdratphranide, welde
oben und unten besiiglich die Seiten ali= 10 Fuf 5 Joll und
bL =28 FuB 4 Joll und sur Hihe hL=6 Fup 3 Zoll hat,
foll ber groptmbglichfte abgeftumpfte RKegel gedreht werden; ie
grof ift per Abfall?

9L, fW='/3h(1—-li) (a2 4 ab +b?) W = 118
G.-Fup 639 €.-3oll.

82. Afg. Aus der Kante aLi = 3 Fup 4,2 Foll eines
Tetraederd den Radiud (r) der umidhpriebenen und den Radius
&p) ber eingejhriebenen Kugel su bervechnen, fermer bdie Ober:

d®e und den Jubalt des Tetraedevs.

AL Jalt man in dem Tetraeder DABC bdie Hihe DP

und AH, mwelde fih in G fdhneiden, o ift G der Mittelpuntt
. Ded Tetvaeders, aljo AG =DG =r,

&ig. 74. GH=GF=p. Gdneidet nun die AG

D verldngert bie umjdyiebene Kugel in M,

fo ift AM ein Durchmefjer der Kugel und

daber DH2=AH . HM ober DH? =
(r+p) (r—p); alio Y5 a2==(r+p)
(r—p). Fernerift DF2=DA2—AK?
ober (r 4 p)2=a2— ;a2="2,a2, folg-

. gy g

I1®r+p=a,-l/-3—==§1/6

unbr—p=§_]/%=%]/6
r=z]/6unb p=%l/6.

rLi= 2 §ug 0,6149 3oll; pL = 8,2045 Joll.
£fQ =a2}/3.Q = 19 OFup 62,98 OJoll;

KW= 37/2. M =4 G:Gu 74303 C.- 8ol

83. Afq. Aus der Rante aLi = 5 Fup 4,08 Boll eined
Heraeverd rL und pL ferner KM und £Q su becechnen.
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a

AL +L=2Y 3 L= 4 Sup 7,44998 Boll; pL= Y,
a.L =2 Suf 8015 ol

KW — a® W= 151 6.-Fuf 1584,7 6.-3oll; £Q = 6a?
. Q=170 OFufp 119,04 O 30ll.

84. Afg. Aus ver Kante ali=5 Fup 10 Boll be3 Of:
taeders rL und pL, fo wie KW und £fQ u bevednen.

Al rL = a_]z/_2 Li=4 Fup 1,49 3oll; pL =_a'__6_§
L= 2 %up 4,571 Foll.
KW =a3;/2 W — 280 G.-Fup 1162 6.-§oll; £Q —

2a2)/3.Q = 117 OFup 125,6 5 3ol

85. Afg. Aus der Kante aLi = 4 Aridin 12 Weridhod
eine3 Dodefaeders rL und pL, ferner KW und £fQ gu be-

redynen.
AFL.  Man Halbire dag Dobefaeder, jo bildbet die Ddurd)-
jdnittefigur ein Jehned und die Seite ved Behneds z =g

]/35{52—‘—@ Der Mittelpuntt der Kugel liegt in diefem Jehn-
e und nennt man p , ben Radius des im Jehned eingeidhrie-
2
benen Kreifes, jo ift r2=p.2 4 a2, DA p.? = % (6+2)/5
o a_""_(i:*f‘glﬁ’ﬁ o it rz_—_&f_(—g;"éﬁl—/-f‘l w1 L=
;;1/:7;‘—*‘“(3+V5‘),L=%1/18 +6)/5.L=6 Aridin
10,494 Werihoct. Mennt man r; den Rabdius Des um dajd Fiinf-
2
et befchricbenen RKreifes, jo ift p2 =12 —1rf = al—(a—_z?"—/é)

a5 4+V5)_ ar(541115 £ a
5 10 — L (BHG) wb 2 pLi=3

l/ g@__—tl%l_lg . L = 5 Yrihin 4,626 Werfhod.
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Die Hobe ded Fiinfedd fet he, f0 ift he2=1r2 - 1/,a2
e 2 (2H2VEY 0y 1, _51/5"'2‘/5, folgliy 3)

fQ=12.45a 5+52-1Q.Q=332 Ve 10175
. Q =490 OArjdhin 167,7 OWerjchodt.

Der Jnbalt bes Dodefaeders Defteht aus 12 congruenten
Pyramiden, weldpe sur Grundildche das Fiinfet und jur Hibhe

o bat, folgliy 4) KW — %5.432 G __'i'ilﬁ
12.5a3 (5+21/5)(25+11V5) =
Hodwr o ]/ 10.5 o sk 74'

V470 +210)/5 = i‘;— (164 7V'5) . W = 887 6. -Arihin
3339,6 €. -Wer|dod.

86. Afg.  Au3 der Kante ali = 18 Fup 5 ol eines
Sfojaeders rLi und pLi, ferner KW und £fQ zu beredhnen.

AFL. Man Halbive das Jtojaeder, jo ift die Durdhjchuitts-
figur ein Bebned, weldhes jur Seite Y,a hat; in diefer Figur
liegt der Mittelpuntt der Kugel und r2=p,2 4 a2, p,2

=%2— A1 8= 34_2(3 + V5), folglidh r2 = 3_a.2 4

azg/s 212:_(5-1—1/5 L__ 5+]/5
= ZVR)_-W%.L=17%M18230& pz=r2—-%2
=yt Lys— 2 o B (TEIVE) g
2V7+§’V5 o (3+1/5) V3. L= 83 153 8.
3) fQ=75a2)/3.Q = 2937 OFup 47,5 OFoll.

Der Jnbalt bes Jfofaeders befteht aus 20 congruenten
PByramiden, welde jur @runbﬁad)e bag Dveied und zur Hobe

5
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3
obat. 4) KW= 20;?1—@ 0. W= %V14+6i75

%3(3_*_‘/5).“7 — 13627 6.-uf 1154 €.-Boll.

7. Afg. Der Durcymeffer eined Gylinders fei dL = 15
Boll und jeine Hibe hL = 9 Jup 4 Joll; wie piel Dbetrdgt
ber Subalt und die Oberfldche deflelben ¢

Afl. KW = d24“h LW = 11 C.-Fub 783 6.-Boll.

£Q = 922 (2h+d) . Q = 39 OFub 15 OFolL.

88, Afg. Der Umfang eined Gylinvers jei pLi = 2%
Fup und jeine Hobhe hL = 7 §up; wie viel betrtigt dev Subalt
und die Oberflache defjelben?

ait. KW =22 W =3 6.-5up 1657 G- ol

fQ = 2—1’%- (p427h) Q = 19 OFuf 140 B3oll.

89. Afg. Bon einem ausgehdhlten Gylinver jei ber Durdy:
mefer dLi= 2!/, Fup, ferner der Durdhmefjer der Anushdhlung
3L = 1Y, Fup und die Hohe hL = 10 Fub; foie biel betrdgt
fein forperlicer Jnbalt?

AL KW = % (d2—32) . W =25 6.-3b. 153 6.3,

90. Afg G5 fei dev Durdymefier eines Gylinders dL
= 5 8oll und fein fdrpeclicher Subalt KW = 24 €.-3oll ge:
geben; welde Hohe hL wird vevfelbert evhalten wnd wie grof
ift bie Oberflache?

4K

il BL = - L =122 Boll.

Q== —21—‘1 (8 K 4 dor) . Q = 57,4687 O30l
91. Afg. Wenn drei Cylinder von gleidhen Durdhmefiern

dL = 3 JuB und gleihen Hohen hL = 16 Fup berdibrend
neben einanver liegen; wie viel betvdgt der leeve Jmijdhenraum?
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AL KW= ‘M%/i:ﬂ. W = 5 6.-3uf 1391
G,:BD“.

92. Afg. Die Grundfladhe eines cylindrifhen Seftors fei
ein Kreidausidnitt, deffen Halbmefler rL = 3 Fup 2 Joll,
ferner der Bogen n° = 120° und die Hihe ved Cylinderitiices
bL = 12 Fub; iie viel betvdgt fein forperlicher JInbalt und
die Oberflace?

AL KW — ‘13},16?6_“ W = 126 G.:3uf 15 6.-8oll.

fQ = BT;%‘ (h4+r)+ 2rh. Q= 176 OFup 77,49 OFol.

- 93. Afg. Gin Ausjdnitt von einem concentrifd) ausge-
pohlten Eplinder Habe sum dupern Halbmefier RL = 4 Fup,
fermer gum Dalbmefler der Aushihlung rL = 2 Fup 5 ol
und der Bogen n° == 100°, die Hibhe ded Cylinders hL = 8
Jup; mwie viel Dbetvdgt der Jnbalt und die Oberflache bdiefes
Stiickes ?

nhn

QIf[. KW = Tg(—)“ (RZ—PZ)W= 133 @.5%}”%
1306,62 OFoll.
fQ = 1’%’; (R? —r2) + 138—’(‘) (R+41) h+2h (R—r). Q
= 178 OFuf 37,4 OFoll.

94, Afg. An bdem audgehohlten Cylinderftiide fei bie
Linge de3 Bogens 1L = 4 Fup 8 Joll, ber Halbmeljer defjel-
ben RL = 6 Fufp, ferner ber Halbmefjer ded ausdgehihlten
Cylinder rL = 2 Fup und die Hohe defjelben hL = 12 Fup;

wie piel betrdgt der Jnbalt und bdie Oberfldde ded ausgehohl-
ten Cylinderjtiictes ?

AL KW — Qh_é (R2—12) . W = 149 C.-Fuf 576
€.-3ol.
fQ= g (R?—x) +-h(B+1) +2h(R—1).Q =105

Oup 80 OFoll.
5*
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95. Afg. Bon einem Cplinder-Segment, weldhes einen
Rreisabichnitts jur Grundildde bat, deffen Sehne eL =4 Fup
bie Qinge des Bogens 1L = 5 Fup, die Sagitte mL = %,
Fuf und die Hihe des Cplinders hL = 8 Fup, foll ver fdr:
petlidhe Snbalt und die Oberildde gefunden merden.

2 i 2
AfL  Radiug = : -g;_:l_m_ dbie Grgdnzung der Sagitte
R et ST S, L(c2+4m2)—(02—4m2)c]
8 m AT [ 16 m

W — 321/3 @.5%1«[%.
2 1 b SE A 2
f.Q=Vl(c +4m )Sm(c 4m )c+h(c+l).Q=80
OFnf 12 O 3oll.
96. Afg. ©3 foll ein Eylinder von gegebenen JInhalt KW
= 44 6.-Arichin 100 6.-Werfchodf conftruirt werden, deffen Hihe

fidh gum Durdhmefier der Grundfldche verhdlt wie m:n (4:3).
Wie grofs ift vie Hohe hL und die Dberfldche ves Eylinders?

)2 Sy '%‘EWK L= 4 Arjdhin 10,179 .

n2w
__ m(n42m) lb‘/ foBh X< T o a
1Q = ~H L= ("2 ) - Q=69 0. 162,64 9B,

97. Afg. Den Jnbalt und die Oberflache einer Eylinder-
rohre su bevechnen, wenn der grdfere Halbmefler RL = 5 Fup
4 Boll, ver Eleinere rL = 3 Fup 8 Joll und die HOhe hL
= 6 Fup gegeben find.

AL, KW = hre(R-1) (R—1) . W =282 C.-Fup
12844 6.-3oll.
fQ=9n (R41) (R—r+h). Q=433 OFuf 75,88 Ooll.

98. Afg. BVon einer Cylindevrdhre ift der JInhalt KW
= 3 G.-Aridhin 200 C.-Weridhot, ver gropere Radiud pLi=>5
Arichin 9 Werjchoct und vie Hiohe hL = 8 Aridhin 2 Werjhod
geigeben; e3 mwird die Dide und der fleinere Radius derjelben
gejudht.

TR {
Afl. rL= ]/_l}_n%m_§ . L= 15 Ur. 8,82 Werjdod,
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TR H%:g .L = 0,18 Werfgod.

99. Afg. Wie gqrof ift der Durdymefier und bdie Hihe
eined Cplinderd, twenn a) fein Jubalt gleid) dem einer Kugel,
b) feine Oberflache gleich der einer Kugel mit dem Radiug rL
= 7 Faben 5 Fup ift; und wenn fich der Durdhmeffer jur Hihe
verhdlt wie m:n (3:4%)7?

SRl

AfL. a) dL=2r ]/%" L = 11 Faben 5,419 Fuf.
Inr 3./9%m c
S =S SR S L = 17 Faden 4,6 Fup.

l/ 2m
b)rdli="2%r e . L = 10 %ad. 6,356 Fup.

. L = 16 Faben 2,534 Fuf.

2nr 2m
hloes m m- 2n
100. Afg. Die Oberfldche und den fovperlicdhen Jnubalt
eined geraven Gplinderausidnitted aus dem NRadiug rL = 8
Faven 5 Fub veg Grundfreifes, der Hohe hL = 10 Faben 6
Fup be3 Cplinders und der Sehne des Kreisausgichnitted sL =
6 Faden 4 Fup zu berechmen.

AL sin Vo= %; J/ a=44° 18" 7,9".
fQ = i—"%‘ (h4r)+ 2rh.Q=3210%. 40F. 109,44 08,

KW = 1'_23—“6—32‘ W = 318 6.5, 257 6.- Juf 345,6 G. - Sol.

101. Afg. Wie viel betragt der Edrperliche Inbalt eines
gleichfeitigen gevaden RKegels, wenn deflen Oberflide fQ = 36
O%ufp find?

AL, KW = fgl/: W = 13 6.-Fup 934 G.-BolL.

102. ¥fg. Der Durdhmefier der Grundildde eines geva-
ben Kegeld jei dL = 14 Zoll und die Hohe hL = 12 FJup 8
Boll; wie viel betrdgt der Jubalt und die Oberfldche defjelben?
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dinh
12
1Q = 4% (44 TH7F 0%) @ = 24 OFu 44230l

AfL,. EW = W —4 6.-Fnk 887 6.: 3oll.

103. Afg. BVon bder Spibe eined geraden RKegeld jollen
m = %, feines Eorperlidhen Jnhaltes parallel mit der Grund-
fliche abgejdhnitten terden, die Hohe deg Hegels jei hli = 40
Fup; in welder Entfernung mup der Sdhnitt geichehen?

%l xL—h}/&m .L—=36 Fup 3 Bol.

104. Afg. 3 joll ein gleicdhfeitiger Kegel gefertigt wer-
ven, deffen Subalt KW = 180 €.-Fup enthalten foll; iwie
grop ift fein Durdhmeffer und Mantel?

3 RN
AfL. dL=2l/-I-§—}rQ.L=.9 Fuf 3 Bol.

3 e 2q
mQ = 2)3K?%n . Q = 134 OFup 97,488 OBoll.

105. UAfg. Der Durchymeffer eined gevaden Kegeld fei dL
= 3 Fuf, verfelbe joll i) sur Hohe des Kegeld wie m:n
(2:5) verbalten; wie viel betrdgt der forperliche JInhalt und
die Oberflache defjelben?

AL KW = %%? . W = 17 6.-Fuf 1159 €.-Zoll.

1@ = L7 (14 Lydwi s . Q= 43 Ofub 15 OFl.

106. Afg.  An einem abgefiirsten gevaden Kegel fei der
untere Durchmefler dL = 8 Fup, der obere Durdymefjer 3L
= 4 Fup und die Hibe hL = 12 Fup; mwie viel betvdgt der
Subalt und die Oberfldde deffelben?

Afl. KW = *;—}23 (d2 4382 4 d3) W = 351 G.-Fub
1465 6.-3oll.

O%uf 4,87 OFoll,
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107. Afg.  Wie viel betrdgt die Oberfliche und dber Jn-
palt eines gevaden abgefifrsten RKegels, wenn ber grofe Halb-
meffer pL = 4 Fuf, der Eleinere rL = 1> Fup und die Sei-
tenlinie be3 abgebiivsten Regeld sL = 6 Fup fei?

AL fQ=rm (p> 4 r>4 s (p+1)) Q = 161 OFup
1 O8oll.

KW = g(pz+r2+pr)]/sz——(p——r)2.W= 138 €.-FB.
684 €.-3oll.

108. Afg. Der Forperliye Raum eined geraben abgeliiry
ten Regeld fei KW = 40 €.-Fup und in Hinfiht feiner Di-
menfionen fjoll fih der Fleinere Durcymefier 3 jum gropern d
und zur Hobe h wie m:n:p (2:3:5) verhalten; mie lang
find biefe Linien?

3
: 12K
qip dL=“]/?p(nz+mz Fmn) o T
Fup 6 Joll.

3
12K
8L=ml/“p(n2+m2+mn) L= 2 u 4 Boll.
8
K
ki V“p(n2+m2+mn) L — 5 Fuf 10 ol

109. Afg. Aud dem Umfange der Grundfldde pL = 8
Fup 5 %OII und der Seitenlinte sLi = 7 Fup 3 Joll eines ge-

raden Regeld, ben Jnbalt und die Dberfliche bed RKegels zu
beredhnen.

i i o

Nil - KW = 247r2]/(21ts+p)(21rs p) W =

13 €.-Fufp 672,61 €. Joll.
el 42-,? (rs+p) Q = 36 OFup 21,28 ogoll.

110. Afg. Der Torperliche Jnhalt und bdie Oberflache
eined abgefiirsten und geraden RKegeld follen gefunden ierden,
beffen untere Peripherie PL = 8 Fuf, die obere pL = 4 Fup
und die Hihe veffelben hL = 10 Fup it.
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AL, KW = l%_t(r’urpz 1+ Pp) W = 29 6.-Fup

1226 €.-3oll.
fQ = P_Z,:'—vpvf—f— (P+p)4_ln/(P—p)2+4ﬂhj . Q = 66

OFup 69 O 3oll.

111. Afg. Der untere Durchmeffer eined abgefiivsten ge:
raben Regels 8L = 18 Boll, der obere Durcdymefer dL = 12
Boll und bie Hibe des abgefiirsten Kegels hL = 24 Zoll; Tep:
tever foll ausgebohlt werden, jo daff jeine obere Dide mL =
2 3oll und die untere nL = 4 Joll betvdgt; wie viel betrdgt
per forperliche Snbalt des ausgehshiten Kegeld?

AL, KW = "Tg [(824 d243d) — ((3—2n)2+

(d —2m)2 4 (3—2n) (d—2m))] = 1 C.-Fuf 1036,52
€. - 3oll.

112. Afg. Aus einem abgefiirsten geraben SKegel dev oben
und unten die Halbmeffer rL = 6 Fup 4 Joll und pL = 8
Sup 6 Sol und vie Hohe hL = 20 Fup 5 Boll hat, foll die
groptmbglichite quadratijpe abgeftumpite Pyramide gehauen
- oerden; tie grofy ift dber Abfall?

AL, KW = Yy h (r—2) (p2+ pr 4 r2) Wi= 1291
6.-Fuf 328 G.:Boll.

113, Afg. Den Mantel und den JInbalt eines abgebiiry:
ten geraven RKegels su bevedhnen, wenn die Radien pL = 10
up 4,3 oll, rL = 7 Fup 8,056 Joll und der Wintel, den
die Geitenlinie mit p bilvet o = 20° 42’ 34,2" gegeben find.

ail. mQ— EED =0T o_ 16 0% 105,97

cosa
Ogoll.

KW =1,n(p2+4pr-4r2) (p—r)tag.a. W =261C.-3.
532,4 €.-3ol.

114. Afg.  Der Durchmeffer einer Kugel fei dL = 9 Fb.
4 Boll; e3 joll eine Kugel gefertiat werden, beren fﬁrper[icf)gr
SIEI)I)%tIt I;a(ll/g) mal fo grop ift, welchen Durchymeffer wird fie
erhalten? :



73

; BT,
Afl. xL=d}/m.L=10 Fup 7,6 3oll.

: 115. Afg.  BVon drei Kugeln babe bdie erite sum Durdh-
meffec DL = 8 Boll, bdie zmweite dL = 6 Joll unbd die dritte
3L = 3 3oll; es joll eine Kugel gefertigt werden, welde Jo
piel Frperlichen Subalt als obige 3 RKugel hat; welden Durch-
meffer ird fie erbalten?

3 b e Jonut oo
Afl. xL=)D*+4+d*43%. L=91 3oll.

116. Afg. Gine Kugel babe den forperlichen IJnbalt KW
=20 C.-Fup, diejelbe foll concentrijdhy ausgehdhlt werden, {0
paB der Jnbalt der Aushsblung aW = 16 €.-Fup betvdgt;
eldhe Dice wird die ausgehdhlte Kugel behalten?

8
Afl. xL =1, l/%_ (]}K = lafa) .L=14 3oll.

117. Afg. Man joll 3 RKugeln maden, die fih su ein-
anber verbaltern wie n:m:p(2:5:11), und welde jujammen
KW = 30 G.-Meilen Snbalt haben; wie grop miifjen demnad
die Radien Ddiefer 3 Kugeln fein?

3

3Ku 7. ;
%lf[ Elnss Zﬁ(fnm-]:i)j <L =092 Meilen.
3 e e
3Km ;
yL === ]/me (o = 1,25 Meilen.
3 i 2adle - ace
3 Kp o
1/ 3Bp 1 _ 163 Meilen
zLi e R e Ry L = 1,63 Meilen

118. Afg. Den Jnbalt und bie Oberfldche einer Kugel
aus ver Reripherie des gropten Kugelfreifes pLi = 25 Fup 10,5
Boll su berechnen.

AL KW =2 W — 202 6.-3uf 938 €. Boll.
Q=2 . Q= 213 Oup 16,3 Ooll.

119. Afg. Die Oberflade und den JInhalt eines Kugel- -
feqments su beredhnen, wenn der Rabius der Kugel rL = 10
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Aridhin 5 Werfhod und die Hohe der Calotte hL =4 Arfdhin
11 Werjdod gegeben find.

UL, £Q = (41— h) hr. Q = 538 Dz, 109 DR,
KW — (_3_?_—-3}&212. — 604 G.-Yridin 20 G.-Ter.

120. Afg. Die Dberflahe und ven JInbalt eined Kugel-
feftors aus dem Radbius ber Kugel rL = 8 Fup 4 Joll und
ber Hohe der Calotte hL = 6 FJuB 5 Zoll ju beredhmen.

Afl. fQ =rx(2h+J/2rh—h?) Q = 548 OFuf
36,2 O 3ol
KW = 2/;nr2h W = 933 €.-Fup 460 €.- 3oll.

121. Afg. Wie groB ift der Radiusd einer Kugel, a)
beven Jnbalt gleih bem Jnbalte b) beren Oberfléiche gleich ber
Oberflade eines Parallelepipebums ift von der Ldnge 1L =
Faben 4 Fup, der Breite bL = 2 Faden 5 Fup und der @obe
hL = 5 Faden 6 %uf;?

o AR %‘lﬂl L = 16,69 Fuf.
TESUERIY

b) yL = on

= 19,045 Fup.

122. Afg. Aie groB ift der Nadius einer Kugel, a) deven
Jnbalt gleid) bem Jnbalte b) deren Dberfléde gleid) der Ober-
flache eines Cplinders ift von dem Radiug ded Grundiveifes
rL =4 Faden 6 Fup 3,5 Zoll und der Hohe hL = 6 Faden
4 Fup 2,3 Zoll?

AL a) ::L=’|/4 L= 4 Fad. 6 FB. 4,9 Soll.

b) yl= r—(‘”;}-‘l . L= 5 Faben 2 Fup 1,77 Boli.
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Jragen.

1) Was lehrt die Steveometrie?

9) PWann nennt man jwei gerade nien im Raume
parallel ?

3) MWann nennt man eine gerade Linie einer GCbene
parallel ¢ mwann eine Gbene einer anbern?

4) Wann nennt man eine Linte fenfredit auf einer Ebene?
mwann su ibr geneigt?

5) Was verfteht man unter der Projeftion a) eined
Puntted, b) einer gevaden Linie?

6) Weldhen Winfel nennt man den Neigungdwintel a)
einer Lnie sur Gbene, b) jweier Ebenen?

7) Was ift ein Fladenmwintel, wie bejeihnet man ihn?
tie entfteht a) ein Nebenfldchenmwintel, b) ein techter Wintel,
o) ein Sdeitelflachentintel?

8) Wann nennt man jwei Cbenen jentredh)t auf einan-
ber? wann ju einander gemeigt?

9) Was ift ein forperlicher Wintel? Mie wird er aud
nod) genanut? und wie begeichnet man ihn? Welde Benennun:
gen fommen bei diefem Winfel vor? Weldpes find die Seiten
und Winfel einer Raumede, und wie beseichnet mam fie ge-
wihulidh ?

10) Wie theilt man die Naumede ein?
11) Welde Chenen nennt man Diagonalebenen — mwelde
Qinten Diagonalen eined Polpeders?

12) Wie entjteht eine a) Sceitelecde b) eine Polavede?

13) RWie theilt man bie dreifeitigen Ecen ein?

14) Wann nennt man ywei forperliche Gden einander
fymmetrij) — wann congruent?

15) Was ift ein RKovper? Wie theilt man die Kirper
ein? Weldpe Korperinennt man veguldrve Polpeder?

16)5%Wie entfteht ein prismatijder Raum? Was ift ein
Prisma? weldhe Benennungen fommen bei einem Prisma vor?
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tie theilt man dag Pridma ein? Mit weldem Korper werden
alle Korper gemeffen?

17) Was ift ein Nep?

18) MWie entfteht ein cylindrifder Raum? Was ift ein
Cylinder? wie theilt man die Cylinder ein? Welden Eylinder
betradhtet die Glementargeometrie? IBelche BVenennungen fom:
men beim Cylinder vor? ,

19) Wie entftebt eine Byramide? was ift eine Pyramide 2
foie theilt man bdie Phramiden ein?

20) Wie entjteht eine Kegelfldche? Was ijt ein RKegel?
a3 giebts fiir Regel? weldpe BVenennungen fommen beim Kegel
vor? Was ift a) ein RKegelabjdhnitt, b) ein RKegelausidhnitt,
c) ein Kegelffumypf?

21) Wasz ijt eine Kugel? Welde Punfte, Linien und
Gbenen fommen bei einer Rugel vor?

22) Wann nennt man zwei Kdrper einander gleidh —
mwannt congruent — mwann dhnlich?

R3) Wie DeiBen die Grundidse, die in der Stereometrie
nod) su den in der Planimetrie gegebenen hingufommen?

R4) Weldpe Lage fann eine gerade Linie mit einer Ebhene
haben und mwelche Lehriage laffen fich hieriiber aufitellen?

25) Wie viele Linien laffen fich von einem Punite auper-
halb einer Gbene nad) derfelben jiehen und wasd wird von die-
fen Debauptet ¢

26) Wenn eine Linie auf a) zwei anderen b) drei an-
deren Linien jenfrecdht fteht, jo wiad was behauptet?

27) Wie heiBen bdie Lebridpe itber den Neigungsiinfel
einer Linie jur Chene?

28) PWie heiBen die Lehridge iiber die Beziehungen jiveier
Linten und einer Ehene ju einander?

29) Unter elden Bedingungen find 2 Linien im Raume
parallel ¢

30) Wie heien die Lehridbe itber die Winfel im Raume?

31) Wie zieht man von einem Punfte im Raume eine
Linie a) pavallel einer gegebenen Geraden b) fenfrecht auf eine
gegebene Gerade ?
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32) Wie zieht man von einem Punfte im Rauwme eine
Linie a) fenfreddt auf eine Ebene, b) pavallel einer Ghene?

- 83) Wie legt man eine Gbene fentrecht su einer gegebe-
nen Linie?
34) Wie beipen vie Lehridpe iiber jwei Cbenen, die ein-
ander dhneiden ?
35) Wie Dheifpen die Lebridge iiber die Fladen- und Nei-
gungsiointel jmweier Chenen? Wodurd) werben Flachenivinfel
gemefjen?

36) Unter welchen Bedingungen fteht eine Cbene fent:
vecht auf einer andern? wie heipt der umgefehrte Lehriap?

37) Wie beiBen bdie Lehridpe itber dret einanber dhnei-
dende Ebenen?

38) Unter weldhen Bedingungen find zvei Cbenen ein-
ander parallel? Wie heien die Lehridpe iiber pavallele Chenen?

39) Wie legt man eine Cbene a) fenfredht, b) geneigt
unter einem beftimmten Winfel auf eine andeve Ebene, c) pa-
vallel einer anvern Cbene?

40) Wie legt man durch zwei einanber nidht jdhneidende
und nidht parvallele Linten a) zwei einanver parvallele Cbenen,
b) eine gemeinjchajtliche Senfredhte?

41) Wie heiBen Dbdie Lebridpe iiber dbie a) Sdeitelecten,
b) Polaveden ?

42) Wie heift der Lebhrjap iiber a) die Seiten eines fory-
peclichen Dreiects, b) bie Kanten einer Ede, c¢) die Winfel
einer Cce?

43) Wie heipen bdie Lehridge iiber eine a) gleichfchentlige,
b) gleidhjeitige, ¢) ungleichieitige Ccle?

44) Wie beifen die Lehridfge itber die a) Congruens, b)
Symmetrie yweier Edrperlichen Dreieden?

45) Beftimmen in einem fdrperlidhen Dreiede zivei Win-
fel den dritten? mwarum nidt?

46) Welde Korper nennt man a) ebenflidhige, b) ge-
meinjdaftlide, c) frummfldchige ?

47) Gin njeitiges Pridma [dft fich in wie viele dreifei-
tige zerlegen?
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48) Welde Brismen find einanver gleich?

49) Qedes Parallelepipedum wird durd) eine Diagonal:
ebene twie getheilt? und mas wird von den einanbder gegeniiber
liegenben Seiten behauptet?

50) yeves dreifeitige Prisma ift die Halite von weldem
PBaralelepipedum?

51) Wie verbalten i a) vedytwintlige Paralelepipede,
b) Ptisgmen zu etnanver?

52) Wie findet man den Ldrperlidhen Jnbalt eines Prisma?

53) @erade Prismen find unter welden BVedingungen ein-
ander &hulich?

54) Wie verbalten fidy die Jnbalte — wie die Dberfld:
den dhnlicher Prismen zu einander?

55) Wie heifen die Lehridpe itber die Seitenfanten einer
Pytamide ?

56) Welde Cehriage laffen fich aufjtellen, wenn ntan durd
bie Rantew a) einet Pyramide, b einer vreifeitigen Pyramivde
Ebenen legt?

57y Weldhe Lehriae loffen fich aufftellen, wenn eine Py-
ramive durd eine Gbeme parallel der Grundebene gefdnitten
wird? was fiir Pyramiden entftehen durcy diefen Sdnitt? Wie
berbalgen- fidh in dbulichen Pyramiden die Grundebenen zu ein:
anber ¢

58) Welde Pyramiden {ind einanbder gleid)?

59) Syede Pyramive ift der toie vielte Thetl von weldem
Brigma ¢

60) Wie finvet ntan ven Iorperlidien Inbatt einer *Py-
ramide ¢

61) Wie verbalten fidy Phramiven — wie dhnlide Py-
ramiden zu einander?

62) TWie Heipt der Lehrfap itber die Angahl a) ver Jei-
gungsmintel und Kanten b) der Kantenmintel und Kantew eines
Bolpeders ¢

63) Wie heien bdie Lehridpe Wber die Angahl der Ebenen,
Ranten und Cden eines Polyeders?

64) Regulaive Polpeder fomnen nur welde tegebntdBige
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Figuren ju Seitewebenen haben? Wie grof ift die Angahl der
regulaiven Polyeder? Regulaive Polpeder fHnnen nur mwie viele
Geitenebenen haben ?

65) Wie finbet man die Oberfladie eined gevaden Prisma?

66) Wie findet man die Seitenoberflidye einer' a) regus
laiven Pyramide, b) abgeftumpften regulaiven Pyramide?

67) Wie finbet man den fBrperlihen Jnbalt einer abge-
ftumpfterr Pyramive? wie den eines vegulaiven Polpeders?

68) Welde Lehridge laffen fidh aufitellen, wenn ein Cy-
linder von einer Cbene pavallel der Grundfldde gejdhnitten wird?

69) Wie findet man a) den JInbalt, b) die Mantelf{dche
¢) die Oberflidhe eines Cylinders? Wie verbalten i) zwei Cy-
linber zu einander?

70) Wie beiBen bdie Lehridpe iiber dhnlidhe Cylinder?

71) Was witd von den Seitenlinien — wasd von der
der Grundebene parvallelen Durdhidhnittdfigur eines jenfrechten
Kegeld behauptet?

72) Wie findet man den a) Inhalt, b) Mantel eines
Kegels?

73) Wann nennt man wei Kegel einander dhnlih? mie
verhalten fie fid) su einanbder?

74) Wie findet man die Oberfliche und den Jnbalt eines
a) Cylinderausidnittes, b) Cylinderabidnittes?

75) Wie findet man den Jnbalt und den Mantel eines
Kegeljtumypfes ?
76) Welde Lehridge laffen fih aufftellen, mwenn eine

Gbhene eine Kugel durd)ichneivet? weldye BVenennungen Fommen
dabei vor ?

77) Was wird von den Kugelfreifen behauptet? was von
dem Pol eines Kugelfreifes?

78) Durd) wie viele Punfte im Raume ift eine RKugel
genau beftimmt? durd) wie viele Punfte auf der Oberflddhe einer
Rugel a) ein grofter, b) ein fleinerer Kugelfreis?
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79) Wie heifen die Sdge iiber die Tangentialebenen?

80) %Bie. finbet man a) die Kugelzone, b) die Dberfldde
¢) den Jnbalt einer Kugel?

81) Wie verbalten fih die RKugeln zu einander? Wie
verhalten fic) RKegel, Kugel und Eylinder von gleidher Grund-
fliche und Hibe su einanbder?

82) MWie finvet man die Dbi:flide a) eines RKugelieg-
ments, b) eines RKugeljeftors? rwie ber JInhalt eines a) Kugel-
feftors, b) Kugeljegmentd?
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