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ULEVAADE MATEMAATIKA OLUMPIAADIDEST
EESTI NSV-S

«Eesti NSV 10. aastapdeva tdhistamiseks otsustas TRU UTU fiiii- _
sika-matemaatika osakond kooskolas ENSV Haridusministeeriumi
ja TRU Matemaatika-Loodusteaduskonna dekanaadiga kerraldada
iilesannete lahendamise voistluse ENSV keskkoolide opllastele tép-
pisteaduste alal.

Kaasaegsed tdppisteadused moodustavad inimiihiskonna tehni-
lise kultuuri aluse. Tappisteaduste abil voime leida {iha uusi teid
oma sotsialistliku kodumaa voimsuse edasiseks suurendamiseks,
lahenemiseks kommunismile.

Ulesannete lahendamise voistlus toimub vuel alal: matemaati-
kas, fiilisikas, mehhaanikas, astronoomias ja keemias.»

Nii kirjutati 1950. aastal Tartu Riikliku Ulikooli Uliopilaste Tea-
dusliku Uhingu fiilisika-matemaatika osakonna poolt vélja antud
bro§iiiiris, milles esitati keskkooliopilastele lahendamiseks {ilesan-
deid nimetatud aladelt.

Jargmise analoogilise iilesannete lahendamise voistluse organi-
seeris TRU UTU fiiiisika-matemaatika osakond 1954. aasta keva-
del. Siis oli aga ainete arvu vidhendatud kolmele: matemaatika, fiiii-
sika ja keemia.

Nende voistluste korraldamise initsiaatoreiks ja organiseerijaiks
olid Harald Epler, Ivar Petersen, Aleksei Tiimanok, Maret
Tamm, Tullio [lomets. Esimesed iilesannete lahendamise voist-
lused naitasid, et leidub asjast huvitatud kooliopilasi ja see innus-
tas firituse organiseerijaid otsima uusi teid, et kaasa tommata laie-
mat Opilaskonda. Selleks loodigi kontakt Eesti NSV Haridusminis-
teeriumiga. Tanu Haridusministeeriumi tookordse inspektori Mih-
kel Jaaguse energilisele tegevusele organiseeriti juba 1954. a.
kevadel matemaatika, fiiiisika ja keemia iilesannete lahendamise
voistlus Haridusministeeriumi ja korgemate oppeasutuste iihise
tiritusena. Uhtlasi otsustati hakata neid {ilesannete lahendamise
voistlusi nimetamatadppisteaduste oliimpiaadideks.

Esimesed oltimpiaadid toimusid kahevoorulistena, hiljem kolme-
voorulistena. Oliimpiaadi voitjatele olid ette ndhtud véartusli-
kud auhinnad. See oli kahtlemata iiheks oluliseks pohjuseks, miks
oliimpiaadidest osavotjate arvud tunduvalt {iletasid .varem toi-
munud iilesannete lahendamise voistlustest osavotvate opilaste
arvud.



Oliimpiaadid muutusid traditsioonilisteks, neid on organiseeri-
tud igal oppeaastal.

1953/54. 6.-a. toimunud I tdppisteaduste oliimpiaadi organisee-
risid ENSV Haridusministeerium ja Tallinna Poliitehniline Insti-
tuut. Osa vottis opilasi ca 30 koolist, kokku umbes 400 Gpilast, neist
63 kutsuti 16ppvoorule Tallinna Poliitehnilisse Instituuti. Lopp-
voorul anti koigile osavotjaile lahendamiseks 2 iilesannet matemaa-
tikast, 2 fiilisikast ja 2 keemiast. Paremateks lahendajateks osutu-
sid Tartu 4. Keskkooli abituriendid Georgi Tammaru ja Sergei "
Kutuzov. I oliimpiaadi paremate hulka kuulusid veel Marjamaa
Keskkooli abiturient Hannes Tammet ning Vdike-Maarja Keskkooli
X klassi opilane Eduard Tamm.

Il oliimpiaadi organiseerimisest 1954/55. 6.-a. vottis osa 6 asu-
tust: ENSV Haridusministeerium, ELKNU Keskkomitee, Tallinna
Poliitehniline Instituut, Tallinna Pedagoogiline Instituut, Vaba-
riiklik Opetajate Tdiendusinstituut ja Tartu Riiklik Ulikool.

Ka sellel oliimpiaadil pidid koik opilased lahendama iilesandeid
nii matemaatikast, fiitisikast kui ka keemiast. Loppvoor toimus
samaaegselt Tallinna Poliitehnilises Instituudis ja Tartu Riiklikus
Ulikoolis. Lisaks keskkooli lopuklassi opilaste oliimpiaadile orga-.
niseeriti 1955. a. kevadel matemaatika oliimpiaad ka VII klassi
opilastele.

Tallinnas olid II oliimpiaadi paremateks koigil oliimpia-aladel
kokku Parnu 1. Keskkooli abiturient Jiiri Soontalu, Kohtla-Jarve
1. Keskkooli opilased Villu Soom ja Valdur Laager ning Tapa Kesk-
kooli opilane Enn Liiiitre, Tartus aga Tartu 1. Keskkooli abiturien-
did Aare Purga ja Ants Kask ning Viljandi 2. Keskkooli abiturient
Jiiri Nilson. Tallinnas olid paremateks matemaatikuteks Viike-
Maarja Keskkooli abiturient Eduard Tamm ja Rapla Keskkooli abi-
turient Ants Tauts, parimaks fiiiisikuks Valdur Laager ja parimaks
keemikuks Enn Liiiitre. Tartus olid paremateks matemaatikuteks
Aare Purga, Ants Kask ja Andres Kippasto (koik Tartu 1. Kesk-
koolist), parimaks fiilisikuks Jiiri Nilson ja parimaks keemikuks
Valga 1. Keskkooli opilane Jiiri Vabaoja.

1955/56. 0.-a. toimus III oliimpiaad, kus lahendati iilesandeid
ainult matemaatikas ja fiiiisikas. Korraldavateks asutusteks jiid
ENSV Haridusministeerium ja Tartu Riiklik Ulikool. VII klasside
opilastele organiseerisid matemaatika oliimpiaadi Haridusminis-
teerium koos Tallinna Pedagoogilise Instituudiga.

I1I oliimpiaadil toimub eraldi arvestus matemaatikas ja fiiiisikas.
Matemaatikas osutusid paremateks Arvo Jiagel Otepdid Keskkoo-
list, Vello Kuusik Abja Keskkoolist, Valdek Loko Ahja Keskkoolist
ja Jevgeni Gabovit§ Tartu 4. Keskkoolist. Paremate hulka kuulusid
veel Jiiri Marran ja Mart Kask Tartu 5. keskkoolist ning Gennadi
Vainikko Kehra Keskkoolist. :

Fiiiisikas olid paremad Ain Ainsaar Parnu 2. Keskkoolist, Ilmar
Rammo Tartu 3. Keskkoolist ja Gennadi Vainikko. Paremate hulka
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kuulusid ka matemaatika oliimpiaadi voitja Arvo Jdgel ja Tartu
1. Keskkooli opilane Agu Laisk.

1956/57. 0.-a. toimunud IV oliimpiaadi organiseerisid ENSV
Haridusministeerium, ELKNU Keskkomitee ja Tallinna Poliitehni-
line Instituut. Oliimpiaad organiseeriti endiselt kahevoorulisena,
kusjuures toimusid eraldi oliimpiaadid matemaatikas, fiiiisikas ja
keemias. Vastavalt juhendile holmati selle oliimpiaadiga opilasi
IX—XI klassini. IX ja X klasside oliimpiaadi teise vooru labivii-
mine jdeti aga rajoonide ja linnade komisjonide hooleks. XI klas-
side oliimpiaadi 16ppvoor toimus Tallinna Poliitehnilises Insti-
tuudis.

Paremateks osutusid: matemaatikas Tallinna 2. Keskkooli opi-
lased Henn Tuherm ja Rein Laul ning Tartu 1. Keskkooli Gpilane
Peeter Loog; fiiiisikas Kohtla-Jarve 1. Keskkooli opilane Kalju Sel-
jamde, Tallinna 11. Keskkooli opilane Aleksander TSuhvitSev ja
Viljandi 2. Keskkooli 6pilane Ando Puksa; keemias Kalju Selja-
maie, Tallinna 22. Keskkooli 6pilane Jaan Hiie, Tallinna 23. Kesk-
kooli opilane Markovit§ ja Tallinna 10. Keskkooli opilane Ilmar
Kostner. Kolme ala kokkuvottes osutusid paremateks Kalju Selja-
mée, Vidike-Maarja Keskkooli 6pilane Ants Kivistu ja Rdpina Kesk-
kooli opilane Lembit Kolli.

1957/58. 6.-a. toimunud V oliimpiaadi korraldasid Tartu Riik-
lik Ulikool ja ENSV Haridusministeerium. Seekord piirduti jalle
ainult matemaatika ja fiiiisika iilesannetega.

Matemaatikas osutusid paremateks Pidrnu 2. Keskkooli abitu-
rient Rein Ludri, Haapsalu 1. Keskkooli X klassi opilane Vello
Loorits, Tallinna 32. Keskkooli opilane Ilja Koltunov ja Viljandi
2. Keskkooli abiturient Tiit Nilson. Tublilt esinesid sellel oliimpiaa-
dil ka Tallinna 2. Keskkooli opilased Rein JGers, Kaarel Parkma
ja Tonu Viik, kes koik tulid esimese kiimne hulka.

Fiilisikas osutusid paremateks Undo Uus Kehra Keskkoolist,
Tonu Kipper Tartu 1. Keskkoolist ning Rein Joers Tallinna 2. Kesk-
koolist.

Esimese nn. juubelioliimpiaadi puhul pani TRU rektoraat vilja
rinddiplomid parematele koolidele. Nende esimesteks omanikeks
said matemaatika alal Tallinna 2. Keskkool ja fiiiisika alal Kehra
Keskkool.

Selle oliimpiaadi jédrel tegi oliimpiaadi organiseeriv komitee
korgematele Oppeasutustele ettepaneku arvestada vastuvotul
oliimpiaadide vbitjaid vordselt kuldmedali omanikega ning Hari-
dusministeeriumile ettepaneku vabastada oliimpiaadi voitjad vas-
tava aine kiipsuseksameist. Teine neist ettepanekuist leidis kohe
realiseerimist. Samal aastal muudeti aga korgemate koolide vas-
tuvotutingimusi nii, et kuldmedal ei vabastanud enam vastuvotu-
eksameist. Esimene ettepanek kaotas selle tottu oma tdhtsuse.

1958/59. 6.-a. toimunud VI oliimpiaadi kavva voeti Gpetajate
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V tdppisteaduste oliimpiaadi paremad TRU peahoone ees.

Esireas vasakult teine fiiiisika oliimpiaadi voitja Kehra Keskkooli X klassi opilane
Undo Uus ja kolmas matemaatika oliimpiaadi voitja Parnu 2. Keskkooli abitu-
rient Rein Ludri.

vastavasisuliste taotluste pohjal matemaatika ja fiilisika korval
uuesti keemia iilesannete lahendamine.

VI oliimpiaad oli eriti tulemusrikas juba V oliimpiaadil silma
paistnud Kehra Keskkooli opilasele Undo Uusile ja Haapsalu
1. Keskkooli opilasele Vello Looritsale. Esimene neist voitis mate-
maatika ja fiitisika oliimpiaadi ning tuli keemia oliimpiaadil kol-
mandaks. V. Loorits oli aga koigil aladel teine. Matemaatikas osu-
tusid paremateks veel Parnu 1. Keskkooli abituriendid Jiiri Rebane
ja Uno Kaljulaid, fiilisikas esitasid paremaid lahendusi aga Kalle
Talvik Tallinna 7. Keskkoolist ja Leo-Henn Humal Tallinna
10. Keskkoolist. Keemia oliimpiaadi voitis Tartu 5. Keskkooli opi-
lane Rein Kalliver. Tartu Riikliku Ulikooli rdnddiplomid voitsid
matemaatikas Parnu 1. Keskkool, fiiiisikas kordas oma eelmise
aasta tulemust Kehra Keskkool ning keemias osutus parimaks
Haapsalu 1. Keskkool.

Alates VII oliimpiaadist, mis toimus 1959/60. 6.-a., muudetakse
oliimpiaadid kolmevoorulisteks. I vooru iilesanded pidid opilased
lahendama kodus, II vooru iilesanded iilesannete lahendamise voist-
lusena koolis ja III vooru iilesanded samasugusel kujul Tartu Riik-
likus Ulikoolis.

VII oliimpiaadi osatdhtsust suurendas asjaolu, et Moskvas orga-
niseeriti 1960. a. kevadel iileliiduline matemaatika oliimpiaad, kuhu
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VI téppisteaduste oliimpiaadi paremad koos organiseerimiskomisjoni liikmetega.
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VI téppisteaduste oliimpiaadil matemaatikas esikoha saavutanud Undo Uus
iilesandeid lahendamas.




1960. a. kevadel iihes TRU peahoone auditooriumis oliimpiaadist osavotjad iiles-
andeid lahendamas.

kutsuti ka meie vabariigi koolinoori. Selle iirituse tegidki kaasa
matemaatika oliimpiaadi voitjad Enn Muda Tallinna 21. Keskkoo-
list ning Kalju Jurkatamm ja Aavo Lossmann Tallinna 1. Keskkoo-
list. Fiilisika oliimpiaadil osutusid paremateks Viljo Korsen Tal-
linna 22. Keskkooli X klassist, Henn Ludri Parnu 2. Keskkooli X
klassist ja Tartu 1. Keskkooli abiturient Ants Mitt.

Keemias osutusid paremateks Henn Ludri, Enn Talvis Haapsalu
1. Keskkoolist ja Mati Haga Voru Keskkoolist.

Koolidest olid parimad matemaatikas Tallinna 1. Keskkool, fiiii-
sikas Tartu 1. Keskkool ning keemias Parnu 2. Keskkool.

Tartu Riikliku Ulikooli arvutuskeskuse poolt pandi sellel oliim-
piaadil vdlja auhind Gpilasele, kes kolme ala kokkuvottes saavutab
parima tulemuse. Selleks osutus Voru Keskkooli opilane Tonu
Anton.

1960/61. 6.-a. toimunud VIII oliimpiaad valmistas nii korralda-
jaile kui ka osavotjaile suure iillatuse. Matemaatika oliimpiaadi
voitjaks tuli Tallinna 2. Keskkooli 8. klassi (!) opilane Jaak
Tepandi, kes lahendas koik iilesanded vigadeta. Samuti tublilt
lahendasid matemaatika iilesandeid Viljandi 2. Keskkooli opilased
Vello Oja ja Toomas Saks ning Kohtla-Jarve 1. Keskkooli opilane
Harri Tipp.
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VII tappisteaduste oliimpiaadi paremad matemaatikas koos organiseerimiskomis-
joni esimehe O. Prinitsaga.

Tallinna 2. Keskkool pakkus VIII oliimpiaadil veel teisegi meel-
diva iillatuse. Nimelt andsid nad meie tappisteaduste oliimpiaadide
ajaloos esimese naistSempioni. Selleks oli tookordne X klassi Gpi-
lane Hilja Iher, kes koos Rein Ahmaniga Mirjamaa Keskkoolist ja
Viljo Korseniga Tallinna 22. Keskkoolist jagasid fiiiisika oliimpiaa-
dil esikohta. Keemia oliimpiaadil néitas endiselt oma iileolekut
Parnu 2. Keskkooli 6pilane Henn Ludri. Koos Ene Rampe ja Helmi
Grahviga kindlustasid nad teistkordselt Pdrnu 2. Keskkoolile
parima kooli nimetuse keemia alal ja sellega koos ka TRU rénd-
diplomi. Hasti esinesid ka Tartu 7. Keskkooli ja Tallinna 30. Kesk-
kooli opilased. Matemaatikas péris parima kooli nimetuse Viljandi
2. Keskkool Tallinna 2. Keskkooli ja Kohtla-Jarve 1. Keskkooli ees.
Fiiiisikas aga tuli voitjaks Tallinna 2. Keskkool Marjamaa Kesk-
kooli ja Tartu 7. Keskkooli ees.

1961/62. 6.-a. organiseeriti 1X oliimpiaad monevorra muudetud
juhendi jargi. Ulesannete lahendamise voistlusesse tommati niiiid
kaasa opilased VII klassist alates. Moodustati omaette oliimpiaadi
grupid klasside jargi. C-gruppi kuulusid VII ja VIII klasside 6pi-
lased, B-gruppi IX ja X klasside opilased ning A-gruppi XI klasside
opilased, kusjuures noorematel oOpilastel oli lubatud kaasa vois-
telda ka vanemas grupis. Uue juhendi rakendamise tagajirjel suu-
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VIII tdppisteaduste oliimpiaadi paremad koos organiseerimiskomisjoni liik-
metega.

Tallinna 2. Keskkooli VIII klassi opilane Jaak Tepandi votab 1961. a. keva-
del vastu VIII téppisteaduste oliimpiaadi voitja diplomi matemaatikas.




VIII tappisteaduste oliimpiaadi paremad matemaatikas koos organiseerimis-
komisjoni liikmetega. Esimeses reas (vasakult): J. Tepandi, dots. A. Mitt,
v.-op. K. Velsker, V. Oja. Teises reas: A. Oispuu, H. Tipp, M. Uus, T. Saks.

IX tappisteaduste oliimpiaadi paremad matemaatikas koos organiseerimisko-
misjoni liikmetega. Istuvad (vasakult): dots. O. Prinits, L. Tooding, dots.
A. Mitt, H. Iher, v.-op. K. Velsker. Seisavad: T. Toodo, M. Piirmets, J. Tepan-
di, V. Vares, E. Saar.




IX tdppisteaduste oliimpiaadil matemaatikas esikoha saavutanud Tallinna 2. Kesk-
kooli opilane Hilja Iher auhindu vastu votmas.

renes oliimpiaadist osavotjate arv ja kasvas oliimpiaadi linna-,
rajooni- ja koolikomisjonide osatédhtsus.

IX oliimpiaadil osutusid paremateks: matemaatikas Hilja Iher ja
Jaak Tepandi Tallinna 2. Keskkoolist ning Liina Tooding Rapina
Keskkoolist; fiiiisikas Enn Saar Tallinna 21. Keskkoolist, Jaak
Tepandi Tallinna 2. Keskkoolist ning Mart Aints Tartu 5. Kesk-
koolist; keemias aga Tartu 2. Keskkooli opilane Peeter Liblik ja
Piarnu 2. Keskkooli opilased Ene Rampe ning Helmi Grahv. Vii-
maste tulemused ei suutnud aga kindlustada rdnddiplomit Parnu
2. Keskkoolile. Selle said Tallinna 10. Keskkooli opilased Anne Too-
mela ja Harry Gustavson. Parimaks kooliks matemaatikas oli Tal-
linna 21. Keskkool ning fiiiisikas Tartu 5. Keskkool. Kolme ala kok-
kuvottes oli parimaks Peeter Liblik.

1962/63. 6.-a. organiseeriti X oliimpiaad eelmisega samadel
pohimotetel. C-grupis piirduti niitid ainult matemaatika oliimpiaa-
diga, B-grupis olid aga oliimpiaadid eraldi nii matemaatikas, fiiii-
sikas kui ka keemias.

Tartu Riiklikus Ulikoolis toimunud l6ppvoorule saabus 120 6pi-
last 58 koolist. Matemaatika oliimpiaadi 16ppvoor viidi seekord labi
kaheringilisena koolinoorte rahvusvaheliste matemaatikaoliimpiaa-
dide eeskujul. Loppkokkuvottes osutusid paremateks Jaak Tepandi
Tallinna 2. Keskkoolist, Mare Koit Viljandi 1. Keskkoolist ja Paul
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X tdppisteaduste oliimpiaadi paremad matemaatikas koos organiseerimisko-
misjoni liikkmetega. Esimeses reas (vasakult): G. Jemeljanova, dots. O. Pri-
nits, v.-op. K. Velsker, P. Milk. Teises reas: I. Volodin, B. Bekker, J. Tepan-
di, P. Tammela, J. Heinloo, V. Zaitsev.

XII tappisteaduste oliimpiaadi paremad koos organiseerimiskomisjoni liik-
metega parast oliimpiaadi pidulikku lopetamist TRU aulas 1965. a. kevadel.




Tammela Tallinna 2. Keskkooli X klassist. Fiiiisika olitmpiaadil olid
paremateks Matti Jogi Tapa 1. Keskkoolist, Jaak Tepandi Tallinna
2. Keskkoolist ning Anatoli Starostin Narva 7. Keskkoolist, keemia
oliimpiaadil aga Ants Reimo Rapla Keskkoolist, Mihkel Aul Tartu
5. Keskkooli VIII klassist ja Ilmar Krigul Voru Keskkooli X klassist.

Koolidest osutusid parimaiks ja omandasid TRU randdip-
lomi: matemaatikas Tallinna 2. Keskkool, fiiiisikas Narva 7. Kesk-
kool ja keemias Rapla Keskkool.

Kolme ala kokkuvottes osutus parimaks ja omandas TRU fiiiisi-
kaosakonna poolt vdlja pandud eriauhinna Tallinna 19. Keskkooli
opilane Valentin Zaitsev.

1963/64. ©.-a. toimunud XI oliimpiaad viidi 1dbi IX oliimpiaadi
juhendi jargi, s. t. et matemaatika oliimpiaad ei olnud kaheringi-
line. Tublilt esinesid matemaatika oliimpiaadil Tallinna 2. Kesk-
kooli Opilased Oleg Kangur, Paul Tammela ja Gunnar Kose, kes
voitsid vastavalt esimese, teise ja kolmanda koha ning kindlustasid
oma koolile jarjekordselt ka TRU rdnddiplomi.

Fiitisika ja keemia oliimpiaadil oli parimaks Tartu 5. Keskkooli
IX klassi opilane Mihkel Aul. Fiiiisika oliimpiaadil jargnesid talle
Tartu 1. Keskkooli abiturient Tonu Haldre ja Suure-Jaani Kesk-
kooli abiturient Ants Kopp, keemia oliimpiaadil aga Tallinna 2. ja
10. Keskkooli abituriendid Oleg Kangur ja Uku Kurvet.

Koolidest osutusid parimaiks fiiiisikas Tartu 1. Keskkool ja kee-
mias Tallinna 10. Keskkool.

XIIT tdppisteaduste oliimpiaadil mate-
maatikas, fiilisikas ja keemias voitjaks
tulnud Tartu 5. Keskkooli dpilane Mihke!
Aul (paremal) koos klassikaaslase Rein
Mailliga, kes keemia oliimpiaadil saavii-
tas 2. koha.
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XIIT tédppisteaduste oliimpiaadi voitjad koos organiseerimiskomisjoni liikmetega.

1964/65. 06.-a. toimus XII tdppisteaduste oliimpiaad. Tartu
5. Keskkooli opilane Mihkel Aul oli seekord parim koigil oliimpia-
aladel. Matemaatika oliimpiaadil jargnesid talle Mihhail Popov
Tallinna 6. Keskkoolist ja Natalia Kolossova Tallinna 31. Keskkoo-
list, keemias Rein Mall Tartu 5. Keskkoolist ja Rein Hiob Parnn
2. Keskkoolist ning fiiiisikas Vladimir Nomm Tallinna 6. Keskkoo-
list ja Boris Freidin Tallinna 19. Keskkoolist.

Koolidest osutus matemaatikas ja fiiiisikas parimaks Tallinna
6. Keskkool ning keemias Tartu 5. Keskkool.

1965. a. iilikooli peahoonet tabanud tulekahju tottu toimus XII
oliimpiaadi 16ppvoor 1966. a. kevadel Noo Keskkoolis. Matemaa-
tika oliimpiaadil olid paremateks Tallinna 2. Keskkooli opilane Tiit
Kéandler, Tallinna 15. Keskkooli 6pilane Sergei Kovbasa ja Tallinna
21. Keskkooli opilane Ain Sarv. Parimad lahendused esitas aga val-
jaspool arvestust kaasa lahendanud Tallinna 2. Keskkooli opilane
Kalle Kaarli.

Fiiiisika ja keemia oliimpiaadi voitis Mihkel Aul Tartu 5. Kesk-
koolist, kellele jargnesid fiiiisika oliimpiaadil Peeter Oja Noo Kesk-
koolist ja Vladimir Miirk Tallinna 6. Keskkoolist ning keemia
oliimpiaadil Jaak Loit Mdrjamaa Keskkoolist ja Rein Maéll Tartu
5. Keskkoolist.

Matemaatikas tunnistati parimaks kooliks Viljandi 1. Keskkool,
fiilisikas Tallinna 6. Keskkool ja keemias Tartu 5. Keskkool.

15



XIII tdppisteaduste oliimpiaadil matemaatikas esikohale tulnud Tallinna 2. Kesk-
kooli opilasele Tiit Kéndlerile annab auhinnad iile ENSV Haridusministeeriumi
koolivalitsuse juhataja sm. R. Virkus.

X1V oliimpiaadi eel otsustati muuta oliimpiaadi juhendit, sest
eriklasside opilastel on oppeplaani kohaselt vastavas aines marksa
ulatuslikum ettevalmistus ja seetottu on nad ka oliimpiaadil eelis-
tatud olukorras. Uue juhendi kohaselt muudeti oliimpiaadid voist-
kondlikeks, kusjuures iga linn ja rajoon ning erikool v6ib esineda
oliimpiaadi 16ppvoorul oma voistkonnaga. 1966/67. 0.-a. tdppistea-
duste oliimpiaadi 16ppvoor toimus jéllegi Noo Keskkoolis. Indivi-
duaalselt olid paremateks: matemaatikas Toomas Taht Tallinna
1. Keskkoolist, Jaak Kikas Tallinna 2. Keskkoolist, Otto Teller ja
Tiit Prank Noo Keskkoolist; fiilisikas Peeter Oja Noo Keskkoolist,
Jaak Kikas Tallinna 2. Keskkoolist ning Otto Teller ja Tiit Prank
Noo Keskkoolist; keemias Rein Prank ja Peeter Oja Noo Keskkoo-
list ning Jiiri Vedru Tallinna 10. Keskkoolist. Parimateks voistkon-
dadeks osutusid Noo Keskkool, Tallinna 1. Keskkool ja Tartu rajoon
matemaatikas, Noo Keskkool, Tartu rajoon ja Tallinna Keskrajoon
fiiiisikas ning Tartu rajoon, Tartu 5. Keskkool ja Tallinna Kesk-
rajoon keemias.

Tartu rajooni eduka esinemise kindlustas Noo Keskkool. Selle
kooli fiilisika eriklassi Opilased moodustasid rajooni voistkonna
matemaatika alal ja matemaatika eriklassi oOpilased fiiiisika alal.
Keemias olid aga tublid nii matemaatika kui ka fiiiisika eriklasside
esindajad.

16



TARTU RIIKLIKU Uano OLI '

RANDDIPLOM

PARIMALE KESKKOOLILE

VABARIIGI KOOLINOORTE
MATEMAATIKA OLUMPIAADIL

ANTU D
l w o 2
Gallinna # Keskkoolilg ?‘? Pamu ! Kcskkoohlc ;
Rektor %W { ( ‘ %1 e aj
’C\lhmu I &wskkooltk, \lgpndn | Keskkooltlc
<77 Rektor Rekfor W’Qmug" .
- s SHAGeR63 BaT
Tallinna il Keskkoolile W{nnaﬂ'iul\kooldc




XV oliimpiaadi 16ppvoor toimus 1968. a. kevadel Noo Kesk-
koolis. Seekord olid parimateks matemaatika oliimpiaadil Mihhail
Ossin ja Sergei Paal Tallinna 15. Keskkoolist ning Arvo Kivikas
Viljandi 1. Keskkoolist. Fiiiisika oliimpiaadil saavutasid kdige enam
punkte Peep Adamson ja Otto Teller Noo Keskkoolist ning Eero
Jéarvekiilg Viljandi 1. Keskkoolist ning keemia oliimpiaadil Tiit
Erank Noo Keskkoolist ning Inge Suit ja Imbi Novek Tartu 5. Kesk-

oolist.

Voistkondlikult olid XV téppisteaduste oliimpiaadil paremaiks
matemaatikas Tallinna 15. Keskkool, Noo Keskkool ja Viljandi
rajoon, fiilisikas Noo Keskkool, Viljandi rajoon ja Narva, ning kee-
mias Tartu rajooni, Tartu 5. Keskkooli ja Pdrnu opilased.

XV oliimpiaadil arvestati voitja ka eraldi eriklasside opilaste ja
mitteeriklasside opilaste osas, mis muutis konkurentsi esikohtade
parast pingelisemaks. Nagu tulemused nditasid, suutsid mitteeri- -
klasside opilased kiillaltki edukalt voistelda eriklasside opilastega.

* * *

Koigi senitoimunud oliimpiaadide vabariikliku organiseerimis-
komisjoni esimeheks on olnud Tartu Riikliku Ulikooli Fiiiisika-
Keemiateaduskonna dekaan dotsent A. Mitt. Komisjoni liikmetena
on tegutsenud Tartu Riikliku Ulikooli Matemaatikateaduskonna ja
Fiiiisika-Keemiateaduskonna oppejoud ning ENSV Haridusminis-
teeriumi inspektorid.

Oliimpiaadide kdigus on esile kerkinud rida matemaatikaopeta-
jaid vabariigi koolidest, kes suure entusiasmiga on kaasa aidanud
oma opilaste edukale esinemisele vabariiklikel tdppisteaduste oliim-
- piaadidel. Nimetagem siinkohal Tallinna 2. Keskkooli matemaatika-
opetajat K. Kallastet, Viljandi 1. Keskkooli matemaatikaopeta-
jaid B. Henrichsoni, H . Keerutajat ja E. Meidlat ning
Noo Keskkooli matemaatikaopetajat O. Kar u.



12,
3.—5
6.
7.—8.
9,

10.

1.
2.—4
5.—7
8.

9.

10.

&

2:—3.
4.

5.—6.
1

8.

9

10.

EESTI NSV KESKKOOLIOPILASTE
MATEMAATIKA OLUMPIAADIDE VOITIAD

I oliimpiaad (1954. a.)

Georgi Tammaru
Sergei Kutuzov

. Dimitri Kiiiin

Viktor Adamov
Hannes Tammet
Aavo Teigar
Eduard Tamm
Ludmilla Ivanova
Taso Erima
Eduard TSernasko

Il oliimpiaad (1955. a.)
Loppvoorul Tallinnas:

Eduard Tamm

. Ants Tauts

Enn Liiiitre
Jiiri Soontalu

. Valdo Ratassepp

Valdur Laager
Villu Soom
Madis Sulev
Ulo Uder
Tonu Kolli

Loppvoorul Tartus:

Aare Purga
Ants Kask
Andres Kippasto
Jiiri Nilson
Andres Karolin
Kalev Peedumie
Heiki Past
Margus Tonnov
Taso Erima
Taissia Eksina

Tartu 4. Kk.
Tartu 4. Kk.
Haapsalu 1. Kk.
Tallinna 30. Kk.
Mirjamaa Kk.
Répina Kk.
Viaike-Maarja Kk.
Tallinna 30. Kk.
Réapina Kk.
Tallinna 32. Kk.

Viike-Maarja Kk.
Rapla Kk.

Tapa Kk.

Parnu 1. Kk.
Tallinna 24. Kk.

Kohtla-Jarve 1. KKk.

Kohtla-Jarve 1. Kk.
Tapa 1. Kk.

Voru 1. Kk.
Tallinna 22. Kk.

Tarto F Kk
Tartu 1. Ki;
Tartu 1. Kk.
Viljandi 2. Kk.
Tartu 'k Kk
Polva Kk.
Viljandi 2. Kk.
Elva Kk.
Répina Kk.
Tartu 4. Kk.
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II1 oliimpiaad (1956. a.)

1. Arvo Jidgel Otepdd Kk.
2. Vello Kuusik Abja Kk.
3. Valdek Loko Abja Kk.
4. Jevgeni Gabovits Tartu 4. Kk.
5. Henn Tuherm Tallinna 2. Kk.
6. Jiiri Marran Tartu 5. Kk.
7. Jiiri Savitski Tallinna 14. Kk.
8. Aarne Koik Viljandi 2. Kk.
9. Mirt Kask Fartn: 5. Kk
10. Gennadi Vainikko Kehra Kk.
IV oliimpiaad (1957. a.)
1. Henn Tuherm Tallinna 2. Kk.
2. Rein Laul Tallinna 2. Kk.
3. Peeter Loog Tartu 1. Kk.
4. Hain Toss Viljandi 2. Kk.
5. Oleg Porozov Tallinna 6. Kk.
6. Leonid Sandrik Tartu 4. Kk.
7.—8. Arnold Oberschneider Lihula Kk.
Viktor Gobuzov Valga Kk.

9.—11. Aleksander Russanov

20
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Enn Hendre
Sergei Przibelski

V oliimpiaad (1958. a.)

Rein Ludri
Vello Loorits
Ilja Koltunov
Tiit Nilson
Rein Joers
Kaarel Piarkma
Juhan Palm
Tonu Viik
Peep Gorelov
Tiit Saluvere

VI oliimpiaad (1959. a.)

Undo Uus
Vello Loorits
Jiiri Rebane

Kingissepa 1. Kk.
Suure-Jaani Kk.
Tallinna 23. Kk.

Pédrnu 2. Kk.
Haapsalu 1. Kk.
Tallinna 32. Kk.
Viljandi 2. Kk.

Tallinna 2. Kk.
Tallinna 2. Kk.
Kehra Kk.
Tallinna 2. Kk.
Tallinna 21. Kk.
Tl LKk
Kehra Kk.
Haapsalu 1. Kk.
Parnu 1. Kk.
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Uno Kaljulaid
Aarne Vahur
Rein Oivo

Rein Avarmaa
Leo-Henn Humal
Gabriel Jakobson

VII oliimpiaad (1960. a.)

Enn Muda
Kalju Jurkatamm
Aavo Lossmann

Valentina Jekimova

Ants Mitt

Kalle Valdna
Anu Eichhorn
Rein Raamat
Einar Jogisu
Peep Kirsima

VIII oliimpiaad (1961. a.)

Jaak Tepandi
Vello Oja
Harri Tipp
Toomas Saks
Vladimir Mihlin
Rein Saar

Mati Uus

Arne Oispuu
Ants Varjas

Vladimir Rokunov

IX oliimpiaad (1962. a.)

Hilja Iher
Jaak Tepandi
Liina Tooding
Tiit Toodo
Mihhail Zimirev
Villu Vares
Peeter Liblik
Asta Minnik
Enn Saar
Maidu Piirmets

Péarnu 1. Kk.
Rakvere 1. Kk.
Voru 1. Kk.
Kehra Kk.
Tallinna 10. Kk.
Tallinna 2. Kk.

Tallinna 21. Kk.
Tallinna 1. Kk. -
Tallinna 1. Kk.
Tallinna 30. Kk.
Tartu 1. Kk.
Tallinna 10. Kk.
Tallinna 16. Kk.
Voru 1. Kk.
Kehra Kk.
Tallinna 16. Kk.

Tallinna 2. Kk.
Viljandi 2. Kk.

Kohtla-Jarve 1. Kk.

Viljandi 2. Kk.
Tallinna 32. Kk.
Mairjamaa Kk.
Kehra Kk.
Kirdla Kk.
Haapsalu 1. Kk.
Tallinna 32. Kk.

Tallinna 2. Kk.
Tallinna 2. Kk.
Réapina Kk.
Parnu 4. Kk.
Tallinna 32. Kk.
Viljandi 2. Kk.
Tartu 2. Kk.
Viljandi 2. Kk.
Tallinna 21. Kk.
Rakvere 1. Kk.
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X oliimpiaad (1963. a.)

Jaak Tepandi

Mare Koit

Paul Tammela
Valentin Zaitsev
Jaak Heinloo
Peeter Milk

Igor Volodin

Raivo Vilu

Galina Jemeljanova
Boris Bekker

XI oliimpiaad (1964. a.)

Oleg Kangur
Paul Tammela
Gunnar Kose
Tonu Haldre
Evald Ubi
Jaan Tibar
Vello Nurmela
Toivo Arak
Ants Ronk
Irina Grinblat

XII oliimpiaad (1965. a.)

Mihkel Aul

Mihhail Popov
Natalia Kolossova
Piret Keres

Viktor Nakk

Boris Freidin
Aleksander PetruSin
Indrek Kolka
Anatoli Stulov
Vladimir Simonov

XHI oliimpiaad (1966. a.)

Tiit Kandler
Sergei Kovbasa
Ain Sarv

Eve Martin
Aleksander Striz
Mihkel Aul

Tallinna 2. Kk.
Viljandi 2. Kk.
Tallinna 2. Kk.
Tallinna 19. Kk.
Tallinna 2. Kk.
Otepad Kk.
Tapa Kk.
Rakvere 1. Kk.
Tallinna 14. Kk.
Tallinna 14. Kk.

Tallinna 2. Kk.
Tallinna 2. Kk.
Tallinna 2. Kk.
Tartu 1. Kk.
Mirjamaa Kk.
Tallinna 10. Kk.
Tallinna 2. Kk.
Tallinna 21. Kk.
Tallinna 46. Kk.
Tallinna 23. Kk.

Fach 8.
Tallinna 6. Kk.
Tallinna 31. Kk.
Tartu-+1:.Kk:

Tapa 2. Kk.

Tallinna 19. Kk.
Tallinna 23. Kk.
Viljandi 1. Kk.
Tallinna 19. Kk.
Tallinna 25. Kk.

Kk.

Tallinna 2. Kk.
Tallinna 15. Kk.
Tallinna 21. Kk.
Tallinna 1. Kk.
Tallinna 6. Kk.
Tartu b vKk.
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8.

9.

10.
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10.
1.—2.
3
4.—5
6.—7
8.—9
10.

Peeter Tooming
Rein Prank
Meelis Krigul
Sulev Vaim

X1V oliimpiaad (1967. a.)

Toomas Tiht
Jaak Kikas
Otto Teller
Tiit Prank
Sergei Paperndi

. Tiit Kidndler

Kalev Pirna
Semjon Reifman
Krista Vendt
Peeter Oja

XV oliimpiaad (1968. a.)

Mihhail Ossin
Sergei Paal

. Arvo Kivikas
. Tiit Prank

Nikolai Karakin

. Eero Jarvekiilg

Arvi Kruusing

. Agu Eensaar

Enok Sein
Enn Silmere

Viljandi 1. Kk.
Noo Kk.

Viljandi 1. Kk.
Tallinna 1. Kk.

Tallinha ‘1. Kk:
Tallinna 2. Kk.
Noo Kk.

Noo Kk.
Tallinna 15. Kk.
Tallinna 2. Kk.
Viljandi 1. Kk.
Tartu 4. Kk.
Rakvere 1. Kk.
Noo Kk.

Tallinna 15. Kk.
Tallinna 15. Kk.
Viljandi 1. Kk.
Noo Kk.
Tallinna 6. Kk.
Viljandi 1. Kk.
Loksa Kk.

Noo Kk.

Noo Kk.

Noo Kk.



MATEMAATIKA OLUMPIAADIDE ULESANDED

Aritmeetika ja algebra

Opilased laenutasid joesadamast paadi, soudsid veidi aega
vastuvoolu ja asusid siis soitma périvoolu. Kiimme minutit
parast suuna muutmist joudsid nad paadisadamast 1 km
kaugusel jdrele parvele, mis ujus sadamast mééda just nende
vdljumise ajal. Leida voolu kiirus.

(I )%

Metsatoolistel 16peb too teatud kindlal kellaajal ja tapselt
selleks ajaks tuleb neile jarele auto, mis viib nad koju. Uhel
pdeval loppes aga t66 varem ja toolised hakkasid jalgsi koju
minema. Teel tuli neile auto vastu ja viis nad sihtkohta, kuhu
toolised joudsid seekord 1 tund varem kui tavaliselt. Teades,
et auto ja jalakdijate keskmiste kiiruste suhe on 10, leida,
mitu tundi varem I6ppes t66 sel pédeval.

(49/50) **

Moskvast Vladivostokki ja vastassuunas séidavad rongid iga
pdev, kattes selle vahemaa 20 66pédevaga. Mitut Moskva—
Vladivostoki rongi kohtab teel Vladivostokist Moskvasse soi-
tev rong?

(49/50)
Toestada, et kolme jarjestikuse tdisarvu kuupide summa jagub
3-ga.

(I1, 2.)

Murru lugejaks on kahe paaritu arvu ruutude vahe, nimeta-
jaks samade arvude ruutude summa. Néiidata, et seda murdu
saab alati taandada 2-ga, kuid ei saa taandada 4-ga.

(VII, 1.)
Toestada, et viie jarjestikuse tdisarvu ruutude summa jagub
5-ga, kuid ei jagu 25-ga.

(VIII, 1.)

Toestada, et iga tdisarvu n korral n(n%®+5) jagub 6-ga.
(111, 2.;: X1, L)
Toestada, et iga tdisarvu n korral n®—5n®+4n jagub 120-ga.
(1V, 2.; X1.-8)

* Esimene arv sulgudes nditab oliimpiaadi jirjekorranumbrit, teine vastava

oliimpiaadi vooru numbrit. Tdht 4 tihendab harjutusiilesannet.

24
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10.

11.

12:

13.

14.

15.

16.

Avaldis a+b+c, kus a, b ja c on tdisarvud, jagub 6-ga. Nai-
data, et siis ka a3+ b3+ ¢ jagub 6-ga.
(XIII, 1.)

ln+3 o ole taanduy iithegi tdisarvulise

21n + 4

Toestada, et murd
n vadrtuse korral.

(XII, 2.)

3 7 i e
Toestada, et summa {[(77) ]} —{—[(77)] jagub 10-ga.
(I, h.)

Leida védikseim arv, mis 2-ga jagades annab jddgi 1, 3-ga-
jagades jadgi 2 jne., 9-ga jagades jaagi 8.

(VII, 1.)

Arvutada summa

, 6 6 6 6 6 6
et it ot
5-.7+7-9+9-11+l1~13+13-15+15-l7+17-19 b OE9-21

(VL 3.)

(VII, 2.)
Asendada tdhed numbritega ja néidata, et kehtib summa

Kirjutada 1000000 viie nelja abil.

send

+ more

money

Midrkus. Erinevatele tdhtedele vastavad erinevad numbrid.
(VI L)
Asendada tdhed numbritega ja nédidata, et kehtib summa

forty
ten
ten

17.

18.

sixty

Midrkus. Erinevatele tahtedele vastavad erinevad numbrid.
(IV, h. ja VI, 2.)

Kirjutades jarjestikused tdisarvud 1, 2, 3, ... iksteise kor-
vale, saame neist moodustada jargmise numbrite jada

E ARG AES L0 L L RS L

Missugune number seisab selles jadas miljonendal kohal?
(49/50; XI, 1.)

Mitme nulliga 16peb koikide 1-st kuni 100-ni (viimane kaasa
arvatud) voetud tdisarvude korrutis? (115.2))
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1.

20.

21

- 22,

23.

24.

25.

26.

26

Leida viga jargmises mottekdigus:

a=b

ab=>b?

ab—a?=0b?—a?

a(b—a)=(b—a) (b+a)

a=b+a

a=2a

1=2 (v, 1.)

Jagada kaksliige a'%®—b'%8 avaldisega

(a+0b) (a®+b?%) (a*+b*) (aB+b8) (a'®+b16) (a%2+ b32) (a® +b54).
(H.23)

Leida viga jargmises mottekaigus:

16—36=25—45

1636+ 5 =25—45+ 5

4=5. ! (I, h.)
Lahutada tegureiks hulkliige

a8+a4b4+b8,

kus a ja b on reaalarvud. 49/50)

Lahutada tegureiks hulkliige
(a+b+c)3—ad—b3—cd. (X1, 2)

Toestada, et
n?+ (n?+1) + (n?+2)+ ... + (n?24+n) =
=(n*+n+1)+ (n*+n+2)+ ... + (n2+2n). (X,-1.)

Toestada, et
a(a+1) (a+2) (a+3) +1 (1V: 1)
on taisruut.

Toestada, et

Q=00

kui a2+b2+c2=ac+ab+bc, kus a, b ja ¢ on reaalarvud.
(IX. L)



2V

28.

29,

30.

31.

32.
33.
34.
35.
36.
a7
38.

39.

Toestada, et hulkliige

a3 (b2 —c2) + b3 (c2—a?) +c* (a2 —b?)
jagub korrutisega (b—c)(c—a)(a—b).

Leida
a4+b4+c4, :
kui a+b+c=0 ja a2+ b2+ c?=a.

(IX, 2.)

(VI, 2.)

Koostada ruutvorrand, mille lahenditeks on vorrandi ax?2+ -
+bx+c=0 lahendite poordvaartused vastupidiste markidega.

(I 1)

Millistel p ja g vaartustel on vorrandi x2+px+¢=0 lahendi-

teks p ja ¢?

(IV, 1)

Vorrandi ax?+bx+c¢=0 lahendid on x; ja x,. Avaldada vor-
randit lahendamata vorrandi kordajate kaudu jargmised aval-

dised:

1 1
a) . A i
b) x] +x3x2 +x3,
Lahendada vorrand
x(x+2)(x+3) (x+5) =8.
Lahendada vorrand
(x—=1)(x+2) (x—3) (x+4) =144.
Lahendada vorrand
(8x+7)2(4x+3) (x+1) =4,5.
Lahendada vorrand

(3%+2) 4+ (2x—4) 4= (2x+3) 4+ (4x—2)*.

Lahendada vorrand
X84+5x7—20x5— x4 +20x3—5x+1=0.
Lahendada vorrand

- e 3
Vx+V2x—3=V12(x—1).

Lahendada vorrand

Vi+3—4Vr— 1+ x+8—6vr—1=1.
Lahendada vorrand

|/a—\/a+x=x.

(VIIL, 1.)
(VIIL, 1.)
(VL, 1)
(XII, 2.>‘
(XII, 3.)

(49/50)
(VI, 1)
(1, h.)

(XII1, 3.)
27



40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

28

'

Lahendada vorrandisiisteem
j B4yi=1
| 2y+2xy2+y3=2.

Lahendada vorrandisiisteem
(x+y+1)2+ (x+y)2=25
x?—y?=3.

Lahendada vorrandisiisteem
{ (x+y) (2—9*) =9
(x—y) (x*+y?) =5.

Lahendada vorrandisiisteem
{ 2x2y? —4y?—xy+2=0
3x2y?2—8y?+3xy—2=0.

Lahendada vorrandisiisteem
by Xy otk
{ Xy +x+y a

x—y Xy . bl
Xy +x—y— B

Lahendada vorrandisiisteem

£ 1o
xVxy+yvVxy=78, kus x>0, y>0.
Lahendada vorrandisiisteem
x+y+2=9
1 1 1
- e dread,
xy+xz+yz=217.

Lahendada vorrandisiisteem
SN

T S

X

xX+z

e
i kus abc # 0.

e e

.13

(IX, 1)

(VIIL, 3.)

(VIIL, 1.)

(1, h)

(XII, 1.)

(VIII, 2.)

(XV, 3.)



48.

49,

50.

51.

52.

53.

55.

Lahendada vorrandisiisteem

x+y+z=a
X4 y?422=02
BiPpt—ad, (IX ,3.)

Lahendada vorrandisiisteem

xX+y=>5z
{ X’+y?2=13z

x3+y3=35z. X3
Lahendada vorrandisiisteem

X+y+z+u=8

X4+y?+224u2=20

Xy+xu+zy+zu=16

xyzu=9 (VI, 3.)
Lahendada vorrandisiisteem

X+y+z=2

(x+9) (y+2) + (y+2) (z+x) + (2+x) (x+y) =1

2(y+z)+y*(z+x) +22(x+y) = —6. (XIII, 1.)
Lahendada vorrandisiisteem
{ x+y=2

xy—2z2=1. (XIII, 1.)
Millise parameetri a vairtuse korral on siisteemil

x2+y2=z p

x+y+z=a (XIII, 2.)

iiks reaalne lahend? Leida see.

Ihtiioloog tahtis mairata tiigis elunevate piiiigiks kalblike
kalade arvu. Selleks heitis ta tiiki sobiva tihedusega vorgu ja
sai selle véljatombamisel 30 kala. Ihtiioloog margistas need
kalad ja laskis siis tiiki tagasi. Jirgmisel pideval piiiidis ta
samal viisil 40 kala, nende hulgas oli 2 mirgistatut. Saadud
andmete jargi méiras ta ligikaudselt kalade arvu tiigis. Kui
suur see oli? (XIII, 1.)

Turist, kellel oli vaja rongile jouda, arutles, et kiies tunnis
3 km, jouaks ta jaama 20 minutit parast rongi viljumist. Et
rongile mitte hilineda, kiis ta igas tunnis 0,5 km rohkem ning

20



56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

30

joudis jaama 40 minutit enne rongi véljumist. Kui palju
maad oli jaama ja kui palju aega oli turisti kdsutuses?

(I, 2)
Kell 12 kattuvad kella osutid. Mitme minuti parast nad jalle
kattuvad? (X ak)

Kell, mis kiib ette, on teatud ajamomendil 2 minutit taga
oigest ajast. Kui see kell oleks samal ajamomendil 3 minutit
taga ja kiiks 66pdevas !/» minutit rohkem ette kui praegu, siis
niitaks ta oiget aega 66pdev varem. Mitu minutit kaib see
kell 6opédevas ette? (XII, 1.)

Antikvariaat alandas raamatu esialgset hinda 109 vorra ja
sai ostuhinnaga vorreldes siiski 8% kasumit. Mitu % kasii-
mit oli esialgu planeeritud? (1115 2.)
Punktidest A ja C saadeti samaaegselt vilja kiskjalad, kes
pidid viima teate punkti B. Punktist C viéljuv késkjalg tahtis
jouda punkti B samaaegselt teise kidskjalaga ja seepdrast
pidi ta iga kilomeetri ldbima 11/, minuti vorra kiiremini kui
teine. Punkt C asub seejuures punktist B 20 km kaugemal kui
punkt A. Kiskjalad liikusid iihtlase kiirusega ja joudsid
punkti B 5 tunni parast. Leida punktide A ja C kaugus punk-
tist B. ;2

Teatud arv toolisi oleks koos todtades lopetanud kraavi kae-
vamise 24 tunniga. Nad asusid aga toole iikshaaval vordsete
ajavahemike jdrel ning toGtasid siis koos kuni t66 16petami-
seni. Mitu tundi kaevas kraavi esimesena toole asunud to6-
line, kui ta téotas 5 korda kauem kui viimasena to6le asunud
tooline? (X115 22)

Jalakiija ldheb paralleelselt trammiteega. Iga 12 minuti jarel
moodub temast tramm ja iga 4 minuti jérel tuleb talle tramm
vastu. Eeldades, et nii jalakdija kui ka tramm liiguvad iiht-
laselt, leida mitmeminutilise intervalliga véljuvad trammid

liini otspunktidest, kui kdik trammid liiguvad sama kiirusega.
(VIIL, 1.)

Jée vool punktide A ja B vahel on nii aeglane, et see paadi
liikumise kiirust praktiliselt ei mojusta. Punktide B ja C vahel
on aga vool tunduvalt kiirem. Aerutaja souab punktist A
punkti C 3 tunniga ja tagasi (vastuvoolu) punkti A 3'/; tun-
niga. Kui voolu kiirus oleks A ja C vahel kogu ulatuses nii-
sugune, nagu ta tegelikult B ja C vahel on, siis kuluks punk-
tist A punkti C sdudmiseks 2%, tundi. Kui palju aega kuluks
sel juhul punktist C punkti A soudmiseks? (XIE )

Ruumala A on pool ruumalade B ja C summast ning ruumala
B on kolmandik ruumalade A ja C summast. Kui suure osa

ruumalade A ja B summast moodustab ruumala C?
(XIII, 3.)
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65.

66.

67.

68.

69.

70.
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Toopingi A tootlikkus moodustab m Y toépinkide B ja C
tootlikkuste summast, aga toopingi B tootlikkus moodustab
n % A ja C tootlikkuste summast. Mitu protsenti moodustab
toopingi C tootlikkus téopinkide A ja B tootlikkuste sum-
mast? (VIII, 1.)

Sadamast A viljusid voolu suunas samaaegselt mootorpaat
ja parv. Mootorpaat soitis périvoolu 96 km, pdordus siis
umber ning joudis tagasi sadamasse A 14 tunni parast. Leida
voolu ja mootorpaadi kiirused seisvas vees, kui on teada, et
mootorpaat kohtas tagasiteel parve 24 km kaugusel sada-
mast A. (X1, 1)

Kaks ymasinat alustavad tunneli kaevamist iiks iihest, teine
teisest tunneli otsast. Nad peavad tunneli valmis kaevama
60 pdevaga. On teada, et kui esimene masin on teinud 30%
ja teine 26%/39% temale ettendhtud toost, siis on kaevatud
60 meetrit tunnelit. Samuti on teada, et kui esimene masin
labib 2/; teisele masinale kaevamiseks ettendhtud tunneli
pikkusest ja teine masin 3/, esimesele masinale kaevamiseks
ettendhtud tunneli pikkusest, siis on esimesel masinal kulu-
nud selleks 6 pdeva rohkem aega kui teisel masinal. Mitu
meetrit tunnelit kaevab kumbki masin pdevas?

(I1L113)

Kahe metallraha védartuste suhe on !/5. Mitu niisugust véik-
sema vaartusega ja mitu suurema véartusega metallraha on
vaja, et saada rahasumma, mis on vordne nende kahe metall-
raha véaartuste korrutisega, kui on teada, et vajaminevate
metallrahade koguarv jagub kolmega? (1V, 1.)

Laanest itta kulgev sirgjooneline maantee l4bib asulaid A ja
B, kusjuures B asub A-st 9 km ida pool. Asulast A viljub ida

suunas auto, soites iihtlase kiirusega 40 l;__.m Samaaegselt vil-

‘jub asulast B samuti ida suunas mootorrattur, liikudes kons-

tantse kiirendusega 32 l}(l—r; Leida auto ja mootorratta vaheline

suurim kaugus kahe esimese tunni jooksul. (1X;45)
Leida kaks naturaalarvu, mille vahe on 66 ja viikseim iihis-
kordne on 360. (XIV, 3.)
Kas kahe tundmatuga vorrandil

m?2+ 1958 =n?

on tadisarvulisi lahendeid? (1V, h.)
Leida vorrandi

xyz+7xy+3xz+yz+21x+7y+3z="7000
naturaalarvulised lahendid. (49/50)
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Néidata, et

T e o e L A R B (VL, 1)
V3 vn

Toestada, et

Vaib—1) , Vb(a—1) el 1 & Ve 1 &

Vb—a-! x Va—b-1 = [Va+ (b) ]
kui a>1 ja b>1. (v, 3,
Milliste parameetri a vaartuste korral on vorratus

x2+ax—2

i e ety
rahuldatud x iga véadrtuse korral? (XIII, 1.)
Toestada, et
R+,
kui 2x+4y=1. (XI, 1.)
Kas leidub niisugune tdisarv a, mis rahuldab tingimust

4 a 5
/<< ? (IV, h)

Paat sdidab 10 km périvoolu ja seejdrel 6 km vastuvoolu.
Voolu kiirus on 1 Ehﬂ . Missugune voib olla paadi enda kiirus,
kui soit ei kesta alla 3 ega iile 4 tunni? (X, L.)
Leida kaks kolmekohalist arvu, mille summa jagub 504-ga ja
jagatis 6-ga. (VL 1.)
Vabaneda juurtest murru nimetajas

——. (XIIL, 1.)
2+V2+V4

Vabaneda juurtest murru nimetajas

1
B e W O W R (V’ 1)
a+Var-'+Vvar—2+ ... +Vad+Val+Va

Kas kolm arvu voivad samaaegselt moodustada aritmeetilise
ja geomeetrilise progressiooni? (IX, 1.)
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¥ = X113
Arvutada VaVaV ay ... ( )

Kolm arvu moodustavad geomeetrilise progressiooni. Kui tei-
sele arvule liita 8, muutub see geomeetriline progressioon
aritmeetiliseks progressiooniks. Suurendades seejarel veel kol-
mandat arvu 64 vorra, saame aritmeetilisest progressioonist
jélle geomeetrilise progressiooni. Leida need arvud. (X, 3.)

Aritmeetilise ja geomeetrilise progressiooni esimesed ja tei-
sed liikmed on vastavalt vordsed positiivsed reaalarvud. Nai-
data, et nende progressioonide jargmised vastavad litkmed
ei ole vordsed. (X111, 1.)

Kolme arvu summa on 93 ja nad moodustavad geomeetrilise
progressiooni; iihtlasi on need arvud {ihe ja sama aritmeeti-
lise progressiooni esimeseks, teiseks ja seitsmendaks liik-
meks. Leida need arvud. (V, 1)

Toestada, et

am __ 2m—1

dn e 2.—1"
feusi Sm __m? K : : ¥ et -

5, =pz» Kus a, ja a, ning S.: ja S, on vastavalt aritmee-
tilise progressiooni iildliikmed ja summad. (XI, 2.)
Naiidata, et

1 1 1 n—1

e — = e
Va,+\/az + Vaz'l' Vaa Van—1+ Van va,+ Van P

kui arvud ay, as, ..., a, moodustavad aritmeetilise progres-
siooni. : (VI 1.)

Leida summa

1 1 I
FF Rt e [ o 3 (XII, 1.)
Arvud a? b% ja ¢? moodustavad aritmeetilise progressiooni.

2 5 1
Toestada, et siis ka arvud e e Ly moodustavad arit-
meetilise progressiooni. (XI, 1.)

Leida summa kolmekiimnele esimesele niisugusele positiivsele
paaritule arvule, mis jagamisel 5-ga annavad jéégi 1. (VI, 1.)

Arvutada summa

3

3 3 3 9
Tatirtrint - tae trwe veh)

8 Matemaatika ollimpiaadid 33
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1

s 1 |
Leida summa — 4+ —+4+ — 4 ... kui arvud a
a,a, + 28128} + a0y ¥ s Anlnyy vud i

Q, Q3, Q4 ..., QuQ,y moodustavad aritmeetilise progres-
siooni. (IV, h.)

Toestada, et
12-22482—424 4 (= 1)n+in2= (—1)w+1 2EED gy b))

Toestada, et

(ac) log,b —aa
kui log,N, logsN ja log.N moodustavad aritmeetilise progres-
siooni. (VII, 3.)

Toestada, et
log a+log, 10>2,

kui a>1. (XV, 3.)
Kas on voimalik, et
sin x=1og sin x? (1V, 1,)

Leida summa

%(1+4log25)log267+(5l0g259+310g916)210g75. (VI, 1)

Lihtsustada avaldis

loga(loga b)
b e (1V, h))
Arvutada avaldise
log 5 - log 20+ log? 2
vaartus logaritmide tabeleid kasutamata. (IV, h))
Leida log 48, kui log; 5=a ja logs 8=6. (X, 3)
Leida logg 16, kui logs 2=a. CALELT:)

Geomeetrilise progressiooni esimene liige on a ja tegur g ning
n esimese liikme korrutis on ¢. Leida log, b, kui log, b=A ja

log.b=15; (X, 2))

Toestada, et

a+b2=¢,

kui loges a+loge-s a=2log. @ - logcss a. (1V, h.)
Toestada, et

1 F 3

lgg::x —logy @ = 5log cos 2%, (I, h)
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Lahendada vorrand

log, (5x2) - log3 x=1. (VII, 1.)

Lahendada vorrand

log, 2x=1logs, . (49/50)

Lahendada vorrand

log1 ux+log,9x-—log3 :,:- +log 4 g. (49/50)
V3 Ve

Lahendada vorrand
(1+log. a) - log, x - log, c=logy x - log, x - log, c. (X, 1)

Lahendada v6rrand

3 logg X+ 5 log x x=2. (VI 2.)
I/a

Lahendada vorrand

2log, a+3log o a+ }Zg‘zx i 0 (X1, 1)

Lahendada vorrand

log, 2 - logs, 2=10g4, 2. @i, 29
Leida parameetri a vdartused, nii et vorrandil

log (ax)=2log (x+1)

on ainult iiks reaalarvuline lahend. (X1V, 3.)
Lahendada vorrand
9*—6=2 -4~ (IV, h.)
Lahendada vorrand .
Vo3 +(Vet+va)=a (XV, 3.)
Lahendada vorrandisiisteem

2=y 4+ 22
{ xyz="064,
teades, et log, x, log,y ja log,z moodustavad geomeetrilise
progressiooni. (XIII, 3.)

Leida a ja b véartused, nii et poliinoom
*+ (a+b)x*+ (a—b)x2+ (a®2+2b—1)x+a+b+4
jaguks avaldisega (x—1)2 tiX, 1))

35
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Miirata A ja B nii, et hulkliige Ax'5+Bx!4+1 jaguks avaldi-

sega (x—1)2. (IV, h.)
Toestada, et
134234 ... +n3=(Cly )2 (IV, h.)

Toestada, et avaldis zi’,z)); kujutab tdisarvu, mis jagub arvuga

n+1. (oh X 30
Lihtsustada avaldis

ek F11 T
(142i) (3—i)— V2'(cos F § - isin j“—)

1 i 4 )
(\/5 + ﬁ)
kui 2=—1. i (49/50)

Trigonomeetria.

Toestada, et

tan 20° tan 40° tan 80°= /3. (X, T.e%1.1)
Toestada, et
tan 20°+tan 40°+ /3 tan 20° tan 40°=+/3. (VL 1.)

Toestada, et
2 sina—sin 2a

2 e ol S S dor il
€o8 *+ 2 sina+sin 2a

+cos? (x+a) —

—2c0s ¥ cosa cos (x+a) =tan’ I (1+4cos*3 ). (v, 2.)

Toestada, et
tan 3a—tan 2o —tan a=tan o tan 2q tan 3a. (IX, 2.)

Toestada, et

sin? x+sin? y+sin2z—2 cos x cos y cos z=1,

kui x+y+z=m. (VII, 2.)
Toestada, et

cot x cot y+cot x cot z4+coty cotz=1,

kui x+y+z=mn ja kui iikski nurkadest ei vordu nulliga.

(VI 20)
Teisendada logaritmitavaks

cos 1la+3 cos 9a+3 cos 7a+cos 5a. (XIII, 2.)



128.

129.

130. Tc")estada,‘et igas kolmnurgas kehtib seos

Toestada, et

sin (a+2p) =sin a,

kui cot (a+p)=0.

Toestada, et

tan (a+p) =2 tan q,
~kui 3 sin p=sin (2a+B).

p
2

p , R
+tan§tan§——

tan % tan ’
P

kus b on kolmnurga kiilg ja 2p on imbermoot.

(XV, 3.)

(XI1, 3.)

#31. Leida nurk a, kui kolmnurga nurgad rahuldavad vordust
sin B+sin y+sin a cos (a+p) +sina cos (a+y) =0.

132,

133.

134.

135.
136.

137.

838.

p

Toestada, et cotgi seot

(XIV, 3.)

5 ja cot% moodustavad aritmeetilise

progressiooni, kui kolmnurga kiiljed a, b ja ¢ moodustavad

aritmeetilise progressiooni.
Toestada, et

cot E >1+cot x,

kui 0<x< 3.

Toestada, et

cos? g +cos? B+cos?y > %,

kui a, B ja y on kolmnurga sisenurgad.

Arvutada tabeleid kasutamata sin 18°45’.

Arvutada tabeleid kasutamata
sin? 43°+sin? 17°+sin 43° sin 17°.
Arvutada tabeleid kasutamata
cos 6° cos 66° cos 42° cos 78°,

kui sin 18°= Y21,

Arvutada sin? 2x, kui

1 1 1

1
tan? x 44 cot? x 3 sin? x

cos?x

$ie 2y,

(X111, 3.)

(1V, h.)

(X1, 1.)
(49/50; XI, 1.)

(VIL, 1.)

(VII, 3.)

(IV, h.)

37
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Toestada, et
a+B+vy+6=45°
kui cot a=3, cot =5, cot y=7 ja cat §=8..

Lahendada vorrand
sin x+sin 2x+sin 3x= 1.4 cas x+cos 2x..

Lahendada vorrand
oS 2x+cos 6x—cos 8x=1..

Lahendada vorrand.
cos?Z x+cos? 2x+cos23x=1..

Lahendada vorrand
sin 2x-
cCos x

2sin® x+9cos?2x+5 —12=0..

Lahendada vorrand
sin® x cos 3x+sin 3x. cos® x=0,375..
Lahendada vorrand
sin® x4-cos® x=1— % sin.2x:.
Lahendada vorrand
sin* x+cos* x=cos 4x..
Lahendada vorrand
32 cos® x—cos 6x=1..
Lahendada vorrand
¥7

a8 gl 1L
sin® x+cos® x= 55 .

Lahendada vorrand
tan x+tan 2x4-tan 3x=0.

Lahendada vorrand

(1—tan 8) (1—tan x2. tan 2x) 4+ (I'+tan 8) (tan x2+tan 2x) it

(1+tan 8) (1—tan x2.tan 2x) — (1—tan 8) (tan x2+tan 2x)

Lahendada vorrand
ol-n. p sin x b -
sin o

l x x
-10g,; X=C0S o €08 5% ......(105-5 =

(49/50)
(VI, 3.)
(11, k),
X, 3.
(1, 1je
WI, 2.)
(IX, 1),
(X, 3.)
(XII1, 1)
(X, 1)

(49/50):
Lo %L

(I, h.y



152.

153.

A54.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

a61.

a62.

Lahendada vorrand
sin® x4+cos® x=a

ning leida, millise a korral on vorrandil reaalsed lahendid.
(XI, 2))
Lahendada vorrand

{a—1) cos x+ (a+1) sin x=2a. ;B
Lahendada vorrandisiisteem
/ 42sin2x+2cos9y——l <

{ gsinx+3 __ 16

= Tgcosy (111, 1.)
Lahendada wvorrandisiisteem
1 sin?x4-sin?y= ;—
{ x+y= (V,3)
Lahendada vorrandisiisteem

cos f%y- cos x—;y— = %

{ «€0S X cos;yz% . oI, 2.)
Arvutada arctan 2+arctan 3. (XIII, 1.)

Geomeetria

Avaldada tdisnurkse kalmnurga tdisnurga poolitaja pikkus
kaatetite pikkuste kaudu. (IV, h.)

Umber ruudu, mille kiilg 'on @, on joonestatud ringjoon ja
iihte tekkinud vidikestest segmentidest on konstrueeritud ruut
(vi. joon. 3, lk. 109). Leida selle ruudu kiilg. (X 1)
Punktid D, E ja F asetsevad 16igu AB keskristsirgel. Nende
kaugused Igigust AB on vastavalt JAB, AB ja j AB. Leida

£ZADB+ ZAEB+ / AFB. (X111, 2.)
Ringjoon on joonestatud nii, et tema kooluks on vordhaarse
kolmnurga alus a ning puutujateks selle kolmnurga haarad.
Avaldada ringi raadius r kolmnurga aluse a ja korguse h

kaudu. (IV, h.)
Punktide A ja B vaheline kaugus on a. Leida punkti C kau-
gus sirgest AB, kui ZCBAzlE ja ZBAC= %n. (1, 2.)



163.

164.
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Leida tdisnurkse kolmnurga nurgad, kui iimberringjoone ja
siseringjoone raadiuste suhe on 5:2. _ (X, 2.y

On antud kolmnurga kaks kiilge a ja b. Leida kolmas kiilg,
kui antud kiilgedele tommatud mediaanid on omavahel risti..

(I, h)
Avaldada kolmnurga nurga a poolitaja kolmnurga kiilgede
a, b ja c kaudu. (X 3.)

Labi kolmnurga ABC sisepiirkonna mingi punkti on tomma-
tud kolm sirget paralleelselt kolmnurga kiilgedega. Need sir-
ged jaotavad kolmnurga kuueks osaks, millest kolm on kolm-
nurgad pindaladega S;, S, ja S;. Leida kolmnurga ABC
pindala. (N11::2:)

Korrapdrases kolmnurgas ABC vabalt voetud punktist P o
tommatud ristloigud PD, PE ja PF vastavalt kiilgedele BC,
AC ja AB. Arvutada

PD+PE 4 PF

BDYCE+AF * .(XII, L)y
Ring, ruut ja vordkiilgne kolmnurk on vordse pindalaga.
Leida nende kujundite iimbermodtude suhe. (VL 1.)

On antud ruut kiiljepikkusega a. Selle ruudu sisse on joo-
nestatud uus ruut, mille tipud asuvad esimese ruudu kiilgede-
keskpunktides. Teise ruudu sisse on joonestatud samal viisik
kolmas ruut, kolmanda sisse neljas jne. Leida nende ruutude:
pindalade summa, eeldades, et see protsess on I6pmatult jat-
katav. (IV, h.)

Rombi ABCD niirinurga tipust B on tommatud ristloigud BE
ja BF vastavalt kiilgedele AD ja DC. Leida rombi pindala,.
kui BE=a ja EF=b. (Iv, 3.)

Leida vordhaarse trapetsi pindala, kui trapetsi korgus on &
ning haar on nahtav iimberringjoone keskpunktist nurga «
all. 7 (XI, 1.)
Trapets alustega a ja b ning korgusega A on jaotatud alus-
tega paralleelsete loikude abil kolmeks pindvordseks asaks.
Leida nende loikude pikkused ja tekkinud osade korgused.
(v, 2.}
Ringi raadiusele OA kui diameetrile on ehitatud poolringjoon,
mis loikab raadiust OB punktis C. Leida kaarte AC ja AB

pikkuste suhe, kui 4AOB<%. (I, h.)

Leida kesknurk, millele vastava segmendi kool on vordne
segmendi sisse joonestatud suurima ringjoone pikkusega.

(XII, 1.p



475. Ringjoonest kaugusel a asetsevast punktist on ringjoonele
- tommatud puutuja pikkusega 2a. Leida selle ringjoone sisse

joonestatud korrapirase kolmnurga pindala. {XH1:)
176. Konstrueerida 16ik
i S g A
i l/a2+ ) - (X, 1.)

177. On antud nurk ja selles punkt A. Tommata 14bi punkti A sirge
s nii, et tema 10ik nurga haarade vahel poolituks antud punk-
tis. (IV, h)) .
478. Kolmnurga kaks kiilge on a ja b. Leida kolmas kiilg, kui on
teada, et ta vordub temale tommatud mediaaniga. Konstruee-
rida see kolmnurk antud 16ikude a ja b abil. (IV, 2.)

179. Konstrueerida tdisnurkne kolmnurk, kui on antud hiipotenuus
¢ ja hiipotenuusile tommatud kérgus h. Avaldada antud suu-
ruste kaudu kaatetite pikkused ja selgitada, millise & ja ¢
suhte korral on iilesanne lahenduv. (X 410)

180. Kolmnurga kiiljed on a, b ja c. Avaldada nende kaudu selle
kolmnurgaga pindvordse ruudu kiilg x. Konstrueerida:
1) antud kolmnurk (a, & ja ¢ kaudu);
2) ruudu kiillg x (saadud avaldise pohjal);
3) otsitav ruut (kiilje x abil). (VI8

481. Konstrueerida kolmnurk, kui on antud a, ¢ — b jay. (VIII, 2.),
182. Konstrueerida kolmnurk, kui on antud a, ¢ — b ja g. (VIII, 1.)

183. Konstrueerida kolmnurk, kui on antud tema kaks nurka ja
limbermoot. (VIII, 3.)

184. Konstrueerida kolmnurk, kui on antud tema kaks kiilge ja on
teada, et kolmandale kiiljele tommatud mediaan vordub antud
kiilgede geomeetrilise keskmisega. (VI *1.)

485. On antud trapets alustega a ja b. Konstrueerida alustega
paralleelne 16ik ¢, mis jaotab antud trapetsi kaheks pindvord-
seks trapetsiks. Selgitada iilesande lahendamise iihesust.

(v, 3)
486. On antud kaks ringi. Konstrueerida kolmas ring, mille pind-
ala on vordne kahe antud ringi pindalade vahega. - (VII, 1.)

187. On antud kolmnurk ja ristkiilik. Konstrueerida ristkiilik, mille
pindala vordub antud kolmnurga pindalaga ja i{imbermoot
antud ristkiiliku iimberm6oduga. Millistel tingimustel on see
iilesanne lahenduv? Vi1, 1)

488. On antud kaks l6ikuvat sirget s; ja s,. Konstrueerida ring-
joon, mis labib sirgel s, vabalt valitud punkte A ja B ning
Ioikab sirgest s, 10igu pikkusega c. BV, 2)
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Konstrueerida etteantud raadiusega ringjoon, mis puudutab
antud sirget ja antud ringjoont. (IX, 1.}

On antud kolm punkti, mis ei asetse iihel sirgel. Konstruee-
rida kolm paarikaupa puutuvat ringjoont, mille keskpunkti-
deks on antud punktid. (XLEL 1)

Tasapinnal on antud sirge s ning sellest iihel ja samal pook
punktid A ja B. Konstrueerida ringjoon, mis ldbib antud
punkte ja millele sirge s on puutujaks. Millisel juhul on iiles-
andel iiks, millisel juhul kaks lahendit? (IV, 1.)

Milliste tokete vahel voib muutuda geomeetrilise progres-
siooni tegur, kui selle progressiooni kolm jarjestikust liiget on
mingi kolmnurga kiilgede pikkusteks? (XIV, 3.)

Toestada, et
logp+c a+1og.—y a=2 logs.. a log.— a,

kui @ ja b on tdisnurkse kolmnurga kaatetid ja ¢ sama kolm-
nurga hiipotenuus. (XII, 1.)

Toestada, et tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusile tommatud
korguse ruudu poordvéddrtus on vordne kaatetite ruutude
poordvaartuste summaga. (IV, h.)

Toestada, et tdisnurkses kolmnurgas on kaatetite summa
vordne sise- ja iimberringjoone diameetrite summaga. (IX, 2.).

Taisnurkse kolmnurga ABC tdisnurga tipust C tommatakse:
korgus CK ja nurga ACK poolitaja; 10igaku viimane hiipo-
tenuusi punktis E. Kaateti AC keskpunkt olgu D. Sirgete DE
ja CK loikepunkt olgu F. Toestada, et 16igud BF ja CE on

paralleelsed. (IX, 3.}
Toestada, et kolmnurga nurk y= %, kui kolmnurga pindala
$i Budi-at (XIII, L)

4

Toestada, et mistahes kolmnurgas iimberringjoone raadius ei
ole vdiksem siseringjoone raadiuse kahekordsest. (IX, 1.)

Toestada, et kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkti
kaugus kiiljest BC on 2 korda véiksem kui korguste loike-
punkti kaugus tipust A. (XIII, 2.)

Punkt M on kolmnurga ABC kiilje BC keskpunkt. Nurga
AMB poolitaja 16ikab kiilge AB punktis. E ja nurga AMC poo-
litaja kiilge AC punktis D. Toestada, et kolmnurk AED ja

kolmnurk ABC on sarnased. (I11: 323 -
Toestada, et kolmnurk on vordhaarne, kui. tema. kaks nurga-
poolitajat on vordsed. (X, 3.)



202. Toestada, et '’kolmnurgas ABC
2 =bc—b'c!,

kus [, on nurga poolitaja, " ja ¢ 16igud, milleks nurga-
poolitaja I, jaotab kiilje.a. (VI, 1.; XIII, 1.)

203. Vordkiilgse kolmnurga B
ABC killjed on jaotatud
kolmeks wvordseks osaks,
kusjuures iga tipp on
tihendatud vastaskiilje iihe
jaotuspunktiga joonisel 1
naidatud viisil. Avaldada
kolmnurga ABC pindala
kolmnurga KLM pindala
kaudu. (XIV, 3.)

204. Roopkiilikus ABCD on
punktid K, L, M ja N vas-
tavalt kiilgede AB, BC, CD
ja AD keskpunktideks. Loi- $ai. 1
gud AL, MB, CN ja DK
moodustavad [oikumisel nelinurga. Toestada, et see nelinurk
on roopkiilik ja leida tema pindala, teades, et roopkiiliku
ABCD pindala on Q. (25000000

205. Toestada, et rocpkiiliku sisenurkade poolitajad moodustavad
loikudes ristkiiliku, mille .diagonaalid on vordsed roopkiiliku
kahe ldhiskiilje vahega. (1.1

206. Roopkiiliku ABCD tipp C on iithendatud sirgloikude abil kiil-
gede AB ja AD keskpunktidega. Toestada, et need sirgloigud
jaotavad diagonaali BD kolmeks vordseks osaks. (XI, 2.)

207. Roopkiiliku ABCD kiilg AD on jaotatud n vordseks osaks.
Esimene jaotuspunkt P ja tipp B on ithendatud sirgega, mis
loikab diagenaali AC punktis Q. Toestada, et

3
AQ=-1-4Ac. (1 h)
208. Toestada, et kumeras melinurgas ldhiskiilgede keskpunktide

ithendamisel tekib réopkiilik. (VIII, 2.)

209. Olgu kumera nelinurga ABCD kiilgede AB ja CD keskpunk-
tideks vastavalt punktid E ja F. Loigud AF ja DE loikuvad
punktis G ning léigud BF ja CE punktis H. Toestada, et
kolmnurkade AGD ja BHC pindalade summa on vordne neli-
nurga .EHFG pindalaga. (VIII, 1.)
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On antud roopkiilik ABCD. Kiiljega AB paralleelne sirge 16i-
kab kiilgi BC ja AD ning diagonaali AC vastavalt punktides
K, M ja L. Toestada, et kolmnurgad ABK ja ALD on pindvord-
sed. : (XII, 3.)

Toestada, et trapetsi diagonaalide ruutude summa on vordne
trapetsi haarade ruutude ja aluste kahekordse korrutise sum-
maga. (VIII, 3.)

Trapetsi alusnurkade summa on % Toestada, et selle trapetsi

aluste keskpunkte iihendav 16ik on vordne aluste poolvahega.
(XI, Ly

Toestada, et vordsete diagonaalidega trapets on vordhaarne.

Ringjoonele, mille diameeter on AB, on tommatud puutuja’
sellel ringjoonel vabalt voetud punktist C. Punktist A on tom-
matud puutujale ristloik AD ning kool AC. Toestada, et
16ik AC poolitab nurga DAB. (49/50)

Toestada, et ringjoon, mis ldbib korrapidrase viisnurga kaht
korvuti asetsevat tippu ja tema iimberringjoone keskpunkti,
l1dbib ka selle viisnurga samadest tippudest viljuvate diago-
naalide loikepunkte. (VIIIL, 1.)

Kahel korrapidrasel kolmnurksel piiramiidil on {ihine kor-
gus h. Kummagi piiramiidi tipp asub teise piiramiidi pohja
keskpunktis. Piiramiidide kiilgservad loikuvad. Nurk kiilg-
serva ja korguse vahel on iihes piiramiidis a, teises p. Mda-
rata piiramiidide {ihise osa ruumala. (XII, 1.)

Korraparase tetraeedri pohja tipud ja korguse keskpunkt on
ithendatud sirgetega. Toestada, et need kolm sirget on iikstei-
sega risti. (1V, 2.)

Réoptahuka tahkudeks on vordsed rombid, mille kiilje pikkus
on a ja teravnurk a. Avaldada selle ro6ptahuka ruumala, kui
rooptahukal leidub kaks kolmetahulist nurka, mille koik tasa-
nurgad on teravnurgad. (IV, h.)

Kerakujulise ballooni seinad paksusega a on valmistatud
materjalist tihedusega b. Balloon on tdidetud vedelikuga,
mille tihedus on ¢. Milline peaks olema ballooni sisemine raa-
dius r, et ballooni asetamisel vedelikku tihedusega d oleks
balloon holjuvas asendis? Millist tingimust peavad rahul-
dama suurused b, ¢ ja d, et iilesandel oleks motet? (XV, 3.)

Porandale on asetatud kolm kera vordsete raadiustega r, nii
et nad puudutavad iiksteist. Nendele toetub neljas kera, mille °
madalaim punkt on porandast 3/, r korgusel. Kui suur on nel-
janda kera raadius? (49/50)



LAHENDUSED

. Et vool kannab iihtlaselt edasi nii parve kui ka paati, siis -
kulub paadil sdiduks sadamast poordekohani sama palju aega
kui soiduks poordekohast ujuva parveni. Jarelikult soitis paat
kohtamiseni 20 minutit ja et selle ajaga ldbis parv 1 Kkilo-

1000_:50 (%)

meetri, siis on voolu kiirus <0
. Autol oleks kulunud !/, tundi selle tee 1dbimiseks, mille t66li-
sed kaisid jalgsi. Et jalakdijate kiirus on 10 korda véiksem
auto kiirusest, siis kulus nendel selle tee Idbimiseks 10 korda
rohkem aega kui autol, s. o. 5 tundi. Jarelikult 16ppes t66 sel
pédeval 5 tundi varem.

. Vladivostokist Moskvasse soitev rong kohtab vastutulevaid
ronge iga 12 tunni jarel. Kui eeldada, et Moskvast ja Vladi-
vostokist vdljuvad rongid samaaegselt, siis kohtab Vladivos-
tokist Moskvasse soitev rong esimest vastassuunalist rongi
jaamast véljumise momendil ning viimast rongi Moskva
jaama saabumise momendil. Seega kohtab Vladivostokist
Moskvasse soitev rong oma teel 41 vastassuunalist rongi.
Eeldades aga, et rongid véljuvad Vladivostokist ja Moskvast
erinevatel aegadel, saame iilesande vastuseks 40.

. Olgu kolm jarjestikust tdisarvu n—1, n ja n+1, kus n on
mistahes tdisarv. Nende arvude kuupide summa

(n—1)3+nd+ (n4+1)3=3(n®+2n).

Et saadud korrutis jagub 3-ga, siis ka mistahes kolme jar-
jestikuse tédisarvu kuupide summa jagub 3-ga.

. Olgu vaadeldav murd

(2n—1)2— (2n,—1)?
(2n—1)24+(2n,—1)2’

mida teisendades saame

4(n2—n—n? +n)

2(2n2—2n+2nf —2n,41) °

45
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Pdrast taandamist 2-ga jddb murru lugejasse paarisarv
2(n2—n—n; +ny), nimetajasse aga paaritu arv 2n?—2n+
49217 —2m41. Seega pole esialgse murru teistkordne 2-ga
taandamine voimalik. Jérelikult saab vaadeldavat murdu
taandada 2-ga, kuid ei saa taandada 4-ga.

Olgu viis jarjestikust tdisarvu

n—2,n—1,n,n+l jan+2,

kus n on mistahes tdisarv. Nende arvude ruutude summa
(n—2)2+ (n—1)24+n%2+ (n+1)2+ (n+2)2=5n2+10.

Seega tuleb nédidata, et 512410 jagub 5-ga, kuid ei jagu
25-ga. Kuna 5-ga jaguvus on ilmne, siis jdab ndidata, et
5n%+10 ei jagu 25-ga ehk n?+2 ei jagu 5-ga. Kuna iihegi
tdisarvu ruut ei 16pe numbriga 3 ega numbriga 8, siis n2+2
ei jagu 5-ga.

Lahendame iilesande kahel viisil.

I. Téhistame n(n®+45)=N. Vaatleme arvu n suhtes jargne-
vaid voimalusi:

1) kui n=6k (siin ja edaspidi k=0, =1, £2,...),

siis N=6k (36k2+5);

2) kui n=6k+1, siis N=6(6k+1) (6k2+2k+1);
3) kui n=6k+2, siis N=6(3k+1) (12k2+8k+3);
4) kui n=6k+3, siis N=6(2k+1) (18k2+18k+7);
5) kui n=6k+4, siis N=6(3k+2) (12k2+16k+7);
6) kui n=6k+5, siis N=6(6k+5) (6k2+ 10k +5).

Siit ilmneb, et koigil vaadeldud juhtudel jagub n(n2+3)
6-ga. Et nende juhtudega on holmatud 6-ga jaguvuse suhtes
arvu n koik voimalused, siis ongi véide toestatud.

II. Teisendame antud avaldist jargmiselt:

n(n?+5)=n[(n—1) (n+1) +6]=(n—1)n(n+1) +6n.

Et kolmest jarjestikusest tdisarvust vihemalt iiks jagub 2-ga
ja vahemalt iiks 3-ga, siis jagub korrutis (n—1)n(n+1) 6-ga.
Kuna ka 6n jagub 6-ga, siis n(n®+5) jagub 6-ga.

Avaldis n®—5n®+4n on esitatav viie jarjestikuse tdisarvu kor-
rutisena

(n=2) (n—1)n(n+1) (n+2).

Et viie jdrjestikuse tdisarvu hulgas leidub vahemalt iiks arv,
mis jagub 2-ga, iiks arv, mis jagub 2-ga, iiks arv, mis jagub
4-ga, ja iiks arv, mis jagub b5-ga, siis jagub avaldis -
(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2) korrutisega 2-3:4-5, s. o.
120-ga.



F it

(a+b+c)3=a3+b3+c*+2(ab?*+ac*+a?b+ a’c+ bc? + b%c) +
+6abc,

siis

al+b3+cd=(a+b+c)3—3ab(a+b) +ac(a+c)+bc(b+c)]+
+6abc.

Kuna a+b+c¢ jagub eelduse pohjal 6-ga ning 6abc jagub ka
6-ga, siis jadb veel ndidata, et

ab(a+b)+ac(a+c)+bc(b+c) (1=
jagub 2-ga.

Ulesande tingimuste kohaselt a+b+c¢ jagub 6-ga. Jare-
likult on arvud a, b ja ¢ kas koik paarisarvud voi on ainult
iiks neist paarisarv. Seetottu on summa (1) igas liidetavas
vahemalt iiks paarisarvuline tegur. Jarelikult jagub summa
(1) 2-ga ning avaldis a®+b%+c® 6-ga.

. Antud murru lugeja ja nimetaja ithistegurid on ka avaldise
p(l4n+3) +qg(21n+4) ,
tegureiks kordajate p ja g mistahes véartustel. Olgu p=3 ja
q=—2, siis on

3(14n+3)—2(21n+4) =1,

millest jéreldub, et iihistegureiks saavad olla ainult arvud
+1. Seega ei ole antud murd taandatav.

. Kirjutame iilesandes antud summa kujul

(N™ + (7)) ehk (7)? (787 +1).

Arv 6-72=2058 jagub 2-ga, kuid ei jagu 4-ga. Et arvu 7 ast-
med, kus astendajaks on 4-ga mittejaguv paarisarv, lopeb
9-ga, siis arv 75°"° 1opeb 9-ga. Seega 16peb arv 7572+ 1 nulliga
ning antud summa jagub 10-ga.

. Viikseim arv, mis jagub arvudega 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, on
nende arvude véikseim iihiskordne 2520. Et otsitava arvu
jagamisel 2-ga, 3-ga, ..., 9-ga tekib jdak, mis on iihe vorra
vaiksem jagajast, siis on otsitav arv 2520—1, s. 0. 2519.

Kuigi {ilesandes on noutud leida

6 6 9.l o 6

5779t -+ moa _£(2n+3)(2n+5)’ (1)
lahendame iilesande koigepealt iildjuhul, s. t. leiame valemi

n
6
2 (2n + 3)(2n 4 5)

n=1

17,
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arvutamiseks. Selleks arvutame osasummad:

6
SI: 35 ?
6 6 12
S=xts~n
mille pohjal oletame, et
6n - 6n
Sn= (n+2)-10+5  5(2n+5) ° (2)

Toestame valemi (2) digsuse matemaatilise induktsiooni mee-
todil. Oletame, et seos (2) kehtib n=*% korral, s. t.

6k
Se= 5(2k+5) *

ning nditame, et see kehtib ka n=k+1 korral. Selleks feiame

6 6 6 6

SkH‘=:5—-—7—- + 7——9- Sy 2 (2k+3) (2k+5) + (2k+5) (2k+T7) i

6 _ 6(k+1)
(2k+5) (2k+7) ~— 5(2k+T7)

=S, +

Pole raske veenduda selles, et viimane avaldis on saadav
valemist (2), asendades seal n summaga k+1. Seega seose
(2) kehtivusest mingi tdisarvu n=£% korral jareldub selle keh-
tivus jargneva tdisarvu n=~k+1 korral. Et seos (2) kehtis
n=2 korral, siis kehtib ta dsja toestatu pohjal n+1=2+1=3
korral. Samuti jargneb seose kehtivusest n=3 korral seose
kehtivus n+1=4 korral. Jne. Seega kehtib seos (2) mistahes
positiivse tdisarvu n korral.

Kasutame &sja toestatud valemit (2) iilesandes antud
summa (1) arvutamiseks.

é 6 cAln 6n s 53
= (2n+3) (2n+45) L (B (2mieE) 3

Et 1000 000= 105, siis iilesande tingimuste kohaselt
1000 000 = (4 +4+/4)4+V4,

Et kahe neljakohalise arvu summa on viiekohaline arv, siis
peab summa esimene number olema 1, s. t. m=1. Neljandate
jarkude liitmisel kas

s+m+1=10+40 voi s+m=10+o0
ehk, arvestades, et m=1,
s—0=8 (1) voi s—o0=9 (2).



Seos (1) kehtib, kui s=9 ja o=1 vdi s=8 ja 0=0. Et aga
m=1, siis vastavalt iilesande tingimustele o 4 1. Juhul, kui
s=8 ja 0=0, jareldub seostest

e+0+1=10+n voi e+o0=104n,
et
e+n=9 voi e—n=10.

Vordus e+n=9 saab kehtida, kui e=9 ja n=0. Et aga o on
juba null, siis n 7 0 ning 6/9 Ilmselt ei saa kehtida ka
vordus e—n=10. Jéarelikult ei saa kehtida seos (1) ning jaab
iile, et peab kehtima seos (2), s. t. peavad leiduma niisugused
s ja o véirtused, et s—o0=9. Siit s=9 ja 0=0. Seni saadud
tulemuste pohjal

9 end
kiarie
VIO Bk

Viimasest ilmneb, et n+r > 10, sest vastasel juhul peaks e=n
(vt. kolmandate jarkude lntmlst) mis on aga vastuolus iiles-
ande tingimustega. Jérelikult n=e+ 1. Arvestades eelnevat,
saame vordustest
n+r=10+e ja n4+r+1=10+e,

et r=9 voi r=8. Eespool aga leidsime, et s=9, jarelikult
r 72 9. Seega r=8 ning n+r+1=10+e. Viimasest jareldub, et
esimeste jarkude liitmisel toimub iilekanne, s. t. d+e=10+y.
Arvestades varem leitud suurusi, saab e olla kas 2, 3, 4, 5,
6 voi 7 ning n vastavalt kas 3, 4, 5, 6, 7 voi 8. Voimalus e=7
ja n=8 on vastuoluline, kuna r=8. Et erinevatele tdhtedele
vastavad erinevad numbrid ja

d+e=10+y ning d+e>11, siis
ainsateks sobivateks vdartusteks on e=5, n=6 ja d=7. Seega

9506 7
1085

10652
Mirkus. Vaadeldud tiiipi iilesannete lahendamist vt.

1) U. Kaasik. Loogilistest keerdiilesannetest. «Noorus», 1963,
nr. 5, lk. 49—51.

2) Tartu Riiklik Ulikool. Mittestatsionaarne matemaat:kakool
1966, nr. 6.
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16.

Teiste jarkude liitmisel ilmneb, et e=0 v6i e=5. Samast jérel-
dub, et y+n+n<10. Seega 2n+y=y, millest n=0. Jare-
likult e=5 ning {+2e=10+¢, s. t. toimub iihe ithiku iilekanne
jédrgnevasse, s. 0. kolmandasse jarku.

Et viiendate jarkude liitmisel saadakse summaks s, aga
mitte [, siis f+1=s.

Kolmandate jarkude liitmisel saab tulla iilekanne kas 1 voi
2, seega peab taht o olema kas 9 voi 8, sest vastasel juhul ei
toimuks neljandate jarkude liitmisest iilekannet viiendasse
jarku. Jarelikult

o0+1=10+i voi 0+2=10+1,
millest

0—i=9 voi 0—i=8.
Viimaste vorduste pohjal
kas 0=9 ja i=0

voi 0=9 ja i=1

voi 0=8 ja i=0.

Kuna n on juba 0, siis viimasest kolmest voimalusest jdab
piisima vaid teine, s. 0. 0=9 ja i=1. Uhtlasi jadreldub siit, et
kolmandate jarkude liitmisel toimub kahe iihiku iilekanne nel-
jandasse jarku, s. t.

r+2t4+1=20+x.
Siit
r+2t=19+x,
millest

r+2t > 21.

Viimasest vorratusest leiame, et suuruse ¢ jaoks sobivad vaid
vaartused 7 ja 8. Kasutades seost

r+2t=19+zx,

koostame jargmise tabeli:




17.

18.

Seose s=f+1 pohjal =2 ja s=3 vdi =3 ja s=4. Sel juhul
sobivad tabelis olevatest vidartustest vaid

1=8, r=7 ja x=4
ning vastavalt

=2 ja s=3.
Seega

29786
+ 850

850

31486.
Uhekohalisi arve on 9, nendes numbreid 9,
kahekohalisi gt o 90, & o 180,
kolmekohalisi G¥L 900. i3 5 2700,
neljakohalisi vl a0 e % 36000,
viiekohalisi s o L OOOEN) # g 450000,
kuuekohalisi SRR 110,01, 55 ¥ 5400000.

Vottes jada elementideks koigi jarjestikuste tdisarvude
numbrid kuni kuuekohaliste arvudeni, neist esimene (100000)
kaasa arvatud, saame 488889-+6=488895 liiget (numbrit).
Kuni miljonenda liikmeni jdib puudu 511105 liiget (numb-
rit), millest saab moodustada 511105:6=85184 (jaak 1)
kuuekohalist arvu. Seega on viimane kuuekohaline arv, mille
koik numbrid tuleb vGtta jada elementideks, 100000+ 85184 =
=185184. Et jagamisel oli jdik 1, siis tuleb jargnevast arvust
(185185) votta vaid esimene number, mis on 1.

Jérelikult seisab jadas miljonendal kohal number 1.

Tegurid 50 ja 100 annavad korrutise 16ppu kumbki kaks nulli,
iilejadnud tdiskiimned aga igaiiks iihe nulli. Seega annavad
taiskiimned 10—100 korrutise 16ppu 12 nulli. Numbriga 5
Ioppevatest teguritest 25 ja 75 annavad korrutise 1oppu
kumbki 2 nulli, {ilejddnud aga igaiiks {ihe nulli. Seega anna-
vad koik 5-ga 16ppevad tegurid korrutise 16ppu 12 nulli. Jére-
likult kogu korrutis 16peb 24 nulliga.

19. Viga tekkis vorduse a(b—a) = (b—a) (b+a) jagamisel vahega

20.

of

(b—a), mis on null.
Et

(a—0) (a+b) (a®+b?) (a*+b*) (a®+b®) (a'®+b'°) (a4 5%2) X
3% (a64+b64) =0128—b128,
siis otsitav jagatis on a—b.

51



21.

22

23.

24.
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Viga tekkis juurimisel, kus vorduse paremast poolest on voe-
tud aritmeetiline juur, vasakust poolest aga algebraline juur.

Miérkus. Aritmeetilisest juurest vt.

1) S. Baron. Moningatest vigadest keskkooli matemaatika
opetamisel. Matemaatika metoodiliste artiklite kogumik II,
Tallinn, 1964, 1k. 13—15.

2) B. JI. TonuyapoB. Havansnasi aare6pa, Mocksa, 1960, ctp.
309—310.

3) C. HU. HooceaoB. CneinaabHblii KYypC 3JeMeHTAapHOH aJ-
re6pbl, MockBa, 1958, crp. 112—113.

Teisendame antud avaldist jargmiselt:
a3+a4b4+b8=(a4+b4)2—a4b4=

= (a*+b*—a2b?) (a*+ b*+a2b?) =
=[(a2+b2)2—a?b?][a+b2)2—3a2?]= _ 3

= (a%2+b2—ab) (a®+b2+ab) (a®+b*— /3 ab) (a®+b%+ /3 ad).
Et sulgavaldised pole reaalarvude vallas tegureiks lahutata-
vad, siis on iilesanne lahendatud.

Teisendame antud avaldist jargmiselt:

(a+b+c)3—ad—b3—c3=[(a+b+c)—a’]— (b3+c3) =
=(b+c)[(a+b+c)2+a(a+b+c)+a?—b2+bc—c?]=

= (b+c) (3a2+3ab+3bc+3ac) =3(b+c)[(a+b)a+c(a+b)]=
=3(a+0b) (b+c) (a+c).

Lahendame iilesande kahe! viisil.

1. Kasutades aritmeetilise progressiooni summa valemit,
arvutame vorduse vasakul poolel olevate liikmete summa S,
ja paremal poolel olevate liikmete summa Sp:

24 (n2
Sim ”_';"ﬁ)_ (n+1)=n3+ gn2+ ’%‘

S,= (n"’+n+12)+(n2+2n) %

3
=n¥+ 3 n?+ % »

Et S,=S,, siis on védide toestatud.

II. Kirjutame vorduse vasakul poolel oleva esimese liikme
n? summana n+n-+ ... +n, kus liidetavaid on n. Lisame saa-
dud summast iihe liidetava kaupa suuruse n vorduse vasaku
poole igale iilejddnud liidetavale, mida on arvult n. Tulemu-
sena saamegi vorduse paremal poolel seisva avaldise.

Teisendame antud avaldist jargmiselt:

a(a+1)(a+2) (a+3)+1=a*+6a%+11a%2+6a+1=
= (a2+3a)?+2(a%+3a)+ 1= (a?+3a+1)2



26.

27;

28.

29,

Antud vordust kahega korrutades ja sobivalt riihmitades
saame

(@a—b)%2+ (a—c)?+ (b—c)2=0.
Et ruutude summa saab olla null vaid siis, kui liidetavad ise
on nullid, siis jarelikult
a—b—=¢
Ulesandes esitatud viite toestamiseks on tarvis niidata, et
antud hulkliiget saab kirjutada korrutisena, milles esinevad
tegurid (b—c), (c—a) ja (a—b). Selleks teisendame hulk”
liiget jargmiselt:
a3 (b%2—c?) +b3(c2—a?) + 3 (a2 —b?) =ad(b+c) (b—c) +
+b3c2—b%a?+c®a?—c3b?=ad(b+c) (b—c) + b2 (b—c) —
—a?(b3—c®) = (b—c) (a®b +a’c+ b2 —a?h?—a%bc —a2c?) =
=(b—c) (a—0b) (a®b+a?c—bc?—ac?) =
= — (b—c) (a—b) (c—a)[ac+b(c+a)]=
=—(b—c)(a—0b)(c—a) (ac+ab+bc).
Tostes vorduse a+b+c=0 ruutu, saame
a2+ b2+ c?2+2(ab+ac+bc) =0
ja et
24524 c?=a,
siis
a=—2(ab+ac+bc).
Sellest vordusest saame, et
a?2=4(a?b?+a%c?+ b%c?) +2abc(a+b+c)
ehk
a?
7 = b +atc?+b2c.
Tostes v6rduse a®>+b%2+c?2=aqa ruutu, saame, et
at+ b4+ —2(a2b2+ a?%c?+ b2c?),
kust eelmlse vorduse pohjal

a*+bi+ct= ;—2
Olgu antud ruutvorrandi lahendid x, ja x,. Siis x;+xo= — Zja
Fexs— €. Otsitava ruutvorrandi lahendid on — L_]a - %
I
Kasutades Vieta valemeid leiame otsftava vorrandi kordajad
b
3 _L_L) R g el
Xy X)X 1 Xy & ¢!
a
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30.

31.

32.

s(_l).(.__’_)_L_._'__i’.
* 5 BT S wlted i
a

Otsitav vorrand on
K2 i Sk
e o

ehk
cx?—bx+a=0.
Vieta valemite pohjal
, { pPg=q

P et
Vaadeldes saadud vordusi vorrandisiisteemina suuruste p ja

g suhtes saame, et
p=q=0 voi p=—q=1.

Gres ¢ i
Et xi+x,= — 5 NIng xjxp= —, Slis
_l_ + i _ (xyFx)2—2xxy _ b2—2ac
xf x% (x1x9)2 c?
ja

X1 42105 4+ X2 = (X7 + X3 ) 2— (X1x2) 2=
e 2 _q2c%

=[(x14%2)* — 221 %P — (x1%0) 2= W :

Teisendame antud vorrandi tegurite rithmitamise teel kujule

(x245x) (x24-5x+6) =8.

Tehes niiiid asenduse

X24+5x+3=y,

saame vorrandi

(y—3) (y+3) =8,

millest

Hs=EN 1T,

Seega s
xX5=—25+V3254+ V17,
Xoa=—2,5+V 325 V17.



33. Teisendades antud vorrandi kujule

35.

(2+x—2) (x2+x—12) =144
ning tehes asenduse
24x—2=y,

saame esialgsele vorrandile kuju
y(y—10) =144,

millest

y1=—8 ja y,=18.

Esialgse vorrandi lahendid on
x1=4, Xg=—3>.

Korrutades antud vorrandit arvuga 16, saame
(8x+7)2(8x+6) (8x+8) =72.
Tehes viimases asenduse

8x+7=y
ning avades sulud, saame ruutvorrandi y? suhtes
yt—y?—72=0.

Viimase vorrandi lahenditest

(¥ =9, (¥*)2=-8.

Teine on vastuoluline. Seega

y1=3 ja ys=-—3

ning vastavalt

x=-—0,5, x,=—1,25.

Kirjutame antud vorrandi kujul
(3x+2)4— (2x+3)*=(4x—2)*— (2x—4)*.

Kasutades ruutude vahe valemit, teisendame vorrandi moéle-
mad pooled korrutiseks

S(x—1)(x+1) (13x24+24x+13) =12(x—1) (x+1) (20x2—
—32x+20).

Siit

sk a=—=1
ning
25x2—72x—25=0,
millest

Xs4=1,44+/3,0736.



36.

37.

Jagades antud vorrandi avaldisega x*(x=0 ei ole lahendiks)
ning rithmitades liikmed sobivalt, saame vorrandi
(M4 5) +5(3— %) —20(x— ) —1=0, ()
Tahistades

1
e e =Y

ja leides y?, y3 ning y*, saame viimastest seosed
1 \ 1
P— F=4+3y ja '+ 5 =y'+4y°+2,
mis lubavad vorrandi (1) kirjutada kujul
y*+5y°+4y?—5y+1=0. (2)

Vorrandit (2) teisendame analoogiliselt esialgsega: jagame
teda avaldisega y? (y # 0), rithmitame, teeme asenduse
1

| e gl

mille tulemusena saame vorrandi

22+ 5z2+6=0. (3)
Leidnud, et z;=—2 ja z,=-—3, arvutame asendusvalemite
x—)‘; =y ja y—i:z abil esialgse vorrandi lahendid. Need on

»SU-YD =V T2V »yaZ —(1+V2) £V 7+2v2
2 i s 2 :

X1, 2

_ 3=V =V3-6vis i —(3+V13) £V 38+46VI3
SR ) 7.8 .

&
5,6 > - 1

Miarkus. Vaadeldud vorrand kuulub nn. p66rdvor-

randite hulka, mille kohta vt.:

1) H. Espenberg. Poordvorrandid. Matemaatika metoodiliste
artiklite kogumik II, Tallinn, 1964, 1k. 81—83.

2) G. Kangro. Korgem algebra, Tallinn, 1962, 1k. 295—299.

3) C. Y. HoBocenoB. CnienigaabHblil KypcC 3JeMeHTapHOH aiare6-
pel, MockBa, 1958, crp. 329—331.

Tostes vorrandi moélemad pooled kuupi ning lihtsustades,
saame vorrandi

3 ;PN 3
Vx(2x—3) [\/x+ \/2x—3] =3(x—1).

Et nurksulgudes olev avaldis on esialgse vorrandi vasak pool,
siis



38.

\3/12(x— 1) (2x—2) =3(x—1),

millest
(x—1) (x—3)2=0
ja

x=1 Th=—3,
Esitame kaks lahendusviisi.

I. Jéttes iihe juuravaldise vasakule, tostame vorrandi
ruutu ja koondame. Samal viisil vabaneme jérelejdanud kee-
rulisemast juuravaldisest. Koondamisel saame identsuse
0=0. Sellest jdreldub, et vorrandit rahuldavad koik need
x vadrtused, mille korral vorrandis esinevad juured on arit-
meetilised, s. t. juurealused avaldised on mittenegatiivsed:

x—120; x+3—4vx—12>0; x+8—6Vx—1>0.

Et kahe mittenegatiivse arvu summa peab vorduma iihega
(vt. vorrandit), lisanduvad eelnevatele tingimustele veel kaks
vorratust

0<V x+3—4vx—I<l ja 0<V x+8—6vr—I<I.

Viimaste vorratuste lahendamisel ilmneb, et need ei anna eel-
nevatele tingimustele uusi juurde.
Esimesest kolmest vorratusest saame:

w2l 2€xy< 10;  5<x<UT

Seega on antud vorrandi lahenditeks koik need x vaartused,
mille korral on rahuldatud vorratus 5<x<10.

II. Esialgse vorrandi saab kirjutada kujul

V(Vle—2)2+ V (Vx—1-3)2=1

ehk, arvestades ainult aritmeetilisi juuri,
jvx—1-2|+ |vx—1-3| =1

Vorrandi edasisel lahendamisel tuleb vaadelda nelja juh-
fumit:

1) vx—1-220 ja vx—1-32>0, s. t. x>5 ja x>10,
millest x>10. Sel juhul saab vorrand kuju
Vx—1—24+yx—1-3=1,

millest
x=10.

57



39.

9) vVx—1-230 ja Vx—1-3<0, s. t. x5 ja- 2<10,
‘millest 5<x<10.

‘Vorrand

VA—1>=2- Vx—143=1

on samasus. Jarelikult on lahendeiks koik x védrtused, mis

rahuldavad vorratust 5<x <10.

3) Vx—1—-2<0 ja vx—1-32>0, s. t. x<5 ja x>10.

Joudsime vastuolule, seega vorrandil

—Vi—1+2+Vx—1-3=1
‘lahendeid ei ole.

4) Vx—1-2<0 ja vx—1—-3<0, s. t. <5, x<10, millest
iR

Vorrandi
—VX—142—Vx—1+3=1
lahendiks on x=>5.

Seega on esialgse vorrandi lahendeiks x véartused, mis
rahuldavad vorratust 5<x <10.

Vabanedes juurtest, saame vorrandi
xt—2ax2—x+a?—a=0,

mida vaatleme ruutvorrandina a suhtes:
a?— (2x2+1)a+x*—x=0.

Viimase vorrandi lahendid on:
a=x24+x+1, ap=x2—x.

‘Vaadeldes viimati saadud seoseid suuruse x suhtes ruutvor-
randitena, saame antud vorrandi lahendeiks:

X1, 2=0,5+1va+0,25,
X3, 4= —O,Si Va—0,25

40. Siisteem on teisendatav kujule

{ 2(x+y) (x2—xy+y?) =2
y(x+y)2=2.



Lahutades siin esimesest vorrandist teise ja arvestades, ef
x+y#0, saame

2x%2—3xy+y?=0
ehk
(y—2x) (y—x) =0.
Viimasest
Y1=2x ja y,=x.
Seega antud vorrandisiisteemi lahendite hulk * on:
(FVE 1V3), GVE ).
41. Tehes antud siisteemi esimeses vorrandis asenduse
x+y=2z2,
saame ruutvorrandi
22242z+4+1=25,
millest
21=3; 2= =4.

Kasutades eespool tehtud asendust ning antud siisteemi teist
vorrandit, saame vorrandisiisteemid:

x+y=3 x+y=—4
{ X —y?=3, { ¥2—y*=3,
millest leiame lahendite hulga
@1, (=28 ~15))
42. Jagades siisteemi esimese vorrandi teisega (x—y7#~0), saame
vorrandi
9 5

(x+9)? ~ 242"
Vaadeldes viimast ruutvorrandina x suhtes, leiame, et

y
x,=2y, Xo= o

Antud vorrandisiisteemi lahendite hulk on:
2. 0, (=1 —~2)).

43. Lahutades kahekordsest esimesest vorrandist teise vorrandi,
saame xy suhtes ruutvorrandi

(xy)2—5xy+6=0,

* Siin ja edaspidi on vorrandisiisteemi lzhendid esitatud sulgudes hul-
kadena.
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mille lahenditeks on
(xy)1=2, (xy)2=3.

Asendades saadud tulemused esialgsetesse vorranditesse,
leiame antud vorrandisiisteemi lahendite hulga:

{(VZ v2), (-VZ —V2), (EYTI_Z XPT?)
(_G_VE. _ﬂ—l}
i B 17 3

44. Tahistades

xy

1 a?+1
g e
Goall
el Tha
Siit u;=a u=—l— v,;=b v=i
1 ) 2 a’ 1 y 2 R

Lahendame niiiid vorrandisiisteemi

x+y _
Xy
X—y
Xy

u

¥

x ja y suhtes:

2 R
ey y—'u+v'

X¥=

Et u ja v voivad omandada teineteisest soltumatult varem
leitud véartusi, siis

1) kui [ u=a siis | x=

a—b
o=p, = a-2|-b tingimusel |a|#|b]|,
9) kui [ u= + siis {x2= x4
1 9abh S
Jded Bl L ;ib tingimusel |a|7/|b],
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45.

46.

3) kui [ u=a siis
iyl
o B
4) kui e siis
a
v=b,

Teisendades antud siisteemi kujule

(Xx+y) —Vxy=7
Vxy(x+y) =78

ja tahistades

Xx+y=t ning \/J_c?=v, X

saame vorrandisiisteemi
t—v=7

{ VL=178,

mille lahendiks on

t=13, v=>6

X3=

Ys=

X4=

Ys=

2b
ab—1
2b
ab+1

2a
| —ab

2a
1+ab

tingimusel |ab|#1,

tingimusel |ab | #1.

(t=—6, v=—13 ei sobi, sest x+y>0).

Antud vorrandisiisteemi lahendite hulk on:

{(9; 4), (4 9}

Anname teisele vorrandile kuju

xy+xetyz _
xyz o

ehk
xXYy+xz+yz=xyz.
Bt
xy+xz+yz=217,
siis

XHe—21,
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47.

48.

62

millest

e

yz=

Teisendades kolmanda vorrandi kujule
x(y+2) +yz=27

ning asendades siin
Yy4+2=9—x ja yzz“g,

saame kuupvorrandi
x3—9x24-27x+27=0
ehk

(x—3)*=0,

millest x=3.
Siisteemi lahendite hulk on {(3; 3; 3)}.

Et abc # 0, siis ka a #0, b # 0, ¢ # 0 ning antud vérrandi-
siisteemi voib esitada kujul

1 1 1
Ty e
1 1 1
T3
1 1 1
EX i
Siit
( 2abc 2abc 2abc )
ac+bc—ab’ ab+bc—ac ' ac+ab—bc/’

kus ac+bc—ab # 0, ab+bc—ac # 0 ja ab+ac'—bc;a'é 0.
Kirjutame esimese vorrandi kujul
x+y=a-—z

ja tostame selle molemad pooled ruutu ning kuupi. Tulemu-
sena saame kaks uut vorrandit

(F*+y?) +2xy=a2—2az+22
ja
(**+4°+2°%) +3xy (x+y) =a®—3a?z+3az2.



Tehes vastavad asendused siisteemi esimesest, teisest ja kol-
mandast vorrandist ning koondades, saame siisteemi

xy=z(z—a) $
xy(a—z)=az’—a?z.

-

Elimineerides korrutise xy, jbuame vorrandini

2%2(z—a) =0,

millest

Zy=d;"2=0. .

Leides vastavad x ja y vdidrtused, saame esialgse siisteemi
lahendite hulga

{(0; 0; a), (0; a; 0), (a; 0; 0)}.

49. Tostes esimese vorrandi ruutu ning kuupi ja riihmitades liik-
med sobivalt, saame vorrandid:

(x2+1y?) +2xy = 2522

ja

(4 4% +3xy (x+y) = 12523

Arvestades siin esialgseid vorrandeid leiame, et
2xy=2522—13z2

ja

3xyz=252°—7z.

Elimineerides viimastest xy, saame vorrandi
2523 —3922+ 142=0,

mille lahendid on z;=0, z,=1, z;=
teemi lahendite hulk on:

{(0; 0,0, (23 1), (32 1),

14

% - Antud voérrandisiis-

(7+v71§_ 7-V42 1_4)
5 b 5 > 95

(7—v5, T+ VA2, 5)]
58 Pen il &

50. Tostes siisteemi esimese vorrandi ruutu, saame
(¥ 4y 422+ u?) + 2 (xy + xu+ 2y + zu) + 2x2+ 2yu =64.



51.

64

Arvestades siin siisteemi teist ning kolmandat vorrandit,
jouame vorrandini

xz+yu=~6.
Edasi moodustame siisteemi

{(XZ) + (yu) =6
(x2) (yu) =9,

mille lahenditeks on
xz=3 ja yu=3.
Neist

3

S i L L

Kasutades saadud vordusi, esitame esialgse vorrandisiisteemi
teise vorrandi kujul

x4y + 354 =20 (1)
ehk

(x2+y2)+9 . x24y? —90

x2y2
ja kolmanda vorrandi kujul
e y 9
ehk
x24y? gat
xy+3-—5—+5—16. (2)

Kasutades Horneri skeemi (vt. {ilesande 116 lahenduse
juures olevat markust), leiame, et

(xy)1=1, (xy)2=9, (xy)34=3.

Arvestades viimati leitud tulemusi ja seoseid x+y+z+u=8,
xz=3 ja yu=3, saame antud siisteemi lahendite hulga

{3 LD, (1:331), 3 1 1;3), (I, 1; 3 3)}.
Pirast sulgude avamist ja teisendamist saab teise vorrandi
kirjutada kujul

(x+y+2)2+xy+xz4+yz=1

ehk, arvestades siisteemi esimest vorrandit,
xy+xz+yz=-—3. , (1)



52.

53.

Kirjutades siisteemi kolmanda vorrandi kujul
x(xy+xz) +y(yz+yx) +z2(zx+zy) =—6

ning arvestades vordust (1), saame
x(3+y2)+y(3+x2) +2(3+xy) =6

ehk

Xt y+z+xyz=2,

millest
xyz=0.

Siit kas x=0, y=0 vboi z=0 ning antud siisteemi lahendite
hulk on:

{(0;3;, =1), (0; =153), (=1;3;0), (3; —1;0), (=1;0;3),
(3 0; —1)}.

Avaldades esimesest vorrandist otsitava x ning asendades
selle teise vorrandisse, saame

y?—2y+1+22=0 ehk (y—1)2+22=0.

Et positiivsete suuruste summa on null, siis peavad need suu-
rused ise nulliga vorduma. Seega y=1 ja z=0.
Esialgse vorrandisiisteemi lahendite hulk on

{(1; 15 0)}.

Avaldades esimesest vorrandist z ja asendades selle teise vor-
randisse, saame

L+x+y?+y=a
ehk

1\ 2 ; 1\ 2 1
(x+g) +(v+3) =a+s.
Et arvude ruutude summa on mittenegatiivne, siis

a+$>0.

Kui a+% >0, siis on vorrandil rohkem kui iiks lahend. Jire-
likult peab '

a+%=0 ehk a=—l

i.
Parameetri a leitud véirtuse korral on siisteemi ainuke

reaalne lahend (—%; —%; %)

6 Matemaatika ollimpiaadid 65



54.

55.

57.

58.

Tédhistame kalade ligikaudse arvu tiigis tdhega x. Siis
30 2

T 10

millest x=600.

Seega oli kalade ligikaudne arv tiigis 600.

Kui turist kaiks 3 km tunnis, siis kuluks tal x km ldbimi-
seks % tundi. Et ta kédis 3,5 km tunnis, siis kulus tal sama tee
ldbimiseks aega ;—5 tundi. Seega

L
3,5
millest x=21.

Turisti kdasutuses oli 6 tundi 40 minutit.

Suur osuti liigub 12 korda kiiremini kui véike. Jarelikult, kui
suur osuti on labinud x minutit, on véiike osuti ldbinud -1'52
minutit. Et osutid x minuti mé6dudes uuesti kattuksid, peab
x—60= 7% Siit x=65 minutit..

X
+1= E.’

Kella osutid kattuvad 65 % minuti pérast.
Et kell kdib 66pdevas x minutit ette, siis nditab ta oiget aega
—i— oopdeva jarel. Kui aga kell kdiks 6opdevas ette x+ %minu-

tit, siis nditaks ta oiget aega e oopdeva jarel. Ulesande

1
X+ 3
tingimuste kohaselt
> 3
ANV ST
2 x-j—%

millest x= % minutit.

Seega kaib kell 6opaevas % minutit ette.

Olgu raamatu ostuhind 1 ja planeeritud kasum x9%, siis on
raamatu miifigihind l+ﬁ). Pérast hinna alandamist 10%
vorra on raamatu hind

(1+750) — (1 7) - o5-



59.

60.

61.

62.

5

Et kasumit saadi siiski 8%, siis -
X 4 8

(14 35) — (14 15) -01=l=15.

Saadud vorrandist leiame, et planeeritud kasum oli 20%.

Tahistame punktide A ja B vahelise kauguse kilomeetrites
tahega x. Punktide B ja C vaheline kaugus on siis x+20 km.
Vastavalt iilesande tingimustele koostame vorrandi

30 _ 300 ,5

B R A

millest x=60. Seega on punktide A ja B vaheline kaugus
60 km ning C ja B vaheline kaugus 80 km.

Olgu kraavi kaevamas n toolist. Kui viimasena téole asunu

tootas x tundi, siis esimesena toéole asunu 5x tundi. Et t66-

ajad moodustavad aritmeetilise progressiooni, on kogu t66-
x+5x

tundide arv—— 5 I
Siis

x+5x
2

millest

x=8. ;

Seega tootas esimesena toole asunud té6line 40 tundi.
Viljugu trammid liini otspunktidest iga x minuti jdrel. Siis
jouab jargmine tramm kohta, kus esimene tramm moodub
jalakdijast, x minuti pdrast. Tee, mille jalakdija kdib 12 minu-
tiga, ldbib tramm 12—x minutiga ja tee, mille jalakdija kdib

I minutiga, 1dbib tramm ]212 minutiga.

Jalakdija kohtah vastutulevat trammi 4 minutit parast eel-
nevat. Tee, mille jalakidija kdib 4 minutiga, ldbib tramm x—4
minutiga ja tee, wnille jalakdija kdib 1 minutiga, 14bib tramm

n=24n,

x—;'4— minutiga. Jarelikult,

12—x  x=4

12 7 S

millest x=6. : ,
Olgu paadi kiirus seisvas vees v, -kin— ja voolu kiirus punktide

B ja C vahel 02 , kaugus punktlde A ja B vahel x km ning

kaugus punktide A ja C vahel y km. Vastavalt iilesande tingi-
mustele saame vorrandisiisteemi
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64.
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;x— 4 =2 =3  ehk | xvs+yv;=30,(v;+vy)
1

U +02
X y—x 1
0 vl—vz=3§ ] —2x09+2yv;="Tv; (v — V2)
g ool
U1+0, _24 l4y=11(01+02)-

Et v, # 0, siis saame kahest esimesest vorrandist, et
4y=130,—0,.

Lahutades sellest vorrandist kolmanda vorrandi, jouame seo-
seni v,=6v,. Kolmandast vorrandist leiame niiiid, et v2= 717 Y.
Jarelikult,

24 : 20
U= 7a Yy ]a 01—02=ﬁy

ning otsitav aeg

e
“01—02—20'

Punktist C kulus punkti A sdudmiseks 3 tundi 51 minutit.
Ulesande tingimuste kohaselt

B4+G;, ALC
kT R dapholdet 00

Asendades esimeses vorduses B vastava avaldisega teisest
vordusest ning teises vorduses A vastava avaldisega esime-
sest vordusest, saame seosed

4C=5A ja 3C=5B.
Liites need vordused, leiame, et
c=3 (A+B).

Téhistades toopingi A tootlikkuse tdhega x, B tootlikkuse
tdhega y, C tootlikkuse tihega z ning otsitava protsendimaéra
tdhega p, saame iilesande tingimuste pohjal seosed

SO (3. = )0
y+z 100 ehk ATy
§oe B
x+z 100 Ry ey
i i_'_l_ﬂq
L *+y 100 {2 FOTEIgE T



B5.

asi b Z g X 1 : %
Tahistades — =v ning>-=u, saame kahest esimesest vorran-
dist siisteemi u ja v suhtes

100
prad + e
]00
utuv= g
millest
__ m(100+n) ool 10000 —mn y -
= n(100+m) 12 = m(i00+n)
Et
O gy SO
> eI A ~ uvp’

siis on vorrand

R
P 1.4 25 o
esitatav kujul
1 1 100
R 0

Asendades siin v ja u eespool leitud avaldistega, saame vor-
randi

100(m+n) +2mn __ 100
10000 —mn T Ry
millest otsitav protsendimaar

10000—mn

e lOO(m+n)+2mn - 100.

Olgu mootorpaadi kiirus seisvas vees x l%‘ ja voolu Kkiirus
km i 'y gt

Y5 . siis vastavalt iilesande tingimustele saame koostada

vorrandisiisteemi

96 96
Xty X—y
24
x*y + y’

kus teine vorrand teiseneb kujule x=7y. Kasutades saadud
seost ja esimest vorrandit, leiame, et
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67.
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x=14 ja y=2.

Jarelikult on mootorpaadi kiirus seisvas vees 14131——"1 ja voolis
kiirus 25T |
Lébigu esimene masin pdevas x meetrit ja teine masin y meet--
rit tunnelit, siis 60 pdevaga 1dbib esimene masin 60x meetrik

ja teine masin 60y meetrit. Ulesande tingimuste pohjal saame
vorrandisiisteemi

0,3~ 60x+ o= - 60y =60

260y : x—6=03-60x: y

ehk
{ 9x+8y—30=0

20%—9§—3=0.

Tehes teises vorrandis asenduse % ={, saame rﬁutvérrandi &
suhtes
2012—3¢t—-9=0.
Selle lahendid on
3 3

tl=z, t2=—5.

Kasutades asendust % =t ning vorrandit 3x+8y—30=0,

leiame, et esimene masin ldbib pdevas 2 meetrit tunnelii ja
teine masin 1,5 m.

Kui metallrahadest votta iihe- ja kolmekopikaline, siis on vaja
kolm iihekopikalist, kui aga votta viie- ja viieteistkiimnekepi-
kaline, siis esimesi tuleb votta kas 6 voi 15 ja teisi vastavali
3 voi 0.

Hetkel ¢ asub auto 40f km kaugusel punktist A, mootorratas.
16£2+9 km kaugusel. Nende omavaheline kaugus on

s (1) = 16£2—40¢ +9.

Parabooli y=16¢2—40¢{+9 haripunktiks on punkt (l%;[ﬁ).

Seega antud tingimustel on maksimaalne kaugus 16 km, mis
saavutatakse 1 tund 15 minutit pdrast liikumise algust.



&9.

0.

7I.

Olgu otsitavad arvud km ja kn, kus % on nende arvude SUT.
Vastavalt {ilesande tingimustele

{ kmn =360
k(m—n) =066.

Et arvud mn ja m—n on iihistegurita, arvudel 360 ja 66 on
aga iihistegur 6, siis £=6. Seega

m—n=11,

; mn=60,

millest

m=15, n=4

ning otsitavad arvud

km=90, kn=24.

Kirjutame antud vorrandi kujul
1958= (n—m) (n+m).

Arvu 1958 algtegurid on 2, 11 ja 89. Jdrelikult iiks tegureist
n—m vOi n+m on paarisarv, teine paaritu arv. Et aga kahe
mistahes tdisarvu summa ja vahe on samaaegselt kas paaris-
arvud voi paaritud arvud, siis selliseid tdisarve m ja n, mis
rahuldaksid vorrandit

m*+4 1958 =n?,

ei leidu.

Avaldame vorrandist tundmatu y ja lisame saadud murru
lugejale nii +21 kui ka —21. Siis

7021

o xz+z2+7x+7 -3

Et y oleks naturaalarv, peab murd

(7]
EZTZHIHFT D
©olema naturaalarv. Siit

7021

=i T
Et ka x peab olema naturaalarv, siis peab murd

B S
2T 2

71



olema samuti naturaalarv. Viimasest vordusest

7021
il

millest jdreldame, et ka murd

7021
PRI R

peab olema naturaalarv. Seega

7021 =t,tt5.

B

7021=7-17-89 ja x=t,—1, y=t,—3, z=1;—7,
siis

= 1:.7: 5917,

=17z59:..7:. .
ta=89; "1 1759

ning vorrandi lahendite hulk on:
{(16; 4; 52), (58; 4; 10), (6; 56; 10), (6; 14; 52)}.

Miérkus. Vaadeldud vorrand kuulub nn. Diophantose vor-
randite hulka, mille lahendamist vt. J. I. Perelmann. Huvitav-
algebra, IV ptk.

72. On ilmne, et
+

V o
1

Vn

73. Teisendame vorratuse v'asakut poolt jargmiselt:

Va(b—l) & \/b’a—l)/ Va(Vb—1)(Vb+1) e Vb(Va—l)(Va+l)
Vb—— \/a__l_\ Vb—1 Va—1

1 1 1 1 1 1
Vl V3+ﬁ+m+ﬁ>ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+m+

=2Vab+Va+Vb<2Vab+a+b=(Va+Vb)’=

i 1 _% 2

=[va+ (3) o
74. Antud vorratuse lahendamine taandub vorratusesiisteemi
—3<

x2+ax—2
x2—x+1

x2t+ax—2
xi—x+1 <2
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76.

i

78.

lahendamisele. Et x mis tahes vaartuse korral x2—x+1>0,
siis on vorratusesiisteem teisendatav kujule

{ 4x*+x(a—3) +1>0
x2—x(a+2) +4>0.

Ruutkolmliige on positiivne x iga vaadrtuse korral, kui vas-
tava ruutvorrandi diskriminant on negatiivne. Seega peavad
olema tédidetud tingimused

{ (a—3)2—16<0
(a+2)*—16<0,

kust —1<a<?.
Bt b i £ 818
2

2 (1=4y\2%2, o 1-8y4+24%  (10y—=2)241-_ 1
x2+y"(2)+y_ 4 5 % =5
Tingimusest
_4_<£< 5
1372013
saame, et

2 9
6 13 <a<7'1—3
Kuna a peab olema tédisarv, siis a=7 ning otsitav murd
n %. ‘
Tahistades paadi enese kiiruse tidhega x, saame koostada
vorratuse

3< lGx

x+] 2 <,

mille lahendld on:

\/61 8+ V61

O<x<

ja 4<x<——

Ulesande tmglmu51 rahuldab vdid teine piirkond.

Miarkus. Korgema astme vorratuste ja vorratusesiistee-
mide ratsionaalseid lahendusvotteid vt. C. M. Hosocenaos.
CnennanbHblit Kypc 3/jeMeHTapHOH ajare6pul. Mocksa, 1958,
§ 91, cTp. 360—366.

Olgu otsitavad arvud x ja y, siis

x+y<2000 ning —y’i <10.
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80.

74

Et x+y peab jaguma 504-ga ja 1;— jaguma 6-ga, siis on x+u
kas 504, 1008 voi 1512 ja £ =6. Leitud voimaluste uurimisel
selgub, et otsitavad arvud on 864 ja 144.

Avaldist, millega antud irratsionaalset avaldist korrutades
saadakse ratsionaalne avaldis, nimetatakse antud irratsio-
naalse avaldise kaasteguriks.

Selleks et vabaneda juurtest murru nimetajas, tuleb leida
nimetaja kaastegur ning korrutada sellega nii- murru lugejat
kui ka nimetajat.

Piiliame antud murru nimetaja kaasteguri leida kujul

alike 2%
A+Bvy2+Cvy2,

kus kordajad A, B ja C on esialgu tundmatud konstandid.
Vastavalt kaasteguri moistele peab korrutis

2+ \3/§+ {’}2—2) (A +B\3/§+ 0\32_)

ehk

2(A+B+C)+ (A+2B+2C)\3/’2'+ (A+B+2C)\3/Z
olema ratsionaalne. See on voimalik siis, kui
A+2B+2C=0 ja A+B+2C=0.

Viimastest seostest saame, et

B=0 ning A:—QC.

Kui C= —1, siis A=2. Jarelikult on antud murru nimetaja iiks
kaastegureist

g
2—V4
ning
3 3
1 o 2-V4 s

=1 (2-V4).

A Ty 2 ¥ W
24+V2+ V4 (2+V2+V4)(2—V4)

Selleks et vabaneda juurtest murru nimetajas, tuleb leida
nimetaja kaastegur, s. o. avaldis, millega nimetajat korruta-
des saame ratsionaalse avaldise.

Kaasteguri leidmisel ldhtume valemist

xt—1=(x—1)(x*" 14224+ ... +x+1).




B1.

B2,

WVastavalt sellele

a—1=(Va-1) (V& T+ vai+ ... +va+l).

Kirjutades nimetaja kujul

;N n n ®ods
va(vVar-'+var24+ ... +Va+l),

naeme, et antud murdu tuleb laiendada avaldisega

' SRS |,
vari(va-1).
Parast lihtsustamist saame vastuseks

n
a—Var-!

a(a—1)

Kolm vordset arvu moodustavad samaaegselt nii aritmeeti-

lise kui ka geomeetrilise progressiooni. Selles veendume, kui
. ay+a; . 2

kasutame seoseid a;= %Ja as =a,as.

Teisendame leitud avaldist jargmiselt:

oy ) ¥ i +_L+l+.”
VaVaVa...=a2-a4-a%-...=a% B g

Kasutades astendaja arvutamiseks 16pmatult kahaneva geo-
meetrilise progressiooni summa valemit, saame, et

VaVava... =a

Olgu otsitavateks arvudeks x, y, z, siis
xz=y?
’{ x+2=2(y+38)
x(2+64) = (y+8)*.
Saadud siisteemi lahendamisel leiamegi otsitavad arvud 4; 12;

A | 20 100
36 voi 9’ —'5',—9—.

. Olgu antud aritmeetiline progressioon

a), a,+d, a;+2d, ...
ja geomeetriline progressioon

bl! b_lq) blq27 see
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kus iilesande tingimuste pohjal
a;=b,

ja

a+d=ayq.

Viimasest vordusest

a,+d
a

d

ja Newtoni binoomvalemit kasutades

d\n nd d\n
q"=(l+;l) =1+ a—l+... +(a—1) .
Kui n>2, siis

d a;+nd
n PR ST e iR 45 2ot
g">14+n o g

Et a,>0, siis
a19?>a,+nd
ehk
bni1>Apy.

Ulesande tingimuste kohaselt saame vorrandisiisteemi

X+y+z2=93
Y= %2
2=x+6(y—x),

mille lahenditeks on

(il 81 (30 15::75).
Ulesande tingimuste kohaselt
[2a1+ (m—1)d]m _ m?

[2a,+ (n—1)d]n ~— n2

ehk

(2a,—d) (m—n) =0,

millest

d
a; = ‘2“.

Jarelikult
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88.

89.

d
5 +(m—1)d

a_,.___a.+(m—l)d= =2m—l
aa a4+ (n—1)d %+(n—l)d 2n—1 .
Et

A —Qy=0s—0a3= ... =Qp-—Ap=—d,
siis

1 1 1
— —— — — + v .89 + e Tt e
va+Vay Va+Vas Van—1+Van

_ Va&—Va, , Va—Vas | ..., Van1—Van _ Va—Vaa
o a,—as + Qy—as + + Apn-1—Aan 5 —d <

Korrutades saadud murru lugejat ja nimetajat avaldisega
\/71'1+\/-a—,1 ning arvestades, et .

a,—a,=d(n—1),

saamegi pérast lihtsustamist avaldise

n—1
Va+Van*
Avanud sulud, kirjutame x astmed astendajate kasvavas jar-
jekorras ning lisame summale arvud +1 ja —1, saame
7 e o S JORC o g & 1 g HONE, o Kt Tl B

Sulgavaldise edasiseks teisendamiseks kasutame geomeetri-
lise progressiooni summa valemit. Lopptulemusena saab
antud summa esitada kujul

n4+2__
S ol
Tuleb toestada, et kui ¢2—b2=>b?—q?, siis
P S U
u+b c+a c+a htc
ehk
c—b b—a

(a+b)(c+a) ~ (c+a)(b+e)

Avaldades tingimusest ¢2—b2=b%—aqa? vahe ¢—b ning asen-
dades selle viimase vorduse vasakusse poolde, saamegi pérast
taandamist

b—a

(c+a) (b+c) *
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Paaritud arvud, mis 5-ga jagamisel annavad jadgi 1, on saa-
davad iildkujust 10k+1, kus 2 on 0, 1, 2, ... . Vastavalt iiles-
ande tingimustele tuleb leida

29
> (10k+1),
k=0

mis kujutab endast aritmeetilise progressiooni liikmete sum-
mat. Teostades arvutused, leiame, et otsitav summa on 4380.

Ulesandeks on arvutada summa

3 3 3 3 o
atizt7ot taeatTeaim=

33

=2 8

= B2 @r D)

Leiame koigepealt valemi

n

3
2 T G

arvutamiseks. Esmalt arvutame osasummad:

3
Sl=Zv

L 3 .8
1= ot T

RL LT APEAL SRS, R B 5
83"17?'*'4-7"‘7-10_7”’70‘10'

Saadud tulemuste pohjal oletame, et

3n
* Sakt (M :
Viimase valemi 6igsuse toestame matemaatilise induktsiooni
meetodil. Oletame, et seos (1) kehtib mingi tdisarvu n==~&
korral, s. t.
3k

Se= 41
ja nditame, et see kehtib siis ka n=~k+1 korral. Selleks aval-
dame

PR IPR TTL T, N FEIIATY  vEn
Se=1gtiztrnt T Em @ T

3

3 _ 3(k+1)
+ (3k+1) (3k+4)

(3k+1) (3k+4) ~ 3k+4

=Sk+
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Viimane avaldis on saadav ka seosest (1), kui teeme seal
asenduse n=~k+ 1. Seega seose (1) kehtivusest mingi tdisarvu

-n=~k korral jireldub sama seose kehtivus jidrgneva tdisarvu

n=~k+1 korral. Et seos (1) kehtis n=2 korral, siis kehtib ta
dsja toestatu pohjal ka n=2+1=3 korral. Samuti jareldub
seose kehtivusest n=3 korral seose kehtivus n=3+1=4 kor-
ral jne. Seega kehtib seos (1) mistahes positiivse tdisarvu
korral.

Kasutame niiiid dsja toestatud valemit (1) noutava summa
arvutamiseks

3 3N 99 .

(@Bn—2) (3n+1) _ 3a+1 _ 100"

M arkus. Matemaatilise induktsiooni meetodi kohta vt.

1) U. Kaasik. Taielik induktsioon. Matemaatika metoodiliste
artiklite kogumik. Tallinn, 1963, lk. 11—17.

2) Henman Y. §1. Meron mMaTeMaTHYecKOi HHAYKUHH. JIeHHH-
rpan, 1957.

3) Cowmunckuit M. C. Meron matemaruueckoi MHAyKuuu, 1961.
(Sarjast «ITomysnsipHble JIEKIMH MO MaTeMaTHKe».)

Et arvud ay, as, as, ..., am moodustavad aritmeetilise prog-
ressiooni, siis
apy=a,+ (kR—1)d, kus k=1,2,3,..., n+1, (1)
ja
a, +a
gp= 22+ kus k=1,2,3, ..., n. (2)
Kasutades valemeid (1) ja (2), leiame osasummad
Si=—,
a,as
SOR P U IR LS
Sz_ a,a; + Qag —Sl+ g0z a,a,0a3 id a,as
P A S K  BUSRIE
Ss= 0,0, : y0a3 * Qa4 et B Osity ) didy 3 Dalts 7%
g5 2a4+a; st 3
o a,azay a,a,

Analoogia pohjal otsitav summa

S e, (3)

a)Qn 4y

Toestame valemi (3) Oigsuse matemaatilise induktsiooni
meetodil. Oletame, et seos (3) kehtib mingi tdisarvu n==k
korral, s. t.
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kl
C1Qr 41

Sy

ning nditame, et see kehtib ka n=~k+1 korral. Selleks leiame

Sk+1——+ +—+ ot —— =

) Q3ay QrQr 4y Ar41Qr+2

1 SR 1
= Sk + = + =
Ak +10r+2 - Q1Qk4y Ak +1Qk+2

s karo+a;. s (k+1) (a;+kd) N k41

Q18R 410k 42 QA 4+10r42 Qiap4s

Pole raske niha, et viimane avaldis on saadav valemist (3),
asendades n (k+1) -ga.

Seega seose (2) kehtivusest mingi tdisarvu n=k korral
jareldub selle kehtivus jargneva tdisarvu n=~k+1 korral. Et
seos (3) kehtis n=3 korral, siis kehtib ta dsja toestatu pohjal
n=3+1=4 korral. Samuti jargneb seose kehtivusest n=4
korral seose kehtivus n=4+41=5 korral. Jne. Seega kehtib
seos (3) mistahes positiivse tdisarvu n korral.

Toestuseks kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit. On
lihtne kontrollida, et antud seos kehtib n=1 ja n=2 korral.
Eeldame, et seos kehtib mingi tdisarvu n=# korral, s. t.

Ao P o) MRS +(_1)k+1k_2:(_1)k+1ﬂ’%1_)‘
Naiitame, et siis iilesandes antud seos kehtib ka tdisarvu
n=~k+1 korral.
12—-22432—424 ., ., 4+ (= 1)k+1R24 (= 1) E+D-1 (kL ])2=

= (=D* 1’*"””+< 1)*+2(k+1)2=

o (—1)k+e SRR
2

(k+1) (k+2)
= (=1)irety+1 2 IR Ea),
: ( 1) +1)+ ) >

Pole raske veenduda selles, et viimane avaldis on saadav
avaldisest
w118 1&&
(—1)+1 2

)

asendades siin n (k+1)-ga.

Seega iilesandes antud seose kehtivusest mingi tédisarvu .
n==Fk korral jareldub seose kehtivus jdrgneva tdisarvu
n=~k+1 korral. Et antud seos kehtis n=2 korral, siis kehtib



94.

see dsja toestatu pohjal ka n=2+41=3 korral. Samuti jirg-
neb seose kehtivusest n=3 korral seose kehtivus n=341=4
korral. Jne.

Midrkus. Vit iilesande 91 lahenduse juures olevat mar-
kust.

Arvud log;N, logyN ja logcN moodustavad aritmeetilise prog-
ressiooni. Jarelikult

logy N = w : (1)
Kasutades valemit

__logcb
log, b= o

teisendame saadud vorduses olevad logaritmid alusele a. Vor-
dus (1) saab siis kuju

loga N loga N

lcgu 2(10 aN+ logaC

Siit (eeldades, et N#41)
Tl 2 loga c

log, b= war

Teisendades niiiid viimase vorduse paremal poolel olevad
logaritmid alusele ac, saame

2logac € = oD 10Rce €
logec c+logeca ~  logac (ac)

log, b= =210p, 'c—log i

Seega log, b =log, ¢?, millest logaritmi definitsiooni pohjal
(ac)logg® =c2.

M iarkus. Ulesande lahendamisel kasutatud valemi

logc
log, b= o9

toestamisel lahtume seosest -
log b
a a

=l

Logaritmides viimast vordust alusel ¢, saame
log, b log. a=log. b,

millest

loge b
log, b= fogoa

6 Matemaatika oliimpiaadid 81
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Kasutades valemit

_ loged
log, b= oo
leiame, et
log a+log, 10=log a+ 10;0 e (lo%oag)';—i-l &

__ (lega)®—2loga+1+2loga o (loga—1)2+2loga
G loga loga

Kuna a>1, siis log a>0 ning viimase murru lugeja ja nime-
taja on positiivsed suurused. Seega

(loga—l)2+2loga>2loga i o
log a = Joga
ning log a+log, 10>2.

Et log sin x ei ole méddratud, kui —1<sin x <0, siis peab keh-
tima vorratus 0<sin x<1. Sel juhul log sin x<0. Jérelikult
vordus sin x=1log sin x ei saa kehtida.

Kirjutame antud avaldise kujul

; (1 +210g,5 : 210g,5)loga7+ (slognz.')" +3logaz42)210g75'
Avaldise edasisel teisendamisel kasutame valemeid
a'®a’=b ja log, b2=log, b.

Seega :

2(1425) " 4 3+4)°F® =3 .7405-98

Kasutades valemit

log. b
logca’

teisendame antud avaldist jargmiselt:

lega (loga ) 1 logs (loga b)
b loga b g blcga b

log, b=

: lega (loga b)
Y 1 ogba]

—=g'°8=1%8 ) _1og, b,

Antud avaldise vdartuse arvutamiseks toimime jargmiselt:
log 5-log 20+ log?2=1log 5+ log(22-5) +log?2=
=log25+2log 2-log 5+1og?2= (log 5+log 2)?=1.



100. Et log 48=1log(3 - 16) =log 3+4 log 2, siis tuleb log 3 jalog2
avaldada a ja b kaudu.
Kasutades valemit

i loge b
logiat

log, b

kirjutame eeldused
logs 5=a ja log; 8=bh

kujul
logd .. 3log2 .
log3 ¢ log 5 b

Lisades viimastele vordustele seose
log 2=1-—1log5,

leiame, et

NLTRT ) Loib
log3—a(b+3)]a log 2= 553 -

Seega

__ 3+4ab
log 48= 2b+3) -

101. Kasutades valemit
lege b

lOga D Fge-a
ja eeldust logi; 2=a, leiame, et

_ logia16  4logi,2  4a
b G P et 8 e ol o

102. Vastavalt iilesande tingimustele

a-(aq) - (ag?) -...- (ag"-") =c

ehk 2
ang '+t -1 —
Leides g astendaja kui aritmeetilise progressiooni summa,
saame, et -
n(n—1y
o gt ;
c=ag . (1)

Kasutades valemit
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103.

104.

105.

B loge b
logea

log,

ja vordust (1), leiame, et

100 b= e - &= 2 =
A GERD n(n—1) PE R rpsl)
nlogs a+ 5 logs g e Io_g—q_b_
2AB

= 2nB+n(n—DA"
Kasutades valemit

logc b

log, b= logea’

teisendame antud vdrduses koik logaritmid aluselé a.

1 1 o 2
loga (c+b) * loga (c—b) ~ logalc—b) loga(c+b) ° (1)

Teisendades siin murrud iihisele nimetajale ning arvestades,
et 1=1log, a, saame vorduse (1) kirjutada kujul

log,(c—b) +log,(c+b)=2log, a.

Viimase vorduse potentseerimisel leiame, et
(c—b) (c+b)=a?

ehk

a’+b%2=c2.

Antud vorduse parem pool

Hlog cos 2% _ |

Vorduse vasaku poole teisendamisel kasutame valemit

log, b= foge )

logea’

teisendades logaritmid alusele a.

Seega on viide toestatud.

Kasutades valemit

logc b
logca

log, b=

?



teisendame vorrandi vasakul poolel olevat tegurit

log,(5x%) =log,5+2= —— +2.

]og X

Saadud tulemuse pohjal voib antud vorrandi kirjutada kujul

1 2
e +2 ) -logsx=1 .

ehk
2 log3 x+logs x—1=0. .

Viimase lahendid on
(logsx),=% ja (logsx)e=—1,
millest
x,=\/3_ja Xo— é

106. Kasutades valemit ,

loge b
Icgea’

log, b=

saame antud vorrandi teisendada kujule

(log, 2x)2=1,

millest
log 2x—r-t].
Et x'£2x (x#40), siis jdédb iile vaid teine voimalus
=k
ehk
lE
107. Kasutades valemit
o logcb
fog, b= B

teisendame vorrandis olevad logaritmid alusele 3

X X
log3 g ]0g3 5
2

:
3 9

—log; 3x+ k’gs .




Siit
10
logs x= 7
ja
o
Y=3 v 3

108. Kasutades valemit

lOgc b
logca’

10p, O—
teisendame logaritmid alusele a ning lihtsustame. Antud vor-
rand saab kuju

log, x(log, x—log, c—1) =0,

millest

X

log, x=0 ja log,,?: ;
Siit
x1=1 ja x,=ac.

109. Kasutades valemit

log. b
logca’

log, b=
saab antud vorrandi kirjutada kujul

logx x L ogex =
3 ‘l?g: ax -f —2|

2. x
loge

mis pérast teisendusi taandub log, a suhtes-ruutvorrandiks
4 (log, a)2—7 log, a+3=0.

Saadud vorrandi lahenditest

(logea)i=1 ja (log.a)s=7

leiame, et

3-—\
X1=a ja xy=aya.

110. Kasutades valemit

logc b
logca’

log, b=
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teisendame logaritmid alusele a. Antud vorrand saab siis kuju

2 3 1
+

logs x 2+loga x e loga x+1 =,'0’

mis parast lihtsustamist saab kuju
6 log,z, x+11 log,x+4=0.

Siit
g 4
(log‘,x)1=—§ ja (IOgQX)2=—' 3
millest
o
X1= T ja Xo= l/a—az—

111. Kasutades valemit

¥ logc b
Sidogen.’

log, b

teisendame logaritmid alusele 2. Antud vorrand teisendub
kujule
St RIS
logs x loge 2x logy 4x °
Siit
log, x - logy 2x=1log, 4x
ehk

log§x=2,

millest
Xy 2¥ ja x2=2_V§.

112, Potentseerides antud logaritmvorrandit ja teisendades tule-
must, saame ruutvorrandi

x4+ (2—a)x+1=0.
Siit

i a—2+Va(a—4)

. 2

Et antud vorrandil oleks {iks reaalne lahend, peab
a(a—4)=0
- 87



114.

858

ehk
a1=0 ja ay=4.

Ulesande vastuseks sobib vaid a=4, sest a=0 korral on loga-
ritmitav null.

. Lahendame iilesande kahel viisil.

I. Kandes vorrandi koik liikmed vasakule poole vordus-
marki ning kasutades seejdrel riihmitamise votef, teiseneb
antud vorrand kujule

(3*—2-2%) (3*+2%) =0
ehk

3¥—2.2¢=0 (3*+2%#40),
millest

g2
T logls”

II. Téhistades 3*=u ja 2*=v, saame vorrandi
u?—uv—2v%=0,

millest u;=2v ja up=—v. Kasutades tehtud asendust, saame
I lahenduskdigus esinenud vorrandid.

Et
Vo_v3.-Vatrvia=l,

siis on sobiv teha asendus

Vo—vi-a

Sel korral V2+ V3= & ning vorrand saab kuju

a
X ___l —_—
a*+ — =4,

millest
a*=2+1/3 ehk a*= %
}a
ja
a*=2—v/3 ehk a*=Va.
Seega on vorrandi lahendeiks

8- 1
x1=—§]a x2=2.



i15.

116.

117.

Vastavalt iilesande tingimusele peab kehtima vordus

log:y __ log:2
logy x log.y *

Kasutades valemit

loge b
legea’

log,b=
teisendame koik logaritmid alusele z. Tulemusena saame vor-
duse
log?y=1,
millest
y—2
Esialgne vorrandisiisteem teisendub niiiid kujule
{ x2=y2
xy?=64.
Antud vorrandisiisteemi lahendite hulk on:
{(4; 4; 4) ja (4, —4;, —4)).

Et antud poliinoom jaguks avaldisega (x—1)2, peab ta jaga-
misel binoomiga x—1 andma jadgi null ja saadud jagatis
uuesti jagamisel binoomiga x—1 jddgi null. Seega

{ a’+3a+3b+4=0
a2+5a+3b+3=0,
millest a=} ja b=—3

Mirkus. Lahtepoliinoomi jagamiseks avaldisega (x—1)2

on sobiv kasutada Horneri skeemi, mille kohta vt.

1) J. Gabovits. Horneri skeem. Matemaatika metoodiliste
artiklite kogumik I. Tallinn, 1963, 1k. 31—47.

2) Hosocenos C. M. CrennaJibblii Kypc 3JeMeHTapHOi anre6-
pbl. MockBa, 1958, crp. 71.

Hulkliikme Ax'S+Bx'4+1 jagamisel kaksliikmega x—1 tekib
jagatis
Ax¥+ (A+B)x®+ (A+B)x2 + ...+ (A+B)x+A+B (1)
ja jaak
A+B+1.
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118.

119.

90

Vastavalt iilesande tingimustele peab jagamine toimuma jaa-
gita.
Seega peab

A+B+1=0. : (2)

Et antud hulkliige Ax'5+Bx'"+1 jaguks avaldisega (x—1)2
peab saadud jagatis (1) omakorda jaguma kaksliikmega

x—1. Seega peab ka siin tekkiv jddk vorduma nulliga, s. t.
154+ 14B=0. (3)

Vordustest (2) ja (3) leiame, et
A=14 ja B=-15.

Toestame matemaatilise mduktswom meetodil. Veendume et
antud seos kehtib, kui n=1 ja n=2:

= 1 = (C2 )2’
13+23=9=(c§ )2.
Eeldame, et seos kehtib n=~% korral, s. t.

134234 ... +£3=(C3y)2
ja nditame, et samasugune seos kehtib ka n==~k+1 korral.

134234 .+ -3+ (k+1)3= (Cop1)2+ (B+1)3= [—_(k+ll))!l2l]2+

k+2)2(k4+1)2
+(k+1)3=‘+32++’=(63+2)-

Et iilesandes antud seos kehtib n=2 korral, siis dsja toestatu
pohjal kehtib see ka n=2+1=3 korral. Vorduse kehtivusest
n=2 korral jareldub aga vorduse kehtivus n=3+1=4 korral.
Jne. Seega kehtib iilesandes antud seos mis tahes naturaal-
arvu n korral.

Miarkus. 1) Matemaatilise induktsiooni meetodi kohta

vt. iilesande 91 lahenduse juures olevat markust.

2) Kombinatsioonidest (Cy ) vt.

a) U. Kaasik. Uhendid. Matemaatika metoodiliste artiklite
kogumik I. Tallinn, 1963, lk. 18—30.

b) P. Hanko jt. Tdiendavaid teemasid koolimatemaatikale.
Tallinn, 1967, lk. 3—13.

Pole raske veenduda selles, et

(2n)! n
(nnz Can.

Kuna kombinatsioonide arv on alati tdisarv, siis



(2n)1
(n!)?

Et
e O BEL

n

on taisarv.

siis on ka CJ;': ”:_1 taisarv. Summa n+1 ei jagu n-ga,
seega peab C7;' jaguma n-ga. Jarelikult :,217;: jfzgub

(n+1)-ga.
120. Lihtsustame antud avaldist jargmiselt:

(142i) (3=i) — V2 (cos X isin _)

! i\
(\7‘2 b \/?)
645i— vz (Y2 _5)
[u+5¢ v2(2 +i Y ]4_ i
(1+0)* T+

W B Ty :
= 2o = —4(1+i).

121. Téhistame vorduse vasaku poole tdhega A4 ja esitame ta kujul

___ sin 20° sin 40° sin 80°
" cos 20° cos 40° cos 80° *

Murru lugejat teisendame jéirgmi'selt:

sin 20° sin 40° sin 80°= % (cos 20°—cos 60°) sin 80°=

= 1 (sin 80° cos 20°— %sin 80°) = %(—-——..5’"10020"'5i” AR

! sin 80°) VSS

M

Korrutame ja jagame murru nimetajat avaldisega 8 sin 20°.
Seejarel telsendame saadud avaldist jargmiselt:

8 sin 20° cos 20° cos 40° cos 80° 4 sin 40° cos 40° cos 80°
8 sin 20° 7 8 sin 20°

__ 2sin80°cos 80° _  sin 160° 1

8 sin 20° = .8sinl120° 8"
Seega A=1v/3.
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122. Teisendame vorduse vasakut poolt jargmiselt:
(tan 20°+tan 40°) + /3 tan 20° tan 40°=
o e g Sin207sin40°
= os20°cosdo® T V3 cos 20° cos 40°

__ V3(1+sin70°=sin30°) __ V3(3+sin70°) _
o 2 cos 20° cos 40° T 2cos 20°cos 40°

= 9'sin-50%.c08 207 S
i o 2 cos 20° cos 40° =V3.

123. Teisendame samasuse vasakut poolt jargmiselt:

2 sin a[l —cos a]

Fenull reosal +cos (a+x){(cos x cos a—

cos? x+
—sinx sina) —2 cos x cos a]=cos? x+tan2% —

— (cos x cos a—sinx sin a) (cos x cos a+sinx sina)=
=’£an2:;ﬁ + (cos? x—cos? x cos?a) +sin?x sin?a=
='can2;—°+cos2 x sin? a+sin? x sin? a=tan2g +sin2 a=

a a
in2 — 0.
4 sin g cos?*y

(04 (04 7 4
=tan2§[l+ J:tan2—2—[l+4 cos“2—].

tan? 5

124. Teisendame samasuse vasakut poolt jargmiselt:

sin 3a s’n2a sina
tan 3a—tan 2a—tan a= — — =
cos 3a ces 2a cos a
__sin3a _ sin2acosa+cos2gsina __ sin3a
" cos 3a cos @ cos 2a cos 3a
sin 3a __ sin3a [ __ | cos3a ] o
COS @ COS Za cos 3a cos @ cos 2a
cos a cos 2a—cos (a+2a
=tan 3a ( ) -
COS @ Cos 2a
sin a sin 2a
=tan 3a =tan 3a tan 2a tan a.

Cos @ cos 2a

125. Teisendame vorduse vasaku poole viimast liiget jargmiselt:
—2 COSX COSY COSZ= —2[% cos(x—y) +%cos (x+y)] COS &—
= —[cos (x—y) cos z+cos (x+y) cos z]=
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126.

127.

1
=—p [cos (x—y—2) +cos (x—y+2) +cos (x+y—2) +

4cos (x+y+2)].

Et x+y+2z2=n, siis

cos (x—y—z) =cos (y+z2—x)=cos (n—2x) = —cos 2x,

cos (Xx—y+2z) =cos (x+2z—y) = —cos 2y,

cos (¥x+y+z2)=cosn=—1,

cos (x+y—z) = —cos 2z.

Kuna

cos 2x=1—2 sin?x,

cos 2y=1—2 sin?y,

cos 2z=1—2 sin2 2,

siis pdrast lihtsustamist

—2cos x cosy cosz=1—sin%x—sin? y—sinz.

Seega

sin? x+sin? y+sin? z2— (1 —sin? x—sin? y—sin? z) = 1.
Asendades antud vorduses kootangensid siinuste ja koo-
sinuste kaudu, viies vorduse vasakul poolel olevad liikmed

iihisele nimetajale ning arvestades iilesandes antud lisatingi-
must, teisendame vorduse vasakut poolt jargmiselt:

cotx cot y+cot x cotz+coty cotz=

__ccsxcosys'n (x+y)—cos (x+y)sin (x+y)
ik sin x sin y sin (x+y) L5

__ sin (x4y) [cos x cos y—cos (x+y)]
e sin x sin y sin (x4y)

__ sin (x+y) sinxsing

sin x sin y sin (x+y)

Vottes antud avaldises kokku esimese ja viimase ning teise ja
eelviimase liikme, rakendame koosinuste summa valemit.
Pérast iihise teguri sulgude ette toomist saame avaldise

2 cos 8a.(cos 3a+3 cos a).

Et
cos 3a=cos (a¢+2a) =cosa cos 2a—sin a sin 2a=

=cos a (cos? a—sin? a) —2 sin? @ cos a=
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=cos®a—3cos a sina=cos® a—3 cosa (1—cos?a)=
=4 cos® a—3 cos a,

siis

2 cos 8a (cos 3a+3 cos a) =8 cos 8a cos® a

ning iilesanne ongi lahendatud.

128. Kui cot (a+p) =0, siis ka cos (a+B) =0 ehk
cos . cos f=sin « sin .

Kasutades viimast vordust ja liitmise valemeid, leiame, et
sin (a+2f) =sin a cos? f—sin a sin? f+2 cosa sin B cosf=
=sin @ cos? B—sina sin? +2 sin a sin? f=sina.

129. Kirjutame iilesandes antud tingimuse kujul

3 sin a=sin 20 cos B+cos 2a sin f

ehk
3 tan p=sin 2a+cos 2a tan p.
Siit
tan p=g=—55- Si"?a b
—cos 2a

Esitades toestatava vorduse vasaku poole kujul

tana+ttanf
|—tan a tan B

ja asendades siin tan f leitud avaldisega, saame

sin 2a
ten a4+ ;s
3—cos’a
sin2a ’
I—tana =
3—cos?a

mis pérast teisendamisi taandubki kujule 2 tan a.

130. Et koosinuslausest

b2+c2_a2
Cos a= TRGERTI T
siis
LT l/l—-cosa = l 2bc—b*—c?+a?
g --cos a Otc+b24c2—a?

@=(0=¢1r © o (p=D)y—t) _a+bte
e V(b+c)2—a2 T V et ISP =
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131.

132.

Analoogilise mottekdigu teel leiame, et

e, l/(p—a) (p—c)
Sty = p(p—b)

Y _]/{p—a)(p—b)
s p(p—0)

Asendades saadud tulemused tdoestatava vorduse vasakusse
poolde, leiame, et

o p B Wi
tan-gtan 7 +tan—2-tar1-§ -

Avaldades antud tingimusest suuruse sin a ning arvestades,
et a+p+y=m, leiame

BRI o sin B+siny __ sinB+siny
cos(a+y) +cos(a+B) ~ cosP+cosy
. Py o
L sin 9 b4 cos 5
e e
cos 9 sin 9
Siit
; =
: o cos 5
sina=— 3
sin )
ehk 2
o bl 1
cos 7(2 sin 5 — ;—é) =0.
2
Viimasest
o A s .00 1
cos5 =0 ja 2 sing — N =0
i

ning vastavalt
s k11
a=3x ]a a=73.

Et aga a on kolmnurga sisenurk, siis a%nx. Jarelikult a= —g— i

Tuleb néidata, et
cot % —cot % =cot% —cotg
ehk
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133.

134.

96

1 .
cot -g— =§(cot%+cot-}). (1)

kui b—a=c—>b.
Et
cotxE= :
tan x
ning
o _ |/{p=b)(p—c)
bl p(p—a)
B l/(p a) (p—c)
Hn g plp=b) 3!
Y _ |/(p—a)(p—b)
tan g p(p—c)

siis toestatav vordus (1) saab kuju

“plp=b) [ p(p—a) p(p—c) ]
p—a)(p—0c) — l/(p b) (p—c) +V(p—a)(p—b) g ol

Tostes vorduse (2) ruutu ning vabanedes nimetajast, saame
4(p—b)*=[(p—a)+ (p—c)}.

Siit
2(p—b)=2p—a—c
ehk

b—a=c—b.

Kuna toestatava vorduse teisendamisel joudsime iiles-
andes antud seoseni ja esitatud mattekdik on korratav vastu-
pidises suunas, siis on iilesandes esitatud vdide toestatud.

Toestame vorratuse jargmiselt:

e S A
cot B B gy +cot x>1+cot x.

sinx

Telsendame vorratuse vasakut poolt jargmiselt:

1-+-cos 2a 1--cos 2B
2 d 2

=1+4cos (a+B) cos (a—p) +cos?y=
=1—cos y[cos (a—p) —cos y]=
=1—cos y[cos (a—B) —cos (a+P)]=
=1—2 cosa cosf cosy.

cos? a+cos? B+cos? y= +cos?y=
Y



Kui iiks nurkadest on tdis- voi niirinurk, siis
cosa cosff cosy< 0

ja toestatav vorratus kehtib.

. Juhul, kui koik nurgad on teravnurgad, s. t. cos a>0,
<os >0 ja cos y>0, siis kasutame antud vorratuse toesta-
miseks vorratust:

- pReRESS
\/abc<a+3ﬂ,

kus a, b ja ¢ on positiivsed arvud.
Viimase vorratuse toestamiseks tdhistame a=x3, b=y3,
c=2% Seega on tarvis naidata, et kehtib vorratus

_xyz< x3+y3+23

ehk

(x+y+2) (2+y*+22—xy—yz—x2) >0.
Et x4+y+2z> 0, siis
X242 42— xy—yz—x2 >0

ehk

1 1

3 (T=9)2+ 5 (4—2)2+ 1 (z—x)2 > 0.

On ilmne, et see vorratus kehtib mistahes x, y ja z korral.
Korrates niiiid mottekdiku vastupidises jirjekorras saamegi
maidata, et

B
Vabc<%b-*-c..

Jarelikult kehtib siis ka vorratus

: 3
<os a cos B c03y<(°°s°+c‘;s B+°°SV) :

kusjuures cos a cos B cosy omab suurima vairtuse, kui
1 ir

€os a=cos f=cosy= 3. Siis 2 cosa cos p cosy<%,

millest jareldub, et

1—2 cosa cos P cosy >%
ehk

cos? a+cos? B+ cos?y > g.

135. Tihistame 18°45 = %. Siis a=75°. Et
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Fefoph o1 1—]/ l+cosa
sin % = V 2L '/ AT T
2 ) %

siis tuleb esmalt arvutada cos a vdartus.
V6—V?2

cos a=cos (30°+45°) = —

Niiiid
. O 1 7 e
sin% =, Vs—2y/ 821 5-2vZ
136. Teisendame antud avaldist jargmiselt:
(sin 43°+sin 17°)2—sin 43° sin 17°=

—45in?30° cos? 13°— ; (cos 26°—cos 60°) =

1 1 14 cos 26° 1 1 a
Sl eIl oy v B el S DT S i
=C06-'15 2c0326 -+ 3 5 2cos26 - i= 3

137. Teisendarme antud avaldises esimese ja teise ning kolmanda
ja neljanda teguri korrutised summaks:

3 (cos 60°+cos 72°). & (cos 36°+cos 120°) =

2

=1} +cos 72°) (cos 36°— £

a2 ' o 3)-

Et :

cos 36°=cos2 18°—sin2 18°=1—2sin2 18°= “';V5
ja

cos 72°=sin 18°= \/54—1,

siis on otsitava avaldise vééartus

110 VB—I\/14+V5 Iy _ 1

e s o7 el )l
138. Teisendades tingimust

S SR

tan? x cot2x sin? x

1
cos?x

saame vorduse

sin? x—sint x=

I N
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139,

140,

141.

Et
sin? 2x=4 sin? x—4 sin* x,
siis antud filesande korral

4 8
2 —
sin 2x_9 .

Ulesandes antud viite asemel tGestame temaga samaviairse
viite

cot (a+p+vy+06)=1.

Selleks arvutame

cotacotf—1 _ 7

cot (a+p) = cotatcotp 4
ja

: _cotwept0=1 """ 1]
cot (y+3) = coty+cotd 3 °
Siis

cot (a+B) cot(y+48)—1 R

cot (a+p+y+3) = cot (a+p)+cot (y+6)

Seega on viide toestatud.

Teisendades nii vorrandi vasakul kui ka paremal poolel esi-
mese ja kolmanda liikme summa korrutiseks, saame vorrandi

2 sin 2x cos x+sin 2x=2 cos? x+cos x,

millest

sin 2x (2 cos x+1) =cos x (2 cos x+1)
ehk

(2 cosx+1) (2 sinx—1) cosx=0.
Seega

2 cosx+1=0, 2 sinx—1=0 ja cosx=0
ning antud vorrandi lahendid on:

X

+ 2 12 kn=Bhx1) 2,

n

=4
Xo= 1= 2

+2 k= (4k£1) 3,
Xs=(—1)%. 5 +km.

Teisendame antud vorrandi kujule
2 cos 4x cos 2x— (2 cos?4x—1) =1,
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142.

100

mida edasi teisendades saame

cos 4x (cos 2x—cos 4x) =0

ehk

cos 4x (—2 cos?2x+cos 2x+1) =0.
Siit

cos4x=0 ja —2 cos?2x+cos2x+1=0
ning antud vorrandi lahendid on

xi=(2k+1) § »

Xo=Fkm,

Xg= %—i— gli;'—ln.

Teisendame vorrandi kujule

cos? 2x+ (cos? 3x—sin? x) =0.

Siit

cos? 2x+ (cos 3x—sin x) (cos 3x+sin x) =0,

millest

cos? 2x+[cos 3x—cos (90°—x)] [cos 3x+cos (90°—x)]=0
ehk

cos? 2x—4 sin (x+45°) sin (2x —45°) cos (x+45°) cos (2x —45°) =
=0.

Kasutades niiiid kahekordse nurga siinuse valemil, saame
vorrandi

cos? 2x—sin (2x+90°) sin (4x—90°) =0,
millest
cos? 2x+cos 2x cos 4x=0

ehk
cas 2ricos 3x cosx=0.

Viimase vorrandi lahendid on:
=t % + kr,

2k
Laich

+ 3

H+

A o|a

Xo=

X3=* o +2kn.



143.

144.

Et aga x; vdartused esinevad x, vdartuste hulgas, siis jddvad
esialgse vorrandi lahenditeks x; ja xp;, mis on esitatavad
kujul

X =(2k+1)

ja

Xp=(2k+1) 5.

Antud vorrand on teisendatav kuupvorrandiks sin x suhtes
2sin® x—9sin2x+10sin x—3=0

ehk, asendades sin® x=2, vorrandiks
228—9224+102—3=0.

Riihmitamise votet kasutades on selle vorrandi vasak pool
lahutatav tegureiks:

228-222—-7224+72+32—-3=0
222(z—1)—7z(z—1)+3(z—1)=0
(z—1) (222—72+3) =0.

Siit

21=1, 22=3 ja 23= %

Ulesandest nédhtub, et cos x7#0, jarelikult sin x#1; ei saa
kehtida ka vordus sin®x=3. Seega sobib antud vorrandi
lahendiks ainult z3, s. t. et

sinx=%,
millest
x=(=1)k- T+ kn.

Kirjutame vorrandi kujul

(1—cos? x) sin x cos 3x+sin 3x cos x (1 —sin?x) =0,375,
millest parast sulgude avamist ja rithmitamist saame
(sin x cos 2x+sin 3x cos x) —sin x cos x (cos 3x cos x+
+sin 3x sin x) =0,375.

Siit

1

sin 4x— % sin 2x cos 2x=0,375 ehk sin 4x= 3+
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145.

146.

102

millest

<y g 1 Jo gl B i
x=( 1)k24+k4.

Mirkus. Ulesande lahendamisel voib kasutada ka vale-
meid

sin 3x=23 sin x—4sin® x ja cos 3x=4 cos® x—3 cos x,

mille kohta vi. nditeks C. . HoBocenos. Cneunanbphbifi Kype
tpuronomerpuu. M., 1959, lk. 84—88.

Lahutame vorrandi vasaku poole tegureiks, saame
(sin x+cos x) (1— é sin 2x) =1— %sin 2%

ehk

- (1= % sin 2x) (sin x+cos x—1) =0.

EL
1- % sin 2x740,

. siis peab

sin x4cos x—1=0
ehk

sin (x+ 5 ) =sin §

4 ’

millest

x=nn+ %[(—1)"—-1].

Kui n=2%&, siis x=2kn;

kui n=2k+1, siis x=(4k+1) 3.

Kirjutame vorrandi kujul

(sin* x+2 sin? x cos? x+cos* x) —2 sin? x cos? x=
=co0s? 2x—sin? 2x,

millest

(sin? x+4cos? x)2—2 sin2 x cos? x=1-—2 sin? 2x
ehk

1— %sin"’ 2x=1—2 sin2 2x.



147.

148.

Viimasest

sin2 2x=0 ning x=~k- 12‘-

Arvestades, et
cos® x = (cos? x)3= (""_;05_25) o % (143 cos 2x+
+3 cos? 2x+cos? 2x)

a
a,cos 6x=4 cos® 2x—3 cos 2x,
saame antud vorrandi teisendada kujule
4 cos?2x+5 cos 2x+1=0.
Siit

{cos 2x),=—1 ja (cos2x)2=—l

4
ning

1= 5 (2k+1),
e 1

Xo= (mw—arccos 5 ) + k.

NI

Antud vorrand on teisendatav kujule
(sin*x+cos* x)2—2 sin* x cos* x= :g
ehk

[(sin? x+cos? x)2—2 sin? x cos? x2P—2 sin* x cos* x= g %
Kasutades kahekordse nurga siinuse valemit, saame vorrandi
(k-3 I sin? 2x)2— %bln“ 2> ;—;

ehk

(sin? 2x)248 sin? 2x+ 14—5 =0,

millest leiame, et

sin 2x=7,5 ja sin'2x=0,5.

Neist vorrandeist esimesel ei ole lahendit, teisel aga

t 14
x=('—l)k'ﬁ+k"§'
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149. Kasutades kahe nurga summa tangensi valemit, anname vor-
randile kuju

2tanx 3tan x—tandx
tan x+ 1—tan?x + 1-3tan?x el
ehk
2 3—tan2x
tan x (l+ l—tanzx 1 —3tan? ) =0.
Siit

tan x=0 ja 2tan*x—7tan?x43=0.
Viimaste vorrandite lahendid on

x]=kﬂ,

Xo= ",31 +kﬂ:,
2

X3= —é—!‘ +kn,

Xy=arctan (— ——) +km,

Xs=arctan VT + kx,

millest kolm esimest saab kokku votta kujul
X= %k.

Seega esialgse vorrandi lahendid on

X1= %k,

Xo=arctan (— —“) +kn,
x3=arctan 1/22 + k.

150. Vabanenud murrust, teisendame vorrandi kujule
[(1+tan 8) — (1 —tan 8)][1 —tan x2 tan2x)]—
—[(1—tan 8) + (1+tan 8)][tan x2+tan 2x]=0,
millest
tan 8 (1 —tan x2 tan 2x) =tan x2+tan 2x.

Siit
tan 8=

tan x24+tan 2x
1—tan x2 tan 2x
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151.

ehk

tan 8=tan (x2+2x).

Viimasest

x242x—8—kn=0

ja

Xy o=—1%xv9+kx.

Korrutades vorrandit avaldisega

r.

9n

ning rakendades vorrandi paremal poolel n korda valemit

27 sin

2 sin @ cos a=sin 2q,
saame vorrandile kuju
2n sin x log, x=sin x

ehk
sin x(1—2n log, x) =0.
Siit
sinx=0 ja 2nlog, x=1
ning

x,=kn ja x2=a%.

Et iilesande lahendid peavad rahuldama tingimusi
x>0 ja sin Qin;éO,

siis antud vorrandi lahendeiks on

xy=kn, kui x # 2" - ma, kus m on tdisarv ning £>0;

1
Xp=a?" | kui x # 27 . mnx, kus m on tdisarv ning a>0.

152. Et

sin® x4 cos® x= (sin? x)%+ (cos? x)3,
siis on vorrand esitatav kujul
sin* x—sin? x cos? x+cos* x=a,
mida teisendades saame

(sin? x+cos? x)2—3 sin? x cos? x=a
ehk
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3sin2x-cos2x=1—a.

Siit

3 sin?2 2x=4—4a,

millest

sin 2x= = 2 /3—3a.

Viimasest

X = (;”k arcsin (% \/3—3a) +k % ’
Xo= ——(_21)k arcsin (—§v3—3a) +k %

Parameetri a jaoks saame tingimused:

V3—3a< g,
3—3a>0,

millest
1
3 <a<l.

153. Pirast asendust cos x=1V/1—sin? x teiseneb vorrand kujule
2(a%+1) sin?x—4a (a+1) sin x+3a%2+2a—1=0,
millest
2a(a+1)+V2(1—a)d(a+1)
2(a?+1) 5
Et antud vorrandil oleks lahend, peab
(1—a)®(a+1)>0
ja

sin.x=

%a(a+1)+V(I—a)(at 1)
2(a%+1)
Siit leiame, et —1<a<].

-1 <+1.
Jéarelikult on vorrandi lahendiks

2a(a+1) = (1—a) V2(1—a?)
2(a2+1)

x=(—1)* arcsin +ka,
kus —I1<a<l.

154. Kirjutame antud vorrandisiisteemi kujul
{ 2 sin2 x+2 cos? y—1=0,

sinx+cos y—1=0,
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mille lahendame sin x ja cos y suhtes:
(

. 1
Sin x= 3
1
Cos y= 3-
Siit

x=(—1)tF +kx,

n
y=(6kx1) 3.

155. Rakendades asendusvotet saame esimeses vorrandis vaba-
neda tundmatust x:

sin? (?2 ) +sin2y= %
Siit

sm cosy cos sm +sm2 .
y y=3-

l—cos Sx —
: o b7t 6 2+V3
2 =
eatdh T A T
ja
5t _ 2-V3
2 _—=
cos? 15 e,
siis on viimane vorrand esitatav kujul
IS .. ; 3
2+V3 ———cos?y— 1smycos Ui —Esm2y+sm2 a2
Eda51
2 D —cos2y _ 1
(cos y—sin? y) — —sm 2y+ AT vkt
ehk

(V3-2) cos 2y—sin 2y+1=0.

Kasutades valemit sin2y=1/1—cos?2y, saame vorrandi
cos 2y suhtes

[(4—2V/3) cos 2y+V3—2] cos 2y =0,
millest
cos 2y=0 ja cos2y=é
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Siit
hi=(2k+1) T, yo=(6k%1) T .
Vastavad tundmatu x viirtused on

xi=(1-3k) 5, xo=(52—12k) 7.

156. Antud vorrandisiisteemi kirjutame kujul

{cos x+cosy=1

1
cos xcos y= -,

millest
A
cosx=3
1
cos Y=
ning
11
x=(6k=%1) -y
y=(6kx1) 3.
157. Et

tan (arctan2+arctan3) =

A tan(arctan 2) 4+-tan(arctan3) _ 243 SRR
1—tan(arctan 2)tan(arctan3) =~ 1-6  °

siis

arctan 24-arctan 3=Arctan (—1) = (42—1) %.
158. Kolmnurgast ADC (joon. 2) siinuslause pohjal

LB R MR A
sina ~ sin45° ’
millest
PR
V2
Kolmnurga nurgapoolitaja omaduse pohjal
X c—X

b a
Viimasest

iy
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e ().

= u+b

Arvestades, et sina= ci ja vordust (1), leiame, et

abv2
i vl T T
A ALS
x
o Joon. 2 D
x C
a
D 2
b
£ 0
7 Joon. 3
¢ 2 8
159. Olgu otsitava ruudu kiilg x (joon. 3). Kolmnurgast ABO
(AB)?+ (AC+CO0O)2=0B2. (1)
Et antud ruudu kiilg on a, siis
0B=0D=2Y*
ning seos (1) saab kuju
\ 2 B2 a2
(3) +(x+3) =%
ehk
5x2+4ax—a?2=0.
Viimasest
a
X1= g‘, Xo= —a.
Seega otsitava ruudu kiilg on %.
160. Otsitavaks summaks on 2(a+p+y) (joon. 4). Ulesande tin-

gimuste kohaselt
tany=1, tan = 1, tan a= %
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Jarelikult

1,1
tana+tanp 3 =
l—tanatanp

tan (a+p) =

=k

| +

W]
N »—

1—-

millest jdreldub, et a4+ p=45° ja et y=45°, siis
2(a+p+y)=180°

161.

162.

110

F ¢
Z5 .\
2
A h x
E D0
B
B
r Joon. 5
8 Joon. 4

Et DC= % ja AD=h (joon. 5), siis tdisnurksest kolmnurgast
ACO

a?

Ty =hx,

millest
a?

X= i

Kolmnurgast CDO otsitava ringjoone raadius

/g_'_1+ at _ avaltak?
/4 160 1h

Et tdisnurkses kolmnurgas BCD (joon. 6) ZCBD=12 | siis ka
£DCB= f. Seega CD=BD=x ning
DA=BD—AB=x-—a.




Kuna £LCAB= %n. siis

ZDAC= 3.
Kolmnurgast ACD

Bk =
B o Xl 2

millest

{S+V3)a

X==

2

Joon. 7

163. Kui tdhistada 16igu DB pikkus tdhega x, siis AD=2R—x
(joon. 7). Kolmnurgast ADO

a 2R —x
cot A

ja kolmnurgast ODB

saame kokku neli vorrandit viie tundmatuga. Asendades
kahest viimasest B=%—a ja 2R=5r eelmistesse vorrandi-

tesse, saame

o
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cot%=5— Z, cot (%—%) =%.

r ,
o LG8 . X - .
Elimineerides —» saame vorrandi
o a
cot? e —5 cot 5 +6=0,

millest

a1=2 arccot 2, ap=2 arccot 3

ning otsitavad nurgad on 53° 07’ ja 36° 53".

164. Téahistades AD=m, ja BE=m,;, saame tdisnurksetest. kolm-
nurkadest ABF, AFE ja BDF seosed (joon. 8):

0
y D
Joon. 8 a
oon 7 C
o Mt gmy =c,
migm=",
%‘ §+—9—m3=%2,

kus tundmatuteks on m,, mp ja c. Selle vorrandisiisteemi
lahendamisel saame, et kolmnurga kolmas kiilg

=V? Vai+b

)

A



M édrkus. Ulesande lahendamine on lihtsam, kui kasu-
tada valemeid, mille abil saab mediaanide pikkuste ruute
arvutada kiilgede pikkuste kaudu. Nimetatud valemid on esi-
tatud raamatus: D. 1. Perepjolkin. Elementaargeomeetria
kursus 1. Tallinn, 1951, § 71, 1k. 214.

165. Nurgapoolitaja omaduse pohjal on —:—,=% ning konstrukt-

siooni pahjal b’+c¢’=a (joon. 9). Nendest vordustest

Jobn. 9

Rakendame kolmnurkades CAD ja DAB koosinuslauset:
b'2=0b2+12—2b cos %,

¢’2=c2+12—2c cos %. A
Aval‘daAdes nendest vordustest cos %'ja y(')'r.dsustades saadud
. avaldised, saame ‘- i i

D2HP—b2 22—

2bl 2cl 2

millest

l//bcz— be2+cb’2—cb?
l:
c—b

ehk, arvestades b’ ja ¢’ avaldisi,

2b
I_l/b - b“+f b+p Vbc(b+c+a) (b+c—a)=
— 52— Vbep(p—a), :
kus p=“+2ﬁ.

R
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166.

167.

168.

f/ /1 lj/}

Joon. 10

dub, et

VS  xtyg¥z’ yS  xty+z' s  c+y+z’

kus S on antud kolmnurga pindala. Liites need vordused,
saame

VE=VSi+ V8 +VS;

ehk

S=(VS(+VS:+VSs)

Tombame ldbi kolmnurga sees voetud punkti P kolmnurga
kiilgedega paralleelsed sirged: HK{|AC, GJ|AB ja IL{BC
(joon. 11). Siis

PF+PD+PE PF+PD+PE B

AF+AD+CE ~ IP+KF+LP+GD+PH+IE ~—

o FF+PD+PE S ]
PG PR e PR i PO e PO i o i
V3 V3 V3 V3 V3 v3

Vastavalt iilesande tingimusele

b*V3

nri=aq2= 5 =3.
Siit

g - 2 =
r= ;,a:\/s b=—§\/3 \/?7



Joon. 11

Joon. 12

169.

170.

&

Seega otsitav suhe on

- gz S
on|/3 :4VS 2V VT
ehk

fs .
N AT
Ulesandes kirjeldatud viisil tekkinud ruutude pindalad a?
a2 a2 a2 = a3k
535 g - - - moodustavad Iopmatult kahaneva geomeetrilise
progressiooni, kus a;=a? ja g= -;— Vaadeldavate ruutude
pindalade summa on 242
Olgu rombi kiilg x. Pole raske veenduda, et BF=BE=a ja
EF 1 BD ning EG=GF=-g— (joon. 12). Kolmnurgas ABE
AE=+/x2—qa2.
Jérelikult
ED=x—/x2—a2

Taisnurksest kolmnurgast BDE

d-EG ED-a
g st - |
millest

i 2a(x— VvV x2—a?)

‘ b

Teiselt poolt
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d=va*+ED?—= V2x2——2x\/x2—a2.
Seega

b V2x2—2x\/x2‘—a2=2a(x—\/x2—a2),

millest
2a°
rx=—,
bV4a2—b?
Rombi pindala
2at

S=ax='-——.—'.
bV4a2—b?

Et LCAB= % (joon. 13), siis

1Y,
AH=h cot 5.
Trapetsi keskloik on vordne 16iguga AH ja jarelikult trapetsi
pindala ;
[0/
S=hzcot?.
172. Trapetsi pindala valemi pohjal saame jargmised seosed
(joon. 14):
(a+y) (hi+hs) = (a+x) b+ (x+y) he (1)
(b+x) (ho+hs) = (x+y) ha+ (y+b) hs (2)
(b+y)hs= (x+y)hs, (3)
(a+x) b= (x+y)ha. (4)
g c
b
h
A . 8 Ahs
0 | P 4
h
S
h, " \
o Joon. 13 Joon. 14
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173.

Teisendame vorrandi (1) kujule
(x—y) = (a—x)h,.

Siisteemist, mis koosneb sellest vorrandist ja vorrandist (4),
saame

a?+y?=2x? (5)
ning analoogiliselt vorranditest (2) ja (3)
b2+ x?2=2y> (6)
Vorranditest (5) ja (6) moodustatud siisteemist leiame; et

P r6a 71662 '
. V3 3+ a ja y= \/3a3+ - (7)

Korguste h; ja hy leidmiseks kasutame iilesande tingimusele
tuginevaid vordusi:

(a+b)h=3(a+x)hi; (a+b)h=3(x+y)hy; (a+b)h=
=3(y+0b)hs.
Kasutades ka avaldisi (7), saame

h(V3b2+ 60— V3a?+6b%) .

ho — h(Ba—V3b2+6a?)
A 3(a—b) $

3(a—b) &

B B(V3a2+6b—3b)
R 3(a—b)

ha=

Olgu raadiusele AO=2r kui diameetrile ehitatud poolringjoon
keskpunktiga punktis O; (joon. 15). Punktide O, ja C iihen-
damisel tekib vordhaarne kolmnurk O,0C, milles £0,0C=
=/0,C0=q. Jirelikult ZAO,C=2a. Kasutades kaare-

B

Joon. 15 Joon. 16



174.

pikkuse valemit, leiame vastavate kaarte pikkuste suhte. Sel-
leks on 1:1.

Téisnurkses kolmnurgas AFM on

AN2=NF - MN (1)
(joon. 16). Ulesande tingimuste kohaselt on

AN=gar ja MN=2r,

jarelikult
nr
R=. =
Sin ’§'
ning
NF=2R—2r=2r [ —1).
sin—2—

Asendades saadud tulemused vordusesse (1), leiame, et

n?r?=4r? ( 3 _ l) ,

3
sin 5
millest
e A
2 ot v

175.

;/l/lS )

ning otsitav nurk a=130°.
Rakendades teoreemi ringjoonele tommatud puutujast ja [6i-
kajast (joon. 17), saame

CP2=BP-AP

ehk

4a’= (2r+a)a, 2a
millest "

3
f=§a. 0 A

Et OC=r=3a ja OC= D
2

DC, siis kolmnurga korgus

9
DC= za.

wi

h

Joon. 17

Téhistades vordkiilgse kolmnurga kiilje pikkuse tdhega b,
leiame kolmnurgast DCB, et



2
b2=% +h2,

millest
R 3V3a
b= =~
Otsitav pindala
27V 3a?
S= T.

176.* Esmalt konstrueerime I6igu p=b+c, seejdrel 15igu k= %f

kui neljanda vordelise loikudele b, ¢ ja p ning l6puks 16igu
x=va2+k2%

177. Olgu antud punkt A (joon. 18). Konstrueerime ABJ||b ja AS|la.
Kanname nurga haaradele a ja b vastavalt 16igud 2 OB ja
2 OC. Saadud punktid D ja E on otsitava sirge s ldikepunktid
nurga haaradega.

#

P

8 £ D
Joon. 18 Joon. 19

178. Et avaldada kiilje ¢ pikkust kiilgede a ja b pikkuste kaudu,
joonestame korguse h, (joon. 19). Tdhistame BE=x. Aval-

dame suuruse 4> kolmnurkadest AEC, DEC ja BEC:
h% =b2— (c—x)?,

2
he =c2— (—g——x) >

_* Konstruktsiooniilesannete (iilesanded 176—191) lahendustes ei ole eraldi
valja toodud konstruktsiooniilesannete lahendamise iiksikuid etappe (analiiiis,
_l:jonstruktsioon, toestus, uurimine), vaid on esitatud iilesande lahendamise pohi-
idee.
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179.

180.

181.

120

h, — X2,

Saadud vordustest lelame et

c= |/§ (a?+0?).

Et konstrueerida kolmnurka, konstrueerime kiilje ¢ ja see-
jarel a, b ning ¢ kaudu otsitava kolmnurga ABC.
Kiilje ¢ konstrueerimisel konstrueerime esmalt 16igu

k=1\/a%+b? ja seejirel 1oigu

c—l/ = V—k Vpk, kus p_

Miérkus. Kulje ¢ avaldamisel on sobiv kasutada Stuarti
teoreemi. Vt. D. I. Perepjolkin. Elementaargeomeetria kur-
sus I. Tallinn, 1951, lk. 213.

Konstruktsioon on lihtsalt teostatav, kui tugineda lausele, et
diameetrile (selleks votame kdesoleval juhul kiilje c¢) toetuv
piirdenurk on tdisnurk. y

Téhistame kaatetid tdhtedega a ja b. Tuntud seostest
a'L’+b2—c2 ja ab=hc leiame, et

(\/c2+2hc+ Vc2—2he),

Nl —

g (\/02’4—2110—\/02 2hc).

Ulesanne on lahenduv, kui h<~;—.

Tahistades otsitava ruudu kiilje tahega X, saame iilesande
tingimuste kohasele x2=S, ehk

x¥2=Vp(p—a)(p—b)(p—c).
Tahistame niiiid p—a=~k, p—b=m, p—c=n. Siis

l’ \/pkmn— VV pky/mn.

Tahistades omakorda \/pk—r ja \/mn t, saame, et x=1/rt.
Et konstrueerida 16ik x, konstrueerime kmgepealt loigud p,
k, m ja n, seejdrel l(')igud r ja t kui vastavad geomeetrilised
keskmised ja lopuks loigu x.

Konstrueerime nurga y ja kanname selle iihele haarale alates
nurga tipust A 16igu a, mille otspunkti tdhistame tdhega B
(joon. 20). Nurga y teise haara pikendusele kanname loigu
AD=c—b. Uhendades punktid B ja D, saame kolmnurga
ABD. Kui tdhistame otsitava kolmnurga kolmanda tipu



182.

183.

184.

185.

b A e=B D Joon 20

tihega C, siis BC=AC+AD, s. t. et kolmnurk BCD on vord-
haarne. Punkt, kus kiilje BD keskristsirge loikab sirget AD,
ongi otsitava kolmnurga tipp C.

Antud 16ikude a ja c—b ning nurga B abil konstrueerime
kolmnurga BDC (joon. 21). Seejarel konstrueerime 16igu CD
keskristsirge, mis loikumisel kiilje DB pikendusega mééarab
punkti A asukoha. Uhendades punktid A ja C, saamegi nou-
tud kolmnurga.

Olgu antud nurgad a ja B ning iimbermoot 4. Konstrueerime
kolmnurga nurkadega « ja . Saadud kolmnurk on sarnane
otsitava kolmnurgaga. Et sarnaste kolmnurkade iimbermdo-
dud suhtuvad nagu vastavad kiiljed, siis %! =-Ccl (ii; ja ¢, on
konstrueeritud kolmnurga iimbermoot ja kiilg). Kolmnurga
kiilje ¢ konstrueerime kui neljanda vordelise l6ikudele ¢, i,
ja d. Otsitava kolmnurga konstrueerime nurkade a ja p ning
kiilje ¢ jargi.

Konstruktsiooni viime 1dbi kahes osas: 1) leiame mediaani
kui antud 16ikude geomeetrilise keskmise, 2) konstrueerime
roopkiiliku kahe kiilje ning kiilgedevahelise diagonaali abil.
Otsitavaks kolmnurgaks on pool saadud réopkiilikust.

Avaldame otsitava 16igu ¢ trapetsi aluste @ ja b kaudu. Tra-
petsite, milleks 16ik ¢ jaotab trapetsi alustega a ja b, korgu-
sed tdhistame siimbolitega A, ja h,. Niiiid

+b
T = e
ja

a+b a+c c+b
—2—(/11-{—/12)= ) hx+—2—h2-

9 Matemaatika olfimpiaadid 121
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L ]
Siit
2 2
g a’+b
gy

Et konstrueerida 16iku ¢, konstrueerime esmalt 16igu k=
=1V a%+b? ning seejdrel 16igu ¢ 16ikude & ja —2"1 geomeetrilise

keskmisena (jc = I/;?) -

Kogu konstruktsioon taandub otsitava ringi raadiuse x konst-
rueerimisele antud ringide raadiuste r ja R abil.
Kuna pindalade vahel kehtib seos wR2—nr2=nx2, siis

x=VR?—r? mis annabki votte raadiuse x konstrueerimiseks.

Olgu kolmnurga alus a ning korgus 4 ja ristkiiliku kiiljed b
ning c¢. Téhistame otsitava ristkiiliku kiiljed siimbolitega x,
ja Xxo.

Vastavalt iilesande tingimustele x1x2=%-h ja xX1+xg=

=b+c. Kui konstrueerida esmalt 16igud kzl/% h jas=

=b+c, siis voib 16ikude x, ja x, konstrueerimist vaadelda kui
ruutvorrandi x2—sx+4k%2=0 lahendite konstrueerimist (vt.
iilesanne 188).

~
C

k \
Joon. 22 I 2 T

A D 8

Loigud x; ja x, voib konstrueerida ka otse seoste xyxy=
=k?, x,+x;=s pohjal (joon. 22). Selleks konstrueerime 16i-
gule s kui diameetrile (AB=s) tdisnurkse kolmnurga (ABC)
korgusega k (CD=k). Otsitavateks 16ikudeks x, ja x, on 15i-
gud AD ning DB.

Vaatleme eraldi kahte juhtu.

I. Punktid A ja B asuvad samal pool sirgete 16ikepunkti
M (joon. 23). Ulesanne on lahendatud, kui on teada kas
punkti C v6i D asukoht. Tdhistame MD=x, MA=a, MB=0,
CD=c. Viimased kolm 16iku on teada, otsitavaks on x. Raken-
dades teoreemi ringjoone loikajatest, saame, et
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s D
Joon. 23 / €

ab=x(x—c) ehk x2—cx—ab=0.
Konstrueerime esmalt 16igu
ab=nh?,

seejdrel vorrandi

x2—cx—h?=0

lahendid
- 5= /(5 +

Selleks leiame kdigepealt 15igu k=|/ \%)2+h2 ja seejérel

16igud x,,2=—'_i-tk. Siis on {ihtlasi teada otsitavast ringjoo-

nest kolm punkti (4, B ja D) ning kogu iilesanne ongi lahen-
datud. ;

II. Punktid A ja B asuvad teine teisel pool sirgete 15ike-
punkti M. Kasutame samu téhistusi mis eelneval juhul. Raken-
dades teoreemi loikuvatest kooludest, jouame vorrandini
x2—cx+ab=0. Loigu x konstrueerimine toimub pohimotteli-
selt samal viisil kui eelneval juhul.

Mirkus. Vorrandite lahendite konstrueerimise kohta
vt. D. 1. Perepjolkin. Elementaargeomeetria kursus I. Tal-
linn, 1951, § 76, lk. 228—232.

On antud ringjoon keskpunktiga O, ja raadiusega r, ning
sirge s. Tdhistame otsitava ringjoone raadiuse tdhega R.
Vastavalt iilesande tingimustele peab otsitava ringjoone
keskpunkt asuma vordsel kaugusel nii ringjoonest keskpunk-
tiga O, kui ka sirgest s. Seega on iilesanne lahendatav geo-
meetriliste kohtade meetodil. Selleks joonestame sirgele s
kaugusel R paralleelsed sirged s, ja s, ning ringjooned kesk-
punktiga O, ning raadiustega r,+R ja ry—R (kui r;>R).
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Saadud ringjoonte
ja sirgete Ioikepunktid
on otsitavate ringjoonte
keskpunktid, sest nad
asuvad ringjoonest kesk-
punktiga O, ja sirgest s
vordsel kaugusel.

Olgu P, Q ja R antud
punktid  (joon. 24).
Valime kolmnurga PQR
ithel kiiljel (RQ) suva-
lise punkti A’ ja konst-
rueerime punkti B’ nii,
et QB’=QA’, punkti B” Joon. 24

Mk el WPBY=PB! . {3

punk'u A" nii, et RA”=RA". Sirgete B’B” ja A’A” ]mkepunktl
tahistame tdhega C’. Teeme kolmnurga A’B’C’ sarnasustei-
senduse punkti Q suhtes nii, et C” teisend C tuleb kolmnurga
PQR kiiljele PR. Saadud kolmnurga ABC tipud on otSItavate
ringjoonte puutepunktideks.

Vaatleme eraldi kahte juhtu.

I. Sirge AB on paralleelne sirgega s. Vaadeldaval juhul
on iilesande lahendamine lihtne, sest otsitava ringjoone kesk-
punkt peab asuma iihelt poolt vordsel kaugusel sirgetest s ja
AB ning teiselt poolt 16igu AB keskristsirgel. Lahendeid on
iiks.

II. Sirge AB loikub sirgega s punktis M (joon. 25). Ules-
ande lahendamiseks tuleb leida puutepunkti 7 asukoht. Téhis-
tades MT=x, AM=a ja BM=b, saame ab=x2. Viimase seose
pohjal konstrueerime loigu x. Sellega on punkti 7 asukoht lei-
tud ja otsitavaks ringjooneks on ringjoon 1dbi punktide 4, B
ning 7. Lahendeid on kaks, sest punkt 7T voib asuda molemal
pool punkti M.

Joon. 25
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193.

Vastavalt iilesande tingimusele peavad antud geomeetrilise
progressiooni liikmed a;, @, a3 rahuldama vorratusi

a;+a>a;s
a,+as>as
ax+asz>ay,
millest
q?—q—1<0
g*—q+1>0
¢?+q—1>0.
Lahendades saadud vorrandisiisteemi, leiame, et
v52—1 <g< v_52+_|-
Vastavalt iilesande tingimustele
c2=q?+b?
ehk
a?=(c+b)(c—b). (1)
Logaritmime viimast vordust alusel c+b ja alusel ¢—b. Siis
2 logqs a=1+10gqs (c—0) (2)
ja
2 log.pa=1+logs (c+0). (3)

Korrutades vordused (2) ja (3), saame

4 logess a log—s a=1+1ogs (c+b) +loges (c—b) +
+1oges (¢—b) loges (c+b). (4)

Kasutades valemit

_ logeb
i6g, b= Ty
leiame, et

logess (c—0) loges (c+b) =1

ning vordus (4) saab kuju

4 log.palog.pa=2+logcs (c+b)+logqs (c—b). (5)
Et
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siis seos (5) saab kuju

4 logsp a loges a=2+logc_bc—f—b +loge c‘_%.
Siit

2 10gc+p a log.p a=log.— a+loges a

ning noutud vaide ongi toestatud.

Tadisnurkses kolmnurgas (joon. 26)

h?=x(c—x),
millest
1 1
® = xe-n (D
Rt
@e=xc'ja b= (c=x)ec,
siis
a? 2
X=—ja c—x=—
4 c

Tehes viimastest vordustest vastavad asendused seosesse (1).
saame

) N

B T gt

Kuna c¢2=a%+ b2, siis
1 1 1

it

millega vdide ongi tdestatud.

Et CD=CF=r (joon. 27) ja AE=AD=b—r ning EB=BF =
=a—r, siis

AB=AE+EB=b—r+a-—r.

Et aga AB=2R, siis 2R=a+b—2r ehk

a+b=2(r+R).

Ulesanne on lahendatud, kui taestame, et g= % (joon. 28).

Kolmnurgast KBF tan q>=—ﬁ——r’{. ja kolmnurgast CKB BK=

=a cos P. Et leida KF=x, joonestame DM|EK. Kolmnurkade
FEK ning FDM sarnasuse pohjal



F
¢ 0
b plr 5
0, R
h J
x > = B
a
Joon. 26 Joon. 27
MD _ MK+x MD—EK _ MK
R chk B o
Siit
__EK-MK
N DM -—KE® (1)

Leiame jargnevalt 16igud EK, MK ja DM.
1) MK=} CK, sest AD=DC ja DM|AB. Kolmnurgast
KCB voime kirjutada, et KC=a sin § ja seega

MK=CM= %sin B.
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9) Et DM=CM - tan p (ACDM), siis

asin®f
2cosp °

2) Kolmnurgas CBE

DM=%sin B tan p=

£BCE=ZCEB=90°— £
ja jarelikult BC=BE=a.
4) EK=BE—-BK=a—a cos B=2a sin2—g— . Asendades seo-
ses (1) loigud EK, MK ja DM leitud avaldistega, saame
P
2asin?3 « 5" sinf __asinfcosf

asin?f P AbE
20056 —2a sin 9 2 sin? B
Leiame niiiid
BK acosB-Qasin’—S— B
tan¢=ﬁ= a sin f cos B =tan7'

p p

Et nurgad ¢ ja 5 on mélemad teravnurgad, siis ¢= -

Midrkus. Esitatud lahendus on Viljandi C. R. Jakobsoni
nim. Keskkooli opetajalt B. Henrichsonilt.

Kasutades koosinusteoreemi, saame antud pindala avaldise
teisendada kujule

R ab cos y

Et aga kolmnurga pindala avaldub valemiga

__absiny
S= %,

siis antud juhul peab
cos y=sin vy,
millest jareldub, et y=45°.

Vaatleme kolmnurka ABC (joon. 29). Olgu tema timberring-
joone raadius R ja siseringjoone raadius r. Uhendades kolm-
nurga ABC kiilgede keskpunktid, saame kolmnurga A,B,C,,
mis on kolmnurgaga ABC sarnane. Et kolmnurga A,B,C,
iimberringjoon raadiusega R, on kas kolmnurga ABC sise-
ringjooneks voi asub osalt viljaspool seda kolmnurka, siis
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C, A,

Joon. 29 A B, C

R >r. ‘

Et kolmnurga ABC iimberringjoone raadius

R=2R,,

siis

IR>9r.

Olgu D korguste 16ikepunkt ja O iimberringjoone keskpunkt
(joon. 30). Tuleb tGestada, et OE= 3 AD.

Joon. 30 A

Et AABD ~ AOFE, siis

OB _EF _1
AD . -ABT 27

millest OE = %AD.
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Joon. 31 A b D &

Vaatleme kolmnurka ABM (joon. 31). Nurgapoolitaja (EM)
omaduse pohjal

X C—X
z a

2

ehk £=_2_(_c—_x_)'
4 a

Samal viisil saame kolmnurgast AMC vorduse

P 2(b—y)

2 a 3

Jagades viimaste vorduste vastavad pooled omavahel, saame
vorde

-3_\_’___ c—X

y b—y’

millest jareldub, et ED|BC.
Seega AAED ~ AABC.

Kolmnurga nurgapoolitaja pikkuse jaoks saime iilesandes 165
valemi

Y Ry L
= 535 Vbcp(p—a),

__a+b4c
kus 8 e,
Seega

PR ey oy
la= 335 Vbep(p—a),

2 ————
b= 35 Vacp(p—b).

Eelduse pohjal l,=1[,, millest
(a—b)[4p(p—b) (p—a) +ab(p—a)+ (p—b)a®+pb?=0.
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203.

Et p>b ja p>a, siis on nurksulgudes olev avaldis igal juhul
positiivne, s. t. erineb nullist. Jérelikult peab kehtima tin-
gimus a—b=0 ehk a=b.

Kolmnurkadest ABD ja ADC (joon. 32) leiame, et
c2=12+¢"2+2¢ - DE,

b2£ (% +b2—2b" - DE.

Elimineerides DE, saame vorduse

Yc'b2=15 (b +c") +c'b (' +b).

Joon. 32

Tehes siin asenduse

c’b
¢

c= b;—c jab'=

ning teisendades saadud vordust, saame tulemuseks
be(+b) =15 (b’ +¢') +bc’ (b +¢')

ehk

13 =bc—b'c.

Taisnurksetest kolmnurkadest AFD ja CFD (joon. 33)

MR 3
ang= 75
ja

_FD
tan 60°= e’
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Siit B

tan 60° E

g g A H
Kasutades analoogilist
mottekaiku, leiame tais-
nurksetest kolmnurkadest
CEP ja AEP, kus PC= E
=5AP, et

V3.

tan p= ==. (2) J IR K
Téaisnurksetest kolmnurka- A PR D c
dest ALR ja RLC

tan p= 2% 3)

tan o=

Joon. 33

tan = AR—. ' (4)

Seostest (1) —(4) jéreldub, et :
KREv--b =
ﬁ = §. (O)
Liites vorduse (5) molemale poolele arvu 1, saame

A =1 ehk AR=2AC. (6)
Kuna 4

SacL=Spck=Sasm

siis

Skem=Sapc—3SacL-

Leiame kummagi pindala eraldi:

Sapc= L2 AC?

ja

L FRh AC2- LR i (7)
Kolmnurgast ALR

LR=AR - tan a.

Kasutades seoseid (1) ja (6)

LR=1’7§AC.

Asendades saadud tulemuse seosesse (7) leiame, et



204.

V3. AcC?
SACL= T
ning
_V3 402 33 g2 V3 4
Skim= 3 AC i AC2= %8 AC?,

Jarelikult
Sasc
SKLM £4y 7’
millest

SABC=7SKLM-

Toestame esmalt, et nelinurk OPRT on réopkiilik (joon. 34).
Nelinurk BMDK on roopkiilik, sest BK=DM ja BK|DM.
Jarelikult BM||KD. Analoogiliselt saab néidata, et AL|NC.
Oeldust jargnebki, et nelinurk OPRT on roopkiilik.

Joon. 34

A N D

Leiame pindala Spprr. Pole raske néha, et
1 ! 1
SABL=SCDN='Z Q ja Spem=Sakp= n Q.

Selleks piisab vaid 16ikude LN ja KM joonestamisest. Uhelt
poolt

Sorrr=Q— (Sasr+Sscm~+Scon+Sakp) +Sprp+Scur+
+Spnr+Sako=Q—4 '% Q+SsLp+Scur+Sonr+Sako+

+Scmr+Spnr+Saxo- (1
Teiselt poolt aga

Sorrr=Q— (Sscr+Scor+Saon+Sase). (2)

Kolmnurkade CDT ja CMR sarnasusest ning suhtest %}—)4 =%

jareldub, et
133
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Scur T 1
Scor 4

Analoogiliselt saab ndidata, et

ehk SCDT=4SCMRu

Sscr=4SsLp, Saop=4Spnr ja Sasp=4Sako-

Asendades leitud tulemused vordusesse (2) ning arvestades
vordust (1) saame

Sorrr=Q —4Soprr ehk Soprr= El"s Q.

Et LA+ £B=2a+2p=180° siis a+p=90° Jarelikult
LKNM=ZANB=9(° (joon. 35).

Joon. 35

Seega on roopkiillik NKLM (BE|GD ja AH|FC) ristkiilik.
Jédb veel toestada, et ristkiiliku NKLM diagonaalid NL ja
KM vorduvad roopkiiliku kahe ldhiskiilje vahega.

Et AE=AB, siis ED=AD—AB ja et nelinurk ENLD
on roopkiilik (NE|LD ja NE=LD), siis ED=NL. Jarelikult

KM=NL=AD—-AB.

Kuna kolmnurgad DEM ja AFE on vordsed, siis ME=EF
(joon. 36). Jarelikult ka DK=KL. Analoogiliselt saab nai-
data, et KL=LB. Seega

DK=KL=LB.

Pikendame roopkiiliku kiilge AD 16igu ;ll—AD vorra (joon 37).

Saadud 16ik AD; on jaotatud n+1 vordseks osaks. Joonesta-
des 16igu AD, igast jaotuspunktist (D, kaasa arvatud) parai-
leelsed loigud loiguga PB, jaotub nurga CAD, haar AC n+1

vordseks osaks. Uks neist osadest on AQ. Jarelikult AQ=
. g
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209.

Joon. 37 Joon. 38

Et EF on kolmnurga ABD keskloik, siis EF||[DB (joon. 38).
Samuti (ADBC) GHI|DB. Seega EF||[HG. Analoogilise mot-
tekdiguga leiame, et FG||EH (ADBC ja AACD).

Seega on kujund EFGH roopkiilik.

Veendume esmalt (joon. 39), et kehtib vordus

Soec=Spar+Srac.
Et

DF . AK . FC - BM
Spar= b ja Srac= P ’

siis

SDAF+SFBc=¥ (AK+BM).

Trapetsis AKMB on EL keskloiguks, mistottu AK+BM=2EL.
Seega

Spar+Srsc=DF - EL.

Et aga DF = R

R SIIS
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Joon. 39

Spec=Spar+Srac.

Lahutades niiiid viimase vorduse molemast poolest kolmnur-
kade DGF ja FHC pindalad, saamegi, et

Senre=Saep+Sanc.
210. Roopkiilikud ABCD ja APLM on sarnased (joon. 40), seega

AD _ AB
AM AP
Et
AB __ AR
AP A0
siis ka
AD _ AR
BK AQ:"
C
D
L K
M
B
Joon. 40 A a -S4 ;
R
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212,

millest
AD.-AQ <5 BK-AR

- 4 y':
Seega Sisk=SuaLp.
B &
Joon. 41 A E ﬁF D

Tuleb toestada (joon. 41), et
BD?+AC?=AB24CD?+2BC - AD.
Liites vordused
BD?=AB?+AD?—2AD - AE

ja

AC?=CD?+AD?*-2AD -FD

ning arvestades, et
AD—AE—-FD=BC,

saamegi soovitud tulemuse
BD?*4+AC?=AB?+CD?+BC - 2AD.

Olgu trapetsi aluste keskpunktid K ja L. Pikendades haara-

sid, saame kolmnurga AMB. Et trapetsi alusnurkade summa

on siis on nurk M tdisnurk (joon. 42). Seega

-
2 3

™

A B
Joon. 42 L

10 Matemaatika oliimpiaadid
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ja et

CK _ MK

AL~ MK+KL’

siis leiamegi, et KL=AL—CK.

Toestuseks tombame trapetsi tipust C 16igu paralleelselt dia-
gonaaliga BD kuni loikumiseni aluse AD pikendusega punk-
tis E (joon. 43). Kolmnurk ACE on vordhaarne, seetottu

£CAE= £CEA.

B G
Joon. 43 A D E
Et
ZCEA=/ZBDA,

siis on kolmnurgad ACD ja ABD kongruentsed ning jare-
likult AB=CD.

Et (joon. 44)
AD s 5a0C s,
siis AD||OC ning
£ZDAC=ZACO.
Kolmnurgast ACO
ZACO=ZCAO.
Jarelikult
£ZDAC= ZCAB.

Kui punkte O, A ja B labiv ringjoon 1dbib ka punkte G ja H,
siis peavad koolule AB toetuvad piirdenurgad, mille tipud on
punktides G, O ja H, vordsed olema (joon. 45). Et seda néi-
data, arvutame
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10*

ZABC= 222 .180°=108°,
ZABG= ‘28° . 9=79",
2BAG ‘—g*?f —36°,

ZAGB=180°-72°-36°=72°.
Jéarelikult ZAOB=ZAGB=ZAHB.
Et SS§’=h (joon. 46), siis
1 1 ’
V= §SKLM' OS+ ESKLM » OS = %SKLM 'h.
Vordkiilgse kolmnurga KLM pindala

Sxm= 2 (1)

Loigu KM pikkuse arvutame jargmiselt. Olgu ZASS =a ja
ZA’S'S=p. Taisnurksetest kolmnurkadest KOS ja KOS’

KO=xtana (2)
ja

KO={(h—x) tan B, (3)
kus x=0S.

Seostest (2) ja (3)
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htanatanf hsinasinﬁ
A tan u+tdn B sin(arp):’ (4)

Et KO on 5 vordkiilgse kolmnurga KLM korgusest, siis

KO= -‘/33 KM. (5)

Seostest (4) ja (5) leiame, et
KM= V3 hsinasinf

sin(a+p)
Seega
S _ 3V3sin%asin?B
KLM™ "4 sin2(a+B)

ning
Vi V3 h®sin’a s'n? B.

4 sin?(u+f)

217. Et AF= 3—%/—3 , siis A 3 (joon. 47).

Kolmnurgast ADE DE= a_\/_b ning HE= 242 ning kolmnur-

gast AHE AH= aV2 . Analoogiliselt leiame, et ka

B = HC~ “;’2.

Joon, 46

Joon. 47
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Kuna kolmnurkades AHC, CHB ja BHA kehtib Pythagorase
teoreem, siis on nimetatud kolmnurgad tdisnurksed. Seega on
ithtlasi toestatud, et 16igud AH, CH, BH on omavahel risti.

Et
V=S§,-BD ja S,=a?sin q,

siis jddb ainsaks otsitavaks suuruseks korgus BD (joon. 48).

Selle leidmiseks tombame BC L AE ja DC L AE. Edasi

Joon. 48

kolmnurgast ABC: BC=asina ja AC=a cos aq,
kolmnurgast ADC: DC=a cos atan % .

kolmnurgast BDC: BD?=a? sin? a—a? cos? a tan? % -

Péarast teisendamist
BD= —*© I/' 3¢ gin &
=8 sin = sin 3
2

ning

V=2a%sin %Vsin 3Ea—sin %
Ulesande tingimuste kohaselt
%nr3c+ [gn(r+a)3— gnr3]b= —gn(r+a)3d
ehk

cr¥+[(r+a)2—r3lb=(r+a)3d.

Suuruse r avaldame siit jargmiselt:
(r+a)3(b—d)=r3(b—c),
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220.

millest
() = o=

r b—
ning
L= ¢
I/P;C_l
" b—d

Et iilesanne omaks motet, peab olema
3
b—c
/=5 - 1>0,
millest
b<d<c voi c<d<b.

Esimesest vordusest ndeme, et iilesande tingimused on
taidetud ka siis, kui b=c=d. Sel juhul v6ib ballooni raadius r
(samuti ka seina paksus a) olla kuitahes suur. '

Téhistame neljanda kera raadiuse tdhega x. Suuruste x ja r
vahelise seose leidmiseks vaatleme korrapirast piiramiidi
0,0,0;0, kus O;, Oy, O3 on porandal asuvate kerade kesk-
punktid ja O on neljanda kera keskpunkt (joon. 49).

Piiramiidi pohiservad on 2r ja kiilgservad x+r. Neljanda
kera madalaim punkt Q(OQ=x) asub piiramiidi korgusel OP

pohjast 0,0,0; korgusel % r. Seega OP=x+ % r.
Kolmnurgas O,0P

_ 2rV3
DeP = or
ning

2 \2
(r+x)2=(2r;/3) + (x+
i 7
ja siit x= r.
Joon. 49 0
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XVl  MATEMAATIKA OLUMPIAADI ULESANDED JA
NENDE LAHENDUSED

1. Leida vorrandi
x!+y!'=10z+9
koik tdisarvulised lahendid.

Lahendus. Et vorrandi parem pool on paaritu arv, siis
peab vorrandi vasakul poolel kas x! voi y! olema vordne 1-ga.
Olgu x!=1,s. t. x=1, siis y!=10z+48. Arv 10248 ei jagu 5-ga.
Jarelikult peab y< 4. Asendades viimases vorrandis y tema
voimalike védartustega 1, 2, 3, 4, saame vorrandid vastavate
z vaartuste jaoks. Neist iihelgi pole tdisarvulist lahendit.
Seega antud vorrandil puuduvad tdisarvulised lahendid.

2. Kolmnurga kiilgede pikkused moodustavad geomeetrilise
progressiooni. Toestada, et see kolmnurk on sarnane kolm-
nurgaga, mille kiilgedeks on antud kolmnurga korgused.

Lahendus. Olgu a<b<c. Siis geomeetrilise progressiooni
omaduse pohjal b?=ac. Kolmnurga korgused avaldame
pindala ja vastava kiilje (aluse) kaudu:

28 28 28
ha= 71—1 hb= —b—y hc=}—'
ning leiame siis korguste suhted, mille teisendamisel kasu-
tame ka antud eeldust. Saame:

CeRias Lb o S e g
c

iy Lt e e
= ; :

Bihe Ao n

fee i — 2—:—

=c:b:a.
Jarelikult on antud kolmnurk sarnane tema korgustest moo-
dustatud kolmnurgaga.

3. Leida x, kui

sin 3x cos (60°—4x) +1 -0
sin (60°—7x) —cos (30°+x)+m ~

kus m on reaalarv.

Lahendus. Antud vorrandist jareldub, et samaaegselt pea-
vad kehtima tingimused:
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{ sin 3x cos (60°—4x) = —1

sin (60°—7x) —cos(30°+x) +m 7~ 0. (1)
Esimesest tingimusest jéreldub, et
sin 2x=—1 sin'3x=1
-~ 3
{cos(60°—4x)=l V)Xol {cos(60°—4x)=—l. @)

Siisteemi (2) lahendamisel saame

F1

2 2 7
x=3knt 5 ja x= 5l+ 5,

millest 6/—8k=5. Et niisugust tdisarvude paari & ja [ ei
leidu, mis seda vorrandit rahuldaks, siis siisteemil (2) pole
lahendeid. Siisteemi (3) lahendiks on

x=2nl+ g .

Asendades selle vidirtuse siisteemi (1) teise tingimusse,
leiame, et m 7% 2.

. Anu, Katrin, Marika ja Sirje said oliimpiaadil neli esimest
kohta. Anu iitles, et ta ei tulnud esimeseks ega neljandaks,
Katrin iitles, et ta ei jddnud neljandaks, Marika teatas, et ta
tuli esimeseks ja Sirje kuulutas, et ta sai auhinnalise neljanda
koha. Teha kindlaks tegelik paremusjarjestus, kui on teada,
et iihe tiitarlapse vastus on vale.

Lahendus. Anu, Katrini, Marika ja Sirje vastused on ske-
maatiliselt antud jargnevas tabelis.

Koht
I 11 I11 IV
Nimi

A ot i

K il
M she

S =k

1) Kui Anu valetaks, siis peaks ta jagama kas esikohta Mari-
kaga voi neljandat kohta Sirjega. See pole aga voimalik.

2) Kui Katrin valetaks, siis peaks ta jagama neljandat kohta
Sirjega, mis pole voimalik.
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3) Kui Marika valetaks, siis on Sirje neljas ja Katrin esi-
mene ning Anu ja Marika on kas teisel voi kolmandal
kohal. Sel juhul on v6imalikud 2 paremusjarjestust:

1. Katrin 1. Katrin
2. Anu g Marika
3. Marika ! 3. A
4. Sirje 4. Sirje.

4) Kui Sirje valetaks, siis peaks Marika olema samaaegselt
esimene ja neljas, mis pole aga voimalik.
Seega on iilesande lahendiks punkt 3 all toodud jérjestu-
sed.

5. Leida lopmatu kiimnendmurru 0,123... periood ja 10'°-ndal
kohal parast koma seisev number. _

Lahendus.

1) Oletame, et sellel 16pmatul kiimnendmurrul on periood
pikkusega k. Selle 16pmatu kiimnendmurru iileskirjutami-
sel jouame aga kohani, kus juurdekirjutatav arv on 10%
s. t. kus selle kiimnendmurru kiimnendkohtadesse tuleb
kirjutada jédrjest £ nulli. See aga toestabki, et vaadeldaval
16pmatul kiimnendmurrul perioodi pikkusega % olla ei
saa. Et naturaalarvu £ suhtes ei olnud seatud mingeid
kitsendavaid tingimusi, siis voime oelda, et antud 16p-
matu kiilmnendmurd on mitteperioodiline.

2) n-kohalisi naturaalarve on 9-107-! tiikkki ja nendes on
kokku n-9-107-! numbrit. Kui oleme kiimnendkohtadesse
dra kirjutanud koik 1, 2, 3, ..., 9-kohalised naturaalarvud,
siis on arvus kiimnendkohti

9
2 n-9-1071=8 888 888 889.
n=1

Seega puudub veel meid huvitava kiimnendkohani
10'°—8888888889=1 111111111

kiimnendkohta. Neid tdidame kiimnekohaliste naturaal-
arvudega, milliseid 1 111 111 110 kiimn=ndkoha taditmiseks
kulub 111 111 111. Seega 10'° kiimnendkoht on 111 111 112.
kiimnekohalise naturaalarvu esimene number. Et kiimne-
kohalistest naturaalarvudest esimesed 10° algavad numb-
riga 1 ja 10°>111 111112, siis otsitav number on 1.

6. Toestada, et kui kumera nelinurga tipud ei asetse iihel ja
samal ringjoonel, siis selle nelinurga diagonaalide korrutis
on viiksem kui vastaskiilgede korrutiste summa.
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La-h'endus.

= ZABD, /KCB=/ADB)
50). Jarelikult

ZDBC=ZABK,
KC . BC . 8K
AD ~— BD 4B’
millest

AD-BC=BD-KC.

Kuna ADBC ~ AABK (ZDBC:

BK
= ZABK, BD AB)
siis
cD _ BD
AK — 4B
ehk

AB-CD=BD - AK.

Seostest (1) ja (2) jareldub, et
AD -BC+AB-CD=BD(AK+KC).

Konstrueerime punkti
K nii, et ABKC ~ AABD (£ZKBC=

(joon.

Joon. 50

(2)
(3)

Et ZACB> £ZADB, siis punkt K ei asetse ldigul AC ning

AK+KC>AC.

Arvestades viimast vorratust,

tulemuse
AC-BD<AD -BC+AB-CD.

. Lahendada vorrandisiisteem

| Sl | 1
s + 7 : g =qax=hy=oz;
kus a+b+c#0.

L ahendus. Tahistades
1

1 1

S 3 s =R,

nieme, et

Y, T ey
i b ¢

ning

Seega vorrand (1) saab kuju

saame seosest (3) soovitud

(1

147



148

atb+c
kR =

millest k=++v/a+b+c.
Antud vorrandisiisteemi lahendiks on

/
(i Va+b+c i iVa-l;-b~|~c Lol ]a+b+c) )
a z

Toestada, et igas kolmnurgas kehtib vordus

sin (a—f) _ a*—b?
sin (a+B) ¢

Lahendus. Koosinuslause pohjal:

a?=b%+c?—2bc cos a

b2=qa%+c2—2ac cos B

Lahutades esimesest vordusest teise ja teisendades saame, et
a2—b2=c(acos B—b cos a)

ehk

a?—b?=2Rc(sin a cos B—cos a sin f),

kus R on kolmnurga i{imberjoonestatud ringjoone raadius.
Seega ;
a?—b? __ 2Rcsin (a—P) __ sin (a—B)

c? 2Rc siny sin (a+B)

On antud ringjoonel punkt M, seda punkti mitteldbiv k61 AB
ja ringjoone puutuja ldbi punkti M. Toestada, et punkti M
kaugus kddlust AB on keskmine vordeline koolu otspunktide
kaugustega antud puutujast.

Lahendus. Loikugu koo-
lu pikendus antud puutu-
jaga punktis L (joon. 51).

Pt
ALAC ~ ALKM ~ ALBD,

siis

Bl AM

KM AC

ehk

KM2=AC-BD, m.o.t. t Joon. 51



10. Et kaaluda mittetdpsete kaaludega (ebavordsed olad) 2 kg

11.

jahu, kaalus miiiija | kg iihel kaalukausil, teise teisel, lootes
kompenseerida sellega kaalude ebatdpsuse. Kas selliselt kaa-
lutud jahu hulk oli toepoolest 2 kg? Kui ei, siis kes sai kahju?

Lahendus. Olgu kaalu olgade pikkused x ja y (x 7~ y)
ning jahu kaal esimesel kaalumisel kaalude tasakaalu sea-
duse pohjal

X 1=y .-a,
millest

a=~=—.
' g

Teisel kaalumisel, kui on vahetatud jahu ja vihtide asukoht,
olgu jahu kaal ¢, siis tasakaalu tingimuse pohjal

s l=x">¢;
millest

2

c==.
X

Seega kaalus miiiija a+c=§-+§— kilogrammi jahu. Et aga

TR

¥ =il

siis kahju sai miiiija.

Toestada, et kui a>0, 6>0 ja ¢>0, siis

a? b? c? 3
i T ora +a2+b2>§'

Millisel juhul kehtib vordus?
Lahendus. Kasutame positiivsete suuruste vahelist seost

a+a+ ... +a i
__I_L._'l___">val.a2.a3._._oan,

mille toestust vt. naiteks Kyumenxo, B. C. C6opHHK KOH-
KYPCHBIX 3aja4 10 MaTeMaTuke ¢ pewennsmu. Jlenunrpan, 1967,
a? b? e a? b? et
b2+ c? ¥ c2+q? + a?+b? > 2bc + 2ac 2ab
3 3
o B4 +c3>3abc S

2abc = 2abc ~ 2°
Vordus kehtib juhul, kui a=b=c.
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