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Koostaja M. Tonnov

Käesolevatesse in tegraa lide  tabe litesse  on 
koondatud tähtsamad määramatud in tegraa lid  ja  
väike v a l ik  koige enam vajaminevaid päratuid in
tegraa le . Tabelite  kasutamisel tuleb arvestada 
järgm isi märkusi:

1 . integreerimiskonstant on ära jäetud, 
v ä l ja  arvatud juhul, kui in teg raa li  voib e s i
tada erinevate avaldistena erinevate suvalis
te konstantidega;

2 . kõikides valem ites, kus algfunktsioo- 
ni avaldises esineb ln f ( x ) ,  tuleb teda mõis
ta ,  kui ln |f(x)| (absoluutväärtuse märgid on 
kir ju tuse lihtsustuseks ära jäetud );

3. juhul, kui algfunktsioon on esitatud 
astmereana, s i i s  see tähendab, et teda e i  saa 
esitada lõp liku arvu elementaarfunktsioonide 
kaudu.



1. Ratsionaalfuüktsioonide in tegraa l id

1.1, Integraal id ,  mis sisaldavad avaldis t  ах + ь.

Tähistus А = a x  + b .

l ) \ x ' dx- 7 õ r n ) JC........ *- '>•

1 Л =

•3) j* xA" d:

4,J’ x dx

x  :

51J

* x dx

X 2 *

e J'  x dx

1 ~ X ^

7) f  x dx

| - 1 F

8) J1* x-Xm с

91J

Г x2 dx

1 x

10. J
r X2 dx

X 2

' " J

Г X 2 dx

1 X 3

J' x2 dx

X '

.3, j
1* x3 dx

1 X

.4, j
Г X 3 dx 

1 X 2

.5, jf  X 3 dx

x 3

Х" ' - ^ Г п Х........ ...а2 (n + 2) а2 (n + 1)

(n - 1) X (и Ф 1. 2).

2 X 2 У

2 b  b 2 

( n  —  2) X " ~ 2 (n — 1) X m~ 1 J (n # 1, 2, 3).

3



16)

17)

18)

20)

21)

22)

24)

25)

26)

27)

28)

Г х3 dx 1 / 3Ь ЪЪ2 b3 \

J  X * ал V П + X  2 X 2 +  3 X 3 ) '  

С x3 dx 1 Г — 1
J X я = J r l ( n - 4 ) X ' - *

3 b2

(л-3) X- (и - 2 )  Xя ~2 

b3

( n - l ) X

f —  = - 
J xX

i___ I) х я~1 J {n Ф 1, 2, 3, A\

dx

xX3J
J  J r -

f-*L :J X2*
f d x  Г 1

J X2* 3 f l L 2 b 2* 2 

f —J x2JT 

f — ■J x3X

f — -  J X3* 2 

f — =J X3* 3

1 . *  f ^  . : 1 /, x  ax \
Т 1п7' 19) J ^ = ^ H ,nT + x )-

l /  X  2ax a2x2 \
"  br vnT + 1 Г "  "žfJ* *

L i*l

(-а)'х'

dx _  Г 1 
x2X 2 0 |_ b2X  + ab2x

1 _ 2 i * 1 
>2x . Ь3 П x j

b3X  +  af>
1 3 . X ~\ 
y3x b4 x j

29) {
dx

x3A"

1 Г  V ^ .  ( - a ) '* '-1 Jf , X
b"+1 ( i - 1 )- * - '- 1 +  x x

L i=j 
1 Г *  2aX X 21

' И “ + 2?-J-
1 Г ,  *  л  Jf2 ia X  1 

1 Г , X  4<j3x o4x 2 X 2 4flA" *1

- Я 1*- i= 3

' ■ ' ■ + 1  —  -.4 v i - 2(i -  2) X 1

a2X 2 _  (n -I- \)äX 

2x2 x

n (n + 1) а2 X 
ln —

X

30)
(-el*

m -t-я — 2

[ d x  1 у
) xmX* Ьт + Я Z j  "  + " " 2 (m -  ' -

r
kui mingi liikme nimetaja Z märgi a l l  on nu ll,

. x\tuleb see l i i g e  asendada avaldisega с:;,1-2( - аГ" ‘ ,n ~r
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Tähistus: A = b f- a g .

. ax + b . ax A
31) = </* + *).

J fx + g f  f

Г dx 1 . /* + fl ,A , m321- - - - - - - - - =т1п--- г (А Ф 0).
J (ax + b){fx + g) A + b

33) (* -- - - ----- = 4* Г — In (ax + b) — -̂r ln (/x + 0)1 (A 4L 0).
i3) J (ax + b)(/x + g) A L а / J

34) f-----£ -----= —  ( --^  + Т1п̂ “Чг) (Л* 0)'J (ax +  b)2 (/x + 0) А \ ax +  b A ax + b )

Г xdx b_____________ *___ ln Д ± * (a#b ).
J (a + x)(b + x)2 (a - b)(b + x) (a — b)2 b + x 

f  x2 dx b2 a2

36) J (a + x) (b + x)2 = (b — a) (b + x) (b - a)2

(b- a )

Г A i _  1 / 1
37)

* 2â ln  (b + x) (a # b).

38)

39)

Г ______ dx_________-1  / 1 1 \ 2 a +  x
J (a + x)2 (b + x)2 (a -  b)2 \ a + x + b + x J + (a -  b)3 *" b +  x ^  ^ '

f x d x _________1 / а b \ g +  b a +  x
J (a +  x)2 (b + x)2 (a -  b)2 \ a + x b + x / + (a -  b)̂  °  b + x ° *

Г x2 dx_______ -1  / а2 b2 \ 2ab a + x
J (a + x)2 (b + x)2 (a -  b)2 \ a + x + b + x / + (a -  b)3 " b  +  x 0,4

1 .2 . In teg raa l id , mis sisaldavad avald ist ox2 + bx + c. 

Tähistused: [дг = ax2 +  bx + c, A =  4ac — b .

40)

2 2ax + b 
——  arctg-----——  ( A > 0),
j/a  / а

2 A L 2ах + Ь 1 , 2ax + b — j/—A
Arth — — —  = ___  ln --------------- — -  ( A < 0).I

|/^Ä j/^A  2ax + b +  j/^A

f dx 2ax + b 2a f dx

(№ 4 0 )-

f  dx 2ax + b / 1 3a \ 6a2 f  dx

42) J ^ = ^ - ( 23F + sf} + ä*-J (№40)
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43) Г dx 2ах +  Ь (2л — 3) 2д (* dx 
J Х т (л — 1) АА'-“ 1 (и — 1) Л J X е ' ‘

аа\ Г x d x  1 , ' Ь Г dx
^ J — “  2T toJC- v J  тг ,№40)

Г x d x  Ьх +  2с Ь С dx

45) J ^ ------ й “ ’  a J t  (№40)-
^  Г х dx Ьх + 2с Ь (2л -  3) Г dx

J X я (п — 1) АЛ'"” 1 (л -  1)Д J

Г X2 dx х b Ь1 -  2ас С dx47)J— X
Г X2 dx (b2 -  2ас) x +  bc 2c С dx

481 J  ~ х> - - - - - - - - - - - 7Ä x - - - - - - + x j x  , № 4 ° l
dOl f  x U x  ~ x _____ c _ _  f dx (n — 2) b f xdx

X • (2л — 3)aX"~1 (2л — 3)e J X я (2 л -3 )в  J ~x=~

<Q' f  Xя d x _______________ X - - 1 ( m - l ) c  [  x— 'd x
’ )  X • = (2л — лт — 1) aXm~1 (2л — m — \) a J X я ~

_  ( n - m ) b  ( (и # 2 я _ п
(2л - m -  1) e J Jf*

[ x u - l dx 1 [ x 2"~ 3dx с f  x u ~3 dx b f xu ~2dx

51) J 7 j  — 7  J x■ aj  эр 

f  dx 1 ь Г Jx I  Г
53) J x *"" -  2c (л -  1)Л” _ |  2c J X я с J x X ' - '

,  Г Jx Ь , X  1 (  b2 a\ f  dx

M)  J T ~  2c2 xJ c x + \ 2c* J J  *  * *
f  dx 1 (2л + m -  3)a  Г dx

55) J 1 ГХ Г =  ~  ( m -  D c x - - 1̂ " -1 “  ( m - l ) c  J x” 2*"

(л + m  —  2) b Г dx
-  D c  “ J

(m > 1).
(тл -  l ) c  J Xя ' 1 X я

Г <**________________ I_________ Г (/* +  g)2 ~1
- J  </* + *>* K c f 2 - gbf +  g2a) [_ *  J

2ga -  bf f  dx 
2 (4 * -  gbf +  g2a)J ~X  (№ 40)'

(№№ 43,46).
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1. З.у Integraal id ,  mis sisaldavad avaldist a2±x*.

Tähistused:

X
arctg — a

X  =  a2 ±

Y =

märgi + korra l,

Аль — = -=- in märgi -  korra l, kui | x | < o ,2

jt l
a — x  

x  +  a
A r c t h -  = - ! n  — -  märgi -  korra l, kui \ x ]> a .

Kui avaldise ees on märk ± vo i  т , s i i s  ülemise 
märgiga vorduses x  = a2 + x 2 ja  alumise märgiga 
vorduses X = a 2 - x 2.

f dx x  1
J  ^57)

59)

60) 

61) 

63) 

65) 

67) 

6$) 

59) 

71) 

73)

75)

58)
I r i ’

[  d x _ _  *J X 3 ~  4a2X 2

f dx x 2n -  1 Г dx

J X -+1 "  2na2X я 2na2 J X я

+ ------ Y
2a2X  2ax

3* 3 
+  8a*X +  8 o5

f i * L - ± i t a r  J X  2
С x dx _  _  __1

J “ Y 3 - -  +  4X

Г x 2 dx

J

I

A X 2 ' • 

± x  +  aY.

62)

64)

66)

I X

1

f x dx _ J

J + 2;
f x dx

J X ’ + l  "  +
Г x2 dx _

J

(n Ф 0). 

I X  ±  2 ^  Y'

2 n X m 

x

x 1 dx -  -  *  +  *  +  - ■ - Y 
"  +  A X 2 -  8a2X  -  8a3

70)

Г x J dx _  1

J Jf> "  2Д

l x ± —  f dx

2nX" 2« J 1 F
r

X 2

2
^ - l n  X . 
2

1 a2
72)2X~ + 4 X 2 '

f  x 3 Jx fl2 1

J  JT2 "  2 *  + 2 °

f x 3 </x 1 a2

J * ' +1 г ^ - ! ) ^ " - 1 +  2пХш (И >  '

С dx 1 I fJ  x X  =  2д2 П X  ' J  x X 2 

f —J xX3 4c2* 2 2a4X 2a

Г dx 1 _  1 
J x 2X  =  a2x  *  а3
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78)
Г _  1 _  *  7л 15 „

J х2Х1 €?х *  4аАХг Т 8а6Х + 8а7

Г dx 1 l x 1

W) J x3*  = 2a2x2 + 2?'ln T

nl f  dx 1 1 1 , X*

80) J x3* 2 "  2a«x2 + 2 M *  ~x

f r f x _  1 _ 1 _ 1 _ 3 , _ x 2

81) J x 3X a "  2a‘x2 + a‘X  * 4a4* 2 * 2a* J T

82) /(М^ПГ-??Ьг[с,”№ + “)‘Уьдг±т4

1.4^ In te g ra a l id , mis sisaldavad avaldist a3 ± x 3. 

Tähistus: x  =  a3 ± x l ]

Kui avald ise ees on märk ± vo i +, s i is  ülemise 
märgiga vorduses x  = a3 + x 3 ja  alumise märgiga

vor dus es x  = a3 -  x3.

o-i\ f  dx , l  , (а ±  x )2 1 2x +  а
'  " F 5“  ±  Г ~ Г ,П 2-------------- Г  + ------t=- a rc tg -----J 6a2 a2 + ax +  x2 flJ j/3 fl ^/3

M>J£-W+3H £ «•**
'  f  xdx 1 a2 + ax +  x2 1 2x x e

85) ——  = — ln —  T - . ■ — ± — — arctg — ± ^ -.
J *  60 («± x) aj/з а|/з
f  x dx X2 1 f  x d x861J w + vj nr ,№85)

87)

89) j ± .*.!j y  < *  • *  90, j T 3 ^ ± 4 J  %■ ( »  83).

Г dx 1 x3 Г <*x 1 * , * 3
9, )J ^ = 3̂ lnT- 92> J ^ W + 3^lnlT

Г dx 1 1 Г xdx

1 ЛГ-- 7 7 * И  n r  (№85)'
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94, j
■ dx i

x 2X 2 “  f l6X  +

95>J

1

x 3X ■  2a3x 2 ‘

96) j
Г dx 1

1 x 3a:2 "  2a6x 2

x  dx
—  (№  85).

о4 +  x4.TT b ) Integraalid, mis sisaldavad avaldist

1 x 2 +  ax ]/2 +  a1 1 a x r f l
ln -------------- ?=--------+ ---------p -a rc tg  - j ------ r  •

]/2 x  — ax \ f l  +  a2 2a3 \ f l a ~ *

1 x 2 +  ax j/2 +  a2 J ax J/2

1.6, In tegraa lid , mis sisaldavad ava ld ist j  a* - x4|

f  dx , l  f l f x  l x Г xdx 1 a2 +  x2
101) - I ----- r =  T l  In — '— + T T ^ T -  102) -----r = — 3-ln - j ----- j-.

' J a* - x* 4ai а - x 2a3 a J a4 -  x4 4а3 а2 - x2

JÄ "
1.7, Osamurdudeks lahutamise valemeid.

,7 ,  j
• dx

a* +  x 4 ^

9 8 ) j
X dx

a* +  x 4

9 9 , J x 2 dx

a4 +  x4

100)
f  x 3 dx 

J a* +  x4 ~

105)
(a +  b x ) ( f  +  g x ) Jb

J — ( L I _________* _ Y
— ag \ a  +  bx f  +  gx J

1 A B C
106)  ------- —------— ------- - s  ---------+  ------- — +

(x  +  a )(x  +  b )(x  +  c) x  +  a x  +  b x +  c

А =  ------- ----------В =  ---------------Д------—  С =
(b  -  a)(c — a ) ’ (a — b) (c  -  b) ’ (а — с) (b — c)

1 A B C D
107)  ---------------— ------- -------- —  =  -------- +  ------- -- +  -------- +

(x  +  a )(x  +  b )(x  +  c )(x  +  <0 x  +  a x  +  b x  +  c x  +  d ’

A - r. ‘  . .  B -
(b — a) (c — a) (d — a) (a — b) (c — b){d  -  b)

______1______ =
(a +  b x2) ( f  +  g x 2) jb

1 (  b g____\
108) . l u2\/ г . -  *• - ag \a +  bx2 f  + g x 2 J

3
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2. Irra ts ionaa lsete  funktsioonide in tegraa lid  

mis sisaldavad lavaldisi:)/*, a2±b2

!Tähistused:

b \ fx  # -----—
-  märgi + korra l,

, \x = a>± 64
arctg

1 e  +  b j/ x  .. .
-̂ -in------ — margi -  korral.
2 a-b]/l

Kui avald ise ees on märk -  v o i  T, s i is  ülemise. 
!mär giga vorduses x  = a2 + b2x  j a alumise märgiga 
vorduses X**a2- b 2x. ____

Г l/ x d x  
109) 1

113)

15)

X “  ±  b2 Ц

]T x  dx V *
X 2 ~  *  b2X  ±

dx - - L r .
X ] f x ab '

dx

2a

H3
Y. 110) I

I г Vх' dx

l/x* dx 2 2a1 l/x 2a3 .

- ' 

l/x3 dx 2j/x* 3a2 l/x 3a

b2X b*X  b> Y‘

]fx

,U i f  d* 2 - a  r

: J x i ä ?

116) J
dx 2 3fr3 3*

Jf’ j/x»" ЛГ }/х * a*x  * J

2.2.J  In teg raa lid ,  mis sisaldavad avald ist j/x.
Г \Tx dx

; 4 » 7 + ? " “

1 x  +  e  l/2x  +  а2 1 a j
Id ----------- — ------- +  — — arctg —

118) f ---- *L
J ( f l4 +  X J

2a ]/2 x —  a \/2x + а2 a ]/2

1 x +  a l / 2x +  02 1
In --------Ц = -------+

) ]f~x 2a3 1/2 x - a f ä  +  a2 а3 j/2 

\/x dx 1 e  +  j/x 1 |/x

arctg
1 |/2x

Г l/x dx 1 а  +  l/x 1 l/x
119) 4 — r *  т- l n ------ V ------arctg-?— .I J  a4 - x 2 2a a _ j / ;  а а

, f dx 1 a +  j/x 1 j/x
120)   -----7=-* T T ln-----7=r+ “Г««** —
) J (a4 - x2) ) f x  2а e - j/x e a
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&  In tegraa lid , mis sisaldavad ava ld is t Уах+ь. 

Tähistus: X  *= ax +  b.

121 )j\/xdx= ^УТ>. 122) J x ]/x ix =

Г , —  2 (15a2x2 —  12abx + 8 b2) l/ÄT* 

-------------705?------—

J

2 (3 o x -2 b )l/ F

15a2

123)

125)

127)

xdx 2 (ax — 2b)

w 3a1

105a3

\fx. lift»

124)
f  dx

J ]fx a

x2 dx 2 (3a2x2 -  4abx +  8b2) ]fx

dx

\ fx

2 . „ J / *  1 . f / x - j / b  

l/i r » “ (/ » ” (/f + 1/5

15a3 

( b >  0),

- 4 ^ «rag 1/ -4 - (  Ь < в )  . 
t / ^  '  ' *

Г dx .  _  ^  A  f  ^L- (№  127).
J x2 l/x b* 2 b J 7 T x

il29)

130)

131)

132)

I

127).

dx (2л — 3) a Г d x _

X-J/Х = '  (7-Dbx- 1 (2rr-2)bJ x-“‘ V^'

j*l/X*dx = 2̂ - -  133) jx\/x~3dx = 3^r(5V/F-7bl/^i.

135) j  Щ ~ Лх - 2 ̂  u  V * +  b1 \-~yif (** 127).

J t p f  <№1И
138)

139)
Г dx _  1 3a 3a Г

J x2 l/x 3 bx l/x  b2l/x 2b2 J

dx (№ 127).
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f  . «  2 /Л^6±")/2 2bX{* ±n)/2 b2X {2±n)/2\
142) x2jr ±n/2ix  = t I — ----------— ---------- + — — -------  -

J a \ 6 ±  n 4 +  л 2 ± n J

,  Г * ,/2 i x  2X ’ /2 f

143)J - ^ = — + b J

^ « . - 2V2

144) J  хЛ ',/2 ( п - 2)Ь Л '<*“2,/2 +  b J i x

xX '"

145)
i x

X я' 1 bxX*

1 na f  dx

^ r ~ 2b J

2. 4y In te g ra a l id , mis sisaldavad ava ld is i :\ / а х  +  ь ,

l//x + 9 j---------
Tähistused: [x = дх + fc.

2

Y =  fx  +  g, Л =  b f -  ag.

146) f —
J / F y

arctg У - аУ
( o f  <  0)  ,

147)

-^Arth 1/ ^  = -^ln(l/õF+y7T) (a/>0)
A i/or к aY V4

dx l/ X Y ag +  b f f  dx

148)

149)

i i

\/~XY ° f  2af  J \fxY

dx _  2 l / x

\/x\/r л/у'

dx

Y \ fx

-2 a, r fg
] f - b f  \П *

1 / ]/~x — j/a/-
ln

L ] ß f  f ] f x  +  \ / If

(№  146).

(A / <  0) ,

( A f  >  0 ) .

i x

151) - ix
i x

J j / * Y

j/ Ä T

(№ ,46).

(№  146).
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1И> 1] ^ --  +(" - т) »I
,55) У Л . ̂ - 1 ^ ( 2 ^  У * + 4  J  Г * )  (№ 153).

Г \/~Х dx \ (  V *  а [ dx \

156) j  — у=— -  ( „ _ | ) / (  у - ‘  +  2 J j / V k - i

2.5,, In tegraa lid , mis sisaldavad avald ist ]/a2- x 2 
Tähistus: [ y  ~ a2 - x 2j

157) jV -Y d x  = у  ̂ x / y  + a2 arcsin y ^ .  i58) J x / y ^ x »  - у / л Л  

159) j"x1 y^X dx = -  у  j/y* + ^x j/y +  a2 arcsin y ^ 1.

160)

162)

164)

j  x , x — » e 

f  - ^  =  arcsin— . 165) f * *
J l/Y fl J i/xj/ y  a J j/ y

f  x 2 dx x r — а2 . x

Г x* dx w f v  Г dx 1 a +  )/ x

m\w~~ ^  —  
« Л  *  _ _ j £ .

J x2/jf « x J xJ|/x 2д2х2 2?^ x

, 7J) f l ^ ^ , i ( J, ^ + ^ L l^ + .3i l , rc, i „ i y

172) |x (/**./« - -  j / * 5.

Г ,—  X l / F  o2x i/ y 1 j 4x i / y  e ‘  x
173) | ----------—  +  _ 1 _ +

13



arcsin — . 
a

”<> J V y W .  Kii- ? y * L ,

.и« J  ,  i ^ L + .. ̂  _  „>

J *’ , 2 2
’ Г y/x3 l /x 1 3 l/*’ За а + /~Х
,n|| V ” - V - 4 - + T ,n —

178) f  - p = r -  , V  - 179) 180) I - ^- - a rc s in - ,
J j/jfJ а* j/* J /Ä1 ] / x  J \Гх* / Х  о 

l / *  —  j  *  l / x 3 a2 l/ x  о 3 X

...> f *  ' / -ü-'j 
J »‘V X 5 »‘V * l/*'

183)

184)
f  * *  _  _____ 1____ t 3 3 ] п ^ У ^ _

J x 3 \ / x 3 ~  2a2x 2 y/ Х  +  2a4 y/x * *

2 . 6 . In tegraa lid ,  mis sisaldavad avaldist Vх*+ fl2~ 

Tähistus: x  = x2 + a2.

185) J j/ jr  dx =  у  ( x  y l (  +  a2 Arrsh +  С =  у  [x  /~Х  +  a2 ln (x +  l/ T ) ]  +  C,.

186) J x У/Х dx =  -y  / F .

187) | x J j/ Y d x  =  y ) / F ^ ^ - ^ v / A : +  aJ A r s h y j + C -

—j V * 5-  ^-[*]/J + e*to(* + /3na+C,.

188)

189)

8

j/ * »  a2 )/^1 
“ 5 3 '

г i/* a + j/x 
I dx =  y x - a \ n  -----j -----

, ✓ * ______ v *  „  V *190) I dx — — +  A n h  —  +  С  = ---------- +  ln (x +  |/X) +  С ,.
J X* x a x

191)
I x 2x* 2a x

14



Sl

x £r> xj\ Iv tXÄ
------------  UI —--------— ------  =  ----
X /  +  о I l XP

J <011 ^  + */1 - 1^  J 1«*

x A  о x A  сx A  r 
'Э  +  O f/I +  * )  01 +  — --------- 3  +  _ 4 S J V j

j s A _ . ä A  f t e  J A i l . j M f
I x p x  J x xp  J

(803

(903

(503x Z i Z г Ч  t x  f

■'э + (jr/1 + + x A - j^ + - ^

Г Ш= J  + L  4sJ v  _ L .  +  J L  + _  = xP - i l -  [
X t Z7£ - J  xe ^  ^  J*

•*Э +  O f/ l +  * )  U( ------- ^ ---------------^ -------------- ?—  =
9° X / l X,D tXy\ XZD t X j [  X

(£03

(зоз

D + ~  4SJV ------ ? ------------ Ä ------------ У— = х Р(^ V  J (103ü. 4sjV I L ___ 91______ W_______9 _
x 9°  X y i x,D  tj x j \  x zD i X j [  x

■'D +

1 * / f  =  *P  cX / i x j

(<д  ̂+ »)»|-^  + д г / ^  +£^ 1» ) | -

X/\ + ° l  x j [  *P  ] X/\ XP J

X / [ +  o  \ xp J - J  1 ^xy\ x p t x j

••3 + te/1 + «)4 -b - j f/1 l . s, 3  + i 4UVX _ j [/,|  __Sd_J

X/\ -  - = £  J  <C6I ' 'Э  +  (ДГ/1 +  * ) Ч - Э  +  - ^ Ч Ч ¥ - ^ - |

(001

(661

(A6T

(361



211) г * _____ ± ( ^ L + ^ \
J x 1 ^ 5 a* \ x  jf t }

7. 7, f _ ^ L _  = ________ 1_____________ a +
J X 3 \fx* 2a2x 2 ]/x 2a* ]/x ^  x

2.7. In teg raa lid ,  mis sisaldavad avaldist Vх1 -fl2- 

Tähistus : \x = x2 -

213) J  ]/ x  dx =  J  ( x  -  a2 Arch у  J +  С =  у  [x  ]/ x  -  a2 ln (x  +  / * ) ]  +  С

214) j  x У/Х dx = у  /х1.

2 1 5 )| x a / x d x  =  y l / x 3 +  ^ - ^ x j / X - a 2 A r c h ^ + C  =

= JL l/̂ 3 + ̂ _[xi/Ä:_ a2 ln (x + y^)] + c,.
4 8

2lt| f  i i  -  -  +  Arch —  +  С  -  -  '  X  +  ln ( »  +  1/ X )  +  C ,.
J X 2 X а X

г \fx l/x 1 - a
219) — j -  dx ---------— - +  —  arccos — .

J xJ 2xJ 2a x

Arch у  +  С  =  ln (x + / * )  +  C,. 221) J 

J ^ 7 = T  =  У  Arch у  +  С *  j  / х  +  -^-ln  (x +  / x )  +  C,.

a arccos — .
x

220)

222)

Г X 3 dx ^/Х3 У— Г од , о
223) J ■ ■г- = — -—  + в2 у х .  224) j  ----—  = — arccos — .

dx 1 а
j— — , . - 4*-., , ---- = — arccos —
l/Х 3 J x\ X a x

dx t X  1
- 25) J  —— 7 ^ -  = ——  • 226) j* — —  - - +  ~  arccos — 

J x 2 у х  * гх J x 3 j/X  * 5-v- : j 3

227) ||/X 3d x =  1  ( ^ x / x 3 -  ^ - j / x  +  Arch 4  ) -  С = 

=  1  ( x  i / x 3 -  i T x  +  Щ -  tn (x  +  y x ) )  +  C j.



228) \ х \ / х *  dx =  j \ f x * .

J*x2 )[х г dx =229)

230)

x \/x* a2x /x1 a*x ]fx ab
24

+  —  Arch —  +  C  =  
16 16 а

]/ x *  a2x l/ x >  a4x  l/ x  a6 r ~

j / F  a2 )/*1

arccos — . 
x

231) J -  « ’  |/3F +

-  -  Ц -Vx - + А )  + C,.

2331 j V

3a2 x
——  A rc h -----h C  =
2 а

234) II X

a2 ) f x  '
235, J

x dx 1

] / x 3 j / *

236) II ------7=7- + Arch
l/ x

—  + c =
а

- -  ^ = -  + ln (x  + ]/ X ) +  C j.

237) JГ x 3 dx
V x  flJ 238)

f  dx 1 1  a

1 yx'3 I x V ^ "  ^  « jarCC° “ x

239) jГ dx 1 (Vx, * ^

1 x 2 ^ a * \ x
/

2 4 0 , ]
* dx 1 3 3 a

x 3 \ fx * 2a2x 2 ]/ x 2a4 j / * 2a5 x '

( f ^ 8 ) Integraalid, mis sisaldavad avaldist \/ax2 + bx +

, 1   ̂ 1 . 4aTähis t used ; jx =  ax2 +  bx +  c.

I

A =  4ac -  b3, к =

241)
dx

V*

ln (2 y a X  +  2ax +  b) +  С (a>o),

(а  >  0, А >  0 )
1 , 2ax +  b

pj-Anb +Cl

5 17



Г dx ' V a

241) J W ~  i -  arcsin (а  < О, Д < O)
}f̂ a  /Гд

242) f _ ^ = 2 (20̂  243) Г _ Л  .. 20 «  + «  ( 1  +ak\ 
J x / x  a / x  J x 2 / *  з д / х  Vх  /

Г J r  2 (2ox +  b) . 2 k ( n - \ )  Г dx

244) J X *2-*1*2 “  2 (n — 1) A X (2"-1W2 +  2л  — 1 J '

ln (2ax + b) (а > О, Л = 0 ),

» 1. 1.

Г /— (2ax +  b )\ / x  (  5 X  15 \ 5 f  dx Л41Ч

247) j  ------ i S ----( ^ ' + 4 r + H + T6*r J 7 F  ,№ 2 V

2481 I V ..........Jm +  I *  + ‘ f v . - » rfT248) J X  a x -  4 f l ( „  +  i )  +  2* ( „  +  l )  J

24,) f i t  .  A  (№241).

' J l/Х ‘  *° 1 \ ß

250) J

\fx

xdx 2 (bx +  2c)

X  l/Х  A \/x

251) f  iri2m+ 1) 2 ~ ~ 7П -V(2«-l)/2 -1 - I V12» + l>/2 ( 244).

253) ~  + -  I ^  (№ 241).
J x y x  oA J/X

x / x  b (2ax  +  b) Ь С

* r
IV2 2a J

3b2- 4ac f
8 a:1 J

1
Г dx

а J ]fx

255) J x X  ]/x dx =  ^  [ x  V~* dx (№  246).

Г y (2 .+  3>/2 b  r
256) хЛГ'2“ " ' 2 ^  =  — ----------------- X <2' * ,v 2 dx Ы  248).

J (2и +  3) a 2a J

18



'  i ^ ln( i ^ + ^ +,’)  + c ( f > 0 ) ’

+ Cj  ̂с > О, Д > 0,)j

( c > 0 ,  Д = 0),

(с  <  0, Д < o ).

258) I dx

w

+

1 . . bx + 2c
r  Arsh

l/c xj/Ä

1 bx +  2c -p-ln -------
Ус x

1 bx +  2c 
arcsin---- —

|/^c x j/—Д

259) f —
J x2l/j

260)
j/ x d x

cx 2c f —  
J xi/;

( № 258).

(, №№ 241 и 258).

261)
f l l x  dx / X  f  dx b Г

J — = - — H t f + t J
dx

V * V *
( №№ 241 и 258).

Л j^ (2 »+ l)/2  ^ (2 »+ l)/ 2  , *  * y (2 i-1 )/ 2

262) J -----i -----dX =  2n +  P  2 ^ (2" " IVJ Jx+ c -----i -----dx ( № № ’248, 26°)

2 .9v> In tegraa lid ,  mis sisaldavad t e i s i  i r r a t s io 
naalseid a va ld is i .

263)

264)

f___dx -
J x j/ax2 + bx

f  dx . x - a
—  .—  =  arcsm

+ bx.

l/2ax -

265)

266)

x dx 

\/2ax -

j* l/2ax — ■} dx — \/2ax -  x 2 +  — i

19



267) f ----------
J  (tu‘  +  ir) \ffx' +  в

—7=—-■ arctg ————=
V ь l ag - bf \/b \/fx*

x J/ад - bf

+ 9
[ag - bf > 0),

1 , V b )/ f**  +  g +  x )/ bf - a g

2 ]ßVbf~ag D ]fb - x ^ /
i

26S) 2W) f . *  _  . ( « .  + W I

J , ,  +  l ) *  (— 1>“  f c T T t

270) f _ *  _--Lfc
J  д / х Ч - я *  na

2 а + j/x* + a2

V? 271) h
dx 2 а
, = —  arccos
j/x* - aJ |/x*

272’I p f e ‘T ar“''"Kv/-

2 .1 0 y Integraa l d iferen ts iaa lb inoom ist.

•273) | Xя  (ax1 +  bv dx =

=  -------- -------—  Xя * '  (a x ' +  by +  npb I Xя  (ах* +  b f '1 d x i,
m + np + l \_ J

=  j ~ — ^ - ^ - x m+l(axm + b f * 1 +  (т  +  л +  пр + 1) j"x- (ax' +  b f * 1 dxj,

= (w-Ji)fe j Xя*1 (ах* + -a(m + n + np+ 1) j x—  (ax* + b)*dxj,

=  — -------------- — \ Xя - * 1 [a x ' +  b / * 1 -  (Ш - И  +  l )b  I X * '" (a x *  +  fc )*d x i.
a (m + np + 1) L J J

3. Transtsendentsete funktsioonide in tegraa lid

3.1. Siinus funktsiooni sisaldavad in tegraa lid .

2“74)

276)

277)

Г sin ax dx ----
J

J sin3 

js in4

f i 1 . . 
275) J sin ax dx — —  x - —  sin 2дх.

1 1  3ax dx = ------ cos ax +  —— cos ax.
а За

3 i 1ax dx — — x--—  sin 2ax + — — sin 4ax.8 4a 32л

20



278)
Г . sin* 'а х  cos ах я — 1 Г . ,  у
sin" ах dx - ------------■---------------+  --------- I вш ах ах (и =  1, А  .. )

J па п J -  —

Г sin ах х  cos ах
279) х sin ах dx =

а

280)

281)

282)

Г 2 ■ ;  2* • (  х * 2х 2 sm ах dx =  —  sin ах — I ----------- 5-1 cos ах.

l j -х" sin ax dx =  — —  cos ax +  —  | x * “ 1 cos ax dx (n >  0). 
a

, sin ax J (ax)3 (ax)5 (ax)7
283) I — ^ d x  =  a x -  _ + 7 T r - — +  ... •).

284)

285)

286) 

288) 

289)

I-
+ ?*,322).

----------- ( №  324)
J X я n -  1 x" 1 n - l j x " 1

Г  dx 1 ax f  dx 1
---------=  —  ln tg —  * 287) — ------ = ------- ctg ax.

J sin ax a 2 J sin ax a

Г dx = cosax 1 ax
J sin3 ax 2a sin2 ax + 2a D 2

Г dx 1 cosax + n - 2  f  dx ( > 1)
J sin" ax a (n — 1) sin*-1 ax и — 1 J sin"-2 ax

Г xdx 1 / (ex)1 7 (ax)s 31 (ax)7 , 127 (ax)9 ,
290) з ^ + Т ^ г + з^тГ  + -ТТТГ+ ---

............ . . ) ?

Г x dx x 1 .
291) —\—z---- = ------ ctg ax H— =- ln tin ax.

J sm ax a a

Maaratud in teg raa li  j nimetatakse in teg raa l
seks siinuseks:

v 3 5 _ 7

а д = , - з 1 Г +  Г 5 ! - Г 7 Г + ' - -
• * ) в. — Bernoulli arvud (v t .  lk. 44 ).

6
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Г х ix
? " » ы = 1

.293) / т т

(я -  1)ав п ‘ -‘ ах (я — 1) (п - 2) а1 «in*-2

я — 2 Г xix 

J + л - 1 J юп" * 2 ах

1 /  я ах \ Г dx
= “ T tg 294) 1--- :----=а \ 4 2 /  J 1 - gin ах

f  xdx х . ( *  ах\ 2 ,  / я  ох \
Ä 5 , J Т Т ^Г - -т Ч т -т ) + ? - > " « »  (т--у-}

2ЭД ---- " c g f i .  “ ) + ’  tolill(JL_ «*\
J  1 — яп ох а \ 4 2 /  о2 \ 4 2 /

|* sin ах dx 1 / я  ах \

] т ± 5 ^ г " ± , + т ' Ч т т т >
• » 7 )

”8>f ~7'8(тт 

->/0О Т -^**(т -т -)'^(т -т )
Г dx 1 /  я ах \ 1 , /  я ах \

3C0)J - * Н 4 ~ Т г

Г sin ах dx 1 / ж  ах \ 1 ,  /  ж ах\

^  J  о  + п ° -  -  5"■» ( Т  ■-Т )+ s 18 (  4 -  Т >

Г sin ax dx 1 / я  ах \ 1 , /  я ах

3021 J  о -  -  2 Г а * ( т -  т ) + 1 Г а *  ( т -  т
303) [ -— ^ — arcsin (  3 *п‘ ”  ~ 1 Y  

J 1 + sin2 ах 2 ^ 2  а V an2 ах + 1 /

С dx С dx 1
304)  -----— ---- =  -----j---- =  — tg ах.

J 1 — sin ах J cos2 ах а

306) I sin ах sin bx dx =

306)

г-

f ___ *L
J b +  с  sii

sm (а — b) x snr(a + b) x

2 (а -  b)

2

j/b2 - ^
arctg

2 (a + b)

OJC
b tg —  + с

j/b2̂ 2

b tg —  -f с — /̂c2 — b2

t/rJ -  ь tg -у- + с + y c2" ^ 2
- ln

(n>2)

)■

l>.,

(Ь2 >Л

(b2 < Л

22



307)

308)

309)

310)

311)

312)

ь +
I ах dx х b Г dx .
— ------= ----------т---------- :------ (№  306).
с sm ах с с J b +  с sm ах

sin ах

dx

dx 1 , ах с f dx ,
---------- = —  In t e ------ ------- :---- ( № 306).
(b + e sin ах) ab 2 b J b + с sin ax

______— _________________ccosax------ + . Г ---------  (№ 306).
(b + с sin ax)2 a (b2 - c2)(b + с sin ax) b2 - c2 J b 4- с sin ax

sin ax d x __________ b cos ax_________  ̂ с Г dx jq «  i

(b + с sin ax)2 а (с2 - b2) (b + с sin ax) c2 — b2 J b + с sin ax

dx 1 _  |/bJ + c2tgax
- arctg----- ------  (b >  0).

b2 + c2 sin2 ax ab j/V  + с2

dx 1 l/b2 - c2 tg ax
-arctg----- ------  (b2 > c2, b > 0),

b2 - c2 sin2 ax ob y/fc* _

1 l/с2 - b2 tg ax + b
ln I -  — -----------  <c2 > b 2, b > 0).

2ab j/c2 — b2 ^/c2 — b2 tg ax — b

^•2у Koosinusfunktsiooni sisaldavad in tegraa lid , с

313) cos axdx = —  sin ax. 314) fcos2 ax dx =  — x + —  sin 2ax 
J a J 2 4a

315) I cos3 ax dx = — sin ax-- — sin3 ax.
3a

316) j*cos4 ax dx = x + sin 2ax + sin 4ax.
8 4a 32а

■л?» f  « j cos ax sin ax л - l  f
317) cos" ax dx =  ------------ + -----  cos"-2 ax dx

J ла n J

,, Г . cos ax x sin ax318) Ix  cos ax dx = -- --- 1-
J а

319) J  x2 cos ax dx =  cos ax +  sjn ax

320) J*> cos „  ,  ( *  - Л-) cos ax + ( i l  .  sii

f  . , Xя sin ax л Г
321) J x̂  cos ax dx — --—-----— x"- 1 sin ax dx.

23



*323)

324)

I

ЭЛ, f ^ L J x ,  < S £ + W L _ W L + .

J * 2-2! 4*4! 6 6! 

21) J £2t£L J, «  _ _ „ J (M2S3).

» • j^ V V ^ r-^ rJ4̂  (№ 285)
325> | ^  = 7|п'в(̂  + т)- 326,J ^ 7-T'"“'
T-)-rv f  <*x . J , . /  Я ax \

J cos3 ax =  2a cos2 ax 2 a n g \4  + 2 ) '

Г d x ______ 1_______ sin ax n - 2 Г dx

i J cos" ax .a(и —  1) cos"-1 ax + n — 1 J cos'-2 ax >

___ f  xdx 1 ( (ax)2 . (ax)* , 5 (ax)6 , 61 (ax)e ,

ia) J cosax = a2 V 2 + 4-2! 6 4! + 8-6! _  ____

T385(ax)‘0 . Ея(ах)2'*2 i_

+ 10 8! (2n + 2) (2л)! , / '

330) I J L ^ .-----— tg ax +  4 " ln cos flX
i '  J cos2 ax a о

. % f  xdx x sin ax____________________ J _ --- ---- +

331  ̂J cos’  ax =  (n -  1) a cos’ -1 ax (л  - 1) (n - 2) a cos" ax

П -  2 f x dx
+  -----I ----- x--- (n > 2).

fj - 1 J cos*-1 ax

Г dx 1 , ax Г___ ~̂L___ = — — ctg
j  1 + c o s "  a 2 J J 1 -cosax a 2

f —J l + o

332)

334)
cos ax

1 ax

7 lg ~ T '

X ax

T tg T +

’‘ Määratud in teg raa l i  J  ^т ~л <'>0> nimetatakse 

integraalseks koosinuseks:
_ _ G ( * ) “ C  +  ln x — 2-2 !  +  4 4! ~  6 6! +  "

kus с on Euleri konstant (v t . 44 ^  

. ^  *— Euleri arvud (v t .  lk. 44 )

24



338)

339) 

.340)

341)

342)

336)
Г cos

J T T

cos ax dx 1 ax ____
----------=  x  tg . 337)
cos ax a 2

Г cos

J l 1
cos ax dx I ax

------- = - x ------ctg — .
cos ax a 7

dx

cos ax (1 +  cos ax)

_________ dx

cos ax (1 — cos ax)

dx

1 , (  и ax\ 1 ax

- 7 b" * U  + T ( " " T

1 , / n ax \ 1 ax
_ 7 " , , ^ _  + _ j _ _ a g _

(1 +  cos ax)

f _ _ * _ _
J (1 — cos ax)2 

I* cos ax dx

J Ö  +

1 ax 1 x ax
j - ä T  •*— + — 'i«16a

1 ax 1 . a x

s -c,8~ - f e ae T

1 ax 1 j ax 

cos ax)2 2a 2 6a 2

Г cos ax dx 1 ax 1 , ax

M3) J (1 - cosox)* “ 2 ^ a g ~2 S T 018 T '

344) f --- * L --------' .re in  I'1 ' 3“5,’* 4
J 1 +  cos2 ax 2 1/2 a V 1 +  cos2 ax J

f  rfx f  <*x 1345)  --------- j-----=  : 2------ = -------« в  ox.
J  1 — cos^ax J sin2 ax a

f  sin (a -  6) x sin (a +  b) x
346) cos ax cos bx dx =  — — ------——  +

347) f - - - - - dJ -
J b +  С CO:

2 (a -  6) 

2

J/V - 

1

arctg

2 (a  +  b)

(b -  c) tg —

(|a|#|b| ).

\/b2 -

( b * > c 2),

( c - b )  tg —  +  ]/ c2 - b 2 

I n -------------------- (b2 < c2).

v s - ь ' ,с_ ч ч “ _/гггр

f  cos ax dx x b f* dx ,
348 —---------------- = ----------- ----------------------  (  №  347).

J b +  с cos ax r r  J й +  r  cosax

349)

350)

1
j  Q> +  c

dx

cos ax (b +  с cos ax) 

dx

1 , f  ax n \ с С dx
=  —  ln tg I —— +  —  J — j-  -----------------  ’ (№  347).

ab \ 2 4 /  li J i  +  c cos ax

dx

cos ax)2 a (r2 -  b2) (b +  с cos ax)
-  -г-̂тг f - 347)..

с — о J о +  с co i ax

25



351)
[ cos

J (b +  c
a- d x _______ bsinax__________ L _  f dx__________(№ 347).
cos ax)2 a (b2 — c2) (b +  с cos ax) b2 — c 2 J b +  c cos ax

Г 4*  1 b tg  ax-
352) -r^—— j----- j----- =  ------- arctg —  (b

J + c ab }Jb- + c2 ]/b2 + c2
> 0).

Г dx______
353) j  fjl _ c2 cos2 ax

1
arctg - ^ = = = -  (b2 >  c2, b >  0),

ab \/b2 —  с1 \/b2 —  с1

1 b tg ax — x/c2 — b2
■ ln — —-------  (c >  b , b > 0 ) .

2ab|/c2 — b2 b tg ax +  \ c *  — b2

3.3y Siinus- ja  koosinusfunktsiooni sisaldavad 
in tegraa lid .

1 , x  sin 4ax
354) J sin ax cos ax dx =  —  sin2 ax. 355) J sin2 ax cos2 ax dx =  — -

8 32a

356) f sin" ax cos ax dx =  — ------—  sin"+I ax (и ф —1).
‘ а (я +  1)

357) J sin ax cos" ax dx =  —

358) J sip" ax cos" ax dx =  —

■cos " + 1 ax ( n # - l ) .  
a (и +  1)

sin"- 1 ax c o s " * 1 ax n — 1

a (n +  m) n + m J sin* 2 ax cos" ax dx f

sin"+1 ax co s "-1 ax m — 1 . .

359)

360)

361)

362)

363)

364)

365)

dx

sin ax cos ax а 

dx

a (л +  m)

1 •
=  — ln tg ax.

•i------------ f sin" ax cos-  2 ax dx ( w -  л >  0).
л +  nt

sin-1 ax cos ax 

dx

sin ax cos 

d x . .

sin ax cos ax 

dx

1 /, ax 1 \
7;-----  =  —  ln tg — ----------------
2 ax a \ 2 cos ax ]  

—  ( t o t g a x  -  J ^ T ä x )

3 ax “  " ä ( ln ^  ПГ +  2 cos2 ax )sin ax cos

dx 2
— ---------- -----------------ctg 2ax.
sin2 ax cos2 ax a

dx

sin2 ax cos3 (ix

=  J _ r _ s in a x _________ 3 j / *  « Y j

0 ^ 2  cos2 ax sinax 2 \ 4  2 /

OA



f  dx 1 / 1 cos ах 3 ах \
366) ----------1--------— --------------- г — I------ +  T ,n t g - ^ r ) -J sin ах cos ах а \ cos ах 2 sin ах 2 2 /

f-=— ( - - «J sm ах cos" ах

(М>№ 361, 363).

Г_____
J sin" ' 2 ах со

367)
sin ах cos" ах а (л — 1) cos" ах

369)

sin" ах cos ах а (л -  1) sin" 1 ах

dx

sin ах cos ах а (л - 1) sin" 1 ax cos" 1 ax

л + m  —
2 f

dx

n — 1 J sin"-2  ax cos" ax

1 1

a (m -  1) sin"- 1 ax cos" 1 ax

л +  m - 
+  ----------- 2 f dx

370)

372)

373)

sin ах dx

Г sin ад 

J cos2

I 
I

371)
ах a cos ах

J sin" ax cos ax 

sin ax dx 1

(и* 1)

(№ №  360 362).

'm > 0jn > 1),

( и > 0, m >

cos3 ax 2a cos2 ax
T ^ + C  =  _ 1 82 ах +  С,.

’ 1
cos" ax a (n — 1) cos"- > ax

in2 ax dx 1 . 1 , . / n , ax \
------------- = -------sin ax H------ln tg I —  +  —
cos ax a a y A Z J

Г sin^axdx 1 Г sin ax 1 , in  ax \1
3 7 4 ) J  cos3 дх - 7 [ w ^ T ~ T h“ g U ' f  T / J

375, Г "
J CO

ax dx

cos "a x  а (л — l)c o s ‘

c 1 f dx
i"-1 ax n — 1 J cos"- J ax *

(№ №  325, 326, 328).

f  sin3 ax dx 1 / sin2 ax \
376) — ----------- ------------------r---- +  In cosax  .

J cos ax a \ 2 /

Г sin3 ax dx 1 / 1

3 J = ~a \C0S 0X cõTõx~)'

378) Г sin3 a x d x  =  Ц _________ 1______________________ 1 1 (л  #  1. я #
J cos" ax a [_ (л — 1) cos" 1 ax (л  — 3) cos* ax J
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1379)

,380)

Г sin* a 
J cos с

f sin* I 
j cos"

dx =

dx =

sin*“ 1 ax f  sin* 2 ax dx
------Г Г +  ------------------  ( n * l ) -a (л  — 1) J cos ax

s in **1 ax n — m + 2 Г • sin" ax

a (m — 1) cos" - 1  ax m — 1 J cos" -2  ax

sin"- l ax л —1 Г sin*_ 2 axdx  

a (n — m) cos" - 1 ax л — m J cos" ax

381)

382) 

1383)

384)

385)

386)

387)

388)

Г cos 

J si;

ax dx

sin' ax

cos ax dx 

sin3 ax

ax dx

ax

cos2 ax dx 

(in ax

f  cos a:

J sin*

J
j* cos2 ax dx 

J «in* ax

Г cos2 ax dx 

J sin* ax

I* cos3 ax dx 

I sin ax

Г cos3 
J sir

Г cos3 a
J sin*

a (m — 1) co s "- 1 ax 

1
a sin ax 

1
2a sin2 ax 

1

и — l Г sin*- 1  a. 

m — 1 J cos* -  2
ax dx 

ax

+ C_ _ ü £ ü +Cl. 
2a

s3 ax dx

ax dx
389)

„  . cos' ax , 
390) I —:-------dx =

391)

Г cos 

J six

Г cos* a 

j  sin"

а(л — 1) rin*-1 ax

1 / . ax\
■ — I cos ax + In tg —  J.

1 / cos ax ax \

- b U ^ r  gX/'

____!— (  + f ^ h r )  i»* ч
(n -  1) \ a Sin"-1 ax J sin" 2dx/

1 / cos2 ax \
—  I ------------- (- ln sin ax J.
a V 2 /

1 / . 1 \
-----1 sin ax +  —-------).

a \ sin ax /

1 Г_____ !_____________ ! _ 1
a |_ (л — 3) sin"-3 ax (л — 1) sin*- 1 ax J 

Г cos*-

J «

ax dx
ax

cos * ax 
а(л -  1)

a (m

ax dx
(л *  1).

cos’ + 1 ax л — m +  2 Г cos’ ax

— 1) s in "- 'a x  m -  1 J sin” -2

л -  1 I* cos*-2  
л — m J sin"a(n — m) sin" 1 ax 

a (m

ax dx 

ax

cos*- 1  ax л — 1 Г cos*-2  a

— l ) s in " - l ax Л1 — 1 J sin" -2
ax dx 

ax

(m *  1), 

(m Ф n),

(m *  1).

(№ 289).

, л #  3).

(« * I). 

(m Ф n), 

(m * 1).
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392)

393)

394)

395)

396)

397)

398)

399)

400)

401)

402)

dx _ 1 ________ +  1 ln ax

sin ax (1 ±  cos ax) ~  2a (1 +  cos ax) 2a 2
-= +

dx 1
cos ax (1 ±  sin ax) 2a (1 +  sin ax) 

sin ax dx

1 / я  a x \_ lntg( _  + _ j .

cos ax (1 ±  cos ax) а 

cos ax dx

1 . 1 ±  cos ax
=  —  Id -------------------

sin ax (1 ±  sin ax) 

sin ax dx

1 , 1 ± sin ax
------ln--- ------

1 1 / я  a x \

±2Г1п,Ч т + т }cos ax (1 ±  sin ax) 2a (1 ±  sin ax)

cos ax dx _  1 ^  1 j ax

sin ax (1 ±  cos ax) 2a (1 ±  cos ax) ~  2а °  2

sin ax dx x  1 , , .
—-------------------- =  —  x  —— ln (sin ax ±  cos ax).
sin ax ±  cos ax 2 2a

cos ax dx x  1 , , .
—-------------------- =  ±  —  +  —  ln (sin ax ±  cos ax).
sin ax ±  cos ax 2 2a

dx

sin ax ±  cos ax 

dx .

1 +  cos ax ±  sin ax 

dx

b sin ax +  с cos ax a j/̂ ,2 +  

sin 0 =

-ln tg

\/b2 +

ax +  6

tg e = -L

Г sin ax dx 1 . 4
403)  ------------ ln (b  +  с cos ax).

J b +  с cos ax ас

J cos ax dx 

b +  с sir
404)

405)

sin ax ас
In (b +  с sin ax).

[ *  j 4 + т)

J b + с cos ax +  / sin ax J b + |/c2 + / 2 sin (ax + 0) ’

sin 0 =
/ c * + f

f . tg 0 =  - r  (№  306).
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406) f —j—— ----————---- = _JL_ aj-ctg (?L tg axY
J b cos2 ax +  c2 sm2 ax abc \ b  )

407) f  p -  a 2 . a = _ i - , n iÜ - flX +  b ,.
J b cos ax -  c2 sm2 ax 2abc с tg ax -  b

ai\o\ r -• l j  cos (o  +  b )x  cos (a — b) x408) I sm ax cos bx dx = --------- -------- ---------------:------- l—
2 (a +  b) 2 ( a - b ) (.a2 Ф b2 .).

v/\ Tangensfunktsiooni sisaldavad in tegraa lid ,
л « f  ,  , tg ax

409) tg ax dx = ------ ln cos ax. *10) J tg ax dx =  -  x.

f  1 1
411) tg3 ax dx =  —— tg2 ax +  —  ln cos ax.

J 2a а

I412) tg" ax dx =
1

а (л — 1)
tg” "“ -J tg" 2 ax dx.

413) Iх'* a x3 a3x 5 2asx7 17a7x 9 

OX =  “ T ~  +  15 +  105 +  2835 +  ‘

22" (22" — 1) Вяа2

(2 л +  1)!

f  iR a x d x  (ax)3 2 (ax)5 17 (ax)7
4 j 4) j  =  flX +  _  4- +  • • •

22" (22" -  1) B„ (ax)2"-1 

(2л -  1) (2л )!

415)

416)

ax a (л +  1)
r _ t g ^

J COS2

Г -----— ----- =  ±  —  H— — ln (sin ax ±  cos ax).
J tg ax 4 I 2 2a

tg a x  dx x  l , , .
' )  ---------—— =  —  +  ln (sin ax ±  cos ax).

J tg ax ±  1 2 2a

•)B.- Bernoulli arvud (v t .  lk . 44 )•
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3.5, Kootangensfunktsiooni sisaldavad in tegraalid .

418) Jctg ax dx =  — ln sin ax. 419) Jctg2 ax dx = — -Ct- —  x. 

fctg3 ax dx = - ctg2 ax — — ln sin ax.
J 2 a a

jctg" axdx = -------- — — ctg*'1 ax-  ctg"-2 ax dx (n Ф 1).
J a (n 1) J

f x ax3 a3x5 22яВяа2я~1х2я* 1
422) j x a i a x i x -  —  -  —  —  . . . --------- --------------------- ....•).

Г ctg ax dx 1 ax (ax)3 2 (ax)s 22"B„ (ax)2"- 1 л

423) J x =  ~ 3 135 4725 _  ~  (2n -  1 ) ( 2п)! ~  ' *

420)

421)

Г424) I rtg2aX dx = ------ 1 ctg"4 1 ax ( n # - l ) .
I — z 1X a (n +  1)

f  dx Г lg  ax dx , . . . .425)  =  —2------------  № 417).
’ J 1 ±  ctg ax J tg ax ±  1

3.6^ Hiiperboolsete funktsioonide in tegraa lid .

426) J sh ax dx =  —  ch ax. 427) Jch ax <fx =  —  sh ax.

Г 1 j 1 1
sh2 ax dx =  —— sh ax ch ax — — x. 429) ch2 ax dx =  sh ax ch ax +  —  x.

j sh" ax dx =  —  sh" - 1 ax ch a x ------------ f  sh"-2  ax dx (n >  0),
J an n J

428)

430)

a (n +  1 )
Lh"+ 1 ax ch ax — n +  2 j sh"+2 ax dx (n <  0 ; n Ф — 1). 

n +  1 J

431) ch" ax dx =  —  sh ax ch"“ 1 ax +  - ---- — j ch"-2 ax dx (n >  0),
J an n J

= ----------! — *■ sh ax ch"* 1 ax +  ———  f  ch" + 2 ax dx (n <  U; n Ф — 1).
a (n +  1) n +  1 J

f  d* 1 . , ax Г <fx 2
432) I -------- =  —  ln th — 433)  I — -------=  —  arctg e“*.

* sh ax а 2 J ch ax a

•> s.- Bernoulli arvud (v t .  lk . 44 ).
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Г 1 i
434) х  sh ах dx =  —  х  ch а х ------5- sh ах.

J  a a

Г 1 1 L435) I x ch ax dx =  —  x sh a x ------3-  ch ax.
' J  a a2

436) j th  ax dx =  —  ln ch ax. 437) |*cth ax dx — ^ ln sh ax.

. , 0, f L2 th flX  f  , cth ax
438) th2 ax dx — x ------- -— . 439) cth2 ax dx =  x -  — - —

J ̂ 40) j sh ax sh bx dx =  —---- —2-  (a sh bx ch ax -  b ch bx sh ax).

441)

442)

j" sh

Jch ax ch 

j"ch ax sh bx

bx dx

dx

a1 — b2 

1
-  b2

(a sh ax ch bx — b sh bx ch ax). 

(a sh bx sh ax -  b ch bx ch ax).

443) I sh ax sin ax dx =  - — (ch ax sin ax -  sh ax cos ax).
2a

444) j ch ax cos ax dx — y — (sh ax cos ax +  ch ax sin ax).

445) sh ax cos ax i x  =  —— (ch ax cos ax +  sh ax sin ax). 
J 2a

446) I ch ax sin ax dx =  —  (sh ax sin ax — ch ax cos ax) 
J 2a

(3*7 J Eksponentfunktsioonide integraalid,

448) I xe“x dx =  —5- (ax — 1).447) j * “  i x  4481 J '

4491 J , ) .

450) dx =  ~l  х ' еШ1 -  ~  j Ie“  dx
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4511 Г—  dx - I n *  + * r ^ r +  J ^ 7 - +  +
• r 1 1 !  2 - 2 !  3 3!

452)

453) I =  —  in — — — .j ! + e“  a 1 +

4541 j T r t * - 4 - - š to» - 4551 J i  I»«-+ «о. 

4561 j * г г  (*“ j/7j (ac>0|'

с ■+ e** \/ -  be
— ---- In ------------- , (be < 0).

- b e  с — e "  {/ — be

457)
xe" u.X

(1 4  ox)* a" (1 ■+ o r )

458) i r “ In x d x  =  —  -  —  Г —  dx (№ 4 5 1 ).
J  3 J x

459) I e*x sin bx dx =  —r-— - r  (a sin bx -  b cos bx).
J u ■+ D

f460) e** cos bx dx =  — — -7-=- {a cos bx 4  b sin bx).
J a4 4 У

f  «  • . j r“  <=in*'1 x n (и — i j  f  . _461) e sin x dx -  ------ :--------г—  (a s in x - л  cos x) 4  —5--------r -  e* sin 1 x dx
' J j 4 rJ a1 4 n2 J

{.NpNp 447 45S).

Г <:*4 Со/' ’ x и (и — 1) Г . j
462) cos" x = -----^ 7— j—  (o cos x 4  n sin x) 4 — —j- f  cos x « x

( Hsh! 447 460)

Määratud in teg raa li  | -̂<м*<о) nimetatakse i n 

tegraalseks eksponent funkts ioon iks ja  tähistatak

se: Ei(x). Kui >>o, s i i ^  r • de f ineer i t akse  päratu

in t e g r aa l i  i г-ь *>' ■ , ^  + -Дг + -Дг^ 4 7-7. 4 •••■pea

väärtusena, kus С on Euleri konstant (v c . lk. 44).
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Г
463) j xe“  sin bx dx =  (a sin bx -  h cos bx) -

e“

W64) J.

7—5---- - n -  Г(а2 — b2) sin bx — 2ab cos bxl.
(a2 +  b2)2 LV

x «“
хг“  cos bx dx =  ^  ^2 (a cos bx +  b sin bx) — 

f “
^  ^2)1 [ ( ° 2 ~  b2) cos bx +  2ab sin bx].

3.8^ Logaritmfunktsioonide integraalid.

465) f ln x dx = x ln x -  x. 466) J (ln x)2 dx = x On x)2 - 2x ln x + 2x. 

,467) J (In x)J dx = x (ln x)3 - 3x On x)2 + 6x ln x - 6x

468) J On x)" <fx = x (In xY - n \ (In xY~1 dx (n /  -1).

С dx , , , , , Onx)2 On x)3 
m  j _ _ . l , , l n ,  +  t a x + - j - j r + - r 3 r + . . .  ).

470) f — - - - - - - - - - ?--- r  + f d x  , (»#1)(№ «9).
J On X)" (n -  1) On xy 1 n -  1 J On X)"

472) f  x" On x)- dx = ------------- — - f x- On хГ ' 1 dx
J m +  1 m +  1 J

( m ф _ l ,  n #  - 1 )  (№  470). 

I* (In x r  . On x r +lI On x r  .

473) j  X =  n +  1

47<) j -  ([я

“'Määratud in teg raa l i  j ifr  nimetatakse in tegraa l-
О

seks logaritmiks ja  tähistatakse u*. Kui'*> ‘ . s i is  
integraal hajub, se l juhul ^  defineeritakse 

päratu in teg raa li  peaväärtusena; l ix -E i( in x ).
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475)

476)

477)

478)

479)

480)

481)

482)

483)

484)

485)

486)

487)

^ ^ d x = -  0ПпХГ- —  + — 1 dx {m* l) (№  474)‘ х "  (т  -  1) Xя  1 т  -  1 J х "

dx Г е 1
h T T  = J У - - &  +  1) In X ((№  451).

H - J
х "  dx _  хм+| ш + 1  f  x ’ dx

(ln х)" (л  -  i )  (In x)*"1 +  n - 1  J ( In x )" - ' " *
dx

X ln X
=  ln ln X.

dx (n -  l )2 (In x)2 (л -  1) J (ln x )J
=  In ln X -  (n -  1) In X +  - ------- — ---------------- -----------— ------ —  +

Xя ln x 2 -2 ! 3 -3 !

dx -1

x (In X)" (n -  1) On x )" -

dx r-1 p -  1 Г dx

xr (ln x)" — xr~1 (n — 1) (ln x )" -  * n -  1 J x 'd n x )" -1 (" *  )-

x 3 X 5 21я-1Вяхи * 1
b im x d x - x l n x - x - l i - m - . . . - - ii(2 n+ lv  )•

, x> Xs x’  2>— < 2 - - l )B .
In со, xdx ^  - T _  — ------- л (2л + 1)! 1 ■ - )'

x‘ W  2J"(2 )—1 -  l ) f i .
l n t g * J * . x l n x - « + - r + ^ + . . . +  „ (2„ + ,j, x + . . . ) •

x
sin ln x  dx =  —  (sin ln x -  cos ln x). 

x
cos ln x dx =  —  (sin ln x +  cos ln x).

e“  ln x dx =  —  e“  ln x -  —  j dx (№  451). 
a a J x

(3^9. Arkusfunktsioonide in tegraa lid .

 ̂ X  X / ------------
488) J arcsin —  dx -  x  arcsin — +  у а2 -  x2.

Г x / x2 a2 \ x x  ----- ;
489) x arcsin —  dx =  I — -------—  ) arcsin —  +  —  ]/a - x .

•) _
B-- Bernoulli arvud (vt.lk. 4 4 ) .
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490) I x 2 arcsin —  dx — arcsin — +  —  (x 2 +  2a1) I/a2 — x\  
a 3 a 9

arcsin —  dx j х з ,.3 , . 3.5

^  ' x a + 2-3-3 a3 + 2 4-5-5 a5 + 2-4-6-7-7 a' +

I arcsin —  dx , , /— 2
й 1 • x 1 . * + Va - *492)  z------- = -------arcsin -----------l n ---------------------

x x a »7 у

493) j arccos— dx =  x arccos------|/e2 — x ‘ .
I 4*

x  f  x 2 a2 \ x x .  1—------ ;
494) I x arccos —  dx =  I ------------- | arccos----------- 1/a" - x ‘ .

a \ 2 4 / a 4

Г 1 л , * 1 , 2»./"jг——;495) х 2 arccos —  dx =  —-  arccos--------— (x* +  2a ) a ‘  -  r .
с 3 ü 9

Г л ;I arccos — 5
(i г  A l x *  1-3 Г-

496) ’ ------------------ =  —  in x ---------- —  -  - -
‘  x . а 2 j 3 а 2 4 • 5 • 5 «г

1 3-5 л 1

2 4 • 6 ■ 7 • 7 а

л х
I arccos —  ил , . >1 с * л I <! + I/ а — х

497) ! ----------V--------= -------arccor- — -I— - I n ---------------------

498) j arctg — dx =  x a rc tg ------— ln (a* -f- v,<v

X  S A u

499) 1 x arctg — = — (x* +  a rc ig ------—
а 7 r.

S00> t f  arcte — fix — — arct>: — -------- —  in tu1 ■+ x*'
’ "  a 3 t  t

f  X Xя *  X ö . x " T I d x
50!) x* arctg — d x =  ------ - a r c t g ---------------- | --------- г  {n Ф -  1).

а п I а л +  1 ! а* х*

502)

х
arctg —  dx

a 3 V  б2.-5
0 X ! <  ! а I).

j arciK — и V

503; ! ------- =—  - — - — arctg - — ir —



(a2 + x2)

Г arctg —  dx f
I а 1 x а

504)  ;;-----= -  --1 — + ----- г  JJ x  (n — 1) X fl n — 1 J X

505) arcctg —  dx =  x  arcctg —  +  ln (a2 +  x 2).
J a  a 2

f  x , 1 , 7 9 . x ax
506) x arcctg —  dx =  —  (x^ +  <r) a rcctg-----h —

J а 2 а 2

X  X  ̂ X
507) x 2 arcctg —  i x  =  arcctg-----h — -------- —  ln (а2 +  x 2).

J а 3 а 6 6

Г x x "+1 x а Г хл + | dx
508) х" arcctg -  dx = -----—  arcctg -  + ------ -- - = ------ r  (n #  -  1).

J а n +  1 а n +  1 J r  +  x J

J < 2 ”  *  a +  3 V  5V  +  7 V  ' '

I a rcctg— i x  , . i s
Ci 1 X 1 a2 +  x 2

M O ) -------- ^------- = --------a rcctg------ ( - —— ln ------ j— .
•> X* x а 2a x

Г arcctg —

) --- ̂ x"5 4 ) J ----------— -—  --------------------—  ̂ arcctg------
dx

x" 1 (а 2 +  x 2)

f.7o> Areafunktsioonide in tegraa lid .

512) Arsh —  dx =  x A rsh ------l/ x2 +  а2.
J a  а

513) j Arch — dx =  x A rc h--- l/ x2 — a2.
J a  а

514) j Arth —  dx =  x Arth —  +  ln (a2 — x 2).
J a  а 2

515) Г Arclh —  dx -  x Arcth —  +  —  ln (x 2 — a2).
J a  а 2

(п Ф 1).

(n# U
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|4. Päratud in tegraa lid  

(^4.1, Eksponentfunktsiooni sisaldavad integraalid .
t- CD

11) J  3fj-“dx =  Г̂±П. •) (fl > 0, n > - l ) .  

0
+ OO / . \

;2)J f , - ‘ dx= i..2,,,/-) (“>0. » > - « .

0
♦ со

. 2d "

3) f  e- *2' 2 dx = (fl>0 ). 4) j  x2« - - 2*2 dx «  ^  <fl>0).

0 0
+ 00 /—

'5) J* f - *2*2 cos bx dx = ~2Õ̂  e~* ** (° > ®)-

о

T  -  —  7) f  =  — •6) J ** _  ! -  6 ‘ ' J ** + 1 12
о 0

+  CD

8) j" ----- dx =  arcctg а =  arctg — (a>  0).
x о

о 

■f «0
; 9) j  e~* ln x dx =  — С  ft —0,5772 ••). 

о

и :4- CD

Ю)

+  CD

11)

J e“*2 In x dx =  i- Г ̂  = -  -^-(c + 2 In 2) **\
О

J  f -*2 In2 x dx «  +  2 In 2)2 + **>•

г -gammafunktsioon: г (я + l) r ( l) => 1 , ]/я?

kui n on naturaalarv, s i i s  Г(и + 1)=  л* (v t .  Ik 44 ). 

^ -E u le r i  konstant (v t .  lk. 44 ) #
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Trigonom eetr ilis i funktsioone sisaldavad 
in teg raa l id .

•12

12) I* sin2* +1 x cos2* +1 x </x = В (a +  i ß + n = Г (а  -f 1) Г  (ß l ) t 
J  1 2 ’ 2Г  (a + ß + 2) *

' 7 I -■->* -
I --------- dx =* 2 14) Г ^  dx - 2, - а  (P/2) } 1 * « ) r
J x * J x Г(р)

15)

+  OO

j* sin a:

J ~
dx =

a <  0.

na*-1 

2Г (s) sin (sn/2)
(0 <  s <  2).

f  cos ax dx
16) ------ -------=  ®  •

18) JÄax dx

17)

— , a >  0, 
2

— г-, a <  0. 
2

f  cos ax j __________ яа_________

J x* *  ”  2Г  (s) cos (sji/2)

о
4- ao

19) J

(0 <  s <  1).

cos ax — cos bx , , b
-----------------------dx =  ln — .

x а

J -
. sm x cos ax ,

20) I ------------------dx =

*/2, I а I < 1, 

-я/4, I a I = 1, 

0, I a I > 1.

\T* V*

24)

♦ к 

f x sin ax

J Ь* + X2 '
0

4 00 -

r sin2 ax j

J X2
0

*> B(x-y)“ ~r(1 + y?~~ beetafunktsioon, гм - gamma funkt 

sioon (v t .  Ik. 44 ). 

paaritu lugeja ja  nimetajaga ratsionaalarv, 

г w-gammaf unkt sioon (v t .  lk. 44 ).
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я/2

26) ! -  | М < 1 .

27) — ------ ---------- arrsin к | »| < 1

sin (x2) dx =  j
-  со

sin x dx

l/ l — к2 sin2 x

cos x dx

l/ l — к2 sin2 x

sin2 x dx

l/ l -  к2 sin2 x

(:os2 x dx

l/ l -  k2 sin2 x

cos ax dx

; (х2) dx =

28) I —  - := - =  —  (К  -  Е ) » )  (\ к \ <  1).

к/2

. cos2 X 1 , ,
29) I =  —2- [Е  -  () -  к2) К ]  « )  ( | И < П

лЬ2
301 J Г -  2/>cosTTfcr  *  T f F  « Н < 1 ,  « : - 0 . r , 2 , . . . ) .

о

А. Зу Logaritmfunktsioone sisaldavad in tegraa lid
1 1 

. . .  Г In х Tî  Г 1п X
31) J ln In x d x  «  - C  ) 32) | . 33> J 7 + T  " 1 2

i
f lnx j Г ,n(1 + X) dx -  —  ln 234, j 35) j— „m..

Г (1 -  Х’ И ' -  X*) _  , r ( ä  +  1) Г ( Р+_1 )_ >  _  , [J >  _  I 3 +  ß >  _I ( I  -  Х -Д 1  -  X - )  ,

361J - (Г~х7!п7~ “  - Т Й Г Г Г '

3 7 ) I x --------—  J a  =  In t g  -  ( 0  <  (I <  ! )

J (I + x) In x 2

1 1 ' кгг/' ( ^ ч )  -  t ä i e l i kud  e l l i p t i l i s e d

i n t e g r a a l  i d  ( v t .  l k .  4 3 ) .

1 ( - 0.5772 - Euler i  konstant ( v t .  lk.  44 ) #



1
38) J",n (т) dx = r (a + !) ** (-1 < e < + 00).

0

n/2 */2 K

39) J  ln sin x d x  =  J  ln cos x dx =  -  у  ln 2. 40) J  x ln sin x dx =  -  —  2 . 

o o  о

«/2 t®  _
41) J sin x ln sin x dx =  ln 2 — 1. 42) J ----- ln x dx =  — — (C  +  ln a) * * ) (a >  0).

о о x L
+ ac

f  sin ax , , , я . я 3 _ ,  я j
43)  ln2 x dx =  —- C 2 +  —— +  яС  ln а +  —- ln2 а (а >  0).

J x 2 24 2
о

* а 4- l/а2 — b2
44) J ln (a ±  b cos x ) dx =  я In --------- ----------  (a ^  b).

о 2

" , , (2я ln а (а > b > 0),
45) Г ln (a2 -  2afc cos x  +  b2) dx =  \

о (. 2я ln b (b ž  а >  0).
•12 ч * я

46) j  ln tg x dx =  0. 47) j  ln (1 +  tg x) dx =  —  ln 2. 
о .o *

Algebralisi funktsioone sisaldavad integraalid .

П
+ 00 ♦oo

Г d* n .4 mx Г dxJ  ( 0 < a < u  50> J  - « ■ « « ■ « * »  < * < U
0

+ 00 I

r  * ■ "  ,  г  *  1 / 5 Г Ш
51) T T T * "  =  ------- (0 <  0 <  *)• » )  У----------------  =  ----- 7T------Y  *> *

о 1 + Д "  b sin J в Г ( * ± £ )

53) f ______ * . _____ = - ^ -  ( 0 < a < 4 - V
J 1 +  2x cos а +  x 2 2 sm а \ 2 /
0

54̂ J  1 +  2x cos а + X2 sina ( ° < ö <  2 ) '
0

' irw- gammafunktsioon, в(*, у) = -7^ ^ - -  beetafu n k t - 

sioon (vt. lk. 44 ).

**' Ca= 0,5772 -  Euleri konstant (v t .  lk. 4 4
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(О, Esimest l i i k i  e l l i p t i l i n e  in tegraal .
9  i i i  9

f , ‘ - ’ ’ “ J t / , ‘  l

N .  а 

Ф >>.
0° 10° 20° 30 40° 50- 60a 70° 80" 90е

0° 0.0000 0.0000 0,0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

10 0,1745 0,1746 0,1746 0,1748 0.1749 0,1751 0.1752 0.1753 0,1754 0.1754

20 0,3491 0,3493 0.3499 0.3508 0,3520 0,3533 0.3545 0.3555 0.3561 0.3564

30 0,5236 0,5243 0.5263 0,5294 0,5334 0,5379 0,5422 0.5459 0,5484 0.5493

40 0.6981 0,6997 0.7043 0,7116 0,7213 0.7323 0.7436 0.7535 0.7604 0.7629

50 0,8727 0,8756 0,8842 0.8982 0,9173 0.9401 0.9647 0.9876 1.0044 1,0107

60 1,0472 1,0519 1,0660 1,0896 1.1226 1,1643 1.2126 1.2619 1,3014 1.3170

70 1,2217 1,2286 1,2495 1.2853 1,3372 1.4068 1,4944 1.5959 1.6918 1.7354

80 1,3963 1.4056 1,4344 1,4846 1,5597 1.6660 1.8125 2.0119 2.2653 2.4362

90 1.5708 1,5828 1,6200 1.6858 1,7868 1.9356 i  1565 2.5046 3.1534 со

4.6, Teist l i i k i  e l l i p t i l i n e  in tegraa l.

E (k , Ф) =  j* j/ l -  k2 sin2 Ф =  J j /  * j A - *  =  * r

в
0° 10° 20° 30“ 40° 50е W 70” 80* 90е

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0.0000 0.0000 0.0000

10 0,1745 0.1745 0,1744 0,1743 0,1742 0.1740 0.1739 0.1738 0,1737 0,1736

20 0,3491 0,3489 0,3483 0.3473 0,3462 0.345g 0,3438 0,3429 0.3422 0,3420

30 0,5236 0.5229 0.5209 0.5179 0,5141 0,5101) 0.5061 0,5029 0,5007 0,5000

40 0,6981 0.8966 0.6921 0,6851 0,6763 0.6667 0.6575 0.6497 0,6446 0,6428

50 0,8727 0,8698 0.8614 0,8483 0.8317 0.8134 0.7954 i 0.7801 0,7697 0,7660

60 1,0472 1,0426 1,0290 1,0076 0,9801 0,9493 0,9184 0.8914 0.8728 0,8660

70 1,2217 1.2149 1,1949 1,1632 1.1221 1,0750 1,0266 0.9830 0,9514 0,9397

80 1,3963 1,3870 1.3597 1,3161 1,2590 1.1926 1.1225 1,0565 1.0054 0,9848

90 1,5708

'

1,5589 1,5238 1,4675 1.3931 1.3055 1,2111 1,1184 1.0401 1,0000
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4.7. Täielikud e l l i p t i l i s e d  in teg raa l id .

К = F ( k, —  ̂= f =L — f_____—_____,
V 2 / J j/l — k2 sin2 V' J [/l — t2 ]/l — k2t*

0 0

«.'2 i
/ _ \

E =  E h
‘•т )-

1

k 2 sin2 ф dty =  J 

0

/ 1 — К -Г

V i - t 2 dt*
k  =  sin а •

а К E а К E К E

0 1.5708 1.5708 30 1,6858 1,4675 60 2.1565 U l l l
1 1.5709 1.5707 31 1,6941 1,4608 61 Z I842 1.2015
2 1.5713 1,5703 32 1,7028 1.4539 62 2.2132 1.1920
3 1.5719 1.5697 33 1.7119 1.4469 63 2.2435 1.1826
4 1.5727 1.5689 34 1.7214 1.4397 64 2.2754 1.1732

5 1.5738 1.5678 35 1.7312 1.4323 65 2.3088 1,1638
6 1,5751 1.5665 36 1.7415 1.4248 66 2.3439 1.1545
7 1.5767 1,5649 37 1.7522 1.4171 67 2.3809 1.1453
8 1.5785 1,5632 38 1.7633 1.4092 68 2.4198 1.1362
9 1,5805 1.5611 39 1.7748 1.4013 69 2.4610 1.1272

10 1.5828 1.5589 40 1.7868 1.3931 70 2,5046 1,1184
II 1.5854 1.5564 41 1.7995 1.3849 71 2.5507 1,1096
12 1.5882 1.5537 42 1.8122 1.3765 72 2.5998 1,1011
13 1.5913 1,5507 43 1.8256 1.3680 73 2.6521 1,0927
14 1.5946 1.5476 44 1.8396 1.35*4 74 2,7081 I.0M4

15 1.5981 1.5442 45 1.8541 1,3506 75. 2.7681 1.0764
16 1,6020 1,5405 46 1,8691 1.3418 76 2,8327 1,0686
17 1.6061 1,5367 47 1.8848 1.3329 77 2,9026 1,0611
18 1.6105 1,5326 48 1.9011 1.3238 78 2,97*6 1,0538
19 1.6151 1.5283 49 I.9J80 1.3147 79 3.0617 1,0468

20 1,6200 1,5238 50 1.9356 1.3055 80 3,1534 1.0401
21 1,6252 1.5191 51 1.9539 1.2963 81 3.2553 1.0338
22 1.6307 1,5141 52 1.9729 1.2870 82 3.3699 , 1.0278
23 1.6365 1.5090 53 1.9927 1.2776 83 3,5004 1,0223
24 1.6426 1.5037 54 2.0133 1.2681 84 3,6519 1.0172

25 1.6490 1.4981 55 2.0347 1.2587 . 85 3.8317 1,0127
26 1.6557 1.4924 56 2.0571 1.2492 86 4.0528 1,0086
27 1,6627 1.4864 57 2.0804 t »2397 87 4,3387 1,0053
28 1,6701 1,4803 58 2.1047 1.2301 88 4.7427 1,0026
29 1.6777 1.4740 59 2.1300 1.2206 89 5.4349 1,0008

30

К------
1.6858 1,4675 60 2,1565

----
u n i  
1_____

90 00 1,0000
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Lisa

1. Bernoulli arvud B k,.

1 1 я“ 22‘ -
22* т  З2*’ ^  42Г +  " ' _  (2k)\

Bk

Z _, 1 1 1 1  я2* (2*‘~1 — 1)

(_ 1 )" и2 4 -1  22‘  + 32* 42‘  + ' (2ic)!
B*

V 1
=  1 +  - 1

5

1 1--  -L ---- 4-
1к 7 2* +  •

я 21 (224 -  1)
в к.

А  (2 л  
■ - 1

-  1)2‘ 2 ( 2 к ) ]

к 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II

Вк
1 1 1 1 5 1 691 7 3617 43 867 174 611 854 513

6 30 42 30 66 2630 6 510 798 330
1. -J

138 , 
_____________

2. Euleri arvud Ek .

CD

Z «
I ) " -1

1
I

1 1 1 л 2* +1

( 2 л - - l ) 2t+1 * 3 2* +1 ' ^ j t  + i 72* + , +  . . .  -
2 24 + 2 - (2/с)!

к 1 2 3 4 5 6 7

£к 1 5 61 1385 50521 2702765 199 360981.

3. Euleri konstant .

С =  lim
Л -* OOп н С  =  0,577 215 664 901 532 ...

4. Euleri in tegraa lid  (beeta- ja  gammafunktsioon).
♦  CD

в (X, >0=  J (l + t r +,- dt ( 0 < x ,  0 <  y ) .  Г (х )  =  f e ' t * - ' d t  (x  >  0) .

Г  (x  +  1) =  х Г ( х ) .  Г  (л  +  1) =  и! (n =  0, 1, 2 , . . . )  .В (x, у) =
- Г ( х ) Г Ы  

Г (х  +  у)

Г (х ) Г (1 — х) =  —-------  ( Q < X < 1 ) .
({) = V :

44



SISUKORD

1 .  Ratsionaalfunktsioonide in tegraa lid  . . 3
1 . 1 . In teg raa l id , mis sisaldavad avald ist

3
1 . 2 . In te g ra a l id ,

a x 2 +  b x  +  с  • ' •

mis sisaldavad avald ist
5

1.3. In teg raa l id ,

a2 ± x 2 ................

mis sisaldavad ava ld ist
7

1.4. In teg raa l id , mis sisaldavad avald ist
8

1.5. In te g ra a l id ,

fl*  +  X4. .  ................

mis sisaldavad avald ist
q

1 . 6 . In teg raa l id ,

a + - x * .  .

mis sisaldavad avald ist
q

1.7. Osamurdudeks lahutamise valemeid . . . 9

2. Irra ts ionaa lsete  funktsioonide integ
raa lid  ............. 10

2 . 1 . In tegraa lid ,
j/ x  ,  a2 ± b 2x  »

In te g ra a l id ,

\ r*.................................

mis sisaldavad ava ld is i
10

•
C

N

CNJ mis sisaldavad ava ld ist
10

2.3. In teg raa l id , mis sisaldavad ava ld ist
11

C
sl In te g ra a l id , mis sisaldavad ava ld is i

| Л »  _1_ fc J . n 12
2.5. In te g ra a l id , mis sisaldavad ava ld ist

13
2 . 6 . In te g ra a l id , mis sisaldavad avald ist

\/x2 4- п2 л *  • • , 14

16
2.7. In te g ra a l id , mis sisaldavad avald ist
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2.8. In tegraa lid , mis sisaldavad avald ist
[/ax2 + bx + c. • • • % ................. ................................ .• 17

2.9. In tegraa lid , mis sisaldavad t e i s i  i r 
ratsionaalseid  ava ld is i ...................... 19

2.10. In tegraal d iferentsiaalb inoom ist ..  20
3. Transtsendentsete funktsioonide integ

raa lid  ..........................................................  20
3.1. Siinusfunktsiooni sisaldavad integ

raalid  ....................................................... 20
3.2. Koosinusfunktsiooni sisaldavad integ
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3.4. Tangensfunktsiooni sisaldavad integ
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