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Abstract. The domain of this bachelor’s thesis is abstract algebra. This thesis is
based on the article "Indecomposable, Projective, and Flat S-Posets"” (X. Shi, Z. Liu,
F. Wang, S. Bulman-Fleming), 2005. The goal of this thesis is to present and prove
the main results about the structure of projective S-posets and the relations between
projective and I-regular S-posets. For this, also free and indecomposable S-posets are
considered.

CERCS research specialisation: P120 Number theory, field theory, algebraic geo-
metry, algebra, group theory.

Keywords: S-poset, projectivity, I-regularity.



Sisukord

Sissejuhatus

1

2

3

4

5

Pohimoisted

Vabad jirjestatud poliigoonid
Lahutumatud jarjestatud poliigoonid
Projektiivsed jirjestatud poliigoonid

I-regulaarsed jarjestatud poliigoonid

Viited

10

14

21

27



Sissejuhatus

Abstraktses algebras on paljusid struktuure voimalik esitada mingite teiste struktuu-
ride kaudu. See voimaldab keerulisemaid struktuure uurida paremini tuntud struk-
tuuride abil.

Monoidi esitusel hulkade teisenduste abil tekib poliigooni moiste. Lisaks monoidide
uurimisele on poliigoonide teooria oluline ka teistes matemaatikaharudes, nagu néi-
teks graafiteoorias ja algebraliste automaatide teoorias. Kéesolevas bakalaureusettos
vaadeldakse jdrjestatud poliigoone, mis tekivad hulkade ja monoidide asendamisel
jarjestatud hulkade ja jérjestatud monoididega.

Projektiivsus on iildine kategoorne moiste, mida saab vaadelda mistahes kategoorias.
Jarjestamata poliigoonide kategoorias andis projektiivsete poliigoonide kirjelduse Ul-
rich Knauer ([1]) aastal 1971. Tuleb vélja, et projektiivsed parempoolsed poliigoonid
on isomorfismi tdpsuseni idempotendi poolt tekitatud parempoolsete peaideaalide 16i-
kumatud ithendid. Aastal 2005 ilmunud artiklis [3] iildistati see tulemus jirjestatud
poliigoonide juhule. Kuigi sonastus jarjestatud juhul on sarnane jirjestamata juhule,
on toestus siiski keerulisem. Projektiivseid poliigoone (nii jirjestatud kui jarjestama-
ta) on uuritud paljudes artiklites, muuhulgas néiteks seoses monoidide homoloogilise
klassifikatsiooniga ja projektiivsete katete leidmisega. Projektiivsetel poliigoonidel on
oluline roll ka Morita ekvivalentsuse uurimisel, nagu néhtub juba artiklist [1].

Kéesolev t66 on referatiivne ja pohineb peamiselt artiklil [3]. Vorreldes selle artikliga
on kiesolevas t66s mitmeid erinevusi, millest olulisim on lahutumatute poliigoonide
kisitluses. T60 esimeses peatiikis defineeritakse pohimoisted: jérjestatud poliigoon
ja jarjestatud poliigoonide homomorfism. Teises peatiikis esitatakse vaba jarjestatud
poliigooni moiste ning edasiseks vajalikke tulemusi vabade jdrjestatud poliigoonide
kohta. Kolmandas peatiikis esitatakse tugevalt kumera alampoliigooni ja lahutuva
poliigooni moisted ning toestatakse nende abil jérjestatud poliigoonide lahutuvuse
teoreem. Neljandas peatiikis esitatakse projektiivse jirjestatud poliigooni moiste ning
terve hulk tulemusi projektiivsete jérjestatud poliigoonide struktuuri kohta. Viiendas
peatiikis esitatakse I-regulaarse jarjestatud poliigooni moiste ning tulemused, mis kir-
jeldavad seoseid I-regulaarsete ja projektiivsete jirjestatud poliigoonde ning paremalt
taanduvate jarjestatud monoidide ja jirjestaud rpp-monoidide vahel.



1 Pohimoisted

Definitsioon 1.1. Monoidi S nimetatakse jdrjestatud monoidiks, kui temal on
defineeritud jarjestusseos < selliselt, et kehtib implikatsioon

r<y=zrx<zyjazrz < yz
iga z,y,z € S korral.

Jarjestuse all motleme kogu selle t66 véltel osalist jarjestust.

Definitsioon 1.2. Alamhulka I C S nimetatakse jarjestatud monoidi S parempool-
seks ideaaliks, kui
1sel

iga i € I jase S korral. Parempoolseid ideaale
sS ={st|te S},
kus s € S, nimetatakse parempoolseteks peaideaalideks.

Definitsioon 1.3. Olgu S jérjestatud monoid. Jarjestatud hulka A nimetatakse
parempoolseks jirjestatud S-poliigooniks, kui on antud kujutus 7: A x S — A, nii,
et iga a € A ja s,t € S korral, tdhistades

7(a,s) = as,

kehtivad vordused
(as)t = a(st)
ja
al =a

ning 7 sailitab jarjestuse, s.t iga a,b € A ja s,t € S korral kehtib implikatsioon
a<b s<t=as <0t

Kujutust 7 nimetatakse jarjestatud monoidi S toimeks jarjestatud hulgal A. Sellist
S-poliigooni tdhistatakse siimboliga Ag.

Niide 1.1. Uheelemendilist hulka © = {#} v6ib vaadelda jirjestatud S-poliigoonina
toime 0s = 0,s € S, ja triviaalse jarjestuse suhtes.

Naiide 1.2. Jirjestatud monoidi S iga parempoolset ideaali I voib vaadelda jar-
jestatud S-poliigoonina, mille toime on defineeritud monoidi S korrutamise poolt.
Muuhulgas voib vaadelda jarjestatud S-poliigoone Sg ja (s5)s, kus s € S.



Definitsioon 1.4. Olgu Ag ja Bg jérjestatud poliigoonid. Kujutust f : As — Bg
nimetatakse jirjestatud poliigoonide homomorfismiks, kui

flas) = f(a)s
iga a,b € Ajas e S korral ja f sdilitab jarjestuse, s.t
a<b= f(a) < f(b).

Definitsioon 1.5. Jarjestatud poliigoonide homomorfismi f : Ag — Bg nimetatakse
isomorfismiks, kui leidub selline jérjestatud poliigoonide homomorfism g : Bg — Ag,
et gf = 14 ja fg = 1p. Jarjestatud poliigoone Ag ja Bg nimetatakse isomorfseteks
(tahistatakse Ag = Bg), kui leidub isomorfism f: Ag — Bs.

Lemma 1.1. Jdrjestatud poliigoonide homomorfism f : As — Bg on isomorfism
parajasti siis, kui f on strjektiione ja kehtib implikatsioon

fla) < f(b)=a<b
mistahes a,b € A korral.

Toestus. TARVILIKKUS. Olgu kujutus f : As — Bg jirjestatud poliigoonide isomofrism.
Siis isomorfismi definitsiooni kohaselt on f siirjektiivne. Olgu f(a) < f(b). Kuna f on
isomorfism, siis leidub homomorfism ¢ : Bg — Ag nii, et gf = 14. Et g siilitab jirjestuse,
siis
a=(g9f)(a) =g(f(a)) < g(f(b)) = (9f)() =b.

PIISAVUS. Olgu f siirjektiivne homomorfism ja kehtigu implikatsioon f(a) < f(b) = a < b.
Néitame, et f on injektiivne. Olgu f(a) = f(b). Siis f(a) < f(b) ja f(b) < f(a), millest
eelduse kohaselt jarelduvad vorratused a < b ja b < a ehk a = b. Seega f on injektiivne.
Kuna f on bijektiivne, siis tal leidub pdérdkujutus g : B — A nii, et gf = 14 ja fg = 1p.
Kui < y hulgas B, siis f(g(z)) < f(g(y)). Eelduse pohjal g(x) < g(y), s.t g siilitab
jarjestust. Kui z € B ja s € 9, siis

fg(xs)) = ws = f(g(x))s = flg(x)s),

kust kujutuse f injektiivsuse tottu g(xzs) = g(x)s. Seega g on jirjestatud poliigoonide ho-
momorfism ning jarelikult f on isomorfism. O

Definitsioon 1.6. Jarjestatud poliigooni Ag alamhulka B C Ag nimetatakse tema
alampoliigooniks, kui iga b € B ja s € S korral bs € B.



2 Vabad jirjestatud poliigoonid

Selles peatiikis anname vabade jérjestatud poliigoonide kirjelduse ning naitame, et
iga jarjestatud poliigoon on mingi vaba jarjestatud poliigooni homomorfne kujutis.

Definitsioon 2.1. Jirjestatud poliigooni Ag alamhulka X C Ag nimetatakse tema
baasiks, kui iga a € A korral leiduvad {iheselt méaratud elemenid z € X ja s € S nii,
et

a=1xs

ja mistahes x € X ja s,t € S korral kehtib implikatsioon
rs < zxt = s <t

Definitsioon 2.2. Jirjestatud poliigooni, milles leidub baas, nimetatakse vabaks.

Kui Ag on jarjestatud poliigoon ja a € A, siis hulk
aS={as|se S} C A
on poliigooni Ag alampoliigoon.

Definitsioon 2.3. Poliigooni Ag nimetatakse tsikliliseks, kui leidub element a € A
nii, et
AS =alS.
Teoreem 2.1 (|2| teoreem 7.13). Jdrjestatud poliigoon Fs on vaba parajasti siis, kui
FS = |_| E;
iel
kus F; = Sg iga 1 € I korral.

Toestus. TARVILIKKUS. Kuna Fg on vaba, siis leidub tema baas X nii, et
FS = U xS
zeX

Kuna iga element a € Fg esitub baasi X kaudu {iheselt, siis iga x,y € X,  # y korral
kehtib
xS NyS =0,

mistéttu F on tsiikliliste alampoliigoonide z.5, z € X ldikumatu iihend:

Fsz |_|$S

rzeX

Defineerime kujutuse f : x5 — S vordusega
f(zs)=s.
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Siis f on homomorfism, sest
f(zs) =s=1s= f(x)s

iga s € S korral ning kui zs < xt, siis
f(zs) = s <t= f(xt).

Kuna iga s € S korral s = f(xs), siis f on siirjektiivne. Kui f(zs) < f(xt), siis
s = flws) < f(at) =1,

millest saame, et xs < xt. Seega lemma 1.1 pdhjal f on isomorfism ja Sg = Sg iga z € X
korral.

PIISAVUS. Olgu Fg = | |;c; Fi, kus F; = Sg iga i € I korral. Siis leiduvad isomorfismid
fi:Ss — Fi,

i € I.Iga a € F korral leidub iiheselt maaratud ¢ € I nii, et a € F;. Kujutuse f; siirjektiivsuse
tottu leidub s € S nii, et

a= fi(s) = fi(ls) = fi(1)s = ax;s,
kus tédhistame z; := f;(1). Kuna kujutuse f; injektiivsuse tottu on ka s € S iitheselt méératud,
siis @ = z;s on tihene esitus. Kui z;s < xt, s,t € S, siis f;(s) < fi(t). Kuna f; on jarjestatud
poliigoonide isomorfism, siis s < ¢. Seega on hulk {x; | i € I } jarjestatud poliigooni Fg baas

ning jirelikult Fg on vaba. O

Definitsioon 2.4. Jirjestatud poliigooni Bg nimetatakse jirjestatud poliigooni Ag
homomorfseks kujutiseks, kui leidub siirjektiivne homomorfism f : Ag — Bg.

Lause 2.1 (|2 lause 7.14). Iga jdrjestatud poligoon on mingi vaba jirjestatud poli-
gooni homomorfne kujutis.

Toestus. Olgu Ag jarjestatud poliigoon. Defineerime hulgal A x S toime
*: (AxS) xS — (AxS) jargmiselt:

(a,s)xt = (a,st)
iga a € A ja s,t € S korral. Defineerime hulgal A x X jirjestusseose jargmiselt:
(a,8) < (d,s') <= a<d jas<s.
Tulemuseks on jarjestatud parempoolne S-poliigoon, sest
((a,s) xt)*v = (a,st) xv=(a,(st)v) = (a,s(tv)) = (a,s) * (tv)
iga (a,s) € A x S jat,ve S korral ning

(a,s)*1=(a,sl) = (a,s).
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Samuti, kui (a,s) < (a,s") jat <1/, siis
(a,s)xt = (a,st) < (d,st) = (d,s) =t
Téahistame saadud poliigooni siimboliga Fls. Siis

F5:A><S:|_|{a}><5.

a€A

Alampoliigoonid
{a} x S ={(a,s)|s €5}

on isomorfsed jarjestatud poliigooniga Sg, kusjuures isomorfismi realiseerib kujutus
S — {a} xS, s — (a,s). Teoreemi 2.1 pohjal on Fs vaba jirjestatud poliigoon.
Defineerime kujutuse f : F' — A vordusega

f(a,s) = as.
Siis f on homomorfism, sest
f((a,s) xt) = f(a,st) = a(st) = (as)t = f(a,s)t
igaa € Ajas,t €S korral ning iga a,b € A ja s,t € S korral
(a,s) < (b,t) = f(a,s) =as < bt = f(b,1).
Lisaks on f on siirjektiivne, sest iga a € A korral

a=al = f(a,l).



3 Lahutumatud jirjestatud poliigoonid

Selles peatiikis nditame, et iga jarjestatud poliigooni saab esitada teatud alampolii-
goonide l6ikumatu iihendina.

Definitsioon 3.1. Jirjestatud poliigooni Ag alampoliigooni Bg nimetatakse tugevalt
kumeraks, kui iga a € A ja iga b € B korral vorratusest a < b jareldub, et a € B.

Definitsioon 3.2. Oeldakse, et jirjestatud poliigoon Ag on lahutuv, kui leiduvad
tema tugevalt kumerad mittetiihjad alampoliigoonid A, Ay C Ag nii, et

As - Al |_|1427

s.t
AS:A1UA2jaA1mA2:®.

Kui jarjestatud poliigoon Ag ei ole lahutuv, siis 6eldakse, et ta on lahutumatu.

Lemma 3.1. Kui jarjestatud poliigoon Ag on lahutumatu ja As = Bg, siis ka jdrjes-
tatud poliigoon Bg on lahutumatu.

Toestus. Olgu Ag jéarjestatud lahutumatu poliigoon ja olgu Ag = Bg. Niitame, et Bg
on lahutumatu. Selleks oletame vastuviiteliselt, et Bg on lahutuv, s.t leiduvad tema
kaks tugevalt kumerat mittetiihja alampoliigooni By, B, C Bg nii, et

Bg = B, U Bs.

Kuna Ag = Bg, siis leidub isomorfism f : Bg — Ag. Siis f(By) ja f(B2) on poliigooni
Ag mittetiihjad alampoliigoonid. Niitame, et nad on tugevalt kumerad. Olgu

a € f(By), d € Ajaolgud < a. Isomorfismi f siirjektiivsuse tottu leiduvad b € By
ja bl € Bnii, et a = f(b) jad = f(). Siis f(b') < f(b). Et f on isomorfism, siis
b < b. Kuna B on tugevalt kumer, siis b’ € By, millest jéreldub, et f(b') € f(By), mis
tahendab, et alampoliigoon f(Bj) on tugevalt kumer. Analoogiliselt saab niidata, et
ka alampoliigoon f(Bs) on tugevalt kumer. Kuna f on siirjektiivne, siis

f(Bs) = f(B1UBy) = f(B1) U f(Bz) = As,

millest Ag lahutumatuse tottu kas f(By) = 0 voi f(Bs) = 0, kuid siis ka B; = ()
voi By = (), mis on vastuolus eeldusega et B; ja B, on mittetiihjad. Seega on Bg
lahutumatu. O

Lemma 3.2. Olgu Ag jarjestatud poliigoon ja olgu a € Ag. Siis tsiikliline jarjestatud
poliigoon aS on lahutumatu ja poliigoon

(aS] :={be€ A|lb < as mingi s € S korral}

on tugevalt kumer lahutumatu alampoliigoon.
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Toestus. Oletame vastuvaiteliselt, et aS = A1 A,, kus A; ja A on tugevalt kumerad
mittetiihjad alampoliigoonid. Kui a € Ay, siis A; = aS ja Ay = (), mis on vastuolus
eeldusega Ay # 0. Kui a € Ay, siis Ay = aS ja Ay = (), mis on vastuolus eeldusega
Ay # (). Seega aS on lahutumatu. Olgu b € (aS]. Siis leidub s € S nii, et b < as.
Siis ka bt < (as)t = a(st) iga t € S korral, mistottu (aS] on alampoliigoon. Niitame,
et alampoliigoon (aS] on tugevalt kumer. Olgu ¢ € A, b € (aS] ja olgu ¢ < b. Kuna
b < as mingi s € S korral, siis ¢ < b < as mingi s € S korral, mistottu ¢ € (a5] ja
seega (aS] on tugevalt kumer alampoliigoon.

Niitame, et (aS] on lahutumatu. Selleks oletame vastuviiteliselt, et (aS] = A; U Ao,
kus A; ja Ay on tugevalt kumerad mittetiihjad alampoliigoonid. Kuna a < al, siis
a € (aS] ja seega a € Ay U Asy. Oletame, et a € A; ning olgu b € (aS] suvaline.
Siis b < as € Ay mingi s € S korral. Kuna A; on tugevalt kumer alampoliigoon, siis
vorratusest b < as jireldub, et b € A;. Seega (aS] C A;. Kuna ka A; C (aS], siis
kokkuvottes (aS] = A; ja Ay = (), mis on vastuolus eeldusega As # ). Analoogiliselt
saab arutleda juhul, kui a € A,. n

Lemma 3.3. Olgu iga i € I korral A; jirjestatud poliigooni Ag tugevalt kumer alam-

poliigoon. Siis ka (;c; Ai on poliigooni Ag tugevalt kumer alampoliigoon.

Toestus. Ilmselt iihisosa (1),.; A; on alampoliigoon. Naitame,et ta on tugevalt kumer.
Olgu a € Ajab € ()., Ai ning olgu a < b. Siis b € A; iga i € I korral. Kuna A; on
tugevalt kumer alampoliigoon iga ¢ € [ korral, siis vorratusest a < b jareldub a € A;
iga i € I korral. Seega a € (,c; A ja [);c; Ai on tugevalt kumer alampoliigoon. [

Lemma 3.4. Olgu iga i € I korral A; poliigooni Ag tugevalt kumer lahutumatu
alampoliigoon ja olgu (V,c; A; # 0. Siis ka |J,c; Ai on poliigooni Ag tugevalt kumer
lahutumatu alampoliigoon.

Toestus. Ilmselt ithend J,.; A; on alampoliigoon. Néitame, et ta on tugevalt kumer.
Olgu a € Ajab e [J,; A jaolgua < b Kuna b € |J,o; A, siis leidub i € I nii,
et b € A;. Kuna A; on tugevalt kumer alampoliigoon, siis vorratusest a < b jareldub
a € A;, seega a € | J,.; Ai, mis tdhendab, et | J,.; A; on tugevalt kumer alampoliigoon.
Niitame, et |J;.; A; on lahutumatu. Selleks oletame vastuviiteliselt, et

Uic; A4 = M U N, kus M ja N on tugevalt kumerad mittetiihjad alampoliigoonid.
Olgu a € ;e Ai- Uldisust kitsendamata eelame, et a € M. Siisa € A,N M igai € I
korral. Kuna A; C M U N iga ¢ € I korral, siis

(MNA)U(NNA)=(MUN)NA, =A,.

Kuna M N A; ja NN A; on Lemma 3.3 tottu tugevalt kumerad alampoliigoonid,
M N A; # 0 ja A; on lahutumatu iga i € I korral, siis

NﬂAiz@,

millest jareldub, et ka N N (Uiel Ai> = (. Kuna N C |
vastuolus eeldusega N # (). Seega | J

ie1 A, slis N = 0, mis on

.1 Ai on lahutumatu. O
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Definitsioon 3.3. Jirjestatud hulga A elemente a ja b nimetatakse vorreldavateks,
kui kas a < b voi b < a. Asjaolu, et elemendid a,b € A on vorreldavad, tdhistatakse
siimboliga a L b.

Paneme tahele, et mistahes a,b € A ja s € S korral

al b= as_L bs.

Jérgneva teoreemi toestuses on teatud sarnasusi konspektis [2] esineva lause 7.7 toes-
tusega.

Teoreem 3.1. Iga mittetiihi jarjestatud poligoon on esitatav tugevalt kumerate lahu-
tumatute alampoligoonide lotkumatu thendina.

Toestus. Olgu Ag jarjestatud S-poliigoon. Defineerime hulgal A seose p jargmiselt:
apb < leiduvad by, ...,b, € A ja sq1,...,8,,t1,..., 1, € S nii, et
al b181
bltl 1 b2$2

bnfltnfl 1 bnsn
bntn L b.

Siis p on ekvivalentsiseos, sest

1. hulga A jarjestusseose refleksiivsuse tottu a L a ning seega apa, mistottu p on
refleksiivne;

2. kui apb, siis vordluste ahelas (1) alt iiles liikudes saame, et bpa, mistottu p on
stimmeetriline;

3. kui apb ja bpe, siis vordluste ahelat (1) jitkates vordluste ahelaga elemendist b
elemendini ¢ (see ahel leidub, sest bpc) saame, et apc, mistottu p on transitiivne.
Seega on jarjestatud hulk A p-klasside 16ikumatu ithend. Néitame, et iga p-klass [a],
on alampoliigoon.

Olgu b € [a],. Siis apb, s.t leiduvad sobivad elemendid nii, et kehtivad vordlused (1).
Vordluste (1) mélemaid pooli suvalise elemendiga s € S korrutades saame

as 1 bisis
bit1s L bos,s

bp_1tn_18 L b,s,s
b,tn,s L bs,

millest jéreldub, et aspbs. Kuna

alal

as L as,

12



siis apas. Seose p transitiivsuse tottu apbs, s.t bs € [a],, mistottu [a], on alampolii-
goon.
Niitame, et alampoliigoon [a], on tugevalt kumer. Olgu b € [a],, ¢ € A ja olgu ¢ < b.
Siis
al b1$1
bltl 1 b282

bnfltnfl 1 bnsn
bnt, L bl
bl L ¢,

mistottu ¢ € [a], ja seega on alampoliigoon [a], tugevalt kumer.
Néitame, et [a], on lahutumatu. Selleks oletame vastuviiteliselt, et [a], = CsUDyg, kus
Cs ja Dg on tugevalt kumerad mittetiihjad alampoliigoonid. Valime mingid ¢ € C' ja
d € D. Siis cpapd ehk cpd. Jarelikult leiduvad by, ....b, € A ja s1,...,Sp, t1,...t, €S
nii, et
c L b1$1
bltl 1 bgsa

bnfltnfl 1 bnsn
bpt, L d.

Eelnevaid vordlusi arvestades saame, et apcpby p...pb, pd, sest as L bt korral

al al
as L bt
bl L b

ehk apb. Seega by, ...,b,,d € [a], = C'U D. Oletame, et bys; € D. Kuna vordluste
(2) pohjal ¢ L bysy, siis kas ¢ < bysy voi bys; < c. Esimesel juhul, alampoliigooni Dg
tugeva kumeruse tottu ¢ € D ja seega ¢ € C'N D, millest saame vastuolu eeldusega
CcnD=0.

Teisel juhul, alampoliigooni C's tugeva kumeruse tottu bys; € C' jaseega bys; € CND,
millest saame sama vastuolu. Seega b1s; € C ning ka b; € C. Analoogiliselt ndeme,
et bysg, ..., bys,,d € C. Viimane sisalduvus d € C' on aga vastuolus d valikuga. Seega
on alampoliigoon [a], lahutumatu. O
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4 Projektiivsed jarjestatud poliigoonid

Selles peatiikis esitame ning toestame pohilised tulemused projektiivsete jirjestatud
poliigoonide struktuuri kohta, muuhulgas niitame, et mistahes projektiivne parem-
poolne poliigoon on isomorfismi tédpsuseni idempotendi poolt tekitatud parempoolsete
peaideaalide l6ikumatu iithend.

Definitsioon 4.1. Jirjestatud poliigooni Ps nimetatakse projektiivseks, kui iga siir-
jektiivse homomorfismi 7 : As — Bg ja iga homomorfismi f : Ps — Bg korral
leidub iiheselt méairatud homomorfism g : Ps — Ag nii, et f = mwg, s.t. jirgmine
diagramm on kommutatiivne:

As—w»Bs.

Definitsioon 4.2. Jirjestatud poliigoonide homomorfismi f : Ag — Bg nimetatak-
se retraktsiooniks, kui ta on paremalt pooratav, s.t leidub jérjestatud poliigoonide
homomorfism g : Bg — Ag nii, et

fg=1g.

Sellisel juhul nimetatakse jirjestatud poliigooni By jarjestatud poliigoonid Ag retrak-
tiks.

Definitsioon 4.3. Jirjestatud monoidi S elementi e nimetatakse idempotendiks, kui
e-e=e.

Lause 4.1. Olgu S osaliselt jirjestatud monoid. Siis kehtivad jirgmised vdited.
1) Jirjestatud S-poliigoon eS on projektiivne iga idempotendi e € S korral.

2) Olgu P;,i € I jirjestatud S-poligoonid. Siis jarjestatud S-poliigoon
Ps = | |;c; P; on projektiivne parajasti siis, kui P; on projektiivne iga i € I korral.

3) Olgu Ps jirjestatud S-poliigoon. Kui Ps on projektiivne, siis iga sirjektiivne
homomorfism jirjestatud S-poliigooni Ps on retraktsioon.

4) Projektiivsete jarjestatud S-poliigoonide retraktid on projektiivsed.

Téestus. 1) Olgu m: Ag — By siirjektiivne homomorfism ja olgu
f : eS — Bg homomorfism. Tahistame b := f(e), kus b € B. Kujutuse 7 siirjek-
tiivsuse tottu leidub a € A nii, et m(a) = b. Defineerime kujutuse g : eS — Ag
vordusega

g(es) = aes
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iga s € S korral.
eS
v
»
AS — BS .
Siis g on homomorfism, sest
g(est) = aest = g(es)t

ja kui es < et, siis
g(es) = aes < aet = g(et)

iga s,t € S korral. Lisaks sellele
(rg)(es) = m(aes) = bes = f(e)es = f(ees) = f(es)
iga s € S korral. Seega mg = f ja eS on projektiivne.

2) TARVILIKKUS ([2] lause 7.16). Olgu Ps = | |,; P; projektiivne ja olgu i € I suvaline.
Niitame, et P; on projektiivne. Olgu m : Ag — Bg siirjektiivne homomorfism ja olgu
f : P, — Bg homomorfism. Defineerime kujutuse f’ : Ps — Bg L Og, kus © = {6} on
itheelemendiline poliigoon, selliselt, et

v Jf(x), kuize B
f(x)_{e, kui z € P\ P

Siis f’ on homomorfism, sest f’(xs) = f'(z)s iga x € P;, s € S korral ja
f(xs) =0=0s= f'(z)s

iga x € P\ P;, s € S korral. Samuti séilitab f’ jérjestuse, sest f teeb seda iga x € P; korral
ning kui z,2’ € P\ P; ja x < 2/, siis

flx)=0<0=f().

Defineerime lisaks kujutuse 7’ : Ag LI ©g — Bg LI Og selliselt, et

() = m(x), ku? reA
0, kuiz=26.
P _ Ps
zi/// lf L’/?/// lf’
ASL»BS Asl_l@SL»BSU@S.

Kujutus 7’ on siirjektiivne homomorfism, sest kujutus m on siirjektiivne homomorfism ja
6 = 7'(6). Kuna Ps on projektiivne, siis leidub homomorfism ¢’ : Pg — Ag LI © nii, et
7'g’ = f'. Kuna mistahes = € P, korral f'(z) # 0 ja (7'¢')(z) = f'(x), siis ka

15



(7'g")(x) = 7'(¢'(x)) # 0, mis kujutuse 7’ definitsiooni tottu kehtib ainult juhul, kui
g (z) #0, st ¢'(x) € A. Seega saame defineerida kujutuse g : P, — A selliselt, et

iga x € P; korral. Siis g on homomorfism, sest

glws) = g'(xs) = g'(x)s = g(x)s

iga x € P; jaiga s € S korral. Samuti g sailitab jirjestuse, sest g’ teeb seda. Lisaks

(rg)(x) = m(g(x)) = 7(¢'(x)) = f'(z) = f(2)

iga x € P; korral. Seega P; on projektiivne.

PIISAVUS (2] lause 7.16). Olgu P; projektiivne iga i € I korral ja olgu Ps = | |;c; P;.
Olgu 7 : Ag — Bg siirjektiivne homomorfism ja olgu f : P — Bg homomorfism. Té-
histame f; := f|,, iga @ € I korral. Kuna P; on projektiivne iga ¢ € I korral, siis iga
homomorfismi f; : P, — Bg korral leidub homomorfism g; : P, — Ag nii, et 7g; = f;.
Defineerime kujutuse
g: PS — AS nii, et

igai € I ja x € P; korral. Siis

(mg)(x) = m(g(x)) = 7(gi(x)) = fi(x) = f(x)

iga x € P; korral. Seega Pg on projektiivne.

3) Olgu Pg projektiivne, olgu 7 : Ag — Pg siirjektiivne homomorfism ning olgu
1pg : Pg — Pg iihikmorfism. Kuna Pg on projektiivne, siis leidub homomorfism
g : Ps — Ag nii, et mg = 1p,, mis tdhendab, et 7 on retraktsioon.

4) Olgu Ps projektiivne ja olgu Ag tema retrakt. Siis leiduvad homomorfismid
s: Pg — Ag jat: Ag — Pg nii, et st = 14. Niitame, et Ag on projektiivne. Olgu
m : Bg — Cjg siirjektiivne homomorfism ja olgu f : Ag — Cg homomorfism. Kuna Pgs on
projektiivne, siis leidub homomorfism h : P¢ — Bg nii, et mh = fs, kus fs: Ps — Cg on
homomorfism. Seega wht = fst = f14 = f ja Ag on projektiivne.
O

Jareldus 4.1. Jdrjestatud monoid S on jarjestatud S-poliigoonina projektiivne.

Toestus. Kuna jarjestatud monoidi S iihikelement 1 on idempotent ja S = 15, siis
eelneva lause esimese osa kohaselt on Sg projektiivne. O]

Jareldus 4.2. Vabad jirjestatud S-poliigoonid on projektiivsed.

Toestus. Teoreemi 2.1 kohaselt on mistahes vaba jirjestatud S-poliigoon esitatav
kujul Fs = | |,c; Fi, kus F; = Sgiga i € I korral. Kuna Sg on jérjestatud poliigoonina
projektiivne ja F; = Sg, siis ka F; on projektiivne iga ¢ € I korral. Eelneva lause teise
osa pohjal on siis ka Fg projektiivne. O
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Jareldus 4.3. Projektiivse jirjestatud poliigooniga isomorfne jirjestatud poligoon on
samuti projektitvne.

Toestus. See jareldus tuleneb lause 4.1 viitest 4, sest isomorfsed jérjestatud poliigoo-
nid on teineteise retraktid. O

Niide 4.1. Vaatleme hulka N U {oo}, kus naturaalarvud on omavahel jirjestatud
nagu harilikult ning co < 0o ja n < oo iga n € N korral. Vaatleme sellel hulgal tehet

x %y = min(x,y).

On lihtne néha, et S = (N U {oo}, *, <) on jirjestatud monoid, kus koik elemendid
on idempotendid. Siis parempoolsed ideaalid n xS = {1,2,...,n} on projektiivsed.

Lause 4.2. Olgu Ag jirjestatud S-poliigoon ja olgu a € A. Siis jirgmised vdited on
samavddrsed:

1) aS on projektiivne;

2) leidub idempotent e € S nii, et a = ae ja vorratusest as < at jareldub vorratus
es < et iga s,t € S korral;

3) aS = eS mingi idempotendi e € S korral.

Toestus. 1) = 2) Olgu aS projektiivne. Defineerime kujutuse 7 : S — aS vordusega
7(s) = as.
Siis 7 on siirjektiivne homomorfism, sest iga s,t € S korral
m(st) = a(st) = (as)t = w(s)t

ja kui s <, siis
m(s) =as < at = w(t).

Kuna aS on projektiivne, siis 7 on lause 4.1 osa 3 pohjal retraktsioon. Seega leidub
homomorfism g : a.S — S nii, et

g = lgs.

aS

9 - llas
//
k.

S —% as .

Olgu g(a) = e € S. Siis
a = (rg)(a) = 7(g(a)) = 7(e) = ae
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ja
e =g(a) = glae) = gla)e =e-e.

Seega e on jarjestatud monoidi S idempotent. Kui as < at, siis

es = g(a)s = g(as) < glat) = gla)t = et

iga s,t € S korral, sest g sdilitab jirjestuse.

2) = 3) Kehtigu viide 2). Defineerime kujutuse g : a.S — eS vordusega
glas) = es

iga s € S korral. Kui as = at, siis vorratustest as < at ja at < as jarelduvad
vorratused es < et ja et < es, millest es = et. Seega g on korrektselt defineeritud.
Kujutus g on homomorfism, sest

glas) = es = g(al)s = g(a)s
iga s,t € S korral ja kui as < at, siis
glas) = es < et = g(at).
On selge, et g on siirjektsioon. Kui es < et, s,t € S, siis
as = aes < aet = at.

Seega g on lemma 1.1 pohjal isomorfism.

3) = 1) Kuna eS on projektiivne iga idempotendi e € S korral ja aS = eS| siis
jarelduse 4.3 pohjal on ka aS projektiivne.
O

Olgu A;, 7 € I jarjestatud S-poliigoonid. Siis nende poliigoonide 16ikumatu iihend
| |;c; Ai on samuti jarjestatud S-poliigoon, kui defineerida sellel poliigoonil toime po-
liigoonide A; toimete abil ning jirjestus defineerida jargmiselt:

r<y&sdiel: z,ye A jax <y poligoonis A;.
Lemma 4.1. Olgu Ps mittetihi lahutumatu jdrjestatud S-poliigoon. Siis Ps on pro-

jektiivne parajasti siis, kui Ps = eS mingi idempotendi e € S korral.

Toestus. TARVILIKKUS. Olgu Pg projektiivne ja lahutumatu S-poliigoon. Kuna Ps on
teoreemi 2.1 pohjal mingi vaba jirjestatud S-poliigooni homomorfne kujutis, siis leidub
stirjektiivne homomorfism f : | |,c; S; — Ps, kus S; = S iga i € I korral. Kuna lause 4.1
osa 3 pohjal on iga siirjektiivne homomorfism projektiivsesse poliigooni retraktsioon, siis f
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on retraktsioon, s.t leidub g : Pg — | |;c; S nii, et fg = 1p,.
Vaatleme poliigooni | |;.; S; alampoliigooni

As = g(P) ={g(p) | p € P}.

Kuna P on mittetiihi, siis leidub py € P ja g(pg) € A # 0. Samuti leidub selline j € I, et
g(po) € AN S;. Defineerime kujutuse ¢’ : P — A vordusega

kus p € P. Siis ¢’ on homomorfism, sest g on homomorfism. On selge, et ¢’ on siirjektsioon.
Oletame, et ¢'(p) < ¢'(p"), p,p’ € P. Siis g(p) < g(p) ja

p=(f9)p) < (fo)(¥) =p"

Jarelikult ¢’ on isomorfism lemma 1.1 pohjal. Kuna Pg on lahutumatu ja Ag = Ps, siis
lemma 3.1 pohjal on ka Ag lahutumatu. Kui

acA beS;NAjaa<hb,

siis
beSijaAC| |Sitottuac]| |S,
icl icl
millest | |;; S; jérjestuse definitsiooni tottu a € S;. Seega S; M A on poliigooni A tugevalt
kumer alampoliigoon. Kuna

Ag=Asn| ]Si=| |(AsnSy)

iel iel
ja Ag on lahutumatu, siis Ag = Ag NS}, sest g(po) € AsNSj # 0. Seega A C S ja
P =(fg9)(P) = f(g(P)) = f(A) C f(S;) C P,

kust
P = f(S;).

Kuna S = S jarjestatud poliigoonidena, siis leidub mingi isomorfism
hj: S — S;. Téhistame
1]' = h](l) S Sj,

kus 1 on monoidi S iihikelement. Siis S; = 1,5 ténu h; siirjektiivsusele. Seega
Ps = f(55) = f(1;5) = f(1;)S = as,

kus tdhistame a := f(1;). Kuna Ps = aS on projektiivne, siis tdnu lausele 4.2 kehtib
Pg = a8 = eS mingi idempotendi e € S korral.

PIISAVUS. Kuna eS on lause 4.1 osa 1 pdhjal projektiivne ja eelduse pohjal
Pg = eS mingi idempotendi e € S korral, siis jarelduse 4.3 pohjal on ka Pg projektiivne. [
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Teoreem 4.1 ([3]| teoreem 3.4). Jarjestatud mittetiihi S-poliigoon Ps on projektiivne
parajasti siis, kui
PS = |_| PZ’)

iel
kus P; = e;S mingite idempotentide e; € S (i € 1) korral.

T'oestus. TARVILIKKUS. Olgu lause 3.1 pohjal Ps = | |;c; P; esitatud tugevalt kumerate
lahutumatute jirjestatud alampoliigoonide 16ikumatu iihendina. Kuna Pg on projektiivne,
siis lause 4.1 osa 2 pohjal on P; projektiivne iga ¢ € I korral. Kuna P; on ka lahutumatu,
siis lemma 4.1 pohjal P; = e;S mingi e; € S korral.

PIISAVUS. Olgu Pg = P;, kus P, = ¢;5 iga i € I korral. Kuna lause 4.1 osa 1 pohjal

on e;S projektiivne iga e; € S,¢ € I korral, siis lause 4.1 osa 2 ning jirelduse 4.3 pohjal on
ka Pg projektiivne. O
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5 I-regulaarsed jarjestatud poliigoonid

Selles peatiikis esitame seosed projektiivsete ja I-regulaarsete jarjestatud poliigoo-
nide ning samuti paremalt taandatavate jarjestatud monoidide ja jarjestatud rpp-
monoidide vahel, muuhulgas uurime erinevate poliigoonide klasside kokkulangevust
teatud tingimustel.

Definitsioon 5.1. Jérjestatud poliigooni Ag elementi a nimetatakse I-requlaarseks,
kui leidub homomorfism f : aS — S nii, et

af(a) = a.

Jarjestatud poliigooni nimetatakse I-regulaarseks, kui koik tema elemendid on
[-regulaarsed.

Lemma 5.1. I-requlaarse poliigooni mistahes alampoliigoon on I-regulaarne ning
I-regulaarsete jirjestatud poligoonide lotkumatu tihend on I-requlaarne.

Toestus. Jarjestatud poliigooni Ag alampoliigooni iga element on I-regulaarne polii-
gooni Ag elemendina. I-regulaarsete jarjestatud poliigoonide 16ikumatu {ihendi mista-
hes element on I-regulaarne kui I-regulaarse poliigooni element, kuhu ta kuulub. [J

Lemma 5.2. Kui jdarjestatud poliigoon Ag on I-requlaarne ja Ag = Bg, siis ka jdir-
jestatud poliigoon Bs on I-requlaarne.

Toestus. Olgu b € Bg. Poliigooni Bg I-regulaarsuse nditamiseks tuleb leida selline
homomorfism f : bS — S, mille korral bf(b) = b. Kuna Ag = Bg, siis leidub isomor-
fism g : Ag — Bg. Kujutuse g siirjektiivsuse tottu leidub a € A nii, et b = g(a). Kuna
Ag on I-regulaarne, siis elemendi a € A korral leidub homomorfism A : aS — S nii,
et ah(a) = a. Defineerime kujutuse f : bS — S vordusega

f(bs) = h(g™"(bs)).
Paneme téhele, et kuna g(a) = b, siis
g (bs) = g (b)s = as € aS

Siis
bf(b) = g(a)(h(g~" (b)) = g(a)h(a) = g(ah(a)) = g(a) = b

ning lihtne on néha, et f on homomorfism. [

Lause 5.1. Jdrjestatud poliigoon Ss on I-regulaarne parajasti siis, kui koik projek-
titvsed S-poliigoonid on I-requlaarsed.

Toestus. TARVILIKKUS. Olgu Sg I-regulaarne ja olgu Ag projektiivne jarjestatud polii-
goon. Teoreemi 4.1 kohaselt
AS = |_| Ai7

i€l
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kus A; = e;S mingite idempotentide e; € S (¢ € I) korral. Kuna lemma 5.1 pohjal on
ka poliigooni Sg alampoliigoonid e;S I-regulaarsed ning ldikumatu iihend | |;.;e;S on I-
regulaarne, kusjuures A; = ¢;S tottu Ag = | |;c; Ai = | |;c; €S, siis Ag on eelneva lemma
tottu I-regulaarne.

PIISAVUS. Kuna Sg on jirjestatud S-poliigoonina projektiivne, siis eelduse tottu on ta
ka I-regulaarne. 0

Lause 5.2. Olgu Ag jdrjestatud poligoon ja olgu a € A. Siis jdrgmised vdited on
samavddrsed:

1) a on I-requlaarne;

2) leidub idempotent e € S nii, el a = ae ja vorratusest as < at jareldub vorratus
es < et iga s,t €S korral;

3) aS = eS mingi idempotendi e € S korral;

4) aS on projektiivne.

Téestus. 1) = 2) Kuna a on I-regulaarne, siis I-regulaarsuse definitsiooni kohaselt
leidub homomorfism f : aS — S selliselt, et af(a) = a. Siis tdhistades f(a) :=e € S
naeme, et

e = f(a) = f(ae) = f(a)e = ee.
Seega on e monoidi S idempotent. Olgu s,t € S. Kui as < at, siis
es = f(a)s = f(as) < f(at) = f(a)t = et.
2) & 3) & 4) on toestatud lauses 4.2.
3) = 1) Kuna aS = ¢S mingi idempotendi e € S korral, siis leidub isomorfism
f :aS — eS. Téhistame f(a) := s. Kuna s € es, siis leidub mingi s € S nii, et

s = es'. Siis aga
es =ees' =es' = s.

Kujutuse f siirjektiivsuse tottu leidub at € aS nii, et f(at) = e. Siis
sts = f(a)ts = f(at)s =es = s

ning
(ts)(ts) = t(sts) = ts,
mis tdhentab, et ts on monoidi S idempotent. Téhistame e’ := ts € S. Defineerime

kujutuse g : aS — S vordusega
glar) = €'x
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iga € S korral. Siis g on kooskolas toimega, sest
glaxs) = 'xzs = g(ax)s
iga x,s € S korral. Samuti
ar < ay = f(ax) < flay) = sz < sy = tsx < tsy = e'x < €'y.

iga x,y € S korral. Seega g on korrektselt defineeritud ja siilitab jarjestust, mis
tahendab, et g on homomorfism. Iga elemendi €'s € €'S korral g(as) = €’s, seejuures
g(a) = €' ning seega on g siirjektiivne. Samuti on g injektiivne, sest iga x,y € S korral

v = ey = tsx = tsy = atsr = atsy = f(at)sx = f(at)sy =
est = esy = sx = ey = f(ax) = f(ay) = as = ay.
Seega on g isomorfism. Kuna
glag(a)) = g(a)g(a) = €'¢’ = €' = g(a),

siis peavad vordsed olema ka argumendid, s.t ag(a) = a, mis tdhendab, et a on
I-regulaarne.
O]

Definitsioon 5.2. Jarjestatud monoidi S nimetatakse I-regulaarseks, kui iga s € S
korral leidub jérjestatud monoidide homomorfism g : S — S nii, et

sg(s)s = s.

Meenutame, et monoidi nimetatakse requlaarseks, kui iga s € S korral leidub
element ¢ € S nii, et s = sts. Definitsioonidest on vahetult selge, et iga [-regulaarne
monoid on regulaarne.

Lemma 5.3. Kui jdrjestatud monoid S on I-requlaarne, siis S on ka jdrjestatud
S-poliigoonina I-requlaarne.

Toestus. Olgu S jarjestatud [-regulaarne monoid. Siis leidub jéirjestatud monoidide
homomorfism g : S — S selliselt, et

sg(s)s =s
iga s € S korral. Defineerime kujutuse f : sS — S vordusega
f(sz) = g(s)sz
iga x € S korral. Siis f on jarjestatud poliigoonide homomorfism, sest
fsry) = g(s)szy = f(sx)y
iga z,y € S korral ning kui sz < sy, siis
f(sx) = g(s)sz < g(s)sy = f(sy).
iga z,y € S korral. Kuna
sf(s) =sg(s)s =s

iga s € S korral, siis S on jarjestatud S-poliigoonina I-regulaarne. O
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Jargnevast niitest jireldub, et vastupidine véiide iildjuhul ei kehti.

Niide 5.1. Vaatleme jarjestatud monoidi S = {0,1,a,b,c}, mille korrutamine on
antud jargneva tabeli abil:

0O T R, O
OO o o oo
0O T = Ol
OO O Q O
QO TN oS
O T O Ol

ning mille jarjestusseos on

<= {(07 O)’ (17 1)7 (av a)? (bv b)? (Cv C), (av 0)7 (bv 0)7 (C7 0)}

Paneme téhele, et element a ei ole I-regulaarne (axa = 0 # a iga x € S korral), kuid
jarjestatud monoid S on jarjestatud poliigoonina I-regulaarne, sest elemendid 0, 1, b, ¢
on monoidi S idempotendid ning defineerides homomorfismi f : S — S vordusega

f(s):=s

iga s € S korral, kehtivad vordused f(s)s = ss = siga s € S\{a} korral, s.t elemendid
0,1,b,c on I-regulaarsed. Elemendi a korral a = ab ja kui z,y € S ja ax < ay, siis
br < by eelnevast tabelist ning seega lause 5.2 teise osa pohjal on I-regulaarne ka
element a. Kokkuvottes on S jirjestatud S-poliigoonina I-regulaarne.

Definitsioon 5.3. Jirjestatud monoidi S nimetatakse jdarjestatud rpp-monoidiks, kui
alampoliigoon x5 C S on projektiivne iga x € .S korral.

Definitsioon 5.4. Jirjestatud monoidi S nimetatakse vasakult taandatavaks, kui
vorratusest as < at jareldub vorratus s <t iga a, s,t € S korral.

Definitsioon 5.5. Jirjestatud poliigooni Ag nimetatakse tugevalt tdipseks, kui iga
a € Ag ja s,t € S korral vorratusest as < at jareldub vorratus s < t.

Lemma 5.4. Jdrjestatud poliigoon Sg on tugevalt tdpne parajasti siis, kui S on va-
sakult taandatav monoid.

Téestus. Jareldub vahetult vastavatest definitsioonidest. O

Lemma 5.5. Jdrjestatud monoid S on I-requlaarne jarjestatud S-poliigoon parajasti
sits, kui S on jdrjestatud rpp-monoid.

Téestus. Jéreldub lausest 5.2 (1 < 4). O

Lemma 5.6. Iga tugevalt tipne S-poliigoon on I-regulaarne.
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Toestus. Olgu Ag tugevalt tdpne poliigoon ning olgu a € A. Defineerime kujutuse
f a8 — S vordusega

flas) :=s

iga s € S korral. Kujutus f on korrektselt defineeritud: kui as = as’, siis tugeva
tipsuse tottu s = s . Kujutus f on homomorfism, sest mistahes s, t € S korral

flast) = st = f(as)t

ning kui s,t € S ja as < at, siis s <t ja

flas) =s <t = f(at).

Homomorfismi f korral
af(a) =af(al) =al = a,

mistottu a on I-regulaarne ning seega on I-regulaarne ka Ag. O

Jargnevas kahes teoreemis uurime, milliste jarjestatud monoidide korral teatud
poliigoonide klassid langevad kokku. Sellist tiiiipi probleemide lahendamist kutsutakse
vahel ka monoidide homoloogiliseks klassifikatsiooniks.

Teoreem 5.1 ([3] teoreem 4.9). Olgu S jirjestatud monoid. Siis jargmised vdited on
samavddrsed:

1) S on jdrjestatud vasakult taandatav monoid;
2) Ss on I-regulaarne jirjestatud S-poliigoon ja temas on ainult ks idempotent;

3) Sg on I-requlaarne jirjestatud S-poliigoon ja I-regulaarsete jirjestatud
S-poliigoonide klass langeb kokku tugevalt tipsete jirjestatud S-poliigoonide klassiga;

4) I-requlaarsete jarjestatud S-poligoonide klass on mittetihi ja langeb kokku tu-
gevalt tapsete jarjestatud S-poliigoonide klassiga;

5) iga projektiivne jarjestatud S-poliigoon on tugevalt tipne.

Toestus. 1) = 2) Olgu S jarjestatud vasakult taandatav monoid. Siis S on tugevalt
tdpne S-poliigoon lemma pohjal. Lemma 5.6 pohjal on Sg seega ka I-regulaarne. N&i-
tame, et jirjestatud monoidis S on ainult iiks idempotent. Kuna monoidi S iihikele-
ment 1 on idempotent, siis oletame vastuviiteliselt, et leidub veel iiks iihikelemendist
erinev monoidi S idempotent e # 1. Kuna e = el = ee, siis el < ee ja ee < el,
millest monoidi S vasakult taandatuvuse tottu jarelduvad vorratused 1 <ejae <1
ehk e = 1, mis on vastuolus eeldusega, et e # 1. Seega on monoidis S ainult iiks
idempotent e = 1.
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2) = 3) Olgu Ag I-regulaarne jarjestatud poliigoon. Siis iga a € A korral leidub
monoidi S idempotent e € S nii, et a = ae ja vorratusest as < at jéreldub vorratus
es < et iga s,t € S korral. Kuna monoidil S on ainult iiks idempotent, siis e = 1 ja
seega vorratusest as < at jiareldub vorratus s < ¢, mistottu Ag on tugevalt tédpne. Kui
jarjestatud poliigoon A’ on tugevalt tépne, siis lemma 5.6 tottu on ta ka I-regulaarne.

3) = 4) On ilmne.

4) = 5) Olgu Ag I-regulaarne jirjestatud poliigoon ja olgu a € A. Lemma 5.1 poh-
jal on I-regulaarse poliigooni Ag alampoliigoon aS samuti I-regulaarne. Eelduse tottu
on aS tugevalt tipne. Seega aS = S ning S on I-regulaarne jarjestatud S-poliigoon.
Lause 5.1 pohjal on iga projektiivne jirjestatud S-poliigoon [-regulaarne ja eelduse
tottu seega ka tugevalt tdpne.

5) = 1) Kuna S on jarjestatud S-poliigoonina projektiivne, siis eelduse kohaselt
on ta tugevalt tipne ja lemma 5 kohaselt on jérjestatud monoid S vasakult taandatav.
O

Teoreem 5.2 ([3] teoreem 4.10). Olgu S jarjestatud monoid. Siis jirgmised vdited
on samavddrsed:

1) koik vabad jirjestatud S-poliigoonid on I-requlaarsed;
2) koik projektiivsed jirjestatud S-poliigoonid on I-requlaarsed;

3) S on jdrjestatud rpp-monoid.

Toestus. 1) = 3) Kuna jarjestatud S-poliigoon Sg on vaba, siis ta on I-regulaarne.
Lemma 5.5 pohjal on §' jarjestatud rpp-monoid.

3) = 2) Kuna S on jérjestatud rpp-monoid, siis lemma 5.5 pdhjal on ta jirjesta-
tud S-poliigoonina I-regulaarne. Kuba Sg on I-regulaarne, siis lause 5.1 pohjal on iga

projektiivne S-poliigoon I-regulaarne.

2) = 1) Olgu Ag vaba poliigoon. Siis ta on projektiivne ja eelduse tottu on Ag
[-regulaarne. [
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