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$ L 3nr Erniittelung her Werthe imbefmmtcr Größen 
sind iui Allgeineiueu fouiel uou einander nnabhänqige, in Glei­
chungen anszndriitkende Bedingungen erforderlich, als unbekannte 
Größen oorhauden sind. Indem nämlich mit der Elimination je 
einer unbekannten Größe aus den oorliegenden Gleichungen zu­
gleich auch die Anzahl der letzteren nm 1 kleiner wird, so bleibt 
bei snccessioer Elimination die Anzahl der Gleichungen stets der 
der in ihnen oorkommenden unbekannten Größen gleich. Es 
müssen jene Eliminationen daher schließlich ans eine Gleichung 
mit einer Unbekannten führen, aus welcher diese bestimmt wer­
den kann. Sobald aber der Werth einer Unbekannten ermittelt 
ist, ergeben sich durch rückuärtsschreitendes Einsehen auch die 
der übrigen Unbekannten.

S 2. Hieraus folgt unmittelbar, daß die Anzahl der ge­
gebenen Gleichungen nicht kleiner sein darf als die der Unbe­
kannten, falls lehtere definitin bestimmt werben sollen. Wenn z. 
B. n Gleichungen mit n + m Unbekannten gegeben sind, so 

kann man in Unbekannten beliebige Werthe beilegen und be­
hält alsdann n derselben nach, die aus ebensoviel Gleichungen 
berechnet werden können. Mit den gewählten m Werthen wer­
den sich nun aber im Allgemeinen offenbar auch die zu berech­
nenden n Werthe ändern, so daß eine unendliche Anzahl von 
Lösungen der gegebenen Gleichungen denkbar ist.

p
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Aus diesem Grunde iverdeu Gleichuugeu, deren Anzahl 
kleiner ist als die der in ihnen norkannnenden unbekannten Grö­
ßen, unbestimmte genannt. Nach einem Mathematiker des 
Alterthnms, Namens Diophantus, von dem wir das älteste 
Werk über dieselben überkommen haben, heißen sie auch dio­

p h auti s d) e.

8 3. Nach dem Vorhergehenden dürfte es scheinen, als bö­
ten diese Gleichungen keinen Stoff zu besonderen Untersuchun­
gen — als brauchte man nnr für einzelne der Unbekannten be­
liebige Werthe zu wählen und alsdann nach den gewöhnliche« 
Regeln für die Rechnung mit Gleichungen zn verfahren. Es 
treten mm aber für die diophantischen Gleichungen mannigfache 

Beschränkungen ein — daß die Lösungen z. B. nnr in gan­
zen, und sogar positiven, oder doch in Ratio na l-Zahlen 
zu geben seien — nnd mit diesen Beschränkungen gewinnen sie 
ein Recht auf einen besonderen Plaß in der Lehre von den al­

gebraischen Gleichungen.

8 4. Bei Eintheilnng der diophantischen Gleichungen un­
terscheiden wir, wie bei den algebraischen Gleichungen überhaupt 
und von demselben Gesichtspunkte aus, Gleichungen verschiedener 
Grade. Ferner stellen wir unter den Gleichungen ersten Grades 
diejenigen Aufgaben, bei »velchen die Zahl der Gleichungen durch 
die der Unbekannten um mehr als 1 übertroffen wird, denen 
entgegen, in denen nnr eine Unbekannte mehr vorkommt, als 
Gleichungen da sind. Indem aber diese lehte Elasse von dio­
phantischen Aufgaben stets auf eine Gleichung mit zwei Un­
bekannten führt, so wird die Untersuchung der letzteren ein Haupt- 
gegenstnnd der Lehre von den diophantischen Gleichungen sein 
müssen. Die Theorie der diophantischen Gleichung ersten Gra-
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des mit zwei unbekannten Größen zu entwickeln, will nun eben 
vorliegendes Schriftchen versuchen.

8 5. Jede Gleichung ersten Gmdes mit zwei mibekaniiteu 
Größen laßt sich stets auf folgende Form bringen:

I. mx 4- ny = k.
Da in, n uni) к hierin svwol positiv als negativ sein können, 
so bieten sich 8 verschiedene Fälle dar; wir können diese An­
zahl aber verringern, indem wir festsetzen, daß der Coefficient 
von x stets positiv sein soll, was nöthigenfalls durch Multipli­
cation der ganzen Gleichung mit —1 leicht bewerkstelligt wer­
den kann. Somit bleiben, wenn a, b und c absolute Zahlen 
bedeuten, nur noch folgende 4 verschiedenen Formen übrig:

1. ax — by — c
2. ax — by — — c
3. ax -s- by — c
4. ax 4- by — — c,

deren Lösungen der Beschränkung unterworfen sind, daß sie 
in positiven, ganzen Zahlen gegeben werden müssen.

8 (). 3m Hinblick auf diese Bedingung wirft sich uns aber, 
ehe wir daran gehen, nach Lösungen für die vorstehenden Glei- 
chnngsformen zu suchen, die nothwendige Frage auf, ob solche 
Lösungen überhaupt möglich und wirklich sind. Zinn Zwecke der 
betreffenden Untersuchung mögen hier einige Betrachtungen über 
das Maß und die Reste ganzer Zahlen ihre Stelle finden, ohne 
welche eine wiffenschastliche Antwort auf jene Frage nicht gege­
ben werden kann.

8 7. Unter dem Maße einer Zahl a versteht man be­
kanntlich jede ganze Zahl m, durch welche jene ohne Rest 
theilbar oder kurzweg theilbar ist; auch heißt a alsdann
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ein Vielfaches von m. — Wenn eine Zahl aber mir die 
Einheit und sich selbst ,311111 Maße hat, so heißt sie eine abso­
lute Primzahl oder Primzahl schlechtiveg.

Geht m in jede (bei* beiden Zahlen a und b ohne Rest 
auf, so heißt es ein gemeinschaftliches Maß von a und 
b. — Haben zwei Zahlen dagegen kein gemeinschaftliches Maß, 
so nennt man sie relative Primzahlen.

8 8. Da (a + b) : m = a: m + b : in eine ganze 
Zahl ist, sobald m gemeinschaftliches Maß von a und b ist, so 
haben wir den Sah: Das gemeinschastliche Maß zweier Zahlen 
ist auch ein Maß ihrer Summe.

Ebenso ist das gemeinschaftlichc Maß zweier Zahlen auch 
fiu Maß ihrer Differenz.

§ 9. Diese Sähe lassen sich auch umkehreu; denn cs sei 
8 — p + q und s und p mögen ein gemeinschaftliches Maß 
m haben, so folgt s — p = q und ferner hieraus in Ver­

bindung mit dem vorigen Sähe, daß q gleichfalls durch 111 
theilbar ist. Dieses giebt dm Satz: Haben eine Summe und ein 
Pasten derselben ein gemeinschaftliches Maß, so ist dieses auch 
ein Maß des anderen Postens.

Oder es sei d = p — q und in gemeinschaftliches Maß 
von (I 1111b q, so folgt d -f- <1 = p und weiter vermittelst 
8 8, daß m auch ein Maß von p ist. — Eben so leicht ist 
eiuzufeheu, daß ein gemeinschaftliches Maß von d und p auch 
iu q ohne Rest aufgeheu muß. Beides vereint liefert den Lehr­
sah: Haben eine Differenz und ihr Minuend oder Subtrahend 
ein gemeinschaftliches Maß, so ist dieses auch ein Maß beziehlich 
des Subtrahenden oder Minnenden.

§ 10. Ferner sei wiederum in ein Maß der Zahl a. so 
gibt in xa) : in = n x (a : in) ebenfalls eine ganze Zahl;
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in Worten: Daö Maß eines Factors ist auch ein Maß des 

ProdncteS.

§ 11. Um die Möglichkeit zu erforschen, in wieweit die­
ser Saß sich innkehren läßt, untersuchen wir, ob m ein Maß 
des Pwduetes a . b sein kann, wenn keiner der beiden Facto- 

ren a und b ohne Rest durch m theilbar ist.
Selzen wir zunächst den Fall, daß a und b kleiner als in 

sind. Dann kann man m durch a dioidiren: der -Quotient sei 
n, der Rest а,, so daß aL < a ist; mithin ergibt sich für m 

der Ausdruck
m — na + ai, 

und multiplicivcu lvir diese Gleichung mit I», so erhalten wir 

mb — nab + aAb.
Wir wollen nun annehmeu, daß ab durch in ohne Rest thcil 
bar ist, obgleich dieses non keinem der tzactoren a oder b gilt. 

Rach uorsteheuder Gleichung und gemäß 9 lind 10 ist dann 

auch aj) ein Vielfaches von m.

Wir dioidiren ferner m durch a,: der Quotient sei n,, 

der Rest a2, so daß a2 < ax ist; daraus folgt

m — nla1 + а 2
und nach beiderseitiger Multiplication mit b 

mb — ntajb 4~
Aus dieser Gleichung schließen wir wie oben, daß a2b sich durch 
in ohne Rest theileu läßt, weil a.b ein Vielfaches von in ist.

In dieser Art können wir fortsahreu, m durch deu jedes­
maligen Rest zu dioidiren, und erhalten daun eine Reihe ab­

nehmender Reste
a, a2 as a4 a5 ..............

deren Producte in l>, also
a,b a2b a3b a4b......... ..
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sämmtlich durch m ohne Rest theilbar sind, sobald dieses für ab 
gilt. Diese Reste werden aber immer kleiner, und da sie noth­
wendig ganze Zahlen sind, rnnß endlich einer noii ihnen 0 wer­
ben, oder, mit anderen Worten, der letzte Rest, den wir ak nen­
nen wollen, ein Maß der Größe m sein.

Und hier zeigt es sich, daß es darauf aukounut, ob m ab­
solute Primzahl ist oder nicht. Findet nämlich Ersteres statt, so 
kann ak nur 1 fein, da keine andere Zahl ein Maß einer Prim­
zahl ist; dann muß aber in Folge der Annahme, daß ab durch 
m ohne Rest theilbar ist, wie wir gezeigt haben, auch 1. b 
durch m ohne Rest theilbar fein, und dieses ist unmöglich, da 
nach der Bedingung b < m. Rückwärtsschließend kommen wir 
also zu dem Resultate, daß a . b durch in nicht theilbar ist.

Ist m dagegen feine absolute Primzahl, so kann ak aller­
dings auch einen andern Werth als 1 haben, und die obigen 
Schlüsse auf akb und weiter auf ab haben in diesem Falle keine 
Gültigkeit. Im Allgemeinen laßt sich dann ohne nähere Mcimt- 
niß der Beziehungen zwischen a, b und m nichts bestimmen. 
Wir kommen in 8 14 darauf zurück.

Wir haben bisher nur den Fall betrachtet, daß a und b 
beide kleiner als m sind. Es mögen nun aber beide größer als 
m sein. ES sei z. B. a = pin + r und b = qm -s- t, 
wo г < m und t < in, so ist

а . b = (pqm 4- pt 4- qr) m 4" rt 

und wir sehen wiederum, daß ab sich uur dann durch m ohne 
Rest thcilen lassen wird, wenn rt ein Vielfaches von in ist. Die­
ses ist aber nach dem Obigen nicht der Fall, sobald m eine 
Primzahl ist; folglich kann unter dieser Bedingung m auch fein 
Maß des Produktes ah fein. — Dasselbe läßt sich beweisen, 
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falls a > m und b < m ober bos Umgekehrte staltfiudet, 
ivenu zugleich m absolute Primzahl ist.

Alles bieseS zusammeugesaßt bient als Beweis für ben 
wichtigen Lehrsatz: Wenn die Factoren eines Products durch 

eine und dieselbe Primzahl beide nicht theilbar sind, so ist auch 

das Product durch diese Primzahl nicht theilbar.

8 12. Mit Hülfe dieses Satzes läßt sich nun leicht zeigen, 
daß der Satz in § 10 allerdings umgekehrt werden kann, so­
bald m eine Primzahl ist. Dem: da m in diesem Falle in ab 
nicht ohne Rest aufgeht, solange weder a noch b dadurch theil­
bar ist, so muß, wenn m ein Maß von ab ist, dasselbe auch 
ein Maß eines der beiden Faetoren sein. Folglich gilt allge­
mein der Satz: Wenn eine Primzahl ein Maß eines Produetes 

ist, so ist sie auch ein Maß wenigstens eines Factors dieses 

Produets.

8 13. Die Lösung der Aufgabe, zu zwei gegebenen 
Zahlen das größte gemeinschaftliche Maß zu suchen, 
hat nach dem Vorhergehenden weiter keine Schwierigkeiten.

Die gegebenen Zahlen seien a und b und a < b. Wir 
dividiren b durch a, und bleibt bei dieser Division kein Rest, 
so ist a das gesuchte größte ^gemeinschaftliche Maß. Sonst sei 

der Quotient p, der Rest r, also
b = pa + r.

Diese Gleichung lehrt uns, daß das größte gemeinschaftliche Maß 
von a und b auch ein Maß von r ist (88 9 und 10), und 
daß a und г kein größeres gemeinschaftliches Maß haben kön­
nen, weil dieses sonst auch ein Mast von b sein müßte (§ 8); 
dann hätten a und b nämlich noch ein größeres gemeinschaft­

liches Maß, als das größte, was ungereimt ist. — Die Auf­
gabe kommt jetzt darauf heraus, das größte gemeinschaftliche
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Maß ион a und г zu suchen. Wir diuidiren also a durch r und 
schließen wie oben: bleibt kein Rest, so ist r größtes gemein­
sames Maß von a und г inib mithin auch von a und b; geht 
die Division dagegen nicht ans, so nennen lvir den Rest r, imi) 
den Quotienten plr lvoraus für a der Ausdruck folgt 

а - Pir + rP
Aus dieser Gleichung folgern lvir lviederum, daß das größte 

gemenlschastliche Maß von r und auch größtes gemeinsames 
Maß von a nnd r, also auch von a und b ist.

Man fährt so fort, den jedesmaligen Rest in den vorher­
gehenden zu dividireu, und erhält eine Reihe abnehmender Reste 

r ri r2 r3 r4 ...........
Welche zwei auf eiuauder folgenden Glieder dieser Reihe lvir 
auch herausgreifen mögen, stets ist ihr größtes gemeinschafiliches 
Maß auch größtes gemeinschaftliches Maß von a und b. Die 
Reihe muß aber mit Null endigen, da die Glieder ganze Zah­
len sind mit) fortwährend abnehmen. Der lebte Rest muß also 
in bent vorhergehenden aufgehen, d. h. er ist größtes gemein­
schaftliches Maß der beiden letzten Reste; folglich ist der letzte 
Rest auch größtes gemeinschaftliches Maß von a und b.

Anmerkung: Sind a und b relative Primzahlen, so 

muß der letzte Rest 1 sein.

§ 14. Nach Losung dieser Aufgabe knüpfen wir an die 
früheren Betrachtungen wieder an und untersuchen, unter welcher 
Bedingung das Product ab durch m theilbar ist, wenn m keine 
absolute Primzahl bedeutet, sondern aus mehreren Primzahlen 

durch Multiplication zusammengesetzt ist.

Wenn die Primfactoren von in durchweg ungleich sind, 
also in — p . q . r ist, wo p, q nnd r Primzahlen bedeuten, 
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so ist, luemt wir mmehmen, dofi ab durch m biuibirt feinen 
Rest lasse, unb к eine ganze Zahl barstellt,

ab — к . (pqr)

ober nach einem bekannten Lehrsätze bev Arithmetik

ab — p . (kqr).

Diese Gleichung besagt, baß ab ein Vielfaches von p sein 
müsse; nach S 12 aber muß p als Primzahl alsdann ein Maß 
oon a oder b sein. Wenigstens die eine der beiden Zahlen а 
oder I) hat also mit m den Primfactor p gemein, und dasselbe 
läßt sich oon deil Primfaetoren q unb r erweisen?

Der Nachweis ist im Wesentlichen berselbe, wenn unter ben 
Primfaetoren oon m auch mehrere gleiche oorkommen. Somit 
haben lvir überhaupt: Ein Product ist durch eine andere Zahl 
nnr dann theilbar, wenn säunntliche Primfaetoren dieser Zahl 
auch Primfaetoren wenigstens eines Faktors des Prodnets sind.

Die letzte Bebiugung wirb nicht erfüllt, sobalb bie Faeto- 
toren bes Probucts relative Primzahlen gegen bie gegebene 
Zahl sind; der Satz des § 11 gilt also auch in folgender Ver° 
allgemcinernng: Sind die Faktoren eines Products relative Prim­
zahlen gegen irgend eine andere Zahl, so ist das Product durch 
diese Zahl nicht theilbar.

8 15. Wenn ferner b relative Primzahl gegen in und 
а < m ist, so ist ab durch m nicht theilbar; denn sonst müß­
ten nach K 14 säunntliche Primfaetoren oon in auch Primfacto- 
i'cn vou a, d. h. a ein Vielfaches oon ш fehl, Ivas unmöglich 
ist, da а < m ist. Ist also von den Faktoren eines Produkts 
der eine Heilirr als eine dritte Zahl und der andere relative 
Primzahl gegen dieselbe, so ist das Produkt durch diese Zahl nicht 
ohne Rest theilbar.
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8 16. Bilden wir nun, während a und b relative Prim­
zahlen sind, die Reihe

la 2a 3a 4a 5a..(b—2)a (b—l)a, 
so kann erstens kein Glied dieser Reihe durch b ohne Rest 

theilbar sein, weil a relative Primzahl zu b und der Coefficient 
von a kleiner als b ist (§ 15). Sodann fragt sich, ob irgend 
zwei Glieder der obigen Reihe, durch b dividirt, gleiche Reste 
geben können.

Angenommen nun, ma und na seien zwei solche Glieder 
der Reihe, und zwar gebe ma durch b dividirt p zum Quo­
tienten und г zum Reste, na aber q zum Quotienten und г 
zum Reste, so haben wir

ma = pb 4- r und 
na = qb + r, 

also durch Subtraction

(in—n)a — (p—q)b.

Diese Gleichung sagt ans, daß (m—n)a ein Vielfaches von b 
sei. Nun ist aber m < b und n < b, mithin auch m-—n < b, 
und a relative Primzahl gegen b. Aus diesen Gründen kann 
b in (m—n)a nicht ohne Rest aufgehen (§ 15), und wir über­
zeugen uns, daß die lehtentwickelte Gleichung Falsches aussagt. 
Wir schließen, daß die Annahme, durch welche wir zu dersel­
ben gelangt sind, fehlerhaft gewesen ist; folglich können ma 
und na durch b dividirt nicht denselben Rest lassen, sondern 
sind vielmehr alle Neste der obigen Reihe von einander ver­
schieden.

Verbinden wir hiermit, daß keiner jener Reste 0 sein kann 
und keiner größer als b—1 ist, ihre Anzahl aber nur b—1 
beträgt, so folgt daraus, daß sie in irgend welcher Reihenfolge 
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die natürlichen Zahlen von 1 bis b — 1 darstellen, d. h. jede 
der Zahlen non 1 bis b — 1 kommt unter jenen Resten vor.

8 17. Jetzt können wir an die Beantwortung der Frage 
gehen, ob die Gleichungen des § 5 unter den ebendaselbst an­

gegebenen Bedingungeil lösbar sind.
Da belehrt uns nun zunächst die allgemeine Gleichung I. 

des genannten Paragraphen
inx + ny = к, 

daß ein Factor, den die Loeffieieuten der unbekannten Größen 
gemein haben, nach 8 8 auch ein Maß des bekannten Gliedes 
der Gleichung sein müsse. Weil es nun aber zum Ordnen einer 
Gleichnng gehört, einen sännntlichen Gliedern derselben gemein­
samen Factor bitrrfj Division fortzuschaffen, so können wir den 
Satz aufstellen: Die Coefficienten der unbckaimten Krößcn in 
einer nnbestimmten Gleichung des ersten Grades mit zwei Unbe­

kannten müssen relative Primzahlen sein, falls die Gleichnng in 
ganzen Zahlen lösbar sein soll.

8 18. Sodann ist ohne Weiteres klar, daß die vierte der 
speciellen Gleichungsformell des 8 5

ax -s- by — — c
fortan von unseren Untersnchnngen ausgeschlossen werden mnß, 
indem sonst bei positiven Werthen von x und у — und solche 

werden ja mir zugelassen — eine positive Größe einer negati­

ven gleich sein müßte.
Berücksichtigt man ferner, daß die zweite der in Frage ste­

henden Formen
ax — by — — c

sich durch Multiplication beider Seiten mit — 1 auf die Form 

by — ах = c 
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bringen läßt, also bereits in der ersten Gleichlmqssorm enthalten 
ist, so beschränkt sich die fernere Betrachtung auf die beiden 
Gleichungen

A. ax — by = c
B. ax -s- by — c 

in lvelchen a nnb b relative Primzahlen sind.

§ 19. Die Frage nach der Lösbarkeit der Gleichnng 

A. ax — by — e

rebneirt sich offenbar auf die mibere, ob ber aus A. folgenbe 
Ausbruck x — c *)y mit у zugleich zu einer ganzen Zahl 

Hierbei! kann.
Ilm biefc zu beantworten, entfernen wir aus bem Bruche 

-kJ so viel Gauze, als lins möglich ist, indem wir c durch 

a dioidireu. Bedeutet l< den Quotienten dieser Division und 
v beit Nest, so daß r < a ist, so haben wir für x folgenden 
Ausdruck

x = k+ Г + ЬУ , 
а

welcher zu einer ganzen Zahl wird, sobald wir r- + l)y dazu

machen. Dieses ist aber immer möglich. Nach § 16 eriftirt 
nämlich für у stets ein positiver, ganzer Werth, der kleiner als 
a und so beschaffen ist, daß by, dnrch a di vidi rt, den Rest a — r 
läßt. Sehen wir diesen Werth für у ein, so wird der Zähler 

des Benches offenbar ein positives Vielfache von а;

hiermit erhält aber auch dieser Bruch selbst den Werth einer po­
sitiven ganzen Zahl, und mit dem Bruche zugleich die nnbe- 
kaunte Größe x.
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Die Zulässigkeit der Gleichungsfori» A. ax — by — с 
ist hiernnt bewiesen.

8 20. Der Nachiveis für die Lösbarkeit der Gleichnng 

B. ax + by = c
folgt denselben Prineipien. Man gelangt ans dein entsprechen­
den Wege und unter denselben Annahmen zu dem Ausdruck 

x = k_by-r.
a

Hier kommt es aber nicht allein darauf au, den Bruch —1

zll einer ganzen Zahl zn machen, sondern diese muß außer­
dem auch kleiner sein als k, wodurch die Untersuchung uer- 
wickelter wird. Ersteres ist immer möglich; beim nach § 16 
giebt es stets einen Werth von y, der kleiner als a und so be­
schaffen ist, daß by, durch a dividirt, den Rest r läßt, oder, 
mit anderen Worten, by — г zn einem Vielfachen von a, dabei 

aber kleiner als ab wird. Demgemäß wird auch —-1 eine 

gauze Zahl, aber kleiner als b. Soll 
■ bv — r x = к — ------

а
also unter allen Umständen eine positive Große, mit Ausschluß 
der Aull, sein, so muß к mindestens den Werth b haben, d. h. 
c > ab sein. -— Hiermit ist jedoch nicht gesagt, daß es 
nicht einzelne Werthe von c geben könne, die kleiner als ab 
sind nnd für welche die gegebene Gleichung lösbar ist. Nnr 
im Allgemeinen ist sie es bei solchen Werthen von c nicht.

8 21. Fassen wir den Inhalt der 8§ 17—20 zusammen, 
so erhalten wir den Saß: Wenu a und b relative Prim- 

zahlen sind, so ist die Gleichung ax — by = ± c 
jederzeit in positiven, ganzen Zahlen löslich, die 
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Gleichung ах Ц- by = с aber mit Sicherheit nur 

dann, ivciin e > ab ist.
Hiermit ist die Frage beantwortet, die wir 8 6 aufwar­

fen; unter gewissen Beschränkungen ist eine unbestimmte Glei­
chung ersten Grades mit zwei Unbekannten in positiven ganzen 
Zahlen stets löslich, d. h. es läßt sich ein Paar von Wurzeln 

finden, die der gegebenen Gleichung Genüge leisten. Aus dieser 
einen Lösung sind aber auch alle anderen leicht abzuleiten, wie 
wir jetzt Nachweisen wollen.

8 22. Lassen wir x — « und у =■ /3 eine Lösung der 

Gleichung
A. ax — by = c

bedeuten, so können wir jede andere Lösung durch x = « + x, 
und у = /3 + уj bezeichnen, wo xt und y, positive oder ne­
gative, stets aber ganze Zahlen vorstellen. Setzen wir diese 
Werthe in die Gleichung A. hinein, so erhalten wir

a cc + ax j — b/3 — by t — с.
Nun haben aber « und /3 als Wurzeln der Gleichung A. die 

Eigenschaft, daß
а ос — b/3 — c

ist, und ziehen wir diese Gleichung von der Vorhergehenden ab, 
so bleibt ax, —dy, — о nach. Hieraus folgt

bySoll Xj demnach eine ganze Zahl sein, so muß —-1- zu einer 

solchen gemacht werden, d. h. by t ein Vielfaches Von a sein. 
Da nun b relative Primzahl gegen a ist, so ist dieses nur mög­
lich, wenn y, selbst sich durch a ohne Rest theilen läßt (8 14). 
Bezeichnen wir den Quotienten dieser Division durch n, so ist 
у j = na und somit x, — nb. Sännntliche Lösungen der Gleichung
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A. ax — by =; c 
surd also in den Ausdrücken

x = a + nb 
у = /3 + na 

enthatterr. Indem wir hierin für n nach und nach alle positiven 
und negativen Zahlen einsetzen — soweit solches nämlich in 
Hinsicht auf die Bedingung, daß die Werthe von x und у po­
sitiv sein sollen, angeht — erhalten wir alle möglichen Lösun­
gen der gegebenen Gleichung. Dabei fällt in die Augen, daß 
die Werthe von x und y, wenn mit dem kleinsten Paar 
zusamniengchörüzer Werthe begonnen wird, zwei steigende 
arithmetische Reihen dar stellen, und zwar ist b die 
Differenz der x-Reihe u. a die Differenz der y-Reihe.

S 23. Auf demselben Woge erhält man für die Gleichung 
B. ax 4- by — c

aus der Lösung x — « und у = ß die allgemeine Lösung 

X — а — 11b
У = /3 4- na.

Зи denselben Wurzelformen können wir aber auch gelaugeu, 
wenn wir berücksichtigen, daß die Gleichung B. aus der Glei­
chung A. hervorgeht, indem —b an die Stelle von b tritt, 
daß also auch in den Ausdrücken für die Wurzeln der Gleichung 
A. nur diese Veränderung vorzuuehmen ist, um die Wurzeln 
der Gleichum'; B. zu erhalten. Demgemäß erscheint denn auch 
uur die eine der beiden Wurzelreiheu der Gleichung 
B. als steigende arithmetische Progression, die an­
dere dagegen als fallende, während die Differeu 
zcn der Reihen auch hier wieder gleich deu Loef 
ficienten der Undckaunten sind, und zwar die Dif 

о 
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serenz der x-Rcihe bcm (Socfficiciiten uon у und die 

Differenz der у-9kibe dem (Socfficienten non x.

§ 24. Vermittelst der allgemeinen Ausdrücke für die Wur­
zeln der Gleichungen A. und B. kann man nun auch leicht einen 
Schluß auf die Anzahl aller überhaupt möglichen Lösungen 

dieser Gleichungen machen.
Die Gleichung A. ax — by — c hat die Lösungen 

x = a + nt), у = /3 -j" na.

Solange die Wert he non «, /3, a, b und n hierin so beschaffen sind, 

daß x inti) у positiv bleiben, so lange gehört die betreffende Lösung 
zu den möglichen. Da nun /3, a und b unveränderliche 
Größen sind, so kommt es mir noch ans n an, welches der obi­
gen Bedingung entsprechend so gewähltf'werden muß, daß 
oc + nb > ° und /3 4- na > о wird. Die erste dieser 

. - . a ßUngleichheiten giebt n > — , , die zweite aber n > — ' .
b а

Die Wahl der Werthe für n ist also nur nach der negativen 
Seite hin beschränkt, nicht aber nach der anderen, d. h. wir 
dürfen für n unzählig viele verschiedene positive Werthe anneh­
men, welche alle, in die allgemeinen Wurzelansdrücke der Glei­
chung A. gesetzt, diese zu positiven, ganzen Wahlen machen. Mit 
anderen Worten: Die Gleichung A. ax — by — c hat 
nnendli ch viele L ö s n n g e n.

Betrachten wir ferner die Gleichung B. ax -f- by — u 
init ihren Lösungen

x = a. — nb, у = /3 4- na
ООП demselben Gesichtspunkte aus, so erkennen wir, daß hier
Cb /3 . . „
b > n > ä ^ein nil,ffe- Weil n hiernach zwischen einem 

positiven und einem negativen Werthe eingeschloffen ist, so ist 
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bie Anzahl der dafür zu sehenden Größen jedenfalls eine be­
schränkte, d. h. die Anzahl der möglichen Lösungen 
der Gleichung J3. ist eine endliche.

Bezeichnen wir nun durch N die Anzahl aller möglichen 
brauchbaren Werthe von n und also auch aller möglichen Lösungen 

der Gleichung B., durch die größte ganze Zahl, welche

kleiner ist als der Quotient und ebenso durch die größte

ganze Zahl, welche kleiner ist als der 'Djioticut -, f0 jst

N = W + R + 1
W W

der Ausdruck für die Anzahl aller möglichen Lösungen der 
Gleichung B.

§ 25. Zu dem bisherigen ist nachgewiesen, unter roelchen 
Bedingungen die diophantische Gleichliug ersten Grades mit zwei 
Unbekannten lösbar ist; ferner ist festgestellt, luic aus einem 
Paar von Wurzeln alle übrigen berechnet werden können; end­
lich ist die Anzahl der möglichen Lösungen nach den einzelnen 
Formen bestimmt lvorden. Es bleibt jetzt nur noch übrig, Me­
thoden anzugeben, mit deren Hülfe man jederzeit mit Sicher­

heit zu einer Lösung gelangen könne.
§ 26. Einer der einfachsten Falle, lvelche hinsichtlich der 

Gleichungen A. und B. eintreten können, findet statt, wenn 
c — o ist; denn in diesem Falle gehen jene Gleichnngen in

A. a. ax — by = 0
В. а. ах 4~ by = О

über, und diesen beide»! Gleichungen wird offenbar Genüge ge­
leistet, wenn x = 0 und у — 0 gesetzt wird.

2»
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Für A. a folgt daraus die allgemeine Lösung (8 22) 

x =- bn, у — an,
tvo n jede beliebige positive ganze Zahl bedeutet.

Für В. a wäre den Formeln des 8 23 znsolge 

x — — bn, у — an
die allgemeine Lösung. Da aber hiernach die eine der beiden 
Unbekannten immer negativ ausfällt, es sei denn n = 0, iu 
welchem Falle x — 0 und у — 0 wird, wir also auf die 
erste Lösung zurückkommen-, so giebt es, wenn wir diese über­
haupt gelten lassen wollen, nur diese eine, sonst gar keine. Wir 
werden sogleich sehen, das; die Lösung x = 0 und у = 0 
in mehreren Fällen mit großem Vortheile in Anwendung ge­
bracht werden kann.

8 27. Ans die Form ax + by — 0 können wir näm­
lich jede Gleichung bringen, in welcher einer der Coeffieienten, 
etwa a, der Einheit gleich ist. In diesem Falle heißt die ur­
sprüngliche Gleichung

x + by — c,
und hieraus erhält mau, wenn c auf die linke Seite gebracht 
und x — c = Xj gesetzt wird:

Xi ± by = 0,
die Gleichuugsform des vorigen Paragraphen, welcher durch 
x, — O, d. h. x — e und у — о Genüge geschieht. Die 
allgemeine Lösung der gegebenen Gleichung ist folglich

x — c + bn, у — n.
8 28. Zu demselben Resultate kanu mau übrigens auch 

unmittelbar, ohne auf 8 26 zurückzugehen, gelangen; denn es 
folgt aus der Gleichung

x + by = c
ohne Weiteres die Gleichung
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x = c i by.
Bedeutet nun n jeden ganzen Werth uon y, bei welchem die 
rechte Seite des uurstehenden Ausdrucks positiv bleibt, so haben 
wir auch aus diesem Wege wieder die Lösungen:

x = c bn, у — il
Daß die Rechnung nach beiderlei Weise im Wesentlichen 

dieselbe bleibt, wenn in der gegebenen Gleichung b = 1, ist 
leicht zu übersehen.

8 29. Der in den 88 27 und 28 betrachtete Fall ist ent­
halten in dem allgemeineren, daß einer der Coeffieienten a. oder 
b ein Maß des bekannten Gliedes c ist. Die Behandlung der 
entsprechenden Gleichung ist demgemäß auch eine ähnliche. Wir 
beschränken uns hier darauf, a ein Maß von c sein zu lassen, 
indem die Rechnung für den anderen Fall nichts Cigenthnm- 
liches hat. Die gegebene Gleichung sei also:

ax + by — la.
Bringen wir hier fa nach links und sehen x — f = x,, so 
erhält die Gleichung die Form

axt ± by — 0,
und wir sind hiermit wiederum aus 8 20 zurückgekommen. 
Demzufolge ist x, — 0, d. h. x — f, und у — 0. Mit 
Hülfe der 88 22 und 23 giebt dieses die Wurzeln

x — f + bn, у — an.
Wir ziehen hieraus die Regel: Wenn in der Glei- 

chnng ax + by = c der Coefficient einer Unbe­
kannten ein Maß des bekannten Gliedes c ist, so 
hat die andere Unbekannte unter anderen auch den 
Null-Werth, während jene zugleich den Werth

hat.



— 22 —

Als Beispiel diene die Gleichung:
3x — öy — 12, 

welche nach Obigem auf die Form
3(x — 4) — 5y — 0

gebracht werden muß. Nach 8 26 folgt hieraus x — 4, у = 0, 
mithin als allgemeine Lösung

x = 4 4~ 5n, у — 3n, 
welcher folgende Werthreihen entsprechen:

x = 9, 14, 19, 24, 29, .....
у = 3, 6, 9, 12, 15,.............

8 30. Auch diese Art oou Ausgaben können wir unmit­
telbar lösen. Berechnen wir nämlich diejenige Unbekannte, deren 
Coefficient ein Maß von c ist, also in vorliegendem Falle x, 
nach den gewöhnlichen Regeln, so haben wir folgenden Ausdruck

Soll x nun eine ganze Zahl werden, so muß ~ eine solche 

sein, d. h. da b relative Primzahl gegen a ist, у sich durch а 

ohne Nest theilen lassen. Setzen wir den Quotienten = n 

so erhalten wir
у — an, x = f 4- bn, 

die nach der anderen Methode bereits erzielte Lösung.
Auch hiefür führen wir ein Beispiel vor:

3x 4- 5y — 35.
Hier ist у zu berechnen; wir erhalten

3x
У = ' — T'

und wird hier | = n gesetzt, so ergiebt sich die allgemeine Lösung
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x — õn, у = 7 — 3n, 
ber.yifolflc die gegebene Gleichung mir zwei Paare von Wur­
zeln hat:

§ 31. Durch eine einfache Substitutian kann man eine 
Gleichung häufig auf die in den 29 und 30 untersuchte Form 
bringen. Letzt man nämlich in der Gleichung

A. ax — by — c
x = n 4- v und у — II — v, so erhält dieselbe die Form 

(a — u 4- (а -V b) v — c.
Dagegen wird and der Gleichung

B. ax + by = c
aus demselben Wege die Gleichung

(a 4- b) и 4- (a — b) v = c
erzielt. Stellen wir Beides zusammen, so ergiebt sich die Regel: 
Führt man in eine der Formen A. und В. an Stelle 
der beiden Unbekannten Summe und Differenz 
zweier anderen Unbekannten ein, so entsteht eine 
neue Gleichung, deren CoefficLeuten ans Summe 
uud Differenz der Coefficienten der früheren 

Gleichung bestehen.

Diese Regel läßt nach den 29 uud 30 eine sehr be­
queme Anwendung zu, sobald c ein Vielfaches non а 4- b 
oder а — b ist. Als Beispiel diene die Gleichung

8x 4- 5у — 51.
Wenden wir die angegebene Substitution an, so entsteht

13u 4- 3v — 51
und da 51 ein Vielfaches von v ist, so folgt nach § 29 

u = o, v = 17, also
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x = 17, v = — 17, und allgemein 
x — 17 — 5n, v — — 17 + 8n.

Hiernach ist x — 2, у — 7 die einzige Lösung der gegebenen 
Gleichung.

Anmerkung: Die angeführte Substitution ist stets an­
wendbar, menu die Coefficienten a und b um die Einheit der- 
schieden sind. In der abgeleiteten Gleichung wird alsdann der 
Coefficient einer der Unbekannten der Einheit gleich, und somit 
kann dieselbe nach § 27 oder 28 gelöst werden.

Als Beispiel sei die Gleichung
7x — by — 12 

gegeben. Die Substitution x — u -s- v, у — u — v läßt 
dieselbe in

u 4- 13v — 12 
übergehen, und nach 8 27 folgt hieraus 

u — 12, v = o. 
Rückwärtsschließend ergibt sich also

x — 12, у — 12, und allgemein
x — 12 ff- 6n, у = 12 4- 7n.

Die beiden unendlichen Reihen sind, da n > — 2 sein muß, 
x = 6, 12, 18, 24, 30 ...  
у — 5, 12, 19, 26, 33 ...

8 32. Wir könnten, wie wir es bei den früheren Aufga­
ben gethan, auch noch von der Aufgabe des vorigen Paragraphen 
zeigen, ivie sie unmittelbar zn lösen ist, ziehen es aber vor, lucil 
diese Lösung nichts Eigenthümliches hätte, jetzt zu der Lösung der 
allgemeinen Gleichung ax + by = c überzugehen, wo für die 
Größen a, b und c keine weitere Beschränkung existirt, als daß 
a und b relative Primzahlen sind. Bei derjenigen Methode 
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der Lösung, die wir zunächst zu cnttvicfcln beabsichtigen, be 
steht übrigens zwischen den Formen A. und B. fei» ivesent- 
licher Unterschied, so daß nur die Form ax + by = c in 
allgemeiner Entwickelung vorgeführt zu werden braucht. Unter 

den einzelnen Beispielen aber lvird die Form ах — by = с 
nicht fehlen.

8 33. Aus der Gleichung
1) ax + by = c

hat man zunächst, ähnlich dem Verfahren des 8 30, nach den 
gewöhnlichen Regeln aus der Lehre von den algebraischen Glei­
chungen diejenigen Unbekannten zu berechnen, deren Coeffiieient 
der kleinere ist. Es sei a < b; dann erhalt man auf diesem 
Wege den Ausdruck

2) x = C—-ЬУ , 
a

von dem in den 88 19 und 20 nachgewiesen ist, daß er zu­
gleich mit у zu einer ganzen Zahl gemacht werden kann. Es 
gebe uini b, durch a dividirt, zum Quotienten p, zum Reste 
r, so daß b — pa + r, wo г < а, so geht obiger Aus­

druck in
3) X = - py + c-=jy

über; dieser aber wird nur dann zu einer ganzen Zahl, wenn

-——— eine ganze Zahl wird. Wir setzen deshalb 
а

4) C-=^L = z, 
а ’

wo z zunächst irgend eine ganze Zahl bedeutet, und erhalten 

hieraus die Gleichung
5) az + ry — c,

die die Form der gegebenen Gleichung hat; doch ist der Loef- 
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ficicnt ион у, der früher größer als a war, jetzt kleiner gelvar- 
den als dasselbe.

Ietzt behandeln wir Gleichung 5) ganz ebenso, wie frü­
her Gleichung 1). Da r < a, so berechnen wir у; das giebt

Man dwidirt ferner a durch r; der Quotient sei px und der 
Rest r, < r. Es ivird also a = p, r + r|( zugleich aber 
auch

Hier hat inan, uw у zu einer ganzen Zahl zu machen,

8) = z,
r

zu setzen, indem man unter z, irgend eine ganze Zahl versteht, 
und ans 8) geht nach hinlänglichem Ordnen

У) i jZ + vzv — c

hervor, abermals eine Gleichung von der Form der gegebenen 
Gleichung 1); doch sind die Coefficienten der llnbekannten beide 
kleiner als in 1).

Fassen wir die Entstehung dieser Eoefsicienten in'S Ange: 
b ließ durch a dividirt den Rest r, a durch r den Rest i,, 
und setzen wir die Rechnung in gleicher Weise fort, so ist leicht 
ersichtlich, daß die Eoefsicienten der nach und nach entstehenden 
Gleichungen von ursprünglicher Form den Resten beim Anf- 
suchen des größten gemeinschaftlichen Divisors von a und b 
gleich sind (siehe 8 13). Bei diesem Verfahren aber wird nach 
8 13. Anmerk, in dem Falle, daß a und b relative Primzah­
len sind, der letzte Rest stets 1. Da dieser Fall hier stattfin- 
bet, so folgt, daß ein Coefficient schließlich 1 werden muß, d. h. 
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wenn wir die Rechnung hinlänglich weit fortsetzeu, so kounuen 
wir zuletzt auf eine Gleichung non der Forni

Zn — j i» — i zn — c. -
Hieraus folgt ohne Weiteres

Zn -1 — Гц— 1 zn,
wo wir für z„ zunächst jede beliebige ganze Zahl setzen kön­
nen, und durch rucktvarts schreitendes Einsetzen der gefundenen 
Werthe erhalten wir nach und nach die Werthe von

Zn— j Zn—2 Zn_;j.........................................ZI Z V X.

Aus dem Gange dieser Rechinmg geht hervor, daß jedes Glied 
vorstehender Reihe eine ganze Zahl wird, sobald die beiden 
vorhergehenden die Form einer solchen erhalten. Da nun z„ 
und z„_j offenbar dieser Bedingung genügen, so erscheinen auch 
alle folgenden Glieder der Reihe als ganze Zahlen. Die bei­
den letzten Glieder jener Reihe sind die Unbekannten der ge­
gebenen Gleichen; folglich ist diese gelöst.

Mann nennt das in Vorstehendem anseinandergesetzte Ver­
fahren die algebraische Reduction, auch wol die Eu- 

l ersche M eth vde.

8 34. Einige Beisp. mögen zum leichteren Verständnis; dienen.

Aufgabe 1. Gegeben sei die Gleichung
1) öx + 13y — 151.

Daraus folgt in gewöhnlicher Weise
ьП _ 151 — 13v2) x---------------

und wenn man die Division theilweise ausführt

... o I 151 — 3y3) x = — 2y + ---------—3- .

Damit x eine ganze Zahl werde, muß man —1——- zu 
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einer solchen machen; deshalb seht man

4) = z,
5

wo z eine ganze Zahl bedeutet. Aus 4) folgt die Gleichung 
5) 3y + 5z = 151,

mit welcher die Rechnung von Neuem beginnt. Man erhält

6) у = 151 ~ 5z ober 
u

7) у = - z + — ~ 2- .

Abermals must 151_ZZ_£z eine ganze Zahl sein, tvenn у eine 

sein soll. Bedeutet z, eine solche, so kann man

. 151 — 2z __
8) 3------------------ 1

sehen und gelaugt nach einfacher Umformung zu

9) 2z + 3z 1 = 151, 
her 2. Reductiousgleichung. Wie früher ninfj man hier, weil 

2 < 3, die Größe z entwickeln:

10) z — 151 ~ 3zi oder

Sehen wir endlich, um z zu einer ganzen Zahl zu machen, 

12) ~ Z1 = z2 ,

so führt diese Substitution zur Gleichung

13) Zj + 2z2 = 151, 

mit welcher das nächste Ziel der Rechnung erreicht ist, eine Glei­
chung, deren einer Coefficient 1 ist. Aus derselben folgt

14) z? = 151 - 2z2
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x — 121
У — 7 !

und rückwärts der Reihe nach
z — — z £ -f“ z2 — — 151 -f- 3 z2
у = — z Zj = — 302 — 5 z2
X — — 2y + z — — 755 + 13 z2.

Dawit x und у beide positiv sind, muß > z2 > ТД6 
fehl; deshalb kann z2 nur die Werthe 59 uud 60 haben und 

sind
(X = 25) .
I ' J und 
(y = 2 I

die beiden allein wäglichen Lösungen der gegebenen Aufgabe.

Wir haben uns bei dieser Auflösung strenge an die all­
geweine Entwickelung der Gleichung ax + by = c ange­
schlossen, um den Gedankengang jener Entwickelung an einem 
bestimmten Beispiele sich genau wiederspiegeln zu laffen. Es 
lassen sich uini aber mehrfache Vereinfachungen anbringen. So 
z. B. braucht die Gleichung 5) in» der allendlichen Lösung 
willen garnicht besonders hervorgehoben zu werden, sondem 

kann man von 4) direct auf 6) übergehen. Dasselbe gilt von 
9) und 13). Die Gleichungen 5), 9) und 13) sind als Sei­
tenstücke zu 1) nur dann unumgänglich nothig, wenn man zei­
gen will, wie man immer wieder auf Gleichungen von der ur­
sprünglichen Form kommt, die Eoefficienten aber von Gleichung 
zu Gleichung abwechselnd abnehmen, bis endlich einer derselben 
1 wird. — Kürzer wird demgemäß die Rechnung bei Aufgabe 
2: Die gegebene Gleichung sei

17 x — 11 у = 5.

Hier muß zunächst у berechnet werden, da 11 < 17 ist. Man 

erhält
17 x — 5 I «Л — 5

У — 1111



— 30 —

und setzt ans den dekannten Gründen, z als ganze Zahl angc- 
(>x — 5 . _ . 4

ü'hen, —ц— — z ader kürzer, mie fortan stets, 6x — 5 

— 11z. Daraus folgt

15) UZ + 5=z + ^4M. 
() 1 6

^hni wird öz -f- 5 = 6z, gesetzt, was weiter zu

7 - Bz> , z, — 5
Z — ' 5 s z i “г —5

führt, wo schließlich /,, — 5 — 5z2 zu setzen ist, ши z und 
damit zugleich x uud у zu ganzen Zahlen zu macheu. Aus der 
letzten Gleichung folgt

z, — 5z 2 + 5
uyd hieraus in Verbindung mit den früheren

Z — Z, 4- z2 = 6z2 4- 5
x = z 4- Z, — 11z2 4- 10 

) —— x 4“ z = 1 7z2 4“ 15.
Der kleinste Werth, den z2 zufolge den Ausdrücken für x und 
у aunehiuen kann, ist 0;-somit sind die beiden unendlichen 
Reihen von Werthen

x — 10, 21, 32, 43....................
V — 15, 32, 49, 66, ......

§ 35. Zufolge Gleichung 15) des vorigen Paragraphen 
. 5z 4“ 5 '' ' ■

"U'tzte einer ganzen Zahl gleichgesetzt iverden. Wir

wissen aber nach § 14, daß, wenn — —Z-~eine

9"aze Zahl ist, auch Z 1 eine solche sein muß, und das 

Umgekehrte erhellt ohne Weiteres. Deshalb hätten wir auch



z , = i.x oder liiiniitteibar z Ц- 1 — Gz, seven können
ь 1

und daraus
• z — Gz, — 1

x = z + 5z, = 11z, — 1
У = x 4- z = 17z, — 2 

erhalten. Diese Formen ^chen in die obigen formen für x und 
у über, wenn wir z2 -4- 1 für z, sehen; daher ist es ein 
leuchtend, daß beide Verfahrungoweiseu gleiche Gültigkeit haben. 
Letztere ist aber uorz'uzieheu, weil sie auf kürzerem Wege zum 

Ziele führt. Wir können sie folgendermaßen fonnulireu-. Wenn 

ein Ausdruck m*Z 1П1"', in tvelchem m und n relative Prim 

zahlen sind, eine ganze Zahl werden soll, io braucht mau nach 

Weglassung deS Factors m, nur die (Gleichung Iz + £ = n’1 
und) z uut) ii in ganzen Zahlen antzulösen; deuu die aus die­
ser Gleichung refnltirenden Wcrthe von z machen mid) den ge­
gebenen Quotienten zu einer ganzen Zahl.

§ 36. Die Divisionen des § 33, wie sie z. B. in Glei­
chung 2) nnd G) gefordert waren, wurden stets mir in Bczie- 
hung auf das unbekannte Glied des Dividenden ansgeführt. 
In Folge dessen blieb das bekannte Glied in allen den nach 
nnd und) sich ergebenden Gleichungen dasselbe, nnd die allge­

meine Darstellung der Methode war einfacher, als wenn wir 
auch an Stelle des bekannten Gliedes stets wieder von Neuem 
andere Größen hätten einführen müssen. Für die Prays ist da­
gegen vorzuziehen, die Division mid) mit dem bekannten Gliede 
vorzunehmen, indem dadurch zugleich mit den Coefficieuteu der 
Unbekannten auch dieses Glied fortwährend kleiner wird, der 
Ausdruck für z„_, also kleinere Zahlen enthält und hiermit 
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die rückwärtsschreitenden Substitutionen, an Einfachheit gewin­
nen. Daß außerdem das in § 33 Bewiesene durch diese Modi­
fication durchaus nicht unsicher gemacht wird, geht daraus her­
vor, daß die Eoefsicienten der successiven Unbekannten nach ivie 
vor dem dort angegebenen Gesetze folgen, also auch alle Fol- 
genlngen ihre Gültigkeit behalten, die wir ans jenem Gesetze 
gezogen haben.

Zur Erläuterung diene die Gleichllng

8 x'+ 13 У = 319,

an welcher wir sogleich die besprochene Erweiterung der Di­
vision vornehmen. Wir gewinnen dadurch

x = 319-13y = 39_y + 7-5y 

О о

und setzen unn 7 — 5y = 8z, woraus unmittelbar

у =7 — = 1 - z + L-JL2 
5 5

folgt. Weiter setzen wir 2 — 3 z = 5 z15 so ergiebt sich

г = Ц621=-2|

Jetzt können wir die Regel des 8 35 anwenden und 1 —z, = 3z2 
setzen. Mit dieser Gleichung hat die Reduction der Coefsici- 
eilten ein Ende; wir leiten aus derselbe» noch deu Ausdruck

z1 = 1 — 3 z2

ab und beginnen darauf die zurückschreiteudeu Substitutiouen, 
die uus zu folgeudeu Forme» führen:

z — — Zj + 2 z2 = 5 z2 — 1
у = 1 — z 4* zt = 3 — 8 z2
x — 39 — у + z = 35 + 13 z2.

Für z., ergeben sich aus de» Ausdrücke» für x und у die Gren
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M — und d. h. die Werthe — 2, — 1 und 0. Die 
niöglichen Lösungen der gegebenen Gleichung sind daher

8 37. Ferner ist es iin Allgeineinen vortheilhast, bei den 
Devisionen die Reste so zu wählen, daß sie kleiner als dieHälfte 
des Divisors werden. Dieses ist iininer möglich, sobald wir 
auch negative Reste gelten lassen. Die vorige Gleichung z. B. 
gab den Ausdruck

_ 319 - 13_y
' 8 *

Wir dividirtcn 319 durch 8 nud erhielten den Quotienten 39 
und den Rest 7. Wir hätten aber auch den Quotienten 40 
und den Rest — 1 wählen können, nnd eine ähnliche Abän­
derung läßt sich bei der Division des zweiten Gliedes anbrin­
gen. Dadurch erhält der erwähnte Ausdruck die Forni 

n - 3 у — 1x = 40 — 2 у H------ .
8

Setzen wir jetzt 3y — 1 = 8z, so wird, lvenn wir wieder 

den negativen Rest wählen
v = LL±_1 = a z + ,
y 3 3

nnd niit der Setzung 1 — z = 3z , sind wir am Ziele der 
Reduction angelangt, haben mithin eine Hnlfsgröße und hiermit 
auch eine Substitution erspart. Aus z = 1 — 3z, brauchen 
wir jetzt nämlich nur^noch x nnd у abzuleiten, welche in fol­

gender Form erscheinen:

у — 3 — 8z,, x = 35 + 13z,.

Diese Formen aber stimmen mit denen des vorigen Paragraphen 
vollständig überein.

3
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§ 38. Bevor mir schließlich zu der Lösung der diophanti- 
scheu Gleichung durch Kettenbrüche übergehen, erwähnen mir 
noch ein Verfahren, welches scheinbar originell und neu, in 
Wahrheit nichts weiter ist, als eine geringe Modification der 
Eulerschen Reductionsmethode.

Wenn mir die Gleichung 1) des $ 33 durch a dividiren 
(a < b), ohne by ans die andere Seite zu bringen, so erhal­
ten mir an Stelle der Gleichnng 2) und 3) jenes Paragraphen

x 4~ ~~ = c und

rv 
x + py 4- = C.

Setzen mir jetzt x + py = z, so ist dieses mir scheinbar eine 
Abmachung von dein Gange, den die Rechnnug dort ninnut; 
in Wirklichkeit ist diese Substitution identisch mit der in Glei­
chung 4) jener Entwickelung vorgenonnnenen Gleichsetzung. Dort 

heißt es nämlich -—--—- — z, mii) verbinden wir dieses mit 

Gleichung 3), so erhalten wir x -s- py — z, die angeführte 
Substitution. Wenden wir dieselbe nun auf die 2te der obigen 
Gleichungen an, so erhält diese, wenn man noch mit a multi- 
plicirt, die Form

az + ry — c;
b'ese Gleichung ist aber bis auf die einzelnen Buchstaben ge- 
uau die Gleichung 5) des § 33. Dieselbe wird nun ganz 
ebenso behandelt, wie die gegebene Gleichung,^nnd es ist leicht 
einzuseheu, daß auch fernerhin beide Verfahrungsweisen mit ein­
ander parallel laufen werden, so daß die Schlüsse des 8 33 
oijiit Weiteres herübergezogen werden können.

8 39. Für die Praxis läßt sich das angegebene Versah- 
ren folgendermaßen abkürzeu.
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In der Gleichung ax 4" by = c führen wir die Divi­
sion durch a nicht aus, sondern fassen die in by enthaltenen 
Vielfachen von a niit ax zusammen. Nach den angewandten 
Bezeichnungen giedt das

u(ax 4- py) + ry — c.

Wird nun x 4* РУ — z gesetzt, so entspringt ohne Weiteres 

az 4- ry = c

und so geht es weiter. — Es versteht sich von selbst, daß es 
auch hierbei in den häufigsten Füllen vortheilhast sein wird, die 
Reste so einznrichten, daß jeder von ihnen kleiner wird als die 
Hälfte des vorhergehenden Restes.

Wir wollen dieses Verfahren an einer Gleichung an­
schaulich machen, wobei die auf eiuauder folgenden Ausdrücke 
selbst für sich sprechen mögen. Die Snbstitntionsgleichungen sind 
anßerdem daran erkennbar, daß sie tiefer in die Zeile hinein­

gerückt sind.
25 x — 36 у — 7
25 (x—y) — 11 у — 7

x —V = z
25 z — 11 V — 7
3z 4- 11 (2z— у) = 7 

2z — у = z,
3z -V Uz, — 7
3 (z 4" 4z,)— z, = 7 

z 4- 4z, = z2
3 z 2 z, — 7

Mit der letzten Gleichung ist die Reduction vollbracht. Wir er­
halten ans ihr z, = 3z2 — 7 und hieraus mit Benutzung 

der Substitutionsgleichungen
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z == z2 — 4z, — 28 — 11 z2
V — 2z — zr — 63 — 25 z2 
x = у + z = 91 —36 z 2.

Die iinbcftinnnte Größe z2 muß laut 8 24 kleiner als 3 feilt 
Wir haben daher für x und у die Reihen

x — 19, 55, 91, 127, 163 ..............
у — 13, 38, 63, 88, 113 .............

Das in 8 39 benutzte Verfahren ist uom Professor Dr 
K u ii z e angegeben.

8 40. Bei der algebraischen Rednetion konnte schon der 
Umstand, daß implicite die Rechnnng dnrchgemacht iviifbe, welche 
zur Aufsuchung des größten gemeinschaftlichen Maßes von a und 
b erforderlich ist, verbunden mit dem anderen, daß a und b 
relative Primzahlen sind, ein Fingerzeig sein, daß der Ketten- 

brnch, durch ivelchen dargestellt wird, bei der Lösung müsse 

wirksam angewandt werden können. Diese Vermuthung wird 
zur Gewißheit, wenn wir in Erwägung ziehen, daß die Glei- 
chnng ax — by — ± c durch die Substitution x — ex,, 
У — су, in die Gleichung ax, — by, — ± 1 übergeht; 
denn daß diele durch Ketteubrüche lösbar ist, geht daraus her­
vor, daß, wenn wir ** in einen Kettenbruch verwandeln und 

durch den vorletzten NähernngSwerth dieses Kettenbrnchs be­

zeichnen, die Differenz ax, — by, = + 1 ist, je nachdem 

*4 unter den Rühernngswerthen eine gerade oder ungerade 

Stelle einnimmt, die in dem Bruche - enthaltene ganze Zahl 
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als ersten Nähernngswerth genommen. Nach dieser Betrach- 
tinig hat die Lösung selbst keine Schwierigkeiten mehr.

8 41. Es werde zunächst die Gleichung ax — by — c 
untersucht. Durch die Substitution x — ex, und у — by, 
erhält sie, iuic schon oben bemerkt, die Form

ax1 — by, = 1.

Nun entwickeln wir den Kettenbrnch nud die Näherungs-

werthe desselben. Den vorletzten Nähernngswerth /-selbst ist 
' a

der letzte) bezeichnen wir durch , und nach Obigem gilt für 

ihn eine der Relationen ap—ibq — 1 oder ap—bq = — 1. 
Es sei Ersteres der Fall, so ergiebt die Vergleichung mit der 
Glcichnng ax, — by, — 1, daß x, — p und y2 — q 
eine Lösung der gegebenen Gleichung ist. — Findet dagegen 
die Beziehung ap — bq — — 1 statt, so niultiplicireu wir 
dieselbe mit — 1; das giebt

а (—p) — b(—q) — 1

und durch Vergleichung x, = — p, yx — — q. Hat man 
aber x, und y1? so ist x nnd у mit Berücksichtigung der oben 
gemachten Substitntion und 8 22 leicht berechnet, nämlich

x — ±_ cp + bn 
у = ±_ cq + an

wo das Zeichen der bestimmten Glieder von dem Zeichen der 
besprochenen Differenz abhängt.

Wenn wir diese Methode ans die Gleichung

41 x — 67 у — 16

anwenden, so muß zuvörderst x — 16x,, у = 16y, gesetzt 
werden; diese Substitntion führt zu
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41 x, — 67 у j — 1, 
und hier ist nun JJ-, in einen Kettenbrnch zll verwandeln.

Es ift = 1 + 1
41 Г+1

1+1___
1 + 1__

2+1
1 + 1

. . 3
nnb seine Nähernngswerthe sind

L f, 5, i и, 
Der vorletzte Nähernngswerth ist | ”, nnb da er außerdem der 
sechste in der Reihe ist, so ist die Differenz

41. 18 — 67. 11 — 1.
Die Vergleichung mit

41.Xj — 67.y1 — 1

ergiebt die Werthe x, = 18, yt = 11 und hieraus weiter 

x — 288, у — 176, also allgemein

x = 288 + 67 n 
у = 176 + 41 n.

Da n > — 5 fein muß, sind die einzelnen Lösungen

x — 20, 87, 154, 221 ...............  
у — 12, 53, 94, 135 ......

Als zweites Beispiel berechnen wir die Gleichung

125x — 87 у — — 5.

Nachdem wir hierin x — — 5x, und у — — 5y, gesetzt 
und dadilrch die Gleichung

125 x. — 87 уj — 1

erhielt haben, bilden wir den Kettenbruch
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_87 __ 1
125 “Г-f-l

2 + 1
з 4- £

2 + 1_
5 ' 

unter dessen Näherungswerthen

О, }, з, hi tV5
der 5tc und zugleich vorletzte 4^- ist. Deshalb ist die beziehliche 
Differenz

125 . 16 — 87 . 23 — — 1;
um sie aber mit

125 . x. — 87y 1 — 1 
vergleichen zu können, bilden wir sie in

125 . (— 16) — 87 . l— 23) — 1 
um, fo daß x, — — 16 und y, — — 23, oder x — 80 
und у — 115, also allgemein

x = 80 -|- 87n
у — 115 4- 125n

hervorgehen. Die beiden Werthreihen sind hiernach, da n > — .1, 
x — 80, 167, 254 .................
у — 115, 240, 365 .................

§ 42. Um die Gleichung ax 4- by — c mit Hülfe von 
Kettenbriichen zu lösen, bedarf es jetzt mir у = — у, zn 
setzen; denn dadurch geht die Gleichung in

ax — by, = c
über, dieselbe Form, welche in 8 41 abgemacht ist. Die Lösun­
gen werden dem entsprechend in den Formen x = + <*P 4" bn 

und у = + cq — an erscheinen.
Auch von dieser Art lösen wir noch ein Beispiel. Bereini­

gen wir in der betreffenden Gleichung
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»x + 5y — 47
die beiden vnrzunehnienden SubstitutimMi und sehen x = 47xt, 
у = — 47y j, so gibt dieses die Gleichung

8xi — 5У1 = I, 
behufs ivelcher wir den Kettenbruch

5 __ 1
8 ~ 1 + 1 ___

1 4-1
14-1

2
nebst seinen Näherungswerthen

0, s, и
entwickeln. Durch Vergleichung der abgeleiteten Gleichung mit 
der aus uarstehenden Räherungswertheu folgenden Differenz

8.2 — 5.3 = 1

findet sich nun x t =2, y, = 3, also x = 94, у — — 141, 
oder allgemein

x = 94 — 5n
у = — 141 -V 8n.

Diesen Formeln gemäß ist 19 > n > 17; folglich ist die ein­
zig brauchbare Lösung

x = 4, у = 3.

8 43. Die Lösung durch Keltenbrüche wird im Allgemei­
nen in allen den Fällen zu eiupfehlen sein, wo das Ausfuchen 
des größten gemeinsamen Maßes von a und b eine beträcht­
liche Anzahl von Divisionen verlangt. Alsdann ist sie auch be­
deutend kürzer als die algebraische Reduction, welche von ihr an 
Eleganz wol stets übertroffen ivird. Wir verdanken dieses Ver­
fahren dein berühmten Analysten Lag rang"
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