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§ 1. dur Crmitteling dev Werthe unbefanuter Grofen
Tind i Allgemeinen foviel vow einander wabhingige, in Glei-
hungen angzudviickende Vedingungen erforderlich, als unbetannte
Oropen vorhauden fid. IJudent ndmlicy mit dev Climination je
einer unbefaanten Grofie aud den vorlicgenden Gleidpmgen gu-
gleid) auch die Angahl der lelteren wm 1 Eleiner wird, fo bleibt
bei fucceffiver Climination die Anzahl der Gleidhungen ftetd dev
ocr i ihnen vorfommenden unbetannten Gvopen gleid). €8
wiiffen jene Climinationen daber jdhliehlich) auf eine Gleichung
wmit cinev Unbefanmten fithven, aud weldyer diefe beftimmt er-
den famn. Sobald aber der Werth einer Unbefannten cvmittelt
ijt, evgeben fid) durdh viichwavtsidyreitendes Cinfeben audy die
der dtbvigen Mnbefannten,

§ 2. Dicraus folgt wnmittelbar, dap bdie Anzabl der ge-
gebenen Gleidyungen nidyt fleiner fein darf ald dic der Hnbe-
taunten, falls lefteve definitiv Dejtimmt werden follen. Wenn 3.
B, n OGleidungen mit n 4 m Unbefannten gegeben find, fo
fann man m- Unbefannten beliebige Werthe beilegen und be-
halt alsdann n devielben nach, die aus ebenfoviel Gleichungen
Devedynet werden Eounen. Wit den gewdhlten m Werthen twer-
ven fich mm aber im Allgemeinen offenbar and) die ju beved)-
nenwden n Werthe daudern, jo da cine wnendliche Anzabl von
Yofungen der gegebenen Gleidyungen denfbav ift.
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Aus diefern Grunde werden Gleichungen, deren Angabl
Pleiner ift al8 die dev in ihnen vorfommenden unbefannten Gro-
fien, unbeftimmte genannt. Nady einem Mathematifer des
Nlterthums, Namens Diophantus, vow dem wiv Dad dltefte
Werk iiber diefelben ftberfommen haben, Heifen fie auch dio-
phantifde.

§ 3. Nady dem Vorhevgehenden diivjte e8 fdyeinen, als bi-
ten diefe OGleihungen feinen Stoff zu befondeven Unterfudjune
gen — al8 braudhte man nuv fite einelne dev Unbefannten be-
licbige Werthe zu wihlen wnd alsdann nad) den gewdhnlichen
Regeln fiiv die Redmung mit Gleichungen zu verfabren. €8
treten mun aber fiiv die diophantijhen Gleihungen mannigfache
Befdrantungen ein — dap die Lojungen 3 BV. uur in gan-
jen, und fogar pofitiven, oder dod) in Rational-3ahlen
ju geben feien — und wmit dicjen Befdyvinfungen gerinnen fie
ein Nedht auf cinen befondeven Plaf in dev Lehre von den al-
gebraijchen Gleidyungen.

§ 4. Bei Cintheilung der diophantijhen Gleidpmgen -
tevjdeiden wir, wic bei den algebraijdhen Gleichungen iberhaupt
und von demielben Gefichtdpuntte aus, Gleidpmgen verfdyicdener
Grade. Ferner ftellen wiv wnter den Gleidungen erjten Grades
dicjenigen Aufgaben, bei weldyen die Jahl der Gleidjungen durdy
die der Unbefonnten wm mehr af8 1 dibertroffen twird, denen
entgegen, in denen mw cine Unbefannte mehr vorfommt, al8
Gleidpungen da find. Judem aber diefe lehte Claffe von dio-
phantifhen Aufgaben ftets auf eine Gleidung mit wei Un-
befannten fiihrt, fo wird die Unterfudung der lehteven ein Haupt-
gegenftiund dev Lehre von den diophantijdhen Gleidungen fein
miiffen. Die Theovie der diophantijhen Gleidhung crjten Gra
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Des mit et unbePannten Grofien ju entwiceln, will mm cben
vorliegended Scriftdhen vexfuden.

§ 5. Jcde Gleidhuny erften Grades mit jwei unbetannten
Gvofien [t fid) ftets auf folgende Form bringen:
L. mx 4 ny = k.
Da m, n und k Dievin jowol pofitiv ald negativ fein Eonnen,
fo bieten fi) 8 verfhicdene Falle dar; wiv Fonnen diefe An.
3abl aber vervingern, indem wir feftieben, daf der Coefficient
von x ftets pofitiv fein foll, wad nothigenfalls durc) Multipli-
cation dev ganzen Gleichung mit — 1 leicht bewertitelligt wer-
den fann. Somit Dleiben, wenn a, b und ¢ abfolute Sahlen
bedeuten, mur nod) folgende 4 verjdjiedenen Fovmen dibrig:
1 ax — by = ¢
2. ax — by = —c¢
3. ax 4 by = ¢
4 ax 4+ by = — ¢,
deven Yojungen der Bejdhranfung untertvorfen find, daf fie
in pofitiven, gangen 3ahlen gegeben werden miffen.
§ 6. Jm Hinbli auf dieje Bedingung wirft fich uns aber,
ehe wiv davan gehen, nad) Lojungen fiiv die vorftehenden Gleis
dyumgsformen ju fudhen, die nothwendige Frage auf, ob folde
ofungen fiberhoupt moglidh und toietlich find. Jum 3wede der
beteeffenden Untevfudpung migen hier einige BVetvadtungen iiber
pas Waf und die Refte ganger Jahlen ihre Stelle finden, ohne
weldye eine wiffenfdhaitlihe Antwort auf jene Frage nicht gege-
ben werden Fann.
§ 7. lnter dem Mafie einer 3ahl a verjteht man be-
fanutlid) jede gamge 3abl m, Ddurd) weldye jene ohne Reijt
theilbar oder Puryweg theilbar ift; aud) heift a alddam
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ein BVielfades von m. — Wenn eine Jahl aber nue die
Cinbeit und fich felbjt sum WMafe hat, fo beift fie cine abfo-
lute Primzahl oder Primzall jhlechtieg.

Geht m in jede {der beiben Jablen a und b ohne Reft
auf, fo beipt e8 ein gemeinfdaftlidhes Maf von a und
b. — Haben 3twei Jablen dagegen fein gemeinfchaftliches Ma,
fo nennt man fie velative Primgahlen.

§8 Da(adb):m=2a:m-4 b:m cine ganze
Sabl ijt, fobald m gemeinjdhaftliches Maf vow a wnd b ift, fo
haben wiv den @af: Das gemeinjdyaftliche Maf jweier Jahlen
ift anch cin Maf ihrer Summe,

Chbenfo it das gemeinjdhaftlihe Maf jweier Jahlen auch
cin Maj ihrer Differen;.

§ 9. Dicje Sibe laffen fih audy umbehren; denn 8 fei
s = p -4 q und s und p mogen ein gemeinjdhaftliches Maf
m Baben, fo folgt s — p = q und- ferner hicvausg in Ber-
bindung mit dem vovigen Sate, dafi q gleidfalls durd) m
theilbar ift. Diefes qiebt den Safs: Haben eine Swmme und ein
Pojten derjelben ein gemeinjchaftliches Maf, o ift diefed aud
ein Maf des anderen Pojtens.

Qder e8 fei d=p—q wd m gemeinjdaftliches Maf

bon d und ¢, fo folgt d 4 q = p wnd weiter veemittelft

§ 8, daff m audy cin Mah von p ift. — Chben fo leichyt ift
eingufehen, dap ein gemeinjdoftliches Map von d und p andy
i q obune Neft anfgehen mup. BVeides veveint licfert den Lehr-
fal: Haben cine Diffeveny und ihy Winuend oder Subtrahend
cin gemeinjchaftliches Maf, fo ijt diejes aunch cin Maf begiehlic)
oed Subtrahenden oder Winnenden,

§ 10 Ferner fei wiederim m ein WMaf der Jahl a, jo
gibt (n><a) :m o= n > (a:m) cbenfalls cine ganze Jahl;
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i Wouten: Das Maj cined Factors ijt and) cin Maj des
Productes.

§ 11, llm Die WMWoglihkeit su evforfdhen, in wictweit die-
fer Sab ficdy wmtehren lift, unterfuchen wiv, ob m ecin Wap
des Productes a . b fein famn, wenn feiner dev Deiden Facto-
vew a wnd b ohue Reft duvdh m theilbav ift.

Scpen wiv yunddit den Fall, daf a wd b Eleiner als m
find. Dann famn man m duvd) a dividiven: dev Quotient fei
n, der Mejt a,, fo dap a, < a ift; mithin cvgibt fid) fitv m

per Ausdruct.
m = na 4 a,,

und multipliciven wiv diefe Gleichung mit b, fo exhalten wiv
mb = nab 4 a,b.
Qi wollen mun aunchmen, daf ab durd) m obhue NReft theil
bav ift, obgleid) diefes von feinem der Factoven a oder b gilt.
Nach vorftehender Gleichung und gemap §§ 9 md 10 it dann
andy ;b cin Viclfaches von m.
Wir dividiven ferner m durd) a,f per Quotient fei ny,
der Meft ay, fo dafi a, < a, ift; davaus folgt
m = N8, = 8g
und nady beiderfeitiger Multiplication mit b
mb = n,a;b 4 azh.
Aus dicfer Gleichung idlichen wiv wie vben, daf ayh fich drreh
m ofue Rejt theilen [@ft, weil a b ein Vielfadhes vou m ijt.
S diefer Aet Edmnen wiv fortfahren, m duvdy den jedes:
maligen Mejt 3u dividiven, wud ehalten dann eine eihe abs
nehmender Refte
Ay Ay Ag Ay Ag L. T
deren Producte i b, alfo
a,bragblagh agh. ... \



- il

fammtlic) duvd) m obne Reft theilbar fiud, jobald dicjes fitr ab
gilt. Diefe Refte werden aber immer Eleiner, und da fie woth-
endig gange 3ablen find, muf endlid) einer von ihnen 0 wer-
den, oder, mit andeven Worten, dev lebte Reft, den wir a, nen-
nen wollew, ein Mah der Grofe m fein.

Und Dhier zeigt o8 fich, dap e8 davauf anforumt, ob m ab-
folute Primzabl ijt oder nidyt. Findet namlidy Grfteres ftatt, fo
Farm @, nuv 1 fein, da feine andeve 3ahl ein Maf ciner Prim-
gabl ijt; dann muf aber in Folge der Annabhnre, dafi ab durdy
m obne Reft theilbar ift, wie wic gezeigt habew, aud) 1. b
durd) m ohne Reft theilbar fein, und Ddiefes ift unmoglich, da
nad) der Bedingung b < m. Ridwartsichlickend tommen wir
alfo zu dem Refultate, daf a . b duvd) m nidyt theilbav ift.

Jjt m dagegen feine abfolute Primzabl, jo faun a, aller
dings auch cinen andenn Werth alg L haben, und die obigen
Sdliiffe auf ab und weiter auf ab haben in dicjem Falle Leine
Oiiltigkeit. Jm Allgemeinen [aft fich dann ohne nibhere Kennt-
nif der Bezichungen wifdhen a, b und m nidhts beftimmen.
Wir fommen in § 14 davauf juvid.

Wir haben bisher mur den Fall betradytet, dap a wnd b
beide Eleimer ald m find. €8 mogen nun aber beide grofier als
m fein. €8 fei 3 B.a = pm <4 r wd b = gqm 4 t,
wo r < m und t < m, fo ijt

a.b= (pqm 4 pt 4+ qr) m 4 rt
imd 1viv fehen wiederum, bafi ab fid) nue dann durd) m ohne
Mejt theilen laffen rwird, wemn rt ein BVielfades von m ift. Die-
fed ijt aber nad) dem DObigen nidt der Fall, fobald m eine
Primgabl ift; folglih Eann unter diejer Bebingung m audy Lein
Mah des Productes ab jein. — Daffelbe it fid) betweifen,



falls a > m wd b < m oder das MHmgefehrte ftattfindet,
wenn gugleidh m abjolute Primgahl ift.

Alles dicfed ufjammengefaht dient ald BVeweid fite den
widjtigen  Lehrfab: Wenn die Factoren ciued Products durdy
cine und Ddiefelbe Primgahl beide nicht theilbar find, fo ift audy
daé Product durd) dieje Primjahl nicht theilbar.

§ 12. Mit Hiilfe diejes Sabesd (aft fidhy nun leicht eigen,
baf der Sapb in § 10 allerdings umgefehrt werden famr, fo-
bald m eine Primzahl ift. Denn da m in diefem Fale in ab
nicht obhne Rejt aufgeht, jolange weder a nody b dadurcy theil-
bar ift, fo mup, wenn m ein Waf von ab ijt, dasfelbe aud)
ein Maf cined der beiden Factoven fein. Folglidh qilt allge-
mein der Sap: Wenn cine Primgahl cin Mag cined Productes
iit, fo ift fic and) cin Maf wenigftens cined Factord Ddiejes
Products,

§ 13. Die Lofung der Aufgabe, zu zwei gegebenen
3abhlen das grofte gemeinfdaftlihe Map ju fuden,
hat nad) dem Borhergehenden tweiter feine Schrierigeiten.

Die gegebenen Jablen feien a und b und a < b, Wiv
dividiven b durd) a, und bleibt bei Ddiefer Divifion fein NRejt,
fo ift a das gefudte guofte fgemeinfhaftlihe Map. Sonit fei
der Quotient p, der Reft r, alfo

b=pa 4=
Dicfe Gleidung lehrt ung, dap das grofite gemeinjdaitlidhe Maf
pon a wnd b aud) ein Map von r ift (§§ 9 und 10}, und
baf a und r fein grofered gemeinjchaftlidhes Maf haben Fon-
nen, weil diefed fonft aud) ein Maf von b fein mifite (§ 8);
dann Batten a und b ndmlid) nod) cin grofered gemeinjdajt-
lihes Maf, ald dad grofte, was ungereimt ift. — Die Auf-
gabe fommt jett davauf hevaus, das grofite gemeinjdaftlicdye
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Mafi von a wnd v fuchen. Wiv dividiven aljo a durch r und
fdhlieen toic oben: Dbleibt fein Nejt, fo ift r qropted gemein-
fomes Mafp von a und r und mithin aud) von a wnd b; geht
bie Divifion dagegen nicht auf, jo nennen wiv den Reft r, wnd
den Quotienten py, woraud fiir a dev Ausdruc folgt
a = pir -+ 1.

Aus diefer Gleichung folgern wiv wiedevum, daf dad grofte
gemeinjdajtliche Maf von r und r, aud) grofted gemeinfames
WMap von a und r, aljo aud) von a wnd b ijt.

Man fabhrt jo fort, den jededmaligen NReft in den vorher-
gehenden ju dividiven, und erhalt eine Reihe abnehmender Refte
£ M ek NI
Welche el auf cinander folgenden Glicder diefer Reibe wiv
and) hevausgreifen mogen, ftetd ift ihv gropted gemeinjdhaftliches
Waf audy groptes gemeinjdaftliches Mah von a und b, Die
Reihe mufp aber mit Null endigen, da die Glicder gange Jahe
len find wnd fortwahrend abnehuen. Dev lehte Reft mup alfo
in dem vorhergehenden aufgehen, d. h. er ift qoftes gemein:
fhaftliches Maf dev beiden lebten Rejte; folglidh ift dev leflte

MNejt aud) groftes gemeinjdoftliches Maf von a wnd h.

Aumerfung: Sind a und b relative Primzahlen, fo
muf der lefte Reft 1 fein.

§ 14. Nady Lojung diefer Aufgabe Eniipfen wiv an die
fritheren BVetvadhtungen wieder an und unterjudjen, unter weldper
Bedingung dag Product ab durd) m theilbar ift, wenn m feine
abjolute Primzahl bedeutet, fondern aus mebreven Primzahlen
ourd) Multiplication ujomumengefebt ift.

Wenn die Primfactoren von m durdhweg ungleid) find,
afo m=p.q.rit, wo p, qund r Primgahlen bedeuten,
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foift, twemn toiv amnehmen, daf ab duvdh m Ddividict Feinels
Mejt lajfe, und k eine gange Sahl davftellt,

ab =k . (pqr)
oder nach einem befannten Lehrjabe der Arithmetit

ab = p . (kq).
Diefe Gleihung bejagt, daf ab ein Vielfached von p fein
miiffe; nod) § 12 aber muf p al8 Primzahl alddann ein Maf
bon a oder b fein. Wenigftend die eine der beiden Jahlen a
oder b hat aljo mit m den Primfactor p gemein, und dasjelbe
lapt fich von den Primfactoren g und r evtweifen.’

Der Nachroeid ift im Wefentlichen derfelbe, toenn unter den
Primfactoven von m aud) mehrere gleidhe vorfommen, Somit
haben wiv dberhaupt: Cin Product ijt durd) eine andere Jahl
nue danu theilbar, wenn fimmtliche Primfactoren diejer Jah¥
and) Primfactoren wenigftend cined Factors ded Produetd fiud.

Die lehte Vedingung wird nidgt erfiillt, jobald die Facto-
toven Des Productd velative Primahlen gegen die gegebene
Sahl find; der Sa des § 11 gilt aljo audy in folgender Ver-
allgemeinerumg: Sind die Factoren cined Productd velative YPrim-
sahlen gegen ivgend cine andere Jahl, fo ijt das Prodyct durdh
dicfe Jabl nicht theilbar.

§ 15, Wenn ferner b velative Primzahl gegen m und
a <m ift, fo ift ab dued) m nicht theilbar; demn fonft miif-
ten nach § 14 jammtlihe Primfactoven von m auch Primfacto-
ven vont a, 0. h. a ein Viclfaches von m fein, wad wmdglich
ift, da a < m ift. 3t aljo von den Factoren cined Products
der cine Fleiner ald cine dritte Jabl und der audere relative
Primgahl gegen diefelbe, fo ift dag Product ducdy diefe Jahl nicht
ohue MRejt theilbar,
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§ 16. DBilden wir mun, wibhrend a wnd b velative Prim.

sablen find, die Reibe
1a 2a 3a 4a 5@, ., . s (b—2)a (b—1)a,

fo famn ceftend fein Glicd Ddiefer Reihe durd) b ohne Reft
theilbar fein, weil a velative Primgahl ju b und der Coefficient
von a Fleiner al8 b ift (§ 15). Sobann fragt fid), ob ivgend
ptoei Glieder dev obigen Reibe, duvd) b bdividirt, gleidhe Rejte
geben Eonnen.

Angenommen nun, ma und na feien 3wei folde Glicder
der Reihe, und jwar gebe ma durd) b dividirt p Jum Quo-
tienten wnd r jum Refte, na aber q zum Quotienten wnd r
sum Refte, fo haben wir

ma == pb <4 r und

na=gqb +4r,
alfo dued) Subtraction

(m—n)a = (p—q)b.

Diefe Gleidyung jogt aus, dap (m—n)a ein Vielfadyes von b
fei. Mun ift aber m < b und n < b, mithin aud) m—n < b,
und a velative Primzahl gegen b, Aus diefen Grimden Fann
b in (m—mn)a nidt obne Reft aufgehen (§ 15), und wir diber
jeugen ung, dap die [etentwidelte Gleidung Falides ausfagt.
Wir fdyliehen, daf die Annahme, durd) weldye twiv ju derfel-
ben gelangt find, fehlevhaft getefen ift; folglid Eonnen ma
und na duvd) b Ddividivt nidyt denjelben Reft laffen, fondern
find vielmehr alle Refte dev obigen Reihe von einander ver-
fchieden.

Berbinden wir hiermit, daf Leiner jener Refte 0 fein Lann
und feiner qrofer al8 b—1 ift, ihre nzahl aber nur b—1
betragt, fo folgt davaud, daf fie in irgend welder Reihenfolge
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die natiiclichen Sahlen von 1 bis b — 1 darfellen, d. 0. jede
der Bahlen von 1 bid b — 1 Fommt unter jenen Rejten vor.,

§ 17. Jept fonuen wir an die Beantwortung der Frage
geben, ob die Gleidjungen ded § 5 unter den cbendafelbt an-
gegebenen Bedingungen [08bar find.

Da belehrt und mm zunadyt die allgemeine Gleidyung 1.
de8 genannten Pavagraphen '

mx ~+ ny =k,

baf cin Factor, den die Coefficienten dev unbefannten Griofien
gemein haben, nad) § 8 audy ein Mah ded befannten Glicded
ber Gleihung fein mitfe. Weil 8 mm aber jum Orduen einer
Gleidung gebort, cinen jammtlichen Glicdern derelben gemein:
famen Factor duvd) Divifion fortzujdafien, fo tonumen wir den
€Cap aufftellen: Die Coefficienten der unbefaunten Grofen in
ciner unbejtinumten Gleichung ded erjten Grades mit jwei Unbe:
faunten miifjen relative Primzahlen fein, falld die Gleidhung in
gangen Jahlen [68bar fein foll,

§ 18. Sodann ift ohne Weiteres flav, daf die vierte dev
fpeciellen Gleichungdfovmen ded § 5

ax 4+ by= —c¢
fortan von unfeven Unterfudpmgen ansgejchlofjen terden muf,
indem fonft bei pofitiven Werthen von x und y — und foldhe
werden ja mur gugelaffen — eine pofitive Guipe einer negati-
ven gleich fein miifte.

Beriidfidtigt man ferner, dap die weite der in Frage fte-
henden Fovmen

ax — by =—¢
fidy duvd) Multiplication beider Seiten mit — 1 anf die Form
by —ax=¢
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bringen [apt, aljo bereits in dev evten Gleichungsform enthalten
ijt, fo befdyeantt fidh die ferneve Vetvadhhing auf die beiden
®leichungen

A, ax—by=c¢

B. ax 4+ hy=c¢c
i welden a und b velative Primzahlen find.

§ 19. Die Frage nady der Losbarkeit der Gleidpumy
A, ax—by=c¢
veducivt fidh offenbar auf die andeve, o0 Dev aus A. folgende

Ausdendt x = © ":L’X mit y jualeid) au einer gangen abl
werden fam,

lm dicje au beantworten, entfernen wiv au§ dem Brudhe
"’tby jo viel Gange, als ung moglidy ift, indem wiv ¢ durdy
a Dividiven. Vedeutet k den Quotienten dicfer Divifion und
r den Neft, fo daf r < a ift, fo haben wiv fix x folgenden
Augdrud

x u= ke ﬁa_bl_f ;

welder 3u einer gangen 3ahl toird, fobald wir ks e Dazu
a

madjen.  Dicfes ijt aber immer moglich. Nad)y § 16 eriftict
ndnlidy fiiv y jtets cin pofitiver, ganger Werth, dev leiner al8
a und fo bejchaffen ift, daf by, duvd) a dividict, den Reft a — r
lapt.  Seben wiv diefen Werth fitv v ein, jo wird der Jahler

Ded Brudyes F."'t-'.’.l’ offenbar ein pofitives Vielfache von a;
bicvmit erhalt abev aud) diejer Bruch felbjt den Werth einer po-

fitiven: gangen Jahl, und mit dem Brudpe Fugleidy die unbe:
fonnte Grofe x.



Die Juldffigbeit dev Gleidungsform A ax — by = ¢
ift hievmit Detiefen.
§ 20. Der Nachweid fiiv dic Losbavkeit der Gleidung
B. ax4+by=c
folgt Denfelben Principien. Man gelangt anf dem entjpredyen-
den Wege und unter denfelben Annahmen u dem Ausdrue
by —r.
a
Hier fommt e8 aber nidht allein davauf an, den BVruch E)V:

o

x=k—

I

s ciner gangen Bahl au macdpen, Jondern Ddiefe mup anfer-
pem auch Eleiner fein al8 k, wodurd) die Unterfudhung ver-
widelter wird.  Erjteve ift immer moglich; denn nach § 16
gicht e8 ftets cinen Werth vow y, dev Eleiner als a und jo be-
fhaffen ift, dafi by, durd) a bividiet, den Neft r lapt, oder,
mit andeven Worten, by — v au cinem Vielfacdhen von a, dabei
hy —

«
AL

aber Eleiner al§ ab wird. Demgemdh witd aud) L eine

gange 3ahl, aber fleiner al8 b, Soll
T ) Al

a
alfo wunter allen Umftinden ecine pofitive Grife, mit Ausjdylufp
der Null, fein, fo mufi k mindeftens den Werth b haben, d. .
¢ > ab fein. ~— Hiermit ift jedoch nicht gefagt, daf s
nicht eingelne Werthe von ¢ geben foune, die fleiner als ab
find und fiiv weldhe die gegebene Gleichung (osbar ift.  Nur
im Allgemeinen ift fie e bei foldhen Werthen von ¢ nidt.

§ 21. Faffen wiv den IJubalt der §§ 17—20 ufamumnen,
fo echalten wiv den Saf: Wenn a und b rvelative Prim-
gablen find, fo ift die Gleidung ax — by =+ ¢
jederyeit in pofitiven, gangen Bahlen [081id), die
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Gleidung ax 4+ by = ¢ aber mit Siderheit nur
dann, wenn ¢ > ab ift.

Hicvmit ijt die Frage beantwortet, die twiv § 6 auftvar.
fer; unter gewiffen Bejdyrantungen ift eine unbeftimmte Glei-
dung erften Graded mit wei Unbefannten in pofitiven gangen
Sablen ftets [oslich), D. b. e8 laft fih ein Paar pon Wurzeln
finden, die der gegebenen Gleidhung Geniige leiften. Aud diefer
cinen Lofung find aber aud) alle anbeven leidht abzuleiten, tie
wir jelt nadyweifen wollen.

§ 22. Yaffen wir x =« und y =B eine Lojung der
®leichung

A, ax—by='¢

bedeuten, fo fonnen wir jede andere Lojung durd) x = « 4 x,
md v =B 4 v, begeidnen, wo x, und y, pojitive oder ne-
qative, ftetd aber ganze 3ahlen vorftellen. Sepen twiv Ddiefe
Werthe in die Gleidung A. hinein, jo evbalten wir

ae 4 ax, —bB — by, =c.
MNum haben aber e wnd B als Wurzeln der Gleihung A. die
Cigenjdaft, daf

ae—bB=c¢c
ijt, und zichen twiv diefe Gleidhung voi der vorhergehenden ab,
jo bleibt ax, — by, = o nad). Hievand folgt
by,

Xl 5 THIe

a
by,
a
foldyen gemad)t werden, d. h. by, ecin Bielfaded von a fein.
Da mum b relative Primgahl gegen a ift, jo ift diefes mur mog-
lih, wenn y, felbit fidh) duvd) a ohue Reft theilen [aft (§ 14).
Begeidnen wir den Quotienten diefer Divifion durd) n, fo ijt
v, =naund jomit x, = nb, Sammtlihe Lofungen dev Gleidpmg

Soll x, demnach cine ganze 3ahl fein, jo mufp au einer
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A ax—by=sc

fid alfo in den Ausdriiden

X =« + nh

yv=+4na
enthalten. Jndem wir Dievin fiir n nad) und nad) alle pofitiven
und negativen Jahlen cinjeen — foweit folches ndamlid) in
Dinfidt auf die Bedingung, dap die Werthe bon x und y po-
fitiv fein jollen, angeht — crhalten wiv alle moglichen Lofune
gen der gegebenen Gleidhung. Dabei fillt in die Augen, dap
Dic Werthe von x und y, tenn mit dem fleinjten Paar
sujanumengehoviger Werthe begownen twitd, wei fteigende
avithmetifde Reibheu dacftellen, und jwar ift b die
Diffeveny dev x-Reihen a die Differeny dev y-Reihe.

§ 23. Auf demijelben Moge echiilt man fiiv die Gleidhung
B. ax 4+ by = ¢
aud der Lofung x = « und y = B die allgemeine Lofung

X =a —nb

= £ 4 na.
3u denfelben Wurzelformen fonnen twiv aber aud) gelongen,
wenn wiv beviidfidhtigen, dafi die Gleihung B. aus der Glei-
dung A. Hervorgeht, indem — Db an die Stelle von b tritt,
oaf aljo aud) in den Ausdriien fiir die Wurzeln der Gleichung
A. mu diefe Verdanderung vorjunehmen ift, wm die Wurzeln
per Gleidumg B. u erbalten. Demgemap evjdjeint denn aud
iy die eine der beiden Wurzelveihen der Gleidung
B. al§ fteigende avithmetifdhe Progreffion, die an-
deve dagegen al8 fallende, wahrend die Diffeven:
aen ber Reihen aud hier wieder gleid) den Cocf:
ficienten der Unbefannten find, unud gwav die Dif

]
—— &
3
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jereny devx-Neihe dem Cocfficicnten vony uub die
Diffeveny der y-Reihe dem Coefficienten von x.

§ 24. Vermitteljt der allgemeinen Ausdriide fiir die W
jeln der Gleichungen A. und B. fann man mun audy leiht einen
Sdlup auf die Anzabl aller fiberhanpt nmqhdjen Bbiungeu
diefer Gleichungen madyen.

Die Gleidhung A. ax — by = ¢ l)at Die S.ofungul '

X=a4+nb y=84 na -
€olange die Werthe von &, B, a, b und n hievin jo Exe]d]aﬁcn find,
daf x und y pofitiv bieiben, fo lange gehint die betveffende annq
s den mogliden. Da mm e, B, a unmd b unuumtbclhd)e
Grogen find, jo fommt e8 nur noch auf n an, mcIrbM der obi-
gen Bedinqung  entfprechend o  geroahIEr! werden i, daf
@4 nh >0 md B 4 na > o witd. Die erfte - dicfer

Ungleidhheiten gicbt n > — =, die Jueite ﬂbel e = A

l i a
Die Wahl der Werthe fiir n ift alfo e nach bcr negntuwn
@eite Dhin befdprantt, nicht aber wach der andeven, d. . wiv
ditefen fite n wngdablig viele verjdhiedene pofitive Wenthe ameh-
men, welde alle, in die allgemeinen Wurzelausdriife der Glei-
dung A. gefebt, diefe au pofitiven, gangen 3ahlen wachen. Mit
andeven Worten: Die Gleidung A. ax — hy = ¢ hat
unendlich viele ¥ofungen.

Betrachten wiv ferner die Gleichung B. ax + by = ¢
mit ihren Lofungen

X =a—nb,y=p8+4 n

von demfelben Gefichtspuntte aus, jo evbennen wir, daf bicr

B . ogi .
p o M= o fein miifie. MWeil n hievnady zwifchen eiftem

poiitiven und cinem negativen Werthe cingeflofien ift, fo ift



die Angabl dev dafiic gu fesenden Guofen jedenfalls eine be-
fdyvantte, d. b die Anzahl dev moglidhen Lofungen
per Gleidhung B. ift eine endlidye

Beaeidpnen wic mm duec) N die Anzahl aller moglichen
braudybaven Werthe von n und aljo audy aller moglidyen Lofungen

der Gleidyumg B, durdh (%) bie quofte gamze Babl, welde
Hleiner ijt als der Quotient ;:, md ebenfo durd) ( ?) die grofte

ganze Jabl, weldhe tleiner ift al8 der Quotient g , fo it
a

5= (5 (04

der Ausdrud fiiv die Wnzabl aller moglichen Lofungen der
®leichung B.

§ 26,0 In dem bishevigen ift nacdygewiefen, unter weldpen
Bevingungen die diophantijdye Gleidhung eviten Gvaded mit Fiwei
Unbefaunten [68bav ift; ferner ift feftgejtellt, wie aus einem
Paar vou Wuegeln alle ibrigen bevedhnet werden fonnen; end-
fich ijt die Anzabl der mdglichen Lojungen nady den eingelnen
Formen beftimmt worden. €5 bleibt jest mee nod) ibrig, We-
thoden angugeben, mit deven Hiilfe man jedergeit mit Sider-
heit au einer Vofung gelangen Eonue.

§ 26. Giner dev cinfachiten Falle, welde hinjichtlic) dex
Oleidumgen A. wnd B. cintveten fonnen, findet ftatt, wenn
¢ = 0 ijt; denn in Diefem Falle gehen jene Gleidymgen in

A ax — by =0
B.a. ax 4 by = 0
itber, und dicfen beiden Gleichungen wird offenbar Geniige ge-

feiftet, wenn x = 0 und y = 0 gefeht wird.
20
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Fie A a folgt davaus bie allgemeine Lojung (§ 22)
X' bn, y ="an,

wo n jede belicbige pofitive ganze 3abl bedeutet.

Fitv B. a wire den Fovmeln ded § 23 jufolye

X ='—bn, y="an

die allgemeine Lofung. Da aber hiernad) die cine der beiden
Unbetannten tmmer negativ ausfallt, e8 fei dem n = 0, in
weldem Falle x = 0 wd y = 0 witd, wir aljo auf die
erjte Lojung auviidfommen: fo giebt ¢8, wenn wiv dicfe iber-
houpt gelten [affer wollen, nur dicfe cine, jonft gav feine. Wir
werden fogleidh) jeben, daf die Lojung x =0 md y = 0
in mehreven Fallen mit grofem Vortheile in Anwendung ge-
brad)t toerden fann,

§ 27. Auf die Form ax =+ by = 0 tomwen wiv name
lid) jede Gleidpmg bringen, in welder einer der Cocfficienten,
etva a, der Ginbeit gleic) ift. In diefemn Falle heipt die ur-
fpriinglidhe Gleidyung

X =iyt e,
wnd Dicvaud erhalt man, wenn ¢ auf die linte Seite gebradyt
wmd x — ¢ = x; gefebt wird:

X| '#eiby =10
oie Gleichungsform des vorvigen Pavagraphen, welder durd
X, =0, 0.0 x=cudy=0 Geniige gefhicht. Die
allgemeine ¥ojung der gegebenen Gleidpmg ift folglidy

Xx =@e¢ + bn, y =n. ‘

§ 28. 3u demjelben Nefultate farn man ibrigens audy
unmittelbar, obue auf § 26 juviidzugehen, gelangen; denn 8
folgt aud der Gleidung

X i byre=ic
ohne Weiteved die Gleidyung
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X & ¢.o= hy.
Bedeutet e - jeden gangen Werth von y, bei weldhem bdie
vedhte Seite des vorftehenden Ausdruds pofitiv bleidt, fo haben
wir aud) auf dicjem Wege wieder die Yofungen:
X = ¢+ bn, y = n

Dap die Redpmmg nod) beiderlei Weife im Wefentlidhen
dicjelbe bleibt, wemn in dev gegebenen Gleidung b = 1, ift
leiht 3u tiberfehen.

§ 29. Der inden §§ 27 und 28 betvadytete Fall ift ent-
halten in dem allgemeineren, daf eciner dev Coefficienten a oder
b ein Map des befannten Glicdes ¢ ift. Die Vehandlung dex
entfprechenden Gleidung ift demgemif aud) eine dhuliche. Wiv
bejdyrdanfen uns hicr davanf, a ein Maf von ¢ fein 3u laffen,
imdem die Redhmumg fiie den andeven Fall nidts Cigenthitm-
lihes Dhat. Die gegebene Gleihung fei aljo:

ax +-by = fa.
Bringen wir hier fa nad) linkd und feben x — f = x,, fo
echalt die Gleidpmg die Form

amyorhibyoss: 0,
und wiv find hievmit wicdevim auf § 26 yuvidgetommen.
Dentqufolge it x, = 0, 0. h.x =1, und y = 0. Wit
Diilfe der §§ 22 und 23 giebt diefes die Warvzeln

X =T 4 by, ¥ = an

Wiv aichen Hievaud dic Regel: Wenn in der Glei-
dung ax 4+ by = ¢ der Coefficient einer Unbe:
Fannten ecin Map dDed Lefannten Glieded ¢ ift, fo
hat die andeve Unbefannte unter andeven aud den
Null-Werth, wahrend jene zugleidh den Werth

:%bat.



Als Beifpiel diene die Gleidpmg :
3x — by = 12,

weldhe nady Obigem auf die Form

8(x '— 4) Z='byl= 0
gebradyt werden mup. Nac) § 26 folgt Hievaus x = 4, y =0,
mithin al§ allgemeine Lojung

Xx =4+ 5n, y = 3n,
weldyer folgende Werthreihen entfprechen :

X =209 14, 19, 24, 29, . .. ..
y =3, 69 12 15 ./

§ 30. Audy diefe Art von Auigaben Ednmen wir wumit-
telbar (ojen. BVevedhmen wiv namlich) diejenige Unbetannte, deren
Coefficient cin Map von ¢ ift, alfo in vorliegendem Falle x,
nad) den gerodhnlichen NRegeln, fo haben wir folgenden Ausdrud

= R
x =% P
e . iy il
Soll x nun eine gange Jahl werden, fo muf o cine joldye

fein, D. h. da b relative Primzahl gegen a ift, v fid) durd) a
obne Rejt theilen laffen. Sehen wiv den Quotienten 1’1 == B
fo erhalten rir

y =.an, x = f F bn,
dic nach der andeven Wethode Dbereitd evaiclte Lojung.

Auch hiefiiv fithren wiv ein Beifpiel vor;

3X - by = 35
Hier ift v ju bevedynen; wic erhalten
;. ax
¥ Vo

md rird Diex \) = n qefett, fo ergiebt ficdh die allgemeinc Lofung
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X=0n,y=7— an,
verjufolge die gegebene Gleihung nur yoei Paare von Wur-

jeln bat:
% =" x = 10

o 4; und 5\ i o

§ 31 Duwh eine einfache Subftitution fann man eine
Gleidpmg haufig auf die in den §§ 29 wnd 30 unterjudite Fovm
bringen. Sebt man namlidy in der Gleichung

A, ax — by =¢
X=u-4 vudy=u—yv foehilt diejelbe die Form
@—bhufh+hv=c
Tagegen wird aus der Gleichung
B. ax + by = ¢
anf demfelben Wege die Gleichung
a4+ bu+d@—hv=c
ergiclt. Stellen wiv Veides sufanunen, fo evgiebt fich die Regel :
Fubrt man ineine dev Fovrmen A. und B, an Stelle
der beiden Unbefannten Summe und Differeny
sweicy anderen Unbefannten ein, jo entfteht eine
neue Gleidhung, deven Coefficienten ang Summe
uud Diffeveng der Coefficienten derv friberen
Gleidhung beftehen.

Diefe Reqel [apt nad)y den §§ 29 und 30 cine fehr be-
queme Amwendung i, jobald ¢ ein Viclfaches von a 4 b
oder a — b ift. AB Beifpiel diene die Gleidung

BxivfiBy = 61,
Wenden wiv die angegebene Subititution an, fo entjteht
. 13u 4 3v = 51
und da 51 ein BVielfached von v ift, fo folgt nach § 29
M= 0,V =ik, alo



X =17, v = — 17, und allgemein
X =17 — bn, y = — 17 4 8n.
Hienad) ift x = 2, y = 7 Ddie eingige Lofung der gegebenen

®leichung.

Anmerfung: Die angefithrte Subititution it fetd an-
wendbar, wemn die Coefficienten a und b um die Cinbeit ver-
fhicden find. Jn der abgeleiteten Gleidhung wird alSdann der
Coefficient einer der Unbefannten der Cinbeit gleid), und fomit
fann diefelbe nach § 27 oder 28 geldft werden.

AB Veifpiel fei die Gleichung

7x — by =2 :
gegeben.  Die Subjtitution x = u + v, y = u — v lift

diefelbe in
u 4 13v = 12

itbergehen, und nad) § 27 folgt bhievausd
v
Riictroartidylichend ergibt fich alfo
X = 12, y = 12, und allgencin
X =12 4 6n, y = 12 4 7n.
Die beiden unendlichen Reiben find, da n > — 2 fein muf,
X = 6, 12, 18, 24, 30
y = 5, 12, 19, 26, 33

§ 32. Wir Fonnten, wie wir e8 bei den fritheren Aufga-
ben gethan, aud) nod) von der Aufgabe des vorigen Paragraphen
jeigen, wie fie wmmittelbar 3u [oent ift, zichen e8 aber vor, weil
dicje Lofung nichts Cigenthiimliches hitte, jest 3u der Lofung der
allgemeinen Gleihung ax -+ by = e iibergugehen, wo fiiv die
Grofen a, b und ¢ feine weitere Befdrantung exiftiet, ald daf
aumd b orelative Primgahlen find.  BVei devjenigen Methode
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ber ¥ojung, die tir junacdhft zu entwiceln beabfichtigen, be-
fteht dibrigen8 awifden den Fovmen A. und B. fein tefent-
licher Unterjchied, fo dap nur die Fovm ax -4 by = c in
allgemeincr Entwidelung vovgefihrt yu werden braudt. Unter
ben- eingelnen Beifpielen aber wird die Form ax — by = ¢
nidyt fehlen.
§ 33. Aus der Gleidumg
1) ax 4+ by = ¢

hat man ypundadft, abulich dem BVerfahven ded § 30, nady den
gewohnliden Regeln aus der Lehre von den algebraifden Glei-
dungen dicjenigen Unbefannten gu Devedynen, deven Coeffiicient
ber Eleinere ijt. €8 fei a < b; dann erhilt man auf diefem
Wege den Auddrud

pon dem in den §§ 19 und 20 nadygewiefen ift, daf er Fu-
gleich mit y 3u einer gamgen 3ahl gemadyt werden famn. €8
qebe mm b, durd) a Ddivibirt, Fum Quotienten p, zum Refte
r,jo daf b = pa 4 r, wor < a, fo geht obiger Aus-
drud in

8 x =—py4 3

tiber; diefer aber wird nur dann ju einer gangen Jabl, wenn

Sz ry eine gamze Jabl wird. Wi feen deshalb
L ek
a
wo z yunidft ivgend eine gange Sahl bedeutet, und erhalten
hieraud die Gleichung
5) az 4 ry =g,
dic die Form der geqebenen Gleihung hat; dody ift dev Coef-

= I,
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fictlent vow 'y, der frither qrifer ald a war, jest Eleiner gervor:
oen alg daifelbe.

Jet bebandeln wiv Gleidung 5) gang ebenfo, wie frit-
ber Gleidpmg 1) Da r < a, jo bevedynen wiv y; das giebt
¢ = az

'
Man dividivt ferner a duvd) r; der Quotient fei p, und dev
Rejt rp < r. Cs wird aljo a = p, v 4 r,, gugleid aber
auch

6) y =

= € =—~Thd

)y = — piz + r’.
Hier hat man, wm y i einer gangen Jahl zu machen,
8) s LN ¥ ;

:
au fefien, mdem man wmter z, ivgend eine gange 3ahl verftebt,
und aus 8) gebt nach binlanglichem Orduen
9) 1,z 41z, = ¢

bervor, abevmal$ cine Gleichung von dev Form. dev gegebenen
Gleidhung 1); doch find die Coefficienten der Unbefannten beide
Eleiner als i 1).

BHaffen wiv die Cntftehung. diefer Coefficienten s Auge:
b lief Duvd) a Ddividict den NReft r, a durd) r den Rejt r,
und feen wir diec Rechnung i gleidher Weife fort, fo ijt leidht
erfichtlich, dap die Coefficienten dev nacd) und nad) entjtehenden
Gleichungen von wrfprimglicher Fovm den Reften beim Auf-
fuchen des groten gemeinfdhaftlihen Divijors von a wund b
gleidy find (fiche § 13). ~ Bei diefern Verfahren aber tird nad
§ 13. Anmerk. in dem Falle, dap a und b velative Primzab-
len find, dev lette Neft ftets 1. Da diefer JFall hier ftattfin.
det, fo folgt, daf ein Coefficient jdliehlich 1 twerden muf, d. h.
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wenn wic die Redypung hinldnglid)y weit fortfesen, fo tonmen
wiv gulegt auf eine Gleichung von der Fovm
B Hrn =Y 7, =e,
Hievaud folgt ohne Weiteres
Zoj = CW=TIL_{5Z4
o toiv fitv z, yunadft jede belicbige gange 3abl feben Fou-
nen, und durd) viikwartd fhreitendes Einfehen dev gefundenen
Werthe erhalten wir nad)y und nad)y die Werthe von
i B IS me &.J{%%, Z y X.
Aud dem Gange diefer }Rcd)nung gebt hervor, dap jedes Glied
vorftehender Reibe eine gange Jabl wicd, fobald die beiden
vorhergehenden die Fovm einer folden echalten. Da mm z,
und z,_, offenbar diefer Bedingung geniigen, fo erjdheinen audy
alle folgenden Glicder bder Reihe ald ganze Jahlen. Die bei-
den lehten Glieder jemer Reibe fiud die lnbefannten dev ge-
gebenen Gleidgen; folglidy 1ft diefe geldit.
Marn nennt dad - BVorftehendem anseinandevgefetite Ver-
fabren die algebraifde Siebuctlnn, auch wol die Cu-
levfdye Methode

§ 34. Ginige Beifp. mdgen yum leicyteven ‘Belftanbmé Dienen.
Aufgabe 1. Gegeben fei diec Gleidyung
1) 6x - 13y = 151
Davaus folgt in gewdhnlider Weife

) T 151 — 1 13_3{
5
und wenn man die Divifion theiltweife ausfiihrt
3 x = — 9+ L51_"5;él

Damit x eine ganze Jabl werde, mup man .1_5_1.__5 i 43
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einer foldhen madyen; deshalb fept man
47181 ss Syt
5

wo z eine ganze 3ahl bedeutet. Aus 4) folgt die Gleidung
5) 3y < bz = 151,
mit welder dic Rechnung von Newent beginnt. ~ Man exhalt

8) 'y El_:—.}_—__?g ober

151 — 2z
7z + gt

Abermald muf 131—;_?-2 cine gamge Jahl fein, wenn y eine

Ny = —

fein foll. Bedeutet z, cine folde, jo fann man .

8) 1561 — 2z =z,
fegen und gelangt nadh einfacher Umformung 3u

9) 2z 4 3z, = 151,
der 2. Reductiondgleihung. Wie frither mup man hier, weil
2 < 3, die Grofe z entwideln:

10) z = 1%—_& odet
1) z= — z, 4+ l?’l_;‘_il :

CSepen wic endlid), um z u einer gangen Jahl ju madyen,

161 — z
12) == =gy

fo fiibet dicje Subftitution yur Gleidung

13) z, + 2z, = 151,
mit welder dad nadyfte Jiel der Redymung evveidht ift, eine Glei-
dyung, deven ciner Coefficient 1 ift. Aus derfelben folgt

14) z} = 151 — 2z,
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und viidwartd dev Reihe nad

2=— 2, 4 25, = — 161 4 31z,
y=—12z 42, =— 302 — bz
X=—2y 4+ 2z = — 756 +4 13 z,.

Damit x wund y beide pofitiv find, muf 282 > z, > TH
fein; dedhalb Faun z, nur die Werthe 59 uud 60 haben und

find
= 12

a 7

X &= 26
die beiden allein mogliden Lofungen der gegebenen Aufgabe.

und z ;{

Wir haben und bei diefer Auflofung ftrenge an die all-
gemeine Cutwidelimg der Gleihung ax 4 by = c ange-
flofien, wm den Gedanfengang jence Entwideling an cinem
beftimmten Beifpicle fih genan wicderfpiegeln 3u laffen. €8
laffen fid) mun aber mebrfadye BVeveinfadungen anbringen. So
3 B. braudt die Gleihung 5) wm der allendlichen Lojung
willen garnidyt befonderd hervorgehoben gu werden, jondern
fann man von 4) divect anf 6) ibergehen. Dajfelbe gilt von
9) und 13). Die Gleidhungen 5), 9) uud 13) find ald Sei-
tenftiife ju 1) mur dann wnmgdnglidy nothig, wenn man geis
gen toill, wie man jummer wicder auf Gleidungen vou der ur
jpritnglidhen Fovm fommt, dic Coefficienten aber von Gleidung
3 Gleidjung abwed)jelnd abnehmen, bis cndlid) ciner derfelben
1 wird. — Kiteger wird demgemap die Redhuung bei Aufgabe
2: Die gegebene Gleidung fei

17x — 11y =54
ier mup yunddyft y bevedhnet werden, da 11 < 17 ift. Man
erhalt

Sl o G e 6'x 5
T T el R
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und lmt aug den befannten (B_)runben, z als gange Jabl ange-

Ttbcn

— D
— =7 oder Fiiryer, m,te fortan ftets, 6x — 5

fi'
= 1llz. Darvaus folgt" L
dlz 5 5% ahuds tine
1) ¥ = : ‘b."-i:* =z+—?—;‘-—- p
N witd 5z 4 5 = 6z, gefest, s ieiter Au

fitbet; wo fehlieflich 2 — 5 = Hzg 1em,u ift, wmz und
Ddamit. jugleidh x . y 51: fansen 3ap vn At maden. - Ans dev

leften (57[&‘[(‘1]“3[&1 Wlﬂt 8 Tnischisl®) pmlsbiannd  suivnep
& . J‘ = 522 + 5 : 4 i sefelchi
unb I}urmm i ‘l~c1bmbunq it den f el:eu ‘ ’_  :
* 2 155 By g S 632_ t .5 ‘ i naitnl
X = gAzy = Ly 4 10 5
Y = Xotbz 5= 172g.0k 15, ing 119l

Do tleinfte Werth, 1 den; zy jufolge den: théttmv?an file x. unb
vooamiehmen tan, cift 0 fomit find - die beiden unenbhd;eu
Reiben von: Werthen e ittt
&30, DI, OA3 i pen vt Mk 1y

y 115,182, 49 166 100] uriug,
§ 35" Jufolqe (“Tcldvmq 15) des tro'crqen %crmgmpl;en

I

H

t einer gangen  Jahl glencbgefegt werden, Wiy
52415 bz 4 1

wiffen aber nad) § 14, bnf;,_ e < = T eine

57
mufte

- 'l 1 - .
ganze Jabl ijt, aud = t - cine foldhe fein mufi, und dasd
Nmgefehrte erhellt ohne Weiteres. Dedhalb b&tteﬁ wir aud)
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Z 1H
—-Z— = Z, DDL‘I. ummtta‘ (bar 2 -|- 1 = 6z, 1, 1ehcu fﬂ“““"

und daraud

27162y, 1 i

x = 72+ bz, = 11z, — 1

et N di? Fadldn Tid

erhalten. Diefe Formen gehen in die obigen “ﬁnrmul fite, X, und
y iber, wenn wiv z, 4 1 fitv z, febien; daber ift es ein-
leudhtend, daf beide *lwlm[)num:snwmu II!CH‘[)L Giltigteit haben.
Qefitere ift aber uor@ug,w[)m, ‘el ﬁt atf- Fiivzerem Wege 3um
Jiele fiihet, Wi tonmen ﬁc fn‘fgenbuumﬁm *hn*lnﬂln‘cﬁ’" et

mt:r + mg 00" N
ein Ausddruc 2 , i nuh[)un i nub I tc[ntmc 5)31111:

ahlen find, eine gun,_:.c 3abl werden folf, jo braudt man nad
Weqlaffung Ded Factors ‘m, mee die Gleidnmg {274 'g ="ni
nad) z und u'in gangen Jablen _aufsulofen ; denn die aus die-
fer Gleidpmg tqnlnmmn Werthe von z nmrhrn auc) den e
qebenen Chuotienten ju”einer pamgen Jaflrt o |

§ 36. 'Die Divifionen ded §-33, ie fie 4« B. in Glei-
dung 2) und 6) ufmbut waen, mmbeu ftets muw in “%c:,m
hung auf Ddas unbcf‘mmtc ®licd des "*un\cn\cu mtﬁqefuﬁ\f
Jn Folge Ddeffen bl ieh Ddas betamnte Glied in nl[ul ten nad)
umd nacy fich evqebenden Gleidungen dasielbe, md die allge-
meine Darftellung der Methode war eifacher, als wenn wiv
aud) an Stelle des Defannten Gliedes fets wieder von Neuem
andere Guofen hatten einflihren miiffen. Fie die Praxis {jt da-
gegen borguzichen, die Divifion aud) mit dem befannten ®licde
poraunehmen, indem dadurd) sugleich mit den Cocfficienten dev
Unbefannten aud) diefes Glied fortoahrend fleiner wid, Dder
Ausdrud fiir z,_, alfo Fleinere Jablen enthalt wund hiermit



die vidwartdjdyreitenden Subititutionen , an Cinfacdhheit getvin-
wen. Daf auferdem dad in § 33 Bewiefene durd) diefe Mobi-
fication durdjaus nidht unfider gemadht wird, geht davaus Her-
vor, daf dic Coefficienten der fucceffiven Unbebarmten nady wie
vor dem dort angegebenen Gefese folgen, alfo audy alle Fol-
aerungen ihre Giiltigleit behalten, die wir aud jenem Gefese
gegogen haben.
Sur Erlauterung diene die Gleidung

8 x4 13 y = 319,
an welder wir fogleid die befprodene Eriweiterung der Di-
vifion vornehmen. Wir getvinnen dadurd)

x=§_].'9—8—_m=39——y+1_8;53f

und feben mm 7 — 5y = 8z, tworaud wmmittelbar

7—81z 2—3z
= =1 — +____
y 5 " )

folgt. Weiter fepen wir 2 — 3z = b5z, fo ergiebt fidy

R zy 4 5 -

Jept Eonmen tiv die Regel ded § 35 antwenden wnd 1 —z, =3z,

feben. Mt Ddiefer Gleidung hat die Reduction dev Coeffici:

enten cin Gnde; wiv leiten aud Dderfelben nod) den Ausdrud
Z, =1 — 3 2y

ab und Dbegimnen davauf die yuviidjdyreitenden Subftitutionen,

Die uns 3u folgenden Formen fithren:

Z = — Iy .2 %9 = D 2g — 1
y=1—z 42, =3 —81%
Xx =39 —y4z=23b64 13 z,.

Air z, evaeben fid) and den Auddviiden fiir x und y die Gren-



jen — 3% umd 3§, 0. [, die Werthe — 2, — 1 und 0. Die
mbglidhen Lofungen der gegebenen Gleihung find daber

{x. = 35}.

$x=9¢ ;xzzﬁzubz

T S RN

§ 37. Ferner ift e8 im Allgemeinen vortheilhaft, bei den
Devifionen die Refte fo 3u wablen, da fie Eleiner ald dieHalfte
be8 Divifors werden.  Diefes ift immer moglid), fobald twir
aud) negative Refte gelten laffen.  Die vorige Gleidung 3. B.

qab den Ausdruet
819 — 18 y

8
Wir Ddividivten 319 durd) 8 und evhiclten den Quotienten 39
und den Reft 7. Wir hatten aber audy den Quotienten 40
nd den Reft — 1 wahlen fomen, und eine dbnliche Abdin.
derung [aBt fid) Dei dev Divifion ded jroeiten Glicdes anbrin:
gen. Dadurdh erhalt dev erwihnte Ausdrud die Form

:4{)_0\+3Y-1
Sepen wiv jebt 3y — 1 = 8z, fo wird, wenn wir wieder
den negativen Reft wablen

§—z—~_:tf—l 3z 4 3

und mit der Sepung 1 — z = 3z, find wir am Jiele der
Reduction angelangt, haben mithin eine Hitlfgrofe und hiermit
aud) eine Subjtitution evfpart. Aus z = 1 — 3z, branchen
wiv jebt ndmlich mue “nodh x wnd y abguleiten, weldye in fol-
gender Form erjdheinen:

y =38 — 8z, x = 35 4 13z,.
Diefe Fovmen aber ftintmen mit denen dDed vovigen Pavagraphen

vollftandig itberein.
3



§ 38. Bevor wiv fehlieplich yu der Lofung der diophanti-
fdhen Gleichung duveh SKettenbriiche dibergehen, erwdbhnen wiv
nody ein Verfabren, mwelhed fdheinbar oviginell und nen, in
Wabhrheit nichts weiter ift, ald ecine geringe Modification der
Gulerfhen Reductionsmethode.

Wenn wir die Gleidung 1) de§ § 33 durd) a dividiven
(a < b), ohue by auf die andeve Seite ju bringen, fo erhal-
ten wiv an Stelle der Gleicdhung 2) und 3) jened Paragraphen

x+p%=cunh

ry

X4+ py+ 5 =ec
Sepen wiv jest x + py = z, fo ift diefes nur fheinbar eine
Ubroeichung von dem Gange, den bdie Rehnung dovt ninumnt;
in Wirtlichfeit ift diefe Subftitution dentifh mit der in Glei
dung 4) jener Cntwidelung vorgernommenen Gleichfesung. Dort

T

- o o R A ; el i
beifit e8 ndmlid —;l—}- = z, und verbinden wir. diefed mit
Gleidung 3), fo erhalten wiv x 4 py = z, die angefithrte
Subftitution. Wenden wir diefelbe nun auf die 2te dev obigen

Gleidhungen an, fo erbalt diefe, wenn man nod) mit a multi-
pliciet, die Form
az 4 ry = ¢;

diefe Gleichung ijt aber b8 auf Ddie eingelien Buchitaben qe-
nau die Gleidung 5) des § 38, Diefelbe wird mm gan
ebenjo behandelt, wie die gegebene Gleidyung,sund s ift leidht
eingujehen, daf aud) fernerhin beide Berfahrungdocifen mit ein-
ander pavallel laufen werden, fo daf die Sdlifie des § 83
obhne Weiteres beciibergegogen twerden Fonnen.

§ 39. {fiiv die Prayis [ift fi) das angegebene Verfahe
ren folgendermafien abfiivzen.



Sn der Gleidung ax 4 by = ¢ fithren wiv die Divi-
fion dued) a nidht aus, jondern fajfen Ddie in by enthaltenen
Bielfadhen von a mit ax ufommen. Nac) den angewandten
Bezeihuungen giebt das

alax - py) +ry = ¢
Wird mm x 4= py = z gefebt, fo entfpringt ohne Weiteres
az 4= 1y = ¢
und fo geht ed weiter. — €8 verfteht fidh von ]‘c[bft,- dafs e8
auc) hieebei in den haufigiten Fallen vortheilhaft fein wird, die
NRefte fo eingurichten, daf jeder von ihnen fleiner wird ald die
$ilite ded vorhergehenden Reftes.

Wir wollen diefe8 Verfahren an  einer Gleichung ane
fdhaulich machen, wobei die auf einander folgenden Ausdriicke
felbit fite fiy fprechen mogen. Die Subftitutionsgleichungen find
auferdem davan evfennbar, dafi fie ticfer in Ddie Jeile hinein.

geviidt find.
26 x — 36 v =17

26 (XYl 11 ¥
X —Yy =&
26z — 11y = 1
3z 4 11 22— y) =1
2z — ¥ = Iy
87 F 11z, =7
3(z+ 4z,)—z,
Z 4 4z, = 2,
3z, —2z, =
Mt der lepten Gleichung it die Reduction pollbracht.  Wiv er-
Dalten aug ihr z, = 8z, — 7 wmd Bieraus mit BVenufung
per Subftitutionggleihungen

I

I



— 36 —

L= 2, — 4z, = 28 112"2
y — 22 — zf - 63 . oo 2522
X =y 4 z=91 —386z,.

®ie unbeftimmte Grofe z, muf lout § 24 Fleiner al§ 3 feirn.
Wir haben daher filv x und y die Reihen

X 719, 55, 01,197 188", .. .1

y = 13, 88 6% 8& 1ifl .o
Dag in § 39 benupte Verfahren ift vom Profefior Dr.
Kunge angegeben.

»

§ 40. Bei der algebraifhen Reduction fonnte fdhon der
Wmftand, dafp implicite die Rechmung durdhgemadht wurde, weldje
e Anffuchung des groften gemeinfdaftlichen Mafed von a und
b erforderlidh ift, verbunden mit dem andeven, daff a wmd b
relative Primgahlen find, ein Fingerseiq fein, daf Dder Ketten-

bruch, durd) tweldhen li pavqeftellt wird, bei der Lojung miifie

wirffam angewandt werden fénnen. Diefe Vermuthung toird
jur Gewifheit, wenn wic in Crwagung ichen, daf die Glei-
dung ax — by = + ¢ durdh die Subjtitution x = ex,,
y = cy, in die Oleihung ax, — by, = + 1 iibergeht;
dennt daf diefe durd) Ketteubriiche [B8bar ift, gebt davaus her-

R 0
vor, Daf, twenn wir o einen Settenbruch verwandeln und

durd) 5—: pen vorletten Niherungstverth diefes Kettenbrud)s be-
seidhnen, die Differeny ax, — by, = + 1 ift, je naddem
’;—: unter den Naberungdwerthen eine gevade oder ungerade
Stelle etnmimmt, die i dem Vrudye 2 enthaltene ganze 3ahl



als erften Naherungdwerth genommen.  Nach Ddiefer Vetvad)-
tnng hat die Lojung felbjt feine Sdywicvigleiten mebr.

§ 41. C8 werde yjundad)jt die Gleihung ax — by = ¢
unterfudyt.  Durch die Subftitution x = ex, wd y = by,
erhilt fie, wie fchon oben Denterft, die Fovm

ax; — by, = 1

Mun entwideln wir den Settenbrud) l31mb die Naberungs-

(e

werthe Ddeffelben.  Den  vorlefiten Naberungsdwerth (l_: jelbit ift
der Iegte) Degeichnen wir durd) %, und nady Obigem gilt fitr

ihn eine der Nelationen ap—ibq = 1 oder ap— bq=— 1.
@s fei Crfteres der Fall, fo evgiebt die Vergleichung mit der
Gleihung ax, — by, = 1, daf x, = p und y, = q
eine Lojung Ddev gegebenen Gleidhung ift. — Findet dagegen
die Vezichung ap — bq = — 1 ftatt, jo multipliciven wiv
diefelbe mit — 1; Ddad giebt 2k
a(—p) —b(—q) =1

und durd) BVergleihung x, = — p, y; = — q. Hat man
aber x, und y,, jo ift x imd y mit Beridfidhtigung der oben
gemachten Subftitution und § 22 leicht Levedynet, namlidy

x= + ¢p + bn

y= + c¢q + an
o dad Jeidjen der beftimmten Glicder von dem Jeiden der
befprodhenen Diffeveny abhangt.

Wenn wiv diefe Methode auf die Gleichung

41 x — 67y = 16
antwenden, fo mup yuvdrderft x = 16x,, y = 16y, gefebt
werden; diefe Subititution fithrt 3u



T
und bier it nun §§, in einen Kettenbruch) 3u verwandeln.
s 187
g3-ift - =1 1
f 41 + e P

1

+

und feine Nabevungdroerthe find
X TR BN S
Der vorlelte Naberungswerth ift 44, und da er auferdem der
fechite in Dev Reibe ift, fo ift die Differeny
41, 18 —@7."11' =1
Die Vergleidhung mit
41.x, = 67.y, =1
ergiebt die Werthe x, = 18, y, = 11 und bievaus mweiter
X = 288, y = 176, alfo allgemein
X = 288 4 67n
y = 176 4 41n.
Dan > — 5 fein mup, find die cingelnen Lojungen
X 7= 20, 87, 104, Gus. e '
y sl Bl M08
A jiweited Beifpiel bevecdhnen wiv die Gleidyung
125x — 87y = — b.
Nachdem wiv hievin x = — 5x, ud y = — 5y, gefept
und dadurd) die Gleichung
126x, —87Ty; = 1
evatelt haben, bilden toir den Kettenbrudh




—

8 e

125 +

X
A E e
ol =c:
241
7
unter deffen Mabherungdrverthen
0, +r ‘%r 'ITU: %ﬁi! ”15275
der Hte und jugleich vorlebte 4 ift. Deshalb ift die begiehlidye
Differeny
125 .16 — 87 ., 23 = — 1:
um fie aber mit
125 . x, — 87y, =1
vergleidyen u fonnen, bilden tiv fie in
$95 - [~ 16) — BT . {— 95) = 1
um, fo daf x, = — 16 und y, = — 23, oder x = 80
und y = 115, alfo allgemein
x = 80 4 87n
y = 115 4 125n
bervborgehen. Die beiden Werthreihen find hievnad), ba n > — 1,
X = 80, 167, 254 . ... ..
y = 115, 240, 365 . . . . .. :
§ 42. Um die Gleichmg ax 4 by = ¢ mit Hilfe von
Kettenbriihen ju [fen, bedarf e8 jebt muwr y = — y,; 3u
fefien; denn dadurd) geht die Gleidiumg in
: ax — by; = ¢
iiber, Diefelbe Form, welhe in § 41 abgemacht ift. Die Lojun-
gen toerden dem entprechend in den Fovmen x = -+ ep - bn
umd y = + eq — an erjdjeinen.
Auch von diefer Art [Blen wiv nod) ein Beifpiel. Vereini-
gen wir in der betreffenden Gleichung



— 40 —

85x 4 by = 47
die beiden voryunehmenden Subftitutionen und fepen x = 47x,,
v = — 47Ty,, fo gibt diefed die Gleidyumg
Bx, — 8y, = 1,
behufd weldher wir den Kettenbrudy
il 1
8,7 T+ 8
b il
is-1
5

nebit feinen Nabherungswerthen
0, =" ‘.Je'r '§'r ‘3’
entivideln, Duvd) Vergleidnmg  der abgeleiteten Gleihung mit
der aud vorftehenden Naherungswerthen folgenden DViffereny
8§ . 2 — haedras]
findet fih mmx, =2, vy, =3, alfo x =94, y = — 141,

oder allgemein
X = 94 — Hn

y = — 141 + 8n.

Diefen Formeln gemad ift 19 > n > 17; folglich ift die en-
3ig braudhbare Lojung
: x=4 y=3

§ 43. Die Yojung duvd) Kettenbriiche wird im Allgemei-
nen in allen den Fallen ju empfehlen fein, wo das Aufjuchen
des guifiten gemeinfomen Mafe von a und b eine betridt-
liche Anzahl von Divifionen verlangt.  Alsdann ft. fie aud). be-
deutend Fiivger al§ die algebraijde Reduction, welde von ihr an
Elegan wol ftets iibertroffen witd. Wir verdanken dicfes Ver-
fabren dem  Devithmten Analpften Lagrange <
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