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BANACHI RUUMI UHIKKERA PLASTILISUS
Magistritoo
Nikita Leo

Liihikokkuvote

Selles magistritoos toestatakse moned Banachi ruumi iihikkera plastilisusega
seonduvad tulemused (nimetame meetrilist ruumi M plastiliseks, kui iga
kaugusi mittesuurendav bijektsioon f : M — M on tegelikult isomeetria). Esi-
meses peatiikis loetletakse vajalikke eelteadmisi. Teises peatiikis toestatakse
ruumi ¢; &, R iihikkera plastilisus p € (1, 00) korral. Kolmandas peatiikis vaa-
deldakse 1opliku arvu rangelt kumerate Banachi ruumide /,.-summa iihikkera
plastilisust. Toestatakse, et kahe rangelt kumera Banachi ruumi /..-summal
on plastiline tihikkera ning et suvalise 1opliku arvu liidetavate korral on mit-
telaiendava bijektsiooni F': Bx — By isomeetrilisus tagatud lisaeeldusega
F(Sx) C Sy voi F(eXth) C ext By.

CERCS teaduseriala: P140 Jadad, Fourier analiiiis, funktsionaalanaliiiis.
Mairksonad: Plastilisus, iihikkera plastilisus.

PLASTICITY OF THE UNIT BALL OF A BANACH SPACE
Master’s thesis
Nikita Leo

Abstract

In this master’s thesis we prove some results related to plasticity of the unit
ball of a Banach space (we call a metric space M plastic if every nonexpansive
bijection f: M — M is actually an isometry). In the first chapter we present
all the necessary preliminaries. In the second chapter we prove the plasticity
of the unit ball of ¢; &, R for p € (1,00). In the third chapter we consider the
plasticity of the unit ball of a {,.-sum of a finite number of strictly convex
Banach spaces. We prove that the unit ball of a £,.-sum of two strictly convex
Banach spaces is plastic and that in the case of an arbitrary finite number
of summands the nonexpansive bijection F' : Bx — Bx is an isometry if it
satisfies the additional assumption F/(Sx) C Sx or the additional assumption
F(ext Bx) C ext Bx.

CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier analysis, functional
analysis.
Keywords: Plasticity, plasticity of the unit ball.
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Sissejuhatus

Kui M ja N on meetrilised ruumid, siis nimetame kujutust f : M — N
mittelaiendavaks, kui ruumi M iga kahe punkti a ja b korral d(f(a), f(b)) <
d(a,b). Kui ruumi M iga kahe punkti a ja b korral d(f(a), f(b)) = d(a,b), siis
nimetame kujutust f isomeetriaks. Meetrilist ruumi M nimetame plastiliseks,
kui iga mittelaiendav bijektsioon f: M — M on isomeetria.

Aastal 2016 piistitasid B. Cascales, V. Kadets, J. Orihuela ja E.J. Wingler
oma artiklis kiisimuse, kas iga Banachi ruumi iihikkera on meetrilise ruumina
plastiline [1]. Samas artiklis oli ka toestatud, et rangelt kumerate Banachi
ruumide tihikkeradel see omadus tdepoolest on (nimetame Banachi ruumi
rangelt kumeraks, kui selle tihiksfaar ei sisalda mittetriviaalseid ehk erinevate
otspunktidega sirgloike). Kuna on teada, et iga téielikult tokestatud meetriline
ruum on plastiline, siis piirdub kiisimus tegelikult vaid lopmatumootmeliste
ruumidega. Toestuse téielikult tokestatud meetrilise ruumi plastilisusest voib

leida ka néiteks kiesoleva magistritoo autori bakalaureusetoost [2, Theorem
1.3].

Aja jooksul saadi mitmeid uusi positiivseid tulemusi. Aastal 2016 avaldatud
artiklis toestasid V. Kadets ja O. Zavarzina, et plastiline on ka jadaruumi ¢;
tihikkera [3]. Aastal 2018 avaldatud artiklis néitasid V. Kadets ja O. Zavarzina,
et vaadeldav omadus on ka rangelt kumerate Banachi ruumide ¢;-summadel [4].
See tulemus {ildistab nii rangelt kumerate Banachi ruumide kui ka jadaruumi
{1 kohta kéivat tulemust. Aastal 2019 avaldatud artiklis toestasid C. Angosto,
V. Kadets ja O.Zavarzina iihikkera plastilisuse ka selliste Banachi ruumide
jaoks, mille ihiksfadr on enda loplikumootmeliste poliieedriliste ekstremaalsete
alamhulkade iihend [5|. See tulemus iildistab tulemust rangelt kumerate
Banachi ruumide tihikkera plastilisusest.

Kéesoleva magistritoo autoril onnestus oma bakalaureuset6o kallal tootamise
ajal samuti rea uusi positiivseid tulemusi saada. Neist esimene oli kahe rangelt
kumera Banachi ruumi /..-summa iihikkera plastilisus. Teine oli jadaruumi
co Uhikkera plastilisusest veidi norgem omadus, mille kohaselt on isomeetria
iga pideva poordkujutusega mittelaiendav bijektsioon ehk mittelaiendav ho-
moomorfism. Kolmandaks tulemuseks oli jadaruumi ¢ iihikkera plastilisus.
Viimased kaks tulemust olid esitatud kdesoleva magistritoo autori aastal 2021
kaitstud bakalaureuset6os [2| (juhendajad R.Haller ja O.Zavarzina) ning
hiljem ka aastal 2022 avaldatud artiklis [6]. Esimene tulemus oli avaldatud
aastal 2022 ilmunud kéiesoleva magistritoo autori N. Leo ja tema bakalaureuse-
ja magistritoo juhendajate R. Halleri ja O. Zavarzina tihises artiklis |7]. Ar-
tiklis esitatakse kaks uut tulemust, millest teine on ruumi ¢; @9 R iihikkera
plastilisus, mis oli saadud peamiselt R. Halleri ja O. Zavarzina koosto0s.
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Aastal 2024 sai avaldatud M. Fakhoury artikkel [8], milles iildistatakse tulemus
ruumi ¢ ithikkera plastilisusest. Artiklis toestatakse, et lopliku arvu kuhjumis-
punktidega metriseeruva ja kompaktse topoloogilise ruumi K korral on ruumi
C(K) thikkera plastiline (kompaktse topoloogilise ruumi K korral métleme
C(K) all Banachi ruumi, mille elementideks on koikvoimalikud pidevad funkt-
sioonid f : K — R ja mille norm on antud seosega ||f| = max,cx |f(x)]).
Kui aga K on metriseeruv ja kompaktne topoloogiline ruum, mille kuhjumis-
punktide hulk K’ on mittetiihi ja 16plik, siis on ruum C'(K) isomeetriliselt
isomorfne ruumiga ¢ B, . .. Do ¢, kus liidetavate arv on ruumi K kuhjumis-
punktide arv (tithja K’ korral |K| < oo ja C(K') on samastatav ruumiga flf',
mis on l6plikumootmeline ega paku meile seega huvi). Teiselt poolt on iga
positiivse taisarvu n korral n kuhjumispunktiga metriseeruv ja kompaktne
topoloogiline ruum ka konstrueeritav. Seega sisuliselt toestatakse iihikkera
plastilisus ruumi ¢ lopliku arvu koopiate /,,-summade jaoks.

Fakhoury toestab oma artiklis ka kaks tulemust, mis naitavad mittelaien-
dava bijektsiooni F' : Be(xy — Bek) isomeetrilisust teatud tingimusi ra-
huldava K ja teatud kujutuse F' kohta kéiva lisatingimuse korral. Neist
esimene {itleb, et kui K on nullmootmeline kompaktne Hausdorffi ruum,
mille isoleeritud punktide hulk on selles ruumis koikjal tihe, siis iga mit-
telaiendav homdomorfism F' : Be(xy — Bek) on isomeetria (topoloogilist
ruumi nimetatakse nullmootmeliseks, kui temal leidub kinnislahtistest hul-
kadest koosnev baas). Kuna jadaruum /., on samastatav ruumiga C(SN),
kus (3 tihistab Stone-Cechi kompaktifikatsiooni, ning ruum AN rahuldab
viimases lauses toodud tingimusi, siis voib jareldada, et iga pideva poord-
kujutusega mittelaiendav bijektsioon F': B,  — By, on isomeetria. Teine
tulemus iitleb, et kui K on loenduv kompaktne Hausdorffi ruum, siis mit-
telaiendav bijektsioon F': Be(x) — Bek) on isomeetria, kui ta rahuldab
tingimust F(ext Bex)) C ext Beg) voi inf{||F(f)[ : f € Scw)} > 5. Kuna
ruum SN rahuldab ka selle lause eeldusi, siis voime jéireldada, et mittelaien-
dav bijektsioon F' : By, — By on isomeetria, kui ta rahuldab tingimust
F(ext By ) C ext By voi inf{||F(f)| : f € Se} > 1.

Viimaks, oma aastal 2023 kaitstud bakalaureusetéos 9] (juhendajad R. Haller
ja N. Leo) iildistas K. A. Kurik tihe olulise osa kahe rangelt kumera Banachi
ruumi /-summa tithikkera plastilisuse toestusest suvalise 1opliku arvu liideta-
vate juhule. Téanu sellele iildistusele onnestus originaalse toestuse iilejadnud
osa jaljendades néidata, et suvalise lopliku arvu liidetavate korral on mitte-
laiendava bijektsiooni F' isomeetrilisus tagatud lisaeeldusega F'(Sx) C Sx
voi F(ext Bx) C ext Bx. Kurik toestab oma bakalaureusetéos ka kaks li-
satulemust. Neist esimene iitleb, et kui X ja Y on Banachi ruumid ning
F: Bx — By on mittelaiendav bijektsioon, mis pole isomeetria, siis leidub



Banachi ruum Z ja mittelaiendav bijektsioon F': By — Bz, mis pole iso-
meetria. Teine tulemus iitleb, et kui X on Banachi ruum ja F': Bx — By
on mittelaiendav homoéomorfism, mis pole isomeetria, siis ruumil Y leidub
kinnine separaabel alamruum Y nii, et F(By) = By ja F|p, : By — By
on mittelaiendav hom&omorfism, mis pole isomeetria. Kurikul on oma baka-
laureuset66 pohjal valminud ka artikkel, milles esitatud toestused erinevad
monevorra bakalaureuset60s esitatust [10].

Selle asemel, et vaadelda vaid mittelaiendavaid bijektsioone mone Banachi
ruumi iihikkerast iseendasse, voime vaadelda ka mittelaiendavaid bijektsioone
erinevate Banachi ruumide iihikkerade vahel. Néiteks voime kiisida, milliste
Banachi ruumide X ja Y korral kehtib véide, et iga mittelaiendav bijektsioon
F : Bx — By on isomeetria. Praeguseks on teada, et véide kehtib, kui Y
on 16plikumodtmeline [11] voi rangelt kumerate Banachi ruumide ¢;-summa
[4] vi selline Banachi ruum, mille iithiksfaér on enda 16plikumootmeliste po-
liieedriliste ekstremaalsete alamhulkade iihend [5]. Kuna 16plikumootmelise X
korral on mittelaiendava bijektsiooni F': Bx — By olemasolul 1oplikumoot-
meline ka Y (kompaktse hulga pidev kujutis on kompaktne), siis on piisavaks
tingimuseks ka ruumi X loplikumootmelisus. Kuna sama voib 6elda ka range
kumeruse kohta, siis on piisavaks tingimuseks ka ruumi X range kumerus
[5, Theorem 4.2|. Ulal mainitud K. A. Kuriku tdestatud tulemusest ilmneb,
et vaide, et suvaliste Banachi ruumide X ja Y korral on iga mittelaiendav
bijektsioon F': Bx — By isomeetria, on samavaédrne vaitega, et iga Banachi
ruumi iithikkera on meetrilise ruumina plastiline.

Juhime téhelepanu sellele, et Banachi ruumi {ihikkera plastilisuse kontekstis
vaadeldakse reeglina vaid reaalseid Banachi ruume, sest kompleksse Banachi
ruumi reaalse Banachi ruumina kasitlemisel jadvad tihikkera ja kaugused
samadeks, mistottu ei soltu iihikkera plastilisus sellest, kas me vaatleme
ruumi reaalse voi komplekssena. Selles t66s vaatleme samuti vaid reaalseid
Banachi ruume.

Kaéesoleva magistritoo eesmargiks on esitada autori ja tema juhendajate
R. Halleri ja O. Zavarzina iihises artiklis ,,Two new examples of Banach spaces
with a plastic unit ball“ [7] esitatud tulemused ja nende pohjal hiljem tehtud
iildistused. Magistritoo esimeses peatiikis esitatakse vajalikke eelteadmisi.
Teises peatiikis esitatakse toestus Banachi ruumi ¢; @, R thikkera plasti-
lisusest p € (1,00) korral, mis on magistritéé autori enda tehtud kiillaltki
vahetu {ildistus iilal mainitud artiklis esitatud ruumi ¢; @, R iihikkera plas-
tilisuse toestusest. Kolmandas peatiikis antakse iilevaade rangelt kumerate
Banachi ruumide 16plike /,.-summade iihikkerade plastilisusega seonduvatest
tulemustest. Toestatakse, et kahe rangelt kumera Banachi ruumi /,.-summal
on plastiline iihikkera ning et suvalise lopliku arvu liidetavate korral on mitte-



laiendava bijektsiooni isomeetrilisus tagatud lisaeeldusega F'(Sx) C Sx voi
F(ext Bx) C ext Bx. See peatiikk pohineb iilal mainitud artiklis sisalduval
kahe liidetava juhtu kisitleval toestusel, K. A. Kuriku bakalaureusetool 9] ja
vihesel médral ka viimase pohjal valminud artiklil [10].



1 Eelteadmised

Selles peatiikis loetleme jargmise kahe peatiiki jaoks vaja minevaid eelteadmisi.

Kui M ja N on meetrilised ruumid, siis nimetame kujutust f : M — N mitte-
laiendavaks, kui ruumi M iga kahe punkti a ja b korral d(f(a), f(b)) < d(a,b),
ja mitteahendavaks, kui ruumi M iga kahe punkti a ja b korral d(f(a), f(b)) >
d(a,b). Kui ruumi M iga kahe punkti a ja b korral d(f(a), f(b)) = d(a,b), siis
nimetame kujutust f isomeetriaks. Meetrilist ruumi M nimetame plastiliseks,
kui iga mittelaiendav bijektsioon f : M — M on isomeetria.

Banachi ruumi X korral nimetame selle tihikkeraks hulka {z € X : ||z|| < 1}
ja selle tihiksfadriks hulka {z € X : ||z|| = 1}. Kasutame nende jaoks vastavalt
tahiseid By ja Sx. Méarki C kasutame mitterange sisalduvuse tdhenduses.
Loeme, et N = {1,2,3,...}. Kui X on Banachi ruum ning a ja b on selle
elemendid, siis nimetame hulka {(1 — A)a + Ab : A € [0,1]} punkte a ja b
tihendavaks 16iguks ehk sirgloiguks ja kasutame selle jaoks téhist [a, b]. Loigu
[a, b] otspunktideks nimetame punkte a ja b. Nimetame 16iku triviaalseks, kui
tema otspunktid on vordsed, ning mittetriviaalseks vastasel juhul. Banachi
ruumi X osahulka K nimetame kumeraks, kui suvaliste a,b € K korral

[a,b] € K.

Banachi ruumi X iihikkera By ekstremaalseks punktiks nimetame punkti
x € By, mille puhul ei leidu elementi 6 € X \ {0}, mille korral kehtiks
[t—0, z+0] C Bx (hulga Bx kumeruse tottu voib tingimuse [z—d, x+0] C Bx
asendada ka tingimusega = —§, v+9 € By). Kasutame iithikkera ekstremaalsete
punktide hulga jaoks téhist ext Bx. Triviaalse ruumi korral ext Bx = {0},
mittetriviaalse ruumi puhul ext Bx C Sx. Nimetame iihikkera ekstremaalseid
punkte edaspidi tihti ka lihtsalt ekstremaalseteks punktideks. Ekstremaalsed
punktid etendavad iihikkera plastilisuse uurimisel viaga olulist rolli. Selle
pohjuseks on allpool toodud lause 1.3 punkt 4. Uhikkera ekstremaalsete
punktide hulk ext Bx on siimmeetriline: kui x on ekstremaalne punkt, siis on
ekstremaalne punkt ka —x.

Banachi ruumi X nimetame rangelt kumeraks, kui selle iihiksfaér ei sisalda
mittetriviaalseid ehk erinevate otspunktidega sirgloike. Samavéérselt, Banachi
ruum X on rangelt kumer, kui tema tihiksfaari iga punkt on tema tihikkera
ekstremaalne punkt. Mittetriviaalse X korral on ruumi X range kumerus
seega samavaarne vordusega ext Bx = Sy.

Ekstremaalsed punktid annavad vastuse ka jargmisele kiisimusele. Olgu X
Banachi ruum. Olgu v € X ja e € Sx ning olgu 4 mingi positiivne reaalarv.
Téahistame v = u + de. Olgu « ja S mingid positiivsed reaalarvud, mille
summa on 6. Vaatleme hulka D = {z € X : ||z —u|| = a, |z — | = B}



(kolmnurga vorratuse ja vorduse a + 5 = 0 tottu voib vordused ||z — u|| = «
ja ||x — v|| = B hulga D definitsioonis asendada ka vorratustega ||z — ul|| < «
ja ||z — v|| < B). Hulk D on alati mittetiihi, sest sellesse kuulub 16igul [u, v]
asuv punkt a’%ﬁu + ﬁv, mis on ka ainus hulka D kuuluv 16igu [u, v] punkt.
Kiisimus on aga selles, kas see on hulga D ainus punkt. Osutub, et nii on
see parajasti siis, kui e on iihikkera Bx ekstremaalne punkt. Tegemist on
toendoliselt {ildtuntud teadmisega. Pohjaliku toestuse voib leida ka néiteks
kdesoleva magistrit6o autori bakalaureusetoost [2] (Propositionile 2.2 vahetult
eelnev sisuloik kuni Corollary 2.4).

Kuna rangelt kumera ruumi puhul on iihiksfaéri iga punkt ekstremaalne,
siis rangelt kumera X puhul on eelmises sisuldigus defineeritud hulk D alati
itheelemendiline. Seega, kui X on rangelt kumer Banachi ruum, u ja v on selle
kaks erinevat elementi ning punkt x € X on selline, et ||z — ul| + ||z — v|| =
llu — ||, siis x = O[Liﬂu + 5450 (kus kasutame téhistusi @ = ||z — ul ja
B = ||z —v||). Sama tulemuseni v6ib jouda ka kasutades iiht rangelt kumerate
ruumide alternatiivset kirjeldust, mis kolab nii, et Banachi ruum on rangelt
kumer parajasti siis, kui kolmnurga vorratuse ||z +y|| < ||z|| + ||y|| vordusena

kehtimisest jareldub alati elementide x ja y kollineaarsus.

Jareldus 1.1. Olgu X rangelt kumer Banachi ruum. Olgu t € Sx ning
a € [0,1]. Kui x € X on selline, et |x —t|| =1 —a ning ||z +t]| =1+ «,
sus x = at.

Toestus. Votame viimases sisuloigus toodud véites u = ¢t ning v = —t. O]

Kolmnurga vorratusest jareldub, et kui X on Banachi ruum ning a,b € Bx
on sellised, et ||a — b|| = 2, siis a,b € Sx. Kui X on rangelt kumer, saame
oelda ka rohkem.

Jareldus 1.2. Kui X on rangelt kumer Banachi ruum ning a,b € Bx on
sellised, et ||a — b|| = 2, siis a,b € Sx ja a = —b.

Toestus. Votame jareldusele 1.1 eelnevas sisuloigus toodud véites u = a, v = b
jaxz =0. O

Banachi ruumi iihikkera plastilisuse uurimisel on suure tdhtsusega jargmine
mittelaiendava bijektsiooni F': Bx — Bx pohiomadusi kirjeldav lause. Esi-
mest korda olid selles loetletud omadused kirjeldatud ja toestatud B. Cascalese,
V. Kadetsi, J. Orihuela ja E. J. Wingleri poolt nende rangelt kumera Banachi
ruumi iihikkera plastilisust késitlevas artiklis [1]. (Originaalses sonastuses
puudub jargneva lause punkt 2, mis on aga lihtne jareldus punktist 1. Jarg-
neva lause punkt 4 on kokku pandud originaalses sonastuses oleva nimekirja



mitmest erinevast punktist.) Jirgnevat lauset kasutame teises ja kolmandas
peatiikis korduvalt.

Lause 1.3 (|1, Theorem 2.3]). Olgu X Banachi ruum ning F: Bx — By
mattelaiendav bijektsioon. Siis

1. F(0) = 0;
2. iga x € Bx korral ||F(x)| < ||z]|;
3. kui x € Sx, siis F~'(z) € Sx;

4. kui © € ext By, siis F7'(x) € ext By ja F~'(az) = aF(z) iga
€ [—1,1] korral.

Nagu oli tdheldatud O.Zavarzina poolt artiklis [11], iildistub see tulemus
ka mittelaiendavatele bijektsioonidele erinevate Banachi ruumide tihikkerade
vahel. Lause 1.3 pohjaliku toestuse selle koige iildisemal kujul voib leida ka
néiteks kiesoleva magistritoé autori bakalaureusetost [2] (Proposition 2.5
kuni Proposition 2.6).

Oma rangelt kumera Banachi ruumi tihikkera plastilisust késitlevas artiklis
[1] toestasid B. Cascales, V. Kadets, J. Orihuela ja E.J. Wingler jargmise tule-
muse, mis annab piisava tingimuse mittelaiendava bijektsiooni F': Bx — By
isomeetriaks olemise jaoks (séilitame originaalse sonastuse).

Lause 1.4 (|1, Lemma 2.5]). Olgu X Banachi ruum ja olgu F' : Bx — Bx
mattelaiendav bijektsioon, mis rahuldab jargmisi tingimusi:

1. F(Sx) = Sx,'
2. iga v € Sx ja iga a € (0,1) korral F(az) = aF(x);
3. iga x € Sx korral F(—z) = —F(x).

Siis on F isomeetria.

Viimase lause tingimused 2 ja 3 voib votta kokku iihe tingimusega, mis
kolaks nii, et iga * € Sx ja iga a € [—1,1] korral F(az) = aF(z). Nagu
ilmneb jargmisest toestusest, viimases lauses toodud nimekirjast voib esimese
tingimuse ka dra jatta.

Jareldus 1.5. Olgu X Banachi ruum ja olgu F : Bx — Bx mittelaiendav
bijektsioon. Kui F(ax) = aF () iga x € Sx ja iga o € [—1,1] korral, siis F
on isomeetria.
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Toestus. Kui néditame, et F(Sx) C Sx, voime soovitud viite saamiseks
rakendada lause 1.4. Veendume, et F(Sx) C Sx. Olgu x € Sx suvaline.
Téhistame y = F(z). Lause 1.3 punkti 1 ning F' injektiivsuse tottu y # 0.
Vaatleme punkti y* = y/||y||. Tdhistame x* = F~1(y*). Lause 1.3 punktist 3
saame, et x* € Sx. Kéesoleva lause eeldusest saame F(||y|xz*) = ||y|| F(z*) =
llylly* = y. Kuna F(z) =y ja F(||ly||x*) = y, siis F' injektiivsuse tottu saame
vorduse = = ||y||z*. Vottes selle vorduse molemast poolest normi, jouame
vorduseni ||y|| = 1. O

Néitame, et viimases jarelduses voib tingimuse F(ax) = aF(r) asendada
analoogilise tingimusega F~! jaoks. Tulemuseks saame jiargmise jirelduse, mis
oli esimest korda kirjeldatud ja toestatud V.Kadetsi ja O.Zavarzina poolt
artiklis [4]. Jargmist jareldust kasutame kolmandas peatiikis iihe toestuse
lopetamiseks.

Jéareldus 1.6 (|4, Lemma 2.9]). Olgu X Banachi ruum ja olgu F' : Bx — Bx
mittelaiendav bijektsioon. Kui F~'(ay) = aF " (y) iga y € Sx ja iga a €
[—1,1] korral, siis F' on isomeetria.

Téestus. Analoogiliselt eelmise toestusega voime néidata, et F(Sx) C Sx
(toestuses muutub ainult see, et seal, kus rakendasime F' homogeensust,
rakendame niiiid sama tulemuseni joudmiseks hoopiski F~! homogeensust).
Olgu niiiid = € X ja a € [—1, 1] suvalised. Tahistame y = F'(z). Sisalduvuse
F(Sx) C Sx tottu saame y € Sx. Kéesoleva lause eelduse kohaselt saame
seega F~'(ay) = aF(y) = az, millest F(az) = ay = aF(z). Kuna oleme
ndidanud, et suvalise x € X ja o € [—1, 1] korral F(ax) = oF(z), siis voime
niiiid lopetada toestuse lause 1.4 voi jarelduse 1.5 rakendamisega. O]

Topoloogilise ruumi 7 korral nimetame pidevaks jooneks pidevat kujutust
€:(0,1] — T. Pideva joone & : [0, 1] — T korral téhistagu Im & selle kujutist
{&(N\) : A € ]0,1]}. Kui a ja b on ruumi 7 punktid ning £ : [0,1] — T on
tingimusi £(0) = a ja {(1) = b rahuldav pidev joon, siis titleme, et joon ¢
ithendab punkte a ja b. Pidevaid jooni saab ka kokku panna: kui n on positiivne
tdisarv ning ag, . . . , @, on ruumi 7 punktid, kusjuures iga ¢ € {1,...,n} korral
on antud punkte a;_; ja a; ithendav pidev joon &;, siis voime loomulikul viisil
defineerida ka punkte ag ja a, iithendava pideva joone . Seejuures titleme,
et joon & koosneb joontest &i,...,&,. Banachi ruumi X ja selle punktide
a ja b korral nimetame l6igule [a,b] vastavaks pidevaks jooneks valemiga
£(A) = (1 — N)a + Ab antud pidevat joont. Kasutame pidevaid jooni nii teises
kui ka kolmandas peatiikis.
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Topoloogilise ruumi 7 punktidel saame defineerida binaarse seose ~, kus
a ~ b parajasti siis, kui leidub punkte a ja b ithendav pidev joon. Ei ole
raske veenduda, et tegemist on ekvivalentsusseosega. Selle ekvivalentsusseose
poolt tekitatud klasse nimetame ruumi 7 sidusateks komponentideks. Ruumi
T nimetame sidusaks, kui temal on parajasti iiks sidus komponent ehk kui
ruumi 7 iga kahe punkti a ja b korral leidub neid punkte ihendav pidev
joon. Ruumi 7 alamhulka A nimetame sidusaks, kui ta on sidus ruumi 7
alamruumina. Paneme téhele, et ruumi 7 alamhulk A on sidus parajasti siis,
kui ta sisaldub mones ruumi 7 sidusas komponendis. Paneme veel téhele, et
kui U ja V on topoloogilised ruumid, f : U — V on pidev kujutus ning S C U
on sidus, siis sidus on ka kujutis f(S) C V. Sidususe ja sidusa komponendi
moisteid kasutame kolmanda peatiiki kolmandas osas. Sealsamas ldheb meil
vaja ka jargmist tulemust.

Lause 1.7. Kui X on vahemalt kahemootmeline Banachi ruum, siis on tema
thiksfadr Sx sidus hulk.

Toestus. Olgu a,b € Sx suvalised. Kui a # —b, siis 16ik [a, b] ei sisalda nulli,
mistottu saame defineerida punkte a ja b tthendava pideva joone ¢ : [0, 1] — Sx

seosega &(\) = % Kui aga a = —b, siis arvestades, et ruum X
on vahemalt kaheméétme{ine, leidub tihiksfaéril Sy element z, mis erineb

punktidest a ja b. Sellisel juhul 0 €& [a,z] ja 0 & [z,b], mistottu saame
defineerida eelnevaga analoogiliselt punkte a ja z lihendava pideva joone
& :[0,1] — Sx ning punkte z ja b ithendava pideva joone & : [0,1] — Sx.
Need kaks joont kokku pannes saame punkte a ja b iihendava pideva joone
f : [O, 1] — Sx. ]

Lopetuseks anname kiire iilevaate Banachi ruumide £,-summadest. Olgu /
mingi indeksite hulk ja olgu iga ¢ € I korral antud Banachi ruum X;. Kui
p € [1,00), voime vaadelda vektorruumi [, ., X; alamruumi

{(xi>iel € HXi : Z ||z ]|P < oo}

i€l iel
normiga
» 1/p
et = (D llaall” < o)
iel

Tulemuseks saame Banachi ruumi, mida nimetame ruumide X; £,-summaks.
(Mittenegatiivsete reaalarvude siisteemi (a;);es korral loeme summaks » . ; a;
supreemumit sup{)_,.ra; : F C I on loplik}. Kui { € I : a; # 0} on
mitteloenduvalt lopmatu, on see summa alati co. Lopliku I korral on see
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lihtsalt tavaline summa.) Ruumide X; /,-summaks nimetame vektorruumi
[Lc; Xi alamruumi

{(L»)Z-GI € T[] % : sup{llall : é € I} < o0}

el

normiga
[(zi)ict | = sup{|[z:l| - i € I}

(I6pliku I korral on see supreemum ka maksimum). Banachi ruumide f.-
summa on ise samuti Banachi ruum. Paneme tédhele, et lopliku I korral
vorduvad molemad vaadeldud alamruumid otsekorrutisega [[,.; X;. Vaikimisi
arvame /{p,-summast réékides sisse ka juhtu p = co. Paneme téahele, et Banachi
ruumide £,-summa ei soltu liidetavate jarjekorrast. Kuiiga i € I korral X; = R,
siis tahistame ruumide X; £,-summat téhisega ¢,(I). Kui I = N, kasutame
selle jaoks ka tahist £,. Kui I = {1,...,n}, kasutame selle jaoks ka tdhist £7.
Lopliku arvu Banachi ruumide Xy, ..., X, {,-summa tahistamiseks kirjutame
X1 @p...0p Xy Uhe liidetava puhul vordub summa selle ainsa liidetavaga.
Tiihi summa on triviaalne ruum. Kui ruumide X; seas on triviaalseid, siis
nende summast valja jatmine tulemust ei muuda.
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2 Ruum ¢/, ¢, R

Selles peatiikis toestame, et iga p € (1, 00) korral on ruumi ¢; @, R iihikkera
plastiline. Siin esitatud toestus on tolge R.Halleri, N. Leo ja O.Zavarzina
artiklis ,, Two new examples of Banach spaces with a plastic unit ball* esitatud
toestusest [7|. Artiklis piirdutakse juhuga p = 2, kuid meie ildistame artiklis
esitatud tulemuse, lubades parameetril p olla suvaline iihest suurem reaalarv
(iildistus on kiill tisnagi vahetu). Originaalne toestus pohineb omakorda
jadaruumi ¢; iihikkera plastilisuse toestusel, mis oli esitatud V. Kadetsi ja
O. Zavarzina poolt artiklis , Plasticity of the unit ball of ¢, [3].

Voib niidata, et kui Banachi ruumidel X ja Y on ekstremaalseid punkte, siis
p € (1,00) korral avaldub ruumi X &, Y iihikkera ekstremaalsete punktide
hulk kujul

{(az,by): a,b € R, |al’ + [b]’ =1, = € ext By, y € ext By }.
Teoreem 2.1. Iga p € (1,00) korral on ruumi ¢, @, R dhikkera plastiline.

Téestus. Fikseerime p € (1,00). Téhistame ruumi ¢; &, R tédhega Z. Iga
k € N korral téhistagu ey, jada (0y;)ien. Téhistagu h ruumi Z projektsiooni
komponendile R ehk kujutust h : Z — R, mis paneb igale paarile vastavusse
selle paari teise komponendi. Téahistagu Lo hulka {z € Bz: h(z) = 0}. Kuna
/1 ekstremaalsed punktid on elemendid +e; ning R ekstremaalsed punktid
on +1, siis eelneva pohjal

ext By = {(aem,b): a,b € R, |a’ + |b]P =1, m € N}.

Olgu (ae;,b) ja (cej, d) kaks suvalist ekstremaalset punkti. Kui i = j, siis
kaugus nende kahe punkti vahel on (|a — c[P + |b — d|P)'/?, mis vordub kahega
parajasti siis, kui ||(a,b) — (¢,d)|| = 2 ruumis £2. Kuna aga paarid (a,b) ja
(¢,d) kuuluvad ruumi 512) ithiksfaérile ning ruum 622) on rangelt kumer, siis
jarelduse 1.2 kohaselt kehtib vordus ||(a,b) — (¢, d)|| = 2 parajasti siis, kui
a = —c ja b = —d. Analoogiliselt, kui i # j, siis kaugus punktide (ae;, b) ja
(cej,d) vahel on ((|a| + |c|)? + |[b — d[P)}/P, mis vordub kahega parajasti siis,
kui |a| = |c| ja b= —d.

Niisiis, kaugus punktide (ae;,b) ja (ce;, d) vahel vordub kahega parajasti siis,
kuii=j,a=—cjab=—dvdii# j, |a] =]c| ja b= —d. Seega, kui u ja v
on tiksteisest kaugusel kaks olevad ekstremaalsed punktid, siis h(u) = —h(v).
Kasutame seda teadmist toestuse esimeses sammus.
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Samm 1. Olgu F' mittelaiendav bijektsioon iihikkerast B, iseendasse. Peame
niditama, et F' on isomeetria. Koigepealt niditame, et iga m € N korral
F~((em,0)) = (fe,,0), kus 8 € {—1,1} jan € N,

Olgu m € N suvaline. Valime indeksid ¢ ja j nii, et m, ¢ ja j on paarikaupa
erinevad. Paneme téhele, et © = (e,,,0), y = (e;,0) ja z = (e;,0) on ekstre-
maalsed punktid. Lause 1.3 punktist 4 jiareldub, et 2’ = F~!(x), v/ = F~(y)
ja 2/ = F71(2) on samuti ekstremaalsed punktid. Paneme tihele, et punktid
x, y ja z on koik iiksteisest kaugusel kaks. Kuna F' on mittelaiendav, siis
sama voib delda ka 2/, 1/ ja 2’ kohta. Kuna 2/, ¢’ ja 2z’ on tiksteisest kaugusel
kaks olevad ekstremaalsed punktid, siis h(z') = —h(y'), h(y') = —h(Z') ja
h(z') = —h(z’), millest aga jéreldub, et h(z') = 0. Kuna 2’ on ekstremaalne
punkt, siis sellel on kuju (ae,,b), kus a,b € R, |a|? + |bJP = 1 ja n € N. Kuna
aga h(z') =0, slis b= 0 ja a € {—1,1}, mis lopetab toestuse.

Toome sisse tahistused o(m) = n ja #(m) = a. Kordame selle kdigi voimalike m
vadrtuste jaoks. Tulemuseks saame funktsioonid o : N — Nja# : N — {—1,1}.
Toome sisse ka téhistuse g, = 0(m)e, (). Voime niiiid delda, et iga m € N
korral F~1((e,0)) = (gm,0). Lause 1.3 punktist 4 jéreldub, et iga m € N ja
a € [—1,1] korral F~!((aep,0)) = (agm,0). Viimast voib viljendada ka kujul
F((agm,0)) = (aem,0).

Oleme joudnud funktsioonini ¢ : N — N. Veendume, et funktsioon ¢ on
injektiivne. Olgu ¢ ja j kaks indeksit, mille puhul o (i) = o(j). Olgu n indeksite
o(i) ja o(j) iihine vddrtus. Siis F~'((e;,0)) = (6ien,0) ja F~'((e;,0)) =
(0j€e,,0), kus 0;,0; € {—1,1}. Oletame, et ; = —6,. Siis lause 1.3 punktist
4 jareldub, et F7'((—e;,0)) = (6;e,,0), kuid viimasest jireldub omakorda
(—ei,0) = (e;,0), mis on aga voimatu. Seega 6; = 6; ja F~'((e;,0)) =
F~1((e;,0)), millest (e;,0) = (e;,0). Viimasest vordusest jéreldub aga vordus
¢ = 7. Niisiis, o on toepoolest injektiivne. Seda teadmist kasutame jargnevas
arutelus, kiill aga varjatud kujul. Pangem aga téhele, et me ei tea veel, kas o
on ka siirjektsioon.

Samm 2. Kasutades teadmist, et iga m € N ja iga a € [—1,1] korral
F((agm,0)) = (aen,,0), voime niitid korrata ruumi ¢; ithikkera plastilisuse
toestuses [3| sisalduva induktsioonil pohineva méottekiigu, nditamaks et iga
N € N ja tingimust 3.V |a,| < 1 rahuldavate reaalarvude ay, .. .,ay korral

kehtib
N N
F ((Z AnGn, O)) = (Z AnCn, 0) .
n=1 n=1

Toestus pohineb induktsioonil N jargi. Me jatame selle arutluskiigu vahele,
kuna see kordab artiklis 3] esitatut peaaegu sona-sonalt.
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Samm 3. Eelmise sammu véitest jareldub kujutuse F' pidevuse tottu, et iga

o0

tingimust » " |a,| < 1 rahuldava reaalarvude jada (a,)3 korral kehtib

(o) (£

Viimast voib véljendada ka kujul

() )

millest jéreldub aga sisalduvus F~'(Ly) C Lo, kus vastavalt juba varasemalt
sisse toodud téhistusele Ly = {z € Bz: h(z) = 0}.

Samm 4. Oleme veendunud, et F~!(Ly) C Ly. Niitame niiiid, et keh-
tib ka vordus F~(Lg) = Lg. Kasutame vastuviitelist toestust. Oletame
vastuvéiteliselt, et F~!'(Lg) # L. Siis peab leiduma z € Ly \ F~*(Ly).
Tahistagu s punkti £71((0,1)). Lause 1.3 punktist 4 saame jireldada, et
F71((0,-1)) = =F71((0,1)) = —s. Seega F(s) = (0,1) ja F(—s) = (0,—1).
Vaatleme kahte juhtumit.

Juht 1. Oletame, et s & Lg. Koosnegu pidev joon € : [0, 1] — By loikudele [s, z]
ja [z, —s] vastavatest pidevatest joontest. Paneme tdhele, et Im{ N Ly = {z}.
Sisalduvuse F~'(Ly) C Lo tottu saame seega Im& N F~1(Ly) C {z}. Kuna
aga eelduse kohaselt 2 & F~1(Ly), siis Im& N F~1(Ly) = (. Kuna F on pidev,
siis on £’ = F o ¢ pidev joon keras By. Kuna Im¢ N F~1(Ly) = 0, siis peab
tiihi olema ka Im & N Lg. Kuivord A on pidev funktsionaal, siis f = ho £
on pidev kujutus 16igust [0, 1] reaalarvude hulka R. Pangem aga téhele, et
f(0) =1ja f(1) = —1. Funktsiooni f pidevuse tottu peab seega leiduma
selline t € (0,1), et f(¢t) = 0. Niisiis h(£'(t)) = 0 ehk &'(t) € Lo. Siit aga
jareldub, et Im&’ N Ly # (), mis on aga vastuolu.

Juht 2. Oletame niitid, et s € Ly. Arutluskéiik jadb peaaegu samaks, ainult et
me vaatleme niiiid joont, mis koosneb hoopiski l6ikudele [s, (0, 1)] ja [(0, 1), —s]
vastavatest joontest. Nieme, et Im ENLg = {s, —s}. Sisalduvuse F~!(Lgy) C Ly
tottu saame seega Im& N F~1(Ly) C {s,—s}. Kuna aga F(s) = (0,1) ja
F(—s) = (0,-1), siis s,—s € F~'(Ly) ja seega Im& N F~1(Lg) = 0. Kuna
Im £ iihisosa hulgaga F'~!(Lg) on tiihi, siis on tiihi ka Im & N Lg. Teiselt poolt
f(0)=1ja f(1) = —1, seega f pidevuse tottu saame, et leidub ¢ € (0, 1) nii,
et f(t) = 0. Siit aga jareldub, et Im &' N Ly # ), mis on aga vastuolu.

Niisiis F71(Ly) = Ly. Pangem tihele, et sammus 3 saadud seose tottu jirel-
dub vordusest F~1(Ly) = Ly, et varasemalt saadud kujutus ¢ peab olema
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stirjektiivne. Jarelikult on o bijektsioon. Ekstremaalsete punktide hulgale
voime niiiid seega anda ka kirjelduse

ext By = {(agn,b): a,b € R, |al’ +|b|? =1, n € N}.

Samm 5. Néitame, et F((0,1)) = (0,1) voi F'((0,1)) = (0,—1). Lause 1.3
punktist 4 saame jireldada, et F~1((0,1)) € ext By. Niisiis F~1((0,1)) =
(agn,b), kus a,b € R, |a’ + |b]? = 1 ja n € N. Votame vaatluse alla punk-
tid (agn,b) ja (agn,0). Nende punktide vahel on kaugus |b|. Me teame, et
F((agn,b)) = (0,1) ja F((agn,0)) = (ae,,0). Kaugus nende punktide vahel
on (1+|a[?)*/?. Kuna F on mittelaiendav, siis peab kehtima (1 + |a|?)/? < |b],
millest saame 1+ |al? < [b]P. Arvestades seost |a|P + |b]P = 1, jouame vordus-
teni a = 0 ja b € {—1,1}. Seega, F((0,1)) = (0,7), kus v € {—1,1}, mida
me aga tahtsimegi ndidata. Lause 1.3 punktist 4 jareldub, et iga b € [—1,1]
korral F((0,b0)) = (0,7b).

Samm 6. Seosega
Lo (z g> Y e
n=1 n=1

defineeritud operaator Ly: ¢; — ¢ on ruumi ¢; isomeetriline isomorfism.
Seosega L((z,y)) = (Lo(z),7vy) defineeritud operaator L: Z — Z on aga
seega ruumi Z isomeetriline isomorfism. Selle péordoperaator on defineeritud
vordusega L1 ((x,y)) = (Ly'(x),vy). Paneme tiihele, et eelnevatest sammu-
dest jareldub, et F' ja L iihtivad hulgal Ly. Seame oma eesmérgiks néidata,

et F' on operaatori £ ahend kerale By. See toestaks ilmselgelt ka selle, et F
on isomeetria. Alustuseks néitame, et F|g, = L|g,.

Vordus F|g, = L]|s, on ilmselt samaviirne vordusega F~'|s, = L71|s,. Olgu
z € Sz suvaline. Niitame, et F~'(z) = £L7!(2). Kuna z € Sz, siis z = (ay, b),
kus a,b € R, |aP + |b]P =1 jay € S,. (Médrame b = h(z) ja a = (1—|b[P)/7.
Kui a = 0, siis olgu y € Sy, suvaline. Vastasel juhul olgu y = 21 /a, kus z; on z
esimene komponent.) Kuna £7*((ay, b)) = (L (ay),vb), siis meie eesmirgiks
on niidata, et F~1((ay,b)) = (Ly'(ay),yb). Kuna (ay,b) € Sz, siis lause
1.3 punkti 3 tottu F~1((ay,b)) € Sz, mistottu viimane on kujul (cz, d), kus
c,d€R, [c]P+]dP =1jax € S,,.

Vaatleme punkte (cz,d) ja (0,1) ning nende kujutisi F'((cx,d)) = (ax,b) ja
F((0,1)) = (0,7). Kuna F' on mittelaiendav, peab kehtima

(laf” + |y = 0P)/% < (|ef” + |1 — d?)?,
mis on seoseid |al’ + [bP =1 ja |c¢|P + |d|P = 1 arvestades teisendatav kujule

[y = b = [o]” < [1—dJP — |d]”.
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Seosega f(t) = |1 —t|P — |t|? defineeritud funktsioon f: R — R on p € (1,00)
korral rangelt kahanev (voib veenduda, et tuletis eksisteerib ja on koikjal
negatiivne). Kuna viimasele vorratusele voib anda kuju f(vb) < f(d), siis f
range kahanevuse tottu voime jareldada, et d < ~b.

Vaatleme niitid punkte (cz,d) ja (0,—1) ning nende kujutisi F((cz,d)) =
(az,b) ja F((0,—1)) = (0, —v). Kuna F' on mittelaiendav, peab kehtima

(laf” + |y + )7 < (|efP + L+ d]) 7,
mis on seoseid |al? + |b|P =1 ja |c[P + |d|” = 1 arvestades teisendatav kujule
[y + 0P — [b]P < |14 dP —[d|”.

Seosega f(t) = |1+ t|P — |t|” defineeritud funktsioon f: R — R on p € (1, 00)
korral rangelt kasvav (voib veenduda, et tuletis eksisteerib ja on koikjal
positiivne). Kuna viimasele vorratusele voib anda kuju f(vb) < f(d), siis f
range kasvavuse tottu voime jareldada, et vb < d.

Kokkuvottes seega d = vb.

Vaatleme niiiid aga punkte (cx,vb) ja (cz, 0) ning nende kujutisi F'((cz,vb)) =
(ay,b) ning F((cz,0)) = (Lo(cx),0). Kuna F' on mittelaiendav, peab kehtima

(lay — Lo(ca)|” + [bI")"/ < o],

millest aga jireldub, et Lo(cx) = ay ehk Ly (ay) = cx. Kuna F~'((ay,b)) =
(cz,d) ning cx = Ly (ay) ja d = b, siis F~'((ay, b)) = (L' (ay),b), mida
oligi aga vaja néidata.

Samm 7. Oleme niidanud, et F'~! ja £ iihtivad hulgal S, millest jireldub,
et hulgal Sy tihtivad ka F ja £. Naitame niiiid, et F(z) ja L£(z) langevad
kokku ka suvalise z € By korral.

Olgu z € By suvaline. Siis esitub z kujul (ax,b), kus a,b € R, |a? + |b|P =1
jax € By, (Madrame b = h(z) ja a = (1— [b|P)V/?. Kui a = 0, siis olgu z € By,
suvaline. Vastasel juhul olgu x = 21 /a, kus z; on z esimene komponent.)
Tahame néidata, et F(z) = £(z). Kuna = = 0 korral on see vordus ilmne
sammust 5, siis eeldame edaspidi, et x # 0. Vaatleme alustuseks punkte
(all;—”, b), (ax,b) ja (0,b). Esimese ja teise vahel on kaugus |a|(1 — ||z]), teise
ja kolmanda vahel on kaugus |al||z||. Sammu 5 kohaselt saame F'((0,b)) =
(0,~b) ja sammu 6 kohaselt saame F((alli—”, b)) = (Eo(a”TxH),yb). Kuna F' on
mittelaiendav, siis

| (20 (agzg) b) = Ftaz, b)) | < Jal(1 = 2]
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ja
[1F((az, b)) = (0,4b)]| < lal[[]]

Kuna aga punktide (Lo(a7%r),7vb) ja (0,+b) vaheline kaugus on |a|, siis vii-

[l]
mased kaks vorratust peavad kehtima vordustena, sest vastasel juhul saame

vastuolu kolmnurga vorratusega. Olgu (> 7 ynen, d) elemendi F((az,b))
arendus ja olgu (D77, Unen, ) elemendi (Eo(aﬁ),fyb) arendus. Niiid

‘CL’ - H£0 (aﬁ) H - Z |gn| < Z ’gn - yn’ + Z |yn| <
n=1 n=1 n=1

00 P 1/p 00 P 1/p
((Z!ﬂw%l) + \vb—d|p> + ((Z\ynl) + !vb—d|p> —
n=1 n=1

H (50 (allTxH> Wb) — F((az, b)) ‘ +|F((az, b)) — (0,4b)] =
lal(1 = [lz]l) + lal[|z]| = |al,

seega koik viimases ahelas sisalduvad vorratused kehtivad tegelikult vorduste-
na, millest aga saame vorduse vb = d.

Lopuks, votame vaatluse alla punktid (az,b) ja (ax,0) ning nende kujuti-
sed F((az,b)) = (O 02, Ynen,7b) ja F((az,0)) = (Lo(ax),0). Kuna F on

mittelaiendav, siis saame vorratuse

- , 1/p
(HZ%%—EOW@H + Iblp> <1yl
n=1

millest Y > yne, = Lo(ax). Niisiis F'((ax,b)) = (Lo(ax),~vb), mida vaja
oligi. O]
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3 Rangelt kumerate ruumide summad

Selles peatiikis anname iilevaate rangelt kumerate Banachi ruumide 16plike
l-summade iihikkerade plastilisusega seonduvatest tulemustest. Esimese
sammu selles suunas tegi kidesoleva magistritoé autor ise, toestades kahe
rangelt kumera Banachi ruumi /,.-summa iihikkera plastilisuse. Toestus
sai avaldatud aastal 2022 ilmunud artiklis ,,Two new examples of Banach
spaces with a plastic unit ball* [7]. Oma aastal 2023 kaitstud balaureuset66s
iildistas aga K. A. Kurik iihe olulise osa sellest toestusest suvalise 16pliku arvu
liidetavate juhule [9]. See iildistus voimaldas originaalse toestuse iilejaanud
osa jaljendades naidata, et suvalise lopliku arvu rangelt kumerate Banachi
ruumide /. -summal X on omadus, et mittelaiendav bijektsioon F' : Bx — Bx
on isomeetria, kui F' rahuldab kas tingimust F(Sy) C Sx voi tingimust
F(ext Bx) C ext Bx.

Alustuseks esitame K. A. Kuriku toestatud iildistuse kiesoleva magistrit6o
autori originaalse toestuse iihest osast. Selle jarel naitame, kuidas see iildistus
voimaldab toestada, et suvalise lopliku arvu liidetavate korral on mittelaienda-
va bijektsiooni F' isomeetrilisus tagatud lisaeeldusega F'(Sx) C Sx voi lisaeel-
dusega F(ext Byx) C ext By. Lopetuseks esitame kahe liidetavaga summat
kisitleva toestuse algusosa, kus nédidatakse lisaeelduse F'(ext By) C ext By
taidetust kahe liidetava juhu korral. Sellega toestame iihikkera plastilisuse
kahe rangelt kumera Banachi ruumi ¢ ,-summa jaoks.

Juhime tdhelepanu sellele, et rangelt kumerate Banachi ruumide ja nende ¢;-
summade iihikkerade plastilisus on t66des [1] ja [4] kindlaks tehtud, kusjuures
p € (1,00) korral on rangelt kumerate Banachi ruumide ¢,-summa ka ise
rangelt kumer. See jatab aga lahtiseks vaid juhu p = oo, mis oigustab ka selles
peatiikis késitletava ruumide klassi valikut.
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3.1 Pohilemma

Seame enda eesmérgiks toestada jargmine teoreem, mis on K. A.Kuriku
bakalaureuset66 pohitulemuseks [9)].

Teoreem 3.1 (|9, Theorem 1|). Olgu n positiivne tdisarv ning tihistagu [n]
hulka {1,...,n}. Olgu Xy, ..., X, mittetriviaalsed rangelt kumerad Banac-
hi ruumid ning tdhistagu X nende ruumide (o-summat, 7, ..., T, vasta-
vaid projektsioone ja Sy, ..., S, ruumide X, ..., X, thiksfddre. Olgu kujutus
G : Bx — Bx mitteahendav. Siis leidub bijektsioon o : [n] — [n]| ja mitte-
ahendavad kujutused gy, ..., gn, kus iga i € [n] korral g; : S; = S,y ning iga
x € Bx ja iga i € [n] korral m,;G(v) = gi(mx), kui mx € S;.

Teoreem 3.1 jareldub jargmisest iildisemast teoreemist.

Teoreem 3.2. Olgu n positiivne tdisarv ning tahistagu [n] hulka {1,...,n}.
Olgu By, ..., B, mingid hulgad. Tdhistagu B nende otsekorrutist ja my, ..., m,
vastavaid projektsioone. Iga i € [n| korral olgu hulgal B; antud binaarne seos
~;, mis rahuldab jdrgmisi tingimusi:

e iga x € B; jaoks x +; x;
o kui x,y € B; ning x ~; y, sits kay ~; x;

o kui x,y,z € B; ming x ~; y jay ~; z, Siis t = 2.

Vaatleme hulgal B binaarset seost ~, mis on ette antud samavddrsusega
r o~y < i€ [n] mr~; my. Tdhistagu iga i € [n] korral S; hulka
{z € B, : Jy € B; © ~; y}. Eeldame, et iga i € [n| korral |B;| > 3 ja S; # 0.
Olgu kujutus G : B — B injektiivne ja seost ~ sdilitav (teise all motleme
seda, et kui x,y € B ja x ~ vy, siis ka G(x) ~ G(y)). Siis leidub bijektsioon
o :[n] = [n] ja kujutused g1, ..., gy, kus iga i € [n] korral g; : S; — So() ning
iga v € B ja iga i € [n] korral m,;G(x) = gi(mx), kui mx € S;.

Niaitame, et teoreem 3.1 jareldub toepoolest teoreemist 3.2.

Teoreemi 3.1 toestus. Tahistagu By, ..., B, ruumide X, ..., X, iihikkerasid.
Paneme téhele, et ruumi X iihikkera Bx on iihikkerade By, ..., B, otse-
korrutis. Iga ¢ € [n] korral vaatleme hulgal B; seost ~;, mis on ette antud
samavédrsusega r ~; y <= ||z — y|| = 2. Ilmselt rahuldab see seos kahte
esimest teoreemi 3.2 sonastuses toodud tingimust. Kui x,y, z € B; ning © ~; y
ja y ~; z, siis ruumi X; range kumeruse tottu jareldub jéareldusest 1.2, et
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r = —y jay = —z, millest saame vorduse x = z. Seega rahuldab see seos
ka kolmandat tingimust. Paneme téhele, et iga i € [n] korral iihtib hulk
{r € B; : y € B; x ~; y} ruumi X; iihiksfadriga S;. Kuna eelduse kohaselt
on ruum X; mittetriviaalne, siis tingimused |B;| > 3 ja S; # () on taidetud.
Téhistagu ~ hulgal Bx antud seost, mis on defineeritud nagu teoreemi 3.2
sonastuses. Paneme tahele, et x,y € Bx korral x ~ y parajasti siis, kui
|z — y|| = 2. Kuna funktsioon G on mitteahendav, siis ta on ilmselt ka injek-
tiivne ja seost ~ siilitav. Teoreemist 3.2 jareldub niiiid, et leidub bijektsioon

o : [n] = [n] ja kujutused g1,. .., gn, kus iga i € [n] korral g; : S; = Sy(;) ning
iga x € Bx jaiga i € [n] korral 7,(;G(x) = gi(mx), kui mz € S;. On jadnud
ndidata, et kujutused g, ..., g, on mitteahendavad. Olgu ¢ € [n]| suvaline

ning olgu z;,y; € S;. Iga j € [n] \ {4} korral valime s; € S; (voimalik, sest X;
on mittetriviaalne). Vaatleme niiiid punkte x,y € By, kus mz = x;, my = y;
ning iga j € [n]\{i} korral ;o = 7wy = s;. Néeme, et ||z —y| = ||z; —y;|| ning
|G(z) — G(y)|| = |lgi(xi) — gi(y:)]|. Kuna G on eelduse kohaselt mitteahendav,
siis [|G(x) — G(y)|| > ||z — y||, millest ||gi(x:) — gi(y:)|| > ||z — vil|- Seega on
funktsioon g; mitteahendav. [l

Seame niitid enda eesmérgiks seega toestada teoreem 3.2. Toestame esmalt
moned abilemmad. Kasutame teoreemi sonastuses sisse toodud tahistusi. Iga
k € [n] korral tahistagu By, korrutist [ [;c(, 4 Bi- Tahistagu 7, loomulikku

projektsiooni hulgalt B hulgale Bj. Defineerime hulgal Bj. seose ~ analoogili-
selt sellega, kuidas defineerisime seose ~ hulgal B. Paneme téhele, et seoste
~; irrefleksiivsuse ja siimmeetrilisuse tottu on irrefleksiivne ja siimmeetriline
ka hulkadel B ja Bj defineeritud seos ~. Seoste ~ ja ~; stimmeetrilisust ka-
sutame jargnevas sellele viitamata. Tuletame meelde, et seosel ~; on omadus,
et kui z,y,2 € B; ning x ~; y ja y ~; z, siis x = z. Viitame sellele edaspidi
kui seose ~; kolmandale omadusele. Mugavuse huvides tdhistame seost ~;
edaspidi mérgiga ~.

Lemma 3.3. Olgu hulk H C B selline, et |H| = 2" — 1 ja a ~ b erinevate
a,b € H korral. Kui p,q € B on sellised, et iga x € H korral p ~ x ja q ~ x,
s1S p = q.

Toestus. Juhime tahelepanu, et lemmast jareldub, et kui H C B on selline,
et a ~ b erinevate a,b € H korral, siis |[H| < 2". Lemma enda viide on aga
ilmselt sellest tugevam.

Toestame viite induktsiooniga n jargi. Kui n = 1, siis koosneb H iihest
elemendist x. Tingimustest p ~ x ja ¢ ~ x jarelduvad mp ~ mx ja ¢ ~ T 2.
Ténu seose ~ kolmandale omadusele jareldub tingimustest mp ~ mx ja
mq ~ mx vordus mp = mq ehk p = q.
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Olgu niitid n {ihest suurem. Eeldame, et viide kehtib n — 1 korral. Tahistagu
P hulka H U {p}. Kuna iga = € H korral p ~ =z, siis irrefleksiivsuse tottu
p & H. Seega |P| = 2". Paneme téhele, et a ~ b erinevate a,b € P korral.

Olgu i € [n] suvaline. Vaatleme kogumit

K ={FE C P:me¢mée, kuiee € FE}.

Veendume, et kogumi K iga elemendi E korral |E| < 277! Kui e,e’ € E
on erinevad, siis e ~ ¢ ja me # me', millest aga jareldub, et vdhemalt
tthe j € [n] \ {¢} korral peab kehtima mje ~ m;e/. See aga tdhendab, et
erinevate e, ¢’ € E korral T;e ~ 7;e’. Seega erinevate e, ¢’ € m;FE korral e ~ €/,
kusjuures irrefleksiivsuse tottu |7; F| = |E|. Induktsiooni eelduse tottu saame
T, E] < 27! ehk |B| <2n7L

Naitame, et kui A on kogumi K sisalduvusseose suhtes maksimaalne element,
siis P\ A on seda samuti ning |A| = |P\A| = 2"!. Olgu A kogumi K suvaline
sisalduvusseose suhtes maksimaalne element. Téhistagu B hulka P \ A. Kui
mone b € B korral oleks nii, et mb # ma iga a € A korral, siis saaksime
AU {b} € K, mis oleks aga vastuolus A maksimaalsusega. Seega peab iga
b € B korral leiduma selline a € A, et m;b ~ m;a. Olgu niiiid b ja b’ kaks suvalist
hulga B elementi ning olgu a ja a’ sellised hulga A elemendid, et m;b ~ m;a
ja mb' ~ m;ad’. Oletame, et m;b ~ m;b'. Ténu seose ~ kolmandale omadusele
saame siis, et ma = mb' ja ma' = m;b. Nendest kahest vordusest ja seosest
mb ~ mb' jareldub aga seos m;a ~ m;a’, mis satub vastuollu tingimusega
A € K. Niisiis suvaliste b, € B korral m;b % mb'. Seega B € K. Kuna
A,B € K, siis eelneva pohjal |A|,|B| < 277!, Kuna |A| + |B| = 2" ning
|A[, |B] < 2", siis peab kehtima |A] = |B| = 2"~ !. Kuna kogumi K iga
elemendi E korral |E| < 2" ! ning |B| = 2", siis B on ilmselt ka kogumi K
maksimaalne element.

Kuna {p} € K ning K on loplik, siis leidub A € K nii, et {p} C A ning A
on kogumi K maksimaalne element. Tdhistagu B hulka P \ A. Siis eelneva
pohjal on B samuti kogumi K maksimaalne element ning |A| = |B| = 2"

Votame niiiid 1opuks vaatluse alla ka elemendi q. Oletame, et iga b € B korral
miq 7 m;b. Vaatleme hulka B* = BU{q}. Paneme tihele, et kuna ¢ ~ biga b €
B korral, siis seose ~ irrefleksiivsuse tottu ¢ € B ja jérelikult |B*| = 271 + 1.
Kui b, € B* on erinevad, siis b ~ V' ja mb & mb'. Sellest aga jareldub,
et erinevate b, b € B* korral 7;b ~ 7;b'. Seega erinevate b,b' € ;* korral
b ~ U/, kusjuures irrefleksiivsuse tottu |m;8*| = |B*| ehk |7,B*| = 27! + 1.
Induktsiooni eelduse kohaselt aga |7;B*| < 2"~!, mis liheb eclnevaga vastuolu.
Seega oli meie oletus vair ja peab leiduma by € B nii, et m;q ~ m;bg.
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Kui oleks nii, et m;by % m;a iga a € A korral, siis saaksime AU {by} € K, mis
oleks aga vastuolus .4 maksimaalsusega. Seega peab leiduma selline ay € A,
et mby ~ mag. Tanu seose ~ kolmandale omadusele saame tingimustest
miq ~ mby ja mby ~ may vorduse m;q = mag. Kuna aga mq = mag ja
miag 7 ma iga a € A korral, siis iga a € A korral m;q % m;a. Vaatleme niiiid
hulka A* = A\ {p} ja selle projektsiooni 7;.4*. Eelnevaga analoogiliselt ndeme,
et |7 A*| =271 — 1 ning a ~ @/, kui a,d’ € T;A* on erinevad. Nieme samuti,
et iga x € A* korral 7;p ~ m;x ja 7;q ~ 7;x. Induktsiooni eelduse kohaselt
saame, et m;p = 7,q.

Meie eesmérgiks oli aga niidata, et p = ¢. Seega on jadnud niidata, et
mip = mq. Toestuse 16petamiseks valime j € [n] \ {i}, mis on n > 2 tottu
alati voimalik, ja kordame koik tehtud sammud uuesti indeksi j jaoks. Saame
m;p = m;q, millest j # ¢ tottu jareldub ka meile vajalik vordus mp = m;q. O

Jareldus 3.4. Kut H C B on selline, et a ~ b erinevate a,b € H korral, siis
|H| < 2™,

Jareldus 3.5. Olgu P C B selline, et |P| = 2" ja a ~ b erinevate a,b € P
korral. Olgu i € [n]. Kui A on kogumi

K={ECP:me¢me, kuie,e € E}

maksimaalne element sisalduvusseose suhtes, siis P\ A on seda samuti ning

Al =271

Téestus. Toestus sisaldub viimase lemma toestuses (vaata kahte valemireale
jargnevat sisuloiku). O

Jareldus 3.6. Olgu P C B selline, et |P| = 2" ja a ~ b erinevate a,b € P
korral. Olgu x € P ja i € [n] suwvalised. Siis leidub y € P nii, et mx ~ my.

Téestus. Olgu K selline nagu eelmises jérelduses. Kuna {z} € K ning K on
16plik, siis leidub A € K nii, et {z} C A ning A on kogumi K maksimaalne
element. Téhistagu B hulka P\ A. Jareldusest 3.5 saame, et ka B on kogumi
K maksimaalne element. Kui oleks nii, et iga b € B korral m;z ¢ m;b, siis
kehtiks BU{z} € K, mis oleks aga vastuolus B maksimaalsusega. Seega peab
leiduma y € B nii, et mx ~ my. O]

Tuletame meelde, et iga i € [n] korral tahistab S; hulga B; alamhulka, mis

koosneb parajasti sellistest hulga B; elementidest x, mille puhul leidub y € B;
nii, et x ~ y. Tahistagu £ edaspidi hulka Hie[n] Si.
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Jareldus 3.7. Olgu P C B selline, et |P| = 2" ja a ~ b erinevate a,b € P
korral. Siis P C E.

Toestus. Jareldub otse viimasest tulemusest. O

Lemma 3.8. Olgu P C B selline, et |P| = 2" ja a ~ b erinevate a,b € P
korral. Olgu « ja B hulga P kaks erinevat elementi. Jargmised vdited on
samavddrsed.

1. Leidub selline z € B, et z # « ja z # 5 ning z ~ p iga p € P\ {«, 5}
korral.

2. Leidub selline i € [n], et ma ~ w0 ning mja = 7;0 iga j € [n] \ {i}
korral.

Téestus. Oletame, et kehtib viide 2. Eelduse |B;| > 3 tottu leidub z; € B;
nii, et z; # ma ja z; # mP (see on ainus koht, kus kasutame eeldust |B;| > 3).
Olgu z € B selline, et mz = z; ning iga j # ¢ korral on 7,z sama mis m;«a ja
7; 3. Néeme, et z # o ja z # (. Néitame, et z ~ piga p € P\ {«, 8} korral.
Olgu p € P\ {a, f} suvaline. Kui oleks nii, et m;p o m;z iga j € [n] \ {i}
korral, siis seoste p ~ « ja p ~ [ tottu peaks olema m;p ~ m« ja mp ~ w5,
millest seose ~ kolmanda omaduse tottu jarelduks vordus m;ac = m;3. Viimane
vordus laheb aga ~ irrefleksiivsuse tottu vastuollu eeldusega m;ac ~ ;3. Seega
peab leiduma j € [n]\ {i} nii, et m;p ~ 7;z. Jarelikult p ~ 2.

Naitame niitid, et vaitest 1 jareldub viide 2. Eeldame, et kehtib viide 1.
Oletame vastuvaiteliselt, et on olemas indeksid i,7 € [n] nii, et ¢ # j ning
ma # mf ja o #£ .

Vaatleme kogumit
K; ={F C P:me+ me, kuie e € FE}

Tahame veenduda, et leidub kogumi K maksimaalne element A; nii, et a € A;
ning § € A;. Jarelduse 3.6 kohaselt peab leiduma (' € P nii, et ma ~ ;5.
Kui kehtiks m;8 ~ m;8’, siis seostest m;o0 ~ m; 8" ja m;3 ~ m; 8" jarelduks seose
~ kolmanda omaduse tottu vordus m;a = m; 5, mis laheks aga vastuollu meie
eeldusega. Seega ;5 o4 m;' ning {B, '} € K;. Kuna {f, 5’} € K, ning K;
on loplik, siis leidub B; € K; nii, et {#,5'} C B; ning B; on kogumi K;
maksimaalne element. Tahistagu A; hulka P\ B;. Jareldusest 3.5 saame, et ka
A; on kogumi K; maksimaalne element. Paneme tédhele, et 8 € B;, mistottu
B & A;. Kuna ' € B; ja mya ~ m; ', siis ei saa o hulka B; kuuluda (see laheks
vastuollu tingimusega B; € K;). Jarelikult o € A;.
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Oleme néidanud, et kogumil K; leidub maksimaalne element A; nii, et a € A;
ning 8 ¢ A;. Votmetédhtsusega oli siin seejuures eeldus m;a # ;5. Kuna ka
mjo # m; 3, siis samamoodi saame ka nididata, et kogumil

K;={E C P:mjemie, kuie e € E}

leidub maksimaalne element A4, nii, et a € A; ning 8 ¢ A,. Tahistagu B;
ja B; vastavalt hulkasid P \ A; ja P\ A;. Jareldusest 3.5 saame, et 3; on
kogumi K; maksimaalne element ja B; on kogumi K; maksimaalne element,
kusjuures |A;| = |A;] =21

Votame niitid lopuks vaatluse alla ka elemendi z € B, mille kohta teame, et
z#ajaz# [ ning z~pigap€ P\ {a«, [} korral.

Oletame, et m;z o4 mu iga u € A; korral. Votame vaatluse alla hulga Af =
A; \ {a}. Ndeme, et [7;AF] = 2" ! ning u ~ o/, kui u, v’ € ;A on erinevad.
Néeme samuti, et iga © € A! korral 7,2 ~ Tz ja m;a ~ mx. Lemma 3.3
kohaselt saame, et 7;2 = ;. Muuhulgas siis 7,2 = ;. Kuna 7z = 7,;a ning
mio b miu iga u € A; korral, siis iga u € A; korral 7z o m;u. Analoogiliselt
eelnevaga saame siit 7,z = 7;a. Koos vordusega m;jz = mjor annab see aga
z = «, mis ldheb vastuollu eeldusega z # a.

Vastuoluni viis meid oletus, et m;z # mu iga u € A; korral. Piitiame niiiid
vastupidist oletada. Oletame seega, et leidub uy € A; nii, et mz ~ mug.
Kui oleks nii, et mug # mv iga v € B; korral, siis saaksime B; U {ug} € K,
mis satuks aga vastuollu B; maksimaalsusega. Seega peab leiduma selline
vy € B;, et mug ~ mvy. Tingimustest ;2 ~ mug ja mug ~ m;vy saame seose
~ kolmanda omaduse kohaselt vorduse m;z = mvy. Kuna m;z2 = m;vp ning
mivy % mv iga v € B; korral, siis iga v € B; korral m;z o mv. Jouame siit
vorduseni z = [ analoogiliselt sellega, kuidas joudsime eelmises sisuloigus
vorduseni z = a. Vordus z = 3 ldheb aga vastuollu eeldusega z # .

Kuna molemad juhud viisid vastuoluni, siis peab véar olema meie vastuvéi-
teline oletus, et a ja B erinevad vihemalt kahes komponendis. Teiselt poolt,
kuna eelduse kohaselt o # f3, siis erinevad « ja [ viahemalt iihes komponendis.
Kokkuvottes voib seega Gelda, et nad erinevad tépselt iihes komponendis.
Seega leidub selline ¢ € [n], et ma # ;8 ning iga j # i korral mjo = m;/5.
Kuna aga a ~ ( ning irrefleksiivsuse tottu mja o¢ m;3, kui j # 4, siis peab
kehtima m;a ~ 7; . O

Paneme téhele, et seose ~ kolmanda omaduse kohaselt leidub iga i € [n]
ja x € S; korral tegelikult parajasti iiks tingimust x ~ y rahuldav y € B;.
See liheselt maaratud y on seejuures ka ise S; element. Téhistame y = —x.
Lepime kokku, et kui 0 € {—1,1} ja x € S;, siis 0z = z, kui § = 1, ning

26



Or = —x, kui = —1. Kuiz € £ ja f: [n] —» {—1, 1}, siis tdhistagu fz hulga
€ elementi, mis rahuldab iga ¢ € [n] korral seost m;(fz) = f(i)mx.

Kujutuse G injektiivsust ldheb meil vaja vaid kahel korral, lemma 3.10 ja
lemma 3.13 toestustes. On ka teisi kohti, kus me voiksime kujutuse G injek-
tiivsust rakendada, aga koigis neis kohtades saab sama tulemuseni joudmiseks
rakendada injektiivsuse asemel hoopis teadmist, et kujutus G siilitab seost
~ ning seos ~ on irrefleksiivne (mida me ka teeme, rohutamaks kahte kohta,
kus G injektiivsuse kasutamisest ei padse).

Lemma 3.9. Kuiz € &, siis ka G(x) € £.

Toestus. Vaatleme hulka
P={peB:3f:n]—={-1,1} p= fz}.

Kuna f; # f3 korral fiz ~ fox, siis u ~ v erinevate u,v € P korral. Kuna
f1 # f2 korral fix ~ for ning seos ~ on irrefleksiivne, siis f; # f5 korral
fix # fox. Saame jareldada, et hulgas P on tédpselt 2" elementi (nii mitu on
meil funktsioone f : [n] — {—1,1}).

Kuna kujutus G siilitab seost ~ ning seos ~ on irrefleksiivne, siis u ~ v
erinevate u,v € G(P) korral, kusjuures |G(P)| = 2". Jareldusest 3.7 saame,
et G(P) C €. Kuna z € P, siis G(z) € G(P), millest G(P) C £ tottu saame
G(x) € €. O

Lemmast 3.8 saame teha jargmise jarelduse.

Lemma 3.10. Olgu x € €. Olgu =’ € B selline, et mone a € [n] korral
o ~ T’ ning iga i € [n] \ {a} korral mx = mx'. Siis on G(x) ja G(2')
sellised, et mone € [n] korral m3G(x) ~ mgG(2") ning iga i € [n] \ {5}
korral m;G(x) = m;G(2').

Toestus. Defineerime hulga P samamoodi nagu eelmise lemma toestuses.
Nagu enne négime, |P| = 2" ning u ~ v erinevate u,v € P korral. Kuna
leidub indeks a € [n] nii, et Tz ~ T2’ ning iga i # « korral mx = ma’, siis
lemma 3.8 implikatsioonist 2 = 1 jareldub, et leidub z € B nii, et z # x ja
z # 2/ ning z ~ pigap € P\ {z,2'} korral.

Nagu enne juba samuti nigime, |G(P)| = 2" ning u ~ v erinevate u,v € G(P)
korral. Kuna z ~ piga p € P\ {x, 2’} korral ning kujutus G siilitab seost ~,
siis G(z) ~ qiga ¢ € G(P \ {x,2'}) korral. Kuna kujutus G siilitab seost ~
ning seos ~ on irrefleksiivne, siis ahend G|p on injektiivne. Kuivord ahend

G|p on injektiivne, siis G(P \ {z,2'}) = G(P) \ {G(x), G(2")}. Lopuks, kuna
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z # x ja z # o, siis G injektiivsuse tottu G(z) # G(x) ja G(z) # G(2') (see
on iiks kahest kohast, kus kujutuse G injektiivsust ldheb ka périselt vaja).
Lemma 3.8 implikatsioonist 1 = 2 jareldub niiiid, et leidub indeks 5 € [n] nii,
et m3G () ~ 3G (2') ning iga i # § korral m;G(x) = m;G(2'). O

Toestame veel moned lemmad. Iga i € [n] korral tdhistagu NN; funktsiooni
N; : [n] — {—1,1}, kus N;(i) = —1 jaiga j # i korral N;(j) = 1. Igaz € &
korral on N;x seega selline £ element, et m; N;x = —m;x ning iga j # ¢ korral
miNyx = ;.

Lemma 3.11. Olgu x € &£. Siis leidub bijektsioon o, : [n] — [n] nii, et kui
f:n] = {=1,1} ja q € B on selline, et iga i € [n| korral myq = f(i)mx, siis
on G(q) selline, et iga i € [n] korral 7., 1yG(q) = f(1)7s, )G (2).

Toestus. Alustame permutatsiooni o defineerimisest. Olgu « € [n] suvaline.
Votame vaatluse alla elemendi N,z. Lemma 3.10 kohaselt leidub iiheselt
médratud indeks 5 € [n] nii, et G(N,z) = NgG(z) (ithene méératlus tuleneb
irrefleksiivsusest). Defineerime o, (a) = f.

Veendume, et o, on injektiivne. Olgu 4,j € [n] erinevad. Siis N;z ~ Njz.
Kuna kujutus G séilitab seost ~ ning seos ~ on irrefleksiivne, siis G(N;x) #
G(N,z). Kuna aga G(N;x) # G(N;z), siis vordus o,(i) = 0,(j) kehtida
el saa. Seega i # j korral o,(i) # 0,(j) ehk o, on injektiivne. Kuna o,
on injektiivne kujutus loplikust hulgast iseendasse, siis on see kujutus ka
siirjektiivne. Jarelikult on o, toepoolest bijektsioon.

Téahistagu k hulga {i € [n] : f(i) = —1} suurust ehk seda, kui mitmes
komponendis erinevad tiksteisest elemendid ¢ ja x. Toestame meid huvitava
vaite induktsiooniga k jargi. Viite kehtivus k& = 0 korral on ilmne. Viite
kehtivus k = 1 korral jéreldub otse o, definitsioonist. Olgu niiiid m mingi
tingimust 2 < m < n rahuldav téaisarv. Oletame, et viide kehtib, kui k < m.
Néitame, et viide kehtib ka juhul k£ = m.

Kuna m > 2, siis leiduvad indeksid a ja § nii, et f(a) = f(8) = —1
ning a # (. Vaatleme elemente N,q, Ngq ja N,Ngq. Induktsiooni eelduse
kohaselt on nende kujutised funktsiooniga G just sellised nagu nad olema
peaksid. Kuna N,q ja N,Nzq erinevad vaid komponendis 3, siis G(N,q) ja
G(NaNgq) erinevad vaid komponendis o () ehk G(NoN3gq) = Ny(g)G(Nagq).
Analoogiliselt, kuna Ngq ja N, Nsq erinevad vaid komponendis «, siis G(Ngq)
ja G(NaNN3q) erinevad vaid komponendis o (o) ehk G(NoyNsq) = Ny0)G(Npq).
Kuna ¢ erineb elementidest N,q ja Ngq vaid iihes komponendis, siis Lemma
3.10 kohaselt leiduvad sellised indeksid u ja v, et G(N,q) = N,G(q) ja
G(Npq) = NuG(q).
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Neli viimast vordust kokku pannes saame vordused G(NoNgq) = N5 N.G(q)
(esimene ja kolmas vordus) ning G(NaNgq) = Ny)NoG(q) (teine ja neljas
vordus), millest saame vorduse N,5)NuG(q) = Ny(a)NoG(q). Kuna kujutus
G siilitab seost ~, seos ~ on irrefleksiivne ja N,Ngq ~ ¢, siis G(N,Nsq) #
G(q). Teiselt poolt, kui kehtiks vordus o(5) = w voi vordus o(a) = v, siis
kdesoleva sisuloigu kahte esimest vordust kasutades voiksime jareldada, et
G(N,Nsq) = G(q). Viimane pole aga voimalik, seega o(5) # u ja o(«) # v.
Kuna o(3) # u ja o(a) # v ning seos ~ on irrefleksiivne, siis varasemalt
saadud vordus Ny N,G(q) = No)NuG(q) saab kehtida vaid juhul, kui
{o(B),u} = {o(a),v}. On kaks voimalust, kuidas saab viimane vordus toene
olla: kas o(a) = o(f) ja u = v voi siis v = o(f) ja u = o(«). Kuna aga
a # f3, siis o injektiivsuse tottu vordus o(a) = o(f) kehtida ei saa. Jarelikult
v =o0(p) jau=o(«a). Kiesoleva sisuloigu esimesest voi teisest vordusest niitid
saame, et G(NoNpq) = No(a)No(5)G(q) ehk G(q) = No(a)No(s)G(NalNpq).
Kuna induktsiooni eelduse kohaselt on G(N,Nzq) just selline nagu olema
peakski, siis jareldub viimasest vordusest, et ka G(gq) on just selline nagu
olema peakski. O

Pangem téahele, et me veel ei tea, kas bijektsioon o, soltub elemendi x € £
valikust. Hiljem selgub, et tegelikult ei soltu. Selleni joudmiseks on meil aga
koigepealt veel iiht abitulemust vaja.

Lemma 3.12. Olgu z € £. Kui q € B on selline, et m;q = m;z mone i € [n]
korral, siis m,,G(q) = o,y G(2).

Toestus. Viite kehtivus on n = 1 korral ilmne. Eeldame seega, et n > 2.
Vaatleme hulka

Pi={peB:3f:[n]—»{-L1}p=fz f(i)=—1}

Kuna f; # fy korral fiz ~ fyz, siis u ~ v erinevate u,v € P; korral. Kuna
f1 # fo korral fiz ~ fyz ning seos ~ on irrefleksiivne, siis f; # fo korral
fiz # foz. Saame jireldada, et hulgas P; on tépselt 2! elementi (nii mitu
on meil funktsioone f : [n] — {—1,1}, mille puhul f(i) = —1).

Kuna G siilitab seost ~ ning seos ~ on irrefleksiivne, siis |G(P;)| = 2"~! ning
u ~ v erinevate u,v € G(F;) korral. Lemmast 3.11 aga saame, et iga p € P,
korral 7, ;G(p) = —7,.(»G(2). Kui u,v € G(P;) on erinevad, siis u ~ v
ja Ty, ()U = Ty ;)v, millest irrefleksiivsuse tottu m,, ;u # 7, ;v, mistottu
peab leiduma selline j # 0.(7), et mju ~ m;v. Seega Ty_;)u ~ Ty ;¥ erinevate
u,v € G(P;) korral. Niisiis u ~ v erinevate u,v € T, G(P;) korral, kusjuures
irrefleksiivsuse tottu |7, G(P;)| = 2" 1.

29



Iga p € P, korral m;q ~ 7;p ja seega ka q¢ ~ p. Kuna G siilitab seost ~ siis
G(q) ~ G(p) iga p € P; korral. Oletame vastuviiteliselt, et 7, ;G(q) #
To.()G(2). Kuna 7, »G(q) # 7o.)G(2) ja p € P; korral 7, ;G(p) =
—To.(1)G(2), siis Ty, G (q) # 7o, )G(p). Kuna p € P; korral G(q) ~ G(p),
kuid 7, (G(q) % 7o, 1yG(p), siis peab leiduma selline j # o.(i), et m;G(q) ~
7;G(p). Niisiis iga p € P; korral 7,_;)G(q) ~ To.()G(p). Irrefleksiivsusest
saame seega T, ()G (q) € To. ()G (P). Vaatleme hulka

H =7, G(P) U{Ts,5)G(q)}.

Nieme, et |H| = 27! + 1. Kuna aga u ~ v, kui u,v € H on erinevad,
siis jdrelduse 3.4 kohaselt peab kehtima vorratus |H| < 277! mis liheb
aga viimasena saadud vordusega vastuollu. Vastuoluni viis meid oletus, et
To.(i)G(q) # 7o, (1)G(2). Niisiis 7, (3G (q) = 75,3 G(2), mida tahtsimegi aga
naidata. [

Oleme niiiid valmis néitama, et erinevate x,y € £ korral on bijektsioonid o,
ja o, siiski alati vordsed.

Lemma 3.13. Olgu x,y € & suvalised. Siis 0, = 0,.

Toestus. Vaide kehtivus on x = y korral ilmne. Eeldame seega, et = ja y on
erinevad. Oletame alustuseks, et x ja y erinevad vaid iihes komponendis. Olgu
see komponent indeksiga .

Rakendame lemmat 3.12 iiks kord nii, et z rollis on x ja ¢ rollis on y, ning
teine kord nii, et z rollis on y ja g rollis on x. Tulemuseks saame, et 7,G(x) =
7,;G(y) iga j # 0,(1) ja iga j # o,(i) korral. Kui oleks nii, et 0,(i) # o,(i),
siis kehtiks vordus G(z) = G(y). Kuna aga eelduse kohaselt = # vy, siis
G injektiivsuse tottu G(z) # G(y) (see on teine koht, kus ldheb vaja G
injektiivsust). Jérelikult o, (i) = o, (7). Tahistagu niiiid o(¢) indeksite o,(7) ja
o, (1) iihist vAartust.

Veendume niiiid, et 0,(j) = 0,(j) ka suvalise j € [n] \ {i} korral. Vaatleme
elementi N;z. Rakendame lemmat 3.12 uuesti, vottes z rolli y ning ¢ rolli
Njz. Tulemuseks saame, et iga a € [n]| \ {o(7),0,(j)} korral 7,G(N;z) =
ToG(y). Kuna aga varasemalt oleme juba saanud, et 7,G(y) = 1,G(z) iga
a # o(i) korral, siis saame jouda jérelduseni, et iga o € [n] \ {o(4),0,(j)}
korral m,G(N;x) = m,G(x). Oletame vastuvéiteliselt, et 0,(j) # o,(j). Siis
0.(j) # o(i) ja 0,(j) # o,(j), mistottu o,(j) € [n] \ {o(i),04(7)}. Viimasest
vordusest saame seega sel korral 7, ;G(N;r) = 7,,;)G(x). Lemma 3.11
kohaselt peab aga kehtima vordus 7,,(;G(N;x) = —7,, ;G (). Seose ~
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irrefleksiivsuse tottu need kaks vordust aga korraga kehtida ei saa, vastuolu.
Vastuoluni viis meid oletus, et 0,(j) # o,(j). Jarelikult kehtib o,(7) = o,(j).

Oleme néidanud, et vdide kehtib, kui = ja y erinevad vaid iihes komponendis.
Oletame niiiid, et x ja y erinevad vdhemalt kahes komponendis. Siis leiduvad
€o,-..,er € E, kus k={i € [n] : mz # my} ning eqg = x ja e, = y, kusjuures
iga i €{0,...,k— 1} korral erinevad e; ja e;4; vaid tihes komponendis. Siis
eelneva pohjal saame, et iga i € {0,...,k — 1} korral o., = o,,,,, millest
0e, = 0¢, €hk 0, = 0, (tegelikult ldheb meil jirgnevas vaja vaid seda juhtu,
kus z ja y erinevad vaid iithes komponendis). ]

Oleme niiiid 16puks joudnud seisuni, kus oleme voimelised teoreemi 3.2 toestuse
lopuni viima.

Teoreemi 3.2 toestus. Kuna eelduse kohaselt S; # () iga i € [n] korral, siis
on mittetiihi ka & (ainus koht, kus kasutame eeldust S; # ). Olgu niiiid
e € £ suvaline. Defineerime o = .. Olgu ¢ € [n]. Funktsiooni g : S; = S,(;)
defineerimiseks votame vaatluse alla hulga S; suvalise elemendi s;. Tahistagu
e(i, s;) hulga &€ sellist elementi, et me(i, s;) = s; ning j # i korral m;e(i, s;) =
mje. Defineerime g;(s;) = m,(;)G(e(,s;)). Kuna e(i, s;) € &, siis lemma 3.9
kohaselt G'(e(i, s;)) € &€, mistottu 7, G(e(i, 5:)) € Sog)-

Toestuse 1opetamiseks néitame, et kui = € B jai € [n] on sellised, et m;z € S;,
siis kehtib 7,(;G(2) = gi(mx). Olgu € B ja i € [n] sellised, et mx € S;.
Véotame vaatluse alla elemendi e* = e(i, m;x) (kasutame eelmises sisuldigus
sisse toodud téhistust). Rakendame lemmat 3.12, vottes z rolli e* ja ¢ rolli x.
Arvestades, et lemma 3.13 kohaselt 0.« = 0., saame tulemuseks

To(i)G(2) = Moy G(€7) = To()G(e(i, mix)) = gi(mix),
millest 7,;G(z) = gi(mx), mida oligi vaja nédidata. Paneme téhele, et lem-

mat 3.13 rakendame elementidele e ja e*, mis erinevad maksimaalselt iihe
komponendi vorra. O
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3.2 Piisavad tingimused

Eelmises jaotises toestatud teoreemi 3.1 kasutades toestame niiiid, et 1opliku
arvu rangelt kumerate Banachi ruumide /..-summa X korral on mittelaiendav
bijektsioon F' : Bx — By isomeetria, kui see rahuldab tingimust F(Sx) C Sx
voi F(ext Bx) C ext Bx. Jérgnev toestus on kédesoleva magistritoéé autori
originaalse kahe liidetavaga juhtu késitleva toestuse |7, Theorem 4| 16pposa
iildistus. Uhtlasi on see K. A.Kuriku bakalaureusetéos [9] ja selle pdhjal
valminud artiklis [10] esitatud arutluskiigu veidi muudetud variant.

Banachi ruumide Xy, ..., X, /. -summa X iihikkerale, iihiksfaarile ja ekstre-
maalsete punktide hulgale voib anda kirjeldused

BX = ﬁ Bi7
i=1

Sx = {(z;)j-, € Bx : x; € Sy, vihemalt iihe ¢ korral},
ext By = Hext Bx,.
i=1

Kui ruumid X, ..., X,, on mittetriviaalsed ja rangelt kumerad, siis ext By, =
Sy,, mistottu ext Bx =[], Sx,

Teoreem 3.14. Olgu X4,..., X, rangelt kumerad Banachi ruumid ning
olgu X nende ruumide lo-summa. Olgu kujutus F' . Bx — Bx mittelaiendav
bijektsioon. Kui F' rahuldab tingimust F(Sx) C Sx voi F(ext Bx) C ext By,
siis F' on isomeetria.

Toestus. Kuiruumide X1, ..., X, seas on triviaalseid, siis voime neid summast
valja jatta ilma et X seejuures muutuks. Tulemuseks saame kas tiihja summa
vOi siis mittetriviaalsete liidetavate mittetiihja summa. Kuna tiihi summa on
triviaalne ruum, mille puhul teoreemi véide ilmselt kehtib, siis voime edaspidi
eeldada, et ruumid Xq, ..., X,, on mittetriviaalsed.

Téhistagu By, ..., B, ruumide X1, ..., X, ihikkerasid ja Si,...,.S, nende
ithiksfaare. Tahistagu 7y, ..., m, summa X projektsioone oma komponentidele.
Tahistagu G kujutuse F' poordkujutust. Paneme tdhele, et G on mitteahen-
dav bijektsioon. Téhistagu [n| hulka {1,...,n}. Eelmises jaotises toestatud
teoreemist 3.1 jéareldub, et leidub bijektsioon o : [n] — [n] ja mitteahendavad
kujutused g1, ..., gy, kus iga i € [n] korral g; : S; = S,(;) ning iga = € By ja
iga i € [n] korral m,;)G(x) = g;(mx), kul mz € S;.

Kuna funktsioonid gy, ..., g, on mitteahendavad, siis nad on ilmselt ka in-
jektiivsed. Néitame, et lisatingimuse F'(Sx) C Sx voi F(ext Bx) C ext Bx
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korral on funktsioonid ¢, ..., g, ka siirjektiivsed (see on ainus asi, mille jaoks
me neid lisatingimusi vajame).

Vaatleme koigepealt tingimust F/(Sx) C Sx. Olgu i € [n] ning s € Sy
suvalised. Vaatleme elementi x € Sx, kus 7,z = s ja mpx = 0 iga k # o(7)
korral. Kuna = € Sy, siis eelduse F(Sx) C Sx kohaselt ka F(x) € Sx.
Seega m;F(x) € S; vihemalt tthe j € [n] korral. Kui 7;F(x) € S; mone
J € [n] korral, siis m,;G(F(x)) = g;j(m;jF(x)) ehk m,nx = g;(m;F(x)),
millest 7,z € Sy(;). Kui aga j # 4, siis 0(j) # o(i) ning = definitsiooni
kohaselt 7,(jyx = 0, mistottu m,¢;)x & So(;). Niisiis j # i korral m;F(z) € S;
kehtida ei saa. Kuna m;F(x) € S; peab vidhemalt iihe j € [n] korral siiski
kehtima, siis saame 7; F'(x) € \S;. Jarelikult aga m,;G(F(x)) = gi(mF'(x)) ehk
To@ @ = gi(miF (x)), millest s = g;(m; F'(x)). Niisiis leidub elemendil s € S,;
eelkujutis funktsiooni g; suhtes. Kuna s € S,(; oli valitud suvaliselt, siis
funktsioon g; on siirjektiivne.

Vaatleme niitid tingimust ext Bx C ext Bx. Olgu i € [n| ning s € Sy
suvalised. Iga k # o(i) korral olgu s, mingi Sy element (see valik on voimalik,
sest koik ruumid on mittetriviaalsed). Vaatleme elementi « € ext By, kus
To)@ = s ja iga k # o(i) korral mpr = 5. Kuna 2 € ext By, siis eelduse
ext Bx C ext By kohaselt ka F'(z) € ext Bx. Seega muuhulgas m;F'(z) € S;.
Edasine arutluskiik on sama mis juhu F(Sx) C Sy korral.

Oleme naidanud, et funktsioonid gy, ..., g, on siirjektiivsed. Varasemast
teame, et need on ka injektiivsed. Seega on g1, ..., g, bijektsioonid. Paneme
veel téhele, et iga i € [n] ja iga s € S; korral g;(—s) = —g;(s) (kuna s ja —s
on iiksteisest kaugusel kaks ning g; on mitteahendav, siis ka g;(s) ja g;(—s)

on tksteisest kaugusel kaks, millest X,; range kumeruse ning jarelduse 1.2
abil jareldub g;(—s) = —gi(s)).

Olgu ¢ € [n] suvaline. Defineerime funktsiooni G; : B; = B,(;, méérates
Gi(0) =0 jay # 0 korral G;(y) = ||yllgi(y/]ly||). Néitame, et iga y € B; ning
iga o € [—1,1] korral G;(ay) = aG;(y). Paneme téhele, et o = 0 korral on
toestatava vorduse molemad pooled vordsed nulliga. Kuna sama voib 6elda
ka juhu y = 0 kohta, siis voime eeldada, et o ja y on nullist erinevad. Kui
a > 0, siis saame

Gilay) = llayllgi(jazy) = ellyllgi () = aGily).
Kui aga a < 0, siis saame
Gi(ay) = [layllgi(rozr) = —llyllgi( — 1)

kuid eelneva pohjal ¢;(—y/||y||) = —g:(y/||y||), mistottu saame ka o < 0
korral vorduse G;(ay) = aG;(y).
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Olgu funktsioon G* : By — By selline, et iga y € Bx ja iga i € [n] korral
7o) G*(y) = G;(m;y). Ei ole raske veenduda, et kui y € Bx ning a € [—1, 1],
siis iga @ € [n] korral 7, G*(ay) = m,)aG*(y) (kasutame G* definitsiooni
ja G; homogeensust), mistottu G*(ay) = aG*(y). Kuna G*(ay) = aG*(y)
iga y € By ning iga a € [—1,1] korral, siis rahuldab G* jérelduse 1.6
sonastuses toodud tingimust. Toestuse 1opetamiseks piisab meil seega naidata,
et kehtib vordus G = G*. Veendume vorduse G = G* kehtivuses. Olgu
y € By. Tahistagu K hulka {i € [n]: myy & S;}. Téhistagu k selle hulga
suurust. Toestame véite G(y) = G*(y) induktsiooniga k jargi.

Néeme, et k = 0 korral on viide kehtivus ilmne. Olgu niitid m tingimust
1 < m < n rahuldav taisarv. Oletame, et védide kehtib juhul £ < m. Néaitame
niitid, et véide kehtib ka juhul k& = m. Téhistame * = G(y). Iga u € By
korral tahistagu wuq, ..., u, jargnevas elemendi v komponente mu, ..., T,u.
Iga j € o(K) korral olgu s; = x;/||z;||, kui z; # 0, ning olgu s; suvaline
S; element, kui z; = 0 (ruumi X mittetriviaalsuse tottu on viimane valik
voimalik). Iga i € K korral olgu t; = g; ' (s,(;)) (see on see koht, kus kasutame
g; strjektiivsust).

Peame néitama, et iga i € [n] korral z,;) = G;(y;). Varasemast teame, et see
vordus kehtib, kui kehtib y; € S;. Jadb seega néidata, et see kehtib ka y; € 5;
ehk ¢ € K korral. Olgu seega a € K suvaline. Téhistame 5 = o(«). Veendume,
et 5 = Go(Ya). Paneme téhele, et G, (||25]|ta) = ||25]|9a(ta) = ||zsllss = 25
Seega piisab meil naidata, et y, = ||zg/ta-

Olgu v/, y" € Bx sellised, et 3! = —t, ja y/, = ta, iga i € K \ {a} korral
v = y; = ||To@)||t; ning iga i ¢ K korral y;' = y; = y;. Paneme téhele,
et punktidel 3" ja 3" on molemal koigest m — 1 iihest viiksema normiga
komponenti. Saame seega rakendada nendele punktidele induktsiooni eeldust.
Téhistame 2’ = G(y') ning 2" = G(y"). Siis 75 = ga(~ta) = —ga(ta) = —5p
ja = ga(ta) = sp, igai € K\ {a} korral

"

Lo(iy = 37;(1') = ||5Fa(i)||9z'(tz‘) = ||%(i)||=5‘a(i) = To(4)
ning iga i ¢ K korral

952;(1') = x@(i) = Zo(i) = Gi(¥i)-

Paneme téhele, et iga j # 3 korral 2] = 2, = x;, mistottu

lz = &'l = llzs — 4]l = 1z — spll =1 — [|s]]

ning
1

— 2" = |lxg — 2l = llxg + spll = sll-
|z —2"|| = ||lxg — 25 = |lxg + spll = 1+ ||zg]
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Paneme téhele, et kuna iga i # « korral y/ = y. = y;, siis

Hy - yIH = ||ya - y;” = ||ya - ta”
ning
ly = 4"l = 1ya — vall = lya + tall-

Kuna F' on mittelaeindav, siis

ly =yl < llz = 2'|| ehk [y — tall <1 — [[z4]]
ning

ly ="l < llz — 2"|| ehk |lya +tal| < 14 [Jzg]].

Kui moni vorratustest ||y — tol| <1 —||zs] ja ||Ya + tall < 1+ ||zs] oleks
range, siis kolmnurga vorratusest saaksime

lte = (=ta)ll < [lta = vall + llya — (=)l < 2,

mis pole aga voimalik, sest t, € S, tottu |[t, — (—ta)|| = 2. Jéarelikult
kehtivad need vorratused vordustena. Kuna ruum X, on rangelt kumer,
ta € Sy ja ||zs|| € [0, 1], siis jarelduse 1.1 kohaselt annavad need kaks vordust
seose Y, = ||z3||ta, mis aga oligi see, mida tahtsime néidata. Sellega oleme
induktsiooni I6petanud.

Oleme néidanud, et G = G*. Toestuse 1opetamiseks rakendame jéareldust
1.6. ]
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3.3 Toestus kahe ruumi puhul

Selles jaotises toestame, et kahe rangelt kumera Banachi ruumi /,.-summa
ithikkera on meetrilise ruumina plastiline. Selle tarbeks néitame, et kahe
rangelt kumera Banachi ruumi /,.-summa X ja mittelaiendava bijektsiooni
F : Bx — Bx korral rahuldab kujutus F' tingimust F'(ext By) C ext Bx, mis
on eelmises jaotises toestatud teoreemi 3.14 kohaselt iiks piisavaid tingimusi
F isomeetriaks olemise jaoks. Siin esitatud toestus on algusosa artiklis [7]
esitatud kahe rangelt kumera Banachi ruumi /..-summa iihikkera plastilisuse
toestusest.

Teoreem 3.15. Kui X; ja X9 on rangelt kumerad Banachi ruumid, siis
ruumil Xy ®oo Xo on plastiline tihikkera.

Toestus. Tahistame X = X; @, X5. Kui moni ruumidest X; ja X, on
triviaalne, siis on X rangelt kumer, kuid rangelt kumera Banachi ruumi
ithikkera plastilisus on meile varasemast juba teada. Seega voime edaspidi
eeldada, et ruumid X; ja X, on mittetriviaalsed. Kui ruumid X; ja X, on
molemad tihemootmelised, on ruum X ise 1oplikumootmeline. Varasemast
aga teame, et plastiline on ka iga loplikumootmelise Banachi ruumi {ihikkera.
Seega jddb meil kaks juhtu. Uks on see, et molemad ruumid on vihemalt
kahemootmelised. Teine on see, et iiks kahest ruumist on iithemootmeline
ja teine vahemalt kahemootmeline. Nende kahe juhu puhul on toestus veidi
erinev.

Olgu F' : Bx — Bx mingi mittelaiendav bijektsioon. Tahame néidata, et
F' on isomeetria. Teoreemi 3.14 kohaselt piisab selleks veenduda, et kehtib
F(ext Bx) C ext Bx. Téhistame G = F~!. Iga € X korral tihistagu z; ja
xo vastavalt selle esimest ja teist komponenti. Tahistagu B; ja B, vastavalt
ruumide X7 ja X, iihikkerasid ning S; ja Sy nende iihiksfaédre. Tuletame
meelde, et Bx = By X By ning ext Bx = 57 X S5. Toome sisse tahistused

Hy ={z € Bx : ||z = [|z2]]},
Hy ={x € Bx : [|az = [|z4]|},
E={z € Bx : |zl = [lz2| }.
Paneme téhele, et £ = {ax : a € [0,1],2 € ext Bx}. Lause 1.3 punkti 4

kohaselt seega G(E) C E, millest omakorda F(Hy U Hy) C Hy U Hy. Jargnev
soltub ruumide X; ja X5 mootmete arvust.

Juht 1. Vaatleme koigepealt juhtu, kus molemad ruumid on vihemalt kahe-
mootmelised. Néitame, et sel juhul on hulga H; U Hs sidusad komponendid
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hulgad H; ja Hs. Esiteks, kuna seosega f(x) = ||x1|| — ||z2]|| defineeritud funkt-
sioon f: X — R on pidev, siis pideva joone ¢ : [0,1] — Bx korral on pidev ka
kujutus g = fo & :[0,1] — R. Kui aga £(0) € H; ja £(1) € Ho, siis g(0) > 0
ning ¢g(1) < 0, mistottu leidub ¢ pidevuse kohaselt selline ¢ € (0,1), et g(t) =0
ehk &(t) € E. Seega ei leidu sellist pidevat joont & : [0, 1] — H; U Ho, mille
puhul £(0) € Hy ja £(1) € Hy. On jaanud niidata, et hulgad H; ja Hy on
sidusad. Néitame seda H; varal, Hy jaoks on arutluskiik samasugune. Olgu
a € Hy jab € Hy suvalised. Kuna a,b € Hy, siis ||a1|| > ||az|| ning ||b1] > ||b2]],
mistottu a; ja by on nullist erinevad. Vaatleme punkte a’ = (a;1/||a1]], a2) ja
b = (b1/]|b1]], b2). Kuna a,b,a,b’ € Bx ning Bx on kumer, siis 16igud [a, d']
ja [b, V'] sisalduvad hulgas Bx. Kuna iga A € [0, 1] korral

1= Nar + Aar/farll]l = (@ = Nlaall + 3 > flaa]| > o]l

siis [a, a'] C Hy. Analoogiliselt saame, et [b,0'] C H;. On jddnud néidata, et
leidub pidev joon ¢ : [0, 1] — Hi, mis thendab punkte o’ ja /. Kuna a;/||a4||
ja by/]|b1]] on sfdéri Sy elemendid ning ruum X; on vihemalt kahemootmeline,
siis lause 1.7 kohaselt leidub pidev joon & : [0, 1] — Sy, kus &(0) = ay/||a4||
ja & (1) = b1/]|b1||. Defineerime joone & seosega £(A) = (&1(N), &(N)), kus
&(N) = (1 = N)ag + Abe. Kuna ag, by € By, siis By kumeruse tottu &(A) € B
iga A € [0,1] korral. Kuna & () € Sy ja & () € Ba, siis £(\) € Byx. Lisaks,
kuna |[a1]] > |laz|| ja [|b1]] > [|be]l, siis ||as|| ja ||b2|| on tihest véiksemad,
mistottu iga A € [0, 1] korral

1€2() 1 = [I[(T = A)ag + Abs[| < (1 = Azl + Alfba]| < 1.
Kuna iga A € [0, 1] korral ||&(N\)|| =1 ja [|€&2(N)]] < 1, siis Im & C H;. Ilmselt

on ¢ ka pidev.

Niiiid, kuna hulga H; U Hy sidusad komponendid on H; ja Hs, kusjuures F
on pidev ja F(H; U Hy) C Hy U Ho, siis on meil neli voimalust:

Veendume, et variandid 1 ja 4 on vélistatud. Néitame seda juhu 1 varal, juhu
4 puhul on arutluskiik analoogiline. Jargnevas tahistab A hulga A sulundit.
Paneme tahele, et kuna By on X kinnine alamhulk, siis A C By korral
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on A sulund By suhtes sama, mis A sulund X suhtes. Viimase tottu ei
pea me tdpsustama, mille suhtes sulundit votame. Kuna F(H;) C H; ja
F(H,) C Hy, siis F pidevusest jéreldub, et F(H,) C H; ja F(H,) C H,.
Paneme téhele, et H; = H; UE ja Hy = H, U E. Kuna H; U H, = By ning
F(H,) C H, ja F(Hy) C Hy, siis F(Bx) C H; ehk F(Bx) C H, UE. Kuna
aga Bx \ (H; U E) = Hy ning H, on mittetiihi, siis F'(Bx) C Hy U E ldheb
vastuollu F' siirjektiivsusega. Juhtu 4 saab kisitleda analoogilisel viisil.

Seega jadvad meil juhud 2 ja 3. Juhu 2 korral jarelduvad funktsiooni F'
pidevusest ning seostest F'(H,) C Hy ja F(Hy) C Hy tingimused F(H,) C Hy
ja F'(Hy) C Hy. Kuna aga £ C H ning E C Hs, siis saame F(E) C H ja
F(E) C Hy, millest F(E) C H; N H, ehk F(E) C E. Sama tulemuseni voime
analoogiliselt ka juhu 3 korral jouda.

Oleme niitid valmis néitama, et F(ext Bx) C ext Bx. Olgu = € ext Byx
suvaline. Kuna = € E ning F(E) C E, siis F(z) € E ehk F(z) = ay, kus
a € [0,1] ja y € ext Bx. Lause 1.3 punkti 4 kohaselt aga G(ay) = aG(y).
Viimasest kahest vordusest saame r = aG(y). Kuna y € Sy, siis lause 1.3
punkti 3 kohaselt ka G(y) € Sx. Vorduse # = aG(y) molemast poolest normi
vottes saame seega o = 1. Kuna F(z) = ay ja a = 1, siis F/(z) = y, millest
F(z) € ext Bx. Oleme néidanud, et kehtib sisalduvus F'(ext Bx) C ext By.
Toestuse lopetamiseks piisab rakendada eelmises jaotises toestatud teoreemi
3.14.

Juht 2. Vaatleme niiiid juhtu, kus iiks kahest ruumist on R ja teine véhe-
malt kahemootmeline. Uldisust kitsendamata eeldame, et X; on vihemalt
kahemootmeline ja Xy, = R. Madrame hulga H; U Hs sidusad komponendid.
Jatkuvalt kehtib see, et ei leidu sellist pidevat joont £ : [0,1] — Hy U Hy,
mille puhul £(0) € H; ja £(1) € H,. Jatkuvalt kehtib see, et hulk H; on
sidus. Votame niitid aga vaatluse alla hulga Hy. Kui « € Hy, siis |xg| > [|z1]],
mistottu xo # 0. Seega iga x € H, korral kas x5 > 0 voi x5 < 0. Hulgad
Hf ={x € Hy: 29 > 0} ja H; = {x € Hy : 15 < 0} moodustavad seega
hulga H, tiikelduse. Niitame, et hulga H, sidusad komponendid on H ja
H; . Tahistagu mo : X — R ruumi X projektsiooni oma teisele komponendile.
Paneme téhele, et 75 on pidev funktsioon. Pideva joone & : [0, 1] — Hs korral
on seega pidev ka kujutus g = my0 & : [0,1] — R. Kui aga £(0) € Hy ja
£(1) € Hy, siis g(0) > 0 ja g(1) < 0, mistottu peab g pidevuse tottu leiduma
selline ¢t € (0,1), et g(t) = 0. Kuna aga iga € Hj korral x5 # 0, siis viimane
laheb vastuollu tingimusega £(t) € Hy. Niisiis ei leidu sellist pidevat joont
¢ :[0,1] = Hoy, mille puhul £(0) € Hy ja &(1) € Hy . Seega on jéinud niidata,
et hulgad H, ja H, on sidusad. Olgu a,b € H ja A € [0, 1]. Siis |ag| > ||a1]|
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ja |ba| > [|by ]| ning
11 = A)ar + Aby[| < (1 = Nffarll + Al[bo ]} < (1 = Maz| + Afbal.

Kui a,b € Hy, siis (1 — X)ay > 0 ja Aby > 0. Kui a,b € H, , siis (1—N)ag <0
ja Aby < 0. Kummalgi juhul

[(1 = Nag + Aba| = [(1 — Nag| + [Ab2] = (1 — \)|az| + A|ba].
Kahte viimast valemirida kokku vottes saame, et iga A € [0, 1] korral
(1= N)ag + Abo1|| < [(1 = N)ag + Abaf,

millest (1 — X)a + A\b € Hy. Kui a,b € Hy, siis ag > 0 ja by > 0, millest
(1 —=X)ag+ Aby > 0. Analoogiliselt, kui a,b € H, , siis as < 0 ja by < 0, millest
(1 —X)az + Aby < 0. Niisiis a,b € Hy korral [a,b] C Hy ning a,b € H, korral
[a,b] C H, . Jarelikult on hulgad H ja H, kumerad ja seega ka sidusad.
Kokkuvottes saame, et hulga H; U Hy sidusad komponendid on H; ning H, ja
H; . Paremat ettekujutust vaadeldava olukorra kohta voib pakkuda jérgmine
joonis.

Joonis 1: Joonisel on kujutatud kolmemootmelise ruumi X = £3 @, R iihikke-
ra. Hulk ext Bx on tdhistatud punasega, hulk F sinisega. Allesjddnu jaotub
kolmeks iiksteisega iihendamata osaks. Koonused on hulgad Hy ja H, . Neid
iimbritsev voond on hulk H;. Kui teine komponent oleks vihemalt kahemoot-
meline, oleksid koonused iiksteisega nii-6elda ,neljandas mootmes™ iihendatud.
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Niiiid, kuna hulga H; U H, sidusad komponendid on Hy, H, ja H, , kusjuures
F on pidev ja F(Hy U Hy) C Hy U Hy, siis analoogiliselt eelmise juhuga on
meil seekord 3% = 27 voimalust (nii mitu on funktsioone kolmeelemendilisest
hulgast iseendasse). Kuna F' on pidev, siis F(Hl) C F(Hl) F(HY) C F(HY)
ja F(Hy) C F(H, ). Paneme téhele, et Hy = Hf UE" ja Hy = H; UE™, kus
Et={zx € E:x>0}jaE™ ={z € E:x <0} Nieme, ethmlgadHl,I-I2 ja
H_2_ katavad kera By. Funktsiooni F' siirjektiivsuse tottu peavad seega sama
tegema ka nende kujutised funktsiooniga F' ning viimase kolme sisalduvuse
tottu seega ka hulgad F(H,), F(H,) ja F(H, ). Kui aga F kujutab moned
kaks erinevat komponenti samasse komponenti, jaib moni hulkadest Hy, H,
ja Hy hulkade F/(H,), F(H, ) ja F(H,; ) poolt katmata. Analoogiliselt eelmise
juhuga jadb meil seega alles vaid 3! = 6 juhtu (nii mitu on permutatsioone
kolmest elemendist).

Naitame niiiid aga, et peab kehtima F'(H;) C H;. Oletame vastuviiteliselt,
et kehtib F(H,) C Hy voi F(H,) C H, . Vaatleme niiteks esimest juhtu.
Kujutuse F pidevuse tottu saame F(H;) C Hy ehk F(H, UE) C Hy UE*.
Kuna F C HiUFE ja F(HiUFE) C Hf UET, siis saame F(E) C H UE™.
Viimane laheb aga vastuollu sisalduvusega £ C F(F), mis jareldub varasemalt
saadud seosest G(E) C E. Analoogilisel viisil jouame vastuoluni ka juhu
F(H,) C Hy puhul.

Niiiid on meil ainult kaks voimalust alles jisnud. Uks on see, et F(H;) C Hj,
F(HY) C HY ja F(Hy) C H, . Teine on see, et F(H,) C Hy, F(Hy) C Hy
ja F(Hy) C Hy . Esimese juhu korral jirelduvad sisalduvustest F(H J) C

Hy ja F(H,) C H, sisalduvused F(H]) C Hy ja F(H;) C H;. Kuna
hulkade H, ja H, iihend on Hs, siis saame siit F/(Hy) C H,. Sisalduvusest
F(H,) C H; jireldub veel lisaks seos F(H;) C H;. Oleme niidanud, et
F(H,) C H; ja F(Hy) C H,. Samade tulemusteni vib analoogiliselt ka teise
juhu puhul jouda. Kuna E C H; ja E C Hy, siis saame siit F(E) C H; ja
F(E) C Hy, millest F(E) C H, N Hy ehk F(E) C E. Nagu tegime seda kahe
vihemalt kahemodtmelise ruumi juhul, saame sisalduvusest F'(E) C E niiiid
ka sisalduvuse F(ext Bx) C ext Bx jareldada. TGestuse 16petamiseks piisab
rakendada eelmises jaotises toestatud teoreemi 3.14. O]
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