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§ 15. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONID

Kahe muutuja funktsiooni z=7/(x, y) mdadramispiir-
konnaks nimetatakse kodigi nende punktide P(x; y) hulka,
millele on selle funktsiooni definitsiconiga vastavusse seatud
muutuja z iiks kindel vaartus.

Kui funktsiooni z=f(x, y) méaramispiirkonna punktid on
xy-tasapinna koikidest f{ilejddnud punktidest eraldatud pideva
joonega, siis nimetatakse méadramispiirkonda kinniseks, kui
rajajoone koik punktid kuuluvad maédramispiirkonda, ja lahtiseks,
kui rajajoone iikski punkt ei kuulu miédramispiirkonda.

Kahe muutuja funktsiooni z = f(x, y) médaramispiirkonna need
punktid, kus funktsioonil on konstantne vaértus ¢, moodustavad
joone, mida nimetatakse nivoojooneks. Nivoojoone vor-
rand on :

f(x! y) =c. (1)

Kolme muutuja funktsiooni u= ¢(x, y, 2) puhul moodustavad
punktid, kus funktsioonil on konstantne véddrtus ¢, nivoo-
pinna ¢(x, y, 2) =c.
Arvu A nimetatakse kahe muutuja funktsiooni f(x, y) piir-

vadrtuseks punktis (xo; yo) ja téhistatakse

limf(x, y) = A4,

X X

Y>Yo

kui iga & > 0 puhul leidub niisugune arv d(e) >0, et

'f(xv y) _AI < &, kui
0< (x—x0)%+ (¥ — yo)* < b(e). (2)

Viimase vorratuse voib asendada ka vorratustega
0< e —x <o ja 0<ly—yo <O °

Kui on olemas limf(x, y) =A ja ¢@(y) =limf(x, y), siis
X%, X+>Xo
Y—>Yo



on limg(y) =lim limjf(x,y) = A, voi kui samal eeldusel on
Yo>-Yo YV X>Xp v
p(x) =1lim f(x, y), siis on limy(x) =lim limf(x, y) = A.
Y>> XX XX Y >Y
Funktsiooni z=f(x, y) nimetatakse pidevaks tema
madramispiirkonna punktis (xo; yo), kui
lim f(x, y) = [ (o, Yo). (3)

XX
Y>Yo

Funktsioon on pidev teatavas piirkonnas, kui ta on pidev selle
piirkonna igas punktis.

Funktsiooni z=f(x, y) osatuletisteks nimetatakse piir-
vaartusi

9z , L oqaee o [ 4 A%, 9) —f(%, 9)
—_— x y [ — 1 ’
5 = (% 9) et %=

9z, & e f(X g Ay) — (%, 9)
5 =% ) _J;En ay :

Mitme muutuja funktsiooni osatuletise leidmiseks mingi
muutuja jargi tuleb funktsiooni diferentseerida selle muutuja
jargi kui tihe muutuja funktsiooni, vaadeldes iilejddnud muutu-
jaid konstantidena. .

Funktsiooni z=J(x, y) teist jarku osatuletised defineeritakse
selle funktsiooni esimest jarku osatuletiste osatuletistena:

A T Sl e 2 2O 0
W——f »(X, y) —a(a), 3x0y = ["x(%, ¥) —gg(g;),

0% 0 [0z 0%z 0 [0z
s =lwtn =5 (5) . G=lwinn=3(5)-

Korgemat jiarku osatuletised defineeritakse analoogiliselt. Kui
korgemat jarku segaosatuletised on pidevad, siis nad ei soltu
diferentseerimise jirjekorrast.

Pinna z= f(x, y) puutuvtasapind .punktis (xo; yo; 20) on

2 — 2o = ['x (%0, Yo) (X — %o0) + Fy(*0, Yo} (¥ — Yo) (4)

ja normaal

Felxo yg) = Fyl% 99 — —1

X —Xp Rl = T8y . (5)

Pinna F(x, y, 2) =0 puutuvtasapind punktis (xo; yo; 20) on

F'+ (%0, Yo, 20) (x — x0) + F’;(xo, Yo, 20) (¥ — Yo) +.
+ F’2(x0, Yo, 20) (2— 20) =0 (6)



ja normaal

X — Xp $a Yy—UYe i Z2— 2 (7)
F’ (X5, Yo» 2p) F/y(xoy Yo %) Fy(%g, Yo 20) ~ -

Funktsiooni z=f(x, y) tdisdiferentsiaaliks dz nime-
tatakse selle funktsiooni juurdekasvu Az =f(x 4 Ax, y + Ay) —
—f(x, y) seda osa, mis oleneb soltumatute muutujate juurde-
kasvudest Ax ja Ay lineaarselt ning erineb funktsiooni juurdekas-
vust Az niisuguse suuruse vorra, mis on Ax ja Ay suhtes korge-
mat jarku lopmatult véhenev:

Az=dz+ a Ax -+ B Ay, Nt

kus a>0 ja >0, kui Ax>0 ja Ay~>0. :
Kui mitme muutuja funktsioonil on mingis punktis olemas
pidevad esimest jarku osatuletised koigi muutujate jargi, siis on
tal selles punktis olemas tdisdiferentsiaal ning funktsiooni nime-
tatakse selles punktis diferentseeruvaks.
Diferentseeruva funktsiooni z = f(x,y) tdisdiferentsiaal aval-
dub kujul

7] 0
w:£m+£@. (9)

Kui x ja y on soltumatud muutujad, siis on valemis (9) dx = Ax
ja dy = Ay. Kui aga x ja y on omakorda mingid diferentseeruvad
funktsioonid, siis on dx ja dy nende funktsioonide tdisdiferent-
siaalid.

Funktsiooni z=f(x, y) n-jarku téisdiferentsiaal avaldub
kujul

dnz — d(dn1z) =(dxaix —{—dy%)" 2. (10)

Eriti

92 92 92 :
d2z=a—;-dx2—}—2ax;ydxdy—}—a—yidy?. (11)

Funktsiooni z= f(x, y) muutujate x ja y absoluutsete vigade
iilemméaadradele |Ax| ja |Ay| vastav funktsiooni abso-
luutse vea tilemmaéar on viikeste Ax ja Ay véairtuste
puhul praktiliselt hinnatav vorratusega

Az| < [Fe(x, y) Ax| 4 |F, (%, y)Ay|. (12)

Diferentseeruva funktsiooni u=7f(x, y, 2) gradiendiks
nimetatakse vektorit
du . Ou du}

gradu={3;, o % (13)

Gradient on risti nivoopinnaga.



- Funktsiooni u=f(x, y, 2) tuletiseks ifihikvektori
r={cosa; cosf; cosp} suunas (suunatuletiseks) nimetatakse
avaldist
[7] a di a
—(#:r-gradu=%cosa—!—a—:cosﬂ—}—a—zcosy. (14)
Gradiendi suunas on funktsiooni tuletis maksimaalne ja vordub
gradiendi absoluutvaartusega:

ou __ 1/ [ u\? ou\2 ou\2

(Fhas Kl B ) - 45) Hla): (15)
Kui z on liitfunktsioon z=z(n, v), kus u=u(x, y) ja

v=1v(x, y), siis z osatuletised x ja y jargi avalduvad kujul

om0 oy 3z dv
0% (0u-9x ) .dv; 0%’
9z _ 0z duy 0z 00 ot
dy ~ Ou Oy dv 9y °

Kui z=2(x, y, u, v), kus u=u(x, y) ja v=v(x, y), siis funkt-
siooni z kui ainult x ja y funktsiooni tdisosatuletised
x ja y jargi on vastavalt

21 SRERN T 0z Ou 0z Jdvu
Dx~ ox T ou oz T 30 ox’
Dz 0z dv (17)

202 0z Ou
Dy Tawtew o

Kui vorrand F(x, y, 2) =0 médrab z muutujate x ja y dife-
rentseeruva ilmutamata funktsioonina ja F’.(x, y, 2) 540, siis
avalduvad selle funktsiooni osatuletised kujul

9z__ F.xy2) gz Fuxuy 2

e T i R (18)

Kui vorrand F(x, y) =0 mairab y muutuja x funktsioonina
ja F',(x, y) #0, siis

4w _ P9 :
=T TF @) (19)

Kui vorrandisiisteem

{ Rz 0 - 0)—0

G(x, y. ur0r=10 (20)



méédrab u ja v muutujate x ja y diferentseeruvate funktsiooni-

dena, siis on nende funktsioonide osatuletised 2 y ]a avaldata-
vad siisteemist

oF du 0F 0dv
0x+ du ax+dv N © Y,
+ G du 4308 0G dv 0 (21)
dx 0u ox dv ox
OF oF
ou 0v
eeldusel, et 0.
0G 9G >
o0u 0v

Siisteem (21) on saadud siisteemi (20) vorrandite diferentsee-
rimisel x jargi, kusjuures « ja v on vaadeldud x ja y funktsioo-
nidena. Analoogiliselt saab siisteemi (20) vorrandeid y jargi dife-

rentseerides tuletada vorrandisiisteemi, millest on avaldatavad 3—‘;

dv

dy :

Kui funktsioon z=f(x, y) on punkti (xo; yo) iimbruses
n-+1 korda diferentseeruv, siis kehtib selles piirkonnas
Taylori valem:

[(x, y) = (%, %0) +%[(x—xo) st =0 5], v0) +

ja

| =) go+ 0 —w) 5| T o) + ...+

o[ —x0) =+ @ — w5 T, 40) +Re (22)
kus jaakliige

1 (4}
Ro=ggiyi | (= %) 35 +

+ @ —90) 5" fxo+ B(x—x0), vo+ O —waly  (23)

milles

0<£.0<1.

Erijuhul, kus =0 ja yo=0, nimetatakse valemit (22) Mac-
laurini valemiks.

Punkti (xg; yo) nimetatakse funktsiooni z=7f(x, y) mak-
simumkohaks, kui punkti (xo; yo) kiillalt vdikeses {imbruses

7



on [(%, Y) >f(x, y), ja miinimumkohaks, kui
F(xo, y0) < f(x, ). ,

Funktsiooni z=f(x, y) statsiomaarseks punktiks
nimetatakse punkti, mille koordinaadid rahuldavad vérrandisiis-

teemi
flx(xy y) =01
24

{ f’y(x» y) =0. ( )

Diferentseeruva funktsiooni ekstreemumkohaks voib olla
ainult statsionaarne punkt, s. t. siisteem (24) on ekstreemum-
koha olemasolu tarvilikuks tingimuseks.

Piisavaks tingimuseks, et statsionaarne punkt (xo; yo) oleks
funktsiooni z= f(x, y) ekstreemumkoht, on

[ (X0, Yo) "2 (X0, Yo) -~— [I"xy (X0, Y0) 1* > 0. (25)

Kui seejuures [”,2(Xo, Yo) > 0, siis on (Xo; yo) funktsiooni mii-
nimumkoht, ja kui [”.2(xo, yo) <0, siis maksimumkoht.

Kui vorratuse (25) vasak pool on negatiivne, siis punkt
(xo0; Yo) ei ole ekstreemumkoht.

Kui vorratuse (25) vasak pool vordub nulliga, siis jatab see
piisav tingimus ekstreemumi kiisimuse lahtiseks.

Funktsiooni z=/f(x, y) ekstreemumkohad lisatin-
gimusel ¢@(x, y) =0 on funktsiooni

w=[(x, y) + Ap(x, y) (26)
statsionaarsed punktid, s. t. rahuldavad siisteemi
ow '
%=
aw (27)
o=
o(x, y) =0.

Diferentseeruv funktsioon voib kinnises 16plikus piirkonnas
omandada koige suurema ja koige vdiksema vairtuse ainult kas
mones statsionaarses punktis voi piirkonna rajajoone punktis.

Nablaoperaatoriks ehk Hamiltoni operaatoriks nime-
tatakse siimboolset vektorit

d 0 d
V—_{a, 3y’ 52—}

Vektori P=A{X(x;p:2); Y(, 9, 2); L(x 9, 2)) diver-
gentsiks nimetatakse avaldist

: Sy s R A
d1vF=V-F=$+5;+$. ' (28)



Vektori F rootoriks .nimetatakse vektorit

u u, ug |

B e £ U
TotF=p X F=| 5 5 5

e UBAG aRl /.
_pz_ov. ax_0z v _ox
vkl - DR OE R 0% ay}' (29)

kus uy, uy ja uz on koordinaattelgede suunalised iihikvektorid.

Naiteid

1. Leida funktsiooni .

z = In xy -+ arcsin —"_72 g

mddramispiirkond.

Lahendus. Antud funktsioon on kahe liidetava summa ja
ta mdadramispiirkonnaks on liidetavate méadramispiirkondade
ithiste punktide kogu.

Esimene liidetav (Inxy) on mdiaratud, kui xy >0, millest
jareldub, et peavad korraga olema rahuldatud kas vorratused
x>0 ja y >0 voi vorratused x <0 ja y < 0. Seega on selle
liidetava maaramispiirkonnaks koordinaattasapinna I ja III vee-
rand, kusjuures teljed ei kuulu méiramispiirkonda.

YA Ny e ;
Teine liidetav (arcsm . x32) on méidratud, kui

-1 < %

Siin esineb kaks voimalust.
1) Kui x3 >0 ehk x> 0, siis, korrutades vorratust (**) aval-
disega x%, saame
—x3 Ly —2< A8

Liites niiiid nendele vorratustele arvu 2, saame
2—x3 Ly <2+ x8.

Seega kuuluvad teise liidetava méaaramispiirkonda koik punktid,
mis rahuldavad korraga kolme vorratust

x5 05
y>2—2r,
y<24x8.



‘ Vastav piirkond on kujutatud jooni-
¥ sel 94, :

2) Kui x® < 0 ehk x <0, siis, kor-
rutades vorratusi (**) avaldisega x2,
saame

millest

Seega kuuluvad teise liidetava
médramispiirkonda ka koik punktid,
mis rahuldavad korraga vorratusi

<0
y<2—x3
y > 2+ x8.

Joon. 94.

Nendest punktidest koosnev piirkond
on esitatud joonisel 95.
Antud funktsioon (*) on seega maiidratud, kui on rahuldatud
korraga kas vorratused

VN YAYAY
(N} SR Nt

Sew R

243

%/%I»

Joon. 95. Joon. 96.

g

10



voi vorratused

Funktsiooni méaramispiirkond on esitatud joonisel 96; x- ja
y-telje punktid ei kuulu méaramispiirkonda.

11. Joonestada funktsiooni
2= |2x —y| —x?

nivoojooned, -mis vastavad z vddrtustele —2, 0 ja 4.
Lahendus. Seose (1) kohaselt on nivoojoonte vorrand

= |2x — y| — x?,
millest
x4 2x—c, kui y <2,
3 x2+2x+4c, kui y > 2x,
sest
2x —y, kui 2x—y >0 ehk y < x,

2x —y|=
y—2x, kui 2x —y <0 ehk y > 2x.

Seega vastab funktsiooni védartusele z= —2 nivoojoone vor-
rand
g5 —x2 4 2x 42, kui y < 2x,
x4 2x — 2, kui y > 2x,

funktsiooni vaartusele z=0 nivoojoone vorrand
o —x2 -+ 2x, kui y < 2x,
x242x, kui y >2x

ning funktsiooni védirtusele z=4 nivoojoone vorrand
L =t -2n—4, kui ia=28,
R x2 4+ 2%+ 4, kui y>2x.
"Vastavad nivoojooned on esitatud joonisel 97.

111. Piirvddrtuse definitsioonist lihtudes ndidata, et

11



Joon. 97.

Lahendus. Funktsiooni piirvdartuse definitsiooni (2}
kohaselt tuleb leida niisugune funktsioon d&(e), et iga ¢ > 0 puhutl
oleks

3xy (x2 — 42
_{/ré’i’_yzy)__o <e, (*)

niipea kui
0< (x—0)2+ (y—0)? =2+ > < d(e).
Teisendades avaldist (*),- saame

3xy (2 — y?)

2 __ y2
A p 0= 3l < 3y,

o4y

12



sest

e 24D
< ey ek ETE

Et edasi (x| — |yl)2 = x2 -+ y? — 2|xy|, siis on |xy| =—;—[x’ Ry

— (I — )<~ (2 + 1?) ja seega 3ly| <5 (¥ + 7).
Jarelikult
LB _o|< 5@+ ).
Kui niiiid mistahes ¢ >0 puhul x#0 ja y 0 rahuldavad
vorratust —(x“’ +y?) <e st X2+ 4?2 <ls siis nad rahuldavad
ka vorratust {*).

Seega on d——e puhul piirvdartuse definitsiooni tingimus (2)
taidetud ja ulesandes piistitatud véide on toestatud.

IV. Naidata, et funktsioonil

. ax+by
T ex+dy

ei ole piirvddrtust punktis (0; 0).

Lahendus. Ulesande lahendamiseks leiame piirvdértused
limlimz ja limlimz Kui need piirvdartused on olemas, kuid
x—0 y—0 ¥y—0 x—0
ei ole vordsed, siis antud funktsioonil ei ole piirvaédrtust punk-
tis (0; 0).

b .
lim lim z = lim lim +dy =1lim £ =%
x>0 y—0  x—0 y—0* T x>0 ¢ €
ax + by b b

lim lim z =1im lim R li
y—0 x—0 y—0 x—>0 € cx+dy y—>0

Et —:—:,é% (vastasel korral oleks tegemist triviaalse juhtumiga

z=konst.), siis ei ole antud funktsioonil piirvéartust punktis
(0; 0).

V. Leida piirvadrtused:

: . o
1) lim lim x sin —,
¥—>0 x—>0 y

13



2) lim lim x sin -+,
x—0 y—>0 y
: P |
3) lim x sin —.
x—>0 y
y—0

Lahendus.
1) Et lim xsin ~ =0, siis ka
! x—0 Y

’ ; R |
lim lim x sin — = 0. %)
y—0 x—>0 Y

2) Piirvdartust lim % sin~ = x lim sin+ ei ole olemas, sest

y—>0 Y yesnT ;
sin—;— koigub y >0 puhul —1 ja +1 vahel. Seega ei ole olemas
ka piirvddrtust lim lim x siné—.

. x=0y—0
3) Eelmise piirvddrtuse puudumise téttu on piirvairtuse

llmxsm7 olemasolu kiisimus seni lahtine. Kui see piirvddrtus
x—0
¥y—0

aga olemas on, siis peab ta vorduma piirvddrtusega (*),

s. 0. arvuga 0. Antud juhtumil ongi nii, sest |x sin];—0|=

gy sin%K |x| < &, niipea kui [x — 0| = |x| <e.

Seega
lim x sin l =0.
x—>0
y—0
VI, Uurida funktsiooni
xiy? : - :
——=—  kui x=£0 ja 0,
f(x,y):[x“*‘y‘ #0 ja y+
0, kui x =0 ‘ja g="0
pidevust.

Lahendus. Igas punktis, vilja arvatud (0; 0), on f(x, y)
pidev kui murdratsionaalne funktsioon, mille nimetaja on nullist
erinev. Et antud funktsioon oleks pidev ka punktis (0; 0), selleks
peab olema tdidetud tingimus (3): ;

] 4,2
lim -7 =10, 0) =0.
y—>0

14



Selle piirvaartuse leidmiseks kasutame polaarkoordinaate:
x=pcos O, y=psin 6. Selleks, et x>0 ja y->0, on tarvilik
ja piisav, et > 0 soltumatult nurgast ©. Niisiis

R e 1i o%costOsin?@
l_l_r;(]) A4yt gl_rgo o*(cos* 8 +sin* @)
y—0
o PN - cos'Osi' o g S8 e
= lim cos*@ +sin*@® ~  cos? @ +sint O ;l;nOQ T 1-tan*e oot

0>0
on tokestatud, kuna 0 <sin2@® < 1jal-+}+tan?26 > 1.

sin? 6
sest 1 tan'® L
Seega lim f(x, y) =f(0, 0) ja funktsioon f(x, y) on pidev ka
x—0

y—0
punktis (0; 0).
VII. Avaldada funktsiooni
z = arctan —=
y—x

0%z

esimest jdarku osatuletis g—i ja teist jarku segaosatuletis 3%3y °
avaldamiseks tuleb antud

9z

Osatuletise 3
X

Lahendus.
funktsiooni avaldises muutujat y vaadelda konstandina ja dife-
rentseerida seda avaldist kui ithe muutuja x funktsiooni:
a_z;_ 1 i ke bn B GRRTEA, B
ox — x 2 (y—n?  (y—0+2
S r~y,

0%z e ! i
——— avaldamiseks diferentseerime

Teist jarku segaosatuletise e
saadud esimest jirku osatuletist y jargi, vaadeldes muutujat

x konstandina:
Bz - (y—=x)+P—-20 =%y
[(y—x)2+ 2212 5E

oxoy ~—
_ P22+ R+ 2 2%y 22—y
St [(y—x)2+ 2212 T y—x2 2

9z . o . ¥ o~ g
VIII. Avaldada a—i Ja???zﬂ' kui z = arcsin V%I%Z_

Lahendus.
1 1/FER oot
(2 + )2 .

02 v S 8
B | x2— y?

a;—l/ xz____yﬂ
=y




o

oxy? 2xy? 23 Vaxly|

VIIVE— PR +10)  VIUVE—RE L) VRt ) .
9z __ 24y 2y —2r 2+ 20
9y 2VoRVxI_ 42 (24 y%)?
—2x2y B V2x? —sgy
TVANE @t Ve—gwety) o
kui 0,
kus sg Y= e o +1, u{ !/.>
[yl =1, Kui y<0:
2z 0 V2x2
| e

- i[_ \/_és - (x?_y?)'—fl.f.”,xi,,‘]_
9y gy x2+y?
= g i 2
=—\/2sgy[——7 ool o SRS (—29) : xz__iyfﬂL

s —2x2
_I__ (x2_y2) ‘f.mﬁy_{y)_z_]=

TR Y x*y e Sl 2 ; e
=—1V2sgy - %[ (2 —g2) (2 + 4?) (x’-l—yz)’J

L X2 oy? 92 | 9y2
=—1V2sgy -5 : (xz.{—_yy'z) (xf+y2;/2 ek

=y * ;
=\/—25gy__vx2y(x2—3y2) b \/2x2]y| (x’—ByZ)
@—miwrm @t
TS SUPHERE - { i)
sest S Y Y=y V= [y1= Ty — W
IX. Leida funktsiooni
x’+yz
_y2

juurdekasvu Az erinevus tdisdiferentsiaalist dz, kui x muutub vddr-
tuselt 2 vdadrtuseni 1,7 ja y vddrtuselt —3 vadrtuseni —2,6.

Lahendus. Funktsiooni juurdekasv on funktsiooni kahe
vairtuse vahe:

L7+ (—26) 224 (—3)?

it L= (=28 2— (=9 =

— — 2,494 — (—2,6) = 0,106.



Funktsiooni taisdiferentsiaal on valemi (9) jargi
0z 0z

Antud juhul on

gz x(t—p) =Py PR
ox (x2—y2)2 IS (xz_yz)z
ja
0z __ 2y —y?) +2y(2+y?) __ 4%
5_‘;— (x2 —y?)2 e (®—y?)? °
Niisiis
4xy(xdy — y dx
do Sl itn,
kusjuures
dx=Ax= 17— 2= —03,
dy = Ay = —2,6 — (—3) = 0,4.
Seega

4-2(=3)[2-04— (=3) (=03)] __ (006

dz— @—9)?

Jarelikult erineb- funktsiooni juurdekasv tédisdiferentsiaalist
Az —dz = 0,106 — 0,096 = 0,010 vorra,
mis moodustab ligikaudu 9% funktsiooni juurdekasvust.

X. Mitu protsenti moodustab funktsiooni z= In(x? -} y2) teist
jarku tdisdiferentsiaali vddrtus esimest jarku tdisdiferentsiaali
vddrtusest punktis (—2; 1), kui argumentide juurdekasvud on
Ax=0,01 ja Ay——002

Lahendus. Arvutame koigepealt funktsiooni esimest jarku
tdisdiferentsiaali vdartuse. Et

L PRGAE  FOgRty. COONE I
9% eV S ]

siis
dz2 = 35— 2+y2 (de+ydy)
ja
dzy =2 (—2-001—002) =— 2B _ _pots.
g
Ax= 0,01
Ay = —0.02
Et
02z AL 2(y2 _.xz) 02z a5 4xy 02z 2()(2 —Lz)
02 (+g2’ Oxdy (R + 2’ 9 (R +g)?’

siis on valemi (11) jargi

2 Korgem matemaatika I1 17



2
oy n “EAT [(y? — x?)dx? —4xy dx dy + (x* — y?)dy?]

ja
@z =2[-3-0012—4-2.0,01-002 4 3(—0,02)% =
=1
A= -o0 _
= 2 (—0,0003 — 0,0016 - 0,0012) = —0,000056.

Seega moodustab teist jarku tdisdiferentsiaal esimest jarku téis-
diferentsiaalist
0,000056
0,016

X1. Avaldada dz, kui
z2=f(u, v), u=x2— 2, v = e,
kus f(u, v) on diferentseeruv funktsioon.
Lahendus. Valemi (9) kohaselt on

Lol of
dZ——Edu—}- %a’v,

= 0,0035 = 0,35%.

kus
] du=2xdx — 2y dy
ja
dv = yewdx - xexsdy = ex (y dx + x dy).
Seega
) of of
dz = 5a (2xdx — 2y dy) + F i U dx -+ x dy)
ehk

of w of vy Of
dz = [?..x237 + ye y%] dx — [QyE —xey%]dy.

X11. Leida avaldise

3
0,97
arctan %—

V1,04

ligikaudne vddrtus.

Lahendus. Otsitav suurus on funktsiooni
3 —

x

Z=="gretan K——

Vy
18



véddrtuseks punktis (0,97; 1,04). Et selles punktis on funktsiooni
arvutamine tiilikas, tema ldhedal asetsevas punktis (1; 1) aga
lihtne, siis arvutame funktsiooni véartuse punktis (1; 1) ja lii-
dame tulemusele funktsiooni juurdekasvu ligikaudse suurusena
tdisdiferentsiaali vaartuse, mis vastab x muutumisele vairtu-
selt 1 véadrtuseni 0,97 ja y muutumisele vairtuselt 1 véartu-
seni 1,04.

Seega Ax=0,97 — 1 =—0,03, Ay =1,04 — 1 = 0,04 ja
zx:O,QTNz =l+dz ==t
¥y =104 i | p=1
Ax = —0,03
Ay = 0,04
Et
1 VE
2 & = arctan 1=%, dz = 3_( 3264*"‘\/_";@—)
e (L Y2 3VEVY 4yVy
P —
Vy
ja
1 0,03 0,04\
dz| _, =7(_T_T)__0'01'
R
Ax=—0,03
dy= 004
siis
SR
arctan 422 ~ % 0,01 ~ 0,78.
V1,04

XII1. Péérdkoonus on loigatud tasapinnaga, mille kaldenurk
pOhja suhtes on a ja mis labib kahte moodustajat, mille vahe-
line nurk on ¢ (joon. 98). Tekkinud
loike pindala on S. Arvutada koonu-
se korgus koos vea iilemmddraga, kui

a=30°(40,5°), @ = 57°(40,5°),
S —=4(+0,2).

Lahendus. Koonuise 16iku-
misel {ilesandes antud tasapinna-
ga tekib vordhaarne kolmnurk ABC.
Selle kolmnurga korgust hs ja
koonuse korgust A lébiva tasapin-
na loikumisel koonuse pohjaga te-
kib tdisnurkne kolmnurk ADE,
mille hiipotenuusiks on ks, kaatetiks
h ja sama kaateti vastasnurgaks
a. Seega on koonuse korgus Joon. 98.
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h = hs sin @, kusjuures korguse hs saame avaldada kolmnurga

ABC pindala S ja tipunurga ¢ kaudu: S = hs? tan—2—, millest

Niisiis

h = sin aVS cot %.

Leiame niiiid selle valemi jargi korguse arvutamisel tekkiva
vea iilemméara. A on kolme muutuja a, S ja ¢ funktsioon, kusjuu-

res
oh S
3=C050¢‘/8c0t—,

cot—
0h __sina sma V
r o ]/ S cot

o B o 1______ 1 o P
%_—sma\/Si‘/ tp( : _)_ 5 25m¢pl/scot

Jirelikult on (12) pohjal
AR < ]/s cot £ (Icos a Adl +

Slﬂa Slrla
AS’+' 2SHT¢_A H

kus Aa ja Ag tuleb votta,absoluutmoodus ehk radiaanices, s. t.
Aa = Ap = =0,009.
Seega
: |AR| < 2,71(0,008 + 0,013 + 0,005) = 0,07
ja
h =5+ 2,71(40,07) = 1,36 (+0,07).

XIV. Leida punkt, kus f[unktsiooni u= xyz gradient on
{—6; —3; 2}.

Lahendus. Funktsiooni gradient on valemi (13) kohaselt
vektor, mille koordinaadid on funktsiooni osatuletised. Seega
grad u={yz; xz; xy}.

Punkt, kus grad u vordub antud vektoriga, peab rahuldama
vorrandisiisteemi

20



xz = —3,

Yz = —6,
Xy =

Esimesest kahest vorrandist saame %=2 ehk y=2x. Pai-

gutades saadud avaldise viimasesse vorrandisse, saame 2x?= 2,
millest x = +1. Niisiis y=+2 ja 2= 33. Seega rahuldavad

iilesande tingimust punktid (1; 2; —3) ja (—1; —2; 3).
Y_ tuletis punktis (1; 1)

XV. Leida funktsiooni z = arctan

suunas, mis viib sealt punkti (5; —2).
Lahendus. Otsitav tuletis tuleb votta vektori
: r={6—1;, —2—1}=1{4;, —3}

suunas. Selle vektori suunakoosinused, s. t. temasuunalise iihik

vektori koordinaadid on
cosa——4——i ja cosﬁ———i
~Ve+sp 5 ) G

Avaldame antud funktsiooni osatuletised ja arvutame nende

vaartused punktis-(1; 1):
ARk S R
e T aGeam’ s st A
Vx &
z,9=x+y” z,yx:}=2'
g =

Seeg%on noutud suunatuletis valemi (14) pdohjal
1 4 [ 1

o d RS B L O L SR R
ar R e tow 0 Juoiaiy %

XVI. Kui suur on pinna z=xy(x2 — y?) suurim tous punk-

fis (1; 2; —=6)?

Lahendus. Pinna suurim tous antud punktis on selles
punktis voetud suunatuletise maksimaalne vaértus. Seega on
ta valemi (15) jargi vordne grad z pikkusega antud punktis.

Et
0z

0z :
3;=3x2y—y3 ja E=x3—3xy2,
siis
%2} ——2ja g i 1
x=1 Yy x=1
y=2 y=12
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ning antud pinna suurim tous punktis (1; 2; —6) on
V(=2)2+ (—11)2=5V5 =~ 11,18.

XVII. Arvutada vérrandiga y* — x¢ = 0 mddratud funktsiooni
tuletis punktides (a; a), kus a >0, ja (2; 4).

Lahendus. Antud punktid rahuldavad antud vorrandit.
Tahistame F(x, y) =y*— x¢. Kui antud vorrand maéérab dife-
rentseeruva funktsiooni y argumendist x, siis valemi (19) koha-
selt on e

d Fo (%, y) ey
ﬁ:-—m, kui Fy(x, y)#o.

Et Fi(x, y) =y lny—yx' ja Fy(x, y) =xy~' — o Inx, siis

dy 'yx" L y* Iny
o Y ek

punktides, kus xy*! — x¢In x 5= 0. Seega
dy | aa%! —aalna
dx
X
Yy

=1,

. aa%'—adlna
a

kui a?(1 — Ina) 50, millest 1 5 1n a ehk a;&é. Punktis (e; e)
ei ole antud funktsioon diferentseeruv.
Punktis (2; 4) on
dy 4.22—421n4 22—251n2 _ 4(1—1n2)
dx ; s T

; = 2.4—2n2 T 2*—2%m2 " 1-—-2In2 °
4

XVIII. Arvutada vorrandiga z = x + arctan z—zx- mBdratud

funktsiooni esimest jdarku osatuletised punktis (1; %; 2).

Lahendus. Anname vorrandile kuju x — z 4 arctan—u7=

=10 ja tadhistame

Fix, 9,8 =x—z+arctanz_?’:

Kui antud vorrand maarab z diferentseeruva ilmutamata
funktsioonina muutujatest X ja y, siis on valemi (18) kohaselt

oz Filxy 2 i 9z__  Fu* vy 2
o Fmen R WS T Fmeo

kui F2(x, y, z) #0.
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Et

Pt 2) =141 Y = y
(%, 4, 2) = : IR 007 W R o T g
+2%)

1 1 o=y
Fly(x, y, 2) = 5 e
TRy i e R (B L D
Ra Fers
ja
Fa(t 4, 2) = —1 — Goyypg
kusjuures
t
Fa(l,%,2) =—1——530,
%
siis
y
z__ teooae |
de 3t

Y
| BT Y
igas punktis (x; y),

o8 - z—x z—x

dy ; ' e =
4 [(z—x)z_i_yz](_1_72__;/)2_*_512 ) y+ ¥+ (z2—x)?
ja
0z 2—1
T = . =10416
oy | S JE Sh8
r=1 0 Lo -1
92'4—
z=2

XIX. Leida vorrandisiisteemiga
{ x2 — 3y? + 2u® — 4v? =,
4x + 2y? — 3u + 402 = —6

mddratud funktsioonide u(x, y) ja v(x, y) osatuletised g;” ja
g—:kohal Te=cc a0 >0 ja v <

Lahendus. Antud siisteem sisaldab kaks vorrandit ja neli
muutujat. Seega on muutujate arv kahe vorra suurem vorrandite
arvust ja me voime kahele muutujale x ja y anda vabalt vaar-
tusi; iilejaddnud kaks muutujat u ja v on siis méddratud. Seega
esitab antud siisteem toepoolest kahte kahe muutuja ilmutamata
funktsiooni u(x, y) ja v(x, y). Leiame koigepealt u ja v véar-
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tused antud argumentlde vaadrtustel. Selleks asendame antud

siisteemis x = —1 ja y =0: .
2u? — 4v? = 4,
—3u 4 4v? = —2,
millest
2u? —3u—2=0
ehk
a2 4w -
Paxgutades selle u védirtuse esimesse vorrandisse, saame v = +1,
millest iilesande tingimustele vastab ainult.v=—1 (v<0).

Seega on iilesandes antud vorrandisiisteem rahuldatud punktis
(—1; 0; 2; —1).
Noutud osatuletisfe leidmiseks diferentseerime antud vor-

randeid x jérgi, lugedes u ja v muutujate x ja y funktsiooni-
deks:

2x + 4 =0,

du dv

ehk
ou dv
2ua—4va=-—x,
ou dv
33—805;——-4,
millest
—x —4v
Ou__| 4 —8v|_ 8uv(x+2 _ 2(x+2)
s Rl I TNDET G oy P VR ) e e IR T
, —8v
2u —x
do |3 4 Bud ¥}
0x ~ 4v(3—4u) — 4v(3—4u)
Seega
du £iF LT dv 13
ox e B e 20
=1 x =1
= yp= 0
B== 2 o= -2
v =—1 v=-—1

XX. Vorrandisiisteem

Z—uv,
y=ud— 03,
x=u? -+ v?
mddrab z argumentide x ja y f[unktsioonina. Avaldada %‘}.
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Lahendus. Diferentseerime antud kolme vorrandit x jargi,
lugedes 2, u ja v funktsioonideks soltumatutest muutujatest x
ja y:

0z
o~ Vo Thop

ou du

O=3u25;——3025;, (*)
ou du

1=2ua+207

Viimasest kahest vorrandist avaldame

0 —3v?
B2 j 2 e 30> e v
dx ~[3u2  —30% | 6ulv + 6uv?  Zu(u-+ o)
2u 2u
ja
320
Jor A5 28s u

Ox 6uv(utov)  2o(uto)’

Paigutades need avaldised vorrandisiisteemi (*) esimesse
vorrandisse, saame

0z 02 u? _w—uvtov2  x—z

E‘zu(a+v)+20(u+v)* 2uv SR

XXI1. Arendada funktsioon e Taylori valemi abil kohal x =
=0, y=1, lopetades kolmandat jarku liikmetega ja vastava
jadklitkmega.

Lahendus. Funktsiooni f(x, y) kolmanda astme Taylori
poliinoom punktis (0; 1) avaldub valemi (22) kohaselt kujul

f(x, ) =10, 1) + [F+(0, Dx+F,(0, 1)(y— 1)1+
+gr [P (0, )2+ 27 (0, Dx(y—1) + 4 (0, 1) (9 — )]+
5[ (0, 1)2° 4 3f"es, (0, 1)22(y — 1) +
+ 3742(0, 1)x(y — )2+ (0, 1) (y — 1)1 + Rs,

kusjuures
Ry= 4 /¥16x, 14 6(y — 1)Ixt -+ 4f%[0%, 1+
+6@y— 1) (y—1) +6feelOx, 1+ 6O(y—1I(y—1)2+
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4 4fepl6%, 1+ 6y — 1)1x(y—1)3+
+iI6x, 1+ 6y — 1)1y —1)4.

Seega tuleb avaldada antud funktsiooni osatuletised kuni neljanda
jarguni ja arvutada nende véirtused kohal (0; 1) kuni kol-
manda jarguni:

f(x, y) = ex, [0, 1) =1,
fL(x, y) = yex, (0, 1) =1,
[, (%, y) = xex, f510, 1) =0,
o (X, y) =y, »(0,1) =1,
[o (%, y) = e+ yxer, [0, 1) =1,
[ (%, y) = x%ex, fz(0, 1) =0,
« (%, Y) = yPex, fa (0, 1) =1,
fﬂy , Y) = 2yex +- xy’e, Sy (0, 1) =2,
Fop (X, y) = 2xexs + x2yex, S (0, 1) =0,
[ (%, y) = x3ex, 40, 1) =0,

W (%, y) =ylew,
fxv X, y) = 3y2e*v | xydexv — y2exy(3 + xy)’
fxzyz (x, y) = 2e% -+ 4xyew + x?y’exs = ew (2 4 4xy + x%?),
W (x, y) = 3x%exv 4 xyers = x?e% (3 + xy),
W (%, y) = xtew.

Seega
ev=1+xtz04+xy—1) +52+2@—1) +Rs

kus
OX(14-6(y—1))

—{0+e@w—1)x+

+4(1 —I—G(y—l))2[3+GX(1+9(y—1))]x3(y— 1) +
+6[2+46x(1+ 6(y— 1)) + (6x)*(1+ 6 (y — 1))*1x*(y — 1)*
+4(6%)°[3+6x(1+6(y—1))Ix(g—1)*+ (9x)“(y—l)“}v
SRl T R

XXII. Leida funktsiooni z= xy(l —x—y) statsionaarsed

kohad, mddrata, missugused neist on ekstreemumkohad, ja arvu-
tada funktsiooni ekstremaalsed vdidrtused.

3=
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Lahendus. Statsionaarseteks kohtadeks on funktsiooni osa-

tuletiste nullkohad. Seega on statsionaarsed kohad antud juhul
madratud vorrandisiisteemiga

{ y—2xy —y* =0,
x—2xy —x2=0
ehk

y(1—2x—y) =0,
{ x(l —x—2y) =0,

mida rahuldavad punktid

©0:0), ©:1), (150 ja (335 )

Nendest statsionaarsetest kohtadest on ekstreemumkohtadeks
need punktid, mille puhul on rahuldatud tingimus (25):

Zy-Z2a— (2)° >0,
kusjuures maksimum on siis, kui 2,<C0, ja miinimum siis, kui

o 418
Koostame tabeli

i

£y
0; 0 0; 1 B0 i

@0 | @ | (10 | (5 5)
” 2
—2 0 —2 0 .S
Zy0 Yy 3
” 2
—2 0 0 —2 it
Zy, X 3
2 1—2x—2y 1 o g o6 2
Xy 3
Zp 20— (23, <0 <0 <0 >0

ate o A TR 3 1
Seega on funktsioonil punktis (3; ?) maksimum 2z =gz . Muu-

des kohtades funktsioonil ekstreemumit ei ole.

XXIII. Leida pinnal
B4 Y3+ 2 4 xyz=a (a5£0)
‘punkt, mis on koordinaatide alguspunktile kdige ldhemal.
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Lahendus. Olgu otsitav punkt (x; y; z). Tema kaugus
koordinaatide alguspunktist on V2 y? - 22 Niisiis tuleb leida

funktsiooni Vx% -+ y? -+ 22 miinimumkoht tingimusel, et see rahul-
daks antud pinna vorrandit.

Et vx? 4 y?+ 22 vaartus on minimaalne siis, kui x2 4 y2 +
+ 22 on minimaalne, taandub antud {ilesanne funktsiooni
x2 + y? 4+ 22 miinimumkoha otsmnseks lisatingimusel x3 -+ y3 -+
+ 2B+ xyz—a=0.

Moodustame funktsiooni (26):

@=x2 42+ 2L AP+ P 2+ xyz —a).
Otsitav punkt peab niisiis rahuldama vorrandisiisteemi (27):

2x 4 A(3x2 4 yz) =0, ‘

2y + A(3y* + x2z) =0, (*)
] 2z + 2(322 + xy) =0,

3+t 22+ xyz—a=0.

Avaldades niiiid esimesest kolmest vorrandist 4, saame

2x :
—1237_‘{_—52—, kui 3x2+y2¢0,

P :
—Z—-W, kui 3y2+XZ;ﬁ0,

2z :
— A= 3—22*_*:5, kui 322—{—xy;£0.

Seega
2x Db HE S s ST

32+ yz~ 3y2txz- 32+4xy’
millest lihtsate teisenduste abil saame kaks vorrandit

(y —x)[3xy — 2(x -+ y)] =0,
(z—y)[Byz—x(y +2)1 =0.

Seega kui 3x2+4 yz72£0, 3y2 4 x2%0 ja 3224 xy 0, saame
otsitava punkti madramiseks vorrandisiisteemi

(y —x)[3xy —z2(x+y)] =0,
(z—y)[Byz —x(y+2)1=0, N
wv+y+ 22+ xyz—a=0.
See siisteem on rahuldatud igas punktis, kus on rahuldatud kas
siisteem
g-rte=0
I { z2—y=0
Byt ayz—a=0



voi I { 3yz—x(y+2) =0
Bty +2+xyz—a=0
3xy —z(x+y)=20

voi III { z—y=0
Bt+yP+2+ayz—a=0
3xy —z(x+y)=0

voi IV { 3yz—x(y +2) =0
B4+ 24 xyz—a=0.

Siisteemi I esimesest kahest vorrandist saame y=x=z ja
3 3

Ao
7{:

kolmandast 4x® —a =0 ehk x= l/—z— seega on lahend (

W T

a a
VE V)

Siisteemi II esimesest vorrandist saame y = x ja vastavalt
sellele teisest vorrandist y(22 —y) =0, mis taandub kaheks
vorrandiks y =0 ja 22 — y = 0. Kui y =0, siis ka x =0 ja tingi-
mused 3x2+4 yzs40 ning 3y?> 4 x2£0, millel oli saadud
siisteem (**), ei ole rahuldatud. Kui aga 22 —y=0, siis
y=2z= x ja kolmandast vorrandist 82% |- 82% {23 4- 423 —a =

3 3 3 3
a @ ¢ a
=0 ehk Z:Vﬁ' Seega on lahend (QVﬁ’ QVﬁ’ Vﬁ)
3

Analoogiliselt leiame siisteemi III lahendi (V%, 2]/2‘_‘1;
3

2]}%) ning siisteemi IV lahendi (2]};; l}%, 2 %)

Niiiid peame leidma siisteemi (*) lahendid juhul, kui tingi-
mused, mille puhul saime siisteemi (**), ei ole kehtivad.

Kui 3x2 -+ yz =0, siis teisendub siisteemi (*) esimene vorrand
kujule x =0. Seega ka yz=0, millest kas y=0 vdoi z=0.
Esimesel juhul on siisteemi. (*) teine vorrand rahuldatud, neljas

3

o
vorrand annab z=Va ja kolmas vorrand tuleb rahuldada

sobiva 4 védirtusega A = — ?,, . Seega on selle 4 véairtuse
3Va

. (S

puhul siisteemi (*) lahendiks punkt (0; 0; Va). Viartuspaar

x=0, z=0 annab sama A puhul siisteemi (*) lahendiks

©0; V@ 0).
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Tingimusel 3y? 4+ xz = 0 teisendub siisteemi (*) teine vorrand
kujule y=0. Seega ka xz=0, millest kas x=0 voi z=0.
Analoogiliselt eelnevale annab véirtuspaar y =0, z=0 siistee-

o
mile (*) lahendi (va; 0; 0), vddrtuspaar x =0, y =0 aga juba

3
esinenud lahendi (0; 0; Va).

Edasi saab nididata, et tingimus 322+ xy=0 ega ka
3x2+4+-yz=0 ja 3y?+x2=0 voi 3x*+yz=0 ja 322+ xy=0
voi 3y?+xz2=0 ja 322+ xy=0 ei anna siisteemile (*) uusi
lahendeid. Tingimus 3x*+ yz=0, 3y2+ xz2=0 ja 322+ xy=0
ei anna lahendit, sest siis esimese kolme vorrandi pohjal x =0,
y=0, z=0, mille puhul neljas vorrand pole rahuldatud.

Seega voib iilesandes noutud punkt esineda ainult jargmiste
punktide hulgas:

3

V3 Ve V3. VEVE Va)
(VE: VEVE). VEVE V)

(0;0; Va), (0; Va0 ja (Va0 0).

Nagu on kerge veenduda, asetsevad kolm viimast punkti koor-

. Pt
dinaatide alguspunktist ithel ja samal kaugusel V/a, kuid see-
juures temale ldhemal kui iilejddnud punktid (esimene kaugusel
6

3
V?—_é \3/5 ja jargmised kolm kaugusel l/g \:’/E). Niisiis tédida-
vad iilesandes esitatud nouet kolm punkti: (0; 0; \35), (05 \3/71; 0)
ja (Va 0; 0).
XXIV. Leida funktsiooni
2= (x4 4) (x4 2?)

koige vdiksem ja kbige suurem vddrtus ristkiilikus, mille moo-
dustavad sirged x =0, y=1, x=—5 ja y= —2.

Lahendus. Funktsioon z= (x4 4) (x4 2y?) on antud
kinnises piirkonnas pidev ja omandab seetottu selles piirkonnas
nii koige vidiksema kui ka koige suurema véirtuse. Et see funkt-
sioon on selles piirkonnas ka diferentseeruv, siis voib ta neid
vaartusi omandada kas antud piirkonda kuuluvates statsionaar-
setes punktides vo6i piirkonna rajajoonel.
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Funktsiooni- statsionaar- |

seteks punktideks saame siis- ; y
teemist
x4y +2=0, Prf e
dy(x+4) =0 i
B, P, P, x

(—4; V2), (—4; —V2) ja

(—2; 0), millest punktid Py
4 —V2) s Pi—20) P,
asetsevad antud ristkiilikus Py
(joon. 99).

Rajajoone osal x=0, Sooun. 0¥
—2 <Y< 1 on 2= 842 Ilm-
selt omandab see funktsioon
suurima vddrtuse punktis P3(0; —2) ja vaikseima vaartuse
punktis P4(0; 0).

Rajajoone osal y =1, —5 <x <0 on z= (x4 4) (x +2) ehk
z=x2}6x-}+8 Et selle funktsxoom statsionaarne koht on
2x+6—0 ehk x = —3, siis voib funktsioon omandada suurima

voi viikseima viirtuse kas statsionaarses punktis P5( Sty
voi vahemiku otspunktides Ps(0; 1) ja P7;(—5; 1).

Rajajoone osal x =—5, —2 <y <1 on z=5— 242 Et selle
funktsiooni statsionaarne koht on —4y =0 ehk y =0, siis voib
antud funktsioon omandada suurima voi véikseima viirtuse kas
statsionaarses punktis Pg(—5; 0) vboi vahemiku otspunktides
Pg( 5 —2) ]a P7

Rajajoone osal y=—2, —5<x<0 on z= (x4 4)(x+ 8)
ehk z=x24 12x }+ 32. Et selle funktsmom statsionaarne koht
2x 4 12 =0 ehk x = —6 ei asetse antud vahemikus, siis omandab

funktsioon suurima ja viikseima vairtuse vahemiku otspunktides
P; ja P,.

Seega voib funktsioon omandada kdige suurema ja koige viik-
sema vaartuse ainult punktides P, Py, ..., P,.

Arvutame funktsiooni védértused nendes punktides:
Pi(—4 —V2) ...z21=(—4+4)(—4+2-2) —0

P2(——2, - SR 2= (— 2+4)(—2+2 0) =
P3(0; —2) ... .. 23=(0+4)(0+2-4) =32,
oy z4=(0+4)(0—i—2-0)=0,
s(—3; 1) ..... z=(—3+4)(—3+4+2:1)=—1,
L. ) & I RS 2s=(0+4)(0-+2-1) =8,
361 e S § O 2= (—5+4)(—5+4+2-1) =3,
el 0). . ... 2= (—5+4)(—5+2.0) =5,
Pg(—5; —2) . 2g=(—5-+4)(—5+42-4) = —3.
Niisiis on antud ristkiilikus funktsiooni koige véiksem véar-

tus —4 ja koige suurem véaidrtus 32.
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XXV. Leida pinna z = arctan —Y_ puutuvtasapind ja normaal
X

. Pl
punktis (l, | T) -
Lahendus. Et

Y ’ 1
Z, o o S ey TR oo A —_———
ST T Rk A R
Ve S 1
2y =0y ZyYle—1= 7>
x+y / xy»__—_—l 2

siis on puutuvtasapind valemi (4) jargi

T

a—t=—g(x—D+5H—1

ehk
x—2y+4241—a=0

ja normaal kui puutuvtasapinna ristsirge punktis (1; 54 %)

e

XXVI. Leida ellipsoidi
3x2 -5yt 22 =12

puutuvtasapind, mis on paralleelne tasapinnaga

3x —by +22—7=0.

Lahendus. Kédesolevas iilesandes antud pinna puutuvtasa-
pinna vorrandi punktis (Xo; yo; 20) saame valemi (6) jargi:

6x0 (X — Xo) ~+ 1040 (¥ — Yo) + 220(2 — 20) = 0.

Puutepunkti koordinaadid leiame tasapindade paralleelsuse tin-
gimusest ja antud pinna vorrandist koosnevast siisteemist

6x, 10w __ 22
{ T B i LA o

3x02 + 5!/02 + 2o 12
Esimestest vorranditest saame

2X0 = —2y0 = 2Zp.
Asendades x, ja yo teises vorrandis 2o kaudu, saame

5zy2

32,2
L
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ehk

202 o= 2y
millest

20 = i2

Seega rahuldavad iilesande tingimusi kaks puutepunkti
(1; —1; 2) ja (—1; 1; —2), millele vastavad puutuvtasapinnad on

3x—by+22—12=0
3x—5y+2z2+12=0.

XXVII. Leida div F ja rot F, kui

F=U+y+z 24p2+2% #4042
Lahendus. Olgu vektori F koordinaadid tdhistatud vasta-
valt X, Y ja Z. Valemite (28) ja (29) rakendamiseks arvutame

ja

X __1 ox 9X .
OF = 0. Lt e o

ay oy " gr -

-0-;—2x, 5—2!/, '0—2'—22,

0Z " a5 g 0% a3 " B e

3-;—3)6, @—3!/, 5;—32

Seega on nende valemite jérgi
div F= 14 2y 4 322

rot F={3y2—2z; 1 —3x2; 2x — 1}.

ja

Mitme muutuja funktsioon, selle piirvddrtus ja pidevus

Ulesandeis 1529—1534 joonestada piirkonnad, mida esitavad
antud vorratused xy-tasapinnal:

1529. 1 < x<6.

1530 —1lsx<3 2585

1531. y>x-11.

1532, —2x+ 1<y<x-3.

1533. x2 4 y2 >4,

1534. —1<x<1, Vi—e2<<y<A4.

Ulesandeis 1535—1549 esitada antud funktsiooni médramis-
piirkond vorratuste abil ja kujutada joonisel:

+y "

1586, ze= T2,
X—Y

e
1536. z:]/x—]/g—/—.
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1537. z=V2x —3V7y.

1538. 2—_———1_—:.
Vx2—y—4

15639. z= V/y cos x.
1540. z= (y + Vy)V cos x.

1541, z— ]/ arcsin%.

1542. z = arcsin y;z + Vxy.

1043, 2= arcsin}y—'_*"—f + Iny.
‘ i
e 3 x+43
1544, z = arcsin ]/——y 2
1545. z=In(x2 4y —4).

$5i8. can i
y—2

1547. u= \/x2+ y2 4 22 —r2.

1548. u=\/r2 —x2 —y2 — 22,

VALY
it

1549. u = arcsin
1550. Kas funktsioonid
z=1/xsiny ja 2= VxVsiny
on identsed?
1551. Kas funktsioonid

z=Inxy ja z=Inx+Iny
on identsed?

1552. Mille poolest erinevad teineteisest funktsioonid

S x2_y2

2= *— ja z2=x-+y?

X8

Ulesandeis 1553—1560 kirjutada antud funktsiooni 2z nivoo-
joonte vorrand, joonestada nivoojooni ja méédrata, missuguseid
védrtusi voib omandada antud funktsioon:

1553. Z2=x—y.
1554. z= xy.
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1555. X2 4 y2 + 22 = 925.

1556. 2z — %—
1557. 22 — 2x2 — 3y2 = 0.

1558. 23 + x22 4y =0.
1559. 22} e*x2 — y?2 = 0.
1560. 23 2zx — x2 — y2=0.

Ulesandeis 1561—1563 koostada antud funktsiooni @ nivoo-.
pinna vorrand ja leida, missuguseid véirtusi voib omandada
funktsioon w:

1561. w? -+ x2 4 y2—22—-9=0.

1562. Inw - x2- y? + 22 = 4.

1563. w3+ 2x2 —y? — 2z2=0.

1564. Joonestada funktsiooni
z=[2x —y| — 3y
nivoojooned, mis vastavad funktsiooni tdisarvulistele véirtustele
—3-st kuni -+3-ni.
1565. Piirvaartuse definitsioonist 1dhtudes nédidata, et
x2 Y s
LS E Sk
y—0
1566. Piirvaiartuse definitsioonist 1dhtudes naidata, et

lim (4x — 5y) = 23.

x—>2
y—>—3
x2—y ’
1567. f(x, y) ==—5=. Arvutada lim llmf(x y) ja
2+y x—>0 y—>0
lim lim f(x, y). Kas on olemas lim f(x, y)?
y—0 x—0 x—>0
y—0
22 — y2 . > ; :
1568. f(x,  y)==—%. Leida lim limf(x, y) ja
x4y x—>0 y—>0
lim lih f(x, y). Kas on olemas limf(x, y)?
y—0 x—>0 x—>0
y—0
1569. Kas on olemas
4y
btk
y—0
1570. Naiidata, et ldhenedes punktile (0; 0) mooda sirget
y=kx voime vastava k valiku puhul funktsiooni z—%xx—i*sz

piirvddrtuseks punktis (0; 0) saada mistahes etteantud arvu.
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1571. Missugust sirget méoda tuleks ldheneda punktile (0; 0),

et funktsiooni y; piirvdartus punktis (0; 0) vorduks

2x 43
arvuga 1?
x—{—ysinL
15672. Niidata, et piirvddrtust lim———— ei ole.
; x—>0 x+y
: y—>0
gl Gy : R 3
1573. f(x, y) prpiprl Leida l‘l?o,}i’éf(x’ Y) ja
lim lim f(x, y). Kas on olemas limf(x, y)?
y—0 x—0 ;;—)g

Ulesandeis 1574—1582 leida antud funktsiooni katkevus-
kohad:

1574. 2= %. 1579. z=3x+y.
Vaif g2 2x—y
1 2 0500 2
2—Vx : aE= o
_ x—by : Lo SInZ
1878, 22— CE L 1581. u_ﬁsinxc—osy'
1577, geaih2 F008. e srrcniisd _Bagae
Y —2x VI—-——yt— 2t
X
1018, 2 == E_y'

Ulesandeis 15683—1587 uurida antud funktsiooni pidevust:

. kvl =50 fa 0
l583. f(x, y) s x4+y4 ’ ;é .] y;é ’
0, kui x=0 ja y=0.
%oy : .
—— kui ¥ =22 0::4a 0@
1584. f(x, y) =4 2+ e e
0, kuir¥==0"ja y=06
e S kui x 20 ja 0
1585. f(x, y) 55 x2+y2 ) ¢ ] y# ’
0, kui x=0 ja y=0.
WE—) pui x£0 ja 0
1586. f(x, y) s x2+y2 ) ¢ ] y ¢ y
0, ki ke 0638 =1
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1587.

; x2 — y? A i
Fox o) AT kui 2202 y=£0;
0, kii x=0 ja y=0.

Funktsiooni osatuletised

Ulesandeis 1588—1611 avaldada antud funktsiooni esimest
jarku osatuletised kodigi muutujate jérgi:

1588. u = 3x2 — bxy -+ 2yz — 22
1589. -z = (3% — 2x%y 4 y°)*.
1590. u= (xyz)5s.
giis s
1591. 2=2x\Vy -+ yVx.
oSt
1592 sz == el
1593, z= /x2 — y2.
: s Ll & ol
1594- = x2 2 i e e o
_ z=( +y)l+\/x2+y2
1595. u = tan (x2 4+ y3 -+ 2%).
1596. z = sin xy — cos %
1597. z = arctan ;/%
15698. z=x2y?1n (x + y).
1599. u=In (xy 4 In z).
1600. z=1In (y + vV + 13).
1601. u.= 21ncos (x 4 x2y? -+ x%y328) |- tan? (x 4+ x2y2 -}
+ x°y?2%).
R S LmaRC
8. e In LY LIS
= Vi
1603. z= (x + log, x)*.
1604. 2= logx y.
y2
1605. z—e *
=
1008 2 —=h W
1607. 2z = 2sinxy xy

e



1608. u = x¥°.

oo S
Vet g2
3

1610. z— arcsin f-'}/i

1609. z = arcsin

1611. u=arcsin—vx2zj.
02 ). &8 : 5 1
1612. Arvutada 0—i ja é punktis (1; 1), kui z=— -
arctan —
X
1613. Arvutada %ja g;— punktis («; 4), kui 2=1n tan%-
Y
1614. Arvutada gu’ v 77 ja 0 punktls (1; 4; 2), kui u—x7.
1615. Arvutada 2%, % ja 2 Lunktis (2 1; 1), kui
4 ! ox’ dy ] 9z P e - :

u = arctan (x — y)=

38

1616. Avaldada [, (x, 2), kui
f(x, y) =x24 (y —2) arctan—} ;
1617. Avaldada f,(—1, y), kui
f(x, y) = (x+ 1)* arcsin }/%-{— x arctan y.

1618. f(x, y) =arctani—i%. Arvutada

(5) - (&)

af af a2 .

ox 0y y=—3
1619. z=In Vx—{—i_—_yf—x. Arvutada
Viityi+tx
/[ 0z \2 0z \?|
Vi) +HF )=

M irkus. Enne diferentseerimist teisendada

Va2 —x SSEEE
In ——=2ln (y/x2 Py
P i g (V¥ 4y ) y




1620. -Pind z=x% — y3x on ldigatud tasapinnaga y=1.
Missuguse nurga moodustab tekkinud likejoone puutuja x-telje
positiivse suunaga punktis (—1; 2; 6)?

1621. Kui suure nurga moodustab pindade

e=In (2 +y7) ja x=—3%

S5 0) y-telje positiivse suu-

16ikejoone puutuja punktis (——g—, 5

naga?
1622. Kui suure nurga moodustab pindade

z:arctan% fa y=-1

Ioikejoonele punktis abstsissiga —1 tommatud puutuja x-teljega?
1623. Kui suure nurga moodustab joonele

{z:]n (x+1ny),

%=1
punktis (1; 1; 0) tommatud puutuja sirgega { x:=(1) ?
2 ==
1624. Kui suure nurga moodustab joonele
{ z= (14 xy)*,
G
punktis (3; 1; 4) tommatud puutuja sirgega{ y=i ?
. - —

1625. Missuguse nurga all 16ikuvad jooned

y=2, ; y=2, "
L LY e 2ty

= z2="—5

1626. Leida funktsiooni

> — arctan -4
Y
muutumiskiirus punktis (1; 2) a) x muutumisel, b) y muutumisel.

1627. Missuguse kiirusega muutub pdordsilindri ruumala, kui
tema korguse muutumisel pohja raadius jddb konstantseks voi
kui pohja raadiuse muutumisel korgus jddb konstantseks?
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Ulesandeis 1628—1630 avaldada antud funktsiooni esimest ja
teist jarku osatuletised:

1628. u = In (xy + xz2 + yz).
1629. z=y* (y>0).

1630. z—1In YEEVY,
Vx—Vy »
1631. Avaldada funktsiooni
z=1In (e* 4 e¥)

esimest, teist ja kolmandat jarku osatuletised.
1632. Avaldada
" i 0%u
0x30y i 0x20y??

kui u= x3y? — 2x2y%? — 4xy* — 5y°.
1633. Avaldada

0‘w___
0x 0y 0z 0u’
1
kui w =In 3
' VE—0it c—w?
1634. Avaldada
oPtaz
ﬁdyq :

kui 2= x"y™, kusjuures p<n ja g<m.
1635. Avaldada

Ptz
oxP a1’
kui-z = xPy1.
1636. Avaldada
8’"_2 ja a_mi
ox" oy™’

kui 2= e*,

"z R e
2 Sy AR T PRS, i
Ulesandeis 1637—1640 avaldada %"’ oy, J]a o5 00
1637. z=sin x -} cos y.

1638. z = sin x cos y.

1639. z = sin xev.

1640. z = xye**v.
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1641. Arvut‘ada funktsiooni
Z“-=-5/'2—
koik teist jirku osatuletised, kui x=—1 ja y=—2.
1642. Arvutada funktsiooni
z—arctan +y

koik teist jirku osatuletised punktis (—1; 2).
1643. Arvutada funktsiooni

z = arcsin W,Jc————r—yz
koik teist jarku osatuletised punktis (1; —2).
1644. Arvutada
Pz P2\ o O @
0x2 Oyz) T “ 0x0y
punktis (1; —2), kui z= arctan %
1645. Arvutada

(g e i AR 22
0x2  0y? 0% dy

punktis (0; —2), kui z =%

Funktsiooni osadiferentsiaalid, tiisdiferentsiaal, tuletis antud
suunas ja gradient

1646. Avaldada funktsiooni

e=3x—y+ VE L
osadiferentsiaalid.
1647. Avaldada funktsiooni

2z = arctan xy

osadiferentsiaal d,z ja arvutada osadiferentsiaali d,z viirtus,
kui x=—1, y=3, Ay= —0,02.
1648. Avaldada funktsiooni

Bl
2 = arcsin ?
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osadiferentsiaalid ja arvutada nende vidirtused, kui x=4,
y=—5 Ax=—03 ja Ay=0,2.

Ulesandeis 1649—1654 avaldada antud funktsiooni taisdife-
rentsiaal:

1649. z —sin X cos L.
Y x
1650. z — arctan 214
: *==¥ /

1651. z = In sin %
1652. z=1ntan§.

1653. z=—1In (x+ %).
1654. z=1In (x+ Iny).

1655. Leida funktsiooni

Xty
% =4

= s

juurdekasv Az ja tdisdiferentsiaal dz, kui x muutub vairtuselt —3

S A 11 o A e . 29
vaartuseni —3jay vaartuselt 7 vaartuseni 5

1656. Kerale
4y? 4+ 22=25

on punktis (0; 3; 4) tommatud puutuvtasapind. Kui pikk 16ik sir-
gest x=1, y=3,5 jddb selle puutuvtasapinna ja kera pinna

vahele? :

: Ulesandeis 1657—1661 avaldada antud funktsiooni teist jarku
tdisdiferentsiaal.

1657. z=In(x+ V2 F ).

1658. 2 — y*.
SAE et 4
1659, z— Z 2.

1660. z = sin? (x — y).
1661. z = arcsin (x + y).

1662. Avaldada d?z ja d%, kui z= 2x3 - xy2 -+ 4.
1663. z-_—%. Avaldada d3z.

Ulesandeis 1664—1671 arvutada avaldise ligikaudne viirtus,
vaadeldes antud avaldist sobivalt valitud funktsiooni viirtusena
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ja lugedes funktsiooni juurdekasvu ligikaudu vordseks taisdife-
rentsiaaliga:

1664. V 0,982+ 37)/1,04.

5
1665. 1/0,982 + 3V 1,083-
1666. 1,96°-2,03°.
1007, e,
1668. 0,96%02.

B ) e
1669. In (0,98 4 v1,04 —1).
3,87
1670- Tm? .
1671. 5,997 - 4,002 + 4,002 - 14,998 |- 14,998 - 5,997.

1672. Kolmnurga mootmisel saadi a=27,2(40,05) m,
he = 34,0(4+0,05) m. Arvutada kolmnurga pindala koos vea iilem-
maadraga. '

1673. Arvutada risttahuka ruumala koos vea iilemmaééraga,
kui tema iihest tipust ldhtuvate servade pikkused on 7,4(+0,1) cm,
4,1(+0,05) cm ja 2,4(+0,05) cm.

1674. Arvutada kolmnurga pindala, kui a = 22,5(+0,3) em,
b =80,0(+0,2) cm, p=36°40"(+£5). :

1675. Ohmi seaduse jargi on alalisvoolu tugevuse /, takis-

tuse R ja pinge E vahel seos R=—?. Mootmisel  saadi

-~ E = 108(+2) volti, / = 21(40,5) amprit. Arvutada takistus R ja
méaidrata saadud tulemusé vea iilemmaar.

1676. Tiisnurkse kolmnurga kaatetite projektsioonid hiipote-
nuusile on 2,16(4+0,005) m ja 7,56(+0,005) m. Leida kolm-
nurga korgus.

1677. Ringjoone kodlu pikkus ja koolule vastava kaare kesk-
punkti kaugus kodlust mdaravad ringjoone raadiuse. Jooniselt 100
on niha, et tdisnurkses kolmnur-

gas ABO on r’=k?4 (r —gq)* /_ g

ehk rP=Fk2+r2—2rq+ q? mil- , k

lest i re= kz";qqz ; Mootmisel . \
saadi 2k — 19,45(4-0,05) cm,
p=23,62(+0,03) cm. Arvutada
ringjoone raadius ja saadud véar-

tuse absoluutse ning relatiivse vea - 0
iillemmaar. Joon. 100.

43



1678. Tuletada eeskiri summa absoluutse vea iilemmaira
arvutamiseks.

1679. Tuletada eeskiri vahe absoluutse vea ﬁlemmééra arvu-
tamiseks. ;

1680. Tuletada eeskiri korrutise relatiivse vea i{ilemmaira
arvutamiseks.

1681. Tuletada eeskiri jagatise relatiivse vea {ilemméira
arvutamiseks.

1682. Leida funktsiooni

z
U = arcsin ———=
Vet

gradient punktis (V2; v2; 1).
1683. Leida funktsiooni
u = arcsin V¥ + 4
2

gradient punktis (1; 1; 2).

1684. Leida funktsioonide

In (x2 4 y?) ja arctan %

gradiendid ja nurk nende vahel.

1685. Avaldada funktsioonide

2==xY ja g

gradiendid ja leida gradientidevaheline nurk punktis (1; 1).

1686. Leida funktsioonide

VX4 ja Voxy

gradiendid ja méaérata kohad, kus need gradiendid on para]-
leelsed.

1687. Avaldada funktsioonide
z=Vx2—y? ja z= V2| i

gradiendid ja leida punktid, kus gradiendid on risti.
1688. Ndidata, et funktsiooni

u=ve4+y+2
gradiendi pikkus on igas punktis 1.
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1689. Leida funktsiooni

4
u=arctanL ¥

T
tuletis punktis (1; V3) suunas, mis viib sealt punkti (2; 3v3).
1690. Leida funktsiooni

Vy

zZ = arctan —
X

tuletis punktis (2; 4) suunas, mis viib sealt punkti (6; 7).
1691. Leida funktsiooni
2=1In (e* - e¥)
tuletis punktis (0; 0) vektori {3; 4} suunas.
1692. Leida funktsiooni
2 = y3 e 2x2y2 __x2y

tuletis punkti-s (—2; 1) vektori {1; 2} suunas.
1693. Avaldada funktsiooni

2= x4

tuletis punktis (1; 1) suunas, mis moodustab x-telje positiivse
suunaga nurga a. Kui suure e puhul on tuletis a) maksimaalne,
b) minimaalne, c) 0?

1694. Leida funktsiooni

z = arctan xy

tuletis punktis (1; 1) sirge y = x sihis.
1695. Avaldada vorrandiga
2x2 +3xy +yz2 —22+3=0

méidratud funktsiooni tuletis punktis (3; —1; 2) suunas, mis moo-
dustab x-telje positiivse suunaga nurga 60°.

1696. Kui suur on funktsiooni
21t
tuletise absoluutvaédrtus punktis (1; 1) parabooli y = x? sihis?
1697. Arvutada funktsiooni

u = x%y22*
tuletis punktis (1; —1; 3) suunas, mis viib sealt punkti (0; 1; 1).
1698. Arvutada funktsiooni
==Xy
tuletis punktis (—2; 1; 3) vektori 4u; 4 3u; - 12u; suunas.
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1699. Arvutada funktsiooni
u=x2y* — 22 4 2xyz

tuletis punktis (1; 1; 0) suunas, mis moodustab telgedega vas-
tavalt nurgad 60°, 45° 60°.
1700. Kui suur on funktsiooni
z=In (24 y?)

suurim kasvamiskiirus punktis (—3; 4)?
1701. Leida pinna

Ve £ —2=0

suurim tous punktis (3; 4; 5).
1702. Leida pinna

z3_x2_y3=2

suurim tous punktis (3; 4; 3).

Liitfunktsiooni ning ilmutamata funktsiooni tuletis ja
tdisdiferentsiaal

1703. Avaldada , kui z=arctan (xy +1) ja y=Inx.
1704. Le1da i 0 arcsm—— jay=vVx:+4.

1705. Avaldada E’ kui z = arcsin> o o IR ja o =8t

1706. Avaldada Z—tz, kui z=tan (3¢t 4 2x2 —y), x=-1— ja

2%

1707. Leida :—:, kui u=£5—(y;z), kusjuures y=2sinx

ja 2=cos x.

1708. Avaldada %ZE ja %%, kui z= x4+ y?, kusjuures

X=Uucosv. ja Yy=vcosSi
1709. Avaldada % ja g—i, kui z=1In (¥* +y?), x=uchvo ja
fh = usho.

1710. Avaldada
Y= U sinv,

0z

>y ja 92 yui g=x% —y*x, xX=1Ucosp ja

du’
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1711. Leida funktsiooni
2= arctan uv

osatuletised, kui u=xy ja v=x—y.

1712. Leida %g- ja g—Z’, kui ‘
W= V24 u? | 02,

kusjuures u=ysinx ja v= ye*

1713. Leida funktsiooni

u= >+ x> arctany
puhul % ja &, kui x=pcos g ja y= psine.
e " D¢

0z

Ulesandeis 1714 ja 1715 leida ==

rentseeruv funktsioon:

1714. z2=xy + p(Vxy).
1715. z= x4 @(x%).

" Ulesandeis 1716—1720 avaldada

rentseeruv funktsioon:
1716. z=f(x2 — y2, ew),
1717. z = f[sin (x — y), x2y?].
1718. z=f(x2 — y2, e%).
1719. z = f[cos xy, x* — y].

1720. z=f(V/xy, x2+ y3). k

1721. z=¢(x, y), kus *=u-t+v, y=wu—v. Avaldada
W0 0% PRy 0%z
9u’ 9v’ ou®’ 9v® 1? Guas -

1722. u = f(z), kusjuures z= x2 -— y2. Avaldada antud funkt-
siooni koik teist jarku osatuletised.

1723. u=[(#), kusjuures f= x2--y2-} 22. Avaldada antud
funktsiooni koik teist jarku osatuletised.

1724. Niidata, et funktsiooni

u=In (x* 4 y?)

ja g—;, kui ¢(u) on dife-

0z

% ja g;, kui f(u, v) on dife-

bl ou oJ%u

puhul 5% =—35-
1725. Niidata, et funktsioon

u=xf(F)—r—p,

kus f(f) on diferentseeruv, tdidab tingimust
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a (o]
Xty g TR+ P=u
1726. Naidata, et funktsioon
X
e A (7) ’
kus @(f) on mistahes diferentseeruv funktsioon, tdidab tingimust
gz oxy.
X ox N ay = Y.

1727. Naidata, et
ou O0%u ou 0u

9x Oxdy 0y 02 0,
kui u=f[x+ @(y)]
1728. Niidata, et funktsioon
" e “4 e :
u
kus u = \/x2 -+ y? | 22, tiidab tingimust
02u o2u “,

e L e
1729. Avaldada -; kui
x3 -+ bx2y — xy® + y* =95.
1730. Lelda ==, kui

2y3 + 3x2y -+ ln x =0,

ja arvutada tema vdirtus, kui x= 1.
1731. Avaldada vorrandiga

U= \/x_lnf;

mairatud funktsiooni y tuletis ja arvutada tema vaartus punk-
Six. (e p)
1732. Avaldada vorrandiga

yse¥ — (2x3 + 3) siny + x?y? =xcos x

miiratud funktsiooni y tuletis ja arvutada tema vdartus punktis
(0; 0).
1733. Leida joonele

B+ yt—4xy=0
punktis (2; 2) tommatud puutuja tous.
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1734. Leida“ joonele
y+er*=0

punktis (—1; —1) tommatud puutuja tous.
1735. Leida joonele

In Vx% + y? — arctan % =0

punktis (1; 0) tommatud puutuja.
1736. Leida joonele

X+ xy 4y =3

punktis (—1; —1) tommatud puutuja.
1737. Arvutada vorrandiga
. Z=eF—x—y

maaratud funktsiooni =z esimest jarku osatuletised punktis
(0; e; 1). Kas funktsioonil z on osatuletisi ka punktis

(35 2 0)?
Ulesandeis 1738—1741 avaldada antud vorrandiga maaratud
funktsiooni osatuletised ja leida nende védartused antud punktis:

1738. z =cos xy — sin xz, (—g—, §1 O).

K39, x3 - - 22 — 32222 =10, (I;1;1).

1740. xyz=¢>, (e'; —1; —1).

1741. x> — 222 2xy —3xz2+yz—3=0, (1; 2; —1).

1742. Avaldada Zi ja g;, kui funktsioonid y ja z on maéira-

tud vorrandisiisteemiga

{x2+y2+22=14,
6x2 — 2y — 5z + 5=0.

Arvutada leitud tuletiste vaartused argumendi vdartusel 1, kus-
juures y < 0.

1743. 7x2 4 y? — 322 = —1,
4x + 2y — 322 = (.
Avaldada % ja Z;.
- 1744, 228 — yd --x% = 2,
224 y*+ 22 =9
dz

dy .
Avaldada ix 1@ -
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1745. Leida vorrandisiisteemiga
[ x2— 3y? 4 2u? — 4v2 =35, %
1 4x + 2y? — 3u -+ 4v2 = —6.
ou . dvu

R

miiratud funktsioonide u(x, y) ja v(x, y) osatuletised F 5

punktis x =1, y =04 >0 ja v > 0.

1746. Avaldada g—; ja g—: LRI X = COS. B il =1L 8i1 U
% T

1747. Avaldada g—i ja g—z Gkl S =2 oS U sy E= et S g
2= UD; ‘ :

1748. Leida —g% ja (%z— punktis u=1, v =—2, kui x=u -+

+ v, y=u—v, z= uv?
1749. Leida 92 52 92 bunktis w=0 ja v =3, kui
-4 Ox ] ay p Ry ] SR A
X = UCOSU— UCOSU-| sinu,

Yy =0 sin 4 — u sin 4 — cos u,
2= (4 — v)2.

. 1750. Avaldada dz, kui

a2+ +;= ;

1751. Avaldada dz, kui
&= xyz.
1752. Avaldada vorrandiga
2+ y?4 22 —2x2=2

mairatud funktsiooni z taisdiferentsiaal punktis (1; —1; 2).

1753. © = %2 , kusjuures uwu=yp—2y, v=2x-+y. Aval-
dada dw. .

1754. Avaldada dz, kui

z=xy — y’x,
X =T cOS P,
Yy =r sin @.

1755. w =shuv, kusjuures u=x2—y?—22 ja v=x24
+ y? + 22, Avaldada dw.

1756. u= (x2 4+ y?)e? ja z—% ¥ . Avaldada du.
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1757. x=u + v, y=u— v, z= uv. Avaldada dz.
1758. x=—ucos v, Yy = usinv, z=uv. -Avaldada dz.
1759. x=u-+t+v, y=u?-+4 v?, z=ud+ v3. Avaldada d=.

Osatuletiste rakendusi -

1760. Arendada poliinoom
X+ y? — 3xy
Taylori valemi abil x— 1 ja y — 1 astmete jargi.
1761. Kirjutada funktsiooni
z = 3x3 — 2x%y — Txy? -+ 3y?

Taylori poliinoom kohal x= —1 ja y=1.
1762. Kirjutada funktsiooni
z = 2x3 — 3x%y + 5xy? — y®
Taylori poliinoom kohal (1; —1).
1763. Leida funktsiooni
z=x2+4 5xy 4+ 2y?
juurdekasv, kui x muutub véidrtuselt 2 véairtuseni 24 h ja
y vaartuselt —1 vaartuseni —1 + k.
1764. Kirjutada funktsiooni
z=e’sinx
Taylori poliinoom kuni kolmandat jarku liikmeteni kohal x=0
ja y=0.
1765. Arendada funktsioon
z=-e’In(l 4 x)
Maclaurini valemi jargi kuni teist jarku litkmeteni ja kirjutada
vilja vastav jadkliige. -
1766. Arendada funktsioon

z=In(x + y)

Taylori valemi abil x — 1 ja y — 1 astmete jérgi, lopetades kol-
mandat jarku liikmetega ja vastava jdakliikmega.

1767. Kirjutada funktsiooni
2=oah- 1y
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Taylori poliinoom kuni kolmandat jarku liikmeteni kohal x =1
ja.y=0.
1768. Kirjutada funktsiooni

2 =e*sin xy

Taylori poliinoom kuni teist jarku liikmeteni kohal x=0 ja
y =1 ning arvutada saadud poliinoomi abil funktsiooni ligi-
kaudne vaartus kohal x=0,02 ja y = 0,97.

' 1769. Arendada funktsioon
Z2=xv
x—1 ja y—3 astmete jargi kuni teist jarku liikmeteni ja
arvutada saadud arenduse abil 1,13
1770. Kas funktsioonil
z=x(3x% — x’y* + 1)

on statsionaarseid kohti?
1771. Leida funktsiooni :
2=xY*(6—x—y)
statsionaarsed kohad.

Ulesandeis 1772—1778 leida antud funktsiooni ekstreemum-
kohad ja médrata nende liik:

1772, z=2x>—2xy +5y> —7x+y — 1.
1773. z=1+4 2x + 3y + xy — 4x2 — 2y2.
1774. z=4x2 —xy + 992+ x — y.

1775. z = ex(x2 4 y?).

1776. z=2xy —3x2 —4y>2+ x+ y + 1.
1777 2= (22 +y?)2+ (x —y)2 + 1.
1778. z=x2-+ 2xy + 4y> — x + 2y + 1.

1779. Leida vorrandiga
7 (1 —2) =2 +y+4(xz+1)

maéaratud funktsiooni z statsionaarsed kohad.
1780. Leida vorrandiga

224 2)=x(z—x) +y@—y +2(1 —x—y)

maaratud funktsiooni z ekstremaalsed vadrtused.
1781. Leida funktsiooni

2=+ ¢
! e Y
statsionaarsed kohad, kui &+ 3=
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~ 1782. Leida funktsiooni
gy
statsionaarsed kohad tingimusel, et x 4 y= 1.
1783. Leida funktsiooni
R =X — Y
statsionaarsed kohad lisatingimusel x? 4 y2 = 1.
1784. Leida funktsiooni
z2=x+y
statsionaarsed kohad lisatingimusel x*-4- y*= 1.
1785. Leida funktsiooni

R S T
3 t

ekstremaalsed vidartused lisatingimusel s ¢=2.
 1786. Leida funktsiooni :
z2=x+y

ekstremaalsed vairtused lisatingimusel ix —}-%: b

1787. Leida tdisnurkse kolmnurga minimaalne {imbermoot
tingimusel, et kolmnurga pindala oleks 25 cm?.

1788. Ristkiiliku diagonaalile ehitatud ruudu pindala - on
18 cm?. Leida ristkiiliku kiiljed nii, et ristkiiliku pindala oleks
maksimaalne.

: 1789. Leida tdisnurkse kolmnurga maksimaalne pindala, kui
hiipotenuusile ehitatud ruudu pindala on 2 cm?2

1790. Risttahuka iihte tippu ldbivate servade summa on 1 m.
Leida risttahuka mootmed nii, et tema ruumala oleks maksi-
maalne.

1791. Leida minimaalse pindalaga risttahuka servad nii, et
risttahuka ruumala oleks 8 m3.

1792. Leida maksimaalse ruumalaga risttahuka servad nii,
et risttahuka pindala oleks 16 cm?.

1793. Leida poordsilindrikujulise, pealt lahtise nou mootmed
nii, et konstantse ruumala V puhul néu pindala oleks mini-
maalne. :

1794. Leida paraboolil

y=3x2—2,
punkt, mis on ldhim punktile (0; 2).
1795. Leida sirgel
2x—3y+5=0

punkt, mis on ldhim punktile (—1; 2).
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1796. Leida joonel
22—y —4=0
punkt, mis on ldhim punktile (0; 2).
1797. Leida funktsiooni
z2=x24 2xy — 4x -+ 8y
koige viiksem ja koige suurem véartus ristkiilikus kiilgedega
x=0,9y=0 x=1y=2 3
1798. Leida funktsiooni
2 = —x3y + 4x2y — x%y?
koige vaiksem ja kdige suurem véirtus kolmnurgas, mille kiil-
gedeks on sirged x=0, y=0 ja y =6 —x.
1799. Leida pinna
2ty =VEL P
- puutuvtasapind ja normaal punktis (3; 4; —T7).
1800. Leida pinna

. X
2 = arcsin ’l—/.x_—z___*?g—z
puutuvtasapind ja normaal punktis (0; —3; 0).
1801. Leida pinna
22=e*+ eY
puutuvtasapind ja normaal punktis (0; 0; V 2).
1802. Leida pinna
x2y? + 2x + 23 =16
puutuvtasapind ja normaal punktis, kus x=2 ja y=1.
1803. Leida pinna
ylrz(2 —x*) —y*1 =5
puutuvtasapind ja normaal punktis CL 2y,
1804. Leida pinna
B=wty+1
puutuvtasapind ja normaal punktis, kus puutuvtasapind on paral-
leelne tasapinnaga x -+ \/_fy L 92 h=—1)
1805. Leida pinna y
Vi+Vy+vz=6
puutuvtasapind ja normaal punktis, kus puutuvtasapind on paral-
leelne tasapinnaga 6x - 2y + 3z2=20.
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1806. Leida pinna

y=usint,

WiE= TGSt
e=U

puutuvtasapind ja normaal punktis u =2 ja tzg-.
1807. Leida pinna

y=2cosusinuv,

X == COS'U COS 0,
2='g.:sinu

puutuvtasapind ja normaal punktis, kus u=v:%.

Ulesandeis 1808—1810 avaldada antud vektorvilja divergents
ja rootor. -

1808. .F =1{yz; xz; xy).
1809. F = {y2; 22 x2}.
1810. F ={xyz; x2y222; x3y3z3}.
1811. Arvutada vektorvilja
" F = {xyz; xyz; xyz}
divergents ja rootor punktis (1; —1; 1).
1812. Avaldada funktsiooni
=24yt 2
gradiendi divergents ja rootor.

1813. Toestada, et iga teist jarku osatuletisi omava funkt-
siooni

u={[(x, y, 2
puhul on rot grad u=0.



§ 16. DIFERENTSIAALGEOMEETRIA ELEMENDID

Kui punktis abstsissiga xo on
[(%0) = g (%0) =T (%0) =g (%0) = ... =
= [ (xp) = g™ (xo), [ (x0) % g™ (xo),
siis Oeldakse, et joonte y=/f(x) ja y=g(x) puutejérk
selles punktis on n.
Ringjoont
(x—8&*+ (y—n)* =R,

mille puutejirk joonega y= f(x) on mingis punktis vdhemalt 2,
nimetatakse joone y=/f(x) koverusringjooneks selles
punktis. Koverusringjoone raadiust

3
SO 5T el
Re=EE (1)
nimetatakse joone koverusraadiuseks ning koverusring-
joone keskpunkti joone koverustsentriks. Joone y= f(x)
koverustsentri koordinaadid avalduvad kujul
I+¢? S 69 (2)
yll yll ®
ui joon on antud parameetriliste vorranditega x=@(?),
="(t), siis on tema koverusraadius ja koverustsentri koordi-
naadid

f=x—

Yy, n=y+

244

B8 R s

R=ra -z TR !

Joone koveruseks K nimetatakse joone puutuja poorde-
nurga ¢ kui kaarepikkuse funktsiooni tuletist:

do oy oy R RY

s ds 37 Y (4)
(14+yD* (224 2T

Absoluutvdirtuselt on joone koverus vordne koverusraadiuse

poordvéartusega:

Ke lim
As—0
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Ki=%- | (5)

Joone haripunktideks nimetatakse tema ekstremaalse
koverusega punkte.

Joone koverustsentrite geomeetrilist kohta nimetatakse selle
joone evoluudiks. Joone normaalid on tema evoluudile puu-
tujaiks.

Joone F(x, yy)=0 singulaarseteks punktideks
nimetatakse punkte, mille koordinaadid rahuldavad vorrandisiis-

teemi
F(x7 y) :Ov 7
[F'r(x’ y) =0, (6)
F,!/(xv y) w 0

Singulaarset punkti, mille kiillalt vdikeses iimbruses ei ole

. joonel teisi punkte, nimetatakse isoleeritud punktiks
(joon. 101, a). Solmpunktiks nimetatakse singulaarset

punkti, milles joon 16ikub iseendaga (joon. 101, &), s. t. milles

. 5) ) 7/ : d)

a)

Joon. 101.

joonel on kaks erinevat puutujat. Tagasipdordepunk-
tiks nimetatakse singulaarset punkti, milles joone suund muu-
tub vastupidiseks (joon. 101, ¢). Tagasipoordepunktis on joonel
iiks puutuja. Singulaarset punkti, milles joon puudutab iseennast
(joon. 101, d), nimetatakse enesepuutepunktiks.

Joonte parve madhisjooneks nimetatakse joont, mis puu-
dutab parve koiki jooni ja igas oma punktis puudutab parve
ithte joont. Kui itheparameetrilisel joonte parvel F(x, y, C) =
= 0 on maéhisjoon, siis rahuldab see vorrandisiisteemi

F(x, y, €) =0,
{F’c(x, Y, C) =) (7)

Peale méhisjoone voivad siisteemi (7) rahuldada ka parve
F(x, y, C) =0 singulaarsete punktide geomeetrilised kohad.

Skalaarse argumendi vektorfunktsiooniks

nimetatakse vektorit, mille koordinaadid on {ihe skalaarse argu-
mendi funktsioonid:

=Ty &) YIS 2(1)):
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Joont, mille jooksva punkti kohavektoriks on r=r(f), nimeta-
takse selle vektorfunktsiooni hodograafiks.

Vektorfunktsiooni r=r(f) tuletis on defineeritud kujul
arl: : r_(t+4t)—_r@z
At—0 a4t

{x; y; 2. (8)
Vektor r on funktsiooni r=r(f) hodograafi puutuja sihiline.

Joone r=r(f) puutuja suuna iihikvektor on r-=|—:q, bi-
2 54 ja peanormaalti

normaali suuna iihikvektor ===
IrXr|

suuna iihikvektor v =8 X 7.

Ruumijoone mingit punkti ldbivat tasapinda, mis on risti
joone puutujaga selles punktis, nimetatakse joone normaal-
tasapinnaks. Joone kooldumistasapind on joone
punkti 1dbiv tasapind, mille normaaliks on binormaal.

Ruumijoone r = r(f) koverus avaldub kujul

Took M '
8. ey o
Niiteid

1. Koostada joone y = tan x koverusringjoone vorrand punk-
- T
fis (T; 1).

Lahendus. Kui y=tanx, siis y = cosl27 ja =

=—23ir;x . Antud punktis, kus ==
cos® x 4
y” = 4. Valemite (1) ja (2) jédrgi on noutud ringjoone raadius
ja keskpunkti koordinaadid

ol iy — iy — 2 ih

R=(1+2ﬁ)’}___ 5Z§

[4] ’
_m 1+By a—10
gy’ Ui e Mot
Rt 1429
f==Lebrear =

Koverusringjoone vorrand on jérelikult

e 2+l I =15
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Antud jdon on koos oma kove-
rusringjoonega kujutatud jooni-
sel 102.

I1. Leida joone y= ex hari-
punkt. :

T
Lahendus. Arl'(uds joone
puhul on ¥y =e* ja y” = e*, nii
et joone koverus on valemi (4)
jargi
yll e
K= War 3
@R % rem?
Joone haripunktide kui ekstre-
maalse koverusega punktide abs-
tsissid leiame vorrandist

aK _
% AN

X

3 3 1
ex(1 - e2x)%— ex 5(1 4 e2¥) Tp2x.9 Joon. 102.

(I ezx)3
Vorrutades lugeja nulliga ja taandades nullist erineva teguriga
9"(1+92‘)%, saame siit 1 - e?r — 3e2x=0 ehk e2x—_—%, i

.___%‘1“‘2. Joone y==e* kuju jargi on ilmne, et tal on iiksainus

ekstremaalse (maksimaalse) koverusega punkt. Jérelikult on

d

selle punkti abstsissiks —&g leitud ainuke nullkoht. Haripunkti

ordinaadiks on y=e ¥ 1n? - (eln2)-% — 2t = V—; Noutud hari-
1 2
punkt on seega (—§1n>2; VT)

111. Koostada parabooli y? = 2px evoluudi vérrand.

Lahendus. Parabooli vorrandist saame y=j_—\/x2—b?, kus
iilemine mérk vastab parabooli iilalpool x-telge ja alumine all-
pool x-telge asetsevale harule. Arvutame

=4V ==V v=2V i i=)-=VE

Valemite (2) jédrgi on parabooli punktile (x; + V/ 2px) vastava
koverustsentri (evoluudi punkti) koordinaadid
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1+%

X o
t—x—— (1)) =t 2rtp—artp,
=V 5o
b — N %
n=+ Vopx+ _=i\/2px.,—_l/—p—:\/2px=¢2x]/;-.
TV 8a

Saadud vorrandipaar §=3x-+p, n= 3 2x ]/2; ongi parabooli '

evoluudi parameetriliseks vorrandipaariks, kusjuures parameet-
riks on x ja evoluudi jooksvaks punktiks (&; 7). Tavalises tahis-
tuses [parameetriks ¢ ja jooksvaks punktiks (x; y)] on seega
parabooli evoluudi vorrandid

v BFL y::?tl/i—t-.

Parameetri ¢ elimineerimiseks avaldame kummastki vérrandist #*
ning vorrutame tulemused:

R : by
PR 27#) : ta—-%-yz, (x 2717) =%y2’
‘ millest
l 8
y Y= 7 (x —p)2.
. Antud parabool ja tema evoluut
qu?P — nn. semikuupparabool — on
kujutatud joonisel 103.
IV. Leida tsiikloidi
{x: a(t—sint),
o\F o y=a(l —cosi)
evoluut.
Lahendus. Antud joone
puhul
x=a(l —cost), y=asint,
X¥=asint, j=acost.
Joon. 103. Paigutades need avaldised vale-

meisse (3), saame

a?(1 —cos )2+ a?sin? t

E=a(t—sint) —
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) a?(1 —cost)2 4+ a?sin2t :
K ok LA s )+ a?(1 — cos t) cost—a;sinzt a(1 — cos t) 4

= —a(l — cos t).

Tsiikloidi evoluudi parameetrilised vorrandid on seega

x=a(t+sint),
y=—a(l —cost).

Vottes siin uueks parameetriks 1 =1¢—uax, s. t. t =74 &, saame.

x=a(r —sin 1) 4+ ax,
y=a(l — cos 7) — 2a,

nii et parast paralleelliket x =x" + ax, y =1y — 2a, s. 1. algus-
punkti viimist punkti O’(aw; —2a) on leitud evoluudi vorran-
deiks ¥’ =a(r —sin7), y=a(l — cos 7). Jarelikult on tsiikloidi
evoluudiks tsiikloid, mis on saadud esialgse tsiikloidi nihutamisel
2a vorra alla ja ax vorra paremale (joon. 104).

A
p |

Joon. 104.

V. Leida joone \
(y___x?)?___x5:0
singulaarsed punktid ja skitseerida see joon.

Lahendus. Siisteem (6) singulaarsete punktide leidmiseks
on antud joone puhul jdrgmine:

(y_x2)2_x5=0,
—4x(y — x?) — 5xt=0,
2(y — x?) = 0.
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Sellel siisteemil on iiksainus lahend: x =0, y = 0. Jérelikult on
koordinaatide alguspunkt vaadeldava joone ainuke singulaarne
punkt.

Joone skitseerimiseks kirjutame antud vorrandi iimber ku]ul

(=rLye
ja arvutame tuletised
Y=utIVE =2+ 2vE

Kohal x=0 on joone molemal harul y=x+V ¥ ja y=

—=x2— 13/ x%) y=0 ja y’=0. Seega on singulaarses punktis
molema haru iihiseks puutujaks x-telg. Et seejuures joone haru-
del pole negatiivsete abstsissidega punkte (v x° pole x<0
puhul maéératud), siis on koordinaatide alguspunkt antud joone
tagasipo6rdepunktiks.

Et harul y=x>+ V. x5 on y >0 ja y” >0, siis on see haru
tousev nogus joon (joon. 105).

A

Yy

Joon. 105.

Teine haru y=x*— 1/ x> 16ikub x-teljega punktis (I; 0).
Tuletis 4 =2x—2 V% on vahemikus 0< x< o0 positiivne,

kohal x:—;—g— null ja x>% puhul negatiivne. Jarelikult on

see haru O<x<% puhul tdusev, x>;—g puhul langev ning
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omandab kohal X:—lg

55 Mmaksimaalse vaartuse. y” mérgi uuri-

\ : 4 : i
mine nditab, et vahemikus O<x<;2—5 on see haru nogus,

x>—% puhul kumer ja 56235— on kédanupunkti abstsiss (joon.
105). '

VI. Leida joone
y2 dsars ok + x6 - — 0

'singulaarne punkt ja mddrata tema liik.

Lahendus. Singulaarseks punktiks saame antud joone
vorrandist ja vorrandeist —4x3+6x5—0 2y =0 koosnevast
stisteemist (0; 0).

Joone skitseerimiseks ja singulaarse punkti liigi maaramlseks
paneme koigepealt tdhele, et joon on siimmeetriline koordinaat-
telgede suhtes, sest jooksva punkti koordinaadid esinevad temas
ainult paarisarvulistes astmetes. Edasi saame joone vorrandist

Y=tV =,
millest jareldub, et joone punktides 1 —x22>0, s. t. —1 <x <K
< + 1. Ulalpool x-telge asetseva haru y =x21/1 — ¥ puhul on
x3 x(2 — 3x2)

=2V — % — =
4 Y V1—x? V1—x?

Joone puutujaks koordinaatide alguspunktis on jirelikult x-telg.
x> 1 puhul |[y’|> oo, nii et punktides (—1; 0) ja (1; 0) on

joone puutujad paralleelsed y-teljega. Vahemikus 0 < x < V 3

funktsioon y kasvab, vahemikus V§<x<l kahaneb ja kohal

QW |
= V— omandab maksimaalse vaartuse v

y2—1‘+x‘=0

o \/5—'1;-

Joon. 106.
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Skitseerides joone saadud andmete jirgi (joon. 106), ndeme,
et koordinaatide alguspunkt — joone singulaarne punkt — on
enesepuutepunkt.

VII. Leida antud ringjoone paralleelsetele kooludele kui dia-
meetritele joonestatud ringjoonte parve mdhisjoon.

Lahendus. Olgu antud ringjoone vorrand x? -4 y?>= R?

ja tema koolud — parve ringjoonte diameetrid — paralleelsed
y-teljega.. Koolule x = C vastava ringjoone keskpunkt on siis

(C; 0), raadius \VR? — C? ja vorrand seega

(x—C) g =R —C (*)
Et saadud vorrand esitab parameetri C muutumisel viartuselt
C= —R vaidrtuseni C=R koiki vaadeldava parve rmgjoom

siis on ta 'selle parve vorrand.
Parve mahisjoone leidmiseks moodustame vorrandisiisteemi
(7): :
{(x_C)?_l_y? R?
—2(x — C) =—2C.

o s " ®
Teisest vorrandist saame C =+

5, mille paigutamine esimesse vor-

randisse annab ——i—y"’ R?——— ehk

X% "2

Q_R—J_*— K;E:l' (**)

Et selgitada, kas saadua vorrand toepoolest esitab vaadel-
dava ringjoonte parve mahisjoont, leiame joonte (*) ja (**)
ithise punkti ning kummagi joone puutuja tousu selles punktis.

Paigutades vorrandist (**) y? = RQ—%z vorrandisse (*), saame
(x — )2—{—R2—7——~R2—C2 ehk x2~4Cx—i—4C2=O, millest
x=2C ja seega y= —+ VVR?— 2C2. Jirelikult on joontel (¥)
ja (**) iihine punkt olemas, kui R?2—2C22>0, s. t. kui

R - R
——< CL—.

i
seerime vorrandit (*), lugedes y argumendi x funktsiooniks,
ning asendame x ja y leitud avaldistega C kaudu: 2(x — C) +

Joone (*) puutuja tousu leidmiseks diferent-

+ 2y =0, ¥y = b iy, Analoogiliselt saame vdrrandist

. yl:ﬁc—w' Jarelikult puudutab joon (**) vaadel-
dava ringjoonte parve kaiki neid ringjooni, mille puhul
- VR?_ <€ V% Et leitud 16ikepunkti koordinaatide avaldis-
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test C elimineerimisel saame parajasti vorrandi (**), siis puu-
dutab joon (**) oma igas punktis iihte parve (*) ringjoont.
Joon (**) on seega vaadeldava ringjoonte parve selle osa mabhis-

joon, mille keskpunktid asetsevad punktide —7/%; O)ja (V%’ 0)
vahelisel 16igul. Antud ringjoonte parv koos leitud mahisjoo-

nega (ellips, mille poolteljed on R ja R/ 2) on kujutatud joo-
nisel 107.

Ff

Joon. 107.

VIII. Leida joone

o

x=—,y=1+0 2=

kooldumistasapind punktis P(—1; 2; 1).
Lahendus. Antud joon on vaadeldav vektorfunktsiooni

r={%; 1+ 2% t‘}

hodograafina. Arvutame rr ja |:><'1;:
{—-}2-; 21 4t3},

{5 zae),

¥

r

l

et ={1665 20; — 1.

5 Korgem matemaatika I &8s



Antud punktis P on t = —1 ja jarelikult r X} 1 = {—16; 20; —6} =
= —2{8; —10; 3}. Noutud kooldumistasapind kui tasapind, mis
labib punkti P ja on risti vektoriga {8; —10; 3}, on jarelikult
8(x+1)—10(y—2) +3(z— 1) =0 ehk 8x— 10y 4 32+ 25=0.
IX. Leida joone

fx= 22

1 8xz=9y2
puutuja, mis on paralleelne tasapinnaga x + 3y + 2z =0.

Lahendus. Koostame koigepealt antud joone parameetri-
lised vorrandid. Seda voib teha mitmel viisil. Votame néiteks

=R SHY X =12 Ja "y =t % V2. Seega on antud joon
vaadeldav vektorfunktsiooni ' '
r= {5 + 2V B

hodograafina. Joone puutuja on vektori
r=1{2 + V2 1)

sihiline. Et noutud puutuja peab olema paralleelne tasapinnaga
x+3y-+22=0 ja seega risti selle tasapinna normaaliga
n={l; 3; 2}, siis rahuldab puutepunktile vastav parameetri ¢
véartus tingimust %

n-r=2t+3v2t-+4+2=0,

5*3

millest 22 — 5+ 2=0 ja t = 1

, kusjuures molemad ¢ véar-

tused ¢, =2 ja tzzé rahuldavad ristseisu tingimust vektoriga r

ainult sel juhul, kui tema keskmises koordinaadis on voetud
miinusmérk. Ulesande tingimusi rahuldavad seega kaks puutujat.
— g -2}

}. Esimene puutuja on paralleelne

Uhel neist on puutepunkti kohavektoriks r(2) = {4;

ning teisel r (%)={}1; —:—1;; %
vektoriga 1(2) = {4; —2; 1} ja teine vektoriga 1 (5)= {1; —1; 1).
Jarelikult on noutud puutujate vorrandid

8 1 1
B N G r) Uy S P

a = p—

e i
"IRRE I S |

Sk BB Ul R T Bk s
IR T et R4 e M TR e eges
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Tasapinnalise joone kdverusringjoon ja koverus

Ulesandeis 1814—1818 leida antud joonte puutejirk nende
ithises punktis:
1814, y=x3—3x*+2, y=3(1 —x).
1815. y=¢e* y=1-+1In(x+1).
1816. y—tanx, y—= arctanx.
1817. y=x2+43x, y=x*—6.
BB,
1818. y=sinx —xy\/cosx, y=0.
1819. Leida parabooli
y=#
koverusringjoon punktis (1; 1).
1820. Koostada hiiperbooli
E xy =4
koverusringjoone vorrand punktis (2; 2).
1821. Koostada joone
(22 + 4?) x — 2ay> =0
koverusringjoone vorrand punktis (a; a).
1822. Leida hiiperbooli ;

R KN
P Spd  Faew

koverusraadius hiiperbooli haripunktis.
1823. Avaldada tsiikloidi

x=a(t—sint), y=a(l —cost)

koverusraadius puutepunkti ordinaadi funktsioonina.
Ulesandeis 1824—1829 arvutada antud joone koverus nédida-
tud punktis: s
1824. y = sin x punktis (%, l) ;
1825. y=Inx punktis (1; 0).
1826. x2=—4ay punktis (0; 0).
1827. x =312, y=3t— 13 punktis (3; 2).
1828. x2-1- xy |- y? =3 punktis (13 1).
1829. e*¥ 4y 4 2x — 3 =0 punktis (0; 2).
Ulesandeis 1830—1832 leida antud joone haripunktid:
1830. y=Inx. 1831. y=1n (1 — x?).
1832. x =a(3cost -+ cos3t), y=a(3sint- sin3t).
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Ulesandeis 1833—1838 leida antud joone evoluut:

1833. S4L—1 1836, x—=31, y—1—6.
1834. x2 —4y2—4=0. 1837, ‘x = acostf, v y=—=uosm’ &
1835. y = x8. 1838. 'x =a(cost + tsint),

y=a(sint —tcost).

Joone singulaarsed punktid ja joonte parve mihisjoon

Ulesandeis 1839—1844 leida antud joone singulaarsed punktid
ja méddrata nende liik:

1839. x2 4 y?2 = x*. 1842. x3 — 2x%y — y? =0.
1840. y2(a — x) = x3. 1843. x2y2 + y* = 4x2,
1841. x84 y3 — 3axy = 0. 1844. y?=x(x —a)2
Ulesandeis 1845—1850 leida antud joonte parve mahisjoon:
1845. y— Cx - C(1 4 C). 1849. %-{—E—_”:zm—_—l
1846. y=x -+ (x— C)*. 1850. C?— Cy + e =0.

1847. C?2 —2C(xy — 2) + y>=0.
1848. y=C(x — C)2

1851. Leida sirgete parve
y=Cx+y(C)
mahisjoon, kui % (f) on mistahes diferentseeruv funktsioon.
1852. Leida sirgete parve

1
R R

méhisjoon ja skitseerida see sirgete parv koos-oma mahisjoonega.
1853. Leida sirgete parve maéhisjoon, kui parve iga sirge
telgloikude summa on konstantne.

1854. Leida sirgete parve mahisjoon, kui parve moodustavad
koik sirged, mille telgloikude korrutis on konstantne.

1855. Sirge liigub nii, et koordinaattelgede vahelise loigu
pikkus jddb konstantseks. Leida tekkiva sirgete parve mahisjoon.

1856. Leida ringjoonte parve méhisjoon, kui parve ringjoonte
keskpunktid asetsevad paraboolil y——4x2 ja ringjooned lédbivad
koordinaatide alguspunkti.

68



1857. Taisnurga tipp liigub mooda y-telge ja itks haar labib
punkti (a; 0). Leida taisnurga teise haara liikumisel moodustuva
sirgete parve mahisjoon.

Ruumijooned

1858. Leida joone
x=1-+sint, y=2t—cost, z=3-} ¢
puutuja punktis, kus #=0.
1859. Leida kruvijoone
re=2cost, Y=32em il 2==4]

s

puutuja ja normaaltasapind punktis, kus =
1860. Leida joone '
x=1#2—2 y=2t+1, 2=3—2
puutuja ja normaaltasapind punktis (2; —3; —20).
1861. Leida joone
x2—2y=0, x¥—3z2=0
puutuja ja normaaltasapind punktis (6; 18; 72).
1862. Leida joonel
S e R

punkt, milles puutuja on- paralleelne tasapinnaga x 4 2y + z +
+1=0.
1863. Leida joone
x=1t y=08 z2=1

puutuja, binormaali ja peanormaali iihikvektorid punktis, kus
te=1.
1864. Leida pindade

Y= ja =2="2x

16ikejoone binormaali ithikvektor punktis (2; 4; 4).
1865. Koostada joone
12

x=t y=—1 z=+

kooldumistasapinna vorrand punktis, kus = 2.
1866. Leida joone

x=18 y=18 z=t
kooldumistasapind punktis (4; 8; 2):
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1867. Leida joone
YRR S ey
kooldumistasapind punktis (1; 1; 1).
1868. Leida joone
== A g8 e f

kooldumistasapind, mis on risti tasapinnaga 3x - 2y 4 3z =-0.
1869. Arvutada joone

M= 2000 Yein T Sntd

koverus punktis = 1.
Ulesandeis 1870—1873 arvutada antud joone koverus:
1870. x—efcost, "y—etsint, ~z=¢'
187]. x =9t —18 y=31 ‘z=3t L1
1872 =@ ecas®l "y==asin®t; ~z2=—acos 2t

1873. =22, z— §x3.

1874. Arvutada joone

x=t—sint, y=1—cost. z=4siny

minimaalne ja maksimaalne koverus.



§ 17. ESIMESf JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID
Vorrandit

N
Fix, y, ¥, . ¥, ..., "] =0, (1)

mis sisaldab s6ltumatut muutujat x ja otsitavat funktsiooni y ning
selle tuletisi kuni n-nda jarguni, nimetatakse n-jarku hari-
likuks diferentsiaalvorrandiks. Iga funktsiooni
y =y (x), mis, paigutatuna koos oma tuletistega vorrandisse (1),
rahuldab seda samaselt x suhtes, nimetatakse vorrandi (1)
lahendiks. Vorrandi (1) lahendi graafikut nimetatakse selle
vorrandi integraaljooneks. Diferentsiaalvorrandi (1)
iildlahend on n meelevaldsest konstandist C;, C,, ...

ja argumendist x soltuv funktsioon e
y:tp(x, C[, CQ, 55 C,,), (2)
mis rahuldab vorrandit (1) igal konstantide C,, C,, ..., C,

valikul. Iga lahend, mis saadakse iildlahendist konstantide arvu-
liste vdartuste puhul, on diferentsiaalvorrandi erilahen d. Vor-
randi (1) lahendit; mida ei saa tuletada iildlahendist (2) kons-
tantidele C,, C,, ..., C, erivaartuste andmise teel, nimetatakse
vorrandi (1) singulaarseks lahendiks. Sageli saadakse
diferentsiaalvorrandi lahend ilmutamata kujul vodi parameetri-
lisel kujul.

n-parameetrilise joonte parve @(x, y, C, C,, ..., C,) =0
diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, mis saadakse parve
vorrandist ja parve vorrandit n korda x jirgi diferentseerides
tuletatud vorrandeist koosnevast siisteemist parameetrite
Ci, C,, ..., C, elimineerimisel.

Esimest jarku diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolu
te oreem: Kui vorrandis :

2= 9) (3)

esinev kahe muutuja funktsioon f(x, y) on mingis piirkonnas D'
pidev ning tal on selles piirkonnas tokestatud osatuletis
f'y(x, y) ja kui (xo; yo) on mingi punkt piirkonnas D, siis on
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vorrandil (3) iiks ja ainult iiks lahend y = y(x), mis rahuldab
nn. Cauchy algtingimust y(xo) = y, ja mille integraaljoon ldbib
seda piirkonda.

Esimest jarku diferentsiaalvorrandit nimetatakse eraldu-
vate muutujatega diferentsiaalvorrandiks, kui ta on tei-
sendatav kujule

p(x)dx = y(y)dy. (4)
Vorrandi (4) iildlahend on g
Jo(x)dx= [y (y)dy + C. (5)
Vorrandit, mis on teisendatav kujule
: dy !
. a=Fl%, - (6)

nimetatakse homogeenseks diferentsiaalvorrandiks. Asen-
dusega

Y
i X (7)
: dy du p: ‘
mille puhul ZZ=u-+x_-, taandub vorrand (6) eralduvate
muutujatega vorrandiks.
Kui vorrandis °
d x4 b c
TZ i (lex—-*{_— bl:/y-f—;——cl—,) ’ C)
kus
a
g = a; b2 ¢0
teha asendus
r=X+a y=Y+§p 9)

siis on @ ja B nii médratavad, et vorrand (8) taandub homo-
geenseks vorrandiks. Kui vorrandis (8) d =0, siis teisendub ta
asendusega 5

z=ax 4 bx (10)

eralduvate muutujatega vorrandiks.
Esimest jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi

Y +p(x) y=q(x) (11)

lahendamine taandub kahe eralduvate muutujatega vorrandi
lahendamisele, kui lahendit otsida kujul

y=u(x)v(x) v %o R
ning tegur u(x) mairata nii, et ' 4 p(x) u=0.
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Bernoulli diferentsiaalvoérrand i
yY+px)y=qx)y", m=>0, mz=1 (13)

teisendub lineaarseks vorrandiks asendusega
2=y, (14)
Kui diferentsiaalvorrandis
M(x, y) dx + N(x, y) dy =0 (15)
on
M/y(x’ y) e A,,X(x’ y)v (]6)

siis nimetatakse seda vorrandit eksaktseks diferenfsiaal-
vorrandiks. Vorrandi (15) vasak pool on sel juhul mingi kahe
muutuja funktsiooni U(x, y) tdisdiferentsiaal ning vorrandi iild-
lahend on

Ll ) ==L (17)

Kui vorrandis (15) ei ole tingimus (16) tédidetud, siis leidub.
nn. integreerimistegur u(x, y), millega vorrandit korru-
tades saadakse eksaktne vorrand. Eriti kui avaldis

M, 9) — N, (x9)
) = @ (X) (18):

ei soltu muutujast y, siis
u(z) =efowas, (19)
voi kui avaldis
N (%, ) — M (x, y)

ei soltu muutujast x, siis
u(y) =elvwa, (21)-
Diferentsiaalvorrandi
5 x=F(y, y) (22)
vOi
( Xe=F Ly’ (23)

lahendamiseks asendatakse y’ = p ja diferentseeritakse siis vor-
randit muutuja y jargi, lugedes x ja p muutuja y funktsiooni--

£ d. 1 1
deks (I’lll, et -i.——-—,—-———) ;
ay Yy p

Kui nii saadud diferentsiaalvorrandi iildlahend juhul (22) on
p=@(y, C) voi juhul (23) on y=y(p, C), siis vorrandi (22)
iildlahend on '

x=Fly, ¢(y, C)] (24)
=



ja vorrandi (23) iildlahend parameetrilisel kujul on
x=F(p), y=vy(p, C), (25)

kus p on parameetriks.
Diferentsiaalvorrandis

y=F(x, y) (26)
y=F(y) (27)

asendatakse y’ = p ja diferentseeritakse saadud vorrandit muu-
tuja x jérgi. Kui selle diferentsiaalvérrandi iildlahend juhul (26)
on p=g(x, C) voi juhul (27) on x = y(p, C), siis vorrandi (26)
iildlahend on

voi

y=Flx, g(x, €)] Ao
ja vorrandi (27) iildlahend parameetrilisel kujul on
: x=19(p, C), y=F(p). (29)
Clairaut diferentsiaalvorrand
Yy=xy + @(¥y) (30)

teisendub parast asendust y'=p ja x jirgi diferentseerimist
vorrandiks

[x+ ¢ (P)1 =0,

X
millest vorrand %; 0 annab Clairaut’ diferentsiaalvorrandi iild-
lahendi
y=Cx+p(C) (31)
ja vorrand x 4 ¢’(p) = 0 singulaarse lahendi
x=—¢/(p), 39
e et ("

‘mis geomneetriliselt esitab iildlahendiga méératud sirgete parve
mahisjoont.

Joonte parve f(x, y, C)=0 ortogonaalseteks
trajektoorideks nimetatakse jooni, mis ldikuvad antud
parve joontega risti.

Ortogonaalsete trajektooride diferentsiaalvorrand saadakse
vorrandisiisteemist

{f(x, y, C) =0,

5 i ' (33)
fx(xy Y, C)""?fy(x, Y, C) =0

parameetri C elimineerimisel.
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Naiteid
I. Naidata, et funktsioon
y=(C| 5 czx+i‘2l)ex+ =

on diferentsiaalvorrandi

ylll_ 2y// + y/ I -
lahend._

Lahendus. Avaldame antud funktsiooni esimese, teise ja
kolmanda tuletise ning asendame antud vorrandis ¢, y” ja v
saadud avaldistega:

¥'= (Gt x)e* +(Ci+ Cox+ 5 ) ex =
=[c+ Gt @t 1)+ 5 e
v =[Ci+ 26+ 1+ (Cot 2)x+ ],
v =|Ci+3C+ 3+ (Co+ 3)x+ 5 ]er
Y2y =¢ [cl i S T 3)x+x72._2¢] i

B0 DG Y A Ci X UG 1)+"72]Eex.,

Seega rahuldab antud funktsioon antud vérrandit samaselt
x suhtes ja on jarelikult toepoolest selle vorrandi lahendiks (iga
C], CQ ja C3 pUhUI)

II. Koostada joonte parve
y=Cie* + Coe%*
diferentsiaalvorrand.
Lahendus. Et antud parve vorrand sisaldab kahte para-

meetrit C, ja C,, siis tuleb tema diferentsiaalvorrandi koostami-
seks diferentseerida parve vorrandit kaks korda:

Y= C|€x -—i— CQ€_2x,
y/ = Cle" et 2628-2x,
y// o Clex + 4C2e—2x

ning saadud siisteemist elimineerida parameetrid C, ja Co.
Lahutades esimesest vorrandist iiks kord teise vorrandi ja
teine kord kolmanda vérrandi, saame
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y —y = 3Cye?,
y—y" = —3Ce,

millest y— y=—(y—y”) ehk y”"+y —2y=0, mis ongi

noutud diferentsiaalvorrand.
II1. Leida diferentsiaalvérrandi
y = 2xy’

dildlahend ja joonestada moéned integraaljooned.

Lahendus. Antud vorrand y = 2x%— on eralduvate muutu-

- jatega diferentsiaalvorrand, sest ta on teisendatav kujule

98 o x
y %

Vorrandi iildlahend on seega

2[?.2,_ dx
Y x

21n |y| = In |x| +

-ehk

+C,

In|Cl,

kus meelevaldne konstant C on asendatud meelevaldse konstan-

diga In |C|.
Jarelikult 1n y2 = In |Cx|, millest y?
-valikul
y? = Cx,

Joon. 108.

=|Cx| ehk C ja x vastaval

mis ongi antud diferent-
siaalvorrandi iildlahend.

Integraaljooned on pa-
raboolid, mille teljeks on
x-telg.

Kui C >0, siis on para-
boolid avatud x-telje posi-
tiivses suunas, kui C <0,
siis vastassuunas. Kui
C =0, on integraaljooneks
x-telg (joon. 108).

Tasapinna iga punkti,
kus x3£0, ldbib iks ja
ainult iiks integraaljoon,
sest iga niisugune punkt
maérab iildlahendiga an-
tud vorrandist konstandi
C {iheselt. ‘

Punkte, kus x=0 ja



y%0, ei ldbi iikski integraaljoon, punkti (0; 0) ldbivad koik
integraaljooned. Niisugune asjaolu on seletatav sellega, et punk-
tides, kus x =20, ei ole diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolu

teoreemi tingimused tédidetud, sest seal ei ole %=% pidev.
IV. Leida tasapinnaline joon, millele langévad paralleelsed

kiired koonduvad pdrast joonelt peegeldumist iihte punkti.

Lahendus. Valime koordinaatteljestiku nii, et x-telg oleks
paralleelne peeglile langevate kiirtega ja koordinaatide algus-
punkt oleks punktiks, kuhu koonduvad peegeldunud- kiired

(
L (117)

-
o -

Tﬂ\ A ™ e

Joon. 109.

Olgu otsitava joone vorrand y = y(x) ja joone jooksev punkt
P(x; y). Sellesse punkti langev kiir AP ja peegeldunud kiir PO
moodustavad samas punktis tommatud puutujaga PT peegeldu-
misseaduse pohjal vordsed nurgad ¢, ja @.. Uhtlasi aga moodus-
tavad ka langev kiir AP ja x-telg kui paralleelsed sirged puutu-
jaga PT vordsed nurgad ¢ ja @s;. Seega on

@1 por= Pa.
Jarelikult on vordhaarses kolmnurgas TPO tipunurga vilis-
nurk @s=2p; ja seega
tan @, = tan 2¢;.
Et @. on koordinaatide alguspunkti joone jooksva punktiga

4

ithendava 16igu suunanurk, siis tan (p4——:—'1—. Edasi on tan 3=y

kui otsitava joone y = y(x) puutuja tous ning jarelikult
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2tan P 2
tan 2¢; = ey ™ Lt

Seega on otsitava joone ]ooksva punkti koordinaatide vahel seos

1= ik g4
l_ylz 3

mis on selle joone diferentsiaalvorrandiks.
Avaldame saadud vorrandist y”:
Yy —yy?=2xy
ehk

ehk

yy?+2xy' —y =10

y_ XL VL
e Yy
Saame kaks diferentsiaalvorrandit. Lahendame neist iihe, kuna
teise lahenduskidik on analoogiline.

ek VH- hghy
Vorrand y,::x_—}—\/yﬁ-i’ ehk ¢y = —— (x)

on homogeenne diferentsiaalvorrand. Kui asendame —Z—=u ehk

y = ux, millest ¥y = u’x 4 u, siis saame eralduvate muutujatega
diferentsiaalvorrandi

e
u’x + U= M‘_Z_l ?
Lihtsad teisendused annavad
ﬂ udu

|

X Vite— (4w
millest

udu
Wine f \/1+uﬂ—(1+u25Jr ¥

Uldintegraali avaldamxseks votame \/1 +ut=t ehk 14 uz=1¢,
millest 2u du = 2tdt ja

udu L _t,d_t,_= —'dt—“=_]nll—t|=
VIFu2— (14 u?) twew t-i

—— Il —VIF@=—Iln(VIF+&—1).

Seega
In|x| 4+ 1n (V1+uz—1) =C,
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millest
x| (V1 u2 — 1) = eC. ,
Siin voime e€¢ kui meelevaldse positiivse konstandi asendada
avaldisega |C|, kus C5£0. Niisiis
(V1 + w2 —1) =[C|
ehk
x(V1+4u?—1)=C.

o b & 1
Asendades niiiid tagasi u=—‘;—, saame

AV T+ @) =1]=¢

ehk .
VEFP=14C,
millest
x4 y2=x2 4 2Cx 4 C?
ehk

y?=2Cx 4+ C2,
Saadud vorrand esitab ruutparaboole, mille teljeks on x-telg,
haripunktiks (—g; 0) ja fookuseks (0; 0).

Mirkus. Vorrandi y —="=""F% iidlahend esitab
ruutparaboolide parve, milles paraboolid on avatud vastassuunas.

V. Leida diferentsiaalvorrandi

gl 2x""‘_!/_

iildlahend.
Lahendus. Antud diferentsiaalvorrand esineb kujul (8),
kusjuures d=|f *: 1#0. Seega teisendub ta asendusega (9)

x=X-+a, y=7Y 4 B sobivalt valitud konstantide a ja g puhul
homogeenseks diferentsiaalvorrandiks. « ja f médidramiseks aval-
dame antud vorrandi uute muutujate kaudu.

Et de=dX ja dy=dY, siis y =2r ja antud vrrand tei-

sendub vorrandiks

,dY _ 2X—Y+2—8
Ef“x+}'+a+p—3+2'
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Méidrame niifid @ ja g nii, et’

2a — =0,

a+p—3=0,
millest =1 ja B8=2. Antud diferentsiaalvorrand teisendubki
homogeenseks vorrandiks

ay _ 9X—
F i g e

ehk
Y
gLt
dd; Xy 2’
N 4 ]

g : ¥ = <
mis teisendub omakorda asendusega -=u vorrandiks

X
% 2—u
U X = +2

ehk
4 — y?

14+u '’

" Kui viimases vorrandis 4 — u2=£0, siis saab temas muutujad
eraldada:

Xl v

Py dX
—4_u2dw-— X

Osamurdudeks lahutades ja integreerides saame viimase vorrandi

lahendiks
' 3 i
2—u" 2—|—u e
ehk
— 32—y —ginf2tu= In |X| +In €
ehk

(2 — u)*(2+ u) =

Asendades niiiid tagasi X=x—1, Y=y —2 jau= 5=

saame lopuks antud diferentsiaalvorrandi iildlahendiks

(2x—y)d (2x+y—4)=C
Mirkus., Kui 4—u2=0 ehk 2—u=0 ja 2+u=0.
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siis 29720 ja 24420 ek 2c—y=0 ja

2x+y——4-—0 Samad erllahendld tuletuvad aga ka leitud
iildlahendist C= 0 puhul. ' ~

V1. Lahendada diferentsiaalvorrand

x—2y+l
ye 7 T

Lahendus. Antud diferentsiaalvorrandi puhul ei ole raken-
datav eelmises ndites kasutatud lahendusviis, sest siin

a=|; Zg|=o.

Kasutades aga asendust (10) 2= x — 2y, saame 2’ =1— 2y’

ehk y' = IA ning antud vorrand teisendub kujule
I—=2""""z241
A S
Siit
dz & '2=+3
dx 32—
ehk, kui z —3£0,
-35:1—d2 == dx,
z.——
millest
f( +——~)d¢_fdx+c.
Seega

32+ 8Injz—3|=x-+C.

Asendades niiiid tagasi z= x — 2y, saame antud diferentsiaal-
vorrandi iildlahendiks

x—3y-+4Injx —2y —3|=C
Selle iildlahendi leidsime eeldusel, et z— 3 0. Kui aga

z—3=0,s. t. x—2y—3=0, siis yzfg—g—, mis on ka antud

diferentsiaalvorrandi lahend, sest siis on y’ :% ja

x—2y-+1 i x—x+341 - 4 1
3x — 6y — 1 3x—3x+9—1 7

ll
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Seda lahendit ei saa tuletada iildlahendist. Niisiis on antud dife-
rentsiaalvorrandil peale iildlahendi veel singulaarne lahend
y="5

VII. Leida diferentsiaalvorrandi

sinx

y’—ycotx.—;xz_i_1

uldlahend.

Lahendus. Antud vorrand on lineaarne diferentsiaalvor-
rand (11). Otsime selle vorrandi lahendit kujul (12): y=uwv,
kus u ja v on muutuja x funktsioonid. Seega y’ = uw'v + uv’ ning
asendamisel taandub antud vorrand kujule

’ ’ sinx
uw'v 4+ uv ——uvcotx=x2+l
ehk
sin x )
wv -+ u(v’ — v cot x) A (%)

Et kahe funktsiooni # ja v méddramiseks on olemas iiksainus
vorrand (*), siis voime neile funktsioonidele voi ainult iihele
neist funktsioonidest esitada veel ithe tingimuse. Antud juhul on
otstarbekohane nouda, et

v —vcotx=0, ‘ **)

sest siis saame vorrandis (*) muutujad eraldada. Jérelikult sobib
funktsiooniks v diferentsiaalvorrandi (**) mingi lahend.
Eraldades muutujad vorrandis (**), saame

dv __ cosx
g SR

dx;

mis on rahuldatud, kui
Inv=Insinx

ehk
D B

Asendades niiiid vorrandis (*) funktsiooni v saadud avaldi-
sega, saame

A i . ’ 1
u smx=;fl_?_~xl‘ ehk sin x (u —m)'= 0.
Nagu nédha, rahuldab saadud vorrandit niisugune funktsioon u,
mis rahuldab tingimust

’ 1

R P ey

u
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ehk
dx
b Hu = 'x—z—_l_—l ’
millest
u = arctan x + C.
Jarelikult on antud diferentsiaalvorrandi iildlahend
y = sin x (arctan x 4 C).
VI11. Leida diferentsiaalvorrandi
y—axyy' = (y— 1)y

erilahend, mis rahuldab algtingimust kui x= — %, siis Y =1,

Lahendus. Diferentsiaalvorrandi erilahendi saamiseks
tuleb algul leida iildlahend. Antud kujul ei kuulu vorrand {ihtegi

tuntud tiiiipi. Kui aga vaatleme muutujat x funktsioonina ja
muutujat y argumendina ning vastavalt sellele asendame

dy 1 1

TR, AT S

y dx dx i’
dy

siis teisendub antud vorrand lineaarseks diferentsiaalvorrandiks
(11):

2 ; SR 1

gt o e el Kr g
ehk

1 —1
Al el S
Y %

Otsides selle vorrandi lahendit kujul (12): x=wuv, millest
i DR L du

dx dv | du ; 5 :
& b udy , Udy’ saame asendamisel vorrandi
dv du 1 y—1
U— - 0 ————up =
dy : dy y y? .
‘ehk
do du u ) z—1
U—to(———)="—. *
dy 37 (dy Y y* (*)
§ 3 ; =i A du u
Funktsioonile u esitame niiiid tingimuse 7 AN 0 ehk
d d %7 s g
7”=?y. See tingimus on rahuldatud, kui u =y.

Vorrand (*) omandab sellise u valiku puhul kuju

YL ve
dy . .t
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ehk
to=(5—5)%
millest
—fgere
Seega on antud diferentsiaalvorrandi tldlahend
x=y (2y2 ——{— C)

Erilahendi saame niisuguse konstandi C puhul, mis rahuldab
algtingimuses antud x ja y véirtuste korral iildlahendist saadud
vorrandit.

Niisiis

1 1 1
—7'—1 (2 it _‘T+C)’
millest
; Gi)
Jérelikult on noutud erilahend
PR A T T

1
2 2x+1)°

IX. Leida diferentsiaalvorrandi
2uy'(* —1) —x(P+ 42— 1) =0
erilahend, mis rahuldab algtingimust y(0) = 1.

Lahendus. Teisendades antud diferentsiaalvorrandit,
saame 24
2y’ (2 — 1) —xy? —x(x*—1) =0

ehk :
T e
ehk .
¥ gy i, (*)

millest nahtub, et antud vorrand on Bernoulli diferentsiaalvor-
rand (13), kusjuures m = —1.
Kasutades teisendust (14):; 2=y . ehk i 2 =12 . sazme

=20 ; millest y/— TR Kui asendame vorrandis (*) y’ saa-

dud avaldisega, omandab vorrand kuju
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oo, ARG A
TR Te s Ve A i
Korrutades niifid saadud vorrandit avaldisega 2y, saame

X
x2—1

2

yP=x,

mis y? asendamisel z-ga teisendub lineaarseks diferentsiaalvor-
randiks

X
x2—1

e — SE=T0

Selle vorrandi lahendamiseks asendame z==wuv, mille tule-
musel vorrand teisendub kujule

i ;
wo+ u(v’ — F P et e (**)

: . = X
kusjuures v valime nii, et v" — = o

dab Injo| = ln|x? — 1] ehk o= V[ —1]

v=0. Seda tingimust rahul-

Seega voime votta v = /|x2 — 1|, mille puhul vorrand (**)
omandab kuju

4 2 —_ f—— -] 3
uw|x Jle=x" eHkK " du . e
jarelikult
f L SR P VR - I N o T e S
U= s dx = e
ViE—1| i i .
V1—x?
Niisiis
{ VX—1(V*¥® — 1+ C), kui |x| > 1
=gy L 6 A
V1—x2(C— 1 —2x2), kui |x| <1
ehk

4

I

{ x— 14 Cyvx®—1, kui |x| > 1
2= T O =30 ki <t ) :

Nagu ndha, voime molemaid vorrandeid esitada iiheainsa vor-
randiga:

z=x1— I+ CVe2—1l.
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Seega on antud diferentsiaalvorrandi iildlahend
y=+Ve_1rCcypP—1.
Erilahendi leidmiseks arvutame C vorrandist

1=V_14 V=,

millest
C=2.

Noutud erilahend on jérelikult
y=+4V e —1+2Ve -1
X. Leida diferentsiaalvorrandi :
(g —1) et (20— sy} v=0
illdlahend.
Lahendus. Et

6,(_.y—,_1 il ey D el
oy \ 2 +y° )— @) T (24
ja
9 W NG, BB L et AL thew o
5 (2 — i ) = — S T

siis on antud diferentsiaalvorrand eksaktne, s. t. leidub niisugune
funktsioon U (x, y), et

dU(x, y) =250 e 2050 gy —
i By
= (s —1)d+ (w—zdy)
Seega
ouU (x, 1
g; y)=x2_1;_y2_1 (*)
ja
aU (x,
<3 (‘;;y_)zfzy_xz:_yz, (*‘)

Leiame U(x, y) kahel viisil.
a) Avaldised U(x, y) ja f%gdx voivad teineteisest erineda

ainult liidetava vorra, mis ei s6ltw muutujast x. Seega
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U, 9 = [ (i —1)de+Cw)

ehk )
U(x, y) = arctan -‘§~— x+C(y),

millest jareldub, et

oU (x, 2
e o o1
Asendades siin ‘w( i) avaldisega (**), saame

—W+C’(9)=2y—ﬁf

ehk
C'(y) =2y,

C(y) =y*+C.

Antud diferentsiaalvorrandi iildlahend on niisiis

seega

arctan%—x—i—y?: g

b) Avaldis‘ed U(x, y) ja f%jdy voivad teineteisest erineda
ainult liidetava vorra, mis ei s6ltu muutujast y. Seega

UG, 9) = [ (20— 5yr) d0+ €

ehk
U(x, y) =y* — arctanxl—}— C(x),
millest
sien L, Lo,
oU(x, y)

Asendades siin A S avaldisega (*), saame

x2+yz+cl(x) xz_l_yz wE g

ehk
(o4 (x) i —11
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niisiis
C(x)=—x+C.
Seega antud diferentsiaalvorrandi iildlahend om

yr—x— arctan%: G

Mirkus. Nagu ndha, saime kummalgi juhul erikujulise vas-
tuse. Sisuliselt aga vastustes erinevust ei ole, sest kehtib seos

=—arctan £ = arctan % Stk ‘

kus 2 on konstant. :
Toepoolest, avaldades selle vorduse mdlema poole tuletised,

saame paremal pool —'l-i—;tz ja vasakul —1—(—-?1— =

1
1+

=—E%. Seega on mdlema poole tuletised vordsed ja funkt-
sioonid vodivad teineteisest erineda ainult konstantse liidetava
(k) vorra.

X1. Leida diferentsiaalvorrandi

(x4 2xy — x3)dx — dy =10
iildlahend.

Lahendus. Antud vorrand omab kuju (15), kusjuures
M(x,y) =x+20y—x3 ja N(x,y)=—1. Et M,(x, y)=
=2x ja N’.(x, y) =0, siis ei ole antud diferentsiaalvorrand
eksaktne [tingimus (16) pole tdidetud].

Otsime niisugust integreerimistegurit u(x, y), et vorrand
w(x, y) (x + 20y — x3)dx — p(x, y)dy =0
oleks eksaktne, s. o. et
a 2
sl §) (r+ 22y — )1 = 5 [—u(x, 9)]
ehk

a y 6 )
WED) (vt 20y — ) +ulx, y) 2= — LTI
Jagades saadud vorrandit integreerimisteguriga ja viies integ-
reerimisteguri osatuletisi sisaldavad liikmed iihele poole ning
koik iilejaanud liikmed teisele -poole vordusmarki, saame

1 il‘_(x, y) —y3 1 a.u(xv y) ey __
u(x, ) ay (et ey oo @) u(x, y) ox e
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~ehk
d d
(x 422y — ) 5 Inp(x, y) + 5 lnplx, y) = —2x.

Siit on niha, et saadud osatuletistega diferentsiaalvorrandit
rahuldab niisugune funktsioon w, mis ei soltu muutujast y, sest

siis on ‘-g;lny(x) =0 ja vorrand omandab kuju
d
a ln y(x) —_ —QX,

millest

Inu(x) =—x% ehk p(x) =e™*.
Sama avaldise u(x) jaoks saaksime ka vahetult valemi (19)
Jar{%\ll'iisiis on diferentsi‘aalvc')rrand

e*(x 4+ 2xy — x%)dx — e ®dy =10

eksaktne. Selle vorrandi iildlahendis u(x, y) = C esineva funkt-
siooni u(x, y) leiame tingimusest

QU ) e ehk u(x, y) = —e*y+ p(x),

9y
kusjuures
). — gxye= + ¢f (x)
ehk
e (x4 21y — 1) = 2mye P 4 ¢f (3),
millest '
¢ (%) = (x—x%) e
ja seega
p(x) =J (x — x8) e *dx.
Et
J xe¥dx = % J (—2x) - e ®dx = — % e

ja et ositi integreerimisel (vottes u = x? ja dv = xe*dx) saame

2 2
— J x83e>¥dx = —"2 X — fiXe X dx — —*; — L —; o
siis

p(x) = e

ja antud diferentsiaalvorrandi {ildlahend on
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—x2 %2 el
—e ¥y -+ = e =

ehk
e*(x2—2y) = C.

XIl. Leida diferentsiaalvérrandi

Y:4+yy —x(x+4y) =0

ildlahend.
Lahendus. Avaldame antud vorrandist y”:
o R P Ay &%
s _V +x2+xy___+w +4xy+4x
_—yt (2
5 1

Seega saame antud diferentsiaalvorrandi asemel kaks vorrandit:
Y=zx, y=—x—y.
Esimese kui eralduvate muutujatega vorrandi dy = x dx iild-

lahendiks on y =x72 -+ C, ja teise kui lineaarse vorrandi ' +y =
= —x iildlahendiks saame VII niites kasutatud vétte abil

y=Coe>*—x-}1.
Antud vorrandi iildlahend on jarelikult
2
(5—v+C)(Cer—x—y+1n =0

XIII. Lahendada vorrand x = 2y’

Lahendus. Antud vorrand omab kuju (22). Téhistame
Yy =p; siis x= ::pp, . Diferentseerides seda vorrandit y suh-
tes, saame
ax +2y(4+p2)—4yp2 dp
dy 4+p2 (4 +p%? dy
ehk
' 1_ % . &—2dp
poe g AP dy )
millest
4+p __ 2y(4—pY) dp
p(4+p?) (4+p)? dy
ehk
dy e
Mo 4+p2 o
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Jéarelikult ~
In ly| + In |C] =n (4 + p?),
millest
Cy=4+p*
Seega p=+ VCy —4 ja asendades antud vorrandis y' =
= 4 VCy — 4, saame

+2y VCy— 4
X e ———
Cy
ehk
C2x? = 4(Cy —4),

millest
y=Cx*+ —é )
mis ongi antud diferentsiaalvorrandi {ildlahend.
X1V. Leida diferentsiaalvorrandi

vithye
yl

iildlahend.
Lahendus. Antud vorrand omab kuju (23). Tahistame y’ =

g x=v—1:'—p2-. Diferentseerides seda vorrandit y suhtes,

saame
Pl
PR A
ay p? dy
ehk
AN okt et M
P PV1I+p: Y
Seega
dp
dff w2 T
i pV1+p?
millest

R SUT TP

Jarelikult on antud diferentsiaalvorrandi iildlahend

x=_V]__+—T_2,_>
p —_——
y=]nl___t1pl_i_£__{‘_c.
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Sellest vorrandipaarist on voimalik parameetrit p elimineerida,
sest esimesest vorrandist saame

x2p? =1+ p?,
millest
1
T
ehk
g (NS0 2 g
p b \/x }1

mis paigutatuna teise vorrandisse annah
y=In(x+vx2—1)4+C
XV. Leida diferentsiaalvérrandi
e’(y —1) —y=0
iildlahend.

Lahendus. Antud vorrandile saame anda kuju y=
=e¥(y’ — 1), nii et on tegemist juhuga (27).

Asendades p=1y’, saame y=e?(p-—1). Diferentseerides
seda vorrandit x jargi, saame

p=1ler(p—1) + e”J'%
ehk
dx—='er dp,
millest
x=eP -} C.

Seega on antud diferentsiaalvorrandi iildlahend parameetri-
lisel kujul

x=er+C, y=er(p—1).
XVI. Leida joon, mille puutuja telgloikude summa on 2a > 0.
Lahendus. Joone y=y(x) puutuja punktis (x; y) on
Y—y=y (X—x), kus (X; Y) on puutuja jooksev punkt. Puu-
tuja loikepunkt abstsissteljega on (x -+ %; 0) ja ordinaattel-

jega (0; y — xy’), seega rahuldab otsitava joone vorrand dife-
rentsiaalvorrandit

x——yz,——|—y——xy’=2a,
millest
xy =y + Yy — xy'¥=2ay’
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ehk ‘
xy' (1 —y) —y(l —y) =2ay.
Et 1 — ¥ £ 0 (¥ =1 ei rahulda meie diferentsiaalvorrandit),
siis voime vorrandi molemaid pooli jagada avaldisega 1—y"
Saame

. 2ay’
xy——y:_—la
ehk
S e
y=2+7"7-

Seega on otsitava joone diferentsiaalvorrand Clairaut’ vorrand
(30). Tema lahendamiseks tahistame y" = p:

e 2ap
y=2p+ 2% (*)
ja diferentseerime x jargi:

7 2ap—2a—2gg d_p
‘_p—}—[x—l—-—- (p—1)2 dx

[*— =il =0

Niisiis teisendub saadud vorrand kaheks vorrandiks
dp 2a -
= Y
Esimese iildlahend on p= C, mis paigutatuna vorrandisse (*)
annab vaadeldava Clairaut’ vorrandi iildlahendi

2aC
y=Cx+Cil.

ehk

=0 ja & —

Teine vorrand koos vorrandiga (*) annab sama Clairaut” vor-
randi singulaarse lahendi (iildlahendile vastava sirgete parve
mahisjoone vorrandi) parameetrilisel kujul:
15 L2e L., _28p
AR i L BT Lty
Elimineerides viimasest vorrandipaarist p, saame singulaarse
lahendi kujul

(y — x — 2a)? = 8ax.

Uldlahendiga maératud sirgete parve iga sirge rahuldab
itlesande geomeetrilist tingimust kui iseenda puutuja igas punk-
IS, ' :

Et aga singl.ﬂaarne lahend on selle parve mahisjoon, siis on
tema puutujateks parve sirged, mistottu ka singulaarne lahend
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rahuldab iilesande geomeetrilist tingimust. Analiiiitilise geomeet-
ria votetega on kerge veenduda, et singulaarne lahend esitab

parabooli, mille telg on y = x, haripunkt (—;—, %) ja fokaal-
laius 2 v/ 2a (joon. 110).

Joon. 110.

XVII. Leida paraboolide parve
Y= g%
ortogonaalsed trajektoorid.

Lahendus. Ortogonaalsete trajektooride leidmiseks koos-
tame siisteemi (33):
{ ax’? — y =0,
1
2ax - e 0.

Sellest siisteemist parameetrit a elimineerides, saame brtogo-
naalsete trajektooride diferentsiaalvorrandi
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C IR )

x Y

Ortogonaalsete trajektooride parve vorrandiks on saadud dife-
rentsiaalvorrandi {ildlahend

x2+4 2y2=_C.

Jirelikult on antud paraboolide parve ortogonaalsed trajektoorid
ellipsid (joon. 111).
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Diferentsiaalvorrandi ja tema lahendi maiste

Ulesandeis 1875—1881 ndidata, et antud funktsioon on antud
diferentsiaalvorrandi lahend:

1875.
1876.

1877.

1878.
1879.

1880.
1881.

1882.

y=—x, (y*+2xy—x?) ,‘;—i: Y — 2xy — x*.
y=Csinx—1, ytanx —y=1.
Yy = xeCrt xy’:yln%.
1
y=Cx2e;+x2, x2%—{— (1 —2x)y = x2,

y:%a—sinx—{—clx—{—cm Yy’ =x+sinx

y=C,eX+C2——x__%2, y' —y =x.
y=x(Ci+ Coln |x| + Csln¥x]), #y” + xy’ —y =0,
Néidata, et funktsioonid y=x, y =xl.ja y :% 8 B

Y

rahuldavad diferentsiaalvorrandit y” - % i e

1883.
=ax-+b

x2

Kas on voimalik méddrata arve a ja b nii, et y=
oleks diferentsiaalvorrandi ¢ — 4y” -+ 5y — 2y =

= 2x -+ 3 lahendiks?

1884.

Leida arvude a, b ja c¢ niisugused véairtused, et y =

= (ax?+4bx 4 c)e> oleks diferentsiaalvérrandi y” — 3y’ +
+ 2y = e*(4x% 4 4x — 10) lahendiks.

Ulesandeis 1885—1890 leida diferentsiaalvérrand, mille iild-
lahendiks on antud funktsioon:

1885.
1886.

1887.

1888.

1889.
1890.

1891.
vorrand.
1892.
1893.
1894.

y=C,cosx+Czsinx—§—%x.
y=Cxt 4 C,.

y:fg—sinx—{—Clx—{— Gy

y= Cier CQ-—x—-f;.
Yy = C,cos x4 G, sin x.
X2y =C,+ Cx®*+ CsIn x.

Leida joonte parve y = A cos x + B sin x diferentsiaal-
Leida paraboolide parve y= cx* diferentsiaalvorrand.

Leida ringjoonte parve x2 + y? = ¢ diferentsiaalvorrand.
Leida sirgete parve xcosa + ysina —a =0 diferent-

siaalvorrand.
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Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandid

Ulesandeis 1895—1908 leida antud diferentsiaalvorrandi iild-
lahend ja joonestada moned integraaljooned:

1895. dy — xdx=0.

1896. & — 1.

dx
1897. ydy + xdx=0.
1898. y 2L _ x—0.

1899. xyy’ -+ 1 =x2 —x.

1900. y(x — 1)y'wﬂ‘—l_—_0.

1901, x 5L —y(y —1).
1902, x(x41) 24 y— .

1903. x(yy’ —x+1) = —

1904. (x4 1)dy + (2 —y)dx=0.
1905. 2yy’ cos x =:1.

1906. (VY -+ VEg)y' —y+ L.

X 2x2 —3x — 2

1908. y’ _‘_V:Cﬂ

Ulesandeis 1909—1912 leida antud diferentsiaalvorrandi iild-
lahend ja erilahend, mis rahuldab antud algtingimust:

1909. y(x2— 1)y =xy2+ x, y(2) =—1.
YA

1910. Tj;:ewg y(0) =0.

1911, g2 L fov—1, y(2)=—1.

1912. xydy -+ (x2-—1)dx=0, y(1) =0.

Homogeensed diferentsiaalvorrandid

Ulesandeis 1913—1920 leida antud diferéntsiaalvérrandi iild-
lahend:
1913. (y%2 -+ 2xy — x?)y' = y? — 2xy — X2

’ Y X,
1914, y — 1= xTi";z‘ .
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1915. xyy’ = x2 -+ y2.
1916. (3x2 — y2) 2L — 2xy.

1917. x —= =y —2Vxy.
, dy _ 2(5x+4y)
1918, o = e

1919. x%y' =y(x —y).
1920. x(y — x) ;’—Z:yz.

Ulesandeis 1921—1924 teisendada antud diferentsiaalvorrand
homogeenseks ja leida tema iildlahend:

1921. (2x —y - 4)dy+ (x — 2y + 5)dx = 0.
1922, (x—2y—1) r=2x—y—1.

dy  2%+3y+2
1923. W G A6 B
1924. ¢ _1‘_+2fjgy

Ulesandeis 1925—1932 leida diferentsiaalvorrandi erilahend,
mis rahuldab antud algtingimust:
-

1925. xyy'=y2+(x+y)2e—", y(1) =0.
1926. y =L 4 tanL, y(2) =u.

1927, xyj-i:x?_;_yz’ y(1)=\/§
1928. L—2_ %, 40)=1.

I

dx
1929. (Bx+4-3y — 1)dx+ (x+y+ 1)dy=0, y(l) =

ay - 2x—y+1 oy
1930. Ty, VB y0).—1;

1931, y = ‘_+2§+~‘2’y, y(1) =0.

’ —1
1932. y —3"_+25_2x, y(©2) =1.
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Lineaarsed diferentsiaalvorrandid

Ulesandeis 1933—1945 leida antud diferentsiéalvc')rrandi
iildlahend:

dy Ly dy <t
1933. E—y_xz. 1938. ° = 4x 3y + 5.
1934. d” + 4xiy—3x2c7%; 1939. gi—’ + % — cos x = 0.
1935. 2x = 6y — x2. 1940. y" — y cos x = x2¢ sin¥,
dy AR 75 _d_y BE gt g s
1936. > 1 Sttl==cx. 1941. P 4 cot v =2%sin ¥,
x!
1937. 2 25y =2 1942. x2dy |+ 2xy dx — x5 dx.

1943. \/1+x2y'_y=x+\/"i'¥£é.
1944. y?dx = (y* + 2xy — x)dy.
1945. (1 4 y?)dx — (xy +y + y*)dy =0.

Ulesandeis 1946—1949 leida diferentsiaalvorrandi erilahend,
mis rahuldab antud algtingimust:

1946. % —2(2¢ —y), y(0) =—
1947. :—z—f—x(Qy——e““) =0, §OX=1.
1948. x2%+(1—2x)y—'x2=0, y(—1) =1.

1949. d_y__%y_xz—1_0 y(—1) =2.

Ulesandeis 1950—1955 leida antud Bernoulli diferentsiaal-
vorrandi iildlahend:

1950. % + R £ |

cos?x *
1951. E YL yse* = xy.
1952. x2(xy’ + 2y) = y°.
1953. y -+ 4xy = x>\/y e,
1954. dy 4+ (1—ylnx)y=0.

dy 1
1955 ="
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Ulesandeis 1956—1959 leida antud Bernoulli diferentsiaal-
vorrandi erilahend:

1956. (x — y?)dx + 2xydy=0, y(1) =
d 341

1957. Ef-_-"_‘F?’nyt, y(0) = —1.

1958. (y -+ xy?)dx —dy =0, y(0) = 1.

1959.

iy +y) =1, y@) =1

Eksaktne diferentsiaalvorrand

Ulesandeis 1960—1969 leida antud dlferent51aalvorrand1 ild-

lahend:

1960.
1961.
1962.

1963.

1964.

1965.

1966.

1967.

1968.

1969.

%dx—{—lnxdy:O.

3x (x -+ 2y?)dx -+ 2y (3x2 4 2y?)dy = 0.
xdx+ydy |, xdy—ydx
Va2 T o =

dx—xd
y}f;_;z.z = xdx + ydy.

x—y)dx+ (x+y)dy _
2+ g '

2x(l—e) T
TE= Jr1+ Tk

+y)dx+(x+

(\/x2.l_ 2 )dy:O'

iy

Y
cos2x

y(cosx——xsmx——)dx+ (xcosx—?ylnx)dy—o

(y lny—%cos%‘-) dx -+ x (]ny+ 1 +}/2— cosj) dy=—20:

Ulesandeis 1970—1974 leida diferentsiaalvorrandi erilahend
vastavalt antud algtingimusele:

1970.
1971.

(2x —y)dx=xdy, y(1)=0.
(6x2 42y — 1)dx+ (2x +4y — 3)dy =0, y(l) =—1.

1972 (x -+ y)dx + (2y -+ x)dy =0, y(—1) =
1973. evdx - (xev —2y)dy =0, y(l)=0.
1
1974. x K/?zTyz_x)de“(v =t l)dy—O y(3) = 4.
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Ulesandeis 1975—1981 leida antud diferentsiaalvorrandi
integreerimistegur ja tildlahend:

1975. y?(x — 3y)dx + (1 — 3xy?)dy = 0.

1976. (x2+ y2+ 1)dx -+ xydy = 0.

1977. y(1 4+ xy)dx — x dy = 0.

1978. (y — e**)dx -+ dy=0.

1979. 2xtanydx + (x2 — 2siny)dy = 0.

1980. (e — y?)dx + ydy = 0.

1981. ycotxdx — (1 -+ 3y?sinx)dy = 0.

1982. Leida lineaarse diferentsiaalvorrandi gf——i-p(x)yz
= ¢g(x) integreerimistegur, vaadeldes seda vorrandit kujul
[p(x)y — q(x)}dx + dy = 0.

Ulesandeis 1983—1986 teisendada antud lineaarne diferent-
siaalvorrand eksaktseks ja leida tema iildlahend:

3 x

1983. % _ >, %

1984. y’ + 2xy = xe ™.

1985. y' + 279 -

dy T
1986. E—}— U= cosx:

iR

i E

Diferentsiaalvorrandid
(X, y,9)=0, x=[(y,y) ja y=f(x, ¥)

Ulesandeis 1987—1992 avaldada y’ ja leida siis antud dife-
rentsiaalvorrandi iildlahend:

1987. x2y? — y'= 0.

1988. x2y’2 | 3xyy’ 200 =0

1989. y? 4 yy' = x(x+y).

1990. y2 + y'(x+y) +xy=0

1991. (yy’)2—1=0.

1992. y® — 7y 4+ 6=

Ulesandeis 1993—2004 leida antud diferentsiaalvorrandi iild-
lahend:
1993 x =y = 1 4
y+y 1996. x:j,,j’—.

1994, x =2y —

. 1997. y=y"*4 y®*—2.
dy\3 3
1995. x=(%)° 4 1. 1998, y— 14 42— ys
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1999. y=y — y. 2002 == ey'y’2
2000. 3y®—yy’ 4 1=0. 2003. Yy—5=y2x+vy).
2001. y=y 4+ Iny. 2004. y=xy' (¥ + 2).

Ulesandeis 2005—2012 leida antud Clairaut’ diferentsiaal-
vorrandi iildlahend ja singulaarne lahend:

2005. y = xy’ -+ y2. e
2006. y:‘;—i(x-*jtl) 2010. y — xy’ = sin ¢,

2007. y—xy — VIi+yZ - 2011. y—

007. y=xy' —V1-+y 011. y=xy’ +2+y

2008. y— xy’ — arctan y’. 2012. y—x% 3(d)

Mitmesuguseid diferentsiaalvorrandeid

Ulesandeis 2013—2030 leida antud diferentsiaalvorrandi {ild-
lahend:

2013. (x4 y—+ 1)dx+ (x — 4* + 3)dy = 0.
2014. % | 2xy = 2e.

2015. (x? — y)dx + xdy = 0.

2016. /4 — 9x? dy = (1 + 9y?)dx.

2017. ¥ ‘—;ui—xxz PG TG §

2018. [cos(x 4 y2) -+ 3yldx + [2y cos (x + y?) + 3x]dy = 0.
dy

2019. ey 4y = x2\/y

2020. (x4 Vx2—y? YN gy,
2021. xdy —ydx -+ x2y2dy = 0.
2022. xy’ + 2y — x* = 0.

2023. x(y*lnx—y') =y.

2024. xy' =y(1+1nL).

2025. xy’ — 2y + x2=0.

2026. ysinx -y cos x — 1.
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2027. l% dx — dy — 0.

2028. ¥ ¥ _

dx x
2029. y= (x—y)y.
000, =Y v i

=D

2031. Leida diferentsiaalvorrandi (x +y — 2)dy = (1 — 2x —
—2y)dx integraaljoon, mis ldbib punkti (I; —2).

2032. Leida diferentsiaalvorrandi x?2dy -+ y>dx =0 integraal-
joon, mis ldbib punkti (1; 1).

2033. Leida diferentsiaalvorrandi x2dy -+ (2x2 — y?)dx =0
erilahend, mis rahuldab algtingimust x=1, y=2.

2034. Leida  diferentsiaalvorrandi xdy+y(l —y)dx=20
erilahend, mille puhul argumendi védartusele 3 vastav funktsiooni
vaartus on 2.

Ulesandeis 2035—2042 leida diferentsiaalvorrandi erilahend,
mis rahuldab antud algtingimust:

e x
2035. (7ey——2x)dx—l—(3y2—%e")dy=0, y(0) =1.
2036. (x+y—2)dx+ (x—y+4)dy=0, y(2)=1.
ey D D0t (o At
2038. x(1+4+y?) =1, y(0)=—2.

2039. x2dy —y(y+ x)dx=0, y(1) =_;__

2040. y’ = sin x;y —sinx';y, y(0) =ax.

dy _5y—x—1T7 =
2041. 228 =221, y(—1)=2.

2042. x(2x—y)y'=x*—xy+y?, y(1) =0.

Geomeetrilisi rakendusi

v 2043. Leida joon, mis ldbib punkti (—1; 3) ning mille
puutuja tous on kaks korda suurem koordinaatide alguspunktist
puutepunkti suunduva 16igu suunanurga tangensist.

V 2044. Leida joon, mille puutuja 16ik puutepunktist abstsiss-
teljeni on kaks korda pikem sama puutuja abstsiss- ja ordinaat-
telje vahelisest 16igust.
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¥ 2045. Leida joon, mis ldbib punkti (2; —6) ning mille puutuja
16ik puutepunktist abstsissteljeni poolitub ordinaatteljel.
¥ 2046. Leida joon, mille puutuja tous on poordvordelme puute-
punkti koordinaatide korrutisega.
2047. Leida joon, mille puutujaist koordinaatteljed l5ikavad
konstantse pikkusega 16igud.
2048. Punkti liikumise kiirus on vordeline tee pikkusega s,
kui pikkust s moota nii, et algmomendile =0 vastab s = 1.

Avaldada tee pikkuse soltuvust ajast, vottes vordeteguriks %
2049. Keha liikumise kiirus on vordeline ajaga f. Avaldada

kdidud tee pikkus s aja funktsioonina, kui vordetegur on —; ja

algmomendile f =0 vastab s =0.

2050. Leida joon, mille puutuja algordinaadi ruut on vordne
puutepunkti koordinaatide korrutisega.

2051. Leida joon, mille puutuja algordinaat vordub puute-
punkti kaugusega koordinaatide alguspunktist.

2052. Leida joon, mille puutuja tous on vordeline puutepunkti
ordinaadi ja abstsissi jagatise ruuduga.

2053. Leida joon, mille puutuja tous on iithe vorra viiksem
puutepunkti ordinaadi ja abstsissi jagatisest.

2054. Leida joon, mille puutuja algordinaat vordub. puute-
punkti abstsissi ja ordinaadi vahega.

2055. Leida joon, mille puutuja 1dbib punkti (y2; 0), kus y on
puutepunkti ordinaat.

2056. Leida joon, mille puhul puutuja, abstéisstelg ja koordi-
naatide alguspunkti puutepunktiga iihendav sirge moodustavad
konstantse pindalaga kolmnurga.

2057. Leida joon, mille puutuja algordinaadi ja puutepunkti
abstsissi korrutis on konstantne (a?).

2058. Leida joon, mille puutuja algordinaat vordub puute-
punkti koordinaatide korrutisega.

2059. Leida joon, mille puutuja algordinaat on vordne puute-
punkti abstsissiga.

2060. Leida joon, mille mistahes punktist tommatud puutuja
algordinaat vordub puutepunkti ordinaadi ruuduga.

2061. Fiiiisikast on teada, et voolutugevus i, elektromotoorne
joud E, ahela takistus R ja eneseinduktsioon L on seotud vor-
tandiga

= Rt+l_dt,
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kus R ja L on antud ahela puhul konstantsed, £ aga on aja ¢
funktsioon. Lahendada see diferentsiaalvorrand juhul, kui E on
konstantne ja i(0) = 0.

2062. Leida paraboolide parve y = Cx* ortogonaalsed trajek-
toorid.

2063. Leida vordsete raadiustega ringjoonte ortogonaalsed
trajektoorid, kui ringjoonte keskpunktid asetsevad abstsissteljel.

2064. Leida ellipsite parve 1:;+g—;= 1 ortogonaalsed trajek-

toorid, kui @ on konstant ja b on parve parameeter.

2065. Naidata, et vordhaarsete hiiperboolide xy = G orto-
gonaalsed trajektoorid on vordhaarsed hiiperboolid.



§ 18. KORGEMAT JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID

Kui teist jirku mittetdielikes diferentsiaalvérrandeis

fy", x) =0, f(y", ¢, ¥) =0, [y, y¥)=0 (1)
.asendada
ks ' dgras dp

siis teisenduvad need vorrandid p suhtes esimest jarku diferent-
siaalvorrandeiks.
Kui diferentsiaalvorrandeis

oW ¥, y) =0 @@y" y)=0 (3)

.asendada y’ = p ja muutujat p vaadelda y funktsioonina, nii et
7o dprg d

b Tl v (4)

siis teisenduvad antud vorrandid p suhtes esimest jarku dife-
rentsiaalvorrandeiks.
Konstantsete kordajatega homogeense line-
aarse diferentsiaalvorrandi
@™ + @YD 4 .+ apy D + gy =0 (5)
+ildlahend on v
Yy=Cuy+ Coy2+ ... + Cryn, (6)
kus Y, Yo, ..., Yo on antud diferentsiaalvorrandi lineaarselt
soltumatud erilahendid, mis koostatakse antud diferentsiaal-
vorrandi karakteristliku vorrandi

- aA*+ad* '+ ... fapd+a, =0 (7

abil.
Selle karakteristliku vorrandi igale k-kordsele reaalsele lahen-
dile A; vastab antud diferentsiaalvorrandi £ soltumatut erilahendit:
ehix,  xehix, .. xk-lehix, (8)

Igale k-kordsele kaaskomplekslahendite paarile @ -+ if vastab
2k erilahendit:
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e%*cos fx, e“*sin fx, xe“*cos px, xe**sin fx,

(9)
x2e“*cos Bx, X% sin px, ..., x*¥'e“*cos fx, x*1e®*sin px.

Konstantsete kordajatega lineaarse mittehomogeense
diferentsiaalvorrandi

ay® 4 @y 4 Gy O+ ay =f(x)  (10)
iildlahendiks on vastava homogeense diferentsiaalvorrandi

agy™ + ay@ v 4 .. 4 @y 4 any =0
iildlahendi 7 ja antud diferentsiaalvorrandi (10) iihe erilahendi

Y summa:
' y=y+Y. (11)

Kui f(x) =gq(x) + r(x), siis on vorrandi (10) erilahendiks.
diferentsiaalvorrandite

: ay™ + a0 4 .+ ey ey =q(x)  (12)
ja
Ay ™ + @y ... A @y + any =r (%) (13)
erilahendite summa.
Kui
f(x) =e%* [u(x) cos Bx + v(x) sin gx], (14)

kus @ ja B konstandid ning u(x) ja v(x) poliinoomid, milledest
korgemaastmelise aste on m, siis on vorrandi (10) erilahend
1) kui @+ ip ei ole karakteristliku vorrandi lahend,

Y = e%* [U(x) cos gx+ V(x) sin px], (15)

2) kui @+ i on karakteristliku vorrandi k-kordne lahend,
Y = xke® [U (x) cos px - V(x) sin px], (16) .

kus U(x) ja V(x) on poliinoomid, mille aste ei ole korgem kui m.
Poliinoomide U(x) ja V(x) kordajad leitakse madramata kor-
dajate votte abil.
Kui teist jarku diferentsiaalvorrandis

aoy” + a1y’ + aoy = [ (x) (17)

f(x) ei ole avaldise (14) kujuline, siis leitakse selle diferentsiaal-
vorrandi erilahend nn. konstantide variatsiooni votte
abil. Selleks. vaadeldakse vorrandile (17) vastava homogeense
vorrandi iildlahendis 7= Ciy; -+ Csy, esinevaid konstante nii-
suguste x funktsioonidena, et avaldis

y=Ci(x)y) + Ca(x)y2 (18)
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oleks vorrandi (17) erilahendiks. Funktsioonide C;(x) ja Cy(x)
tuletised on maaratavad siisteemist

{ Cl,(x)yl '{" C2’(x)y2= O, (19)
CY ()Y + CY () gy’ = [(x).

Euleri diferentsiaalvorrand

Y+ aixy’ + asy = f(x), (20)

kus a, ja a; on konstandid, teisendub konstantsete kordajatega
diferentsiaalvorrandiks asendusega

X =0k (21)
mille puhul ;
dy, _vigdy " dly i o qdy- dy ;
= @ = i ") (=5
Naiteid
I. Leida diferentsiaalvorrandi
; L R
det — y1_ g

erilahend, mis vastab algtingimustele y(0) = —1, y’(0) = .
Lahendus. On ilmne, et %=[ s -+ C ehk

V1—x?

%: arcsin x + C. Konstandi C leiame algtingimuste kohaselt
vorrandist 1 = arcsin 0 4+ C, millest C = 1. :

Seega

z—i= arcsin x + 1,
jérelikult
y=[ (arcsinx + 1)dx+ C

ehk

y=uxarcsinx+ V1 —x2+ x4 C.

Vastavalt antud algtingimustele saame C mdairata vorrandist

—1l=1+40¢,
millest
C=—=2.

Niisiis on antud diferentsiaalvorrandi erilahend

y=xarcsinx 4+ V1 —x24x—2.
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1. Leida tasapinnalised konstantse kbverusega jooned.

Lahendus. Nagu teada, avaldub joone kdoverus kujul
y” ~- Seega on otsitava joone diferentsiaalvorrandiks
049"
BRI 5 ; =k ehk k(1+y’2)’}=y”. Saadud vorrand kuulub
ot
dp

tidipi (1) ja teisendub asendusega y = p, y"=§ esimest

jérku diferentsiaalvorrandiks

¥__dp
k(1 Hp)T=20
ehk
ap .
a+mt
Kui k540, teisendub vorrand (*) kujule
X = 1— j = + Cl-
» ¥
(1+p7)
Siin esineva integraali kui diferentsiaalbinoomi integreerimisel

kasutame asendust p]2 -+ 1 = £, mille kaudu saame

kdx =

(*)

b el C1 == e L4 T
k(1+p%)*
Seega
p? =k (x — C1)*(1 + p?)
ehk
i k(x—Cy)
p=d= VI—kx—Ch?
millest

e x—-Cl
y_ikfvr_m.vd"

Kasutades integreerimisel muutujat #=1—£*(x — C,)?, saame

y—Co=—~+VI—E(x—C))?
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ehk
(x—€)2+ (y—Cz)2=,:—z~

Nagu teada, esitab see vorrand ringjoont.

Kui =0, siis teisendub vorrand (*) kulule —f:O. Seega

p = C ehk

sirgjoont.
Seega on tasapinnalisteks konstantse koverusega joonteks
ringjooned ja sirged.

gx—= C, millest y = Cyx 4 C,. Saadud vorrand esitab

I11. Leida diferentsinalvorrandi y”y? = 1 iildlahend.

Lahendus. Antud vorrand kuulub tiitipi (3), mille tottu
asenduse y’ = p puhul tuleb muutujat p vaadelda y funkts1oomr1a

nii et y”—pd Antud vorrand teisendub siis vorrandiks

__ 4y
PY gy=1: ek pdp=-5,
millest
1
e

Seega

dy VG —1 3 Y T

i ehk o T +dx,
millest

i (x+ Cz) b \/C|y2— 1
ehk
+ (€ix + C;) = v Ciy? — 1,

millest ‘
(Clx + 02)2‘——_— Cly2 — 1.

Niisiis on antud diferentsiaalvorrandi iildlahendiks
Cy?— (Cix+ Cy)2= 1.

IV. Leida diferentsiaalvirrandi y” = 2yy’ erilahendid vasta-
valt algtingimustele
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y(1)=3, y(1)= 9, (a)
y(1) =3, y (1) =12 (b)
y(1) =3, y'(1)= 5. (c)

Lahendus. Asendusega y' =p, y'= pggp teisendub antud
vorrand kujule :

d
pd—5= 2py ehk @=2y.

Seega p=y? -+ C, ehk

E=p+C ’ (*)
Niisiis
dx——y—z-f-:_y—é- -
millest
x—fy,+cl+c2 (**)

Saadud vorrandis esinev {ildintegraal esitab sisuliselt erinevaid
funktsioone soltuvalt konstandi C, arvulistest vaartustest.
Leiame noutud erilahendid:
Vastavalt algtingimustele (a) saame vorrandist (*) 9 =9 + C,
ehk C;=0. Seega vorrandist (**)

x:/ +C2 ehk xz—%—%—CQ,

millest vastavalt algtingimustele 1= —% + C; ehk C,= —g—.
Seega on erilahend juhul (a) r:%—% ehk
kgt R
Y=4 3"

Vastavalt algtingimustele (b) saame vorrandist - (*)
12=94 C, ehk C,=3. Seega vorrandist (**)

x—fy2+3—f—02 ehk xr_———l—‘_:arctan—y—_--}—Cg,

V3 V3
millest vastavalt algtingimustele 1= 1/13_ arctan — V + C, ehk
o =1 —,—3—% Seega on erilahend juhul (b)
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X 1 arctan ——i— l ———=

V3 V3 31/3

Vastavalt algtingimustele (c) saame vorrandist (¥) 5=9- G
ehk C;, = —4. Seega vorrandist (**)

x—fy2~-+C ehk x——lnly+2]+ &

millest vastavalt algtingimustele 1 ;%ln 54+ C; ehk C,=
=1 —In /5. Seega on erilahend juhul (c)
o by tets T
x—-ilni—yj‘—}— 1 —In V5.

!—‘\ﬂ Leida diferentsiaalvorrandi
2y” + 5y — 12y=10
_erilahend, mis vastab algtingimustele y(0) =7, y'(0) = —

Lahendus. Antud vorrand on konstantsete kordajatega
homogeenne lineaarne teist jarku diferentsiaalvorrand (5).

Selle vorrandi karakteristlik vorrand (7) on
222+ 54 — 12=0,

mille lahendid on 4= ja A= —4.

Seega on antud diferentsiaalvorrandi kaks lineaarselt soltuma ’

3
x

tut erilahendit juhise (8) kohaselt y, —=e’ ja yp=e*

Niisiis iildlahend (6) on y = Cle + Cye**.
Erilahendi saamiseks leiame koigepealt iildlahendist tuletise

3
X
y/ == —g— Cle - vt 4CQe_4x.

Algtingimuste kohaselt méadrame konstandid C, ja C, vorrandi-

siisteemist
3

Cie’ G40 7,
3 30
5 6192 ——4C23_4'0= —6

112



ehk
Cl + C2 == 7
{ 3C, — 8C,— —12,

millest C;, =4 ja Cg=’3. Jérelikult on noutud erilahend
3 .

?X
y=4e " - 3e*
V1. Leida diferentsiaalvorrandi

3(y”+3y) =Ty
tildlahend.

Lahendus. Vaadeldavale diferentsiaalvérrandile voib anda
kuju
; 3y” — Ty’ -+ 9y = 0.
Selle vorrandi karakteristlik vorrand on 342 — 74 -+ 9 =0, mille
lahendid on 2 == 2\/59 3

kaks lineaarselt s6ltumatut erilahendit juhise (9) kohaselt

Seega on antud diferentsiaalvorrandi

7 7 4 =l 26
T 3 V59 : PO S
yr=e cos——ﬁ—x ja Yr=e sin——x

ning iildlahend on

¢ & 3z o |
—x
y=e’ (Clcosgx-f—czsin}%gix).

VII. Leida diferentsiaalvorrandi

y® — 9y®) + 27y — 27y =0
iildlahend.

Lahendus. Antud diferentsiaalvorrandi karakteristlik

vorrand on
A8 — 925 4 2724 — 2743 =0
ehk
AB(A—3)3=0,
millest
11'=12=A«3‘==0, 2,4’-'_—‘15:16:3.
Seega on antud diferentsiaalvorrandi lineaarselt soltumatud eri-
lahendid juhise (8) kohaselt
Y= 1, Ys=2X Yg=—X2 Y4y =10 " Ys=—xe%* ‘ ja  ifsg—x%e%,

Uldlahend on niisiis

Y= C] —l— sz + C3x2 + e3”(C4 —l— C5x + Cﬁx2).
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VIII. Leida diferentsiaalvérrandi

Yy —6y' +5y=x—2x+1 (*)
136 11

erilahend, mis vastab algtingimustele y(0) = g95 Y (0) =15

Lahendus. Antud vorrand on konstantsete kordajatega
teist jarku lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvorrand (10).
Leiame koigepealt tema {ildlahendi. Selleks on juhise (11) koha-
selt vorrandile (*) vastava homogeense diferentsiaalvorrandi
iildlahendi ja vorrandi (*) iihe erilahendi summa.

Vorrandile (*) vastav homogeenne vorrand on y” — 6y’ +
+5y = 0, mille karakteristliku vorrandi lahendid on 1 ja 5 ning
iildlahend § = C,e* 4 Cqe5*.

Vorrandi (*) parem pool on avaldise (14) kujuline, kusjuures
a=0, =0 ja m=3. Et a+if=0 ei ole karakteristliku
vorrandi lahend, siis otsime vorrandi (*) erilahendit kujul (15),
mis antud juhul osutub avaldiseks 2

Y=ax® 4 bx2 4 cx-}d,

kus a, b, ¢ ja d on esialgu mddramata konstandid.
Diferentseerides seda erilahendit, saame

Y’ = 3ax? + 2bx } ¢,
Y” = 6ax + 2b.

Maéiérame niiiid kordajad a, b, ¢ ja d nii, et asendades vorran-
dis (*) muutujad y, ¥’ ja y” muutujate Y, Y” ja Y” avaldistega,
saaksime samasuse:

6ax 4 2b — 6(3ax? - 2bx - c) - S(ax3 +ox>+fcx+d)=

el 2x +
ehk

5ax® | (5b — 18a)x? | (6a — 12b |- 50)x + (26 — 6¢ + 5d) =
=x3—2x+ 1.
Seega saame kordajate a, b, ¢ ja d mddramiseks vorrandisiisteemi
5a =1,
56 — 18a =0,
6a — 126 4 5¢ = —2,
2b — 6¢c - 5d = 1,

millest
1 18 138 = 761
a=—5—, b—g,j(]-—-m ]a d——6—25'
Niisiis on antud diferentsiaalvorrandi iiks erilahend
136 761

Y‘=—x3+25 X+ 195 % + 635
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ja tildlahend
1 18 136 761
Y= C,e‘—}— Cge5"—|——5—x3—|— 2—5x2—-|— ]—25x+62—5.
Niiiid leiame selle erilahendi, mis vastab antud algtingimus-
tele. Selleks diferentseerime iildlahendit:

3 36 136
y’=C1e"+5C235"+§x2+2—5x+m.

Antud algtingimuste kohaselt saame seega konstantide C, ja C,
médramiseks vorrandisiisteemi

761 136
{ Ci+ Co+ 555 =1635>
136 11
: Ci +5C + 135 =135
ehk

{ Ci+C=—1,
C +5C,=—1,
millest
C] = —1] ja Cz =0,
Seega on iilesandes noutud erilahend

% BE e R
A e el Loy

IX. Leida diferentsiaalvorrandi

Yy 4y =32
tldlahend.

Lahendus. Antud vorrandile vastava homogeense dife-
rentsiaalvorrandi y” + y’ = 0 karakteristliku vorrandi lahendid
on 21 =0 ja Ay=—1 ja iildlahend jarelikult §= C, -+ Cye*.

Antud vorrandi parem pool on avaldise (14) kujuline, kus-
juures a=0, =0 ja m=2. Et a+} if=0 on karakteristliku
vorrandi ithekordne lahend, siis otsime antud vorrandi erilahendit
kujul (16), mis antud juhul osutub avaldiseks

Y=x(ax®+ bx 4 c)
ehk
Y = ax® -+ bx? 4 cx.
Sellest :
Y’ = 3ax? + 2bx +c,
Y” = 6ax -+ 2b.
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Paigutades saadud avaldised antud vorrandisse, saame
6ax + 2b + 3ax? + 2bx+ c=3x2

3ax? 4 (6a + 2b)x 4 (2b + c) =3x2.

Kordajate a, b ja ¢ méddramiseks saame niisiis vorrandisiisteemi

ehk

3a==-3]
6a 426 =0,
2b +c=0,

millest a=1, b=—3 ja c=6.
Seega on antud diferentsiaalvorrandi iiks erilahenditest

Y=x3—3x24| 6x
ning iildlahend jérelikult
Yy=C;+ Cre* 4 x3 — 3x2 | 6x.
X. Leida diferentsiaalvorrandi

Y — 6y 4 9y — 3e>*
tldlahend.

Lahendus. Antud diferentsiaalvorrandile vastava homo-

geense vorrandi
y"—6y' 49y =0

karakteristliku vorrandi lahendid on 1, =2,=3. Seega homo-
geense vorrandi iildlahend on

g=1e%*(C; + Cqox).

Antud diferentsiaalvorrandi parem pool on avaldise (14)
kujuline, kusjuures ¢ =3, =0 ja m=0. Et a+if=3 on
karakteristliku vorrandi kahekordne lahend, siis otsime antud
vorrandi erilahendit kujul (16), mis kéesoleval juhul osutub
avaldiseks '

: Y = quie*™
Seega
Y= ae®* (2x | 3x2),
Y” = ae®*(9x2 + 12x 4 2).

Konstandi a leidmiseks paigutame saadud avaldised antud vér-
randisse; saame
ae®*[9x2 4+ 12x 4+ 2 — 6(2x + 3x2) - 9x2],= 3e3*

ehk
3

2ae3* = 3e®*, millest a = 5 -
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Seega on antud diferentsiaalvorrandi iildlahend
y=e%*(C, + Coyx + %x’).

XI. Leida diferentsiaalvorrandi

Yy’ — 4y + 4y = x cos 2x
ildlahend.

Lahendus. Vastava homogeense diferentsiaalvorrandi
y” —4y +4y=0  karakteristliku = vorrandi lahendid on
A =2A:=2. Seega on homogeense diferentsiaalvorrandi iild-
lahend 3

g = ez"(C, + CgX).

Antud vorrandi parem pool on avaldise (14) kujuline, kus-
juures a=0, =2 ja m=1. Et a4 if=2i ei ole karakte-
ristliku vorrandi lahend, siis otsime antud vorrandi erilahendit
kujul (15), mis kédesoleval juhul osutub avaldiseks

Y = (ax + b) cos 2x + (cx - d) sin 2x.
Seega
Y = (a + 2d + 2cx) cos 2x + (¢ — 2b — 2ax) sin 2x
ja
Y” = (4c — 4b — 4ax) cos 2x + (—4a — 4d — 2cx) sin 2x.
Paigutades saadud avaldised antud diferentsiaalvorrandisse,
saame
[4(c — a — 2d)— 8cx] cos 2x + [4(2b — a — ¢)} 8ax] sin 2x =
==X oS 2.

Konstantide a, b, ¢ ja d méadramiseks saame vorrandisiisteemi

4(c—a—2d) =0,

—8c=1,

4(2b —a—c¢c) =0,

S0 =—0.
millest

1 e 1
Sl A gt gl e
Seega on antud diferentsiaalvorrandi iiks erilahend
e 2+ 1.
Y = — qgcos 2x — =5—sin 2x

ja jarelikult {ildlahend
y = e¥*(C, + Cyx) — % [cos 2x -+ (2x + 1) sin 2x].
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XII. Leida diferentsiaalvorrandi

e?x

y// S y/ =5
V1 + e*
ildlahend.

Lahendus. Antud vorrandile vastava homogeense dife-
rentsiaalvorrandi y” — y’= 0 lineaarselt soltumatud erilahendid
on y; =1, ys=-e* ja iildlahend on y = C, -+ Cje*.

Et antud vorrandi parem pool ei ole avaldise (14) kujuline,
siis otsime erilahendit konstantide variatsiooni votte (18) koha-
selt kujul y= C;(x) 4+ Cy(x)e*. Funktsioonid C;(x) ja C,(x)
madrame siisteemist (19):

Cll (x) —|— C2, (x) g O,

2x

Cg’(x)e" = -
Vite
Seega
c et e* : 3 ot
2<x)—f S g h e
V14e
ja
2x
am=—f3‘ dx.

Vl—}—e"

Funktsiooni C,(x) avaldamiseks asendame 1 --e*=u, mille
kaudu saame

2 5 2
G =3+ —5 (+enf=Fa+ent 3 -2,
Seega on antud vorrandi iiks erilahenditest
Y=g (+e)f 3—2e +Fe(1 +en?
ehk
g 5
Y=r5(14e9°
ja iildlahend
9 5
y=15 (1+e9)*+ C + Ceer.
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XIII.’ Leida diferentsiaalvérrandi

x2y” + Txy’ + 13y = x

iildlahend.

Lahendus. Antud vorrand on Euleri diferentsiaalvorrand
(20). Asendusega (21) x = e*, mille puhul (22) jirgi y'=e“%
ja Pre=e* %—Z—f , teisendub antud diferentsiaalvorrand
kujule

e .g 3t Z—i‘?—.z—f) -+ 7et . e—‘l%y -+ 13y =c¢e!
ehk

d? d
A6+ 13y=e.

On kerge veenduda, et saadud konstantsete kordajatega mitte-
homogeense diferentsiaalvorrandi iildlahend

5
y=e3t(C; cos 2t -} C, sin 2t) + -;—0 A

Asendades siin tagasi e=x ehk f=Inx; saame antud vor-
randi iildlahendi

y=%(Clc0521nx—}—C25in21nx)—}—;—0'

X1V. Leida diferentsiaalvorrandi

Yy — Y = 12277
iildlahend.

Lahendus. Et antud diferentsiaalvorrand ei kuulu iihtegi
meile tuntud tiiiipi, siis puuduvad meil iildised votted tema
lahendamiseks.

Ilmselt aga on y=0 antud vorrandi erilahend, jarelikult
voime koikide {ilejddnud lahendite, y 40, leidmiseks antud dife-
rentsiaalvorrandit jagada y?-ga; saame

Ws o, *)

Saadud vorrandi iildlahendi leidmiseks votame kasutusele uue
muutuja

u=y_’ (**)
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millest

du_ V¥—¥°
dvr- y? i

Seega teisendub diferentsiaalvorrand (*) vorrandiks

4 19x ehk du— 12 dx,

dx

mille iildlahend on u= 4x3 + C;, kus C, on meelevaldne kons-
tant. j

Asendades niiiid saadud {iildlahendis muutuja u tema avaldi-
sega (**), saame

1wt =2
ehk
Y — (4w 4 Ci)dx,
millest A
Inly|=x*4 Cix+ C,
‘ehk
L ’ yl — p¥*+Cix+Ca
ehk

lyl — eCzexH—C‘lx,

kus C, on meelevaldne konstant.
Et e®>0, siis vdoime teda tdhistada avaldisega |C,|, kus
C,40.

Jérelikult on vorrandi (*) iildlahend avaldatav kujul
Iyl — IC2IexH—C1x

ehk

y = Czexl-i-clx,
kus C2 ?é 0.

Et saadud iildlahendiga on esitatud ka koik antud diferent-
siaalvorrandi lahendid peale erilahendi y =0, mida aga saaks
nimetatud iildlahendist C; = 0 puhul, siis on antud vorrandi iild-
lahend

y f— C2ex‘+CIX,
kus C; ja C; on meelevaldsed konstandid.
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XV. Leida diferentsiaalvorrandite siisteemi

dy c e
Rt At i

dy =
E—{—x—O

erilahend, mis vastab algtingimustele x(0) =4 ja y(0) = 0.

Lahendus. Kiesoleva iilesande puhul tuleb leida kaks
argumendi ¢ funktsiooni x(f) ja y(f), mis rahuldavad antud
diferentsiaalvorrandeid ja algtingimusi. :

Selleks peame tuletama antud vorrandeist iihe niisuguse
diferentsiaalvorrandi, mis sisaldab ainult iihte funktsiooni ja
selle funktsiooni tuletisi.

Teisest vorrandist saame

s sy *
ning seda diferentseerides
& oy
G

: A 5 x 3 R i
Asendades niiiid esimeses vorrandis x ja 7 saadud avaldis-
tega, saamegi soovitud vorrandi

dy
a6y

o dy dy
Wrso

ehk

d%y dy i)
g +25—3y=0.

On kerge veenduda, et selle vorrandi iildlahend on
Y= Clet + Cze_3t.

Funktsiooni x(f) leiame, nagu nditab vorrand (*), diferent-

seerimise teel:
x = —(C et — 3Cpe7%).

Seega on antud diferentsiaalvorrandite siisteemi iildlahend

x = —C,et + 3Cye ¥,
Y= C|et + Cge—at.

Vastavalt antud algtingimustele saame niifid iildlahendist
tuletada vorrandisiisteemi konstantide C, ja C, madramiseks:

—Cl ‘|—3Cz=4, Cl ‘|‘ Cz‘=0,
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millest
Cl = —1 ja C2 el

Niisiis on noutud erilahend

x=¢e'} 3e¥,
y=—e' 4 e
XVI1. Lahendada diferentsiaalvérrandite siisteem
d%x
i
d2y
Lahendus. Diferentseerides antud siisteemi esimest vor-
s a3 d 2 < 5
randit, saame d_t§= % — 1 ning seda omakorda diferentseerides
dix az & - az ~ et e 5
7 e Ttg' Asendades siin avaldise Ttg stisteemi teisest vorrandist

saadud avaldisega x-|- 1, saame iihtainsat funktsiooni ja tema
tuletist sisaldava vorrandi '

Pr—x+1 ehk

i
ats

el

Selle diferentsiaalvorrandi iildlahend on
x=C,et 4 Cye? 4 C3cos t + Cysint — 1.

Seega on iiks otsitavatest funktsioonidest leitud. Teise funkt-
siooni y (f) leiame esimest funktsiooni diferentseerides, sest antud

2 3 £ = PR d%x g
siisteemi esimese vorrandi jargi on y = 7z + ¢ Niisiis
dx ¢ ol :
= Ciet — Cye* — Cysint - Cycos t,

s—tz;= Ciet+ Cye* — C3cost — Cysint
ja jarelikult
y=Cet+ Cye* — C3cost — Cysint - ¢.
Seega on antud vorrandisiisteemi iildlahend

x=Ce'+ Cye*+ C3cost+ Cysint — 1,
y=Ciet 4 Cye? — C3cost — Cysint ¢
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Teist jarku mittetdielikud diferentsiaalvorrandid
Ulesandeis 2066—2085 leida antud diferentsiaalvorrandi {ild-
lahend:
2066. y” = x2 -1 Inx.

2067. x> =14 x2

dx?
2068. y” = x -+ arctan x.
2069wy — "
20700 X2yt — 72

dz? d
2071. (1+x) g4+ L=0.

2072. xy” +y —4x=0.
2073. x2y” + xy’ = 1.
dy | dy)?
2074. (142 244 (%) +1=0.

d’y dy _
2075. 5~ =1.

d%y dy \2
2076. 25+ (57) =0
d?y
2077. i —Y.

2078. 4\/yy” = 1.

2079. y %:(%)2.

2080. v’ = 2Vy'.

a2 d di\2
2081. yZ=y> L+ (ﬁ .
2082. y” tany — 2!//2 =
2083. yy” +y =y’

& dy \2
2084. yoh=1+ Ey;) ;
2085. (1 —y)y" + 2" =0.

Ulesandeis 2086—2093 leida diferentsiaalvorrandi erilahend,
mis rahuldab antud algtingimusi:

d’y L i
2086. x_ =1, y(l) =1,y (1) =1
2087. y'(x—1)=y, y(3) =3, ¥ (3) =2.
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2088. ycostx=1,y(%)=mnv2 v (Z)=1.

77 yl %3 ’
2089. y — 5=y =0 42 =0y =4
2090. y” =y + 1, y(0) = —1, y'(0) =2.
2091. y” —e%, y(0) =0, y’(0) = 1.
2092. y3y” +-1=0, y(1) =1, y’'(1) =0.

2003. y3(y—y") =1, y(0) = V'3, #'(0) = %2

Teist jarku lineaarsed konstantsete kordajatega diferentsiaal-
vorrandid

Ulesandeis 2094—2105 leida antud homogeense diferentsiaal-
vorrandi {ildlahend:

2094. 4’ — Ty + 12y — 0, 2100. y’ + 54+ 159 =0
2095. 2y” -+ 3y’ — 2. 2101. 9y” — 6y -y — 0.
2096. y” — Ty’ = 0. 2102. 4 - 9y — 0.

2097. 3y” — 4y’ — 0. 2103. 4”47y - 17y — 0.
2098. y” — 4y’ - y. 2104. 2y” 4 5y — 0.

2099. 2y” — 3y’ — Ty — 0. 2105. 2y” - 4y’ + 5y — 0.

Ulesandeis 2106—2111 leida diferentsiaalvorrandi erilahend,
mis rahuldab antud algtingimusi:

2106. 3y” =5y, y(0) =2, ¥/ (0) =

2107. 3y" —y' =0, y(3) =1, ¥ (3) =+

2108. y”—6y' +9y =0, y(1) =0, y (1) = ed.
2109. y” = 2(3y’ — 5y), y(0) =1, ¥’ (0) = 4.
2110. y”’ =5y —4y’, y(—1) =0, y'(—1) =1.

2n

2111, g =8y — 25y, y (%) =e?, v (3 )_0

Ulesandeis 2112—2135 leida antud mittehomogeense diferent-
siaalvorrandi iildlahend:

2112. y” — 7y’ + 12y = x.

2113. y” + y’ = 8x® 4 24x? — 10x.
2114, y” — 3y’ + 9x2 4 6x — 13 =0.
2115. y” — 4y’ — by = x3 -+ 1.

2116. T4 44y —2x 4 3.
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2117. Yy’ — 2y — 3y = e~
2118. y” — 6y’ + 13y = e72~,
2119. y” + 3y’ + 2y = 6e™5*.

2120. 5% 2% 1 4y — oxes-
2121. %———2y-—4e2x

2122, dx, 57 2 Lt y=3e~

2123. dx2+6 —+ 5y = x sin x.
2124. 7y + 6y —=sin' %
2125, L4 25 I 4 2 _y=sinx.
2126. y” - 2y + Q== PEsin 2x
2127. & dx2 7 1 9y = sin 3x.

2128. +y_4x sin X.

dx?
2129. y” -+ 2y’ + y = x%e* cos X.
2130. y”—l—3y’—}—2y=2+e‘.
2181. T4 4 4% | 3y—x+ex

2132. “”y+3y— sin x -+ - sin 3x.
2133. & 2% + — 2y = x?e** +- 2e~.

2134. dxz—}—y—2x3—x+2—|—cosx

2135.. y* — 20 +y =14 x + 2(3x2 — 2)e~.
Ulesandeis 2136—2141 leida antud diferentsiaalvorrandi iild-
lahend konstantide variatsiooni votte abil:

—2x

2136. y” + 4y’ + 4y = =

2187. ¢4 y=—

Ccosx."

x3

ex

288 ¢y ="

3—e*

2139. y" —y=thx.
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2140.
2141.

Y’ 4+ y=tanx,

X

g ol

Ulesandeis 2142—2147 leida diferentsiaalvorrandi erilahend,
mis rahuldab antud algtingimusi:

2142,

2143.
2144.
2145.

2146.

2147.

—x

— 2y +y——, y(0) =0, y(0) = 1.

y”

y — 3y -+ 2y = e sinkx, y(0) =1, ¢y (0)=0.
Yo y=—14x cosi2x, y(0) =1 y(O)—2

y” +y—cosx+e" y(0) =1, y(0) =0.

s+ ¥ ( )=7 y’(1)=%.

¥ Ay =g
Yy’ —4y + 5y = » ¥(0) =1, ¥y (0) =2.

Cos X

Korgemat jirku lineaarsed konstantsete kordajatega dife-

rentsiaalvorrandid
Ulesandeis 2148—2161 leida antud diferentsiaalvorrandi iild-
lahend:
2148. y”’ — 3y’ -+ 2y = 0.
2149. ”’ —5y” + 17y’ — 13y = 0.
day o
2150. +dx2— B;—{—By_O.
d*y =5
2151. o 16y = 0.
2152. yIV —y” 9y —0.
2153, y” —y’ —x - 1.
2154, yvV — 4y —e*.
2155. y’” + y” = x2,
2156. 3’—2y—smx+2cosx
2157. y”’ + 6y” + 11y’ 4 6y = 6x% + 2x2 | 1.
2158. y® - 3y®) | 3y L y() — ex,
2159. y” 4y’ +y +y—x3+ 3x2 + 6x 1 6.
2160. y’”” — Ty” - 6y’ = sin x. :
2161. y”" — 3y’ + 2y = (18x - 12)e* 4 9e=.
2162. Leida diferentsiaalvorrandi

y" —4y” + 5y — 2y =2x + 3

erilahend, mis rahuldab algtingimusi
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Euleri diferentsiaalvorrandid

Ulesandeis 2163—2170 leida antud diferentsiaalvorrandi iild- -
lahend:

2163. x2%y” - xy’ + 4y = 0.

2164. x2y” + xy’ —y=0.

2165. x2y” — 5xy’ + 3y = 0.

2166. x2y” -+ bxy’ -+ 8y = x.

2167. x> & -+ 8 3x 2 4 4y =1
2168, 224 1 3x % 3y —x2

2169. x* 21 _ 4y % 4 6y =",

2170. dx2+3x +y=

Glnx

2171. Leida diferentsiaalvorrandi
(1+%%"+ (1+x)y +y=0
iildlahend asendusega 1- x =e".

Ulesandeis 2172—2176 leida diferentsiaalvorrandi erilahend,
mis rahuldab antud algtingimusi:

2172. x2y” —2xy’ +2y=0, y(1) =0, y'(1) = 1.

2173. x2y” - 2xy — 20y =0, y(—1) =1, y’(—1) =5.

2174. x2y” — xy’ — 3y =0, y(2) =38, y'(2) = 12.

2175. x%” + 2xy’ — 2y =22, y(—2) =1, y'(—2) =2

2176, x2y” — 3xy + 4y =Inx, y(1) =, ¥'(1) =3

Mitmesuguseid diferentsiaalvorrandeid

Ulesandeis 2177—2200 leida antud diferentsiaalvorrandi iild-

lahend:
T dy\2

2177. 2t =1+ (d_x.) ;

2178. y”’ — 3y’ + 2y = (18x + 12)e~.

2179. 6(y —y') =y".

2180. y” +y —2y=e>(x*—1) +-e*(x—2) +
+ e (x® — 2x + 3).

2181. £Y 4 y— e — 9o 4 o



Py 4 dy e g9
dx? dx+4y_x'

dy  , dy £
2183. —4¥ 4 7y=0.

2182.

2184. d?+ Ry = 0.

d?y dy For
a2 lay TY=m

2186. y” — (”7)2

dsy
2187. I

d%y L =
- Y= g g

2189. yy” +y2+1=0.
2190, T 0% _ By=——

2185.

— 8y = x2.

2188.

dx? 17
2191. T4 4%%
2192. y”—4y’—}—4y=x3—x-i—2.
2193. :;f + —2y = x%t,
2194. %—xe‘
2195. 7% — .
2196. 3y” = 2(2y — y).
2197, 44
2198. 442 4 7y,
2199. 4 y=72e:i‘

2200. y” — 5y + 6y = (12x — T)e>.

Ulesandeis 2201—2204 leida diferentsiaalvorrandi erilahend,
mis rahuldab antud algtingimusi:

201 ¢ y=—cottx, y(F) =3, v (F)=1
2202. y"—y=0, y(1) =1, ¥y (1) =0.
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£ i 5 g ; R
2203. y +y—sinx ’ y(7)—0, y(?)_2'
2204. y” =sec?ytany, y(0) =10, ¥y’ (0) = 1.

Diferentsiaalvorrandite siisteemid

Ulesandeis 2205—2213 leida antud diferentsiaalvorrandite siis-
teemi iildlahend:

dx dx- . dy

—=3x — 2y, et e 2
2205. ‘;‘ 2208.{ j’ ;'

. i S ersd P

E_Qx——y. Bk v

LR dx _ sz
2206.I bl 2209. § # V'

l %:ef—{—e—‘—{—x, %?:-x.

dx ¢ dx dy

_=e_x+yv _+_‘=2x—yv
2207. Z’ ‘ 2210.{ Z‘ %

ay ¢ Zh) e :

7 il 4+ x—y. B 0

2%——5‘%=4x—y—e—‘,
221Y;
>

.4 5et — 8x + 3y.

7
dx dz
717+‘¢7? Y,
dx {fdyii
2212. T b et 198
dy 1
E?—-x_Qz.
ax_
© gk ’
2213.{ Z:
g -
o

2214. Leida diferentsiaalvorrandite siisteemi
! dx
{ E—t-_y'
dy
X

erilahend, mis rahuldab algtingimusi x(0) =1 ja y(0) = 2.
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2215. Leida diferentsiaalvorrandite siisteemi

—d7=—x+y+2’
dy __

dz

L xty—z

lahend, mis rahuldab algtingimusi x(0) =1, y(0) ¥O,
z2(0) = —1.

2216. Leida joon, mille koverus on vordeline normaali tou-
suga, kusjuures vordetegur on &.

2217. Keha kaaluga P kg on riputatud vedru otsa, mille
tomme on vordeline vedru pikenemisega pingevabast olekust ala-
tes, kusjuures pikenemisel 1 cm vorra on vedru tomme C kg.
Keha tommatakse a cm vorra tasakaalukohast allapoole ja las-
takse siis vabaks. 1. Leida keha vonkumise seadus kahel juhul:
a) kui ohutakistus ei tule arvesse, b) kui ohutakistus on vorde-
line kiirusega (vordetegur w). 2. Kui suur on kummalgi juhul
vonkumise periood?

2218. Laev, mille kaal on P tonni, soidab merel kiirusega
v km/h. Mingi rikke tottu lakkavad masinad iihel hetkel t606-
tamast ja laev liigub edasi hoo arvel. Leida, kui kaua liigub ja
kui pika tee kulgeb laev seismajddmiseni, kui veetakistus on
vordeline laeva kiirusega (vordetegur pu).

2219. Maa kiilgetombejoud on pdordvordeline keha kauguse
ruuduga Maa keskpunktist ja on suunatud Maa keskpunkti poole.
Leida kiirus, millega tuleks keha visata Maa pinnalt vertikaal-
selt iiles nii, et ta jouaks 1) Maa raadiuse korgusele; 2) Kuu
orbiidini, kui Kuu orbiidiks lugeda ringjoon, mille keskpunk-
tiks on Maa keskpunkt ja raadiuseks 60 Maa raadiust.

2220. Maa sees (kuni maapinnani) on Maa kiilgetombejoud
vordeline kaugusega Maa keskpunktist ja suunatud selle kesk-
punkti poole. Labigu Maad diameetri sihis toru, millesse iihe -
otsa kaudu lastakse paigalseisust langeda mingi keha. Leida
1) keha liikumise seadus; 2) aeg, mis kulub tema tagasijoud-
miseks ldhtekohta; 3) keha kiirus Maa keskpunkti ldbimisel.

2221. Rakett, mille algmass koos kiitusega on m,, hakkab
paigalseisust liikkuma véljavoolavate gaaside rohumise tagajér-
dm
7
kus ¢ on polemisel tekkinud gaaside valjavoolu kiirus ja m
raketi ning jédrelejddnud kiituse mass ajahetkel 7. Leida esiteks

jel. Olgu gaaside rohumine x avaldatav valemiga x = —c¢
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raketi kiirus v massi m funktsioonina ja teiseks raketi kiirus v,
hetkel, mil pool tema algmassist on polemisgaaside niol eemal-
dunud, kahel juhul: a) kui rakett liigub horisontaalselt (s. o.
raketi raskus ei tule arvesse), b) kui rakett touseb vertikaalselt
tiles (s. o. raketi raskus mojub liikumisele), kusjuures raketi

: ¢ = dm
massi muutumise kiirus olgu —= = —a= const.
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§ 19. MITMEKORDSED INTEGRAALID

Olgu funktsioon f(x, y) méadratud kinnises 16plikus piirkon-
nas D, olgu D jaotatud n osapiirkonnaks D; ning olgu igas osa-
piirkonnas D; valitud punkt (x; y;). Kui soltumatult osapiirkon-
dadeks jaotamise viisist ja punkti (x;; y:;) valikust eksisteerib
piirvaartus

lim Zf(xz, Yi)AS; = fff(X, y) dx dy,

maxd; >0 i=1

kus AS; on osapiirkonna D; pindala ja d; selle osapiirkonna dia-
meeter (suurim kaugus osapiirkonna kahe punkti vahel), siis
nimetatakse seda piirvaartust funktsiooni f(x, y) kahekord-
seks integraaliks iile piirkonna D ja tdhistatakse pare-
mal pool vordusmirki seisva siimboliga.

Piirkonda D nimetatakse selle kahekordse integraali integree-
rimispiirkonnaks.

Kui integreerimispiirkond D on médratud vorratustega

a<x<b @i(x) <y<pAx), (1)
kus @i(x) ja @:(x) on vahemikus a < x < b pidevad iihesed
funktsioonid (joon. 112 ja 113), siis on

; A
y Yy yg'fz(x)
' g,\ﬂ,(x)
y-%(x) y=ﬁ(1) =
5 i 2o a bk s
Joon. vll2. Joon. 113.
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fff(x y)dxdy—fdx f f(x y) dy. (2)

a P1(x)

Kahekordse integraali arvutamine toimub kahe iihekordse
(tavalise) integraali arvutamise teel. Kahekordse integraali (2)

puhul kasitatakse muutu]at x algul konstandma ja avaldatakse
sisemine integraal

Po(x)
[ [(x, y) dy = F (x).
P1(x)

Edasi vaadeldakse x muutujana ja arvutatakse -

b
J L {x) dx:

Saadud arv ongi kahekordse integraali (2) vaartuseks:

b Pa(x) b Pox)
Jdx [ [(x,y)dy=[] J [(x, y)dy]dx. (3)
a Pi(x) a  @i(x)

Kui integreerimispiirkond D on maéaratud vorratustega
a<y<h Pi(y) <x<9a(y), (4)

kus yi1(y) ja 92(y) on vahemikus a <y < b pidevad iihesed
funktsioonid (joon. 114 ja 115), siis on

B |
y y
b
- s
= v
- &
a
oo T
Joon. 114. Joon. 115.
b Yaly)
fff(x y)dxdy—fdyj f(x, y) dx. (5)
@ Yi(y)

Integreerimine toimub jélle kahe iihekordse integraali kaudu:
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b Ya(y) b Ya(y)
Jdy [ [(x, y)de=[][ [ [(x, y) dx]dy, (6)
- Yi(y) ¢ Yiy)

kusjuures sisemise integraali puhul késitatakse muutujat y kons-
tandina.

Kui integreerimispiirkond D ei rahulda ei tingimusi (1) ega
ka tingimusi (4), siis jaotatakse ta iihe koordinaatteljega paral-
leelsete sirgete abil niisugusteks osapiirkondadeks D;, Dy, .". ., D,
milledes on tdidetud kas tingimused (1) voi tingimused (4).
Kahekordne integraal iile piirkonna D vordub siis iile osapiir-
kondade voetud kahekordsete integraalide summaga (joon. 116
ja 117):

A

3y

0,

T

0y
Joon. 116. Joon. 117.
{)/f(x, y) dx dy = {)ff(x,,y) dx dy + {){f(x, y) dxdy +
+ o A IS (x, y) dedy. (7)

Kui funktsioonid x=x(u, v) ja y=y(4, v) koos oma esi-
mest jarku osatuletistega on mingis wv-tasapinna 16plikus kin-
nises piirkonnas D’ pidevad ja méairavad iiksiihese vastavuse
piirkonna D’ ja xy-tasapinna piirkonna D punktide vahel ning
kui jakobiaan

L and
D (x, ou 9 ; x
=D—-E‘: Z;= 0: 6—51#0, kui (u; v) eD’, (8)
9u dv
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siis
{)jf(x, y) dxdy = Lff[x(u, v), y(u, v)] |J|du dv. (9)

Uleminekul polaarkoordinaatidele x=gpcos®, y=psin®
saab see seos kuju

[j)ff(x, Yy dxdy = lf)ff(g cos O, psin O)p dp do. (10)

Kui piirkond D’ on antud vorratustega (joon. 118 ja 119)

Joon. 118. Joon. 119.

a< OB ja 01(6) <o <0:0),
siis

I/ [(ocos 8, gsin ©)pdodO =
D/

g 02(0)
= [dO [ f(ocos®6, psinO)pdo. (11)
a 0,(0) .

Kui piirkond D’ on antud vorratustega (joon. 120 ja 121)

Joon. 120. Joon. 121.

135



ag<o<bja6i(o) <6< 6:(p),

siis
[f(ocos @, psin @) pdpdO =
2 :
b @o) :
= [dp [ [ (ocos®, gsin®O)pdb. (12)
2, 6:(0)

Kui keha pohjaks on piirkond D, kiilgpinnaks pohjaga. per-
pendikulaarse moodustajaga silinderpind ja iilemiseks pinnaks
z=7[(x, y) >0, siis on selle keha ruumala (joon. 122)

| | Vz{)ff(x, y) dxdy. (13)

z=fiz,y) Integreerimispiirkonna
Ly D pindala on

S={)fdxdy. (14)

|

|

| R

. Kui pinna z=f(x,y)
J- - mingi 16pliku tiiki projekt-

3 -"'"‘\\' g sioon tasapinnal z=0 on
0 D, kusjuures funktsioon
X f(x,y) koos oma esimest

jérku osatuletistega on pi-
Joon. 122. dev selles kinnises piirkon-

nas D, siis selle pinnatiiki

pindala S avaldub kujul

S=ff]/1+ (Z) + =) dxay (15)
i

Kui pinna vorrand on y = f(x, 2) ja projektsioon D on antud
tasapinnal y = 0, siis :

sz!)“f]/ur(%% "+ (%) dxaz. (16)

Kui pinna vorrand on x = f(y, 2) ja projektsioon D on antud
tasapinnal x =0, siis

S:—-ff‘/l—{—.(gf)z—[—(%)zdydz. (17)

Olgu funktsioon f(x, y, z) mdaératud kinnises 16plikus piir-
konnas V, olgu V jaotatud n osapiirkonnaks V; ning olgu igas
osapiirkonnas V; voetud punkt (x; y; 2).
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Kui eksisteerib piirvaartus

lim- 3 f(x,, Yi, 2)AVi= fvff [(x, y, 2)dx dy dz,

maxd; >0 i=1

kus AV; on osapiirkonna V; ruumala ja d; selle osapiirkonna dia-
meeter, siis nimetatakse seda piirvdartust funktsiooni f(x, y, 2)
kolmekordseks integraaliks iile piirkonna V ja tahis-
tatakse paremal pool vordusmérki seisva siimboliga.

Kui mtegreerlmlspurkond V on alt piiratud pinnaga
z=1y(x,y) ja fiilalt pinnaga z=¢,(x,y), kusjuures nendel
pindadel on z-teljega paralleelsete sirgetega ainult iiks iihine
punkt, ja kui piirkonna V projektsioon xy-tasapinnal rahuldab
kahekordse integraali méadramispiirkonna koiki tingimusi,. kus-
juures @1(x) <Y< @a(x), a<x < b (joon. 123 ja 124), siis on
kolmekordne integraal avaldatav kujul

A [Ifi(x,y,2)dx dy dz =
z ’,\yg(l,) vV
1

b P2(x) Ya(x, y)
== fdz - dy-f {{x,42)de. (18)

a gix)  Pi(x,)

Joon. 123.
: IA

Joon. 124.
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Kolmekordse integraali (18) arvutamiseks vaadeldakse algul
muutujaid x ja y konstantidena ja avaldatakse iithekordne
integraal :

Va(x, y)
I [(x,y,2)dz=F(x,y)
Yi(x, y)
ning siis kahekordne integraal

b Pa(x)
Jdx | F(x,y)dy,
@ \’Fl(x)

mis ongi kolmekordse integraali (18) véartuseks:

b Po(x)  Wax, b Pax) [V2(x, y)
Fax T ay"™ " 1(x, 9, 2)dz = [ ax f[ 7, y,z)dz]dy (19)
4 P1(x) Yi(x, v) < P1(x) L Yi(x,v)

Kui funktsioonid
Y—=2(U, v, W) y=yB, 0; 0w),  2=2(uv,w)
on mingis uvw-ruumi kinnises loplikus piirkonnas V’ pidevalt

diferentseeruvad ja mdidravad iiksiithese vastavuse piirkonna V’
ja xyz-ruumi piirkonna V vahel ning kui jakobiaan

D(x, 'y, 2) s Gg 7
J= Bia > w)#O kui (4; v; w)eV’,

siis
f‘{f f(x,y,2)dxdy dz =

- f[j flx(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)] |/ dudvdw. (20)

Uleminekul silinderkoordinaatidele x=pcos®, y=psin6,
2=z saab see seos kuju

fvfff(x,y, 2)dx dy dz =
=ffff(QCOS 6, gsin 9, Z)QdeOdZ (21)
v’

Uleminekul  sfdarkoordinaatidele @ x=rcosgsiny, y=
=rsin @ sin ¢y, 2=rcos y kehtib seos

f‘[ff(X,y, 2)dx dydz =
= [[[(rcospsiny, rsingsiny, rcosy)risinypdydpdr. (22)
VI
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Integreerimispiirkonna ruumala on

V= [[[dxdyd-z. . (23)
v

Kui keha tihedus punktis (x;y;2) on u= u(x,y,z), siis keha
mass

M= [Jf u(xy, 2)dx dy dz, (24)

kus V on antud keha.
Keha raskuskeskme koordinaadid (Xo; Yo; %) on antud vale-

mitega >

xo= 57 Jf u(x,y,2)x dx dy dz, (25)
yo= 37 IfS w(x.y,2)y dx dy dz, (26)
zo=714—f‘?ffy(x,y,z)zdxdydz. (27)

Keha inertsimomendid koordinaattasapindade suhtes on vas-
tavalt

Toy== jvffy(x, Y, 2)z2 dx dy dz,
0 — f‘[] w(x,y,2)y*dxdy ;z, (28)
L j‘ff‘u(x, y,2)x2dx dy dz.
Keha inertsimoment mingi telje / suhtes on
L= I‘U u(x,y,2)r2dx dy dz, (29)

kus r on keha jooksva punkti (x; y; 2) kaugus teljest L
Inertsimomendid koordinaattelgede suhtes on

]x=]xy+]xz, 1y=]yx+]y2’ 12=[2x+]zy' (30)
Keha inertsimoment koordinaatide alguspunkti suhtes on
Io=J[] p(x,4,2) (@ 4 + 2*) dx dy dz. (31)
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Niiteid
I. Arvutada kahekordne integraal

¥ 14V 2x—2

l=fdx f . e N
V2

0 1—V2x—x

Lahendus. Valemi (3) kohaselt tuleb koigepealt avaldada
ithekordne integraal

14+V2x—x2

e s By T
W2 =R

Selles integraalis on integreerimismuutujaks y ning muutujat x
vaadeldakse konstandina. Seega

14V 2x—x2 1+V2x—x2
f ——dy = f ydy= [t =

V2—x ° V2—x _2\/2——x 1-V2x—x2
1-V2x—x2 =¥x—t

=2v2_"_—_ [14+2V2%k—x2+ 2% —x2— 1+ 22— x2 — 2%+ x2] =
—_—X

S Tl g : 1
—1/2—x\/x(2 x) =2x".

Jérelikult on antud kahekordne integraal

1 1 s

1 3 2 512 ‘/2
I=[2x"dx=|2-=x"|, =5+ ~~0,l1414.

j 2c"da [ g ]o 10

I1. Joonestada integreerimispiirkond ja mddrata rajad kahe-

kordses integraalis [[f(x,y)dxdy, kui D on antud vérratustega
D

4

—2<y<2 &5

X< 0

Lahendus. Esimesest vorratusest jéreldub, et integreeri-
mispiirkond asetseb kahe paralleelse sirge y = —2 ja y = 2 vahe-
lises ribas. Teine vorratus néitab, et integreerimispiirkond asetseb
paraboolist y2= 2x 4 4 paremal ja y-teljest vasakul (joon. 125).

Integreerimispiirkonna ulatuses on y minimaalne viartus —2
ja maksimaalne vaartus 2, kusjuures sirgloikudel y = const
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muutub’ x selles piirkonnas

vaartuselt 5’2%4 vairtuseni y ”,;*"
0. Seega on valemi (5) 25
kohaselt g
{)ff(x, y)dxdy —
2 0 - ”
= /[ dy [ [(x,y)dx.
-
I11. Joonestada integree- ~ Lt ye-2

rimispiirkond ja mddrata ra-
jad kahekordses integraalis

.{)ff(X, y)dxdy, kui D on an- i T
tud vorratustega (x —1)2 +
+#—2)’<4

Lahendus. Nagu teada,
5 esitab  vorrand (x—1)2+4
. y=2+Ve-(x-1* + (¥ — 2)2? = 4 ringjoont, mille
keskpunkt on (1; 2) ja raadius
2, antud vorratus aga selle
ringjoonega piiratud pinnatiikki.
Integraali rajad voib méaa-
rata kahel viisil.
a) Nagu ndhtub jooniselt
126, on integreerimispiirkond
alt piiratud joonega y=2—

-1 —V4— (x—1)2 ja iilalt joo-

nega y=2-4+ V44— (x—1)2,
kusjuures muutuja x omandab
vadrtusi —1 kuni 3.

Seega on integreerimispiirkonnas

Joon. 126.

—1<x<L3,
2—V4— (x—1)2<y<2+ V4d— (x—1)?
ja valemi (2) kohaselt '
_ 3 24Vi—(x—1p
[Ii(xy)dxdy=[dx [  [(x,y)dy.
D =1 Vi (x—1p
b) Joonise 127 jargi on integreerimispiirkond vasakult piira-
tud kaarega x=1—V4— (y—2)? ja paremalt kaarega
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|

v 7
\

x=1+VvV4— (y—2)%,  kus-
juutes y muutub védartuselt 0
véaartuseni 4.

Seega on

0<y<4
1 —vVa—(y—22<*x< 1+
+VI— (=27
ning valemi (5) kohaselt
I 1(x,y)dx dy =

x=1-V4-(y-2)

Xx=14 V"(y-”z

Joon. 127. 4 14V 4—(y—2)
=[dy [ f(x y)dx.
0 1—Vai—(y—2pe

IV. Muuta integreerimise jdrjekord kahekordses integraulis
2 3Vip
fay [ [(xy)d.
p— —y2

Lahendus. Antud integraali rajadest nahtub, et tema inte-
greerimispiirkond on maiératud vorratustega

—2<<y<2
— 2 <x <3+ Va— 2
Seega asetseb integreerimispiirkond sirgete y = —2 ja y=2
vahelises ribas paraboolist x= —y? ehk y>= —x paremal ja

ringjoone kaarest x =3 - /4 — y? vasakul (joon. 128).

A
Y
y=2
g =0 N
*%%\\ A\x=3+V4 -y
5 T
pd
357 o =
il P 4
B2 =
[ ied
Joon. 128.
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Kui antud integraali oleks voimalik vastupidises integreeri-
misjdrjekorras esitada iihe kahekordse integraali abil, siis peaksid
kogu integreerimispiirkonna ulatuses kehtima vorratused (1), s.o.
kogu integreerimispiirkond peaks asetsema piistribas a < x < b,
kusjuures alt piiraks teda joon y= ¢ (x) ja ilalt joon y = @(x)
ning nendel joontel peaks olema iga selles ribas voetud piist-
sirgega iiksainus 16ikepunkt (vt. joon. 112 ja 113).

Nagu jooniselt 128 ndha, ei rahulda antud piirkond neid tingi-
musi. Sellepdrast peame jaotama integreerimispiirkonna y-teljega
paralleelsete sirgete abil niisugusteks osapiirkondadeks, kus
tingimused (1) on tdidetud. Antud juhul on nendeks sirgeteks
x =0 ja x = 3, mis jaotavad integreerimispiirkonna neljaks tingi-
musi (1) rahuldavaks osapiirkonnaks (joon. 129). :

y=2 (3;2)
g EY g=Vé -(r-3)2
] m o N
N E 3
& EN (5,0) E
= N B
=1 E el
= =4 >
S I E :"' y=-Ve-(x-3
4;-2) y=-2 (3;-2)
Joon. 129.

I osapiirkond asetseb piistribas —4 < x < 0 ja on alt piiratud
parabooli y =1/ —x kaarega ning iilalt sirgega y=2. Seega

on I osapiirkond méédratud vérratustega \/_—_xgy e
—4 <x <0 ja kahekordne integraal .iile selle osapiirkonna on

0 2

Jdx [ [(x,y)dy.
S

H osapiirkond asetseb samas piistribas, kuid on alt piiratud
sirgega y= —2 ja iilalt kaarega y = —\/ —x. Niisiis on see
osapiirkond maaratud vorratustega —2<<y< —V —x,
—4 < x< 0 ja kahekordne integraal iile selle osapiirkonna on

0o —V—x

Jdx [ [(x,y)dy.
—4 vealh
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111 osapurkond on madratud vorratustega —2<Ly<2,
0<x<3 ja kahekordne mtegraal iile selle osapurkonna on

({dx_fj(x, y)dy.

IV osapiirkond on poolring, mis asub piistribas 3 < x <5
ja on alt piiratud ringjoone kaarega y=—V4— (x—3)2
ning iilalt sama ringjoone kaarega y=V4— (x—3)2.
Jéarelikult on IV osapiirkond maddratud  vorratustega
—Vi— (x—3)2<y< V4— (x—3)2, 3<x<5 ja Kkahe-
kordne integraal {ile selle osapiirkonna on

5 Vi—(x—3)
Jdx [ [(x,y)dy.

5 —V4—(x—3)

Niisiis on
2 34+Vi—2 0 2 0 V==

Jay [ [(xy)dx=Jdx [ f(xy9)dy+ Jdx [ [(x,4)dy+
—2 —y AT e —4 -2

3 2 5 Yi—(x—3)2
+/sdx [ f(x,y)dy + fdx [ [(x,9)dy.
0 —2 3 —V4—(x—3)

¥s -
V. Teisendada [dy [f(x,y)dx polaarkoordinaatidesse.
0 0

Lahendus. Integreerimispiirkond rahuldab  vorratusi
0< x< 1, 0<y< V3. Niisiis on integreerimispiirkond ristkiilik
(joon. 130). Uleminekul polaarkoordinaatidele teisendub antud
integraal valemi (10) kohaselt, kusjuures soltuvalt integreerimise
jarjekorrast voib integraalide rajad méérata kahel viisil.

a) Jaotame integreerimispiirkonna koordinaatide alguspunk-
tist ldhtuva diagonaali abil kaheks osapiirkonnaks (joon. 131).

On kerge veenduda, et I osapiirkonnas 0 < 9<%. Kons-

tantse @ puhul osutuvad poolusest kdige kaugemal asetsevateks
punktideks kiilje AB punktid, millede puhul x=1 ehk polaar-

koordinaatides o cos ® =1, millest p = Seega on I osa-

cos O

piirkonnas rahuldatud vorratused 0 < 8<—3”— ja 0<e< 59

ja funktsiooni f(x, y) kahekordne integraal iile selle osapurkonna
on valemi (11) kohaselt
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y
= et
/
/ / I
Y L)
L] " -é
N |
Z N 1 3 ‘L
V.
2 73
1] y=0 A X 0 e ) =
Joon. 130. Joon. 13l1.

JdO [ f(ecos 8, psin O)p dp.
0 0

I1 osapiirkonnas, kus %< 6 < g, on konstantse 6 puhul
maksimaalse polaarkaugusega punktid kiiljel BC, kus y= /3
V3

ehk polaarkoordinaatides psin @ = V3, millest Rl "

Niisiis on II osapiirkonnas rahuldatud vorratused —3"—< 8<%

jal0<p <§K—;. Seega on funktsiooni f(x, y) kahekordne inte-
graal iile selle osapiirkonna

V3

sin 6

11

T

Sd0 f f(ocos @, psinB)gdp.
n 0

3

Niisiis on
b1 1

v3 1 3 cos 6
J dyoff(x,y)dx=ofd6 Of f(ocos B, psin 8)pdp -+
| Vi
sin &

b4
3
+ [dO [ f(ocos 6, gsin O)p dp.
n 0 .
Kl
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Oiirosn B b) Jaotame integreerimispiirkonna
TF A ringjoonte p=1 ja p =V/3 abil kolmeks

P> osaks (joon. 132).

I osapiirkonnas on rahuldatud vor-

i

=y

\\\\‘\\\\\\\

ratused 0<p <1 ja O<6<% ning

antud funktsiooni kahekordne integraal
iile selle osapiirkonna on valemi (12)
kohaselt

[ATETERETRREERENNN

@=arccos %

!

t
1 il §
5 : Jdo [ [(ocos®, psinB@)edb.
Joon. 132. 0 0

II osapiirkonnas on 1<p< \/3—,
polaarnurk @ aga muutub joonel ¢ = const vaartuselt, mis tal on

ristkiiliku kiiljel AB, kus ¢ cos ® = 1 ehk 6 = arccos%, vaartuseni

7—2'-; seega on kahekordne integraal selles piirkonna osas

b4

V3 %
do [ [(ocos®, psin@)pdb.
1

arccos —
(/4

1

111 osapiirkonna punktidest on ristkiiliku tipul B koige suu-
rem polaarkaugus, kusjuures gB=V1_2_—{- (V'3)2=2. Niisiis
on \/§<g<2. Polaarnurk aga muutub vfiéirtuselt~arccos—:‘—
vaartuseni, mis tal on ristkiiliku kiiljel BC, s. o. véartuseni

0= arcsinl/;—. Jérelikult on kahekordne integraal III osapiir-

- konnas ,
9 arcsln}% A
J do [ [(ocos®, psin®)pdb.
3 arccos%
Seega on
b4
ys 1 E
oj dyé[ f(x,y)dx =(! dgof f(ocos @, psin@)pd6 -+
2 .
V3 2
+i[dg J [(ocos®, psinO)pdb |
1
arccos —

[ a
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arcsml,i

j?dg J f(ocos @, psin@)pdb.

V3 ¥ A
arccos—

VI. Kera on loigatud péérdsilindriga, mis libib kera kesk-
punkti ja mille raadius on pool kera raadiusest. Arvutada kera
selle osa ruumala, mis jadb silindri sisse.

Lahendus. Valime kera keskpunkti koordinaatide algus-
punktiks, seda ldbiva silindri moodustaja z-teljeks ja zy-tasa-
pinna 1dbi silindri telje. Siis on kera méaéaratud vorra-

2
tusega x? -} y? -+ 22 < R? ja silinder vorratusega x? (y—-g 2<%
ehk x2 4 y? — Ry < 0. Et silinder ja kera on siimmeetrilised tasa-
pindade 2z=0 ja x=0 suhtes, siis on otstarbekohane esialgu
arvutada keha selle veerandi ruum-
ala, mis asetseb koordinaatide esi-
meses oktandis ning on piiratud
xy-tasapinnal asetseva poolringi-
ga 0<x< VRy—y? z-teljega S
paralleelsete moodustajatega si- N
linderpinnaga ja kerapinnaga X
2= 1/R? — x2—y? (joon. 133). [_\b \

Seega on selle keha ruumala j
valemi (13) kohaselt 7

Vi=[] VR* — x* — y* dx dy, i§
D

z

kus integreerimispiirkond D on —
poolring 0 < x < VRy — y% Ules- :

andes noutud keha ruumala on Joon. 133.
niisiis

R VRSN G L LY e
V=4V,=4fdy [ VR?2—x2—y?dx.
0 0
Et selle integraali arvutamine ristkoordinaatides osutub tiili-

kaks, siis votame kasutusele polaarkoordinaadid.
Integreeritav funktsioon teisendub siis kujule

VR —x? —y2—/R* — p?cos? @ — p?sin? @ = VR? — g3,
kus‘uures integreerimispiirkonna maaravad vorratused 0 < 6 <%
ja 0 < p < Rsin @ (joon. 134).
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Seega on

T
R x % Rsin® _
. V=4[d6 | VR*—g’odp.
) . 0 0
Avaldame koigepealt sisemise inte-
2 graali:
Rsin 6 :
/] VR®—g?odo=
0 O
=
X Rsme
=i PRI o
Joon. 134. [ i B (R o) ]
————[(R"’ R? sin‘-’8) — (R?) ]————(cos"a—l)
Jarelikult

b1
2

4R3 4R3 (= =
Vsz (l—cos38)d9=—3—(7—§)%1,205R3-

0

VII. Leida vérratustega x >y,
mddratud kujundi pindala.

<V2—y ja y>0

Lahendus. Votame antud pinnatiiki kahekordse integraali

integreerimispiirkonnaks D. Va- 4

lemi (14) kohaselt on siis otsi- g
tav pindala (joon. 135)
1 Vo
S=[[dxdy=f[dy [ dx=
D 0 2

L AR I L Eos
e ] (NEo g = ViDdg W

e 2
=[V2—ydy—3.
AR |

Teisendusega y = \/2sint saa-
me
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T

e & o LR 8
[ VZ—ytdy=2] cos tdt=[t+5sin2] =7+

Noutud pindala on seega %——é—% 0,619.

VIII. Leida paraboloidist x®-}-y?= 4z silindriga y* =z ja
tasapinnaga z =3 eraldatud tiiki pindala, kus y?> < z.

Lahendus. Et antud pinnatiikk koosneb oieti kahest osast,
mis on siimmeetrilised tasapinna x=0 suhtes, ja kumbki osa
omakorda on siimmeetriline tasapinna y =0 suhtes (joon. 136),
siis on otstarbekohane kahekordse integraali abil arvutada vee-

Z
|
z n
*
3 /o,
A NN 3-3
2N 0
RN
L 4
-
0 Y
Joon, 136. Joon. 137.

rand otsitavast pindalast, nimelt see veerand, kus x>0 ja
y > 0. Selle pinnatiiki projektsiooni on koige lihtsam leida
yz-tasapinnal, sest teda projekteerivad yz-tasapinnale just sama
silinder ja sama tasapind, mis teda paraboloidist vilja 16ikavad.
See projektsioon D on mdaidratud vorratustega 0<z<3 ja

0 <y < Vz (joon. 137).
Valemi (17) rakendamiseks teisendame paraboloidi vorrandi
kujule x = v/4z — 2 ning avaldame

ox —y ’ ox =
e i |- SR
0 Viz_ g 0z Viz g

Integraalialuseks funktsiooniks tuleb siis

149



Y+ (B +G) =2V

ja otsitav pindala on ]arellkult
—4ff2]/2+‘ dydz=~4fdzf2]/ Z+' dy—

i
_Sf\/z+1dz

V4 yz Sflarcsm —] -Vz+1 dz —
z.—

%!\/z—k ldz=[F-2VEF |, =5 6B—1) ~195.

IX. Arvutada

e X%

= 3
dx [ dy [ ycos (z+ x)dz.
0 0

°\r~a|§

Lahendus. Valemi (19) kohaselt tuleb kdigepealt avaldada
sisemine integraal, milles integreerimismuutujaks on 2z ning
muutujaid x ja y vaadeldakse konstantidena:

T
- g_x

f y cos (2 + x)dz = [y sin z+x)] =y(l —sin x).

Edasi integreerime saadud funktsiooni muutuja y jérgi, kusjuures
muutujat x vaatleme konstandina:

Vx Vx x
J y(1 —sinx)dy = (1 —sinx) [ ydy= (1 —sinx) 5
0 0

Lopuks arvutame

7! 7!

f(l—smx)—dx:—f (x — xsin x)dx =

t

1 [t . 2 _ a*—8
7[?——smx+xcosx]o_ 6 -

Seega
(4 n
y et 4 el Ean 2—8 _
g’dx] dyof ycos(z+ x)dz = =7 ~0,1169.
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X. Madrata rajad kolmekordses integraalis
Hi Hexi9iz)dx dy dz,

kui  integreerimispiirkond V = on mddratud vorratustega
X2+y2+22<8 ja ¥+ y?*< 2z

Lahendus. Nagu integreerimispiirkonda mééaravatest vor-
ratustest ndhtub, on integreerimispiirkond alt piiratud paraboloi-
diga x>+ y?>=2z ja pealt sfda-
riga x2 4 y2 1 22=238 (joon. 138). i
Sirgetel x =const, y=const #
muutub 2z integreerimispiirkonna
ulatuses:

2 PO S S e
’L’_;Ei<z< V8 —x2— 2
Integreerimispiirkonna projektsi-
oon xy-tasapinnal on piiratud
paraboloidi ja sfdédri loikejoone K e Y

projektsiooniga. Loikejooneks on  z Xeyt=i

ringjoon x?- y?422=38, x2-+4

-+ y? = 2z. Sellest vorrandisiistee-

mist jéreldub vorrand 2?24 2z — Joon. 138.
—8=0 ehk (z—2)(z+4) =0.

Et vaadeldava ringjoone punktides z > 0, siis sobib ainult lahend
z=2, s. t. ringjoon asetseb tasapinnal z=2.

Seega on loikeringjoone projektsiooniks xy-tasapinnal ring-
joon x*-4-y?>=4 ja integreerimispiirkonna projektsiooniks
xy-tasapinnal selle ringjoonega piiratud pinnatiikk.

Niisiis on valemi (18) kohaselt

_ : 2 Viee Ve
f‘/fjf(x,y,z)dxdydz=_f2dx 55 L ody [2 f(x,y,2)dz.

—Vicm iy

X1. Maddrata rajad kolmekordses integraalis
11 (5,9, 2)dx dy dz

koigi voimalike integreerimisjirjekordade jaoks, kui integreerimis-
piirkond V on mddratud vorratustega x>0, y>0, 220 ja
R2 L x4 y2 <4R? — 22,

Lahendus. Integreerimispiirkonda mééaravatest vorratus-
test selgub, et piirkond on koordinaadistiku esimeses oktandis
viljaspool silindrit x? 4 y> = R? ja seespool sfadri x2 4 y? -} 22 =
= 4R? (joon. 139).
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Joon. 139.

1) Valime integreerimisjar-
jekorraks [dx [dy [ [(x,y, z)dz.
Rajade méaidramiseks vaatleme,
kuidas muutub integreerimis-
piirkonnas z sirgloikudel x =
=const ja y=const. Nagu
ndhtub jooniselt 139,, algavad
need sirgloigud tasapinnalt
z=0 ja lopevad sfddril-x?-}
+ y2 4 22 =14R?; seega 0 < 2 <
< VARZ — x2 — y2,  Jarelikult
on sisemise integraali rajadeks
0 ja V4R? — x2 — y2. Kahe vii-
mase integraali rajad méairame
integreerimispiirkonna projekt-
sioonilt xy-tasapinnal, milleks
on kahe kontsentrilise veerand-
ringjoone vaheline riba (joon.
140). Nagu ndha, peame rajade
méaidramiseks selle projektsiooni

jaotama sirgega x = R kaheks osaks. I osa on médératud vorra-

tustega O<x<R ja \/R2——x2<y

V4R? — 22,

Il osa vor-

ratustega. R<x<2R ja 0<y<
< VAR — 22 ’
Niisiis avaldub antud kolme- ¥

kordne integraal kahe kolmekordse

integraali summana:
[T 1(x y,2)dx dy dz =

R VirR—xr ViR—x—yp
=fdx [ dy [ [(xy4,2)dz+
0 VrR—» 0
2R ViR—x ViR—e—p i Eah
+ Fde J- o dy Py, e)dz.
R 0 0 Joon. 140.
2) Kui integreerime jarjekorras [dy [dx [[(x,y,z2)dz siis

jddvad sisemise integraali rajad samaks mis eelmisel juhul, kuid

integreerimispiirkonna projektsioon (joon.

kaheks osaks sirgega y = R. Sel juhul saame

ff/f(x Y,2) dxdydz—fdy

0
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140) tuleb jaotada
ViR—g  ViR—x—yg
¥ dx f f(x,y,2)dz 4
VR—p 0



2

R ViR—p ViR—ap
+ a [ a [ fwy2dz

3) Votame integreerimisjar-
jekorraks [dx [ dz %f(x y, 2)dy.

Selle integreerimisjérjekorra
puhul tuleb kindlaks méaa-

rata, kuidas integreerimispiir-
konnas muutub y 16ikudel x =

= const ja z=const, s. 0. y-tel-

jega paralleelsetel 16ikudel.
Jooniselt 141 ndhtub, et selleks
peame integreerimispiirkonna
jaotama tasapinnaga x=R
kaheks osapiirkonnaks. Osapiir-
konnas 1 algavad y-teljega :/
paralleelsed 1oigud tasapinnalt
y=0 ja lopevad sfaaril
x2+y2+22_4R2 seega on Joon. 141,
selles osapiirkonnas 0 <y <

< V4R? — x?2 — 22, Osapiirkonnas II algavad ytel]ega paralleel-
sed loigud silindri x®+ y?=R? pinnalt ja I1opevad sfii-
ril x4 y*+22=4R? seega on selles osapiirkonnas
VR — x* <y < V4R? — x? — 22, Et kahes jiargmises integraalis
muutujate x ja z rajasid méérata, selleks peame integreerimis-

|

2
2=RYV3
N7
R N ,"’,,“
2 o
h-3 8 N .
=
< B
'
v 1
4
© G
Joon. 142.

piirkonna projekteerima xz-tasapinnale (joon. 142). Osapiirkonna
I projektsioon on méadratud vorratustega R<x < 2R ja

< V4R? — x?, osapiirkonna Il projektsioon vorratustega
0<*x<Rja 0<z<RVI
Seega kéesoleval juhul
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2R ViR—x ViRr—x—2*
/fof(x,y,Z)dxdydz=Rfdx of dz 0f [(x,y,2)dy +

dz [ [(x,4,2)dy.
VRe—x2

RVE ViRr—x—z
0

R
+ [ dx

4) On kerge veenduda, et muutujate x ja z suhtes integreeri-
misjdrjekorda muutes saame !

RV3 ViRr—722 ViR—x—2?
fvfjf(x,y,z)dxdydz= of dz Rf dx of f(x,y,2)dy +

RV3 R ViR —x—z2

+ J dzfdx [ [(x4,2)dy.

N

5 ja 6) Valides 15-

* : puks integreerimisjérjekor-
raks [dy [dz [[(x,y,2)dx ja

Jdz [dy [[(x,y,z)dx, peaksime
analoogiliselt eelmise ~juhuga
jaotama integreerimispiirkonna
tasapinnaga y = R kaheks osa-
piirkonnaks. Nagu ndhtub joo-
niselt 143, tulevad integreeri-
misrajad analoogilised kahe vii-
mase juhuga.

XII. Arvutada pinnaga
(224 y2 4 22)3 = 2¢ piiratud
keha ruumala.

Lahendus.- Keha ruum-
ala avaldub valemi (23) koha-
selt kolmekordse integraalina
Joon. 143, {/jf dx dy dz, kus integreerimis-

piirkonnaks on sama keha. Et

kdesolevas iilesandes on keha
piirava pinna vorrand antud ilmutamata kujul, siis tekib integraali
rajade méddramisel raskusi. Nende iiletamiseks votame kasutusele
sfddrkoordinaadid x =rcos ¢ siny, y=rsingsiny, z=r cosp.
Siis on x?+4 y%? 4 22 =r? ja antud pinna vorrand omandab kuju
ré=ricos*yp ehk ri(r2—cos*yp)=0. Sellest tuletatav vor-
rand r*=0 esitab ainult pinna iihte punkti, poolust, vorrand
r?—cos*yp=0 ehk r=-4cos?y aga pinna koiki iilejddnud
punkte. Et r ei soltu ¢-st, siis on tegemist podrdpinnaga, mille
poordeteljeks on z-telg. Et cos?y = cos?(x — 9), siis on pind

154



siimmeetriline xy-tasapinna suh-
tes. Seega on antud pind siim-
meetriline koigi koordinaattasa-
pindade suhtes ja samuti koordi-
naatide alguspunkti suhtes. See-
tottu esitab vorrand r=-cos?yp
samu punkte mis r= —cos?yp
ja me voime piirduda esimese
vorrandiga. Samuti voib siim-
meetria tottu arvutada antud
keha selle kaheksandiku ruum-
ala (joon. 144), mis on mééra-

tud vorratustega 0< @ <>

0<yp<5 ja 0<r<cos?y.

Valemi (22) kohaselt saame
Vi=[[[dxdydz=
i
= [[[r?sinydpdydr =
W

Joon. 144.

cos2 Y

T Tt
o

= [ d f2 dyp f r?sin ¢ dr =
0 0

$ 5w
—“f“ =377

Seega on noutud ruumala V =8V, = ;—7; ~ 0,598.

XIII. Kui koérgel xy-tasapinnast asetseb iihtlase tihedusega
keha masskese, kui keha on piiratud silindriga x* -+ y? = 2x,
paraboloidiga x* + y* =2z ja tasapinnaga z = 0?

Lahendus. Masskeskme korgus xy-tasapinnast on tema
koordinaat z,. Valemi (27) jédrgi on zo=%4fvij(x, y,2)zdxdydz,

kus integreerimispiirkonnaks V on antud keha, valemi (24) jérgi
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mass M= [[[u(x, y, 2)dxdydz ja u(x, y, z) on keha tihedus,
v

mis antud juhul on konstant k.

Joon. 145.

Jooniselt 145 néhtub, et integreerimispiirkond on méaratud

vorratustega 0<z<x2';yz, kB <y V=1 {a
e <02

Keha mass avaldub seega kujul

rty?

2 Vax—x2 Lol e
Me=P5&fde f5dy i -dz
0 _ya—p 0

Et selle integraali arvutamine ristkoordinaatides on tiilikas,
siis  votame  kasutusele silinderkoordinaadid x=pcos @, .
y=psin @, z=z. Paraboloidi vorrand on siis z =§ ja silindri
vorrand g% = 29 cos 6 ehk 0(0 —2cos ®) =0, millest vorrand
¢ = 0 esitab ainult pinna iihte punkti ja vérrand p —2cos ® =0
koiki iilejddnud punkte.

Seega on integreerimispiirkond silinderkoordinaatides méira-
tud vorratustega 0<2<Y, 0<o<2c0sf, —F<OH<E.
Valemi (21) jédrgi on niisiis
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Asendades selles integraalis cos? @ = Lt%"—s-&, saame
1
i S A 2 3k
M= [ sin46 4 2sin 26 + 39]_£=—4—n.

2

Et masskeskme korguse z, avaldises jdab integreerimispiir-
kond samaks, siis kasutame ka tema arvutamisel silinderkoordi-

naate.

Seega
b4 oz U
2 2cos 6 2 2 2cos 6
4 5
Z°=ﬁ~—zfd9 /_dgfkgzdz_—_T fd@f %dg=
7 0 0 0
Sy S )
Tt
E
=—9—fcos‘39d8
T
Ty
Kasutades jéHé teisendust cos? 8=1—+c2°;26, saame
b1
G 3
zozg-—;—f(;——}—4c0528+%cos49-—sin226cos28)d8=
Tt
g
s, SO S R
" B e 1
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Kahekordse integraali arvutamine, rajade madramine ja
muutujate teisendamine

Ulesandeis 2222—2229 arvutada antud kahekordsed integraa-
lid: :

i ld 2(1—x)d io 3 2 3x / '3
2. [X. g d / o J
EPay J 43 By 2227, fdx ny < Lé _("”"J

1

1 x+41 4
2223. [ [ (xy+y)dy dx.ﬂ.’1 FE .
D iy 1 Vi—»e 1

1 x+1 ) 2228. f f —dy dx.
2224. [ dx | xydy = Vl—x’ 3
ey e

—iTe Aas s
1 Vx ﬁ i ~
2225. of dx ,\4[ (x4 y?)dy. 33 29929, ]l' V} 4 (3—x—y)dydx. ¥
—1 —Vi—x

2226. [ Vf_(xi’ + y2)dx dy 22 4 4

0

2230. Avaldada fdfo’(x) Y’ (y)dy, kui konstandid a ja A
a b

kuuluvad ithe muutuja funktsiooni X(x) méaramispiirkonda ning
b ja B funktsiooni Y (y) médaramispiirkonda.

Ulesandeis 2231—2239 avaldada antud kahekordse integraali
integreerimispiirkond vorratuste abil ja teha vastav joonis:

2 sin x Vi
2231. [dx [ [(x, y)dy. 2236. fdx 1 vy,
0 —Vox—x2
1 1-Vi—? 1 chy
2232. [dy [ f(x y)dx. 2237. [dy | f(x y)dx.
-1 Yy — =~ =3
4 2 Vex—ut
1 vy 2238. [dx x, y)dy.
2233. fdy [ f(x y)dx. / _,qf_—i‘ 1% y)dy
LBt e

2 Viie
2239. [dx [ [(x, y)dy.
] 'R

Vax—x

|
2234. [ay [[(x, y)dx.
ok —y

Vi—x

2
2235. [dx [ [(x, y)dy.
—2 x—4
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3 2—2x
2240. Kas avaldis [ dx [ [(x,y)dy esitab mingi pinnatiiki
2 | x2—1

pindala?
Vi—x

2
2241. Kas avaldise fdx [ [(x, y)dy abil saab arvutada min-
1 1—x

git kahekordset integraali?
Ulesandeis 2242—2249 teha integreerimispiirkonna joonis ja

miirata rajad kahekordses integraalis [ff(x, y)dxdy, kui piir-
D

kond D on antud vastavate vorratustega:
2242, 227, 1Sy<3

2243, —10<x< —3, —3<y<2
2244. 0<x<gy+4 —3<y<4
2485 1 CrCL 1Y

2246, —2<x<2 —1<y<x+2
2247, P<x<4 0<Y<2
2248, —1<x<2 0<y< 241

2249, — vV 1—p<x<VI— 0<y< 1.

Ulesandeis 2250—2260 teha integreerimispiirkonna joonis ja
muuta integreerimise jarjekorda:

1 x+1 1 x
92o0; i dxv o o -Ha uye, 2256. [dx [ f(x, y)dy.
A Lyice o
5 fuex 2 17-1 p
2251. [dx [ f(x, y)dy. 2257. [dx [ [(x y)dy.
0 (x—3)>—5 .'x,—z % b
q 3 : el B
2252. [dy [ f[(x, y)dx. 2258. [dx [ [(x, y)dy.
- = ; P, TSRS V.
; T
2 2x 2 -2_
2253. Of d"o,{xf("' y)dy. 2259. [dy [ f(x, y)dx.
o Wl =
9954 [ f° fa T
- J I [(x y)dxady. 2260. [dx [ f(x, y)dy.
0 —Vi—y —1 P
a Va—x

2255. [ at__fxz f(x, y)dy dx (a >0).

0

2a
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Ulesandeis 2261—2269 joonestada antud kahekordsete inte-
graalide maéddramispiirkonnad ja esitada antud integraalide
summa fiiheainsa kahekordse integraali abil:

0 17 & ! 1 Vi—yp
2261._{dy0ff(x, y)dx + 0fdy ;fyzf(x, y)dx

1 Vi—pe 0 Vi—R
2262. [dy [ f(x,y)dx+ [dy [ [(x y)dx
0 B, 74—y -1 —Vi—y

2263. ({ldyv}_ f(x, y)dx +_;1 dy Z}H F(x, y)dx.
1 Vioa 0yl

2264. Of dy Of f(x, y)dx +_f1 dy Of [(x, y)dx

2265._}: dxxj:' f(x, y)dy + 0} dx Oflf(x, y)dy.

0 14y 1 1—y
2266. _{ dy Of f(x, y)dx +Of dy Of f(x,y)dx.

ﬂ

7
2267. fdy f f(x, y)dx + fdy [ [(x, y)dx.
___(y+3) aresiny

cos x

2268. fdx f fx, y)dy+fdxff(x y)dy+fdx f f(x, y)dy.

0
2269. fdy f T y)dx+fdyff(x y)dx + fdyf f(x, y)dx.
g 10Y
Ulesannetes 2270—2274 teisendada kahekordne integraal
JSi(x, y)dxdy polaarkoordinaatidesse x=pcos®, y = psin6:
D

2270. Integreerimispiirkonnaks on veerand ringi x>0,
y20, ¥4y < 1

2271. Integreerimispiirkond on antud vorratustega 1 < x2 4
+y2<4, y=>0.

2272 Integreerimispiirkonnaks on ring (x —1)2 42 < 1

2273. Integreerimispiirkonnaks on ruut 0 < x<a, 0 < y<a.

2274. Integreerimispiirkonnaks on kolmnurk 0<Lx<1
0<y<2—x.

//\:

’

4 Viay—p .
2275. Teisendada [dy [ [(x, y)dx polaarkoordinaatidesse.
1 0
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2276. Arvutada ff (x2 — y?)dx dy, kasutades polaarkoordi-

naate, ku1 mtegreenmlspnrkond D on mdairatud vor1atustega>
x>0, y<0, x2-}y? <R

Ulesandeis 2277—2279 arvutada antud teisendusele wvastav
a(x, 9),
0(u, v)°

2277. x=aucosv, y=businv, kusjuures a ja b on kons-
tandid.

2278. .x —u cos®v, Y=—usind v

2279, u=—1xy, v=— §

2280. Teisendada kahekordne integraal [[ f(x, y)dx dy polaar-
D

jakobiaan

koordinaatidesse x=apcos &, y=bpsinO, kui integreerimis-
piirkonnaks D on ellips :—:—{-—Z—z <1 (vt. 2277).

2281. Teisendada  [[[(x, y)dxdy  polaarkoordinaatidesse
x=pcos?H, y=psind 5, kui integreerimispiirkonnaks D on

2 2
astroid x® +y® =a® (vt. 2278).
2282. Integreerimispiirkond D on antud voGrratustega
1<xy <2, x<y?*<2x. Teisendada [[f(x, y)dxdy ristkoordi-
D

2
naatidesse u ja v nii, et u=xy ja v=x7 (vt. 2279).

Kolmekordse integraali arvutamine, rajade midramine ja
muutujate teisendamine
Ulesandeis 2283—2286 arvutada kolmekordsed integraalid:

e e
2283. [dz [dy [ dx.
0 0 0
1 2 3
2284. [dz [dx [ (x -+ y -+ 2)dy.
0 0 0
2 F 3 X
2285. [dx [dy /y x3y’2z dz.
0 0 0
2286, fdx[dy | %
Y erere
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Ulesandeis 2287—2294 teha integreerimispiirkonna joonis ja
méirata rajad kolmekordses integraalis [ff[(x, y, 2)dxdy dz:
4

2287. Integreerimispiirkonnaks on risttahukas tahkudega
xe=0 x=1: 29 =0, =2, 2=0:ja: 2==3,

2288. Integreerimispiirkond on piiratud tasapindadega x =0,
y=40, 2=0, x+y+2z2=4

2289. Integreerimispiirkonnaks on e111p501d =z + + i

¥ 2290. Integreerimispiirkond on maératud huperboolse para-
boloidiga 2= xy ja tasapindadega z=0, x=1, y=x.
2291. Integreerimispiirkond on piiratud tasapindadega x =0,
y=0, 2=0,x+y=1 ja x+y==z2
2292. Integreerimispiirkond on méaéaratud silindriga x = y* ja
tasapindadega x=1, 2=1, 2= —1.
2293. Integreerimispiirkond on piiratud tasapindadega x =0,
y=0,2=0, x=2, y=4 ja kerapinnaga z = V26 — x2 — y2.
¥ 2294. Integreerimispiirkond on antud vorratustega
0<z<2+y?, 4+

Ulesandeis 2295—2298 madirata rajad kolmekordses integraa-
lis ff[ f(x, y, 2)dx dy dz kdigi voimalike integreerimisjarjekordade
g :

puhul:

2295. Integreerimispiirkond on antud vorratustega
0z VB —x2—y?ja 2442 <09

2296. Integreerimispiirkond on médaratud tasapindadega x =
=0,y=0, 2=0, 2x+ y=14 ja silindriga 2=4 — x2

2297. Integreerimispiirkond on piiratud koonusega 2?=
=—:l—:§ (x2 + y?) ja tasapinnaga z=h.

2298. Integreerimispiirkond on antud vorratustega 0 <z <
SgVEATP 2+ <R

Ulesandeis 2299—2302 méidrata rajad kolmekordses integraa-
lis [fff(x, y, 2) dxdydz ja teisendada saadud integraal silin-
v

derkoordinaatidesse:

2299. Integreenmispiirkond on piiratud pindadega x=0,
y=0,2=0 24y =4jax+y+2—7=0.

2300. Integreenmlspurkond on maidratud pindadega x=0,
y=0,2=0, 24> =4 ja z2=x24 2

162



2301. Integreerimispiirkond on  maaratud v6rratustega
24+, 24+ y2+22<4,y>0 jaz>0.

2302. Integreerimispiirkond on piiratud pindadega z=0,
x+y+z—4=0ja 2+y?=1.

Ulesandeis 2303 ja 2304 méidrata rajad kolmekordses inte-
graalis ffff(x, y, 2) dx dy dz, kasutades sfadarkoordinaate:

2303. Integreerimispiirkond on antud vorratustega 1 < x4
+ ¥+ 22<09.

2304. Integreerimispiirkonnaks on poolkera, millest on vilja
I6igatud poordkoonus, mille tipp asub poolkera keskpunktis,
telg on risti poolkera pGhjaga ja telje ning moodustaja vaheline

nurk on % :

2305. Teisendada kolmekordne integraal
R VR—x VR—x—p
{dx [ dy Of f(x, y, 2) dz

0

sfadrkoordinaatidesse.

2306. Maiédrata rajad kolmekordses integraalis
jjjf(x, y, z) dxdydz, kui integreerimispiirkonnaks on ellipsoid

a, + + , kasutades teisendust

X ==ar cos @ sin ¥,
y = br sin ¢ sin 9,
2 == cf 608 Y.

Ulesandeis 2307—2309 arvutada antud kolmekordne integraal,
kasutades silinder- voi sfddrkoordinaate:

2. Yiz—x '3
2307. fdx f dy szx2+y2 dz.

2 Vi Vi—e—p
2308. fdx [dy [ (x4 y?) da.
0

-2 _yYia

1 Yie Vi—
2309. [dy [ dx ] VX4 22 dz.
0 0 0
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2310. Arvutada [ff (x®2+ y?) dxdydz, kui piirkond D on
D
maératud vorratustega 1 <24 y2+22<4, z>0.

Kahe- ja kolmekordse integraali rakendusi

2311. Arvutada keha ruumala, kui keha on piiratud tasapin-
dadega 2=0, y=0, y=x, x=2 ja paraboloidiga z=
=4

2312. Silinder x>+4 y>=4 on loigatud tasapindadega z=
= sy =—niid y= 1/ 3x. Arvutada selle tiiki ruumala,
kus x >0 jay>0.

2313. Arvutada silindrite x"’—}—y2=:a2 ja y?*+ 22 = a? 16iku-
misel tekkiva keha ruumala.

2314. Leida keha ruumala, kui keha on piiratud tasapinda-
dega x=2, y=1x, z=0, silindriga y =2 — x* ja hiiperboolse
paraboloidiga 2= x? — y%

2315. Leida keha ruumala, kui keha on piiratud hiiperboolse
paraboloidiga 2= x* — y? ja tasapindadega z=0 ja x=3.

Ulesandeis 2316—2327 arvutada antud keha ruumala, kasu-
tades polaar-, silinder- voi sfddrkoordinaate:

2316. Tasapindadega z=10 ja x 4 y + 2 — 4 = 0 ning silind-
riga x2 -+ y?>=1 piiratud keha.

2317. Tasapinnaga z=20, silindriga x?>-} y?>=2x ja para-
boloidiga z = x>} y? piiratud keha.

Y 2318. Pindadega z2=x*+y?% 2=3(x24y?), y=x ja y=
= x? piiratud keha.

2319. Kera x2- y?-+4 22=R? see osa, mille temast vilja
Ioikab koonus 22= x? -4 y?(z > 0).

2320. Paraboloidiga 2z=x%2-4y? ja sfddriga x24 y>-4
~+ 22 =3 piiratud keha.

2321. Pinnaga (x2-+ y? -+ 2?)3 =2z(x?+4 y?) madadratud keha:

Keha on antud vorratustega:

2322. y> 0, y<x, 1<+ <4, 022+ 21 1.

2323. x2-+ 2 Rx, 0Kz VR2—x2 —y2.

2324. 1 <2+ y2<09, 7”§-<y <V 0€2< arctan%.
2325. 2+ y?+22<4, x>+ 4y*<1 jaz>0.

2326. x2+ 2+ 22 <R, 24 y*+4 22 < 2R=.

2327. 24+ y2t+22<4, 2+y2>1, z>0.
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2328. Arvutada keha ruumala sobivalt valitud muutujate tei-
senduse abil, kui keha on médratud vorratustega x>0,

2 2
y>0, x4+ %<1 ja 0<z<xy (vt 2277).

. 2329. Leida parabooliga y*>=x ja ringjoonega x*>— 2x -}
—+ y? = 0 piiratud kujundi pindala.

2330. Arvutada vorratustega y24_4 L X 6_4_1—%51_2, 0<y<4

maératud tasapinnalise kujundi pindala.

2331. Arvutada ellipsi j ‘,L:+—f;=1 pindala polaarkoordi-
naatides, vottes x=apcos 0, y=bpsin @ (vt. 2277).

2 2 2

2332. Arvutada astroidi x® -4 y®=a’ pindala, kasutades -
muutujate teisendust, mis on nédidatud iilesandes 2281.

'2833. Arvutada hiiperboolidega xy =1 ja xy = 2 ning para-
boolidega y*> = x ja y?= 2x piiratud kujundi pindala, kasutades
teisendust, mis on antud iilesandes 2282.

2334. Arvutada paraboloidi x4 y?> = 2z selle tiiki pindala,
mille temast 16ikab vélja kera x? -+ y? 4 22 = 4z.

2335. Arvutada koonuse 22 = x?-} y? selle tiiki pindala, mis
jdab silindri 22 4 y% = 4 sisse.

2336. Arvutada koonuse x% -4 y? —22=0 selle tiiki pindala,
mille temast 16ikab vélja silinder 2x — z22=0.

2337. Arvutada hiiperboolse paraboloidi z=xy selle tiiki
pindala, mis jddb silindri x> 4 y?2 =1 sisse.

2338. Arvutada paraboloidi x? -} 22=2y selle tiiki pindala,
mis jaab silindri x®>-}- 22 =3 sisse.

2339. Arvutada pinna x2 — y?= 2z selle tiiki pindala, mille
temast 16ikab vélja silinder x4 y2=1.

2340. Arvutada silindri 22 — 4x =0 selle tiiki pindala, mille
temast loikavad vélja silinder y? — 4x =0 ja tasapind x = 1.

2341. Silinder x?—2z=0 on loigatud tasapindadega
x—2y=0, 2x—y=0 ja x—2 V 2=0. Arvutada silindrist
vélja loigatud tiiki pindala.

2342. Kera on loigatud poordsilindriga, mille telg ldbib kera

keskpunkti. Avaldada kera selle osa pindala, mis jdab silindri
sisse juhul, kui kera raadius on R, silindri raadius r(R >r).

2343. Kera raadiusega R on loigatud poordsilindriga, mille

raadius on -f; Arvutada kera pinna selle osa pindala, mis jddb
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silindri sisse juhul, kui silindri {iks moodustajaist 1dbib kera
keskpunkti.

2344. Arvutada sirgetega y= %, x=2 ja y=2 piiratud

2 ’
ithtlase tihedusega kolmnurga inertsimoment x-telje suhtes.

2345. Arvutada iihtlase tihedusega roopkiiliku inertsimoment
ordinaattelje suhtes, kui roéopkiiliku tipud on (1; 1), (3; 1),
(6; 4) ja (4; 4).

2346. Leida parabooli yszz ja sirge y = x loikumisel tek-

kiva iihtlase tihedusega kujundi raskuskese.

2347. Kui suur on iihtlase tihedusega poolringi raskuskeskme
kaugus ringi keskpunktist, kui raadius on r?

2348. Leida astroidi 'x%—}— y%zl ja ordinaattelje loikumisel
tekkiva pinnatiiki raskuskese iihtlase tiheduse puhul (vt. 2332).

2349. Leida tasapindadega 2=0, z=y, y=1x ja x=2 pii-
ratud keha mass, kui keha tihedus punktis (x; y; 2) on u=
= ¥lJ2:
¥ 2350. Keha on piiratud tasapindadega x =0, x=a, y=0,
y=">b, z=0 ja z=c ning ta tihedus on y=x-4y-+ 2. Kui
suur on selle keha mass?

Ulesandeis 2351—2354 leida antud iihtlase tihedusega keha
raskuskese:

2351. Keha on piiratud poordparaboloidiga z= x? - ¥?,
koordinaattasapindadega ja tasapinnaga x4y — 1=0.

2352. Keha on piiratud tasapindadega x=0, y=0, 2=0,
x=1y=1, x+y+2=4.

2353. Keha on piiratud silindritega y=V x ja y=2V x
ning tasapindadega z=0 ja x-}z=6.

2354. Keha on maératud vorratustega x4 y?+422<4 ja
x4y >4(1 —2). '

2355. Leida iihtlase tihedusega keha inertsimoment x-telje
suhtes, kui keha on piiratud tasapindadega x=0, x=14, y=0,
y=3,2=0ja z=2

2356. Leida iihtlase tihedusega keha inertsimoment z-telje
suhtes, kui keha on piiratud silindriga x*+- y*=1 ning tasa-
pindadega z2=0 ja x+y-+2=V 2.

2357. Keha on piiratud silindritega y?=2x ja 2?=x—x?
ning tasapinnaga y = 0. Leida selle keha inertsimoment y-telje
suhtes, kui tihedus on konstantne.



§ 20. JOONINTEGRAAL

Olgu funktsioon F(x, y, z) pidev joonel L, mida esitavad
parameetrilised vorrandid x= x(¢), y=y(f), z= z(f) vahemi-
kus a <t< g, kusjuures funktsioonid x(¢), y(f) ja =z(f) on -
selles vahemikus pidevalt diferentseeruvad.

Jaotame joone L n osaks L; pikkusega A4s; votame igal osal
mingi punkti (xi; yi; 2) ning moodustame summa

2%, 2 A8
=1

Kui sellel summal on olemas piirvdartus max4s;>0 puhul,
siis nimetatakse teda funktsiooni F(x, y, 2) joonintegraa-
liks kaare pikkuse jadrgi file joone L ja tahistatakse

n
lim X F(x, yi, 2)48: = [ F(x, y, 2) ds.
max As; >0 i=1 L

Arvutamiseks teisendatakse joonintegraal iihekordseks (tava-
liseks) integraaliks:

JF(x, y, 2) ds=
L

2
=£F[x(t), y(8), 2()]1 VX2 (1) +y2(t) +22(1) di, (e < B). (1)

Joonintegraal

J d8=f\/x’2(f) +y2(t) +2%(t) dt (2)

esitab joone L punktide {=a ja f= g vahelise kaare pikkust.
Kui joon L asetseb xy-tasapinnal, on z=0 ja valem (1)
omandab kuju

8
JF@ gy ds=JFlx(t), y()) VE0) + 7 (O dt.  (3)
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Kui “jooti ~L:2on antud > yorrandiga ¥ = [(x), sils dse
= VI+2(x) dx ja '
[F(x y) ds=[Flx, [(0)]VIF20) ds, (1 <m). @)

Et joonintegraali arvutamisel kaare pikkuse jargi valitakse
integraali alumiseks rajaks védiksem ja iilemiseks rajaks suu-
rem arv, siis ei soltu see joonintegraal integreerimissuunast,
s. o. sellest, kumb kaare otspunktidest loetakse alguspunktiks.

Kui joonel L on médratud suund nii, et alguspunkt on A
ja lopp-punkt on B, ja osakaare L; projektsioon x-teljel on Ax;
siis nimetatakse piirvaartust

lim 2'7[ F(x:, yi, 2;)Ax;

max|A x;|—0 i=1

funktsiooni F(x, y, 2) joonintegraaliks koordinaadi
x jargi iile joone L ja tdhistatakse

TF(x, y, 2)dx ehk [JFE(x, y, 2)dz.
f & AB

Arvutamiseks teisendatakse see integraal tavaliseks inte-
graaliks:

B
A{g.F(x, Y, 2) dx-=afF[x(t), y(t), z(&)1x' () dt, (5)

kus @ on alguspunktile ja g l0opp-punktile vastav parameetri
vaartus.

Kui osakaare L; projektsiooni votame y- voi z-teljel, siis saame
vastavalt

8
A£F(x, ¥. 2) dy=J1 Fix(d), y(t). z(t) Jy' (¢} dt (6)

3
A{gF(x, Y, 2) dz =ajF[x(t), y(t), z(t)12z/(¢) dt. (7).

Uldiselt, kui funkfsioonid P(x, y, 2), Q(x, y, 2) ja R(x, y, 2)
on pidevad joonel AB, siis nimetatakse integraali

A{BP(x, Y, 2)dx+ Q(x, y, 2) dy+R(x, 2) dz—

I
=T {PLx(t), y(t), 2O (1) + QLx(8), y(), (¥ () +
+RIx(t), y(t), 2()12 ()} dt 8)
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avaldise P(x, y, 2)dx+ Q(x, y, 2)dy~+ R(x, y, 2)dz joon-
integraaliks koordinaatide jargi iile joone AB.

Joonintegraal koordinaatide jargi muudab maérki, kui inte-
greerimistee algus- ja 10pp-punkt iimber vahetada:

AI{P(x, Yy, 2)dx+Q(x, y, 2) dy+ R(x, y, z) dz=
=—B£P(x, Y, 2)dx+ Q(x, y, 2)dy+ R(x, y, 2)dz. (9)

Kui L on kinnine tasapinnaline joon, siis on selle joonega
piiratud pinnatiiki pindala

=% [ xdy — y dx. ' (10)

L
Kui kahe muutuja funktsioonid P(x, y) ja Q(x, y) ning nende
osatuletised -3—5 ja %—8 on pidevad mingis iihelisidusas piir-

konnas D ja
oP 0Q

W=0_x’ (11)
siis
1) on olemas niisugune funktsioon u(x, y), et
du=P(x, y)dx—+ Q(x, y) dy; (12)

9) “TP(x, y) dxtQ(x, ) dy—u(xs, y2) —u(n, 1), (13)

(15 %1)

s. 0. joonintegraali vairtus ei soltu integreerimistee kujust, vaid
ainult algus- ja 1opp-punktist;

3) [Pdx+Qdy=0, (14)

kui L on kinnine joon, mis tervikuna asetseb piirkonnas D.

Funktsiooni u(x, y) leidmiseks voib piirkonna D mingi kindla
punkti (Xo; Yo) ja jooksva punkti (x; y) ithendada murdjoonega,
mille osad on paralleelsed koordinaattelgedega, ja saadud joont
mooda integreerida avaldist P(x, y) dx+ Q(x, y) dy:

u(x, y) =jP(x, 9) dx+jQ<xo, y)dy+C  (15)

u(x, y) =jP<x, %) dx—l—‘vny(x, y)dy+C,  (16)

kus C on meelevaldne konstant.
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Olgu xy-tasapinnal antud iihelisidus kinnine piirkond D,
mille rajajooneks on kinnine kover L. Kui selles piirkonnas D
on madratud kaks pidevat kahe muutuja funktsiooni P(x, y) ja

Q(x, y), millel on seal pidevad osatuletised 2 ja _ag‘ siis
P dy ax

kehtib nn. Greeni valem:
[de+Qdy=£f(%§-—f,—’y’)dxdy, (17)

kus joonintegraal tuleb vdtta positiivses suunas, s. o. vastu kella-
osuti liikumise suunda.

Naiiteid
I. Arvutada [ (x4 y)ds iile kinnise joone L, mis koos-
L

neb punktide A(0; 0) ja B(l; 1) vahelisest parabooli y= x?
kaarest ning punkte B, C(1; 0) ja A iihendavast murdjoonest.

Lahendus. Integreerimistee koosneb kolmest joonetiikist:
parabooli kaarest L,, kus y = x2,
| 0 < x< 1, sirgloigust L,, kus

y ; x=1, 0y, ja sirgloigust
80 L3 K =0 e &}
(joon. 146).
Seega vordub antud jooninte-
Ly graal kolme joonintegraali sum-
maga:

iy A Lf(x+Vy)d5=Lfl(x+\/y)dS+

e +Lf’ (x4 \/?) ds +
% fi{x - V y) ds.

Al0;0)

Kasutades niiiid valemit (4), teisendame iga liidetava tava-
liseks integraaliks.

Joone L; puhul on y’=2x, seega ds=1V/1- (2x)2dx ja
Lf (*+ V) ds=0f1 (x4-%) \/l—i—4x2dx=%6{l 8x V1 4x? dx =
=[+ 2V T =4 (6VE—1).

Joone L, puhul on ds=dy, sest sirgloik L, on paralleelne
y-teljega. Seega :
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f"(x+ Vi) ds=f (14 VP dy=[y+3\/gi]‘=_5_
L 0 3 o 3"

Joone L; puhul on ds =dx ja

[ (x+ V) ds— [ xdx=1.

Ls 0

Niisiis on

J e+ VR ds=56VE—)+3+5=2F+2~38.

II. Arvutada [ (x4 y)ds, kus L on joone x2--y?- 22=
L

= R?, y= x tiikk, mis asetseb esimeses oktandis.

Lahendus. Nagu joo-
ne L vorrandeist ndhtub, on
integreerimisteeks sfdari ja
tema keskpunkti ldbiva tasa-
pinna loikejoone tiikk, seega
ringjoone kaar (joon. 147).

Avaldame selle joone vor-
randi parameetrilisel kujul,
valides parameetriks koordi-
naadi x. Saame x=1¢, y =1,
z=VR?—2t kusjuures
kaare iihes otspunktis on
z=—0 ehk R\/R2—2t2=0, I
millest ¢ 7T (159} sest

esimeses oktandis on x > 0),

teises otspunktis on aga

z=R ehk VR?—202=R,

millest £ =0. '
Avaldame niiiid kaare diferentsiaali ds parameetri kaudu.
dx dy e | — 2t

Joon. 147.

Et =1 g=1]a = VR—on’ siis
ds= Ut 1t gt dt = RV
Seega on antud joonintegraal 5
vz
[(x+y)ds=2\/_2RfVRz_ﬂ_ﬁdt=
0
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£
—[-vIrRvE—28] = V2R
III. Arvutada [ (x+ y)dx -+ x*dy, kus L on joon y=
L
= 1— |l — x| punktist (2; 0) punktini (0; 0).

1—x, kui 1 —x >0 ehk x < 1,

Lahendus. Et |l —x|= 2
x—1,kui 1 —x<0 ehkx>1,

siis joone vorrand on
Y R kitio % <.},
$ 2 —x, kui x> 1.

) Seega koosneb integreeri-
y mistee sirgloigust AB, kus
y=1-l-l y=2—x, 2>x>1, ja sirg-

loigust BO, kus y=x, 1>

B(1;1) >x >0 (joon. 148).

Antud joonintegraal vordub
o < niisiis kahe joonintegraali sum-
maga, milles {iiks liidetav on
voetud iile loigu AB ja teine

0(0;0) Alz0) X iile 16igu BO:
Lf (x+y) de 4+ x2dy =

S e T G- Stey ¥
+ [ (x+yde+2dy. '

Joon. 148.

Teisendame niiiid saadud integraalid tavalisteks integraali-
deks ithest muutujast, néditeks muutujast x. Selleks asendame
kummaski liidetavas y ja dy selle avaldisega x-st, mille méaérab
integreerimistee vorrand, kusjuures integraali alumiseks rajaks
votame 16igu alguspunkti ja {ilemiseks rajaks lopp-punkti abst-
siss‘,ii vaartuse. Et 16igul AB on dy = —dx ja Idigul BO on dy=
=dx, siis

J o) depardy=[L(x+2— ) +2(—1)] dr=

~[:~ 5]~

ja

/ (x+y) dx+x2dy=;(2x—{—x2) dx:[xz_;_ﬁ]":_i
BO 1 3 I 3.
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Jarelikult A
[(x+y)de+x2dy=5—5=—1.
L

—
@Aruutada [xydz+2z+/1 —y?dy — yzdx, kus L on kru-
L

vijoone x=cost, y=sint, z =% kaar punktist, kus t=0,
punktini, kus t = 2.

Lahendus. Teisendame antud joonintegraali tavaliseks
integraaliks parameetrist ¢£. Selleks asendame -integreeritavas
avaldises muutujad x, y, z ja nende diferentsiaalid vastavate
parameetriliste avaldistega joone vorrandeist. Nii saadud inte-
graali alumiseks rajaks votame parameetri vdartuse joone algus-
punktis ja iilemiseks rajaks parameetri véirtuse joone I1opp- .
punktis. :

Et dx= —sintdt, dy=costdt ja RN siis

x

Jrydz+2zvV1 —y2dy —yzdx =
] !
2n
i costsint | ¢ 5 S50 =
_f(”,,‘—-*"ncos?t—i— - 51n2t) di =
0
2n

27

1 . 1 [sin? ¢ 2
=-;f(c05tsml‘+t) dt=—[smz +"t2—] .
0

n 0

@ Leida funktsioon u(x, y), kui

2y (1 —si
du(x, y) = ({225 —1) dx + 250y,

Lavhendus. Nagu antud téisdiferentsiaali avaldisest nﬁha,
on otsitava funktsiooni osatuletised

du(x, y) __ cosx i

Fals ou(x, y) _ 2y(l —sinx)
ox - 1442

dy (14?2

koikjal pidevad. Noutud funktsiooni saamiseks voime antud
tédisdiferentsiaali integreerida mistahes joont m&oéda, kusjuures
tulemus ei soltu integreerimistee kujust. SeetGttu valime inte-
greerimisteeks niisuguse joone, mida médéda integreerimine toi-
mub koige lihtsamalt. Selleks osutub punktist (0; 0) punktini
(¥; y) kulgev murdjoon, mille iiksikud 16igud on paralleelsed
koordinaattelgedega. Nagu nahtub joonistelt 149 ja 150, on nii-

ja
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Y
-
0fo;0) A0 X 0(2;0) —
Joon. 149. Joon. 150.

suguseid jooni kaks. Molemat joont médda avaldub otsitav -
funktsioon kujul -

(X% 9)
u(x, y) =f (£55—1) axp U= A gy 4 C.
©0):

Kui integreerime joonisel 149 kujutatud " murdjoont moédda
[vastavalt valemile (16)], siis saame

e 0= [ () et M

1442
0A
cos X 2y (1 — sin x)
+f(.1+y2—‘)dx+ e WG

AB

Et 16igu OA vorrand on y =0, millest dy=0, ja algus-
punkti abstsiss on 0 ning 16pp-punkti abstsiss x, siis

f(cosx _l)dx__|_2y(1—5i“") dy:f (cosx — 1) dx=sinx — x.

T+ 1+ )7 g

Loigu AB alguspunkti ordinaat on 0, 16pp-punkti ordinaat
y ja joone vorrand x = const, millest dx= 0, seega

Cos X 2y (1 — sin x) o 2y (1 — sin x) 2o
f(l B o e dy—f e W=

0

= (1 — sin x) f(l—_f";—,),—dy-:[(l—sinx) (—I_—i_iy_’)]z=
0
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ding— 1 =
i o7 5 +1 — sin x.

Niisiis
u(x, y) —Lsmx x—I—S"ll:__y',l +1—sinx+4 C

ehk

u(x, y) =5 —*+C.

On kerge veenduda, et joonisel 150 kujutatud murdjoont
méoda integreerides [vastavalt valemile (15)] saame

Bi% )i f(1+y2>2 dy+f(1c$;2*") dx +C,

kusjuures viimases integraalis vaatleme muutujat y konstandina.
Seega

40 91— [— 1 -1iy2]!;+ [ISi-T-);z —x]:+ C
ehk

u(x, y)=5'?:_yz —x4C.

@) 1) Kas joonintegraali fg—%—;-;zﬂ puhul on integreeritav

L

avaldis mingi kahe muutuja funktsiooni tdisdiferentsiaal?

2) Arvutada selle joonintegraali vddrtus, kui L on ruudu
ABCD kontuur, kus A(—1; —1), B(1; —1), C(1; 1) ja D(—1; 1).

3) Arvutada selle joonintegraali vddrtus, kui L on ruudu
AB,C\D, kontuur L, kus A(0;1), Bi(2; 1), C(2; 3) ja
D[(O; 3)

4) Selgitada eelmistele kiisimustele saadud vastuste sobivust
teooriaga.

Lahen'dus. 1) Integreeritavale avaldisele voime anda kuju

Y 9.
PRy R
Et

i( y )_x’+y2—2y2__ 2 —y?
oy\22+y2 ] (224+y0)?2 (24422
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9 x by X2 4 y2 —2x2 Ry
67(" x2+y2)“‘ F+9)? (P

res i =

siis on integreeritava avaldise puhul tingimus (11) tiidetud.

Seega leidub niisugune kahe muutuja funktsioon u(x, y), mille

taisdiferentsiaaliks on antud integraalialune funktsioon.

2) Antud joonintegraal iile

1 ristkilliku ABCD kontuuri L

’ (joon. 151) avaldub kujul

ydx—zxdy ydx —xdy
2F2 X242 +

L

ydx—zxdy ydx—-xdy
+[ e +f de—xdy
T

BC
f Y dx ydx—xdy
AFL-1) | 8(1;-1) i a2 g

Sirgloik AB on méadratud
avaldistega y=—1 ja —1<K
< x < 1. Seega dy =20 ja

0F1;1) Cl1;1)

Joon. 151.

1

ydx—xdy __ de:. il b
f x"’—i—y’ ‘/\Xizti—] —[ arctan x]_l— 5 -

AB —1

Sirgloik BC on maédratud avaldistega x=1 ja —1 <y 1.
Seega dx=20 ja

ydx —xdy n
N H—y2 '
BC

Loigu CD puhul on y=1 ja l1>x >—1, seegady=0 ja
1

'ydx—-xdy d
j e x’+l

CD

Loigu DA puhul on x=—1, 1 >y > — 1, dx =0. Seega

-1

ydx—zxdy dy GE% S
R S SRl R 2"
1

DA
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Niisiis |
dx—xd Y
fy x4y t=—2a.
L 0,(0;3) C,(2;3)
3) Antud joonintegraal iile

ristkiiliku A4,B8,C,D; kontuuri L,
(joon. 152) avaldub kujul

fydx—xdy_ j ydx—xdy+
2442 24y
P . 4 A (0;1) 8, (2;1)
ydx—xdy ydx—xdy y
+ f P f Rty *
= o Joon. 152.

ydx—xdy
G 5 f 2fy?

Nagu nédhtub jooniselt 152, on 101gu1 AB, y=1, dy=20 ja
0 < T2 ]mgu] B\.C, x=2, dx=0 ja 1< y<3, Ioigul C,D,
y=3, dy=0 ja 2> x>0 ning l6igul D14, x=0, dc=0 ja
32y >1. Seega

f ydx—xdy __ 2dy
e x’+l 4+y’
S
E t 3dx 2 y 13
S — 219 + 0= [ arctan x]o—[ arctan 711 +
\\ :
+ [ arctan %]2= arctan 2 — arctan —g——!—
\ 1 -+ arctan % — arctan §~= arctan 2 -} arctan %—
arclant
Non. A153' (arctan -+ arctan - 2 ) = ;—%= 0,
sest arctan? -+ arctan%;%, nagu nahtub jooniselt 153.

4) Nagu selgus punktis 1, on joonintegraali alune avaldis
mingi kahe muutuja funktsiooni u(x, y) tédisdiferentsiaal. Valemi
(14) pohjal peab seega antud joonintegraal vorduma nulliga
ille iga kinnise joone, mis asetseb tervikuna iihelisidusas piir-
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konnas, kus funktsioonid au(;;c 9) ja du(axy’ Y on pidevad.
3 ou(x, y) Y : ooux, Yy 2 ;
Antud juhul on o s~ oy L B e P s

on murdratsionaalsed funktsioonid ja on seega pidevad koikjal,
vélja arvatud nimetaja nullkoht (0; 0). =

Et punkt (0; 0) asetseb ruudu ABCD sees, siis ei ole voimalik
moodustada niisugust piirkonda, mis rahuldaks korraga kolme
tingimust: ei sisaldaks punkti (0; 0), sisaldaks ruudu ABCD
kontuuri koiki punkte, oleks iihelisidus. (Joonisel 154 esitatud
piirkond rahuldab esimest ja teist tingimust, kuid ei rahulda
kolmandat.)

Seega ei tdida nimetatud ruudu kontuur valemi (14) eeldusi,
mille tottu antud joonintegraal iile selle joone ei tarvitse vor-
duda nulliga. Niisiis on punktis 2 saadud vastus —2xz teooriaga
kooskoélas.

|

Y

77, / | .
)
7

Joon. 154. Joon. 155.

Ruudu A4,B,C,D, puhul on aga voimalik moodustada niisugust
piirkonda, mis rahuldab mainitud kolme tingimust (joon. 155).

Seega tiidab selle ruudu kontuur valemi (14) eeldusi ja
punktis 3 saadud vastus 0 sobib teooriaga. :
VII. Niidata, et [ (x*— 3xy?) dx+ (4> — 3x%y) dy=0 mis-
£ :
tahes kinnise joone L puhul.

Lahendus. Et funktsioonid P(x, y)=x*—3xy? ja
Q(x, y) = y® —3x’y on koikjal pidevad, siis on tingimus (11)
ﬁ_f_’(g;Q=QQ%L) piisav selleks, et antud joonintegraal oleks
0 iile iga kinnise joone L.
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Antud juhul on 2% g; 8 gy ja 28D — gy,
millest nihtub, et tingimus (11) on tdidetud. Seega on iiles-
andes piistitatud vaide toestatud.
VI1I. Kasutades Greeni valemit, arvutada
[ x2(sin x — y) dx + (xy*> — cos y) dy,
3

kui L on ringjoon x? -+ y?> = R>.
Lahendus. Vastavalt Greeni valemis (17) kasutatud téhis-
tele on antud juhul
P(x, y) = ¥*(sinx —y),
Q(x, y) =xy*> —cos y,
of TR 3L
ol 3 e £ ox =X _
Et koik need neli funktsiooni on ringjoonega L maératud
piirkonnas pidevad, siis tdidab antud joonintegraal Greeni valemi
eeldusi. Seega on

[ x*(sin x — y) dx + (xy? — cos y) dy = {)f (¥* + x?) dx dy,
? &

kus integreerimispiirkonnaks on ring x* 4 y?> < R2.
Saadud kahekordse integraali arvutamiseks kasutame polaar-
koordinaate:

$E_. R
JI 2+ x?) dxdy= [ d6 [ ¢*dp=
D 0 0

2n

R4 n
=—4—fd8=—2—R4.

0

1X. Arvutada
[ (e*siny — y) dx + (y* -} e cos y) dy,
¥ 5

kus L on ringjoone y =/ ax — x* kaar punktist (a; 0) punktini
e e
Lahendus. Antud iiles-
andes on integreerimisteeks L
- :
ringjoone (x—;) —}—y2=(g)2
iilemine poolkaar vastu kella-
osuti litkumise suunda (joon.
156).
; 3 Kui joonele L veel juurde
(0;0) (a;0) * votta x-telje 16ik punktist (0; 0)
punktini (a; 0), siis tekib
Joon. 156. kinnine kover L;. Juurdevoetud
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16igul on aga y = 0, mistdttu ka dy = 0. Seega osutub sellel 15igul
integreeritav avaldis identselt vordseks nulliga, mille tottu

J (ersiny —y) dx + (42 + e* cos y) dy =
=Lf (e*siny — y) dx + (4% + e* cos y) dy.

Viimase integraali arvutamiseks voib aga kasutada Greeni vale-
mit (17), sest funktsioonid P(x, y) =e*siny—y, Q(x, y) =

=y} e*cos y, %S—:e*cosy—l ja %%=e*cosy on joo-
ne'ga L, piiratud iihelisidusas piirkonnas pidevad. Et %—8——37’) =4

siis teisendub antud joonintegraal Greeni valemi kohaselt kahe-

kordseks integraaliks [fdxdy, kus piirkond D on poolring raa-
D

diusega —‘21—.

Nagu teada, esitab saadud kahekordne integraal integreeri-
mispiirkonna pindala. Jarelikult on antud integraali véirtus

1 a \2 na?
—2—.7'5(?) Ehk T.

Joonintegraal kaare pikkuse jirgi

2358. Arvutada joonintegraal [y ds punktide (0; 0) ja (1; 2)
£

vahelist parabooli y?= 4x kaart mooda.
2359. Leida [ (x+y)ds kolmnurga ABC kontuuri méoda,
L

kui A(0;°0), B(1; 0) ja C(0; 1).
2360. Arvutada [ (x* -+ y?) ds punkte (1; 1) ja (4; 4) iihen-
L

davat sirgloiku maooda.
2361. Leida [xyds, kui joon L on punktide (a; 0) ja (0; b)
3 BaTe sz y2 -
vaheline ellipsi -7+ 35 =1 kaar.
2362. Leida Lf(x2—|—y2)2ds iile ringjoone x=2cosf, y=

= 2 sin-t. .
2363. Arvutada fy%ds, kui joon L on punktide (0; 0) ja
&

(2am; 0) vaheline tsiikloidi x=a(f{ —sint), y=a(l —cost)
kaar.
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2364. Arvutada L[ (x*+y>+2) ds moodda kruvijoont x=

=acost, y=asint, z= bt punktide vahel, kus =0 ja t=
= Qﬂ. .

2365. Arvutada [xyzds ile joone x—1, y——+ (2)F, 2=
A

=%t2 punktide vahel, kus {=0 ja t=1.

Joonintegraal koordinaatide jargi
2366. Arvutada [ (¥ —y?) dx iile parabooii y=—x3 kaare
. :
punktist (0; 0) punktini (2; 8).
2367. Arvutada f2xydx -4 x2dy, kui joon L on parabooli
L

y = x* kaar punktist (0; 0) punktini (1; 1).
2368. Leida [ (x2+ y) dx iile punkte A, B ja C iihendava
L
murdjoone, kui A(0; 0), B(1; 0) ja C(0; 1).
2369. Arvutada [arctan%dy—dx, kui joon L on kinnine
4

kover, mis algab punktist (0; 0) ja kulgeb parabooli y=x*
kaart mooda punktini (1; 1) ning sealt sirget y=x modda
tagasi punkti (0; 0).
2370. Arvutada f(x+y)dx—+ (x —y) dy iile ellipsi x=
L
= acost, y=bsint kaare punktist (a; 0) punktini (0; 5).

2371. Leida f;—dx+y"T-”l, kui L on tsiikloidi x= f — sin ¢,
¥

y=1—cost kaar punktist t=—g— punktini t:%.
2372. Arvutada [ (x2 4+ 2xy) dy, kus L on ellipsi x=23cost,
L
y=2sint kaar punktist {= & punktini {=0.
2373. Arvutada [ (2x — 5y + 32) dx punktist (0; 0; 0) punk-
) A

tini (1; 0; 0) ja sealt punktini (1; 1; 1) kulgevat murdjoont
modda.

2374. Arvutada f sdetpdytzdz _ ouadist (15 1; 1)
V2t y24+22—x—y+22

&
punktini (4; 4; 4) tommatud sirgloiku moéda.
Ulesandeis 2375—2379 arvutada antud kujundi pindala joon-
integraali abil:
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2375. Ring x= Rcos ¢, y = Rsing.

2376. Trapets, mille tipud on (0; 0), (4; 0), (2; 2) ja (0; 2).

2377. Ellips x=acost, y=>bsint.

2378. Astroid x=acos®t, y = bsin®t.

2379. Kardioid x = a(2cos t — cos 2t), y=a(2sint—
— sin 2¢).

Tiiisdiferentsiaalide integreerimine

(1)
2380. Arvutada ]oonmtegraal fxy dx -+ (y — x)dy iile joone

A TN S R\

(151)
2381. Arvutada [ 2xydx-+ x2dy iile joone a) y=x,
©:0)
b) y==x2, ¢c) x=y?, d) y=2x% Vorrelda saadud tulemusi eel-
mise iilesande tulemustega ning selgitada nende erinevuse pohjus.

2382. Leida [ (x-} y)dx+ (x — y)dy iile ellipsi x=a cos {,
L
y=>bsint (vt. 2370).

(1;2)
2383. Arvutada [ ﬂg-”#
&1 % o
@ig)
2384. Arvutada [ e*(cosydx— sinydy).
(0;0)

Ulesandeis 2385—2390 leida funktsioon u:

2385. du = (9x2 -} 2xy?)dx + (2yx® — 2y)dy.

2386. du = (cos y — 2xe?)dx — (x2e¥ -} x sin y)dy.

2387. du=evdx -+ (xev — 2y)dy.

T A e o

VAL gt 24 glibavat gt
2389. du = (2xy?2? — y)dx -+ (2x2yz> — x — 2)dy +

+ (2x%y%z — y)d=z. :
2390. du— (% = eyz) dx _.I_ (% — Xxzeyz ) dy T (z_g + xyeyz) dz.

Greeni valemi rakendusi

Ulesandeis 2391—2393 on joonintegraali integreerimistee L
positiivses suunas voetud kinnine joon, mis piirab {ihelisidusat
- 16plikku piirkonda D. Teisendada joonintegraal Greeni valemi abil
kahekordseks integraaliks:
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2391, [xy(x: + y)dx + x2(x2 -+ y)dy.
/ |
2302 [ (x+ VI )dx+yly(e+ 1) +

+ In(x 4 vV*? 4 y?) 1dy.
2393. [ [2x(x+ cosy) + e¥]dx + (y> — x?siny + e¥)dy.
L

Ulesandeis 2394—2397 teisendada antud joonintegraal kahe-
kordseks integraaliks ja arvutada tema véartus:

2394. f(x y?)dx + (x + y)2dy, kui. joon L on kolmnurga

ABC kontuur kusjuures A(1; 0), B(1; 1) ja C(0; 1)
2395. f (5x —3y)dx 4+ (x —4y)dy, kui L on positiiv_ses

suunas Voetud ringjoon x4 y?2=1.
2396. f (x2+y)dx — (x -+ y®)dy, kui L on positiivses suunas,
voetud ellips F+ ﬁ= - FEEET
2397. [e¥—*[(x -} cos 2xy)dx + (sin 2xy — y)dy], kui L on
s .

positiivses suunas voetud ringjoon x? + y? = R2.



§ 21. PINDINTEGRAAL

Pinda, mis on antud vorrandiga z=z(x,y), kus funktsioon
z(x, y) on iihene ja omab iiheselt méddratud pidevaid osatuletist
oil g
ax 12 5y
meetriliselt on kahepoolsel pinnal pidevalt muutuv puutuvtasa-
pind ja 2z-teljega paralleelse sirgega ei ole tal rohkem kui
iiks iithine punkt.

nimetatakse kahepoolseks pinnaks. Geo-

Kahepoolse pinna = mingist

J\ punktist tommatud normaal moo-

dustab z-telje positiivse suunaga
kaks nurka, millest iiks on terav-
nurk (kui normaal ei ole z-tel-
* jega risti) ja teine niirinurk
(joon. 157).

Seda pinnapoolt, millest val-
juv” normaal _moodustab z-telje
sihilise vektoriga  teravnurga,
riifetatakse tilemiseks pinnapoo-
leks, vastaspoolt a@ﬁ%ijs_eﬂlgsi

- ~Olgu Tunktsioon F(x, y, 2)
maidratud ja pidev kahepoolse
pinna z=2(x, y) mingi tiki S

X punktides. Jaotame pinnatiiki S

mingil viisil n' osapiirkonnaks S:

Joon. 157. pindalaga AS;, valime igas osa-

: piirkonnas mingi punkti (x; yi; 2:)

ning moodustame summa

n
2 F(xi, yi, 2)AS;.. Kui sellel summal on olemas piirvdirtus
F = |

max d; > 0 puhul, kus d; on osapiirkonna S; diameeter, siis nime-
tatakse seda piirvddrtust funktsiooni F(x, y, 2) pindinte-
graaliks pindala jdrgi iile pinnatiiki S ja tdhistatakse
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lim 3 F(x;, yi, 2)ASi=[[ F(x, y, 2)dS.
1 3

maxd; >0 i=

Pindintegraali arvutamine taandub kahekordse integraali
arvutamisele:

J{F(x, y, 2)dS =
s

=[S Fix, 3, 2 1 Y1+ () +(5) deas. @

kus integreerimispiirkond D on pinnatiiki S projektsioon xy-tasas

pinnal.
Kui F(x, y, z) =1, siis esitab
0z\2 ., [ 0z\2
[fds=1J V(%) +(5) aray 2)

pinnatiiki S pindala.
Pindintegraal pindala jargi ei soltu pinnapoole valikust.
Olgu pinnatiikk S valitud pinna z=2z(x, y) kindlaksméaara-
tud poolel ja jaotatud n osaks S; mille projektsioonid xy-tasa-
pinnal olgu pindalaga D;. Valime igas osapiirkonnas S; mingi

punkti (%; yi; 2) ja moodustame summa 2 F(x;, y;, z)Di. Kui
- =1
sellel summal on olemas piirvddrtus maxd;>0 puhul, kus d;
on osapiirkonna projektsiooni D; diameeter, siis nimetatakse seda
- piirvddrtust funktsiooni F(x, y, 2) pindintegraaliks
koordinaatide jargi iile pinnatiki S kindlaksméaératud
poole ja tdhistatakse
n
lim 3 F(xi, yi, 2)Di= [f F(x, y, 2)dxdy.
5

maxd; >0 i=1

Pindintegraali siimbol ei ndita, kumb pinnapool on valitud,
mistottu seda tuleb eraldi mainida.

Arvutamiseks teisendatakse see pindintegraal kahekordseks
integraaliks iile integreeritava pinnatiiki projektsiooni xy-tasa-
pinnal, kusjuures iilemise pinnapoole projektsioon loetakse posi-
tiivseks ja alumise pinnapoole projektsioon negatiivseks:

ng(x, y, 2)dx dy = {)/F[x, y, z2(x, y)ldx dy, (3)

kui S on valitud pinna iilemisel poolel, ja
(IS e, wilay o & LIS,y x(x pJdedy, . - AN

kui S on valitud pinna alumisel poolel.
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Kui pinnatiikkk S on voetud silinderpinnal, mille moodustajad
on paralleelsed z-teljega, siis on S projektsioon xy-tasapinnal
joon, aga mitte pinnatiikk, mille tottu

{gf F(x, y, 2)dxdy = 0. (5)

Analoogiliselt voib moodustada integraalid

JIF(x,y, 2)dzdx ja [[F(x,y, 2)dydz,
5 _ S

mille puhul pinna poolsus méératakse selle jargi, missuguse
nurga moodustab valitud normaali suund vastavalt y-telje voi
x-telje positiivse suunaga.

Pindintegraali {ildkuju koordinaatide jargi on

JfPdxdy+ Qdydz -+ R dz dx,
S

kus P, Q ja R on kolme muutuja x, y ja z pidevad funktsioonid
kahepoolse pinna S punktides.

Kui pind S koosneb iiksikutest pinnatiikkidest: S = 8, 4+ S, -+
+ ...+ S, siis

£dexdy—|—Qdydz+Rdzdx=fdexdy+Qdyd2+‘Rdzdx+
. Si ;
+ ffPdxdy+ Qdydz+ Rdzdx -+ ... +
S2

+ [fPdxdy+ Qdydz-+ Rdzdx. (6)
Sﬂ
Samuti
yF(x, Yy, z)d8=£fF(x, Y, z)dS—{—éfF(x, Yy, 2)dS ... +
+£IF(x, Yy, 2)dS. (7)

Kui V on kinnise sileda pinnaga S piiratud ruumiosa, milles
funktsioonid P(x, y, 2), Q(x, y, 2) ja R(x, y, z) ning nende esi-.
mest jarku osatuletised on pidevad, siis seob pindintegraali iile
pinna S viliskiilje kolmekordse integraaliga iile ruumiosa V
nn. Ostrogradski valem:

[ Pdydz+ Qdzdx + Rdxdy =
S

=f[f (‘;‘f-{—%yg—{—%g)dxdydz (8)
v
ehk
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ff (P cos A 4+ Q cos u + R cos »)dS =

__fff 0x+ ,%g)dxdydz, (.9)

kus A, u ja » on nurgad, mida pinna S véline normaal moodustab
koordmaattelgede positiivsete suundadega.

Naiteid
I. Arvutada [f (x® + y? + 22)dS, kui integreerimispiirkonnaks
S
S on koonuse V%% + y* < z < h pind.

Lahendus. Antud juhul koosneb integreerimispiirkond S
kahest pinnatiikist (joon. 158):
koonilise pinna z=Vx?- y? z‘
tiikist S, ja tasapinna z=h
tiikist S,.

Seega vordub antud pindin-
tegraal iile pinna S pindinte- <~
graalide summaga iile pinna
S, ja pinna S,: : Sy ;

[ (2 4y 4 2)dS = X |7
=JJ (2 492+ 2)dS +
+ ] (@ g2+ 2)dS,

il

Arvutamiseks teisendame saa-
dud integraalid valemi (1)
jéargi kahekordseteks integraali-
deks, kusjuures integreerimis-
purkondadeks tuleb votta vastavalt pinnatiikkide S, ja S, projekt-
sioonid iihel koordinaattasapinnal. Antud juhul sobib selleks
xy-tasapind, kus niihédsti S, kui ka S, projektsiooniks osutub iiks
ja ,sama ring x2+ y2 < h? (joon. 158).

Avaldame niiiid pinna diferentsiaali. Koonilise pinna puhul

on z=\/x*+ y? seega 2/, = Z =-—2 _ ia
+ . Vx’+y’ AV :

Joon. 158.

.dS=],/ dxdy__\/.?dxdy

x2
L+l
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Tasapinnalise pinnatiiki puhul on z=~h, seega 2/, —=2",=0 ja

dS =dx dy.
Niisiis

[J (24 g2+ 2)dS = [] (4 ¢+ 2+ y7) VEdr dy +

Y h2—x2

+[f (@ mydrdy=2v2 [ax | ] (24 ydy +

h VYV h—x

—Vh—x2

+fdx [ (24 y+ h?)dy.

~h  _yE=a

Nagu ndha, osutub integreerimine tiilikaks, mille tottu votame
kasutusele polaarkoordinaadid x = pcos @, y=psin®. Siis on
¥*+ y?>=0? ja integreerimispiirkond on mairatud vorratustega
0<e<h ja 06K 2

Seega on

s S h 27 h >
fsf (x*+y* + 22)dS = 2\/20f deof 0*do +Of deof (¢ + h*)odo=
pes A hi he w e
=2V2-27- 2 | 94 (T+ h2-—2—)=3 (V8 - 3) At ~ 9,164,
11. Arvutada If ¥*y*zdx dy, kus S on sfdiri x> - y? + 22= R?
S

iilemise osa (z > 0) sisemine pinnapool.

Joon. 159.

1

Lahendus. Ulemise
poolsfddari puhul on z=
= VR2 — x2 — y2. Et iilemise
poolsfidari sisemisest pinna-
poolest vidljuv normaal moo-
dustab z-telje positiivse suu-
naga niirinurga (joon. 159),
siis tuleb antud integraali
teisendamisel kahekordseks.
integraaliks kasutada vale-

‘mit (4), mille jérgi

JI x*y2z dx dy =
s

= — [/ 2> VR? — x> — @ dx dy,
l :

kus integreerimispiirkond D
on pinnatiikki § projektsioon

xy-tasapinnal, s. o. ring x>+ 2 < R? (joon. 159). ~

Saadud integraali arvutamiseks on sobiv kasutada polaar-
koordinaate, milles integreerimispiirkond on maédratud vorratus-
tega 0 < o < R, 0 < 6 < 2x. Niisiis on
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_ffx2y2 -\/R2_x2_y2dxdy=
D
27 R s LAY
= — [ sin? 6 cos? O d6 [ ¢°\/ R? — @2 dp.
0 0
Avaldame sisemise integraali asendusega u = \/R? — g? millest

0?=R?—u? ja pdop= —udu. Seega

fgsz’—g’ de——I(R’—“’)2“2 d”—%

ning
R () 2R7 % .
— [/ P VR — x? —yrdxdy = — gz [sin?26d6 =
D 0

gorbongs 3557 i 4 [9

Jérelikult on noutud pindintegraal

sin 48]27' 2,5 2R7
Wi Al

{9[ x2y?zdx dy = — ER’.

105

I1I. Arvutada I = j'f xzdxdy + xydy dz + yz dx dz, kus S on
keha 0< 21, 0<%, 0y, 24 y2 K viline pinnapool.

Lahendus. Nagu vorratustest ndha, on antud keha vee-
rand piistsilindrist, mille raadius on I, korgus 1 ja teljeks 2-telg
(joon. 160).

Seega koosneb integreeri-
mispind S viiest pinnatiikist
S1, Sy, ..., Ss. Tdhistame pind-
integraali {ile pinnatiiki S; siim-
boliga /;. Valemi (6) kohaselt
on siis antud pindintegraal

Dty itk Bk Lol

Olgu pinnatiikiks S; tahk T 1 (/11 / M-
x=0, kus ka dx =0; pinnatii- ’ ¥
kiks S, tahk y =0, kus dy = 0;
pinnatiikiks S; tahk z=0, kus
dz = 0; pinnatiikiks S; tahk
z=1, kus dz=0 ja pinnati-
kiks S; silinderpind x2 + y? = 1.

On kerge veenduda, et pin- Joon. 160.

 (0;1;1)

(1;0;0)
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dadel S;, S; ja S3 on pindintegraali alune avaldis xzdxdy +
+ xydydz + yzdx dz =0, mille tottu /, =l,=1;=0.

Pinnatiikil S; teisendub integreeritav avaldis kujule xdxdy.
Selle pinna vilise poole normaali suund iihtib z-telje positiivse
suunaga, seega tuleb vilist pinnapoolt lugeda iilemiseks pinna-
pooleks. Tema projektsioon xy-tasapinnal iihtib tahuga S;
(joon. 160) ja on jérelikult veerandring, mis on méératud vorra-
tulstega 0<x<V]I—y2 0<y <1 Seega on valemi (3) koha-
selt : 4

1 Vi 1°1 Lo

ILi=[[xdxdy= [dy [ xdxi=<[(l—y’)dy=5-
Dy Y] 0 0

Nagu ndhtub jooniselt 160, on pinnatiiki S5 projektsioon xy-
tasapinnal ringjoone kaar, mille tottu kahekordne integraal iile "
selle projektsiooni on 0. Sama pinnatiiki projektsioon yz-tasa-
pinnal iihtib tahuga S; ja on seega ruut 0 <y <1, 0<2<1;
projektsioon xz-tasapinnal iihtib tahuga S, ja on ]arellkult runt
0<x< 1, 0Kz 1. Et silinderpinna S; vilise pmnagoole
normaal moodustab niihdsti x-telje kui ka y-telje positiivse suu-
naga teravnurga, siis tuleb mélemad prOJektsmomd lugeda posi-
tiivseks. Seega i

Sre Ao
3~jfxzdxdy+xydydz—|—yzdxdz-— jfy\/l—y2dydz+

o N R

+szv1~x2dxdz~ja’zfy\/l—y2dy+fzdsz1—x2dx

e ———

El
ld 1 1 ——2d 1 1 & 7,7‘_2,.| 1
JelyT—Pdy=f 50 —p)Vi—¢|de=5 [dz—
ja
1 1 (e 1 1 X1y 1
[2dz [ VI—Rdx= [ |5 (xVT— % + arcsin x) |,z dz =
0 0 0 :
1
14 (1
T(_),.Zdzz*s—,
siis
Seega
RN T IR i O
S Wi O Y R T IS o
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IV. Niidata, et pindintegraali
{f hx. y. 2) 4 [2(9, 2)1dy dz + [@:(x, y, 2) + @a(x, 2)]dx dz +

+ [wl(x, Y, Z) —,_ '/’2("» y)]dx dy

vadrtus ei soltu funktsioonidest [y (y, 2), @2(x, 2) ja P2(x, y), kui
integreerimine toimub kinnise sileda pinna S valiskiilge mdoda

ning funktSioonid fl(xa yr Z), f2(y1 z)a (Pl(x, !/, Z), <P2(x, Z),
Pi(X, y, 2), P2(x, y) on koos oma esimest jarku osatuletistega
pidevad selle pinna ja temaga piiratud ruumiosa punktides.

Lahendus. Nii antud pindintegraali alune avaldis kui ka
pind S, iile mille integraal on voetud, tdidab Ostrogradski valemi
(8) eeldusi. Seega voime antud pindintegraali nimetatud valemi
abil teisendada kolmekordseks integraaliks iile pinnaga S piira-
" tud ruumiosa V.

Vastavalt Ostrogradski valemis kasutatud tédhistele on antud
iilesande puhul

P=f(x, y, 2) 4+ [2(y, 2),
Q: (pl(xv Y, Z) +§02(x’ Z),
= Pi(%, ¥, 2) + P2(%, ¥):

oP_ofi 0Q g . OR _ duv fos
Jarelikult - ax‘, 3= a_yl ja 55_6_21‘ Niisiis
ff [fl (*. 4y, 2) + [2(y, 2)1dy dz 4 [ (%, ¥y, 2) +-

+ @2(%, 2)ldxdz + [y (x, y, 2) + pa(x, y)]dxdy =

_fff ofl a«pl owl)dxdydz_ - %

Nagu néha, ei soltu saadud kolmekordne integraal funktsioo-
nidest fo(y, 2), @2(x, 2) ja wa(x, y), millega iilesandes piistita-
tud véide on toestatud.

Pindintegraal pinna diferentsiaali jargi

2398. Arvutada [/ (x2 + y?)dS iile koonuse Vx2+ < z< 1
s

pinna.
2399. Arvutada f[f (x +y -+ 2)dS, kui pind S on tasapinna
S

%-{—%—{—z: 1 see tiikk, mis asetseb esimeses oktandis.
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2400- Arvutada [f[2%+ 2(x® + ¥?)1dS, kui S on koonuse pinna
s _

x2+y? =22 see tikk, mille temast l6ikab vilja silinder
Pt yt=—1.
2401. Arvutada [fx?y%2dS, kui S on poolsfddri z=
S
= VR? — x2 — y? pind.
2402. Arvutada [/ ___tﬁ__, kui S on hiiperboolse paraboloidi
S Vx24y?
z=xy see tiikkk, mille temast 16ikab vélja silinder x4 y2=1.

Pindintegraal koordinaatide jargi
& 2403. Arvutada ff(x2- y?)dxdy, kui S on tasépinna =0
alumise poole see tﬁki, mis on piiratud ringjoonega x? 4 y? = R?.
2404. - Arvutada /[ dx dy, kui S on ellipsoidi AT S =1

iilalpool xy-tasapinda asetseva tiiki véline pinnapool.
¥2405. Arvutada [fx?dydz-} y*dxdz-+ 2?dxdy, kui S on
s

kuubi 0 < x <1, 0<y <1, 0<2< 1 viline pinnapool.
2406. Arvutada [fxzdxdy -+ xydydz-+ yzdxdz, kus S on
S

tasapindadega x=0, y=0, 2=0 ja x +y+ z=1 maératud
pliramiidi valine pinnapool.

& 2407. Arvutada [fy?2dxdy -+ xzdydz + x*y dxdz, kui pind
N S

S on keha x>0, y>0 220, z<24+y2, x4y2<1
véline pinnapool.

Ostrogradski valemi rakendusi

Ulesandeis 2408—2410 teisendada antud pindintegraal iile
kinnise pinna S vilise kiilje kolmekordseks integraaliks iile selle
pinnaga piiratud ruumiosa V:

9 2408. [[ (x2+ y?)dydz + (y? 4+ 2?)dzdx 4+ (x2 4 zzjdx dy.
s
0 2409. [f v/x® y? & 2%[cos (N, x) + cos (N, y) +
S
-+ cos (N, 2)]14dS.
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2410. ffxcos W, x) +-ycos (N, y) +2cos V. 2) yg i koordinaa-
Vxii gyt 22

tide alguspunkt ei asetse pinnal S ega temaga piiratud ruumiosas.

~2411. Leida pindintegraali

1+ i, ) ldydz+ [y +ets 2 idxde + [2 95, y)ldsdy

vaartus, kui S on kinnine pind, mis piirab keha ruumalaga V, ja
funktsioonid f(y, 2), @(x, 2) ning p(x, y) on pidevad niihdsti
selle pinna kui ka pinnaga piiratud ruumiosa punktldes

» 2412. Arvutada
[] (@ + y)dy dz 4 (' + ) dx dz + (29 + 2*)dx dy,

kui S on sfaari x4 y? 4 22 = R? viline pinnapool.

13 Korgem matemaatika 11



§ 22. READ

Arvujadast ui, U, - .., Us, ... moodustatud avaldist
e B oy - R 7y (1)
nimetatakse reaks, arve uy, Uy, ..., Un, ... T€Q liikmeteks.

Rea (1) n esimese liikme summat
Sn=u,—|—u2+u3+...—!—un

nimetatakse rea (1) osasummaks.
Kui on olemas piirvédartus 11m S,= S, siis nimetatakse

rida (1) koonduvaks ja arvuS selle rea summaks. Kui

mainitud piirvdartust ei eksisteeri, siis nimetatakse rida (1) -

hajuvaks.
Rea (1) koonduvuseks tarvilik tingimus on

lim un = 0. (2)

n-=»o
Geomeetriline rida.
at+aqg+aqg®+...+ag"+ ...

on hajuv siis, kui |g| > 1, ja koonduv siis, kui |g| <1, kusjuures

rea summa on Stleaq.
Vordlustunnus. Kui rea (1) ja rea
T i i s e R 2 (3)

koik liilkmed on positiivSed ning alates mingist n vidrtusest
on Un < Uy, siis jareldub rea (3) koonduvusest rea (1) koonduvus
ning rea (1) hajuvusest rea (3) hajuvus.
D'Alemberti tunnus. Kui rea (1) koik liikmed on
positiivsed ja
lim 22t g, (4)
n-> o0 n
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siis r <1 puhul rida (1) koondub ja r >1 puhul hajub. Kui
r=1, siis jatab D’Alembert’i tunnus koonduvuse kiisimuse lahti-
seks.

Cauchy tunnus. Kui positiivsete lilkmetega rea (1) puhul

lim Vu,=r, (5)

n-» o0
siis r <1 puhul rida (1) koondub ja r > 1 puhul hajub. r=1
puhul vo6ib rida (1) osutuda nii koonduvaks kui ka hajuvaks.
Integraaltunnus. Kui un=f(n), kus f(x) on posi-
tiivne, monotoonselt kahanev, pidev funktsioon piitkonnas a < x,

oo
siis on rida (1) ja pdratu integraal [ f(x)dx kas iiheaegselt koon-

duvad voi-iiheaegselt hajuvad. :
Kui rea (1) liikmed on mistahes markidega, kusjuures selle
rea liikmete absoluutvédartustest moodustatud rida

|ua| 3 gl + [t + . . . 4 ua] 4. ... (6)
on koonduv, siis nimetatakse rida (1) absoluutselt koon-
duvaks. .

Kui rida (1) on koonduv, aga rida (6) ei ole koonduv, siis
nimetatakse rida (1) tingimisi koonduvaks.
Leibniz'i tunnus. Kui vahelduvate mérkidega reas
u,—u2+u3—u4—!—...+u2k-1—u2k+...,
kus iga u, >0, on

: TR s & (7)
ja
lim u, =0, (8)
n->o0

siis on see rida koonduv.
Kui vahelduvate mirkidega rida on koonduv, siis on

IS — S| < unt1. (9)
Funktsionaalrea
fi(x) +F2(x) + ...+ falx) 4. .. (10)

puhul nimetatakse argumendi x nende véirtuste hulka, mille
puhul rida (10) koondub, selle rea koonduvuspiirkon-
naks.

Funktsiooni S(x) = 1lim S,(x) = lim 2 fi(x) nimetatakse
n->o0 n-»o00 i=1
rea (10) summaks ja funktsiooni Ra(x) = S(x) — S,(x) rea
jadgiks.
Rida (10) nimetatakse iihtlaselt koonduvaks vahe-
mikus a < x < b, kui iga € >0 puhul leidub niisugune naturaal-
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arv N, et [S(x) — S,(x)| < e, niipea kui n > N, soltumatult argu-
mendi x vaadrtusest nimetatud vahemikus.

Weierstrassi tunnus. Kui on olemas niisugune koon-
duv positiivsete liikmetega arvurida

ul-I—UQ+...+Un+...,

et [fa(x)| < un iga x vdirtuse puhul vahemikust a < x < b, siis
on rida (10) selles vahemikus tihtlaselt ja absoluutselt koonduv.

Rida
a+axtax?+.. .. Fax"+..., (11)

kus ao, @y, ay, ..., au, ... on konstandid, nimetatakse astme -
reaks.

Iga astmerea (11) puhul leidub niisugune positiivne arv R,
et rida on absoluutselt koonduv, kui |x|<R, s. t. piirkonnas
—R < x <R, ja hajuv, kui |x| > R. Arvu R nimetatakse ast-
merea koonduvusraadiuseks. Kui rida on koonduv
ainult punktis x=20, siis R =0; kui rida on absoluutselt koon-
duv iga x vddrtuse puhul, siis R > oo.

Koonduvusvahemiku otstes x—R ja x = —R tuleb rea koon-
duvust eraldi uurida.

Kui a;£0, i=1, 2, 3, ..., ja eksisteerib piirvairtus

a s s
", siis on rea (11) koonduvusraadius
n>c0 Anti

e
R=1im

n>c0 | dnt1 |

(12)

Astmerida on {ihtlaselt koonduv igas kinnises vahemikus, mis
asetseb tervenisti rea koonduvuspiirkonnas.

Kui funktsionaalrea (10) liikmed f.(x) on pidevad vahemikus
a<x<b jarida (10) on samas vahemikus iihtlaselt koonduv,
siis voib teda liikmeti integreerida:

JS@)dr =@ drt f@de+ ..+ Tl(@de+ ... (13)

Kui rida (10) on koonduv vahemikus a < x < b, kusjuures
selles vahemikus on olemas pidevad tuletised f,"(x), f'(x), ...
ning rida f//(x) +f’(x) + ...+ f/(x¥) + ... on seal iihtlaselt
koonduv, siis voib rida (10) vahemikus a < x < b liikmeti dife-
rentseerida:

SE =K@ +KE+...+x+... (14)

Astmerida (11) voib tema koonduvuspiirkonnas liikmeti inte-
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greerida ja diferentseerida, kusjuures saadud ridade koonduvus-
raadiused on samad mis ldhtereal.

Kui funktsioonil F(x) on olemas mistahes jarku tuletised ja
kui on olemas niisugune vahemik |x — a| < R, milles selle funkt-
siooni Taylori valemi

F(x) =F(a) + F/(a) (x—a) + 3 (x—a)2 + ...+

(n)
+E2@) (4 _ g)n 4 Ru(x) (15)
jaakliikme piirvdartus
I Rax) =10 (16)
n->0o

siis on F(x) selles vahemikus arendatav Taylori reaks:
F(x) =F(a) +F(a) (x—a) + 52 (x—a)1 4 ... +
Pl Ui e (17)
Kui @ =0, siis omandab rida (17) kuju

F)=FO) +F 0 x+Z0py 4

F(n)
+ By (18)

Rida (18) nimetatakse Maclaurini reaks.

Jéadkliikme hindamisel voib kasutada Lagrange’i vale-
mit

Ra(r) =& +}), Fla 1+ 0(x—a)], kus 0<O<1. (19)

Funktsiooni F(x) mistahes viisil saadud astmerida on selle
funktsiooni Taylori rida, s. o. kui mingis vahemikus

F(x)=ay+a;(x—a)+...+a(x—a)y*+ ...,

siis
F(”)(a)
=

By=Fla), a;=F'(a), ..., dp= (20)

Funktsioone e*, sinx ja cosx saab arendada reaks iga x
puhul, kusjuures

e B I S R (21)
? X8 x5 gt
smx=x—§!—+~5—!——-...+(—1)"m—l—..., (22)
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cosx=l—;—?—l—-:—:—...+(—l)"(—;i—)!—{-... (23)

Binoomrida

(I+nmr=1+Rx+228=Vpy 4
+m(m—|)...(m_n+1)x,,+m (24)

n! .

koondub vahemikus —1 < x < 1.
Rida

1+2‘—k+%+...+%+... (25)

koondub, kui k> 1, ja hajub, kui & < 1. :
Kui k=1, siis nimetatakse rida (25) harmooniliseks
reaks.

Niiteid

3 1 1 1 1
1. Lelda rea —2—.5+~5—.—8—+W+...+m_—m+,,

summa.
Lahendus. Antud rea iildliige on teisendatav kujule
1 =i 1 1 )
@Br—1)(3n+2) ~ 3\3—1 3n+f2
ja rida seega kujule
7 & B i) } g e
sle s els o) el a)t
1 1 1
+---+3(m‘m)+---
Selle rea n esimese liikkme summa S, on niisiis
Bay ot g -1
Ss=gllz—sl+ G—F)+lE—nl+
1 1  § % et T A
ookl —amlleglepdg=di

1 1 1 1[1 1
—"'-_Sn——l+3n—l_3n+2]_ 3 [2 3n+2

ja antud rea summa

. Sy gy 1 1
n=>00 . AP 3n+2 6

198



Viimase piirvdartuse olemasolu niitab muuseas, et antud
rida on koonduv. ;

I1. Kas rida —?—-}-%—{—%—}—%—I—‘.. on koonduv véi hajuv?

Lahendus. On kerge veenduda, et antud rea iildliige on
nt1 g '
4n—3°

Vaatame, kas rea koonduvuseks tarvilik tingimus (2) on téide-
tud. Selleks arvutame

Uy =

: |
= lim AT L
n—'>oo4__i 4
n

n—1
4n—3

lim ut=clim
n—->00 n—>»-c0

Seega ei ole koonduvuseks tarvilik tingimus tiidetud ja antud
rida on hajuv.

Y.~ Kas ' rida —5in +51n —l—sm —l—...—{—sin—;—';—{-...
on koonduv voi hajuv?

Lahendus. Antud rea koonduvust on sobiv uurida ridade
vordlemise teel. Moodustame rea

statEt tu+

See rida kui geomeetriline rida, mille tegur qzé, on koon-

duv. Et 0<sm—<?n—, siis on antud rea iga liige vaiksem
koonduva rea vastavast liikmest ja seega on antud rida samuti
koonduv.

UIV Uurida rea 22"_13(’;_ — koonduvust.

Lahendus. Antud rea koonduvuse uurimiseks on sobiv
kasutada D’Alembert’i tunnust. Selleks leiame piirvdartuse (4):

lim g 8 lim 32" '@n—1)
r= lim 3 s e
ot PO L 1V 21 0n 1) T aaino (20413

—im 31 B g, et 3
ndo 2@n+1) 2 50,2041 n—>w2+_

Seega on rida hajuv.
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n2n
V. Naiidata, et lim —==0.

P (nl® —

v Lahendus. . Moodustame rea 2(—%5 ;o Ses - Tidd
n=1

koondub D’Alembert’i tunnuse pohjal, sest
DT e e (L IR (8 - DGR

lim ! —
wsw (DT P 0 T T e (1)t

—lim(H—%_)j_ [(H_ ” % e
~awio B -n—)oo n+1  lim (n+1)
n—>0c0

= 0.

Jarelikult on moodustatud rea koonduvuseks tarvilik tingi-
mus (2) rahuldatud, s. o.

n2n

N
S
VL. Uurida rea X ~"'_ (k>0) koonduvust.
n=1

Lahendus. Et antud rea iildliikme avaldises esinevad
astmed astendajaga n ja n?, siis on rea koonduvuse uurimiseks
sobiv kasutada Cauchy tunnust. Selleks leiame piirvdartuse (5):

n
(n-i—l)ﬂ2 (”+1)”
r=1im e L = lim nk ==
n—»00 k" n—>00

1 e
— lim (1 =—e=—,
g lim (142) =Fe=73

Rida on koonduv siis, kui %<1 ehk 2> e. Rida on hajuv siis,
kui +>1 ehk k<{e. Kui =1 ehk k=e, siis jaib koondu- -
vuse kiisimus lahtiseks.
. VII. Uurida rea
1 1 1
T T3t er T tearnEm=n T

koonduvust.

Lahendus. On kerge veenduda, et D’Alembert’i ja Cauchy
tunnused ei ole selle iillesande puhul rakendatavad; seetottu kasu-
tame rea koonduvuse uurimisel integraaltunnust.
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Antud juhul on f{X)= W’ mis on positiivne,

pidev ja monotoonselt 'kahanev vahemikus x > 1. Seega on
d.

antud rida koonduv (hajuv) siis, kui f(x-{—l (Jicix—2) on

koonduv (hajuv).
Avaldame selle integraali:

© o

dx s’y 3 1
f(x+1)(3x—2)—€f(3x_2— x+1)dx=

1 1

=%[1n3:;2]:° =%( lim in 3;‘;12—-1:1%).

X—>00

2

2
Et lim 3"——_“ lim ————f: ja funktsioon Inx on
x—>00 X—>00 1+?
x—2
kti x = 3 iimb idev, lim | 2 _in lim =
punkti iimbruses pidev, siis o lim e x+l Bironlfry
=In3.

e

Seega fﬁr %(ln 34 In 2) on koonduv. Jare-

1
likult koondub ka antud rida.

: ey T s e
VIII. Uurida rea T_?+_3'_T+"'+(_l)" 1—n-+...
koonduvust.

Lahendus. Antud rida on vahelduvate mairkidega rida.
Tema koonduvuse maiidramiseks kasutame Leibniz’i tunnust.

G 1
Antud rea puhul on Up=-- ja u,,+,=n—+l, seega Un > Unip
1

ja lim 4, = lim —=0. Niisiis on rida  koonduv.
n—o0 n—oe

Et antud rea liikmete absoluutvdidrtustest moodustatud rida
%—}——é—-}-—é——}-...—}—%—-{—... kui harmooniline rida on hajuv,
siis on antud rida tingimisi koonduv.

IX. Kui suure n korral ei erine rea

1 1 1 1
1_—2—+'§—T+...+ (_l)n_17+ oS
esimese n liilkme summa rea summast rohkem kui 0,05 vorra?
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Lahendus. Antud rida on koonduv (ndide VIII) ja vahel-
duvate mérkidega. Seega on rea summa asendamisel tema n esi-
mese lilkme summaga tehtava vea iilemmaédér valemi (9) jérgi
védiksem kui esimese drajdetava liikme absoluutvdirtus. Niisiis
peab esimene &drajdetav liige u,y tditma tingimust uny < 0,05.

Jarelikult peab otsitav arv n rahuldama vorratust n—{l-l < 0,05
1
ehk —— e <20, millest n 41 > 20 ehk n>19.
X. Leida rea
2
sin x + 51;2xx + + 511’21’:1: g (*)

koonduvuspiirkond

Lahendus. Antud rida on funktsionaalrida, mille liikmete
vadrtused soltuvad peale jédrjekorranumbri n veel muutujast x.

Meil on vaja leida need argumendi x véartused, mille puhul
rida (*) koondub., Antud rida on ilmselt koonduv siis, kui
x=kn,~kus k=0, +1, 42, ..., sest siis on rea iga liige 0.
Muude x vaidrtuste puhul omavad rea litkmed niihasti positiivseid
kui ka negatiivseid vaartusi. Seega on antud rida absoluutselt
koonduv nende x védrtuste puhul, mille puhul on koonduv rida

[smxl 4 |S'2f2‘x2"l N - l—Si—;{;ﬂ + ... )
Et 'S‘;n;"xi- g#{ argumendi x mistahes vaartusel, siis kuu-
lub rea
1 1 1
o e e ks £ ol R ek

koonduvuspiirkond ka rea (**) koonduvuspiirkonda.
Cauchy tunnuse jargi on rida (***) koonduv siis, kui

Nn1—>00 n— oo

lim l/ Vi Ji 7—317<1 ehk 1< 2%, millest x > 0.

Seega on antud rida (*) absoluutselt koonduv iga positiivse x
vaadrtuse puhul.

Uurime niiiid antud rea koonduvust veel juhul x <70, kuid
x%ka, kus k on negatiivne tiisarv.

Kui x<0, siis y=—2x>0 ja SZE_SmCm)_

= 2" sin (—ny). Et lim 2% > oo, sin (—ny) 40  ja

n—oe
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ol

lim sin (—ny) ei eksisteeri, siis lim i'fxﬂ— lim 2™ sin (—ny) £
n—>00 n—>00 n—>00

0. Seega ei ole sel puhul rea koonduvuseks tarvilik tmgl-
mus (2) tdidetud ja rida on hajuv.

Niisiis koosneb antud rea koonduvuspurkond koikidest posi-
tiivsetest arvudest ja arvudest kyz, kus k=0, —1, —2,

2x

X1. Leida rea + e + 57 —|— —|— P —{— ithtlase
koonduvuse vahemik.

Lahendus. Antud iilesande lahendamisel kasutame Weier-
strassi tunnust. Selleks tuleb leida niisugune positiivsete liikme-
tega koonduv arvurida, mille iikski liige mingist jarjekorranumb-
rist alates ei ole védiksem antud rea vastava liikme absoluutvdér-
tusest argumendi x mistahes vdédrtuse puhul teatavast vahemikust.
Selles argumendi vdadrtuste vahemikus ongi rida iihtlaselt -
koonduv.

Antud rea ldhemal uurimisel torkab silma, et teda on sobiv
vorrelda positiivsete liikmetega koonduva arvureaga (25):

L+i+2_17+.,.+713—+...

. Antud rida on siis iihtlaselt koonduv niisuguses argumendi x
vaartuste vahemikus, kus on rahuldatud vorratus
2’1x 2nx 1
! o 1=7s“\'n*s*- 0
Korrutades moodustatud vorratuse molemaid pooli avaldisega
nd > 0, saame 2™ < 1 ehk 2" < 2° millest eksponentfunktsiooni
monotoonsuse tottu jareldub vorratus nx < 0 ehk, et n > 0, vorra-
(3o b 8 0 B
Niisiis on vorratus (*) kehtiv iga x <0 puhul ja seega on
antud rida {ihtlaselt koonduv piirkonnas x < 0.
Kui x > 0, on antud rida hajuv, sest siis on

lim [ 2(’1«}—1)){ .2nx] 2 2(n+l)xn3 1 2xn3
e ¢ ] === ]] —_ ] —_— =
(n+1)a n’ n—>00 (n+1)32’”‘ n—oe (n+|)8

x 11 L 3_ x 1 1 3= X
_2111-1—>m30(n+1) _—2nl—l>ntl>o(1+l) 2 >1
n

n—>co

Seega on antud rida iihtlaselt koonduv ainult piirkonnas
X <O

XIL Lei PRED S
I eida rea 1 V3 +72V3 731/4

~+ ... koonduvusraadius ja koonduvusvahemik.

+ot

(_1)”_ ]n IV
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Lahendus. Antud rida on astmerida. Et iikski rea korda-
jaist ei ole null, siis voime koonduvusraadiuse mdaramiseks kasu-
tada valemit (12), mille jérgi

L ol e 4. ) Rl 1
R = lim ——= lim 7]/1—}-—n—=7.

n—o 1"V Vn n—>0

Seega on antud rida absoluutselt koonduv vahemikus
—7 < x <7 ja hajuv |[x| > 7 puhul. Kui x=—7 ehk x =(—1)-7,
siis omandab antud rida kuju s

(=T (=127 (—1p.T8 g ,;__l(_-—l)"—l~7"_l
! 71/2_+ 72Y3 V4 gl e ¥ 1

ehk
1 1 1 1 5
Mag s T PrtneiEs

Saadud rida esitab rida (25) juhul, kus k=%, ning on

seega hajuv.
Kui x =7, omandab antud rida kuju
Pl 7 el AR i ety
1 V2_+V3_ V4_+...+( 1) V;—}—...

See on vahelduvate mirkidega rida. Et rea liilkmed monotoon-

selt kahanevad (—Vl—_> lim 5, 5% 0, siis on saadud
n

1 :
 grosmm v a =
1/"+1) J n—o Vn
rida Leibniz'i tunnuse jargi koonduv. Et aga selle rea liikmete
absoluutvidirtustest moodustatud rida on hajuv, siis on antud
rida punktis x = 7 tingimisi koonduv.

Seega on antud rida koonduv vahemikus —7 < x < 7.

XII11. Leida rea x + 3x3 + 32x5 ...+ 3+« + .. koondu-

- vusvahemik.

Lahendus. Et antud rida on astmerida, milles esinevad
ainult argumendi paarituarvulised astmed, siis pole koonduvus-
raadius valemi (12) kaudu maéératav.

Kasutades D’Alembert’i tunnust, saame

= 1im 3x2 = 3x2,
n—» o0

Seega on rida koonduv nende x véirtuste puhul, mis rahul-
davad vorratust

3¢ <1 ehk lx[<713:.
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Niisiis on rida koonduv vahemikus — —Vl?<x<%

K"t =— —%3_, siis omandab antud rida kuju

1 3 3!

_73:_*_—31/ 7 321/3+ tE T

ehk

AR T PRt SER 3
Et koik selle rea liikmed on nullist ermevad vordsed kons-
tandid, siis pole koonduvuseks tarvilik tingimus (2) tdidetud ja

1 3 ;
ﬁ, siis saame -samasuguse, ainult posi- -
tiivsete liikmetega rea, mis on samuti hajuv.

Seega on antud rida oma koonduvusvahemiku otstes hajuv.

Lol K g
3 —Tx 42

tida on hajuv. Kui x =

XIV. Arendada [unktsioon
x=0.

Lahendus. Et antud funktsiooni tuletisi on tiilikas aval-
dada, siis ei ole Taylori rea valemi kasutamine otstarbekohane.
Lihtsam on toimida jargmiselt.

Lahutame esmalt antud murru osamurdude summaks (nagu
ratsionaalsete funktsioonide integreerimisel):

S5x 1 2
AT IT oW T et

Taylori reaks kohal

Kumbagi saadud murdudest voib vaadelda koonduva geomeet-
rilise rea summana.

Esimene liidetav 1—l3x =143+ 3%)2 4 ...+ Bx)"+...

on koonduv siis, kui [3x] < 1 ehk [x] <.

, e 2 —2 —1 %
Teine liidetav TEr =1 =l e (==l) ~?+

* 2—x

2
+ (=D (Ef 4+ 1) +... on koonduv siis, kui
]§|<1 ehk [x| < 2.
Et molemad read on koonduvad vahemikus ——<x< 3

siis on antud funktsioon selles vahemikus esitatav saadud
ridade summana:
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g = 33w 3 ]+

ehk

3}27_5%;,}:5:(3—%)x—|—(32——-212—)x7+...+(3"+~—217)x"+...

Saadud rida kui astmerida ongi antud funktsiooni Taylori rida
kohal x = 0 vahemikus ——% < % <%. '

&5,
XV. Leida viga, mis tekib avaldise \/e* arvutamisel valemi
em | 24 2 b, ’

il 3
Lahendus. Avaldis Ve® ehk e’ vordub funktsiooni e~
Maclaurini rea (21)

ex=l+%+;—j+-~-+—f,;+---

védartusega kohal x = 3 | iilesandes antud valemi parem pool aga

4 ¥
on selle rea nelja esimese liikme summa. Jarelikult tuleb leida,
kui palju erineb 16pmatu rea véidrtus selle rea nelja esimese
lilkkme summast ehk kui suur on nelja liikkme puhul rea jaakliige.

Jéadkliikme hindamisel kasutame Lagrange’i valemit (19), mille
jargi antud juhul

Ro(x) =% e kus 0<6<1.

Bt x=3, siis Ox<1.5<1 ja e <Le<3.
Jarelikult

w

()",
R(3)<t o= (3)' 5 <oo

g .
Seega saame antud valemit kasutades avaldisele \/e® vdartuse,
mida tapne véadrtus iiletab vdahem kui 0,04 vorra.

XVI. Avaldise —4—1— ligikaudseks arvutamiseks kasutatakse
Vel
eelmises iilesandes antud valemit. Leida nii saadud vddrtuse abso-
luutse vea iilemmdadr.
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Lahendus. Funktsiooni e* reaksarendus (21) kohal

x—=—23 on vahelduvate markidega rida:

4
" 2P d
ek oY MR P N Sl ) nh 4"+
Et —41— == e_%, siis noutakse iilesandes selle vahelduvate
Ve

markldega rea nelja esimese liikme summa erinevust rea vaar-
tusest, mis valemi (9) kohaselt on absoluutvaartuselt véiksem rea
viiendast liikmest.

Seega on noutud absoluutse vea iilemmaér '—E<0014

XVIL. Leida rea 1—x2 4 xt— . (—1)r k2l
summa ja selle integreerimise teel funktstoom arctan x Taylort
rida kohal x = 0.

Lahendus. Antud rida on geomeetriline rida teguriga —x2.
Jarelikult on rida koonduv, kui x2 <1 ehk |x| <1, kusjuures tema -

summa selles vahemikus on Seega vahemikus |x| <1 on

——l + x2 .
<

1 =]t )iy

o

Saadud rida kui astmerida voib tema koonduvusvahemiku
sees liikmeti integreerida. Niisiis

ifa=Jde—[wart

L fxtde— (=1 f e dy
0 0
kui |x| <1, ehk
3 5 2n—1
arctanx:x—%—{—-’;——...‘j— (—l)"—l;n‘_—l-{_
vahemikus —1 < x < 1.

XVIII. Avaldada [ e dx.
CVIT! J

B
~

Lahendus. Antud integraal ei ole avaldatav elementaar-
funktsioonides. Arendades aga integraalialuse funktsiooni astme-
reaks ja integreerides seda rida tema koonduvusvahemikus liik-
meti, saame antud integraali avaldada astmereana.

Et rida (21) on koonduv iga x vdirtuse puhul, siis voime sel-
les reas argumendi x asendada avaldisega —x2. Saame
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: x2 4 2n
et =1— g —. D)

Saadud rida on jillegi koonduv iga x vaartuse puhul. Seega
saame valemi (13) kasutamisel

ferdr—fde— e g frvde— L foode+ .+
/ ) J o I

(=1 Fomm
Pl ey
Y
ehk
< x3 P X1 T
fe dx—”ov—l' 1'3+ﬁ_ﬁ7‘+"'+(_1) a@nsn

mistahes x puhul.

XIX. Leida diferentsiaalvorrandi y” — x*y = 0 erilahend, mis
rahuldab algtingimusi y(0) =1 ja y’(0) = 0.

Lahendus. Otsime antud diferentsiaalvorrandi lahendit
astmerea kujul. Olgu otsitav lahend

Y = €o -+ C1X 4 Cox? + C3x3 -+ coxt + —|— CpX - Cppxnt! -

¥ + Cpax™? ., (*)
o = ¢y + 2Cox + 3c3x2 -} 4cygx . ..+ nexnt 4
+ (n— 1) Cpnx® + (N + 2) Cpaox™ 4. .. %
ja

Yy’ =2c,+3-2c.x+4-3c,x2 4 ...+ n(n—1)cx™? 4
+n(n+ 1)cpnx™! + (n+2) (n+ 1) Cprax" + . ...
Asendades antud diferentsiaalvorrandis y ja y” vastavate
ridadega, saame
[2¢; 4 3 - 2¢3x 4 4 - 3cax® - . . —}—(n+2)(n+1)c,,+2x +...1—
—[eox?+ e+ .+ Cpax .. 1 =0
ehk
2cy -+ 2-3c3x 4 (3-4cs— co)x2 4 (4-5c5— €) X3 ...+
+[(n4 1) (n+ 2)Cnyo — Cpo]x* ... =0.
Kordajad peavad niisiis rahuldama tingimusi:
2cc=0 ehk ¢;=0,
2230 =07 cehik 5 =0’
(n4+1)(n+2)crie—Cr0o=0, (n=2, 3, 4,...)
ehk ‘

c
Cn+2-—-mT)nr(i+—2): (n=23,4,...). g
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Antud algtingimuste kohaselt saame vordustest (*) ja (*¥*), et
=1 ja ¢=0.
Ulejaanud kordajad leiame valemi (***) abil:

e A0S S it
St V7 e 19 D Y 3 ke L Y
S C3 IR o Cs = B —_CL.—

T e D e VTS R L e T A

C (o)
ag==gaps D ueegrg =0,

e e
B I TR § - e

Nagu néha, on kordaja
1

3-4-7-8-11-12-15-16 ... (4n—1) -4n’
kus n=1, 2..., ja koik muud kordajad on nullid.
Seega on '

Cin=—

ek x B v SR ol IR, o b
y=lt oo ts it Todrs i T

x4n
+3-4-7°8- 11-12 ... (4n—1)4n 4_ S,
Rakendades D’Alembert’i tunnust selle rea koonduvusvahe-
miku leidmiseks, saame

4n £Hn—1)

X g
3-4:-7-8:11-12... (dn—1)4n 3-4.7-8-11:12 ... (In—56)d(n—1)

. x4
5o 8L Y

lim
n—>00

Niisiis on saadud rida koonduv iga x puhul ning esitab antud
diferentsiaalvorrandi noutud erilahendit.

Arvuread
Ulesandeis 2413 ja 2414 kirjutada antud rea neli esimest lii-
get:
1

> 21— » 2n 4 1 .
2413, 3 =1 A el YO
g FT: 5 I ey TR T

Ulesandeis 2415 ja 2416 kirjutada antud rea {ildliikme avaldis
voimalikult lihtsal kujul:

2415. %+(-§-)3+(%)5+...

2 3 4
2416. 1 — =4 —

<=
i
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i 1 1

1 =
2417. Teades, et k(k-l—l):F_m 3 leida rea l——'+
1 1 1
i (L, By 1/ S U ek
1 L PaE ey ;
2418. Teades, et m’_{_ 3)‘2—"(2n-i—_1—§;1”_’;§) , leida

1
rea g5 tsr gt tarnEry T simma

on+1 1 1 3
2419. Teades, et TR Y o= gy LR leida rea Tak

: 2n+ 1
+36+ i A+ 1)7 4L summa

Ulesandeis 2420—2425 otsustada rea summa vO0i osasumma
arvutamise teel, kas antud rida on koonduv v6i hajuv:

2420. 1+1+1+...+1+
2421. —1+1—1+1— (—1)"—1—

2422. 345+ g+t

2423, 1+—+—+2—7+...

1
2424. 37/‘1' 6- 9 +9 12+ + 3n(3n-L3)+

1 1 1
2425. 3.7 +7-11+11-15+"'+”(¥ﬁ'—1)(1iﬂ?37+“'

Ulesandeis 2426—2429 leida, missugused antud ridadest on
hajuvad selle tottu, et koonduvuseks tarvilik tingimus pole téi-
detud:

1 1 1 1
2426. T+T+7+"'+fm+"'
Kol gy on —1
2427. T+7+ﬁ+"‘+3n+1+"'
1 2 - n
2428. —2--{—3-{—](—)—}—...—}—’171«1—}-...
2n— 1

1 > SRR
2429, o4 S et. I

Ulesandeis 2430 ja 2431 vorrelda antud rida harmoonilise
reaga ja otsustada, kas rida on hajuv:

2430. 1+L_.+L_+...+L_+...
1
2431, o4 et

210




2432. Vorrelda rida 2‘ (2”—|— 1)7! reaga 2’2‘" ja otsustada,

kas ta on koonduv. :
2 : 1 1 1 y
2433. Vorrelda rida %q_—a '+‘ m ‘+‘2‘7—_,_—£+ .. sobivalt
valitud geomeetrilise reaga ja leida, missuguste a vaartuste puhul
on rida kindlasti koonduv ning missuguste puhul koonduvuse
kiisimus jdab lahtiseks.
2 3 1 1
2434. Vorrelda rida Y +2.—2;+ A2

valitud geomeetrilise reaga ja otsustada, kas rida-on koonduv.

sobivalt

Ulesandeis 2435—2441 otsustada D’Alembert’i tunnuse poh-
jal, kas antud rida on koonduv vo6i hajuv:

2435' 1+ 2' + 3[ + 4! + +3 2”‘_2 +
2436. f+2'+3'+4!+
2437, ++ 24 120 T - 34 dipie
2438. ) g O
2439. ’22 -

1

£ 1 &4 0
2440- T+7+m+...+37_}7'1+...
241 ottt e
i 24 3:3 ' 4-5 (n+1)(2n—1)

!
n— o0 n’

2442. Kas lim ™ —0? :

2443. Niidata, et lim -~ = 0.

n—00 ( u‘z

2444. Toestada, et lim el 0.

n.nl
Biaos el

Ulesandeis 2445—2448 uurida antud rea koonduvust Cauchy :
tunnuse abil:

3 Siperiast
2446. arctan %—[— arctan? %—1,— arctan? é —+. ..

14* . L



$ [an+p\»
2447. nzl 5% F g

8 16
2448. §+g.2ln2+27.21n3 +81.21n4 +...

Ulesandeis 2449—2453 uurida antud rea koonduvust integraal-
tunnuse abil:

. 4+ +10+ +3n+1

2450. ﬂra +Fawstamat

P51 2(Ir1 I + 3(In 3)2 o+ 4(In4)? =+ ..
@ 1 3

ME P

2453. ,?lnz S5

1 1 1 1 1 1 1 1
2454. Kas rea 1 _?+?—T+§Z—_6-+3—3-——8—+3_4 i
puhul on Leibniz’i tingimus tdidetud?

Ulesandeis 2455—2458 uurida antud rea koonduvust Leibniz’i
tunnuse abil:
1 1

1 1 1
2455. 1_—__' T /= _—_— T T = v b
V2+\/3 V4+V5 V6+

1 1 3 E
2456. 5 — g t+m—mt -
2457, —1 45— ...+ (—])r g
2458 cosq) +C052¢ +c053¢_{_cos4¢p

2459 Kui suur on maksimaalselt viga, mis tehakse rea

33 it 0k b § (2n js ... summa asendamisel kolme
esimese liikme summaga'v’ :

d 1 3 ¥
2460. Mitu rea— “ 2, +3, v A= )M e L Higet

tuleks votta, et saadav osasumma erineks rea summast absoluut-
vaartuselt vdhem kui 0,005 vorra?

2461. Kui suur on maksimaalselt viga, mis tehakse rea
1— 21,-1-3, -I—(—-l)”“——l— .. summa asendamisel tema

nelja esimese liikme summaga"
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Ulesandeis 2462—2478 uurida antud arvurea koonduvust:
1 1 1 1

2462. §+g+%—|— : "+3T—_1+"'

1 1 1

2463. (In 2)’+ (In 3)3 —I_ (In4)* + s
<o 1

2464. 2 @t oy

. 1 1 1 1.,

2465. ﬁ—ﬂ+ﬂ_§7+ Yo
1 1 1 1

2466. §+‘+‘+ +2,,—+f+

T + - (—1)nH —-|—

& 3nn|

2468. X

n=1 a
2469. ~2.‘_1-+2_21_2+2_31_§+2+_|_
2470. ];2 m3+ 4 (—1)=H _(77)_*_”.
i 13+§“*‘§+----1—;—}-...
2472. 3_2§+2!_22_17+2§1T_2%+ i
oam. 112 00 ol
2474. %+%+ﬂ+§+“_
,2A4T5, mTw-I—Sin—g&p—l—...—]L—si’;nﬂ;;_“
2476.

8
=

S
i
_

+
T [

24717.

— —
ERL Y
-

~_~ —
B

i
S

3

g Il bag

| =

2478.

il b
W
=

S

Funktsionaalread
Ulesandeis 2479—2483 leida antud rea koonduvuspiirkond:

x x2 ity
2479. ETE -+ TETE —I—...—}—(lq—_x—)ﬁ—i—...
2480. e*f-e>* 4 ...t emr ..
1 2 n
2481. —;+P++;’+
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" g G b AR ol
ARl S L
2483. (Inx)? 4+ (Inx)* 4 ...+ (Inx)» 4 ..

Ulesandeis 2484-—2488 leida antud rea iihtlase koonduvuse
vahemik:
—n2x

X 4x 9x
2484, TT+%+I{%+...+Q—+...

n!

s$ihx ; sik2¢ ', sin3x . .sindx
2485. + 5+ 5+ e

12 4
22 222 0—-3x* o-nx?
2486. I - . + ...+ -3 +...
-1 1
0L 2 e
© R S :
n=1 nVn -+ (arcsin x)?2
Astmeread

Ulesandeis 2489—2498 leida antud rea koonduvusvahemik ja
uurida rea koonduvust vahemiku otstes:

2489. x4 x2 4 x3 4 ...
X 2490. x -} 21x2 4 31x3 . ..
x° x5 x7 X9
X2 x— ot im em tae
X X2 X8 2
2492. T+ T4+ + 5+

xﬂ

X X X3
M T tas et dtam e

2 3 n
2494. T4+ 4+ 4. T4
x X3, ‘x5 _p Xx2n-1

: x g L

2 3
o e | R . ANV N R S N
% 2v2 +22\/ 28V4 +

X x2 x3 x4
2498. l_'+2_'+§+4_'+
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Ulesandeis 2499—2504 arendada antud funktsioon Taylori
reaks ja médrata saadud rea koonduvusvahemik: '

x 2499, x3 —5x2 4 2x — 1, kohal —2.
*2500. Inx, x — 1 astmete jargi.
' 10 — 4x
2501. BN T—39
2502. e*, x — 3 astmete jérgi.
2—3x
2503. Ez:ﬁm, kohal 0.

©2504. —' . kohal 0.

Vi+x

x — 2 astmete jargi.

% 2505. Asendades iilesandes 2504 saadud reas argumendi x
- rida kohal 0.

avaldisega —x2?, leida funktsiooni 7/1]
—Xx

x 2506. Ulesandes 2505 saadud rea integreerimise teel leida
funktsiooni arcsin x rida.

2507. Leida geomeetrilise rea 1l —x 4+ x2— .
(—1)™1xm1 4 . summa ja selle integreerimise teel funkt-
siooni In (1 4 x) Taylori rida kohal x=20."

2508. Leida rea | +x2 4+ x*4 .. .4 x2» 4 .. summa ja selle
integreerimise teel funktsiooni In V}—i—; Taylori rida kohal x = 0.

Astmeridade rakendusi

% 2509. Miirata viga e, mis tekib arvu % leidmisel valemist

L s 2
arctan x%x——:3—+~5——7— (vt. ndide XV’II)

2510. Maédrata v1ga a, mis tekib, kui \/e arvutamiseks kasu
tada valemit e*~< 1 4- 1+ 7+ 37 &
€ 2511. Mitu liiget tuleb votta reast In (14 x) =x—

2 x" :
-—%—l— Heap ) e bie 50 saadav summa erineks arvust

ln—g— vahem kui 0,01 vorra?

2512. Mitu liiget tuleb votta reast sinx=x— ;3, -
+';—E;—..., et sin 60° arvutamisel tehtav viga ei iiletaks arvu
0,001? :
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2513. Leida geomeetrilise’ rea 1-x—+4+x24 ... Fx2 ...
summa ja selle diferentseerimise teel rea 14 2x 4 3x24...4
+ nx"1 -+ ... summa vahemikus |x| <1.

2514. Kasutades eelmise iilesande tulemust, leida diferent-
seerimmise teel rea 24-2-3x+4...4 (n—1)nx"%4 ... summa
vahemikus |x| < 1.

Ulesandeis 2515—2519 arendada integraalialune funktsioon
astmereaks ja saadud rida tema koonduvusvahemikus liikmeti
integreerides avaldada antud integraal:

X
2515. [ dx 2518. [%;dx.
. X
*2516, [ 0% gy x 2519, f AL g4y
0 .

Ea
2517. [sin x2dx.
0

2520. Leida diferentsiaalvorrandi y” + xy = 0 erilahend vas-
tavalt algtingimustele y(0) =0 ja y’(0) = 1 astmerea kujul.

2521. Leida diferentsiaalvorrandi. xy” — y=0 astmereakuju-
line erilahend, mis rahuldab algtingimusi y(0) =0, y'(0) = 1.

. 2522, Kirjutada védlja kuus esimest nullist erinevat liiget dife-
rentsiaalvorrandi y” + y’ — x2y= 0 astmereakujulisest erilahen-
dist, mis rahuldab algtingimusi y(0) =1, y’(0) =0.



ULESANNETE VASTUSED
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7
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1529. Joon. 161.

1530. Joon. 162.

1531. Joon. 163.
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1532. Joon. 164. 1533. Joon. 165.
A
g _,,“
r\«-\< ~ / -

N
N

T

T
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1534. Joon. 166. ‘ Joon. 167.
1535. x —y =0. 1536. Kinnine piirkond y < x3,
1537. Kinnine piirkond y > 0, x > g \/_y_. 1538. Lahtine piirkond y < x2 —4.

1539. 1) ¥ >0, — = + 2%k < x< %+2/m; 9) y <0, g+2kn<x<

x
2 .
3n A
<7 +2kn, k=0, +I, +2, .. (joon 162}
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1540.

1541.
1542.
1543.

1544.

1545.

1546.

1547.

1548.
1549.

1550.
1551.

1552.
1553.

1554.

1555.

1556.
1557.
1558.

1559.

1560.

¥>0, —%}+2kn<x<l+2kn, k=0, +1, £2,

D 20 0Gecy Bycodnes
xy >0, y>2—x2 y<x2_|_
3 y>8 x>>l y<g—-3 2)_{)_63<1 )y\_x_l y>0.
y y Y e S y X 2 <0 <_x._.3
Lahtine piirkond y >4 — x2. y y y<x+3

!
3\%%4 (X7
XAL\A _.’.AL/_Z._/.

Joon. 168.

Lahtine piirkond 1) x>2, y>2; 2) 0<x<2, y<2;, 3) x<0, y>2
(joon. 168).

Piirkond x2-+ 42+ 22 > r?, koik ruumi punktid, mis asetsevad kera
pinnal ja véljaspool kera

Kinnine piirkond x2 4 y? 422 < r%

20, 22 > x24 y?, koonuse sisemised punktid ja pinna punktid, vilja
arvatud koonuse tipp.

Ei ole, médramispiirkonnad on erinevad: esimesel juhul 1) x>0,
2kn < y < w(2k + 1) 2) x<0, a(2k+ 1)< y <a(2k-}+2), teisel juhul
ainult x > 0, 2ka <y < x(2k -4 1), k— téisarv.

Ei ole, maaramlspurkonnad on erinevad.

Méidramispiirkonna poolest.

Paralleelsed sirged y=x-—C; funktsioon voib omandada mistahes
védrtuse.

Hiiperboolid y = g—. — oo <2< Foo.

Ringjooned x%2- y?2=25—C? kui |C|<5; punkt (0; 0), kui C=35;
—5< 25

Paraboolid y = (C+ 2)#2, kus ¥ 0, —c0o <2< +o0.

Ellipsid 2x2 4 3y?2 = C2?, — 0o < 2 < +}oo.

Sirged y=—C2x— C?% et C voib omandada mistahes vaartuse, siis
— oo <2< Foo.

Hiiperboolid C?= y? —eCx? et C voib omandada mistahes véartuse,
siis — oo << 2 < +o0.

Ringjooned (x— C)2+4 y2=C?(C +1), kui C>—I1; punkt (—1; 0),
kui C=—1; punkt (0; 0), kui C=0; et C ei vdi omandada —1-st
vaiksemaid vaartus1 siis z > —1. i
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1561.

1562.

1563.

1564.

1568.

1573.
1575.

1577.
1579.

1581.

1582.
1583.

1584.
1586

1588.
1589.

1590.

1592.

1593.

1594.

1596.

1597.

1598.

1599.

1600.

1601.

220

P+y2—22=9—C2 Kui —3<C<3, siis on nivoopind iihekattene
poordhiiperboloid, kui C=3 vdi C=-—3, siis poérdkoonus, ja kui
C >3 voi C < —3, siis kahekattene péérdhiiperboloid; — oo < @ < +-co.
R+ 24 22=4—1InC. Kui 0<C < e, siis on nivoopinnad kerad raa-
diusega V4—InC ja keskpunktiga (0; 0; 0), kui C=e* siis punkt
0; 0); O<w< et

Hiiperboolne paraholoid 2x? — y2 =2z —C3;, — o < w < +oo.

}1(2x-—C), kui § < 2,
y= g 1567. 0; —I; ei.-
—5(2x—i—C), kui y > 2x.

2; —1; ei. 1569. Ei 1571. y=gx.

0; 0; ei (kasutada polaarkoordinaate). 1574. Punkt (0; 0).

Sirgete x=0 ja x=1 punktid. 1576. Sirge 3x -4y =0 punktid.
Parabooli y?=2x punktid. 1578. Koikjal pidev.

Sirge y=2x punktid. 1580. Sirgete y =x ja y = —x punktid.

Sirgete x=kn ja y=(2k+l)% (k=0; +1; +2, ...) punktid.

Kera x2--y%+-22=9 pinna punktid.

Pidev kdikjal, vilja arvatud punktis (0; 0).

Pidev koikjal. 1585. Pidev koikjal, valja arvatud punktis (0; 0).
Pidev koikjal. 1587. Katkemiskoht -(0; 0).

w, = 6x — by, u’y=—5x+2z, u,=2y—22

3—§= 4x(3x% — 2x2%y - 4°)3(9x — 4y), g—; = 4(3x3 — 2x%y -+ 4?)3(3y% — 212).
ou 0z 3__ Y 0z 2x —
—= 525 — = / - e '
14 Sx4ys25, 1591. 5% 2y y+2\/_x, oy 3%?-{—\/,\.
. LU —24) dz_ w@e—-p)

ox " (F+y)? ' dy~  (F+p)?

2 = x gl Y A0

L N

A S st e sk o RN R0 g
% (1+VaFy)? FU T st (B
2 = & Lol 3 ! —=x i P e

=Y cos y—i—;sm ¥ g fi)sxy—y2 7

g QA e

ox 2\/—x(x+y2), oy x+y?-°

0. Xy

ax—mm(x'f*!/) In (x +g) 4 x1.

IVERIN L il S

u"’_xy—l-lnz > ulz_z(xy—l—lnz) :

0z 3x? 0z _ 2Vx3 4¢3 + 32

0 2+ P+yVELS) T W 2B+ +yVEt )
g—:=2(1+2xy’+3x2y323) tan® (x 4 x2y2 4 x3y328),
Z—z=6x3ysz’tan3 (x + x2y% 4 x3y%23).



- ou 4x

1602. 5—;= 3 3 =
3V(x’+y2+zﬁﬂ(1—vTE’+y*+zz)2)
0z 41n x
3 e 3
1603. & 4(x+logyx) (1+xlny) T (x -+ log, %)%
y2 y?
0z Iny 0z 1 %L YR DR 2y T
i 0x~  xlnx’ Oy ylnx thee. ox «x2 * oy e ;
X X 4
R LS LR az__5 Y In5.
0x Y dy
1807, .2, = y2*n ¥ () +xyln2cosxy) z’y=x2s'“ *¥(1 4 xy In 2 cos xy).
O -3gr g 0050y o ou 5 .z
1608. e > @_zy Inx, oy Inxlmy.
ou__ |yl du xsgy
e
028 sgy
1610, 5~ = — _1/3_ = ;
3V(x+ ) Vy*—V(x+3)?
0z \/ x-+3
0 3 sg (_‘y)
wY Vi )
2 2
181 . = % sg z, u’z=———_—v_x_—_—*—i:sgz.
V(x4 p?) (22— x2— 9% V22— — ¢t
0z 8 = .0z 8 0z | b2 0z n
02 G| Ta Oyl T @  B)ea T2 GylanTE
v=1 by=1 y=1 y=4
du du du
1614. 5—2, a/ 0, 5 =0 punktis (1; 21
Qi1 0 Y- 9o . 20
1615. Sy g7y 32—0 punktis' (2; -1;-1):
1616. 2x 1617. — : 1618 § 1619 1 1620. —63°26”
s 2 o - 5 - 3 A :
8 = 1 n 7
1621. arctans ehk 58° 1622. arctan§ ehk 26°34’. 1623. - 1624. ¥
1625 t ‘3 hk 29°44 1626 L l 1627 2 2xrh
. arctan - e ) - 13’ 13" . ar?, 2arh.
P e, ( ke )2 o v
LT el xy+xzt+yz)’ 0x0z  (xy+xz+yz)?’
2_ x . %_ X 12 0% x—-—l
1629. T Iny, E—xy % axz—y In2y, oy 6y (1+x1ny)
0%z s D
o =x(x—1)y" "
0z Vy 2z  Vy@Bx—y) 02z x+y
1630, - =— 7 —, —— =2 ; =" .
Ox  Vx(y—x) Ox* 2oyxi(y—x)2 0x0y 2Vxy(y — x)?
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1631. E=_L 0z _ e o= @2 0% P

a8 R O el ﬁ—;W:_Oxay:(e"-f-e")z'
9%z 3z T _2¥ Y 3, 9%z Xt atly
0x3 _ oxoy? (F+e¥p | OB 09Xy (1 ovys
04u d0‘u
1632. m = 12y, Fr) ay2 = 12x — 8.
6 48(x — y)2(z — u)?
1633. (x—9)¥ )

TIE—9F =0 T [r—g2+ =)
1634. [n(n—1)...(n—p+11Im(m—1)...(m—qg-+1)I"Py" 9.,

B m
1635. plg!  1636. g—j:y"e’y, BE e L3
X

. aym
1637. 3—;=sin (x+ %n), %ﬁl=cos (y—i—%n), d‘f:;; =0.
1638. $=sin(x+—gn)cosy, gy—m;=sinxcos(y+-§—m); i:,j;_(:
=sin (x+ 5 p) cos (4 + 5 9)-
1639. %—sm (x+—n)e ; —g—:—mz—=sinxey, a‘i’;—:l;q = sin (x 4+ %p)ey.
1640. sz y(n+ e, %"—z—x(mw)e’ﬂ :xp:;;q=(p+x>(q+y)e"+”~
1641. %.:O, o(rgy:%' '32722’-'—5, kui x=—f ja y=—2.
1642, g—:‘::%, aiz;yzo, %ﬁ:-% punktis (;1; 2).
1643. g—:;=—%, a—i%!;z—%, g;é & ;5- punktis (1; —2).
1644. —%. 1645. —%J
1646. dxz—(3 VFx—_ dx, dyz=(vx2y+77—1)¢y
1647. dx2=$xzy2dx dzf e=s1 = 0002
| Ay=—0,02
1648. d;:%dx dyz=_TyT%i_7;dy, dxz‘l =t =01,
| dz=-03
dyz ;:1_5 =—%.
| Ady=0,2
1649. (x’COS%cos%-l-yzsin : Sm_)yd);;{!;‘lxdy' 1650. xdx_l;;jzdx
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1651.

ydx—xdy 2 (26 — y)dx + x dy

—_— (ydx — . 1653,
A RO S W TG T x(222 4 y)
y*tan — y?sin —
y Y
ydx +dy = Sl LR
1654. m. 1655. Az = 35 ° dz 600 656. 0,20.
1 Vx? 2(y2 — x?) — X3
1657. — :——_—(xdx2+2ydxdy+ s L (yf), dyz).
GESTE (+ VR + )2
1658. y*x-2[y%(Iny)2dx? 4 2y (xIny + 1)dx dy + x(x — 1)dy?1.
4
1659. ———— [xdy? x —y)dx dy — y dx?].
GF i Y+ (x—y)dxdy —y
1660. 2 cos [2(x — y)1(dx? — 2 dx dy + dy?).
1661. LY (x4 2dxdy+ dy?).
11— (x+y)2"
1662. d%z = 2[6x dx? -+ 2y dx dy + (x -+ 3y)dy?], d*z=6(2dx®+ dx dy? 4 dyd).
2
1663. 2% (xdy—3ydx). 1664. 2,005. 1665. 1,995. 1666. 259,8.
1667. 1,12. 1668. 0,88. 1669. 0,006. 1670. 0,66. 1671. 173,965.
1672. 93(+1,6) m2 1673. 73(+3,4) cm2 1674. 538(+10) cm?
. 1675. 5,15(+0,22) oomi. 1676. 4,04(--0,006) m.
1677. r == 14,87(4-0,16)cm, g ~ 1%.
1678. Summa absoluutse vea illemmaar vordub liidetavate absoluutsete vigade
iilemmédrade summaga. |
1679. Vahe absoluutse vea iillemmaar vordub vihendatava ja lahutatava abso-
luutsete vigade iilemméairade summaga.
1680. Korrutise relatiivse vea iilemmédr vordub tegurite relatiivsete vigade
iilemmaarade summaga. %
1681. Jagatise relatiivse vea iilemmair vordub jagatava ja jagaja relatiivsete
vigade iillemmadrade summaga.
. 1 1 1 Fucl 1
1682 |——; ———; —l. s [5; 5; —:l.
{ 2V6 2V6 vs} 27 2 2}
AR T B T ) T+
1684- {X2+y2 ’ x2+y2 ’ {xyz) xzy}; 2 .
1685. {yx¥~'; »Inx}, {(y®Iny; xy° N, %
L BN RSIRE S {V—y—; V £}, eradiendid on paraiieel-
Va2 2 Va2 42 2% 2y
sed sirge y = x punktides. :
X Y X Yy . " 2
es7. [ —=——; - % _1, ; } radiendid
{sz_yz vxz_yz} {sz+yz Va2 4 42 N,
ole risti.
- 151/3 13 7 22
1689. a7 13 1690. —80" 1691. 0 1692. — ﬁ
15%.
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1693.

1695.

1700.

1704.

1706.

1708.

1709.

1710.

1711.

1712.

1713.

1714.

1715.

1716.

1717.

1718.

1719.
9. =

1720.

224

: 1 Sn 3n Tn 1
2cose+2sine; a) —; b) —; c) — ja —. 1694 —_ja —_—
4 4 4 V2 V2
PRk 6 30
0,293. 1696. — ja — —. 1697. —22. 1698. — —. 1699. 9% N,
V3 V5 13
2 10 In x
5 . 1701- 1 1702 2—7 1703. x’(ln x)2+2x 1nx+2 >
t
m . 1705. m—_T—_ (Q—fCOt t) sg sin £. :
i 3—1———1: . 1707. &*sinx.
2 £ ove
cos? (3t + A Vi)

0z ucos’v—uv?sinucosu 9z  vcos?u— u?sinvcos v
——— e ey a = . o e i we

ou Vu2cos?v -+ v2cos?u Jv Vu?cos? v + v? cos? u

02 2 0z 4shovcho

ou_ u’ dv  sh?vchio’

g—z = 3u?sin v cos v (cos v — sin v), g% =

= u3 (sin v 4- cos v) (1 — 3 sin v cos v).

ou y(2x —y) ou x(x — 2y)

O T+22(x—y)? Gy 1+ 2P(x—g)?"

Dw x+y? (smxcosx—{—e ) Duw _ y(sin? x + )
DN Vol y enirt e DY Y e (sintx 4 o)
Du sin ¢ Du 0 CoS @

B0k 2 O e R BT S

Do 20(1 + cos? @) + R D¢ I oisify 02 sin 2¢.
0z ®'u (1) 0z 'y (1) —

= [1+ ], 5!;=x[1+ s eus = Nxif

2u,
. . 2 e
ax—-1+2xy¢pu(u), ay—x @' (1), kus u= x2y.
0z

a—=2xf’u(u, v) +ye® (4, v), g—;=—-2yf’u(u, v) + xe™ [, (4, v),

kus u=x2—y? uv=¢",

G2 =Tl ) cos (£ —1) + 202 Fy 0, 0), 92 = (1, 0) cos (x—p) +
+ 2% [/, (4, v), kus u=sin (x—y), v=x22

gx 2% 'y (4, v) +ye™ [ (u, v), oy——2yf’ (4, v) +xe™ [ (u, v),

kus u=x2—y3 v=e".

92 — —yFu(u, v)sinxy + 32, (u, v), ——=—xf (4, v) sin xy —

—F'y(4, v), kus u=cosxy ja v=x3—-y%/

3 a
=gy a9+ 26 Ty, 0), 3=

kus u= Vxy ja v=ux24 4

_f (4, v) +392F,(u, ©),



1721.

1722.

1723.

1729.
1731.
1732.
1734.
1737.

1738.

1739.

1740.

1741.
1742.
1743.
1744.

1745.

‘

02 _Op  Op 0z _0dp Odp 0% _0d% 0%p
du_dx+ay’ v ax 9y’ ou? 0x’+ 0x6y+ y"

WOy 0y e a5 By B
0v2 ™ ox* dxdy 0y2 dudv d_xz_a—y"
o%u
a=2l@ + @), ,,x,,—y——wf”(z) = —2F )+ @),
azu / 4 au e 3
5—3—2)‘(!) + 4x2 (1), aa———‘lxzf”(t) iilejadnud osatuletised on
analoogilised.

3x2+10xy—y 1730 ___Gx"’y—{—l i

T B2 —3xy? + 43’ S S O) L A3y R
y(2+Inx—Iny) 3

ovVx(Vx+y) =

6x2siny — 2xy? + cosx —xsin x 1 1733 i
Syt + yoeY — (2034 3) cosy +2xy? ~ 3~ TERL)

%. 1735. y=x—1. 1736. x+y-+2=0.

0z -0z 1 i ol

F TRt T b ei ole.
0z __ ysinxy+zcosxz Qg xsinxy

oK ! 1+xcosxz ' 0y 1+ xcosxz’
T 2 SR

24=’ 2-{—::'
0z _ x(24%2* —x) _y(2x222—y) A 9z _
%= 22— ° dy = e—2p) Punktis (1; 1; 1) on =
dz

saie S|

9y
el el B Lo Sk

ax—ez___xy’ ay—ez_xy' 2. 2
0z _24—3z 0z =Wtz o

ox  3x—y—22° 9y 3x—y—22" :
dy _x(5+122) dz _2x(6y+1) 41 9
de~ 9z—5y dx - by—2 ' 16> 8°
dy _7x—2 dz _ 14r—2

el e, o r FEES
dy _x(x—2) dz_ _ x(x+y)
dx y(y+22) dx~  z(22+y)’

6u__2_!/___ y(su—g) i x=—1 =0 = =
3y du—3 ay gt T S s B0 R S
i 0_u ov
siis 5 ay
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1746.

1748.

1749.

1750.

1752.

1754.
1755.

1756.

1757.

1759.

1760.
1761.

1762.

1763.

1765.

1766.

1767.

1769.
1771.

226

9z 0z gz g -
ax—Qx,' ay—2y. 1747. a e (v €os v — u sin v),
0z S =
a—y=e (ucosv+vsinv).
9z . 92 Dl
G by~ Ol e
o=—2 v=—2
dz = 0z &
0; u:0_6' @IE:O_-L
=3 o
S & SN A er ﬂ)
z(azdx—f-bzdy). 1751. Z_l(x+y ;
dx+dy. 1753, X2 19(x 4 3y) dx— (9x+ 2y) dyl.

(2x+y)?
r? [% sin 2¢ (cos ¢ — sin @) dr -+ r(sin @ -} cos ) (1 — % sin 2¢) d<p] e
A[x3dx — (y2 + 22) (y dy + z dz)] ch uv. ¢

,;7 [(¥ — y* + 20%) y dx + (y* — x* + 2x5%) x dy).

1 dy—yd.

- (xdx—yay). 1758. x_xszz?i

%[(y—xz) dx + x dy].

—14+3(x—1)2—38(x—1)(y—1) +3(y— )2+ (x—1)3 + (y—1)3
5+6(x+1) +18(y—1) —11(x+1)2—10(x+ 1) (y — 1) +

F10(F—1)2+3(x+ 12 —2(x+ 12y — 1) —7(x+ 1) (y — 1)2.
N+17(x—1) —16(y+1) +9(x—1)2—16(x—1) (y + 1) +

+8(U+ 1T+ 2(r— 1) —B(r — D2y + 1) + o (r—1) (g + D2 —
=ig=E 17,
Az— —ht k4 h2 - ShE+ 48 1764, x4 - xy—% x3+—;-xy2.

1 Oy
*+xy— 5524 R,, Rz="—[ysm (14 6x) +

3!
3x2%y 2x8
~ (i o T (i om)r 0<O<L

N2+ 5 [E—1) + (1= D] — 5 [e— D2+ 2 — 1) (45— 1) +

L gl
1+ 6x

+ =D+ g [ — D)9 43(x — D2y — 1) +3(x— 1) (y— )2 +

o [P Lt S 0
TI2F6(r+y—2)
y+3(x—l)_y-{—3(x—-l)2yv+%y3. 1768. x+x2-+x(y—1), 0,0198.
1+3(x—1) +3(x—1)24 (x—1)(y —3), 1534 1770. Ei ole.

Statsionaarseteks kohtadeks on sirgete *=0  ja y=0 punktid ja
punkt (2; 3). - :

+ (= 1)1+ Ry, Ry=—



1772.

1774.

1776.

1778.

1780.

1781.

1784.

1785.

1787.

1790.

1793.

1795.

1797.

1799.

1800.

1801.

1802.

1803.

1804,

175 = 1126 5
(—g—, _8)' miinimum. 1773. (ﬁ’ 3—1—) , maksimum.
17

—1a3 %§) , miinimum. 1775. (0; 0), miinimum.

(2—2; —2-), maksimum. 1777. (0; 0), miinimum.

(1
Zmi

z

—

(<43

1
1 = : 16
-—7) , miinimum. 1779. (—2; 0), (7, 0) v
im=—(44+2V6) punktis x=y=—(3+ V6),
=2V6—4 punktis x=y=—(3— \/6)

max

(:_g %) 1782. (% %) 1783. (12‘2 —:/7_2) (__\g__z XE)
(,/2, VI VI -3 VI YD),
VT -

=2 punktis (1; 1). 1786. (2; 2; 8), miinimum.

mUL

10(1 4+ V2) cm. 1788. Ruut kiiljega 3 cm. 1789. %cm?

1
Kuup servaga zm 1791. Kuup servaga 2 m. 1792. %c m, zcm ja gcm

2
o S VE 1) 51
r—h—]/n. 1794. ( TRk (— TE E),.

S 7 R =
Fay il Ll 1 A 3 s . :
( ¥ 13), 796. (V5; 1), (—V5; 1)
2(1, 2) = 17, z(1, 0) = —3. 1798. z(2, 1) =4, z(4, 2) = —64.
g Xhad Y —4 o Sl
17x 4+ 11y 4+ 52 — 60 =0, . DRSS ¢ il
B SOORa Ly g6 Sy 2
2=32=0, x= ke fu
- : =¥
x4+ y—2V244=0 x=y=2"Y°%
. D e
U0 e st AR e M £ T
44y +62—2=0 " =22
x—1 z—2
2 +y—+112— 25 =10, 5 =y ~T= o
X4 Voy—22—1=0, x4 V2y—22+1=0, x=1= y—2V2
2—2z Ve ‘zF9D
e e ) x+1?L+;%= i_? y
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T R RN TR dedd SO o OO e

6 2 3
T ot x—\/z_y—-l _z2—2
1806. V3x+y—2z2=0, Vi cotte: sk
= o 2x—1_yg—1 22—-3V2
1807. 6x 4 3y +2V2z2—12=0, TR Wi e X
1808. divF =0, rot F=0. 1809. divF =0, rot F=—2{z; x; y}.

1810. div F = yz(1 + 2x2z -} 3x3y%2),
rot F = {x%y?2(3x22 — 2); xy(l — 3xy22%); xz(2y%2—1)}.
1811. divF=—1, rot F=2{1; 0; —1}.
1812. divgradu=6(x+4 y - 2), rot gradu=0.
1814. 2. 1815. 1. 1816. 2. 1817. 0. 1818. 5.

2
1819. (x+4)2+( —%) =IT25. 1820. (x—4)2+4 (y—4)2=38.
3
7 8 125 (a24-12) 2
D b D MR Gt S LT
1821. (x+ 3 a)?+4 (y 3 a) 9 ad. 1822. bt
1823. 2V 2 1824. 1 1825 l/z 1826 2%
f ay. 2 St 57 e
1827. -1—- 1828. —l: 1829. 4_.
6 3V2 17 V 17
1830. (72 ——;—ln 2). 1831. (0; 0). 1832. (4a; 0) ja (—4a; 0).
2 2 4 2 2 2
1833. (ax)® + (by)® =C?*. 1834, (2r)® —y® =53,
N e L s (L e ek SR R
1835.  funein GMVE Loseua gt 1836. x——-3t,y—3t——2-.
1837. x=acos3f-+} 3acostsin?f, y=asin®f-} 3acos?tsint.
1838. x2 - y?2= a2, 1839. (0; 0) — isoleeritud punkt.
1840. (0; 0) — tagasipoordepunkt. 1841. (0; 0) — solmpunkt.
1842. (0; 0) — tagasipoordepunkt. 1843. (0; 0) — enesepuutepunkt.
1844. (a; 0) — solmpunkt. 1845. 4y 4 (x4 1)2=0.
2 2
1846. y= x. 1847. xy=1. 1848. y=24—7x3. 1849. x% L y3 —4
= :
1850. y = +2e 2 1851. x=—9'(t), y=—1ty’(t) +9(b).
= R
1852. y=2(+ Vx—x). 1853. (x4 y—£k)2—4xy=0. 1854. xy-—=T;
2 2 2
1855. x3 4 y% =e?%. 1856. 8y(x2+y?) +x2=0. 1857. y?=4dax.
1858, x— 1= y“QH =%, x4+ 2 +32—8=0,
BN Y VE  geeg Y -
1859. —— = ——— = y, X—y—2V22+42aV2=0.
—V2 V2 4
1860. %Tx=y—3=zf720, 2%~ y— [72— 341 = 0.
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_y—18 z—172

1861. x — x -+ 6y + 362 — 2706 = 0.

e A
1862, (—1; 1 —1) ja (=i 5 —g7)-
1 2 3 3 3 1
1863. == 3 s -k 2 = o 1 —(
3 V14 1/14} 8 {1/19 Y1 1/1}

o D - AR Sk
r={~vm' ~vm v

2 1

TG [ e St R 1865. x4+ y=0.

\ i e } .
1866. 6x —y — 122+ 8=0. 1867. 6x —8y —2z+3=0.
1868. 27x — 27y —9z — 28 =0, 54x—27y—362—46—0

2 V2 iy 6
]869. —§'. 1870. ——3—8 - 1871. m—t—zv- 1872. 25asin2t-

2 | S %

e R BE WA i 1883. a=—1, b=—4,
873 (T 18M. ) = 883. a 1 4

1884. a=1, b=1, c=—1. 1885 y”+y—=e*. 1886. xy" =y’
1887. y"—x+sinx 1888 y”=y’+x. 1889. y”"+y=0.

d?y
el 2 — —_— —
1890. x3 +6 i’ +4x 4y =0. 1891. e %
dy ny dy FetE N
1892. < et 1893. F
ay\? _ 2[ _y) =
1894. (y—xdx) = (d ] 1895. y = 3 + C.

1896. y—x 1 C. 1897. 2+ x2=C. 1898, y2—x2=C.
U 2
1899, 2—=x—2cx—2Injx|+C. 1900, %—+%—=m lx—1]+C.

1 . 65
1901. y= g Ty 1902. (y — 1)(x + 1) = Cxy, singulaarne lahend y= 0.
1903. y>=3x2—2x—2In x| +C. 1904. y—2=C(x—+1).
tan (%—&— i)\ +C.

1906. \/ y——arctan Vy y= \/ x—ln (14 AT UL B

1905. y?>=In

1907. y—+—1—C\/2y+lV(x—2)21/2x+l

1908. arcsin 7 -+ cot 7 =, singulaarne lahend y=0.

1909. 1+ y2=C(1 —x2), 1+y2=%(x2—1).

[ SR e
1910. e+ e ¥=C,C=2. 1911. y= VC +3x(1—x), C=5.

1912, 24+ =1nC2, 2+ =2Inx+1. 1913 y+x=C(¥+ 7).
1914, ‘z—wmfi| 1915. 2 —2¢3(In|x| +C). 1916, y?> —x2= CyP,

/.‘__—_ 2 . =_x—-
1917. 1n|x‘+], € C. 1918 (x+y)?(2x+y)3=C. 1919. y n|Cx]"
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1920.

230

y

— RO 2 Th T
G *xt+y—1)
Cyme® . 1921. ]/————x__y+3 .

1922, %2 —xy+ y?—x+y=_C. 1923. x4+ 2y + In |2x + 3y| =
1924. x —2(x+y) —3In|x 4 y — 2| = C, singulaarne lahend y=2 —x.
Yy
BRI S
1925. Inx= s e’ — 1. 1926. y—xarcsm-i-.
x
1927 y2=2x2(1 + In |x]). 1928. y—x—=e""%.
1929. 2Injx4y—1|=4—3x—y.
1930. x*—xy+y2+x—y=0. 1931. 3In2—x—y|=1—x—2y.
1932. Injx+y—2|=4—x—2y. 1933, y==Ce*—2—2x — x2,
2
1934, y—e " (x3 4 C). 1935. y=%+ Cx3.
1936. y=C ™ (x+ C). 1937. y=e" (In |x| + C).
1938. y=Ce-3x+l?"g‘—“. 1999, y—sinx+5*4c
3
1940. y= e®in* (%—]—Cl). 1941. y= (24 C,) sin x.
4 A e
1942. y=%+x—f. 1943. y = (x+ V1+ 2% (arcsin x + C).
1
1944. x=124 Ciy2e” . 1945. x=1+424+C V1 + 2
2
1946, y=—2x— 1. 1947. y=e*"‘(1+i‘2-). 1948, y— 22,
1949, y= (x4 2) (22 + 1). 1950. y=(tanx+ i ’°°S;‘H‘C)
x2 92 2
U el e R e — o=t X
1951. y %I C” 1952. y T ea 1953. y=e ( +C)
1 1 0,52
s ke T e 5
1954. y YR R R 1955. —=2—y2—Ce -
1956. 42 = x(1—In |x|). 1957. y3—e"—x—2.
1 3 2
= . R i e
MLy, 1959, 4=+ 5. 1960. ylnx=C
1961. 3x22 -} y* 4 x3 = C. 1962. Vx2+y2-|-%=C.
2 2 i,
1963. J%—arctan %—{-‘% -+ C. 1964. In \/x’—}-y"’—arctan%:
1965 "yL]—c 1966. xy + V2 2= C.
R R Y y
1967. y tan x — x arctan y = C. 1968. xycosx—y?lnx=C.
: 1
1969. xylny—sm7 C. 1970. | ot K g
1971. 2x% 4 2xy + 2y — x — 3y = 4. 1972, (x+ y)2+y2=1.



1973, xe¥ -
1975.

1977.

1979.
1980.

1981.

1983.

1985.
1986.
1988.

1989.

1990.
1991.
1992,

1993.

1995.

1997.

1998.
1999.
2000.

2001.

2003.

2005.

2006.
2007.

y2=1. 1974 3Vx* 4 42— x84 3y=0.
1 2 g
) =57 32——%-—34/=C. 1976. p(x) ==x, x*+ 222+ 22 =C

S 1 X x2 . = AR T 2y 1 2%
u(y)—yz, y+ 5=l 1978. p(x) =e®, y=Ce™" 4 e
u(y) =cosy, 2x?siny -+ cos 2y = C.

w(x) = 9”2', y2= (C—2x) e**.

e e 2 i — piP(x) dx
w(x) smx, y(y +sinx) . 1982. p(x\=e ;
2
u(x)=%, x2 — 2y = Cx®. 1984. p(x) =™, y=e—=2("7+c)_
1 Bl T
= x2 P L 5
pix) =% y POt
wx) =%, y=Ce™ 4 L (cosx+sinx).  1987. 4y= (in|x|+C)*

(- £) (s~ $) =0

W—5+0) (x+y—14Ce ™) =0,

(29 + 22 —C)(x+In|y| + C) =0.

(42 +2¢ 4 C) (12 —2x 4-C) =0.

Lahutame koigepealt vorrandi vasaku poole tegureiks: y3—7y + 6=
=y —1)(y+1)—6(y— 1) = (y’—l)(y’—-2)(y’+3)
(y—x+C)(y+3x+C)(y ) ==

1 2
ot = i et | . s T P2t
X—p+p2,y—C+2+3p. - 1994, x=2 oo = p? p+C.
64(y +C)? = 27(x — 1)*. 1996. x — 1:;”, y=4”2}'3+c.

3 5
i=5pPP+5r+C y=p+p—2
3 B
*=2%—5pP+C y=14+p—p"
x=In|p|—2p+C, y=p—p>
1 1
e o p— i
x = 4p® 2p2+C. Yy 3p‘+p-
x=lnp—-’-1)—+C, y=p-+Inp. 2002. x= (p+ 1)e” - C, y= p2e”.

2
y=C+Cx— 7.

. Uldlahend (y — C)%?=4Cx, singulaarne lahend y= —x.

Uldlahend y= Cx + C?, singulaarne lahend y = —%-.
Oldlahend y = Cx 4 C — C?, singulaarne lahend 4y = (x4 1)2.
Uldlahend y= Cx— V1 + C?, singulaarne lahend x?+ y?= 1.
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2008.

2009.

Uldlahend y= Cx — arctan C,

-alct n V
a

X

singulaarsed lahendid y= Vx—x2—

j@a y=— Vx—x2+ arctan ]/

1—x

1
Uldlahend y = Cx -+ 2 singulaarne lahend y2—2x =0,

singulaarsed lahendid y=2(Vx— x)

singulaarne lahend 81y%2— 4x3 = 0.

2014. y= (25 + C)e ™"

2016. arctan 3y = arcsin'%f + C.

2018. sin (x 4+ y2) + 3xy = C.

QCX=%C03,

x4 3

2024. Cx=Iny—Inx.

y=sin x -+ C cos x.

2028. y = Cx + x2.

2039. y—=

2030. y:le

2033. y = 2x.

2037. V1—y?= arcsinx—}——; .

2o LAl
2— I x| °

(*+y+1)24+4(x—2y+4) =0.
2043, y = 3x2, 2044. y2 = Cx3.

2046. y2=1In Cx%, kus %2 on vordetegur.

, kus a on puutuja I6igu pikkus.

2050. In |Cx| -+ 2 ],/ % =0.

2010. Uldlahend y = Cx -+ sinC, singulaarne lahend y=

= x(mw — arccos x) + V1 —x2

d

2011. Uldlahend y= Cx -+ 25 C"

ja y=-=2(Vx4#).
2012. Uldlahend y= Cx — 3C3,
2013. 3x? -+ 6xy + 6x — 243 + 18y = C.

1 Y

2015. [l(x)=?, x+—-—;=C.
2017. y= (1 4+x2) (x+ C).
2019. y = x*(C, + % In x)2. 2020, 42—
202%. u(x) = 712— » 4y -+ xy*= Cx.

1 1

—_— SR, 2
2023. - x(C 2 In%x).
2025. y = x2(C —In |x|). 2026.
2027. u(x) =%, y=Cx—1.
2029. y(In|y|—2) +x=0.
2031. x+y+1=0. 2032. %—f—%:?.

<.
2034, y— > 2035. e¥ — x4 2=
6—x
2036. x2— y2 -+ 2xy —4x 8y —7=0.
2038. y 4 2= Vx— x2+ arcsin V x.
|
2040. In [ tan % | =—2sin 5 2041.
2042, (x—y)2=x(x— 2y)3.
2045. y2= 18x
2 2 2
2047. x* +y*=a’
t
a4 t2

2048. s=e? 2049. S e
2051. x2 = C? 4} 2Cy. 2052. y=

232
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O
—Cx

, singulaarne lahend y= 0.



2053.

’

y=—xIn|x| 4 Cx. 2054. y=Cx?+x.
2 2
2055. x + 42+ Cy = 0. 2056. x=Cyia7. 2057. y=Cx+;—x.
2058. y— Cxe—*. 2059. y=x(C—In|x|). 2060. Hiiperboolid y=x+LC.
R
E -t
2061. i=—§(1—e L ) 2062. X2} 4y?=C.
2063. Ringjoonte parv (x— C)2+ y?= R2, ortogonaalsed trajektoorid
2
x4 C= +(\/R2 — fin R+Wf i S
2064. x2 + y? = 2a%In Cx. 2065. y>— x?=_C. -
2066, y— 21 g nlHL ol O TR
LU=y nx+ 15 T+ 1X + Co.
2067. y=x]nx-}——é—x3+ Cx -+ Ca.
3
2068. yzLd;Ef (it 1) —';C—ln (14 x?) + iﬁ— L0 46
2069. Y= C1x2 + Cg. 2070. Y= C,x + C12 In lx + Cl| + Cg.
2071. y=C;In|1 + x| + C,. 2072. y=x2-4 CyIn|x| 4 C,.
2073. .y = —;— (Inx)2+ CyInx + C,.
2074. y= (1+ C2) In (C; +x) —Cix+ Cy.
2V2 3
2075. y—C2-— —37 (x—C,) . 2076. y+Cg=]n (X—I-CI).
G 4 V—._—— S
2077. y=C,sm (X+C2) 2078. X+Cz='3— Vy+C1(Vy—2C1)
2079. y = Cpe®?. 2080. 3y = (x+ C1)3+ C..
Ciz
2081. y— _Clgﬁc—. 2082. cot y= C; — Cx.
1— Cge py
c x—Cs _x—Cz
2083. x=C ln (y—Cy) +y+ Ca. 2084, y==L(e & 4o © ).
; 1
PR
2087. y= x> —2x. 2088. y = —In |cos x|. 2089. y= z x2V2x — —5(3
2000. y=—eX4x—2. 2091. y=—In (1—x). 2092. y= V2x — 12
z
2093. y = V1 e2x. 2094. y— C,e3% + Coetx,  2095. y = Cie > + Coe2%.
4x
2096. y = C, + CpeTx. 2097. y=C,+ Coe®
B 34+V65 3—V65
Vix —V5z ToAR g
2098. y— e2:(C,eV5* 4 Coe= V).  2009. y=Cie + Cpe
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z z
2100. y= (C,+ Cix)e *. 2101. y= (C, + Cox)e ?
2102. y = C, cos 3x. + C, sin 3x.

x 4 Cy sin 12]9~ x) b

2104. y= C, cos ‘I/%x—{— C, sin ]/% x.

2105. y—ex (C, e i bor it !Ex),

2103, y = " L (Cl cos \/219

z 2
5 4 i
2106. y—e® +1. 2107. y=e3 . 2108. y = (x — 1)ex.
2109. y = e3x(cos x 4 sin x). 2110. y=%[ex+l — e-5(x+1)],
4. ebf
2111. y=e4x(cos3x—i—?sm3x). 2112. y—C C2e4x+144(12x+7).
2113. y=2x* —5x2 + 10x + C, + Cye—x. :
2114. y=Cl+Cze3x+x3—{—2x2—3x
12x2 126x 499
1 gp o b K e dhiegeTs L S L
2016, y= Ciesx 4 Cres— 24 1227 g e
2116. y=C,cos2x—}—Cgsin2x+T(2x+3).
2117. y=C|e3x+C2rxf£—rx,
2118. y = e3x(C, cos 2x + C, sin 2x) —{—21—96'2‘.
2119. y= (C, + czx)e-’+%e—5‘.
2120. y = ex(C, cos V 3x + C, sin \/3x)—{—(%x—-4—%)e3‘.
2121. y=Cle—x+e2X,(Cz+§—x). 2122. y=e-x'(C[+C2x+%x3).
2123. y=e_T (C.cos V72 x-}—CgsmV26 ) (100 )cosx+

k S
+(100 x) sin x.
5sinx 4 7 cos x

2124. y = C,ex | Cyebx 4 i

1
105“”6—?“’5"

—%) sin 2x —

2125, y = Cie(—2+V8)z | ¢ (-2-V5):

2126. y = e—*(C, cos 2x } C, sin 2x) -+ (%x

8 152
(17 + 17,) cos 2x.
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2127. y= C,sin3x + (Cz—%) cos 3x.

2128. y= (C,— x?) cos x + (Cz + x) sin x.
2129. y= Ciex + Coxe—* + eX[(6 — x2) cos x + 4x sin x].
2130. !!=Cne“+cz€‘2"‘+%ex+1-
Dbl g Dot Cpdr fon gty 4
15 3 o

9182, 9= C;cos V3x + C,sin V_§x+%sinx—ll—85in3x.
2133 y=Cex-}-Ce—ﬂf--i-—l—e‘iJD x’—x+l)+—2—xe&

: ? 5 18 18 - Ripecs
2134. y=C,cosx+(C2+-g-) sin x + 2x3 — 13x + 2.

A 2

2135. y=x+3+x2ex(‘T—2)+ex(cl+c,x). .

2136, y=—e2x (Cx 73 sz-!--?—l;) ,

2137. y= C, cos x + Cpsinx -+ cos x In cos x -} x sin x.
/. X

2138. y—Inlex—3|+C + % (¥ — In |3 — ex| + Cy).

2139. y = (ex + e—*) arctan ex 4 C,ex -+ Coe*.

‘1+sinx

2140. y= C,cosx + Cysinx—cosIn ] iRl

2141. y=ex(xarctanx —In Vx2+ 1 4 Cix + Cy).

1 A 2z

2142 y— ¢ (e — ex + 10xex). 2143, y=— ¢ —"T_(sinx+cosx).

w

4 :
2144. y=19§sin2x—§xcos2x—i—cosx-—%sinx.

2145. y= % (sin x — cos x + eX) + e*.

2146. y— 5"112" (1 --In sin 2x) — % cos 2x.

2147. y = [xsinx + (1 - Incos x) cos xle2x, 2148. y = Ce~2x | (C; + Cyx)ex.
2149. y = C,ex + e2x(Cycos 3x + Cssin 3x). 2150. y= (C;+ Cyx)ex 4 Cse3x,
2151. y = C,e2x 4 Cye—2% 4 Cy cos 2x -+ Cy sin 2x.

V'Q-l + C4e—}/§l x

2152. y=C;cosx -+ Cysinx 4 Cse
2153. Yy= Cl + ng+ C3ex——é‘x3—x2.

2154. y= C,evg" + Cge_Vz_" + Cscos V2x + Cysin V2x — —%—- :

2155. y=C,+C2X+Cae—X+lx4——l—x3 x2,
. i s
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© 2166. y = C\e2% 4 e%(Cy + Cax) — sinx.

2
31 233 1538
2157. y = C,e—* 4 C,e—2x | Cye-3 PRk BNy i e
Yy 1€~ + 26~ + 3€ x+x 6x+18x 108
T
2158, y— PT R 4 Cox - Catl) i Ca
2159. y = Cie~* + Cycos x + Cs sin x - x5. .
4 5
160. y==C 6 L gt e
2160. y ,+Czex+C3€x+74snr3x 73 COS X.
2161. y = C,ex 4 Cyxex 4 Cge—2x 4 x2(x + l)eh{—%e—x.
2162. y=—(4+ x). 2163. y = C, cos In x2 + C, sin In x2.
2164. y=Clx+—i3. 2165. y=713—(C,xV§+ng—Vg).
2166. y = e—2x(C, cos In x2 + C, sin In x2).
2167. y=Cx2+4 Cox21n |x]+%. 2168. y = Cix + Cox—3 —i—%x?.
3 3
2169. y=(%+61x+(]2)x2. 2170. y=ln x—{;ﬁ;{lnx—{-Cg.
2171, y=Cicosin (x—i—l)—{—Cgsinln( 1). 2172 y_xz—x.
2173. y= —x-5. 2174, y =13 2175. y——+x+
2176. ———(Inx+x2—{—1) 2177. (x—Cy)2=4C(y — C)).

2178. y = e*(x® 4 x2 + Cix + Cp) + Cye2%,
2179. y— e3x (Cye¥ ¥ 4 Cpe= V3%,
2180. y=C,ex+Cze—2x+e—x(._Lx3+ Exi——g-x—{-%) 5

1 5 1 67

VT s St ot A
+“(4" 8 )+"’ (28 784)'
2l81.Ay=—e3x—-—2—eﬁx —%—ex—i—Clcosx—{—C,sinx.

1
2182. y= (C, + sz)e2x—{—%x2—f— 7x+%.

2183. y = e2x(C, cos V3x + C,sin V3x). 2184. y = C, cos kx + C, sin kx.
2185. y = (C; + Cox — In x)ex. 2186. y=Cx—C2?ln|x+C(|+C
2187. y = C,e2x - e—*(Cy cos V3x -+ Cssin V3x) — -Jgi

2188, y=5[C,+2r—1n (2—e29)] + 22 [Cy + In (2 —e29)1.

2189. (x —C,)2-+y2=C,

arctan ex

2190. y = Cie—* + Cyedx 4 2120 3x_e~x)+eT—l

12

x4
2191. y = C,e2x 4 Cye—2% + C3 + Cix -} Csx? -9
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2192.

2193.

2194.

2196.

2197.
2199.
2200.

2201.

2202.

2204.

2206.

2207.

2208.
2209.

2210.

2211.

2212.

2213.

2214.
2215.

2216.

6

y=C,e2x+sze2x+%x3+—2— x2+%x+l.
y=C,eX+Cge—21+%e4Jc(x’——x+ %)
4
y=(x—2)ex+Cx +C,. 2195. =-2x—4+C,x2+C2x—{—C3.
X X
=eX |C;cos — + Cysin —].
’ ( g ne " R vz)

y= Ciex 4 C,. 2198. y = e2%(C, cos V3x + C,sin V3x).
y= (ex—e*)In (ex—1) + ex(C;, —x) + Coe—* — 1.

y = C,e2x | Cyedx | xe—*,
y=2—cosx—sinx -4 cosxIn tan%!.
| |
1
g— 5 (ex—1 - el=%), 2208. y=—sinxinsin'x — X cos«.
y = arcsin x. 2205. y=-et(C,+ Cot), x= % et(2C, + Cy + 2Cqt).

1 t
x=Ciet — Caet — = (el 4 e~t) + o (el —e~f), y=Cef + Coe~t +

+ o (et 4 et).
2
=0, +C2e—2t+e!' y=cl_623—2t+ei_
x=Ce"2% 4 Ce V¥ y—C(14+ V) ® 4 C(1 — VI)e VE,
x=C,CeeCit, y = CyeCit,
¢ & 2
5= = A5
= ¢Z [ (€1 + V3Cy) cos 234 4 (G —V36) sin%t],
t s s
=5 (Cmos%t—{—czsini;-t).
x=2et4 Ciet + Coe2t, y =3¢t 3C,et + 2C,e2t.
x = C,et 4 Cyemt | Coent, y= Cet -+ % [(1— V'5) Coemt

+ (14 V5)Csent], z=-é—[(v§—5)czemt—(v'5+5)csent], kus m =
_ V5—3 V543

By Zdrkrg i
= C,et—l— Cse 4 Cycost+ Cysint,
y=Ce+ Coe™* — Cycost—C,sint.

x=cost+2sinf, y=—sinf -+ 2cost.
<o¢ =2,

x=4e , Yy=0, z2=—

I'4-V1— (kx + C))? ] e

1 e
= e — T S
y=+ [\/1 (kx + C)2 —In BiT

kR

Korgem matemaatika 11 237



2217. 1. a) x=acos Vc_gt, b) x=ae ™ cos kt, kus g =981 cmz-,
sec

50;4P RS = 24 n"‘ ja kiiruse ithikuks on ‘m/sec;

2. a) 2-;]/ 2
Cg k

2218. Aeg f->co, kaugus x—>36 (km). 2219. 1) VgR; 2) %}—?
2220. 1) Rcos]/£ t, 2) 2z ‘/5; 3) VgR.
R g
2281, .1 7a) v=clnm, b) v=clnﬂ9-—.i;
m m a
m
2. a) yy=cln2, b) v1=cln2——g—r27°.
2 1 2 6 ER
2222. lCé. 2223. 2 13- 2224. 3- 2225. 35" 2226. 105"
1 1
2227. 56— (In2)%. 2228. 3. 2229. 3x.
2230. [X(A) — X (a)1[Y(B) — Y (b)1.
2231. 0K ¥x< 2y —V2x—x2< y <sinx; joon. 169.
|
o
— <1,
y=-‘/?x—-? 2232. 1<y<1
2y —2 < <T— Vi—ie: joon. 170.
Joon. 169.
)
. |

Joon. 170.
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. o =
2233. 0<y<1, 1—VI—y<x< Vy; joon. 171.

-~ 14
1 + (\\ (1:1)
\
o\l
4 éﬁ
7
l*
; it
A
Joon. 171

A
y
. y=2
\ /
s T T
Ta ,9’
~¢° xL
X -
g=-1
Joon. 172.
L
-
2235. —2< x <K 2,
x—4<y< V4d—x% joon. 173.
Joon. 173.
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2236. —2<x<2 x*—4<y< Va—i3 joon. 174.

\H\z X =¥ (ch1;1)=(1,54;1}
+\\ S
y/ N7

(-1,54;1)

Joon. 174. Joon. 175.

y<1, —y<x<chy; joon 175.
<2 —V4—x2<y< V2x—x% joon. 176.

Joon. 176. Joon. 177.

2239. 0<x<2 V2r—x2<y< V4— % joon. 177.
2240. Ei, sest puudub integreerimispiirkond.
2241. Ei, sest puudub integreerimispiirkond.

R .58
2242, fdy2ff(x, y) dx ehk [dx [ f(x, y)dy.
1 210

240



2: =3 g
2243. [dy [f(x, y)dx ehk [dx[[(x, y)dy.
—3 =10 —10 —3

4
4 FUH 4 &
2244, [dy [ f(x, y)dx. 2245. [dx[[(x, y)dy
22850 0 T

2  x42 2 4
2246. fdx f f(x, y) dy. 2247. [dy[[(x, y) dx.
g 2

X241 1 +Vi—y2
2248. fdx i y) dy. 2288 fdy - f I, ) dx.
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