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Peatiikk 1.

Hulknurga pindala.

‘§ 1. Hulknurkade pindvordsus.

Hulknurk eraldab tasapinnast pinnatiiki, mis asetseb
selle hulknurga sees, ehk, teisiti 6eldes, mis on piiratud
selle hulknurgaga. Hulknurgaga piiratud tasapinna tiikk
vOib olla suurem voi vidiksem: hulknurk ABCDE joonisel 1
piirab suuremat pinnatiikki kui hulknurk KLMN, sest
pinnatiikk KLMN on osa pinnatiikist ABCDE.

Hulknurgaga piiratud pinnatiiki suurust nimetatakse hulknurga
pindalaks.

Pindala tdhisena tarvitame
tihte S. Kahe hulknurga pind-
alade S; ja S, kohta on ikka
kehtiv iiks jdrgnevast kolmest
voimalusest: kas

§ s
vOi
S, Sug
voi Joonis 1.
5 o

Esimesel juhul oeldakse, et hulknurgad on pind-
vordsed.

Hulknurkade pindalade vordlemist teostame kolme
jargneva aksioomi abil.



1. Kaks vdrdset hulknurka, see tihendab, kaks hulknurka, mis
pealepaigutamisel iihtivad, on pindvordsed.

Selle aksioomi jidrgi

kaks ruutu on pindvﬁrdsed, kui nende kiiljed on vdrdsed,

, sest niisuguseid ruute saab teineteise
7 7//\ peale paigutada nii, et nad iihtivad.
Kui kahe ruudu kiiljed ei ole v&rd-
sed, siis suurema pindalaga on see
ruut, mille kiilg on suurem, sest iihe
ruudu teise peale paigutamisel viik-
sema kiiljega ruut katab ainult osa
suurema kiiljega ruudust (joonis 2).

7
>
7

2. Kaks hulknurka on pindvordsed, kui
neid saab tiikeldada vastavalt pindvdrdseteks
osadeks.

Joonis 2.

Selle aksioomi jirgi nelinurk ABCD ja kuusnurk
KLMNOP on pindvdrdsed (joonis 3), kui

A ADE — A OPK,
A AEF = AKOL,
AEFC A OLM
AFBC = /A MNO,

sest vordsed kolmnurgad on ka pindvérdsed.

|

ja

e )
& N
P
M
: A F B K L
Joonis 3.

3. Kaks hulknurka on pindvdrdsed, kui nad koos vordsete hulk-
nurkadega moodustavad vordsed hulknurgad.

6



Selle aksioomi jdrgi roopkiilikud ABCD ja ABEF joo-
nisel 4 on pindvérdsed, kui

A ADF = A BCE,

sest roopkiilik ABCD koos kolmnurgaga ADF moodustab
sama trapetsi, mis roopkiilik ABEF koos kolmnurgaga BCE.

Viimase aksioomi vdime sOnastada ka jdrgmiselt:

kui vordsetest hulknurkadest eraldada vordsed hulknurgad, siis
jddvad jdrele pindvordsed hulknurgad.

Pindvardsuse aksioome kasutades nditame, et

vordsete alustega ja vordsete kdrgustega rodpkiilikud on pind-
vordsed.

Toestus. Kaht vordsete alustega roopkiilikut saab
paigutada asendisse, kus neil on iihine alus AB, nagu néi-
datud joonisel 4. Et neil roopkiilikuil kérgused on vord-
sed, siis nende kiiljed FE ja DC asetsevad iihel ja samal
sirgel FC, mis on paralleelne sirgega AB. Selles joonises
on kolmnurkadel ADF ja BCE jiargmised elemendid vord-
sed: roopkiiliku vastaskiilgedena

Al =—BC
AR ==BE:

vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste haaradega nur-
kadena

ja

DAF = CBE,

Seega vordsuse tunnuse knk jargi

NADF = LX'BCE.
£=D

Joonis 4.



Sellest jdreldub pindvérdsuse kolmanda aksioomi alu-
sel, et roopkiilikud ABCD ja ABEF on pindvdrdsed, sest
koos vordsete kolmnurkadega ADF ja BCE nad moodus-
tavad iihe ja sama trapetsi ABCF.

Eelmine teoreem vdimaldab toestada, et

vordsete alustega ja vdrdsete kdrgustega kolmnurgad on pind-
vordsed. ?

Eeldus: AB = DE; CG — FH.
Vidide: Sypc = Sprr (joonis 5):

6;

|
|
|
!
|
|
TR
G

Joonis 5.

Tdestus. Joonestame réopkiilikud ABKC ja DELF,
vOttes nende kolmeks tipuks antud kolmnurkade tipud.
Nende ré6pkiilikute alused on vordsed ja korgused on
vOrdsed, seega ka pindalad on vdrdsed. Et diagonaal
tilkeldab réopkiiliku kaheks vordseks kolmnurgaks, siis
S SaBo = 3S4prc
ja

Sprr = %S pprp.

Eeltoodu jirgi nende vdrduste paremad pooled on
vordsed. Kuid siis on vdrdsed ka nende vasakud pooled
ja seega

SaBc = Spgr,
b 10 WLTo T R e
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Kahest viimasest teoreemist selgub, et kujundid véivad
olla pindvdordsed, ilma et nad oleksid vordsed, s. t. ilma
et nad pealepaigutamisel iihtiksid.

Ulesanded.

1. Ehita ristkiilik, mis on pindvdrdne antud réoopkiili-
kuga ja millel on antud ré6pkiilikuga iihine alus.

2. Ehita ro6pkiilik, mis on pindvdrdne antud roop-
kiilikuga ja mille iiks nurk on pool antud roopkiiliku
nurgast.

3. Tdesta, et kolmnurga kiiljepoolitaja tiikeldab kolm-
nurga kaheks pindvdrdseks kolmnurgaks.

4. Antud on niirinurkne kolmnurk. Ehita tiisnurkne
kolmnurk, mis on pindvdrdne antud kolmnurgaga ja millel
on sellega iiks iihine kiilg.

5. Tdesta, et rodpkiiliku diagonaalid tiikeldavad roop-
kiiliku neljaks pindvordseks kolmnurgaks.

6. Antud on kolmnurk kiilgedega 4,2 cm, 3,1 cm ja
3,4 cm. Ehita antud kolmnurgaga pindvGrdne kolmnurk,
mille iiks kiilg on endiselt 4,2 cm ja teine kiilg 6,5 cm.

7. Nelinurga ABCD diagonaali AC keskpunkt on E.
Tdesta, et nelinurgad ABED ja CBED on pindvordsed.

8. Kolmnurga ABC kiiljepoolitajal AD on vdetud
punkt E. Toesta, et kolmnurgad ABE ja ACE on pind-
vordsed.

9. Kolmnurga ABC kiiljel AB asetsev punkt D on
tthendatud tipuga C ja saadud sirglﬁik CD on poolitatud
punktis E. Tdesta, et Sypr = %S4gnc.



§ 2. Hulknurga teisendamine kolmnurgaks.

Kahe mistahes hulknurga pindala vdrdlemiseks ei ole
nii lihtsat tunnust nagu on vérdsete aluste ja kdrgustega
roopkiilikute vdi kolmnurkade pindalade v&rdlemiseks.
Et eriti lihtne on vorrelda ruutude pindalasid, siis hulk-
nurkade pindalade vdrdlemiseks teisendame need niisama
suure pindalaga ruutudeks ja vordleme saadud ruute.

Hulknurga teisendamist sellega pindvdrdseks ruuduks
teostame. jargmiselt:

teisendame hulknurga kolmnurgaks;
teisendame saadud kolmnurga ristkiilikuks;
teisendame ristkiiliku ruuduks.

Seejuures tuleb kasutada ainult niisugust teisendusviisi,
mille puhul pindala ei muutu.

Vaatleme kdigepealt hulknurga teisendamist kolm-

nurgaks. Olgu vaja viisnurk ABCDE teisendada sellega
pindvdrdseks kolmnurgaks (joonis 6).

Joonis 6.

Lahendus. Eraldame antud viisnurgast diagonaa-
liga DB kolmnurga BCD, joonestame libi tipu C paralleeli
diagonaalile DB ja leiame selle paralleeli ja kiilje AB piken-
duse 16ikepunkti F. Selle punkti ithendamisel punktiga D
saame nelinurga AFDE, mis on pindvérdne antud viis-
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nurgaga ABCDE. Xui saadud nelinurgast endisel viisil
eraldame kolmnurga ADE ja asendame selle kolmnurgaga
ADG, siis saame kolmnurga FDG, mis on pindvordne viis-
nurgaga ABCDE.

Pohjendus. Viisnurk ABCDE on tiikeldatud kolm-
nurkadeks BCD, BDA ja ADE, ja kolmnurk FDG on tiikel-
datud kolmnurkadeks BFD, BDA ja ADG. Neist /A BDA
on iithine md&lemal kujundil. Ulejddnud osade pindaladest
: Seep = SBFD
ja

Sapre = Sabpa:
sest kummalgi kolmnurkade paaril on iihine alus (BD ja
AD) ja vordsed korgused. Et viisnurk ABCDE ja kolm-
nurk FDG on tiikeldatud vastavalt pindvordseteks osadeks,
siis nad on pindvordsed.

Vihendades eespool-kirjeldatud viisil hulknurga tip-
pude arvu jirjest iihe vorra, saame iga hulknurga teisen-
dada temaga pindvordseks kolmnurgaks.

Ulesanded.

10. Teisenda rodpkiilik temaga pindvordseks kolm-
nurgaks, millel on roopkiilikuga iihine korgus. TGdesta, et
selle kolmnurga alus on kaks korda suurem roopkiiliku
alusest.

11. Teisenda vabalt vdetud kuusnurk temaga pind-
vordseks kolmnurgaks. y

§ 3. Kolmnurga teisendamine ristkiilikuks.

Olgu antud teisendada ristkiilikuks A ABC (joonis 7).
Ulesande lahendamiseks joonestame sirge libi antud kolm-
nurga kahe kiilje keskpunktide, nditeks ldbi punktide D
ja E, ning ehitame sellele sirgele aluse otspunktidest rist-

11



sirged AF ja BG. Nii tekkiv nelinurk ABGF on antud
kolmnurgaga pindvdrdne ristkiilik.

c Pdhjendus. Sirge DE
kui kolmnurga kahe kiilje kesk-
:‘ \ punkte ldbiv sirge on paralleel-
- D A E ne kolmgnda .kul.]ega AB. 3 Et
H J~ paralleelidel ristsirged on iihi-
sed, siis nelinurk ABGF on rist-
kiilik. See ristkiilik koosneb
4 B kolmest osast, nimelt kolmnur-
Tathic.. kadest AFD ja BGE ning tra-
petsist ABED.
Joonestades A-s DEC kdrguse CH, tiikeldub ka antud
kolmnurk ABC kolmeks osaks, mis on vdrdsed ristkiiliku
ABGF vastavate osadega; téepoolest:

ADHC— ADFA

sest A A A A

DE ==l Ak CDH — ADF ja el =—=300)%
samuti AEHC — AEGB,
sest A A Al

EC . 4==FEB; CEH — BEG ja G =H = 90°;
16puks

ABED — ABED
kui nende iihine osa.

Sellest jdreldub, et ristkiilik ABGF on pindvérdne
antud kolmnurgaga ABC.

Médrkus. Kui AABC on niirinurkne, siis tuleb ti-

hega C tihistada niirinurga tipp, et antud pdhjendus jiiks
muutumatuks.

Ulesanded.

12. Teisenda tdisnurkne kolmnurk temaga pindvdrd-
seks ristkiilikuks, mille iiheks kiiljeks on kolmnurga iiks
kaatet. Kui pikk on ristkiiliku teine kiilg?

12



13. Teisenda niirinurkne kolmnurk temaga pindvdrd-
seks ristkiilikuks, mille iiheks kiiljeks on kolmnurga niiri-
nurga iiks ldhiskiilg. Néita noolte abil, kuidas kolmnurga
osi iimber paigutada nii, et neist saaks ristkiilik.

14. Kui suur on joonisel 7 ristkiiliku korgus vorrel-
des kolmnurga korgusega?

§ 4. Ristkiiliku teisendamine ruuduks.

Olgu antud teisendada ruuduks ristkiilik ABCD (joo-
nis 8). Pikendame selle lithemat kiilge DC punktini E

nii, et DE — DA,

ja ehitame tdisnurkse kolmnurga DFE, millele DE on hiipo-
tenuusiks ja mille tdisnurga tipp asetseb ristkiiliku kiilje
BC pikendusel. Selle kolm-
nurga joonestamiseks kasu-
tame Thales’e teoreemi, joo-
nestades diameetrile DE toe-
tuva piirdenurga DFE. Téis-
nurkse kolmnurga DFE kaa-
tetile DF ehitatud ruut ongi
antud ristkiilikuga pindvordne.

Pohjendus. Joones-
tame ldbi punkti A sirgldigu
AK nii, et

//K
AK | DF, o
ja libi punkti H sirgloigu HL : 5 :
nii, et
HL ” DE. Joonis 8.

Et roopkiilikutel ABCD ja AKFD on iihine alus AD ja
ithine kérgus DC, siis
SaBecp = SarrFD-

13



Samuti on rdéopkiilikutel DFGH ja DELH iihine alus
DH ja ithine kdrgus DF, mistottu

Sprea= SprrLH.

Poorates roopkiilikut AKFD 90° vérra iimber punkti D,
iihtivad ro6pkiilikud AKFD ja DELH, sest kKonstruktsiooni
jérgi :

DA -— DE- " ja i 'DE — DH

ning : A A
ADE = EDH

kui vastavalt ristuvate haaradega niirinurgad. Seega ré6p-
kiilikud AKFD ja DELH on vordsed, mistdttu

Sakrp= SprLH.
Et seega eespool-leitud vérduste paremad pooled on
vordsed, siis on vdrdsed ka nende vasakud pooled:

SaBep = Sprem,
meaat it :
Eespool-kirjeldatud hulknurga teisendamist kolmnur-
gaks, selle teisendamist ristkiilikuks ja ristkiiliku teisenda-
mist ruuduks on v&imalik teostada sirkli ja joonlaua abil.
Kokkuvattes voime seepdrast oelda, et ;

hulknurga teisendamine temaga pindvordseks ruuduks on teosta-
tav sirkli ja joonlaua abil.

Ulesanded.

15. Teisenda kolmnurk kiilgedega 5 cm, 5,5 cm ja
4 cm temaga pindvordseks ruuduks.

16. Teisenda roopkiilik, millel ¢ — 2,5cm, b —=4,5cm
Jaie '—45% temaga pindvordseks ruuduks.

17. Teisenda kaks vabalt véetud nelinurka nendega
pindvdrdseteks ruutudeks ja otsusta nende ruutude jargi,
kumb nelinurk on suurema pindalaga. -

14



§ 5. Pindalaiihikud.

Hulknurga teisendamine temaga pindvdrdseks ruuduks
annab vdimaluse hulknurkade pindalade vd&rdlemiseks.
Sagedamini toimetatakse seda vordlemist nende pindalade
mootmise teel.

Modta hulknurga pindala tdhendab leida, mitu korda pindala-
iihikuks vdetud pindala mahub mdddetavale pindalale v6i missuguse
osa pindalaiihikust ta moodustab. y

Maatiiki pindala moodtmise iilesanne on vanim geo-
meetria iilesanne; selle iilesande jdrgi on geomeetria saa-
nud oma nime, sest sdona ,geomeetria®“ tahendab maa-
modtmist. ‘

Pindalaiihikuina kasutatakse praegusel ajal niisuguste
ruutude pindalasid, mille kiilgede pikkusteks on pikkus-
ithikud. Vastavalt kiilje pikkusele neid tihikuid nimeta-
takse ruutkilomeetriks, hektaariks, aariks, ruutmeetriks,
ruutdetsimeetriks, ruutsentimeetriks ja ruutmillimeetriks
ning tdhistatakse vastavalt siimbolitega

km® - hajlia,afe  dm¥ cm?; m®.

Hektaar nditeks on ruudu pindala, mille kiilg on 1 hekto-
meeter, s. o. 100 meetrit, aar on
ruudu pindala, mille kiilg on 1 deka-
meeter, s. o. 10 meetrit.

Kui tiks pikkusiihik on teisest n
korda suurem, siis vastav pindala-
ithik on teisest pindalaiihikust n®
korda suurem, nagu voib veenduda i
joonise 9 abil. Seetdttu pindala-

ithikud on {iiksteisest jargmiselt ole- Joonis: 9,
nevad: '

1 km* = 100 ha = 10000 a = 1000000 m?;

PHhg =24 19040 =510 BODMR":

Pa= 100 m?;

15



1 m* = 100 dm? = 10000 cm? 1000 000 mm?;
dm = 100 cm? 10 000 mm?;
leemyi— 100 mm?.

Pindala m&&tmise tulemusena saadakse pindala m& &t -
arv. Pindala médtarvu leidmine ehk pindala md&tmine
voib olla kas otsene vdi kaudne.

Pindala otsesel mddtmisel loendatakse, mitu korda pindalaiihik
mahub mdddetavale pindalale.

Olgu niiteks vaja mds-
D, C ta ristkiiliku pindala, mille
pikkus on 5 cm ja laius
3 em. Kui selle ristkiiliku
A katame  iihesentimeetriste
vahedega paralleelsirgete
vorguga, siis ristkiiliku pind-
ala tiikeldub ruutsentimeet-
riteks (joonis 10). Viimaste
Joonis 10. loendamisel saame pindala

modtarvu.

A FREY B

Pindala kaudsel mddtmisel arvutatakse kujundi pindala selle ku-
jundi elementide pdhjal.

Ulesanded.

18. Avalda m*tes 0,4 km?* 0,705 km? 31,8 ha,
0,069 ha, 43,5 a, 1,2 a, 0,08 a.

19. Avalda cm’-tes 0,75 m’, 8 dm®, 0,4 dm?, 25 mm?,
413 mm? 3900 mm?Z.

20. Missuguse osa mZ-st moodustab 1 dm? 1 cm?
1 mm??

b

21. Avalda 2% ruutjalga ruuttollides, kui 1 jalg =
= 12 tolli.

16



22. Avalda ruutjalgades 432 ruuttolli, 48 ruuttolli,
120 ruuttolli.

23. Missuguse osa ruutsiillast moodustab ruutjalg,
kui 1 siild = 7 jalga?

§ 6. Ristkiiliku pindala.
Ristkiiliku pindala vordub kahe ldhiskiilje korrutisega.

Toestus. Olgu ristkiiliku ABCD kahe ldhiskiilje AB
ja AD pikkused vastavalt a sentimeetrit ja b sentimeetrit
(joonised 10 ja 11). Nii arv

D €.
a kui ka arv b vdib olla kas H :
tdisarv voi kiimnendmurd : :
voi harilik murd. Vaatleme b
pindala middramist igal ni- £
metatud juhul eraldi. H i
Kui @ ja b on mdlemad A? 2 HEEE i"‘if“;ﬁB

tdisarvud, siis - ristkiilikut
ABCD saab katta ruutsenti-
meetrise vorguga, nagu tehtud joonisel 10. Seejuures piki
kiilge AB asetseb reas ¢ cm®. Et niisuguseid ridu tldse
on b, siis ristkiilik ABCD on kaetud b-a ehk a-b ruutsenti-
meetriga. Seega ruutsentimeetrites avaldub ristkiiliku
ABCD pindala S jargmiselt:

== b,

Kui arvudest ¢ ja b kas iiks voi molemad on kiimnend-
murrud, néiteks

g = &3.cm ja U ==2]7 ¢cm,

Joonis 11.

siis leiame niisuguse pfkkusiihiku, milles a ja b viljendu-
vad tdisarvudes (joonis 11); kdesoleval juhul vGib votta
selleks iihikuks millimeetri:

a = 43 mm ja b = 27 mm.

2 Etverk, Geomeetria 1l. 17



Kuna kiilgede modtarvud niitid on tdisarvud, siis ees-
pool-leitud arvutamiseeskirja alusel ristkiiliku pindala on

43 -27 mm?
ehk, vottes arvesse, et 1 mm? — 0,01 cm?,
0,01 -43-27 cm?®.
Selle avaldise teisendame ja kirjutame kujul
0,1-43-0,1-27 cm?
4.3:2.9 cm?,
Sellest nihtub, et ka sel juhul pindala md&tarv ruutsenti-
meetrites vordub kiilgede m&dtarvude korrutisega, s. t.
: S = ab.
Kui arvudest ¢ ja b kas iiks v5i mdlemad on harilikud
murrud, niiteks
ai=:4% cm ja Di=—=;24%:cm;

ehk

siis valime uueks pikkusiihikuks niisuguse 16igu, mis tiis-
arv kordi mahub nii kiiljesse @ kui ka kiiljesse b, niiteks
16igu L cm. Siis
@ = 12 - 4% uut pikkusiihikut
b = 12-2% uut pikkusiihikut,
seega ristkiiliku pindala on -
12-4%-12-2% vastavat pindalaiihikut.

ja

Et uus pikkusﬁhik on & .cm, siis vastav pindalaiihik
on (1)* cm® Seetdttu ristkiiliku pindala ruutsentimeet-

s i (4)°12-4%-12-23

chk 1-12-4%- 1 -12.23

ehk .
4%-2%,

Seega ruutsentimeetrites avaldatuna ka sel juhul
S ==\abi
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Piiiides tdestatud teoreemi tépselt sdnastada, peaksime
iitlema jargmiselt: ristkiiliku pindala mdétarv vordub tema
kahe lihiskiilje pikkuste mddtarvude korrutisega, kui need
kiiljed on md&ddetud iihtedes ja samades pikkusiihikutes
ning pindala on mdddetud vastavais pindalaiihikuis. Et
see sonastus on liiga pikk, siis kasutame eespool-antud
liilhemat sdnastust ja mdistame seda nii, nagu deldud siin-
kohal. Niisamuti tuleb mdista ka valemit S = ab. Sama-
sugust lilhemat viljendust tarvitame ka jirgnevate pind-
alateoreemide puhul.

Jireldus. Et ruut on ristkiilik, mille ldhiskiiljed
on vordsed, siis ruudu pindala

8 =g

el

ehk

Seega

ruudu pindala vordub Kkiilje teise astmega.

Ulesanded.

24, Arvuta ristkiiliku pindala, kui tema mootmed on
4,5 cm ja 6,8 cm, 12 cm ja 8,4 cm, 59 mm ja 12 mm, 0,8 m
ja 18 cm.

25. Ristkiiliku pikkus on 4,2 cm ja pindala on 14,7 cm®.
Kui lai on ristkiilik?

26. Ristkiiliku iimberm66t on 28 cm ja alus on kor-
gusest 3 cm vorra pikem. Arvuta ristkiiliku pindala.

27. Arvuta ruudu pindala, kui ruudu kiilg on 8 cm,
15 ¢cm, 6,9 cm, 0,4 m, 24,6 m.

28. Mitu hektaari on ristkiilikukujulise pollu pindala,
mille pikkus on 240 m ja laius 75 m?

29. Mitu aari on ruudukujulise aia pindala, kui aia
iga kiilg on 36 m?
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30. Mitu korda suureneb ruudu pindala, kui ruudu
kiilgi suurendada 4,5 korda? ;

31. Mille vorra suureneb ruudu pindala, kui ruudu
kiilgi suurendada 5 cm-st 7,5 cm-ni?

§ 7. Roopkiiliku pindala.
Ro6pkiiliku pindala vordub aluse ja korguse korrutisega.

Toestus. Joonestame ristkiiliku ABEF, millel on
roopkiilikuga ABCD iihine alus AB ja tthine kdrgus fie (joo-
nis 12). Siis

SaBep = Suammr,

sest vOrdsete aluste ja vdrdsete korgustega roopkiilikud
on pindvdrdsed. Et

SaBegr = a-hg,

siis ka
SaBep = a-h,,
m: oottty

Vottes r66pkiiliku aluseks
Yohk 4o kiilie BC = b ja tidhistades
sellele ehitatud kdrgust siim-

boliga 7y, vdime rodpkiiliku pindala avaldada ka ku-
jul b'hb .

Ulesanded.
32. ROopkiiliku  lithem diagonaal, mille pikkus on
3,6 cm, on risti iihe kiiljega ja v&rdub sellega. Arvuta

roopkiiliku pindala.

33. Ro6pkiiliku alus on 25 m ja pindala on 3,5 aari.
Leia ro6pkiiliku korgus.
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34. Roopkiilikul ¢ = 15 cm, b =12 cm ja h, = 6 cm.
Arvuta hy . ;

35. Rogpkiilikul ¢ = 6,5 cm, hy = 7,2 cm ja hy =
— 5,4 cm. Kui pikk on kiilg b?

§ 8. Kolmnurga pindala.
Kolmnurga pindala vdrdub aluse ja kdrguse poole korrutisega.

Toestus. Joonestame libi /A ABC tipu A sirge AD
nii, et
AD ” BC,
ja ldbi tipu C sirge CD nii, et
CD [E AB.

Siis tekib roopkiilik ABCD, miilel on kolmnurgaga iihine
alus a ja iihine korgus h, (joonis 13). R&pkiiliku pind-
ala vordub aluse ja korguse A :
korrutisega. Et A ABC on
pool rdopkiilikust ABCD,
siis kolmnurga_pindala vor-
dub aluse ja korguse poole
korrutisega; seega B ~

S. = 8ahq4: Joonis 13.

Vottes kolmnurga aluseks mdne teise kiilje, vGib kir-
jutada, et

1
|
?
Iha
|
|

IR

= %bhb == %Chc.

Jiareldus 1. Kui tdisnurkse kolmnurga aluseks
votta iiks kaatet, siis teine kaatet on korguseks; seepérast

tidisnurkse kolmnurga pindala vdrdub kaatetite poole korrutisega.

" Jireldus 2. Et rombi diagonaalid on risti ja poo-
litavad teineteist, siis tiikkeldavad nad rombi neljaks vord-
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seks tdisnurkseks kolmnurgaks. Olgu diagonaalid e ja 1.
Siis ithe kolmnurga pindala on '

5 ST R T g

R AT e
ja rombi pindala on

iRt T

4 3 el — ’

Seega

rombi pindala on pool diagonaalide korrutisest.

Ulesanded.

36. Uhise alusega ristkiilik ja kolmnurk on pindvord-
sed. Mis vdib 6elda nende korgustest?

37. Kolmnurgal ¢ — 3,12 m, b — 5,2 mja'h, — 4m.
Kui pikk on hy ?

38. Taisnurkne kolmnurk ja ruut on pindvordsed;

ruudu kiilg on vdrdne iihe kaatetiga. Kui pikk on teine
kaatet?

39. Tiisnurkse kolmnurga kaatetid on RSy ja
15,6 m. Arvuta kolmnurga pindala.

40. Tiisnurkse Kolmnurga iiks kaatet on 18 cm ja
pindala 2,43 dm*®. Kui pikk on teine kaatet?

41. Kui kérge on kolmnurk, mille alus on 0,82 m ja
pindala on 0,492 m??

42. Kui suur on rombi pindala, mille diagonaalid on
5,7 cm ja 8,4 cm?

§ 9. Trapetsi pindala.
Trapetsi pindala vordub aluste poolsumma ja kdrguse korratisega.

Tdestus. Tiikeldame trapetsi ABCD, mille alused

on @ ja ¢ ning k&rgus h, diagonaaliga kolmnurkadeks ABD
ja DBC. Siis j

SaBop = Susp + Spse.
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Vattes neis kolmnurkades alusteks kiiljed a ja ¢, saame
SaBop = 3ah + %ch
ehk, vottes sulgude ette iithised tegurid 3 ja h,
Sascp = Eh(a+¢)

ehk, korrutades tegurid % ja
a4+ e;
a-tc, h,

SaBop = "

191 P8 0 Sl o & Joonis 14.

4 .
Et trapetsi aluste poolsumma a—; vordub keskldi-

guga [, siis pindala
g
Seega ‘
trapetsi pindala vdrdub keskldigu ja kdrguse korrutisega.

Ulesanded.

43. Arvuta trapetsi pindala, kui trapetsi alused on
5,8 cm ja 4,6 cm ning kdrgus on 3,7 cm.

44. Arvuta trapetsi pindala, kui sellel ¢ = 152 m,
¢=—8%m ja h=4% m.

45. Trapetsi pindala s = 12'/',1 m?, alus ¢ = 18 m ja
alus ¢ = 13 m. Kui kdrge on trapets?

46. Trapetsi pindala S = 394 m’, alus @ = 25 m ja
korgus h = 14 m. Kui pikk on alus ¢?

47. Teisenda trapets temaga pindvordseks ristkiili-
kuks, millel on trapetsiga iihine kdrgus.

48. Missuguse kujundi pindala valemi saab trapetsi
pindala valemist, kui selles iihe aluse pikkuseks votta 0?7 |
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§ 10. Korrapirase hulknurga pindala.

Korrapidrase hulknurga pindala midramiseks tiikel-
dame hulknurga kolmnurkadeks, iihendades selle kesk-
punkti tippudega. Et korrapirase hulknurga keskpunkt
asetseb tippudest vdrdsetel kaugustel, siis kik tiikeldami-
sel tekkivad kolmnurgad on vérdsed ja voérdhaarsed. Neis
kolmnurkades aluseks on hulknurga kiilg ja k&rguseks
hulknurga apotee m, s. o. keskpunktist kiiljele ehitatud
ristldik. Seda teades saame t6estada, et

korrapirase hulknurga pindala vdrdub poole iimbermdddu ia apo-
teemi korrutisega.

Tdestus. Olgu antud korrapirase hulknurga kiil-
gede arv n, kiilg a ja apoteem 7 (joonis 15). Keskpunkti O
tthendamisel tippudega hulknurk tiikeldub n vordseks kolm-
nurgaks. Uhe niisuguse kolmnurga pindala '

(0] Sa = 3ah
ja n kolmnurga pindala
n-Sp = n-3ah
ehk
na_,
> h.
Seega  korrapirase n-nurga
pindala
Joonis 15. 3 S =1na. 4

n-SA =

Selles valemis na tdhendab hulknurga iimbermsatu ehk

A 1 oy n
perimeetrit ja ~2a poolt iimbermastu. Hulknurga poolt
imbermaaty tdhistatakse sagedasti tdhega p. Seda tihist
tarvitades Korrapirase hulknurga pindala

Sta=ipip:

Kui korrapirasest hulknurgast on antud peale kiilgede
arvu n veel kiilg v3i apoteem v3i iimberjoonestatud ringi
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raadius, siis on sellega midratud k&ik iilejddnud elemen-
did. Edaspidi ndeme, kuidas neid elemente arvutada. Esi-
algu leiame pindala arvutamiseks vajalikud elemendid
joonestamise teel. On kiillalt, kui selleks joonestada ainult
iiks kolmnurkadest, mis tekib hulknurga keskpunkti iihen-
damisel tippudega (joonis 15).

Ulesanded.

49. Leia korrapirase kuusnurga pindala, kui selle
kuusnurga kiilg on 4,5 cm.

50. Korrapirase kaheksanurga iimber joonestatud
ringjoone raadius on 5 cm. Arvuta pindala.

S Korrapéirasé viisnurga iimber joonestatud ring-
joone raadius on 6 cm. Arvuta pindala.

52. Avalda korrapirase kolmnurga pindala kahel vii-
sil ja jarelda saadud avaldistest, et korrapdrase kolmnurga
apoteem on 3 selle kolmnurga korgusest.

§ 11. Korrapiratu hulknurga pindala.

Korrapiratu hulknurga pindala middramiseks hulknurk
tiikkeldatakse kujundeiks, mille pindala saab arvutada;
nende arvutamisel ja saaduste
liitmisel leitakse antud hulk-
nurga pindala. Sagedamini
tarvitatakse iiht kahest jdrg-
misest tiikeldamisviisist.

1. Hulknurga iihest ti-
pust ehitatakse koik diago-
naalid ja mdddetakse igas nii-
viisi saadud kolmnurgas iiks
kiilg ja sellele vastav kor-
gus. Nagu nidha jooniselt 16, kulub kuusnurga pindala
miidramiseks sel viisil 7 mdotmist.

Joonis 16.
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2. Hulknurga iihele diagonaalile ehitatakse ristldigud
hulknurga tippudest. Niiviisi hulknurk tiikeldub tdisnurk-

Joonis 17.

seteks kolmnurkadeks ja
tdisnurkseteks trapetsiteks.
Pindala arvutamiseks m&d-

detakse ristldigud FEy;
BB,,... ja l15igud AF,,
F,By, ..., milleks ristl5i-

gud tiikeldavad diagonaali
(joonis 17). Nende mddt-
miste andmeil arvutatakse
tiikeldamisel saadud kolm-
nurkade ja trapetsite pind-

alad ja liidetakse need. Nagu joonisest niha, kulub kuus-
nurga pindala miiramiseks sel viisil 9 modtmist.

Ndide. Olgu joonisel 17 kujutatud maatiiki modt-
misel saadud, et meetrites
AF, = 26, ECi == 07" 2 pE o e
T e C =4 BB =45
B e 7 ! PN Cloas. == 18
Maatiiki pindala arvutamist toimetame jirgmise skeemi
jargi.
Ku;':ndi SIS: T;l:::;e Korgus Pindala
1526 Jiaid 31 Rtk e
o138 e herdgred ;i il
WS 30 chods i a5, PLEAS o 0a0
IR e PR N e )
A oS e BT o RS
VI 22} e 18 _135_‘}5,, — 108
' Kokku4119m*=~412a,
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Ulesanded.

53. Joonesta vabalt mingi viisnurk, tiikkelda see joo-
nisel 17 nididatud viisil ja arvuta pindala.

54, Vordhaarse tidisnurkse kolmnurga pindala on
338 dm®. Kui pikad on kaatetid?

55. Ruut on pindvdrdne ristkiilikuga, mille mdotmed
on 3,6 cm ja 0,9 cm. Kui pikk on ruudu kiilg?

56. Ruut on pindvdrdne ristkiilikuga, mille mdotmed
on @ ja b. Kui pikk on ruudu kiilg?

57. Ruudu pindala on 11,56 dm®. Arvuta ruudu
iimbermadot.

58. Ruudu pindala on S cm®. Kui pikk on iimbermdt?
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Poatiikk. 11

Seosed tiisnurkse kolmnurga joonelementide vahel.

§ 12. Téisnurkse kolmnurga joonelemendid.

Téisnurkse kolmnurga kahe kiiljega on see kolmnurk
ja seega ka tema kolmas kiilg médidratud. Selle kiilje leid-
miseks joonestame kolmnurga antud kahe kiilje . jiargi ja
mdddame joonisest kolmanda kiilje. Kuid seda kiilge saab
ka arvutada, nagu nditavad jirgnevad teoreemid. Neis
teoreemides esineb peale kiilgede veel teisi tiisnurkse
kolmnurga joonelemente, nimelt kaatetite
projektsioonid hiipotenuusile ja hiipotenuusile
vastav kdrgus.

Olgu A ABC tdisnurkne ja
AB selle hiipotenuus (joonis
18). Ehitame tdisnurga ti-
pust C hiipotenuusile rist-
16igu CD. Lsik CD ongi selle
kolmnurga k&rgus ja nimelt

Joonis 18. hiipotenuusile vastav kdrgus.

. Punktist C hiipotenuusile joo-

nestatud ristldigu ja hiipotenuusi {ihist punkti D nimeta-
takse punkti C projektsiooniks hiipotenuusile.
Selle punkti projektsioon jaotab hiipotenuusi kaheks 15i-
guks, mida nimetatakse kaatetite projektsioo-
nideks hiipotenuusile; neist I6ik AD on kaateti AC
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projektsioon ja I6ik BD kaateti BC projektsioon. Kaate-
tite projektsioone tdhistame tdhtedega f ja g; on selge, et

I+g =c.

Projektsiooni mdistet ei tarvitata mitte ainult iihen-
duses tdisnurkse kolmnurgaga. Uldiselt

punkti projektsiooniks sirgele nimetatakse punktist sirgele joones-
tatud ristldigu ja sirge iihist punkti.

Seega punkt A, joonisel 19 on
punkti A projektsioon sirgele s, kui

AA; 1 s.

Sirgldigu projektsiooniks sirgele nimeta-
takse sirgldigu otspunktide projektsioonide
vahelist 16iku.

s

o
Seega A,B, joonisel 19 on 1digu )
AB projektsioon sirgele s, kui

AA; L.s 18 . .Bbgdks

Joonis 19.

§ 13. Eukleidese teoreem.

Ristkiiliku teisendamisel temaga pindvordseks ruuduks
ehitasime niisuguse tdisnurkse kolmnurga, mille hiipote-
nuusiks oli ristkiiliku iiks kiilg ja kaateti projektsiooniks
teine kiilg (joonis 8). Sel puhul tdestasime ka, et kaate-
tile ehitatud ruudu pindala vérdub antud ristkiiliku pind-
alaga. Selle tulemuse sdonastame niiiid jirgmise teoreemina:

tiisnurkse kolmnurga kaatetile ehitatud ruut on pindvdrdne rist-
kiilikuga, mille iiks kiilg vordub hiipotenuusiga ja teine kiilg selle
kaateti projektsiooniga hiipotenuusile.

Seda teoreemi nimetatakse kreeka matemaatiku Euklei-
des¢ nime jdrgi Eukleidese teoreemiks. Vil-
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jendades selle teoreemi siimbolites, saame jirgmised vale-
mid (joonis 20):

(g =i/, ja ol == gc.

Nii iihes kui teises valemis esineb tdisnurkse kolmnurga
kolm elementi; kui neist kaks elementi on antud, siis kol-
manda elemendi saab arvutada iilaltoodud valemite jargi.

Niide. Olgu antud, et
f=4cm ja ¢=—9¢cm.

Et Eukleidese teoreemi jargi

or==} 0
siis
¢ = \/f-c ;
seega antud juhul
B =00
ehk
@ == \/38
Joonis 20. ehk
Q' ==56.
Ulesanded.
59. Tiisnurkse kolmnurga kaatet p — 16 m ja hiipo-

tendus ¢ = 24 m. Leia kaatetite projektsioonid.

60. Tiisnurkse kolmnurga kaatet ¢ — § cm ja hiipo-
tenuus ¢ = 12 cm. Kui pikad on kaatetite projektsioonid?

61. Tiisnurkse kolmnurga hiipotenuus ¢ — 9,45-m ja
kaateti @ projektsioon f — 42 m. Kui pikk on kaatet ¢?

62. Tiisnurkse kolmnurga kaateti ¢ projektsioon on
32 cm ja kaateti b projektsioon on 40 ¢m. Kui pikad on
kaatetid?
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§ 14. Pythagorase teoreem.

Eukleidese teoreemi abil saab kergesti tdestada, et

tidisnurkse kolmnurga hiipotenuusile ehitatud ruudu pindala vérdub
kaatetitele ehitatud ruutude pindalade summaga.

Toestus. Eukleidese teoreemi jérgi

ii==at

ja
g 2= D%
Nende vorduste vastavate poolte liitmisel saame

fc+ gc= a®+b
ehk
c(f +8) = a* + b

et f + g = ¢, siis saadud vorduse vasakut poolt on véima-
lik teisendada, millega saame

et o
. 0. 18

Seda teoreemi nimetatakse kreeka matemaatiku Pytha-
gorase nime jdrgi Pythagorase teoreemiks.

Moénede teadete jargi olevat Pythagoras selle teoreemi
téestanud. Pythagorase toestus on aegade viltel kaotsi
ldinud, kuid on sidilinud mitmed teised vanad tdestused.
Uldse on sellele teoreemile leitud tdestusi enam kui iihe-
legi teisele; nende iildarv kiiiinib 100-ni! Tutvume neist
kahega, mis ei toetu Eukleidese teoreemile.

Hindude poolt on leiutatud Pythagorase teoreemile
jargmine teisendustdestus. Joonestame tdisnurkse kolm-
nurga ABC ja ehitame selle hiipotenuusile ruudu ABDE,
nii nagu ndidatud joonisel 21. Kui ehitame veel 15igu
DF nii, et DF 1 CB, siis tiikeldub hiipotenuusile ehitatud
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ruut kolmeks osaks: kaheks
ja BDF ning viisnurgaks

G

Joonis 21.

vordseks kolmnurgaks ABC
ACFDE. Poédrame /\ ABC
punkti A {imber asendisse
AEH ja A BDF punkti D
iimber asendisse EDG. Nii
saame hiipotenuusile ehitatud
ruudust kuusnurga ACFDGH.
Kui pikendada kiilge BC
kuni punktini /, siis kuusnurk
ACFDGH tiikeldub kaheks
ruuduks, milledest ACIH on
kaatetile AC ehitatud ruut ja
FDGI on kaatetile CB ehk
FD ehitatud ruut.
Algebraliselt on vdimalik
tdestada Pythagorase teoree-

mi jiargmiselt. Ehitame hiipotenuusile ruudu ja joones-
tame ldbi selle tippude paralleelid kaatetitele (joonis 22).
Need paralleelid tiikeldavad hii-

potenuusile ehitatud ruudu neljaks

kolmnurgaks kaatetitega «

ning iiheks ruuduks kiiljega a —0b.
Nende pindalade summa v&rdub
ruudu

hiipotenuusile  ehitatud

pindalaga; seega
¢ =494 @ —py
ehk

Cl==20ab - gt Tah- L pa

ehk
G E

ja b

Joonis 22.

Miédrkus. Viljendi »hiipotenuusile ehitatud ruut* ja

teiste samalaadiliste asemel
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mottes ka viljendit ,hiipotenuusi ruut” ja teisi sama-
laadilisi. :

Ulesanne.

63. Toesta ruutude tiikeldamise teel Pythagorase teo-
reem vordhaarse tidisnurkse kolmnurga erijuhul.

§ 15. Pythagorase teoreemi pddrdteoreem.

Kui kolmnurgé iihe kiilje ruut on vdrdne teiste kiilgede ruutude
summaga, siis kolmnurk on tdisnurkne.

Eeldus: ‘¢ = a*+b® (joonis 23).
Viide: kilje ¢ vastasnurk on tdisnurk.

Tdestus. FEhitame tdaisnurkse kolmnurga kaa-
tetitega @ ja b. Olgu selle hiipotenuus x; Pythagorase teo-
reemi jargi siis = a4
Kuid antud kolmnurga kohta teame eeldusest, et

s gy o

Seega b »
b S

millest jdreldub, et

€
X = c¢. Joonis 23.

Kuid siis on ehitatud tdisnurkse kolmnurga kolm kiilge
vordsed antud kolmnurga vastavate elementidega, millest
jireldub, et ka antud kolmnurk on tdisnurkne.

Nidited. 1. Olgu kolmnurga kiilgede mddotarvud. 3,
4 ja 5 tihikut. Et 32 442 = 25
ja ' 5 = 25,
siis 52 — 32 +42
ja seega kolmnurk kiilgedega 3, 4 ja 5 iihikut on tdisnurkne.

3 Etverk, Geomeetria Il. 33



2. Olgua =8, b =12 ja ¢ = 10 iihikut. Siis .

b= — a4
ja
a*+c® = 64+ 100
ehk
a®+ ¢ — 164
ja seega :
PES P 64

sellest jareldub, et kolmnurk ei ole tdisnurkne.

See tdsiasi, et kolmnurk kiilgedega 3, 4 ja 5 iihikut on
tdisnurkne, oli tuntud egiptuse matemaatikuile juba mitu
tuhat aastat e. Kr. Selle tde pohjal egiptuse maamodtjad
ja ehitusmeistrid ehitasid tdisnurka, kasutades 12 tihiku
pikkust né6ri, mis tdmmati pingule kolmnurgaks kiilgedega
3, 4 ja 5 iihikut. Ka vanadel hindudel oli ammu e. Kr.
teada, et kolmnurgad, mille kiilgede maotarvud tdidavad
tingimust ¢ = ¢* 4 b2, on tdisnurksed. 3

Ulesanded.

64. Kas kolmnurk kiilgedega 3.6 m, 85 m ja 7,7 m
on tdisnurkne v&i mitte?

65. Tiisnurkse kolmnurga kaatetid on 28 cm ja 45 cm.
Kui pikk on hiipotenuus?

66. Ringjoonel vdetud punkt on iihendatud iihe dia-
meetri otspunktidega. Niiita, et nii saadud kd6lude ruutude
summa on vordne diameetri ruuduga.

67. Uhe diameetri otspunktid on iihendatud: a) ring-
joone sees oleva punktiga, b) viljaspool ringjoont oleva
punktiga. TG&esta, et diameetri ruut on suurem juhul a
saadud 1dikude ruutude summast ja viiksem juhul b saa-
dud 15ikude ruutude summast.
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§ 16. Pythagorase teoreemi rakendusi.

Pythagorase teoreem niitab sidet tdisnurkse kolmnurga
kolme kiilje vahel. Seepirast saab seda teoreemi kasutada
tiisnurkse kolmnurga kolmanda kiilje arvutamiseks, kui
kaks kiilge on antud. Olgu antud niditeks kaatetid a ja b.

Et c2 — a2+b2,.
siis

c = Va*+b.
Seega

hiipotenuus vdrdub ruutjuurega kaatetite ruutude summast.

Kui on antud hiipotenuus ja iiks kaatet, nditeks kaa-
tet b, siis teise kaateti leiame jargmiselt:

et

62 p— a2 + bz,
siis

c—b — a?
ehk DR
ja

¢ = VE—p.

Seega

kaatet vdrdub ruutjuurega hiipotenuusi ja teise kaateti ruutude
vahest.

Niide. Kui ¢ = 17 cm ja a = 8 cm, siis samades

ithikutes

b= VIT?—8
ehk

b = /289 —64
ehk

b = V225,

seega i
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Pythagorase teoreemi pohjal on vaimalik joonestada
ruutu, mille pindala v&rdub kahe antud ruudu pindalade
summaga voi pindalade vahega. Esimese iilesande lahen-
damiseks joonestame tdisnurkse kolmnurga, mille kaateti-
teks on antud ‘ruutude kiiljed; siis hiipotenuusi ruut on
pindvdrdne antud ruutude summaga. Teise iilesande la-
hendamiseks ehitame tidisnurkse kolmnurga, mille hiipote-
nuusiks on suurema ruudu kiilg ja iiheks kaatetiks viik-
sema ruudu kiilg. Ruutude liitmise ja lahutamise teel on
vdimalik ehitada ruutu, mille pindala m&dtarv on mistahes
tdisarv, niiteks 3. Selleks ehitame tdisnurkse kolmnurga,
mille iiks kaatet on 1 ¢m ja hiipotenuus on 2 cm; siis hiipo-
tenuusi ruudu pindala on 4 cm®, ithe kaateti ruudu pindala
1 cm® ja teise kaateti ruudu pindala on 3 cm? (joonis 24).
Sama iilesannet voib veel teisiti lahendada, liites ruuduga,
mille pindala on 2 cm®, ruudu pindalaga 1 cm® (joonis 25).
Niiviisi t66d jitkates vGib saada ruudu, mille pindala maot-
arv on mistahes tiisary.

1cm, '
: 2, X % o f
m
1em ’

1em

Joonis 24, Joonis 25,

Olgu ruudu pindala modtarv mingi tdisary a; siis ruudu
kiilg

X = Va.
Algebrast teame, et kui arv a ei ole mdne tiisarvu ruut,

nagu 4, 9, 16, siis \/a ehk x on irratsionaalary. Pythago-
rase teoreemi alusel on vOimalik iga irratsionaalarvu Va
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kujutada 6iguna. _ Selleks eh}itame eespool-kirjeldatud
viisil ruudu, mille pindala on «; selle ruudu Kiilg ongi \/a.
Kergem kui Pythagorase teoreemi alusel on ruut-

irratsionaalarvu vdimalik kujutada 16iguna Eukleidese teo-
reemi alusel. Olgu vaja kujutada 1diguna arv

x = Va;
siis
X =g
ehk
Xt = s

millest ndhtub, et x on tiis-
nurkse  kolmnurga  kaatet,
mille projektsioon hiipotenuu- Joonis :26.

sile on 1 ja hiipotenuus on a.

Ehitades tdisnurkse kolmnurga, mille hiipotenuus on @
iihikut ja iihe kaateti projektsioon on 1 iihik, saamegi 15i-

guna arvu \/ﬁ (joonis 26).

Ulesanded.

68. Kui pikk on tdisnurkse -kolmnurga hiipotenuus,
kui kaatet ¢ = 2,8 cm ja kaatet b — 4,5 cm?

69. Tiisnurksel kolmnurgal ¢ = 0,39 m ja ¢ — 0,89 m.
Kui pikk on b?

70. Tiisnurksel kolmnurgal ¢ = 13 cm ja ¢ = 5 cm.
Arvuta teised elemendid.

71. Uhel ruudul on kiilg 4,5 cm ja teisel 3 cm. Joo-
nesta ruut, mis on pindvordne antud ruutude summaga.

72. Joonesta ruut, mille pindala on kaks korda suurem
vabalt véetud ruudu pindalast.
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73. Joonesta ruut, mille pindala on pool vabalt véetud
ruudu pindalast.

74. Joonesta sirgldik pikkusega /8 cm.
75. Joonesta sirgldik pikkusega \/13 cm.

§ 17. Tiisnurkse kolmnurga kdrgus.

Eukleidese teoreemis ja ka Pythagorase teoreemis ei
esine tdisnurkse kolmnurga iiks joonelement, nimelt kor-
gus.  TGestame, et selle elemendi kohta on kehtiv jirg-
mine teoreem:

tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusile vastava kdrguse ruut on pind-
vOrdne ristkiilikuga, mille kiilgedeks on kaatetite projektsioonid hiipo-
tenuusile.

Eeldus: A ABC on tiisnurkne.
Viide: B* = j.g (joonis 27).
Toestus. Pythagorase teoreemi jargi kolmnurgas ADC
b = b —g°.
Eukleidese teoreemi jargi kolmnurgas ABC

@i gc:
Jarelikult
Bt gc——g2
stehk
P = glc—yg);
B et c—g —1, siis

Joonis 27. e g1,
i (< S8 Phie X

Viimase valemi lahendamisel tihe # suhtes saame
valemi

=8
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Et ruutjuurt kahe arvu korrutisest nimetatakse nende
arvude keskmiseks vordeliseks ehk geomeet-
riliseks keskmiseks, siis vdime sonastada tiis-
nurkse kolmnurga korguse kohta kehtiva teoreemi ka
jargmiselt:

tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusile vastav korgus on kaatetite
projektsioonide geomeetriline keskmine.

See teoreem vdimaldab

1. arvutada tiisnurkse kolmnurga korgust, Kui on
antud kaatetite projektsioonid;

2. arvutada tiisnurkse kolmnurga iihe kaateti projekt-
siooni, kun on antud kdrgus ja teise kaateti projektsioon;

S ]oonestada kahe antud 1digu a ja b geomeetrilist
keskmist \/ab,

4. kujutada 1diguna iga irratsionaalarvu \/71—.

Viimase kahe iilesande lahendamiseks joonestame téis-
nurkse kolmnurga, mille kaatetite projektsioonid on a jab
voi n ja 1 (joonis 28). Selle kolmnurga kdrgus on siis

\ab voi \/n

—_——— i N

// \\\ /// ~
// \\ - 4 A
// \\ // \\
/
/
/ l@ \\ /, V;i \\
II \ ! \
| \ / \
5 a b ol ! n L)
Joonis 28.

Ulesanded.

76. Arvuta tiisnurkse kolmnurga korgus, kui kaatetite
projektsioonid on 27 cm ja 48 cm.

77. Tiisnurkse kolmnurga korgus on 18 cm ja iihe
kaateti projektsioon on 13,5 cm. Kui pikk on hiipotenuus?
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78. Joonesta kahe vabalt voetud sirgldigu aritmeetiline
Keskmine ja geomeetriline keskmine. : ;

79. Ehita 16ik pikkusega \/_Ecrfx, kasutades tdisnurkse
kolmnurga k&rguse omadust. ¥

80. Kasutades geomeetrilise keskmise mdistet anna
Eukleidese teoreemile uus sGnastus.

§ 18. Kokkuvate.

Teoreem tidisnurkse kolmnurga k&rgusest iihes Pytha-
gorase ja Eukleidese teoreemiga véimaldavad arvutada
tdisnurkse kolmnurga kahe joonelemendi p&hjal k &k i
teisi joonelemente. Mingi elemendi arvutamiseks tuleb
kasutada valemit, mill(::s esinevaist kolmest elemendist

kaks on teada, ja arvutada siis kolmas element.
Ulesanne. Olgu antud, et ¢ = 8 ja h — 5. Arvuta
O, 6 e i :
Lahendus. Pythagorase teoreemi jdrgi (joonis 27)
s gt

seega antud juhul

| fahhs 8252
ehk .

I =30
ja

f = 1/39
ehk

I = 6,245,
Eukleidese teoreemi jargi

&=
millest

I o
s =
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Asendades selles a ja | neﬁde vaartustega, saame
g . 3
6,245

ehk, peale ndutud tehete teostamist,

hat = 10.25:

=

Et kaatetite projektSioonide summa vordub hiipotenuu-
siga, siis - , A
g = c—1,

seega’
g = 10,25 — 6,245

ehk
g =< 4,005.
Pythagorase teoreemi jirgi

U =ct—=a
seega antud juhul
b =~ 10,25 —8?

ehk

b .=~18,25x2,25
ehk

o 4|
ja

P irl

Kontrolliks vdime b* arvutada ka Eukleidese teoreemi
alusel:
b = gc,
seega
b* = 4,005-10,25

ehk
it 1
Vastus: d=64%; ¢~ 102; 1 = 62; g~ 4.
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Neidsamu arvutamisvdtteid saab kasutada riétkﬁliku,
vordhaarse. kolmnurga, korrap_éirase hulknurga ja teiste
kujundi_te elementide arvutamiseks, kui neid kujundeid
saab tiikeldada tdisnurkseteks kolmnurkadeks.

Ulesanne. Vérdhaarse
kolmnurga alus on 14 cm ja
haar on 10 cm. Arvutada

5 b kolmnurga pindala.
Lahendus. Pindala
7 arvutamiseks on vaja teada

peale aluse ka korgus. Et

Joonis 29. korgus tiikeldab vordhaarse

. kolmnurga kaheks tiisnurk-

seks kolmnurgaks, mille hiipotenuusiks on haar ja iiheks
kaatetiks on pool alust (joonis 29), siis

IR T G A ¢ B

seega
e U e ey L
ehk
G
ja
8= A50%
ehk
h = 714
Seega
S ~ 14-7,14
2
ehk
S r SO

Vastus: kolmnurga pindala on ligikaudu 50 cm’®,
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Ulesanded.

81. Tiisnurksel kolmnurgal @ = 15 cm J3. =12 cm.
Arvuta teised joonelemendid.

82. Tiisnurksel kolmnurgal ¢ = 25 cm ja f = 4 cm.
Arvuta teised joonelemendid.

83. Vordhaarse tiisnurkse kolmnurga pindala on
10,58 m®. Kui pikk on hiipotenuus?

84. Vordhaarse kolmnurga alus on 72 dm ja kdrgus
on 15 dm. Arvuta kolmnurga {imbermdat.

85. Vordhaarse trapetsi alused on 8 cm ja 2,6 cm ning
korgus on 4,8 cm. Kui pikk on trapetsi iimbermdaot?

86. Ringi raadius on 78 cm. Kui kaugel keskpunktist
asetseb 60 cm pikkune k&o61?

87. 7 cm pikkune kool asetseb ringjoone keskpunktist
8.4 ¢m kaugusel. Kui pikk on ringjoone raadius?

88. Ruudu diagonaali pikkus on 2,4 m. Arvuta ruudu
{imbermddt ja pindala.

89. Ruudu diagonaali pikkus on d cm. Kui pikk on”
ruudu kiilg?

90. Ristkiiliku iihe tipu projektsioon diagonaalile on
selle diagonaali otspunktidest 8 ja 15 cm kaugusel. Kui
pikad on ristkiiliku kiiljed? %

91. Ristkiiliku diagonaali pikkus on 0,89 m ja iihe
kiilje pikkus on 0,39 m. Arvuta ristkiiliku pindala.

92. Rombi pindala on 442 cm® ja iihe diagonaali pik-
kus on 26 cm. Kui pikk on rombi kiilg?

93. Vardhaarse kolmnurga pindala on 540 cm® ja kor-
gus on 36 cm. Kui pikk on iimberm&6t?
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94. Vordkiilgse kolmnurga kiilg-on 10 cm. Arvuta
selle kolmnurga pindala.

95. Vordkiilgse kolmnurga k&rgus on 15 cm.  Kui
pikk on selle kolmnurga kiilg? '

96. Korrapirase Kuusnurga kiilg on 5 cm. Arvuta
apoteem ja pindala. 5 A b

97. Korrapirase nelinurga iimber joonestatud ring-
joone raadius on 10 cm. Arvuta kiilg, apoteem ja pindala.

98. Korrapirase kolmnurga. iimber joonestatud ring-
joone raadius on 12 cm. Kui pikk on selle kolmnurga
apoteem ja kiilg? Nipuniide: pikenda apoteemi kuni
ringjooneni ja iihenda saadud punkt kiilje otspunktidega.
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Peatiikk IIL
Hulknurkade sarnasus.
§ 19. Vordelised sirgligud.
Olgu antud kahe sirgldigu pikkused, niiteks
4.=6"om ja D =2 eI
Arvu g ehk 3 nimetatakse 1dikude a ja b jagati-

seks ehk suhteks. Loikude @ ja b suhet tdhis-

tame siimboliga

¥ 9 ehk a:b.
b

Antud pikkuste puhul

Uldiselt

kahe 15igu suhe on arv, mis niitab, mitu korda iiks sirgldik on
teisest pikem vdi missuguse osa moodustab iiks sirgldik teisest.

Kahe 16igu suhe on kas ratsionaalarv, nagu 3, %, 1,8,
8

vOi irratsionaalarv, nagu V2, 2V3: \/4. Ilma tdestuseta
usume, et v
irratsionaalarvudega laiendatud arvuvallas leidub kahe mistahes
16igu suhet viljendav arv.
Olgu 16ikude @ ja b suhe k, teisiti
b ;

T:k'
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o

Siis

a4 ==+1kb

ja
j i h
L R

ehk
; Werser 54
PR

Seega

16ikude b ja a suhe on 1dikude a ja b suhte poordviirtus.

Vaatleme kaht sirgldikude rida

1 DO R R

'ja

By BalF 6. s it

kus esimese rea igale sirgldigule vastab teise rea iiks sirg-
16ik, ja timberpdérdult. Kui nende ridade vastavate 18i-
kude jagatised on vordsed, s. t. kui

al bl cl

oS S S | L =k,

B 51 b Oy
siis {itleme, et need sirgldigud on vdrdelised. Seega:

sirgldigud on vdrdelised, kui vastavate sirgldikude suhted on
vordsed.

Arv k, millega vorduvad kaik need jagatised, niitab,
mitu korda iihe sirgldikude rea 16igud on pikemad teise
sirgldikude rea vastavatest 16ikudest vai missuguse osa
neist nad moodustavad.

Kdige viiksem sirgldikude arv, mille kohta saab tarvi-
tada maistet ,,vordelised”, on 4: sirgldigud a, ja b, on vor-
delised sirgldikudega a, ja b,, kui

a, b,

TR
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Ulesanded.

99. Kiilgede pikkused on iihel kolmnurgal 12,4 cm,
8,6 cm ja 14,8 cm ning teisel kolmnurgal 31 cm, 37 cm ja
21,5 cm. Arvuta nende kolmnurkade vastavate kiilgede
suhted.

100. Laikude a ja b suhe on 1,5. Kui suur on Idikude
b ja a suhe?

101. Laikude s ja ¢ suhe on 0,25. Kui suur on Idikude
t ja s suhe?

102. Leia jirgmiste 16ikude suhe ja otsusta igal juhul,
kas see suhe on ratsionaalne vdi irratsionaalne: ruudu
diagonaal ja kiilg, vérdkiilgse kolmnurga kdrgus ja kiilg,
ruudu kiilg ja sissejoonestatud ringi raadius.

103.  Tidida liingad jirgnevates ridades nii, et tekiks
kaks rida vordelisi pikkusi: -

T R B ST Y e TS AR ¢ S M v ) |
6, v R 9, BP0 G 78 cm.

104. Antud on Idigud pikkusega 2 cm, 5 cm, 7,5 cm
ja 12,4 cm. Leia nendega vordeliste 16ikude pikkused, nii
et antud 18ikude suhted uutesse 1dikudesse oleksid 2,5.

§ 20. Vaordeliste kiilgedega tdisnurksed kolmnurgad.

Vordeliste sirgldikude joonestamist sirkli ja joonlaua
abil véimaldab jiargnev teoreem:
nurga haarade 15ikamisel sirgetega, mis on risti nurga iihe haa-
raga, tekivad vdrdeliste kiilgedega kolmnurgad.
Eeldus: B,C, 1L AC, ja B,C, 1L AC, (joonis 30).
AB, B,C, AC,

Viide: —AE—:_B;az_;IC—Z_
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Tdestus. Tihistame A AB,C, kiilgede pikkused
siimbolitega a,, b,, ¢, ja A AB,C, kiilgede pikkused siim-
~ bolitega a,, b,, ¢, (joonis 30).
Uhendame punkti B, punk-
tiga C, ja punkti C, punk-
tiga B,. Siis A B,C,C, on
pindvordne A-ga B,C,B,, sest
neil on iihine alus @, ja v&rd-
sed korgused, nimelt paral-

Ly —Lo=2_ leelide B,C, ja B,C, vaheline
= SE kaugus. Liites nende kolm-
Joonis 30. nurkadega iihe ja sama kolm-

nurga AB,C,, saame pind-

vordsed kolmnurgad AB,C, ja AB,C,. Neist esimese pind-
ay - by ;
2

Ay« b
ala on L

ja teise pindala on

Seega

a0, a,-b,

5 7L

millest jidreldub, et

a0y = a, b,;

jagades selle v&rduse mdlemad pooled Korrutisega asb.,,
saame peale taandamist

-a, b,
P
ehk
B,C, ‘AC,
B Ny

Seega A AC,B, ja A AC,B, vastavate kaatetite suhted on
vordsed; et ka hiipotenuuside suhe on niisama suur, seda
tGestame jidrgmiselt,
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Tahistame vastavate kaatetite suhte tidhega k; seega

a b
=k ja 5=k
a,
sellest jareldub, et
a, =ha; ja b i==xRby
ning seega
ay = ka} ja bl = k5.
Et Pythagorase teoreemi jargi kolmnurgas AB,C,
é1.= 03 107,
siis, asendades @] ja b3 iilalleitud avaldistega, saame:
¢y =¥&'a; + kb
ehk
¢; = k*a; + b}).

Sulgudes olev avaldis Pythagorase teoreemi jirgi
on ¢;; seega

: c1 = kcj
ja .

O == Rcy
millest

g

Sa gty

Cy

Seega hiipotenuuside suhe on samuti k. Kokkuvattes
a, b, ¢4
;12 “s Daie e sbas

. O 1.t

Ulesanded.

105. Tiisnurkses kolmnurgas on joonestatud molema
kaateti keskristsirged. Kus need sirged 15ikuvad?

4 Etverk, Geomeetria 1l. 49



106. Tiisnurkses kolmnurgas kaatetitega 4,8 cm ja
14 cm on joonestatud iihe kaatetiga paralleelne 15ik nii,
et saadud uue kolmnurga hiipotenuus on 111 cm. "Kui
pikad on uue kolmnurga kaatetid?

§ 21. Kiirteteoreem.

Toestame niiiid, et iildiselt

nurga haarade I6ikamisel paralleelsete sirgetega tekivad vdrdeliste
kiilgedega kolmnurgad.

Ee lidus: 8.0, | B.C, (joonis 31).

V ss d ABI BICI Acl
R T RAEEL o e Se
B, TSestus. Joonestame antud nurga

tipust A ristsirge AD, sirgele B,C,. Et
AD, ristub ka sirgega B,C,, siis tekib
kaks paari vordeliste kiilgedega tiiis-
nurkseid kolmnurki: iiks paar on
A AB.D; ja A AB,D,, teine paar on
AAC,D, ja A AC,D,.  Neil  kolmaur-
kade paaridel on iiks paar iihiseid
kiilgi, nimelt AD, ja AD,; jarelikult
on neil kolmnurkadel kaik vastavate

Foonis 31, kiilgede suhted vOordsed:
AB, B, AD, C.D, AC,
A8, T BT DN T AP T e
Seega teoreemi viitest on testatud esimese ja viimase
suhte vordsus ja tuleb tdestada veel, et ka suhe g% on
: BB b I
niisama suur. Tihistame suhte TB; tihega k. Siis
o 4 FAN o oyt 2 k,
B,D, C,D,
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millest .
B,D, = k‘B,D, ja CiDF =R Cshs:
Joonise jargi
B¢ = BD;*CiD;s:
Asendades B,D, ja C,D, eespool-saadud avaldisega, saame:
B.C, == k:B,D,—k-C,D,
ehk
B,C, = k(B,D,—C,D,).
Et joonise jirgi B,D,— €,D, = B,C,, siis
6 ==k -BC5;

millest
B,C,
S ucim
Seega
AB, B.C, AC,
AR, e A
Fm.. Ol Lt

Kui libi nurga tipu A joonestada veel mingi sirgete
paar, siis paralleelid B,C, ja B,C, 15ikavad ka neid nii, et
tekib vordeliste kiilgedega kolmnurkade paar (joonis 32).
Uhest punktist lihtuvad sirged moodustavad nn. kivree
kimbu. Seepirast vdime eespool-tdestatud teoreemi sd-
nastada ka jargmiselt:

kiirte kimbu 1dikamisel kahe paralleelse sirgega tek‘
kiilgedega kolmnurkade paarid iga kahe Kkiire vahel.

Seda teoreemi saab iildistada, kui kahe paralleeli ase-
mel votame neid enam (joonis 33). Saab tdestada, et

paralleelid 13ikavad kiirte kimpu nii, et 18igud, mis tekivad iihel
kiirel, on vdrdelised 13ikudega, mis tekivad teisel kiirel.
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Eeldus: paralleelid tekitavad iihel Kkiirel 16igud

a,, a,, a,, ... ja teisel kiirel vastavalt 16igud b,, b,, b, . ..
a a a
Viide: &1:_2:‘32
b, Oy il
Toestus. Eelmise teoreemi jargi (joonis 33)
a,+a, st t
a, b, ;
Bz/. S
B //
/
/
A IR BRSSP
.\\
G
G
Joonis 32. Joonis 33.

jagades lugejaid nimetajatega saame
a,
: st ?] =1+ E;
lahutades selle vorduse mdlemast poolest 1, jidib
a, b,
5T
vahetades selle vdrde sisemised liikmed ja peale selle
vorde pooled, saame vdrde.
a, a,
Wl
Joonestame niiiid 1iibi punkti B abisirge BC nii, et BC H 0A.
Et rd6pkiiliku vastaskiiljed on vordsed, siis jaotavad pa-
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ralleelid kiire BC 15ikudeks, mis vastavalt on vordsed 10i-
kudega a,, @, ... (joonis 33). Et eelmine vorre on kehtiv
ka punktist B lihtuvate kiirte IGikude kohta, siis

Uhendades kaks viimast vOrret, saame

a, a, a,

B Bt e

Uusi abisirgeid joonestades vodib viidet samal viisil -
toestada iga sirgldikude paari kohta 1dikajate vahel.

Ulesanded.

107, Kolmnurga kiiljed on 12 cm,'18 cm ja 20 cm.
Koige pikemale kiiljele on joonestatud paralleel, mis poo-
litab koige lithema kiilje. Kui pikad on viiksema kolm-
nurga kiiljed?

108. Joonises 34 a — 21 cm,
b=— 33 cm jac=6 cm. Kui pikk
on sirgldik x, kui a | b?

109. Kui pikk on sirgloik x

b
a
X C:
— 0,4b? # 7/

joonisel 34, kui b = 1,5a ja ¢ =
110. Kolm iihest ja samast Joonis 34.

punktist ldhtuvat kiirt on Idiga-

tud kolme paralleeliga, mis esimesel kiirel tekitavad 10i-
gud 3,5 cm, 1,6 cm ja 2,4 cm. Teise ja kolmanda kiire
Idigud kiirte otspunktist esimese paralleelini on vastavalt
3 ¢cm ja 4 cm. Kui pikad on nende kiirte 15igud paral-
leelide vahel?
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§ 22. Kiirteteoreemi rakendusi.

Kui nurga haarasid 15igata mitme roopsirgega nii, et
iihel haaral tekivad vordsed 16igud, siis tekivad ka teisel
haaral vdrdsed 18igud; téepoolest, kui joonisel 33

‘11 o] a2 2 =] as
siis ’

bji== b, = b:z
sest kui vordsete murdude

al a2

Oy T

e Ll

lugejad on vordsed, siis on seda ka nimetajad. Seetdttu
nurga haarade 15ikamine paralleelsete sirgetega voimaldab

jaotada antud sirgldigu sirkli ia joonlaua abil n v&rdseks 16iguks.

Lahendus. Et jaotada 15ik ¢ niditeks 6-ks vord-
seks 13iguks (joonis 35), voetakse 1dbi a iihe otspunkti abi-

Joonis 35.

sirge s, mirgitakse sellel
6 vordset 16iku, iihen-
datakse punkt, milleni
joutakse, sirgldigu «
teise otspunktiga ja joo-
nestatakse sellele iihen-
dusldigule paralleelid
ldbi abisirgel margitud
punktide. Need paral-

leelid jaotavad 16igu @ kuueks vordseks 16iguks.

Vérde kolme liikmega on neljas médidratud; kui niiteks
kolm esimest liiget a, b ja ¢ on antud, siis neljanda liikme

vOib arvutada jirgmiselt: et
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siis vorde peaomaduse pdhjal

ar-=—+"0c
ja seega
e
a

Selle iilesande geomeetrilist lahendamist nimetatakse
kolmele sirgldigule neljanda vordelise leidmiseks.

Lahendus. Kanname vabalt vdetud nurga iihele
haarale, alates tipust, 1digud @ ja b ning teisele haarale
16igu ¢. Libi 1digu b otspunkti joonestame paralleeli sir-
gele, mis lidbib 1dikude a@ ja ¢ otspunkte. Ldigule b vastav
15ik nurga teisel haaral ongi otsitav 15ik x (joonis 36).

a ——————

by

€ Pt

a b

Joonis 36.

Ulesanded.
“_111. Jaota vabalt vdetud sirgldik sirkli ja joonlaua
abil viieks vordseks 16iguks.
< 112. Leia neljas vordeline sirgldikudele ¢ = 3,2 cm,
b= 48 cm ja ¢ = 4,2 cm nii arvutamise kui ka joones-
tamise teel.

113. Toesta, et tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusile
vastav korgus on hiipotenuusi ja kaatetite neljas vordeline.

114. Vordhaarse trapetsi alused on 14 cm ja 9 cm ning
haarad 7 cm. Kui palju tuleb haarasid pikendada, et nad
16ikuksid?
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115. Trapetsi alused on 6 cm ja 3,2 cm ning haarad

on 3 cm ja 2,5 cm. Kui palju tuleb kumbagi haara piken-
dada, et nad 16ikuksid?

§ 23. Kiirteteoreemi podrdteoreem.

Kui kaks sirget 15ikab nurga haarasid nii,
iihe I3ikajani on vordelised 15ik
I6ikajad on paralleelsed.

et 16igud nurga tipust
udega nurga tipust teise 16ikajani, siis

Eeld 12 i RO 37
e N TBZ = TCz (joonis ).

¥ atd eS80 ” BYCs
Tdestus. Kui I6ikajad B,C, ja B,C, ei oleks paral-

leelsed, siis vdiks libi punkti B, joonestada sirge B,X nii,
et B,X | B,C,. Kiirteteoreemi jargi siis

AB, AC,

AB T T
kuid eelduse jargi °

AB, AC,

AB, T ACs !

Nende kahe varde vordlemisel sel-
gub, et AX — AC,, mis on v3ima-
lik ainult siis, kui punktid X ja C,
tihtivad. Kuid siis iihtivad ka sirged B,C, ning B, X, mil-

lest jireldub, et B,C, | BiC,, nagu seda oletasime sir-
gest' B,X.

Joonis 37.

Kiirteteoreemi poordteoreemi abil on vdimalik otsus-
tada kahe sirge paralleelsust.
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§ 24. Kolmnurga sisenurga poolitaja.

Kolmnurga sisenurga poolitaja 16ikub selle nurga vas-
taskiiljega. Toestame, et

sisenurga poolitaja jaotab vastaskiilje 16ikudeks, mis on vdrdelised
selle nurga ldhiskiilgedega.

Eeldus: /A-s ABC on AD nurga A poolitaja (joo-
nis 38).
o s BDserie G
Vidide: BA A"
Tdestus. Joonestame libi punkti C paralleeli nurga-
poolitajale AD ja leiame selle 15ikepunkti E kiilje BA pi-

L%
kendusega. Siis B haarad on 1digatud kahe paralleeliga
ja seega kiirteteoreemi jargi

£p

o1 e | 4 o5

BA AE’ & 7 :

Saadud vorre erineb viites ’ll
ndutavast ainult iihe lilkkme poo- L, 5
lest. Kui liheks korda niidata, ;
et AE = AC, siis olekski viide ]
B D C

tdestatud. Et see ongi nii, seda
tdestame jdargmiselt. Joonis 38.

Kui vastavad nurgad paralleelide AD ja EC juures

A
E = a;;
kui pdiknurgad samade paralleelide juures
A
C =0
et eelduse jargi
Gy T Cg;s
siis ka R A
=0
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Sellest . jareldub, et A AEC nurkade E ja C vastas-
kiilied AE ja AC on vordsed. Jirelikult voib eespool-
saadud vordes

o1 RN, 5 ¢
BA AE
asendada 16igu AE 15iguga AC; sellega saame, et
Bh: o PG
: BA AC’
283 By o 5K g
Jidreldus: kui viimases vordes BA = AC, siis
BD = DC; seega vdrdhaarse kolmnurga tipunurga pooli-

taja on iihtlasi aluse poolitaja.
Ulesanded.

116. Vordhaarse kolmnurga aluse lihisnurga poolitaja
jaotab haara 15ikudeks pikkusega 5 cm ja 4 cm. Arvuta
selle kolmnurga alus, kui ta on haarast liihem.

117. Kolmnurga nurgapoolitaja jaotab vastaskiilje 15i-
kudeks, mille pikkused on 3 cm ja-Sheny Kt pikad on
selle kolmnurga teised kiiljed, kui iiks on teisest 6 cm
vorra pikem?

§ 25. Sarnased hulknurgad.

Kiirteteoreemi jargi nurga haarade I6ikamisel kahe
paralleelse sirgega tekivad véordeliste kiilgedega kolm-
nurgad. Niitame niiiid, et nende kolmnurkade vastavad

nurgad on vordsed. Toepoolest,

¢ kui joonisel 39 BC | BiC,, siis
& kolmnurkade ABC ja AB,C, nur-
kadest
' A A
A B, B Lo %
i P
Joonis 39. C =

1
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kui vastavad nurgad, mis tekivad kahe paralleelse sirge
15ikamisel kolmandaga. Kolmas nurk neil kolmnurkadel
on iihine.

Seega A ABC ja A AB,C, on vastavalt vordsete nur-
kadega ja vordeliste kiilgedega. Niisuguseid kolmnurki
nimetatakse sarnasteks. Uldiselt:

hulknurki nimetatakse sarnasteks, kui iihe hulknurga nurgad on
vordsed teise hulknurga vastavate nurkadega ja kiiljed on vordelised
teise hulknurga kiilgedega.

Hulknurkade sarnasuse mirkimiseks kasutatakse stim-
bolit ~. Tdestame, et

kaks hulknurka on sarnased, kui iihe hulknurga kiiljed on paral-
leelsed teise hulknurga vastavate kiilgedega ja nende hulknurkade vas-
tavaid tippe ldbivad sirged 1dikuvad iihes ja samas punktis.

Eeldus: AB || A,B,, BC | B;Cy, ... EA | E1A;; sir-
ged AA,, BB,,... EE, libivad iihist punkti O (joonis 40).

Viide ABC .« B e ABCr . E.

Toestus. Viite tdes-
tamiseks on vaja niidata,
et nende hulknurkade
vastavad nurgad on vord-
sed ja kiiljed on vordeli-
sed. Nende hulknurkade
mistahes kaks vastavat
nurka on vordsed, sest
nad on vastavalt paral-
leelsete ja samasuunaliste

haaradega nurgad. Nii-

teks A A Joonis 40.
A= A

sest eelduse jirgi nende nurkade haaradest
AB H A,B, ja AE ” AE;

ning joonise jirgi need haarad on samasuunalised.

D,
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Toestame niiiid, et kdnesolevate hulknurkade kiiljed
on vordelised. Et eelduse jirgi

AB | A,B, ja  BC | B,

siis kiirteteoreemi pdhjal

AB BO , BC BO
AeB BB ol R . B

Et nende vorrete paremad pooled on vdrdsed, siis on vord-
sed ka vasakud pooled; seega

AB BC
AR B
Samal viisil tdestust jitkates saame
: BC cCh CD DE

BECE O T D
ehk, kokkuvdetult,

AB BC CD EA
BBt BC, T D

Seega hulknurkade ABC...E ja A;B,C,...E, vastavad
nurgad on vordsed ja kiiljed vordelised, mistdttu

ABC ... B ~-AiB .00 AR,

Viimane teoreem vdimaldab ehitada antud hulknurgaga
sarnast hulknurka. Olgu antud viisnurk ABCDE ja ndou-
tagu sellega sarnase Viisnurga ehitamist nii, et selle kiiljed
on 1,5 korda pikemad antud viisnurga kiilgedest (joonis 40).

Ulesande lahendamiseks joonestame vabalt valitud
punktist O kiired libi antud hulknurga tippude, vétame
iihel kiirel, nditeks OA, punkti A, nii, et

04, = 1,504,

ja ldhtudes punktist A, joonestame hulknurga AB,C\D\E,
nii, et selle kiiljed on paralleelsed antud hulknurga vas-
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tavate kiilgedega. Viimati tdestatud teoreemi jdrgi on uus
hulknurk endisega sarnane, kusjuures nende vastavate
-kiilgede jagatis on 1,5, sest konstruktsiooni jargi
A,0
AO

o 12y

Antud hulknurgaga sarnase hulknurga joonestamist
nimetatakse ka hulknurga suurendamiseks
voi vihendamiseks vastavalt sellele, kas uue hulk-
nurga kiiljed on suuremad voi viiksemad antud hulknurga
kiilgedest. Seega

suurendada hulknurk n korda tihendab joonestada antud hulk-
nurgaga sarnane hulknurk n korda pikemate kiilgedega.

Hulknurga suurendamiseks vdi vidhendamiseks vabalt
voetud punkt O joonisel 40 ei tarvitse asetseda antud hulk-
nurga sees; ta vdib olla ka selle kiiljel, tipus voi viljas-
pool hulknurka.

Ulesanded.
118. Suurenda vabalt vdetud viisnurk 2 korda.
119. Vihenda vabalt véetud kuusnurk 3 korda.

120. Toesta, et kahe sarnase hulknurga iimbermdo-
tude jagatis vordub nende vastavate kiilgede jagatisega.
Nipuniide: avalda iihe hulknurga kiiljed ja iimbermdoot
teise hulknurga kiilgede kaudu.

121. Joonesta tdisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuus
¢ = 5,6 cm ja mille kaatetite suhe on 0,6.

122. Tiisnurkse kolmnurga hiipotenuus ¢ = 8,5 cm
ja kaatet b = 3,6 cm. Teise, eclmisega sarnase kolmnurga
kdige lithema kiilje pikkus on 2,4 cm. Kui pikad on vii-
mase kolmnurga teised kiiljed?
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123. DIN-formaadi paberilehtede iga jargmine viik-
sem formaat saadakse eelmise formaadi poolitamise teel.
Koik formaadid on iiksteisega sarnased. Niita, et DIN-

formaadi mddtmete suhe on 1:1/2.

§26. Hulknurkade sarnasuse tunnuseid.

Eespool nidgime, et kaks hulknurka on sarnased, kui
ithe hulknurga kiiljed on paralleelsed teise hulknurga vas-
tavate kiilgedega ja nende vastavaid tippe labivad sirged
Iikuvad iihes ja samas punktis. Vaatleme niitiid hulk-
nurkade sarnasuse tunnuseid juhul, kui hulknurgad ei ole
niisuguses asendis.

Kdige kergem on otsustada korrapiraste hulknurkade
sarnasust;

kaks korrapérast hulknurka on sarnased, kui neil on iithepalju tippe,

sest kahe korrapirase n-nurga nurgad on vastavalt vérd-
sed ja ka kiiljed on vardelised. Nii on kaik korrapirased
5-nurgad sarnased, koik korrapirased 8-nurgad sarnased
jne. Teiste hulknurkade sarnasuse otsustamiseks, kui see
teisiti pole vdimalik, tiikeldatakse nad kolmnurkadeks;
seda tiikeldamist v&ib toimetada niiteks diagonaalidega,
mis ldhtuvad iihest paarist vastavatest tippudest. Kui
hulknurki saab tiikeldada iihesuuruseks arvuks kolmnurka-
deks, mis on sarnased ja iihel viisil asetatud, siis hulk-
nurgad on sarnased. Nii on joonisel 41 kujutatud hulk-

Joonis 41.
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nurk ABCDE sarnane hulknurgaga FGHIK, kui on sarnased
kolmnurgad I ja 1, II ja 2, III ja 3, sest sel juhul on sarna-
sed kolmnurgad iihel viisil asetatud. Kuid sama hulknurk
ABCDE ei ole sarnane hulknurgaga FGHIK,, sest kolmnurga
1 asetus ei vasta kolmnurga I asetusele.

Sellest selgub, et hulknurkade sarnasuse otsustamiseks
on vaja tunda kolmnurkade sarnasuse tun-
nuseid. Neid on neli, nagu vdrdsusetunnuseidki.

Ulesanded.

124. Millal on kaks ruutu sarnased?
125. Millal on kaks rombi sarnased?
126. Millal on kaks ristkiilikut sarnased?

127. Kolmnurgas, mille kiilgede pikkused on 14,8 cm,
10,6 cm ja 12,4 cm, on joonestatud roopsirge kdige liihe-
male kiiljele. Saadud uues kolmnurgas on kdige pikem
kiilg 9,62 cm. Kui pikad on uue kolmnurga teised
kiiljed?

§ 27. Kolmnurkade sarnasuse I tunnus.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kaks nurka on
vordsed teise kolmnurga vastavate nurkadega.

A NG AN A
Eeldus: A= D, B = E (joonis 42).
Viide: AABC ~ A DEF.

Toestus. Paigutame A DEF nii A ABC peale, et
nurgad D ja A iihtiksid ja kiilg DE liheks mooda kiilge AB;

/\ DEF tuleb siis asendisse AKL. Et

A A A
BrEsrfiiet I
siis BC ” KL,
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sest nende 16ikamisel sirgega AB on tekkinud vordsed vas-

/\ -~
tavad nurgad. Kuid siis on CAB haarad Idigatud kahe
paralleelse sirgega ja jiarelikult

v A ABC — A AKL.
Et A AKL on vordne A-ga DEF, siis ka
A ABC. —. /\.DEF, .

m i 0atals
C
L £
A K B D E
Joonis 42.
Ulesanded.

128. Kuidas sdnastada kolmnurkade sarnasuse I tun-
nust tdisnurksete kolmnurkade juhul, kuidas vrdhaarsete
kolmnurkade juhul?

129. Trapetsi iiks alus on pool teisest alusest; tdesta,
et diagonaalid 15ikuvad punktis, mis eraldab neist iihe
kolmandiku.

/~"130. To&esta, et tdisnurkse kolmnurga k&rgus jaotab

kolmnurga kaheks sarnaseks kolmnurgaks, ja tuleta sellest
valem:. #%: = i}iyg.

131. Toesta, et tdisnurkse kolmnurga kérgus tiikeldab
antud kolmnurga kaheks kolmnurgaks, mis on sarnased
antud kolmnurgaga. Jirelda sellest Eukleidese teoreem.
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-§ 28. Kolmnurkade sarnasuse II tunnus.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga iikks nurk on
vordne teise kolmnurga iihe nurgaga ja nende nurkade lihiskiiljed on
vordelised.

A A
Eeldus: A= D; AB:DE =— AC :DF (joonis 42).
Viide: AABC ~ ADEF.

Téestus. Paigutame A DEF nii A ABC peale, et
nurgad D ja A iihtiksid ja kiilg DE ldheks moodda kiilge AB;
siis /A DEF tuleb asendisse AKL. Et eelduse jirgi

AR DE == AG SDF;
siis ka

AB:AK = AC:AL
ja seega kiirteteoreemi poordteoreemi jargi

BC || KL.
A

Kuid siis on CAB haarad 13igatud kahe paralleelse sirgega,
mistottu

A ABC ~ A AKL.
Et A AKL on vdrdne /A-ga DEF, siis ka

A ABC ~ A DEF,
m. o. t. t.

Ulesanded.

“ 132. Kuidas sdnastada kolmnurkade sarnasuse II tun-
nust tdisnurksete kolmnurkade juhul?

133. Toesta, et kolmnurga kahe kiilje keskpunkte {ihen- 3
dav 16ik on pool kolmandast kiiljest ja on paralleelne sellega.

134. Toesta, et kolmnurga kaks kiiljepoolitajat 15iku-
vad punktis, mis eraldab neist iihe kolmandiku. Jédrelda
sellest, et kolmnurga kolm kiiljepoolitajat 16ikuvad iihes
ja samas punkitis.
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§ 29. Kolmnurkade sarnasuse III tunnus. .

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kiiljed on vor-
delised teise kolmnurga kiilgedega.

i SABS S L ACE T S BRE
Eeldus: DE. = DF.= BF
Viaide: AABC ~ A DEF.
Toestus. Moodame A ABC kiilgedel, alates tipust
A, sirgldigud
AK. — 'DE ja Alx="DE

ning tihendame punktid K ja L. Nii saadud A\ AKL kohta
&

(joonis 43).

L F £

A K 5D E
Joonis 43.

nditame, et ta on sarnane A-ga ABC ja vordne /\-ga DEF.
Eelduse jirgi
AB: DE — AC :DF.

Konstruktsiooni jirgi viimase v&rde liikmeist
DB = AK i DE e AL
Asendades-saame, et
AR AR = ACERY. ‘
Sellest jiareldub kiirteteoreemi poordteoreemi pohjal, et

BC | KL.
Seega

: A ABC ~ A AKL.
Et sarnaste kolmnurkade kiiljed on vordelised, siis
AB:AK = BC :KL.
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Et AK — DE, siis vdime AK asendada DE-ga ja seega

AB:: DE- ="BC KL
Eelduse jdrgi
; AR DE =BG YER:

Et kaks viimast vdrret erinevad ainult viimase lilkkme poo-
lest, siis KL = EF. Niiiid jirgneb kolmnurkade vordsuse
tunnuse kkk pohjal, et

A\ AKE =-INDEF.
Eespool saime, et
A ABC — /A AKL.
Asendades kolmnurga AKL kolmnurgaga DEF saame, et

LEAB G2 /NDEF,
meEo

§ 30. Kolmnurkade sarnasuse IV tunnus.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kaks kiilge on
vordelised teise kolmnurga kahe kiiljega ja nurk, mis iihes kolmnurgas
asetseb nimetatud kiiljepaari suurema kiilje vastas, vordub vastava
nurgaga teises kolmnurgas.

Eeldus: AB:DE = AC:DF; AB> AC ja seega ka
DE >-DE; {,\ = f/‘\
Viide: AABC ~ A DEF (joonis 43).
Téestus. Mdddame A ABC kiilgedel, alates punk-
tist A, sirgloigud
AK = DEs i’ - AL ="DF

ning iihendame punktid K ja L. Nii saadud /A AKL kohta
niitame, et ta on sarnane A-ga ABC ja vordne A-ga DEF.

Eelduse jirgi
AB DB = 36D



Konstruktsiooni jirgi selle vorde liikmeist
' DE = AK =~ ja  DF = AL.
Asendades saame, et :
AR AK = A€ AL.
Sellest jdreldub kiirteteoreemi pddrdteoreemi pdhjal, et
BC | KL.
Kuid siis
A ABC. .~ AAK_L.
Sellest jdreldub, et

AN A

Ce==1F3
et eelduse jiargi

AN AN

Gl e
siis

A AN

i = F

Kolmnurkade vdrdsuse tunnuse KkN jargi siis s
A AKL = A DEF,

Eespool saime, et
A ABC ~ A AKL,
millest niitid jireldame, et
A ABC ~ DEF,
2705 8k

Ulesanded.

135. Kiilgede pikkused on iihel kolmnurgal 2,5 m,
4 m ja 3,75 m ning teisel kolmnurgal 75 c¢m, 80 cm ja
50 cm. Kas need kolmnurgad on sarnased?

136. Kuidas sdnastada sarnasuse IV tunnust tiis-
nurksete kolmnurkade juhul?
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§ 31. Sarnaste kolmnurkade kdrgused.

Sarnaste kolmnurkade vastavate kdrguste jagatis on vdrdne vas-
tavate aluste jagatisega.

‘Eeldus: AABC ~ /A DEF; CG ja FH on vastavad
korgused.
Viide: CG:FH = AB:DE (joonis 44).

0
.’1 .

g e Bl S
I_-_____
oy

B D
Joonis 44.

Tdestus. Eelduse jirgi kolmnurkades AGC ja DHF

A A A A
Mool ja Gi== T =290

seega kolmnurkade sarnasuse I tunnuse jirgi

A AGC ~ A DHF,
millest jdreldub, et
= £ G5 FH == AC%DF,

Et eelduse jidrgi /A ABC ~ /A DEF, siis
AB:DE = AC :DF.
Neist kahest vdrdusest jiareldub, et
GG Fll = AD 'DE;
m.- 0. t+4
§ 32. Sarnaste kolmnurkade pindalad..

Sarnaste kolmnurkade pindalade jagatis on vdrdne vastavate kiil-
gede jagatise ruuduga.

Eeldus: AABC ~ A DEF; CG ja FH on vastavad
korgused (joonis 44).
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Viide: §,:S, = (AB:DE)% kus S, on A ABC pind-
ala ja S, on A DEF pindala.

Toestus. Avaldame kolmnurkade pindalad aluse ja
korguse kaudu; siis

2 ; 2
Seega
§,:8, = ABz"CG . DE'ZFH
ehk
el onb-CG" . AB ¢ CG
L Ly DE -FH DE e
Eelmise teoreemi jirgi
Gl L AR
BH. /b
seepdrast
6 e A0 AR
i = DE DE
ehk
: AP
D (DﬁE)z’
i3 Vs Mg ek o

Olgu kolmnurkade ABC ja DEF vastavate kiilgede
suhe £&; siis
ja

Seega

kui kolmnurka suurendada k korda, siis kolmnurga pindala suure-
neb k* korda.

Ulesanded.

137. Kolmnurga kiilg ¢ = 5 dm ja sellele kiiljele joo-
nestatud korgus 7 — 3,5 dm. Teise, eelmisega sarnase
kolmnurga kiilg ¢, = 3 dm. Arvuta kolmnurkade pindalad.
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138. Kahe sarnase kolmnurga vastavate kiilgede suhe
on 2,5. Viiksema kolmnurga pindala on 18,4 dm?®. Leia
suurema kolmnurga pindala.

139. Kahe sarnase kolmnurga pindalade suhe on 1,96.
Suurema kolmnurga kiiljed on 75,6 cm, 91 cm ja 119 cm.
Kui pikad on teise kolmnurga kiiljed?

140. Kahe sarnase kolmnurga pindalade vahe on
60 cm® ja nende kolmnurkade vastavate kiilgede suhe
on % Arvuta nende kolmnurkade pindalad.

§ 33. Sarnaste hulknurkade diagonaalid.

Diagonaalid, mis lihtuvad kahe sarnase hulknurga iihest vastavate
tippude paarist, jaotavad need hulknurgad paariti sarnasteks kolm-
nurkadeks.

Eeldus: A,B,C,D,...N, —~ A,B,C.D,...N;; A, ja
A, on vastavad tipud.

Viides AABC, ~ NABICy LA CD ~
~ A A,C,D,; jne. (joonis 45).

2

4
I
]
I
I
I
1
1
I
I

/

Joonis 45.

Téestus. Et antud hulknurgad on sarnased, siis
AB, :A,B, = B,C,:B,C,
ja

A A
B, = B,.
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Seega kolmnurkade sarnasuse II tunnuse jirgi
N ABC, vA AB,C,.
Sellest jdreldame, et diagonaalide A,C, ja A,C, suhe

on niisama suur kui antud hulknurga vastavate kiilgede
suhe.

Eelduse jiargi :
A AL
G, =B CoD.
kolmnurkade A,B,C, ja A,B,C, sarnasusest jireldub, et
A N
BICAs == B A

Lahutades eelviimase vdrduse pooltest viimase vorduse
vastavad pooled, saame

S A

A0 == RS0 D
Eespool selgus, et :

Gy Y ACE == C L T D
Seega kolmnurkade sarnasuse IT tunnuse jargi
AAC,D, ~ INALC D
Samal viisil tSestust jitkates saab teoreemi tdestada

iga kolmnurkade paari kohta.

Jareldus: kahe sarnase hulknurga vastavate dia-
gonaalide jagatis on niisama suur kui vastavate kiilgede
jagatis.

§ 34. Sarnaste hulknurkade pindalad.

Sarnaste hulknurkade pindalade jagatis vdrdub nende vastavate
kiilgede jagatise ruuduga.

BEeldus: AB,.. N, ~ A,B,...Ny; A,B,...N, pind-
ala on S, ja A,B,...N, pindala on Sob
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Viide: S,:S, = (A,B, : A,B,)* (joonis 45).

Tdestus. Diagonaalid, mis ldhtuvad vastavatest
tippudest A, ja A,, jaotavad hulknurgad paariti sarnasteks
kolmnurkadeks. Olgu esimese hulknurga jaotamisel saa-
dud kolmnurkade pindalad

P B Pt 5 sl

ja teise hulknurga jaotamisel saadud kolmnurkade pind-
alad vastavalt

Q]a 02’ 035 Y Ov'n o

Siis

S, &= P;+P,+Py+ ...+ Py

ja :
(e PRt R P R A, g

Kui antud hulknurkade vastavate kiilgede jagatis on k&, siis

P o O R = R0,

Seega ’
S, =k0O;+F0+ ...+ k0y

ehk, pirast iihise teguri £* sulgude ette viimist,

Sl aay k2(01+02+ +Qn)-

Et sulgudesse jddv avaldis on teise hulknurga pindala S,,
siis
e R v
millest
SyiSe ==l
Tulemust voib sonastada ka jargmiselt:

kui hulknurka suurendada k korda, siis hulknurga pindala suureneb
kK’ korda.
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Ulesanded.

141. Mitu korda suureneb hulknurga pindala selle
hulknurga suurendamisel 2, 3, 4, 5 korda?

142. Mitu korda tuleb suurendada hulknurka, et selle
pindala suureneks 4, 10, 16, 50, 100 korda?

143. Kahe sarnase ristkiiliku pindalade jagatis on
13,69 ja viiksema ristkiiliku m&dtmed on 2:9'emga 5.5 cm;
Arvuta suurema ristkiiliku moédtmed.

144. Kahe vsarnase hulknurga pindalad on 180 cm?® ja
80 ecm®. Arvuta suurema hulknurga iimbermd6t, kui viik-
sema hulknurga iimberm&dt on 48 cm.

145. Kahe ruudu pindalade vahe on 1 m? ja pindalade
suhe on 2. Kui pikad on nende ruutude kiiljed?

§ 35. Teoreem ringjoone 1dikajast.

Kasutades kolmnurkade sarnasust, saab tdestada jirg-
mise teoreemi ringjoone I6ikajast:

kui Idikaja pd6rdub mingi oma punkti limber, siis ei muutu kor-

rutis, mille teguriteks on eelnimetatud punkti kaugused ringjoone ja
16ikaja iihistest punktidest.

P66rdugu 16ikaja punkti S timber ja olgu ringjoone ja
16ikaja iihised punktid A ja B. Vaatleme selle 16ikaja kaht
asendit A,B, ja A,B, (joonis 46) ja tdestame, et

A,S-B,S = A,S-B,S.

Uhendame punkti A, punktiga B, ja punkti A, punk-
tiga B, ning vaatleme kolmnurki A4,B,S ja A,B;S. Igal
juhul on neil kolmnurkadel iiks paar vordseid nurki, ni-
melt punkti S juures; kuid peale selle on neil vordsed nur-
gad punktide B, ja B, juures, sest need on kas piirde-
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nurgad, mis toetuvad iihele ja samale kaarele, voi piirde-
nurk ja nurk puutuja ning kddlu vahel. Seepirast kolm-
nurkade sarnasuse I tunnuse pdhjal

A A,B,S ~ A A,B,S:

Sellest jiareldub, et nende vastavate kiilgede jagatised on
vordsed, seega

AS:AS = B.,S:B;S.
Varde peaomaduse pdhjal jareldub sellest, et
A,S:B,S = A,S'B,S,

m: Ot 1.

Joonis 46.

Punkti S libiva ldikaja osade korrutis AS - BS ei muutu,
kui 15ikaja po6rdub punkti S imber, kuid muutub, kui
punkt § muudab oma asukohta ringjoone suhtes. Loikaja
osade korrutise AS:BS arvutamiseks tdhistame ringjoone
raadiuse tihega r ja punkti kauguse ringjoone keskpunktist
tihega a. .

Kui punkt S asetseb viljaspool ringjoont, siis 16ikaja
osade korrutis vérdub puutuja 15igu ruuduga (joonis 46):

AS-BS = PS§’.
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Et puutuja on risti puutepunktist lihtuva raadiusega, siis
(joonis 47)
P8 —vgt e
ja seega sel juhul
AS RS =it

Kui punkt S asetseb ringjoone sees, siis on 16ikaja
osade korrutist kdige lihtsam arvutada seda punkti Ii-
biva diameetri abil (joonis 47);
sel juhul

ASHBS = L 8- ;8

ehk

AS-BS = (r—a)-(r +a)
ehk
Joonis 47. AS-BS — r*—gq2.

Ulesanded.

146. Olgu ABCD kddlnelinurk ja P selle diagonaalide
‘18ikepunkt. Tdesta, et AP-CP — BP - DP.

147. Ringis, mille raadius r — 8 cm, on joonestatud
14 cm pikkune k5] 1ibi punkti P, mis asetseb 5 ¢cm kau-
gusel ringi keskpunktist. Kui pikkadeks I3ikudeks jaotab
punkt P selle k&dlu?

148. Punktis S 15ikuvad ringjoone puutuja ja kesk-
punkti libiv 1dikaja. Punktist S on ringjoone lihima punk-
tini 7 cm ja puutepunktini 12 cm. Kui kaugel punktist S
asetseb ringjoone koige kaugem punkt?

149. Taesta, et kahe 15ikuva ringjoone iihiseid punkte
ldbiv sirge poolitab nende ringjoonte iihise puutuja puute-
punktide vahelise 15igu.
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§ 36. Maa-alade plaanistamine.

Hulknurkade sarnasuse iiheks rakendusalaks on maa-
alade plaanistamine. Suuremate maa-alade, nditeks maa-
ilmajao, kaardistamisel tuleb arvestada maapinna Kkui
kerapinna kdverust, kuid viiksemaid maa-alasid voib ilma
suurema veata vaadelda kui tasapinnalisi kujundeid. Maa-
ala plaanistada tdhendab sel juhul maatiikiga sarnase vé-
hendatud kujundi joonestamist. Kui plaani joonesta-
misel on pikkused vidhendatud n korda, siis plaanil iga

pikkus on :T vastavast pikkusest looduses.

Plaani ja maatiiki vastavate pikkuste jagatist % voi 1 :n nime-

tatakse plaani arvmodduks.

Harilikult valitakse arvuks n mingi timmargune arv,
niiteks 100, 250, 500, 1000, 1 000000 v6i m. m.

Peale arvmdddu on plaan voi kaart harilikult veel va-
rustatud joonmddduga; joonis 48 kujutab joonmddtu, mil-
lele vastav arvmddt on 1 :5000 000.

100 0 100 200 300 km

————————————— —— ]

Joonis 48.

Kaardi joonmddt nditab vastavust kaardilt voetud pik-
kuse ja vastava loodusliku pikkuse vahel. Niiteks kaar-
dil, mille joonm&dtu kujutab joonis 48, vastab 13igule
punktide O ja 100 vahel pikkus 100 km.

Tuntakse mitmeid plaanistamisvotteid. Jdrgnevalt on
toodud moned niited neist mootmistest, mille teostamisel
on vdimalik plaani joonestamine.

1. Kiies iimber plaanistatava maa-ala, moddetakse
selle kui hulknurga kiiljed ja nurgad.
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2. Asutakse plaanistatava maa-ala iihte tippu ja moo-
detakse sellest lahtuvad kiiljed, diagonaalid ja nurgad
nende vahel (joonis 45).

3. Téhistatakse maatiiki iiks diagonaal ja iilejidnud
tippudest sellele diagonaalile ehitatud ristldigud ning md5-
detakse need ristldigud ja diagonaali 15igud ristldikude
vahel (joonis 17).

Ulesanded.

150. Tallinna iimbruse kaardil m&dduga -1 : 100 000
on Ulemiste jirve pikkus 48 mm. Kui pikk on see jirv
toeliselt?

151. Eesti kaardil mddduga 1:1500000 on Kures-
saare ja Ruhnu vahe 43 mm. Kui kaugel asetseb Ruhnu
Kuressaarest?

152. Kaarti, mille m&6t oli 1:100000, suurendati 4
korda. Kui suur on uue kaardi m&5t?

. 153. JGe pikkus kaardil mddduga 1:150000 on
17,4 cm. Kui pikk on see jogi kaardil modduga 1 :750 0007

154. Musta mere pikkus kaardil modduga 1 :18 000 000

on 6,7 cm. Kui pikk on sama meri kaardil m&dduga
1:3000000?

155. Harku jirve pikkus kaardil modduga 1 : 100 000
on 2 cm. Sama jirve pikkus teisel kaardil on 0,8 cm. Kui
suur on teise kaardi moot?

156. Kaardil mddduga 1:500000 on jarve pindala
ligikaudu 3,2 ecm® Kui suur on jarve pindala tdeliselt?
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§ 37. Pikkuste kaudne mddtmine sarnaste kolmnurkade
abil.

Uheks kolmnurkade sarnasuse rakendusalaks on Kkor-
guste ja kauguste kaudne mddtmine.
Puu korgust niiteks saab
moota tema varju abil (joonis
49): kui puu kdrgus on x m, puu
varju pikkus tasasel maapinnal
v m, kepi pikkus ¢ m ja kepi
varju pikkus b m, siis sarnastest JAN,
kolmnurkadest ABC ja A,B,C, mhumrejam?

saab, et §
A;
X:q@ =2 vib, \[\\
millest H Iy
x = ghi B,‘\
ehk ing
a i
x = £ .y, Joonis 49.
b

Erijuhul, kui @ = b, siis x = v.

Metsaametnikud sagedasti mdddavad kasvava puu Kor-
gust 80 cm pikkuse kepiga, millele on tehtud mirk 8 cm
kaugusel selle otsast. Hoides
keppi viljasirutatud kides piist-
suunas, leitakse niisugune asend,
kus puu latv A, vaatleja silm O
ja kepi iiks ots D asetsevad iihel
ja samal sirgel ning puu juur B,
vaatleja silm O ja kepi teine ots
E asetsevad teisel sirgel (joo-
nis 50). On niisugune asend lei-
tud, siis mirgitakse puu tiivel
punkt C, mis asetseb vaatleja silmaga O ja kepil margitud
punktiga F iihel ja samal sirgel. Puu k&rguse leidmiseks
tuleb BC pikkus korrutada 10-ga.

Joonis 50.
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Pohjendus. Kolmnurkade ABO ja DEO sarnasu-
sest jareldub, et

AR OB
DE OF:
kolmnurkade BCO ja EFO sarnasusest jireldub, et
BBl OB
EE G

Et nende vdrduste paremad pooled on vordsed, siis on
vordsed ka nende vasakud pooled; seega

AB ¥s - BC

; DE Yl
millest

s PE R

o B By

kui DE — 80 cm ja EF — 8 cm, siis

AB =210 B¢,

Kahe punkti A ja B vahelise kauguse moodtmiseks, kus
see otseselt on vdimatu, kasutatakse jirgmist votet, kui
punktidele A ja B on vdima-
-lik juurde piiseda (joonis 51):
valime punkti O nii, et saab .
moodta selle kaugusi punkti-
dest A ja B, ja pikendame
sirgldike AO ehk b ja BO ehk
a nii palju, et nende piken-

/h\ b 2 a
g % dused b, = ja a, =, kus
& N 3 N\ 5 n ?r~1 iiks ja sama% tiisarv'. Kui
m&odame punktide A, ja B,
Joonis 51. vahelise kauguse x, ja suu-

rendame selle n korda, siis
saame otsitava kauguse AB. Tdepoolest kolmnurkade
sarnasuse II tunnuse jirgi

A AOB ~ A A,0B,,
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millest jdreldub, et
XXy O
Eta ;a2 n, 568
0 (v
Sarnaste kolmnurkade abil on véimalik m&dta korgusi

ja kaugusi ka sel juhul, kui mdlemad punktid on ligipdése-
matud. Olgu vaja mddta joonisel 52 Kujutatud torni kor-

Joonis 52.

gust. Selle mdotmiseks tidhistame rohtsal maapinnal torni
suunas mineva baasi AB, mille otspunktidest on niha
torni tipp X ja torni jalg Y. Niiiid mdddame baasi ots-
punktide juures torni tipu ja torni jala korgusnurgad

XAZ, YAZ, XBZ ja YBL.

Teades neid nurki ja baasi pikkust AB, joonestame vihen-
datud mdddus nelinurga ABY X, millest leiame torni Kor-
guse XY. Samast joonisest vdib miirata ka torni jala
kdrguse rohtsirgest AB.

Ulesanded.

157. Telefoniposti varju pikkus on 4,9 m samal ajal,
kui 1,7 m pikkuse kepi varju pikkus on 1,4 m. Kui korge
on telefonipost?
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158. 200 m kaugusel kirikust viseeriti selle kdrgust
viljasirutatud kides piistloodis hoitud m&dtpuuga ja saadi
kiriku nédiva korgusena 24 cm. Kui kérge on kirik, kui
viljasirutatud kide pikkus on 75 cm?

159. Kui korgel on piike silmapiirilt momendil, mil
2,5 m korguse posti varju pikkus rdhtsal pinnal on 3,2 m?

160. Kui piikese korgus silmapiirilt on 35°, siis lipu-
varda varju pikkus on 17,1 m. Kui kdrge on lipuvarras?

161. Raadiomast paistab punktist A nurgas 30° ja
punktist B, mis on punktist A 100 meetri kaugusel masti
jala suunas, nurgas 62°. Leia masti korgus, kui punktid
A ja B ning masti jalg asetsevad iihel ja samal rohtsirgel.

162. Metallraha libimddduga 2,5 cm, mida hoitakse
50 cm kaugusel silmast, parajasti varjab Shupalli, mille
1dbimd6t on 16 m. Kui kaugel on Shupall vaatlejast?
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Peatiikk IV.
Ringjoone pikkus ja ringi pindala.
§ 38. Koverjoone ligikaudne pikkus.

Ringjoone nagu iga kdverjoone pikkuse mddtmise pShi-
motteliseks raskuseks on asjaolu, et pikkusiihik kui sirg-
joone 15ik ei saa olla iihtiv mdodetava kdverjoone iithegi
16iguga. Selle raskuse iiletamiseks asendatakse koverjoon
murdjoonega, mille pikkus vdimalikult vihe erineb antud
kdverjoone pikkusest, ja mdddetakse selle murdjoone pik-
kus. Olgu vaja mddta niiteks joonisel 53 kujutatud
kdverjoone 13ik punktide A ja B vahel. Kui selle kdver-

Joonis 53.

joone 15igu asendame murdjoonega AKLB, siis saame tub-
listi lihema joone kui on kdverjoone 15ik AKLB, sest selle
murdjoone iga 16ik AK, KL, ... on lithem kui vastav kover-
joone 15ik. Et saada murdjoon, mille pikkus vihem erineb
kdverjoone 15igu AKLB pikkusest, selleks voetakse kover-
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joonel lisaks punktidele K ja L veel uusi punkte P, Q, R,
S, T ja itihendatakse need uueks murdjooneks. Uus murd-
joon APQKR ...B on pikem kui endine murdjoon AKLB,
sest murdjoon

APQK > AK, KRSL > KL jne.,

jarelikult ka nende summa. APQKR...B on pikem Kkui
murdjoon AKLB.

Kuid koverjoone 18igust AB on wuus murdjoon
APQK ...B siiski lilhem, sest murdjoone iga 16ik AP,
PQ ... on lihem vastavast kdverjoone ISigust. Niiviisi
uute punktide juurdevétmisega voib moodustada murd-
jooni, mille pikkus kiillalt histi asendab mdddetava kdver-
joone pikkust. Selle murdjoone pikkuse mdStmisel saame
kdverjoone ligikaudse pikkuse. y

§ 39. Ringjoone ligikaudne pikkus kddlhulknurga abil.

Ringjoone ligikaudse pikkuse midramiseks joonestame
ringjoone sisse mingi korrapirase hulknurga, niiiteks korra-
piarase Kuusnurga, ja arvutame selle iimbermdddu. Et
korrapirase kuusnurga kiilg

Qg = Ta
siis iimbermoot
® syi=6r
ja seega ringjoone pikkus
s = 6r.

Soovides saada ringjoone pikkust tipsemalt, joonestame
kaks korda suurema tippude arvuga ko&olhulknurga ja
arvutame selle iimbermdddu. Nii saadud iimbermdst on
endisest suurem, sest nagu saab toestada,

korrapirase Kodlhulknurga iimbermdot kasvab selle tippude arvu
kahekordistamisel.
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Tdestus. Tihistame sissejoonestatud Korrapdrase
n-nurga kiilje pikkuse siimboliga @, ja kaks korda
suurema tippude arvuga hulknurga Kkiilje pikkuse vas-
tavalt sellele siimboliga @2, . Siis esimese hulknurga
iimbermodot

S == sty
ja teise hulknurga timbermdot
L) a1 7

Tippude arvu kahekordseks muutumisel n-nurga iga kiilje
asemele tuleb kaks 2n-nurga kiilge (joonis 54). Nende
kahe kiilje summa

209y, > ay ,

Joonis 54.

sest murdjoon PSQ on pikem Kkui sirgldik PQ. Seega ka

n-2as, > n-dy

ehk
2n-as, > n-dy
ehk
Son = Sms
m.os ol

Seega korrapidrase k6olhulknurga tippude arvu kahe-
kordistamisel hulknurga iimbermddt kasvab. Mida suu-
rem on tippude arv, seda vihem erineb hulknurga iimber-
md&6t ringjoone pikkusest. Kahekordistatud tippude arvuga
korrapidrase kodlhulknurga iimbermdddu arvutamiseks
toestame, et
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ringjoone sisse joonestatud korrapirase 2n-nurga kiilg on ringjoone
1ibimd0du ning raadiuse ja korrapirase n-nurga apoteemi vahe geo-
meetriline keskmine.

Olgu AB joonisel 55 korrapirase n-nurga kiilg ay ja CD
selle n-nurga apoteem 1, , siis AE on korrapirase 2n-
nurga kiilg as,. Teoreemi viite jirgi

Oon =— Vg(r”—‘hn)
Viite tSestamiseks joonestame diameetri EF ja iihendame

punkti F punktiga A (joonis 55). Et ﬁ kui diameetrile
toetuv piirdenurk on tiis-
nork,.Fsus” C/AARF " on
tdisnurkne. Rakendades
Eukleidese teoreemi selle
kolmnurga kaateti AE
kohta, saame
AE* — EF-ED
ehk
agn® ='2r:(r—hy,);

millest
Joonis 55. 2y = V2r (r—hy),

5 1 I » NG O

Viimases valemis esineva apoteemi /,, arvutame Pytha-

gorase teoreemi pdhjal kolmnurgast ADC (joonis 55).
Selle jargi

CD* = AC*—~AD?
ehk
a
hy? = 1*— ()"
ehk
ar* —a,,?
—

N
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millest

ar2=—=an,*
i ] 4 :
ehk

hy = 3VA4r'—ay’® .
Arvutame niiiid ringjoone ligikaudse pikkuse korra-
pirase kodl-kaksteistnurga abil. Et
a2

siis valemi

hy = 34 —an®
jargi

A 3\/ar —r
ehk

hy = 3rV/3 .

Seega eespool a@g, arvutamiseks tuletatud valemi jargi

Gian== 2r-(r—3ary3)
ehk, vottes iihise teguri r sulgude ette ja viies teguri 2 sul-
gude sisse,

Gy = ]/f-;(i—-\/j )

oy = r}/2— V3.

Et V3 = 1,7321, seega 2— \/3 = 0,2679, siis
g = r-1/0,2679

ehk

ehk
a,, = 0,5176r.

Saaduse korrutamisel 12-ga saame, et iimbermdot
Syp ~=.-0,21r

ja seega ka ringjoone pikkus
S = 6:2110

87



Ulesanded.

163. Avalda korrapirase kddl-nelinurga kiilg, apoteem
ja imbermddt ringi raadiuse r kaudu.

164. Kasutades eelmise iilesande tulemusi, leia korra-
pédrase kddl-kaheksanurga kiilg ja iimbermdst.

165. Kasutades eespool-antud korrapdrase k&dl-kaks-
teistnurga kiilje ligikaudset pikkust, leia korrapiarase kool-
kakskiimmendnelinurga kiilg ja iimbermdat. Arvutamise
lihtsustamiseks kasuta ruutude ja ruutjuurte tabeleid.

166. Leia ringi iimber joonestatud korrapirase neli-
nurga abil arv, millest ringjoone pikkus kindlasti on
viaiksem.

§ 40. Ringjoone ligikaudne pikkus puutujahulknurga abil.

Joonestame ringjoone iimber mingi Korrapirase hulk-
nurga, nditeks korrapirase seitsenurga (joonis 56). Meie
kujutluse jirgi on selle hulknurga iimbermdst ringjoone
pikkusest suurem. Seetdttu puutujahulknurga iimbermdddu
arvutamisega leiame suuruse, millest ringjoone pikkus on
igal juhul viiksem.

Joonis 56. Joonis 57.

Ringjoone iimber joonestatud korrapirase n-nurga iim-
bermd6tu on vdimalik arvutada sissejoonestatud n-nurga

38



{imbermdddu abil. Olgu joonisel 57 kddl AB korrapdrase
n-nurga kiilg @, ja CD selle hulknurga apoteem M 818
puutujad punktides A ja B 16ikuvad punktis, iitleme A’
mis on iimberjoonestatud korrapdrase n-nurga itheks ti-
puks. Seega

al
XA — 4D = ——2’-‘7,
kui @, tihistab korrapirase puutuja-n-nurga kiilge. Kolm-
nurkades A’AD ja CAD
A A
AAD —ACD
kui vastavalt ristuvate haaradega teravnurgad; et
A'C 1 AB, siis ka

A
A'DA

Il

CDA.
Seega
AAAD ~ A ACD,
millest jareldub, et
AA 7 AC =7ADED 1

ehk
a a
0 S it R e
2 2 n
Sellest vordest leiame, et
% ST
2 Zhn
ehk
a1
afn =~ ";
ln

Korrutades selle vorduse mdlemad pooled arvuga n,
saame iimberjoonestatud Korrapdrase n-nurga iimber-
moddu i, ; seega
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ehk

7
. = — -na
n n
hn
ehk
5
i —— 3§
n n
h'n

Saadud valemist on kerge niha, et

korrapirase puutujahulknurga iimbermddt on suurem kui niisama
suure tippude arvuga korrapirase k66lhulknurga iimbermdot.

Tdepoolest, h, < r, seega Lo 1 ja

hn
T
A R
h‘n n n
ehk
iin e S,

Arvutame korrapirase puutuja-kuusnurga iimber-
moddu. Et

hy = 3r\/3 | ja'i: gg= 6r,

siis
iy = il jabe 1 O3
3rv/3
ehk
iy = 28 1740
V3

ehk, korrutades lugejat ja nimetajat arvuga \/3 ja taan-
dades, '

Byii==-4r3/3 |
Et /3 = 1,7321, seega 4\/3 =~ 6,9284 ja
g, = 6,93r.

Seega oleme leidnud pikkuse, millest ringjoone pikkus
on igal juhul viiksem. Uhtlasi vdime selle lugeda ring-
joone ligikaudseks pikkuseks.
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Vaatleme edasi, kuidas muutub puutujahulknurga
iimberm&dt selle tippude arvu kasvamisel. Saab toes-

tada, et

korrapidrase puutujahulknurga {imbermd5t kahaneb tippude arvu
kahekordseks muutumisel.

Téestus. Olgu punkt P Korrapirase Ruutujahulk-
nurga iiks tipp ning punktid S ja T sellest tipust ldhtuvate
kiilgede ja ringjoone iihised punktid (joonis 58). Pooli-

Joonis 58.

tame kaare ST ja joonestame selle keskpunktist U puu-
tuja QR. L&ik OR on kaks korda suurema tippude arvuga
puutujahulknurga iiks kiilg. Seega

a. 4
OR = aj,, 0S = RT =-2" ja PS = PT = =
Et '
PO + PR > 0OR,

siis ka

PS+ PT > OR+ QS 4+ RT
ehk

a’ a’ @, a.

’ 27 2

3 Ty et Ty

ehk

a > 2“271 *

i
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Korrutades selle vorduse mdlemad pooled arvuga n saame
n-e, > 2n-a,,
ehk
iy P gy
m ot
L4
Sellest teoreemist jireldub, et ka puutujahulknurga

limbermd6t kujutab ringjoone pikkust seda paremini, mida
suurem on tippude arv.

Arvutame ringjoone ligikaudse pikkuse korrapirase
puutuja-kaksteistnurga abil. Eespool-saadud vastava va-
lemi jargi

iy == ===

(o
16

Arvutades sellekohase valemi jargi h,, saame, et
hy, = 0,966r. Varemini leidsime, et s,, =~ 6,21r.

Seega ;
liyy = 0’9’Tr'6,21r
ehk
4 6,21r
“iz = 5966
ehk
i, = 64r.

Kokkuvéttes voime Gelda, et arvutades ringjoone sisse
joonestatud kui ka iimber joonestatud korrapiraste hulk-
nurkade iimbermdddud

3 - Sgs S195 Sogs ..

ja

W Uy A
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saame kaks rida arve, milledest esimese rea arvud kasva-
vad ja teise omad kahanevad, kuid nii, et ikka esimese rea
iga arv on viiksem teise rea igast arvust. Kirjutades need
arvud kasvavas jiarjekorras iihte ritta, saame rea

P A 8 T SR i il

Selles reas arvude s ja ii vahel asetseb ringjoone pikkus.
Kui suur see on, seda me esialgu ei tea. Tema ligikaud-
seks pikkuseks vdime lugeda mistahes arvu sellest reast.
Mida kaugemal rea otstest asetseb see arv, seda tipsemalt.
kujutab ta ringjoone pikkust.

Ulesanded.

167. Kasutades eespool-arvutatud sy, ja i, vidrtusi,
midra ringjoone ligikaudne pikkus s, ja i, aritmeetilise
keskmise abil.

168. Kasutades valemit i, arvutamiseks leia hy, ligi-
kaudne pikkus. 7

169. Joonesta ringjoon raadiusega r = 2 cm, arvuta
sellele vastavad s, fig, S, ja ii;, ning kujuta need iihise
otspunktiga 1dikudena (astmikuna).

§ 41. Ringjoone pikkus.

Eespool nidgime, et ringjoone pikkus asetseb korra-
piarase koolhulknurga ja korrapidrase puutujahulknurga
iimberm&dtude vahel.. Saab niidata, et kiillalt suure _tip-
pude arvu puhul nende hulknurkade timbermddtude vahe

By 8g
muutub kuitahes viikeseks. Arvutades eespool-tuletatud
valemite jdrgi korrapidraste koolthulknurkade ja puutuja-
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hulknurkade iimbermddte  viiekohaliste murdosadega,
saame jargmise tabeli: ’

Tippude ary s i
n
6 2r - 3,00000 2r - 3,46410
12 2r-3,10583 2r-3,21539
24 2r-3,13263 2r+3,15966
48 2r+3,13935 2r - 3,14609
96 2r-3,14103 2r-3,14271
192 2r-3,14145 2r-3,14187
384 2r-3,14156 2r-3,14166
768 2r-3,14158 2r-3,14161
1536 2r-3,14159 2r-3,14160

Sellest tabelist nihtub, et puutujahulknurga iimbermaot
ii erineb vastava kddlhulknurga iimbermdddust S, seda vi-
hem, mida suurem on n. T&epoolest,
kui n = 6, siis
i, —s, ~ 0,5-2r;
kui n = 96, siis
i, —s = 0,002:2r:
kui n = 1536, siis
i —s_~ 0,00001-2r.

Saab tdestada, et kui n 15 pmatult Kkasvab,
siis AR §, muutub viiksemaks igast etteantud arvust,
olgu see kuitahes viike. Seda tdsiasja viljendatakse veel tei-
siti, 6eldes, et tippude arvu n I16pmatul kasvamisel i, jas,
vahe ldheneb nullile. Siimbolites ku1utatakse
seda jargmiselt:

kui n > oo, siis M e 1)
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Seega on olemas ii k sainus pikkus, millest iga i, on
suurem ja iga s, on viiksem. Seda pikkust nimeta-
takse i, ja s, iihiseks piirvddrtuseks ja see
ongi ringjoone pikkus. Seega ;

ringjoone pikkus on see piirvdirtus, millele tippude arvu I5p-

matul kasvamisel liheneb nii korrapirase puutujahulknurga iimber-
moot kui ka korrapidrase koodlhulknurga iimbermdot.

Tihistame ringjoone pikkuse tdhega s. Eespool-antud
tabeli viimase rea jdrgi
2r-3,14159 < s < 2r - 3,14160,

seega
s =415 2T

Saadud valem viljendab ringjoone ligikaudset pikkust
viga viikese veaga. Ringjoone pikkuse tidpseks avalda-
miseks oleks vaja teada arvu, millele lihenevad viimases
tabelis 2r juures olevad tegurid, kui n 16pmatult kasvab.
Arvu, millele need tegurid lihenevad, tidhistatakse kreeka
tihega 7. - Teades seda arvu vdime Kirjutada, et

S ‘== L

ehk
8=y

Seega

ringjoone pikkus vordub 7 ja libimdddu korrutisega.

Arvu z uurimisel on teadusmehed selgitanud, et see on
irratsionaalarv, mis ei ole meie arvusiisteemis iildse tdpselt
viljendatav. Selle arvu ligikaudne vidrtus on arvutatud
enam kui 700 kohaga, millest esimesi on jargmiselt:

n = 3,14159 26535 89793 23848 26433 83279.

Arvutamisel ei saa muidugi kusagil kasutada niisugust
viirtust, vaid tuleb piirduda viirtusega 3,14 vOi eriti tdp-
sete arvutuste juures vadrtusega 3,1416.
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Kreeka matemaatik Archimedes, kes elas a. 287—212
e. Kt leidis, "et
10
32K < 35,
millest

Ulesanded.

170. Arvuta ringjoone pikkus, kui raadius on 5 cm;
7,2 tm; 0,3 dm; 12 km.

171. Kui pikk on raadius ringjoonel, mille pikkus on
17,6 cm; 0,942 m; 10 m?

172. Toesta, et ringjoone pikkus suureneb n korda,
kami raadiust suurendada n korda.

173. Kui palju suureneb ringjoone pikkus, kui selle
raadiust suurendada 10 cm vorra?

174. Masinaratas teeb 900 tiiru minutis. Kui pika tee
kulgeb 1. tunni viltel ratta punkt, mis asetseb 40 cm kau-
gusel keskpunktist?

175. Muuda 31 kiimnendmurruks ja leia, mitme dige
kohaga see annab z viirtuse.

176. Muuda kiimnendmurruks murd :15‘3 ja leia, mitme
Gige kohaga see annab x viirtuse.

177. Tornikella minutiosuti pikkus on 58 cm. Kui
pika tee kulgeb tema otspunkt &ds-pievas?

178. Veduri suure ratta 14bimddt on 2 m ja viikese
ratta 14bimd6t on 0,80.m. Mitu tdispoodret teeb kumbki
ratas Tallinnast Tartu sdites, kui selle tee pikkus on
191 km?
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179. Tiisnurkse kolmnurga ijrhber, mille kaatetid on
2,4 cm ja 4,5 cm, on joonestatud ringjoon. Kui pikk on
see ringjoon?

180. Ringjoon on oma diameetrist 10,7 cm vdrra pi-
kem. Kui pikk on raadius?

181. Ule kahe masinaratta, mille raadiused on '8,5 dm
ja 1,7 dm, liheb veorihm. Mitu tiiru teeb masina tdota-
misel viike ratas minutis, kui suur teeb 150 tiiru minutis?

§ 42. Vordsete iimbermddtudega hulknurgad.

Ringjoone pikkuse valemist

& == 10
saame, et

Seega

arv sz on ringjoone pikkuse ja ldbimdddu suhe.

Eespool kiisitlesime @ arvutamist ringi sisse ja iimber
joonestatud korrapiraste hulknurkade abil. Arvu 7 on
voimalik miidrata ka teisiti, nimelt vordsete iimbermddtu-
dega hulknurkade abil.

Olgu antud ringjoone pik-
kus s. Et mdirata selle ring-
joone libimddtu d, kui arv z ei-
ole teada, selleks joonestame
mingi Kkorrapidrase hulknurga
iimbermddduga s, niiteks korra-
pirase 6-nurga, ja arvutame
selle sisse ja iimber joonesta-
tud ringjoone raadiused 7 ja rg
(joonis 59). Siis

2 < d < 2rg.

Joonis 59.

7 Etverk, Geomeetria II. ‘ 97



Nii saame kaks tdket, millede vahel asetseb otsitav libi-
modt d. Paremate tdkete saamiseks arvutame niisama
suure iimbermﬁﬁduga korrapdrase 12-nurga sisse ja
timber joonestatud ringjoonte raadiused Roodtas Toss- SIS

20,5 <od <2

Niiiid on d surutud juba kitsamasse vahemikku. Sama
votet korduvalt tarvitades vdime otsitava libimdddu d
médrata kuitahes tédpselt.

Kirjeldatud vdtte rakendamiseks peame oskama korra-
parase n-nurga sisse ja iimber joonestatud ringjoonte raa-
diuste jdrgi arvutada niisama suure iimbermddduga korra-
parase 2n-nurga vastavaid ele-
mente. Nende arvutamiseeskir-
jade leidmiseks vaatleme enne.
kuidas korrapirase n-nurga jirgi
joonestada niisama suure iimber-
moddduga korrapirast 2n-nurka.
Olgu AB korrapdrase n-nurga
kiilg ja punkt O selle n-nurga
keskpunkt (joonis. 60). Joones-
tame I6igu AB keskristsirge OD
ja leiame selle 16ikepunkti O, an-
tud hulknurga iimber joonestatud
ringjoonega. Punkti O, iihen-
dame punktidega A ja B, pooli-

Yooiie. . tame I6igud AO, ja BO, ning

ithendame nende Idikude kesk-

punktid A, ja B,. Saadud sirgldik A,B, ongi antud iimber-

modduga korrapirase 2n-nurga kiilg ja O, on selle 2n-nurga
keskpunkt (joonis 60).

Pohjendus. Kui korrapdrase hulknurga kiilgede
arv 2 korda suureneb, ilma et iimbermdot muutuks, siis
peab kiilje pikkus 2 korda vihenema. See tingimus on tii-
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detud, sest A A,B,0, kiiljed, nende seas ka A;B,, on 2
korda viiksemad A ABO, vastavatest kiilgedest.

Samuti peab korrapidrase hulknurga kiiljele toetuv
kesknurk O kaks korda vidhenema. Ka see tingimus on
tdidetud, sest I A
A,0,B, = A%‘?—
kui piirdenurk, mis toetub samale kaarele, millele toetub
kesknurk AOB.

Tuletame niitid valemid, mille jdrgi saab korrapirase
n-nurga iimber joonestatud ringjoone raadiuse r, ja apo-
teemi (ehk sissejoonestatud ringjoone raadiuse) h, poh-
jal arvutada 2n-nurga vastavaid elemente. Joonisel 60

OD =h,; 0,D;= hons 014y = Ty, .

Sellest joonisest ja konstruktsiooni pohjendusest selgub, et

0,0+ 0D
()ll)l = 7 2 e
ehk
r.+h
hy, = "-2»~”.
Seega

korraplirase 2n-nurga apoteem on niisama suure iimbermddduga
n-nurga apoteemi ja raadiuse aritmeetiline keskmine.

Raadiuse r,, saab arvutada kolmnurgast AO,C, milles

7AN 2 :
A on tdisnurk kui diameetrile O,C toetuv piirdenurk (joo-
nis 60). Eukleidese teoreemi jargi

(A0,)* = CO,'D0;;
et
A0, = 2-A,0, = 2ry,, C0,=2r, ja DO, = 2h,,,
siis

(2’.271)2 o 2rn '2”271



ehk . 4
4r} = 4r -h

2n n “"2n
ja
2 f— .
: r2n SO rn th 4
millest
r2'n T \/rn . h2n #
Seega

korrapdrase 2n-nurga iimber joonestatud ringjoone raadius on nii-
sama suure iimbermddduga n-nurga vastava raadiuse ja 2n-nurga

apoteemi geomeetriline keskmine.

Kasutades valemeid h,, ia Ty, arvutamiseks on vdi-
malik ringjoone pikkuse jirgi arvutada selle ringjoone libi-

modtu kuitahes tipselt.

Nidide.

pikkus on 48 cm.

Antud iimbermddduga korrapirase 4-nurga kiilg

gy =12,
apoteem
hy=:6

Arvutame korrapirase 8-nurga abil tokked.
millede vahel asetseb ringjoone 1dbimdst, kui ringjoone

ja limberjoonestatud ringjoone raadius (joonis 61)

Joonis 61.
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seega

ehk

ehk

a |
r4 - ‘I/(24)2-1_hi!

r, = V36436
1= \/:If

r, =~ 8,485.



 Niisama suure iumbermddduga korrapirase 8-nurga
apoteem ?

ry+hy
| By
seega
8,485 4 6
B e
ehk
hy = 7,243;
selle hulknurga iimber joonestatud ringjoone raadius
re = Vs R,
seega
r, = /8,485 7,243
ehk Ry
re =~ /61,46 ,
millest
re =~ 7,840.

Antud pikkusega ringjoone libimdddu d kohta saame
niiiid, et :
2:-724 < d < 2-784
ehk

1448 < d < 15,68.

§ 43. =z arvutamise ndide.

Arvu 7 suuruse midramiseks eelmises paragrahvis kir-
jeldatud viisil arvutame niiteks 12-sentimeetrise timber-
mddduga korrapirase 6-, 12-, 24-, ... nurga sisse ja iimber
joonestatud ringjoone raadiused ja middrame nende abil
12-sentimeetrise iimbermddduga ringjoone raadiuse. Et
otsitava raadiuse pikkus arvude iimmairdamise tagajirjel
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ei satuks vilja sisse- ja iimberjoonestatud ringjoonte raa-
diuste %, ja r, vahelt, selleks vStame iimmardamisel h,
puudusega ja r,, liiaga.
Kui korrapirase 6-nurga iimbermddt on 12, siis kiilg
on ‘( ehk 2. Eespool-saadud valemite
He==30 ja = das)s
jargi
BT ) ja by =3 = 19320
Léhtudes neist r; ja h, viidrtustest, arvutame valemite
hyy, = 3(rg + hg) ja Fis= Y Tollis
jargi hy, ja r,,. Nii saame, et
hyy = 32 4+ 1,7320) = 1,8660
ja
re = V21,8660 =~ 1/3,7320 ~ 1,9319.
Samal viisil jitkame arvutust, kuni /1 ja r,, erinevad voi-
malikult vdhe. Geomeetrilise keskmlse asemel voib r
arvutada alates r,,-ga aritmeetilise keskmise abil, sest sel-

lest sdltuv viga ei muuda tulemust. Nii saame jargmise
tabeli andmed:

n h & F
6 1,7320 2,0000
12 1,8660 1,9319
24 1,8989 1,9154
48 1,9071 1,9113
96 1,9091 1,9102
192 1,9096 1,9100
384 1,9098 1,9099
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Olgu eespool-antud iimberm3ddduga ringjoone raadius r;
siis. '
1,9098 < r < 1,9099
ja
21,9098 <'2r < 219099
Et 7 — s:2r ja s antud juhul on 12, siis @ asetseb tokete
i e s 0
21,9098 2 -1,9099

ehk
Tt . 6
1,9098 1,9099

vahel. Jagamisel saame, et
3,1417 > @ -> 3,1415;
Toketel, mille vahel asetseb 7z, on neli esimest kohta
iihised; need ongi @ esimesed kohad.

Kui soovime saada 7 jaoks tdpsemat viirtust, siis fg
arvutamisel tuleb vdtta /3 suurema arvu kohtadega;
vottes

/3 =1 73250

saame, et
3,141591 < = < 3,141594. -

§ 44. Ringi pindala.

Olgu ringi sisse ja tmber joonestatud korrapédrane
hulknurk (joonis 62). Tidhistame sissejoonestatud n-nurga
pindala siimboliga S, , iimberjoonestatud n-nurga pindala
siimboliga U,, ja ringi pindala siimboliga S. Siis

S =
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Kui hulknurkade tippude arvu kaks korda suurendada,
siis kd6lhulknurga pindala suureneb ja puutujahulknurga
pindala viheneb:

S5 T 8 ja U,

seejuures ikkagi

<l

n n

Bow. -8 < ilks

Kui niiviisi lasta tippude arvu lopmatult kasvada, siis
nii S, kui ka U ldhenevad ringi pindalale, seega

n

ringi pindala on selleks piiriks, millele tippude arvu I5pmatul
kasvamisel liheneb nii korrapiirase kodlhulknurga pindala kui ka
korrapirase puutujahulknurga pindala.

Olgu ringi sisse joonestatud korrapirase n-nurga iim-
bermdot $, ia apoteem h ning iimberjoonestatud korra-
pdrase - nurga umbermoot i, ja apoteem r; siis

Soale Pe ot g N o By

Gowr
b Gt g T
B 2

ja Ry - iowingy

Joonis 62. 2 2

Samuti juhul, kui n > oo,

ja seega
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See avaldiste %_ﬁ ja ’é " iihine piir on ringi pind-

ala; seega

ehk, sonades,

‘ringi pindala vdrdub iimbermdddu ja raadiuse poole korrutisega.

Asendades pindala valemis iimbermdddu s avaldisega
2nr, saame, et

MR~ b AL
C e 2
ehk
S = ar’.
Seega

ringi pindala vdrdub 7 ja raadiuse ruudu korrutisega.

Ulesanded.

( 182. Arvuta ringi pindala, kui raadius on 18 cm, #
4,3 dm, 0,54 m, 175 m.

¥
183. Arvuta ringi raadius, kui rmgx pindala on 22,9 m’®,
4681 mm?, 1 km®.

184. Ummarguse palgi iimbermdot on 88 cm. Arvuta
palgi ristldike pmdala

185. Toesta, et ringi pindala suureneb n® korda, kui
raadius suureneb n korda.

186. Ruudu sisse ja iimber on joonestatud ringjoon.
Mitu korda on iihe ringi pindala suurem teise ringi pind-
alast?

187. Ristkiiliku mddtmed on 0,66 m ja 1,16 m. Kui
suur on pindala, mida piirab selle ristkiiliku tippe ldbiv
ringjoon?
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188. Kahe kontsentrilise ringjoone, s. t. iihise
keskpunktiga ringjoone raadiused on 0,5 m ja 0,7 m. Kui
suur on nende ringjoonte vahelise rénga pindala?

189. Kabhest kontsentrilisest ringjoonest seesmine poo-
litab vilimisega piiratud pindala. Kui suur on seesmise
ringi raadius, kui vilimise ringi raadius on'r.

190. Kolme ringi 1ibimdodud 2r,, 2r, ja 2r, on iihe
tdisnurkse kolmnurga kiilgedeks. Toesta, et kahe viiik-
sema ringi pindalade summa vdrdub kolmanda ringi pind-
alaga.

191. Joonesta ring, mille pindala vordub kahe antud
ringi a) pindalade summaga, b) pindalade vahega.

§ 45. Ringjoone sirgestamine ja ringi ruutimine.
Ringi pindala valemist

W N g
iy &

on nédha, et ring on pindvdrdne niisuguse kolmnurgaga,
mille alus on s ja kdrgus on r. Kui oleks vdimalik sirkli
ja joonlaua abil ehitada niisugust sirgldiku, mille pikkus
tipselt vordub ringjoone pikkusega, siis saaks ehitada rin-
giga pindvordse kolmnurga ja viimase jirgi ka ruudu.
SirglGigu joonestamist, mille pikkus vordub ringjoone pik-
kusega, nimetatakse ringjoone sirgestamiseks
ehk rektifikatsiooniks. Seda iilesannet piititi la-
hendada enam kui 2000 aasta viltel, kuni saksa matemaa-
tik Lindemann 1882 tdestas, et # on niisugune irratsio6-
naalne arv, mille pikkusega sirgldiku ei saagi ehitada sirkli
ja joonlaua abil. Sellest jireldub, et

ringjoone sirgestamine on sirkli ia joonlaua abil vdimatu.

Samuti on teostamatu ringi ruutimine ehk kvad-
ratuur, s. o. ringiga pindvérdse ruudu ehitamine sirkli
ja joonlaua abil.
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Ringjoone ligikaudseks sirgestamiseks on
palju votteid. Tutvume kahega neist.

1. Joonestame kaks ristuvat raadiust, iihendame nende
otspunktid ja leiame nii saadud kddlust ¢ (joonis 63). Kui
ringjoone libimdddu kolmekordset AD pikendada kdolu AB
iihe viiendiku vorra, siis saame ringjoone ligikaudse pik-
kuse CD.

20

Joonis 63.

Sellekohane arvutus niitab, et nii saadud ringjoone
pikkus erineb tdelisest pikkusest vihem kui 0,0004r vorra.

2. Li#bi diameetri AB ots-
punkti B joonestame puutuja ja
keskpunkti O juurde ehitame
nurga BOC = 30°. Selle kesk-
nurga teine haar ldigaku puutu-
jat punktis C. Edasi leiame
puutujal CB punkti D nii, et

G == "

Punktide A ja D iithendamisel

saame sirgldigu, mille pikkus

ligikaudu vordub poolringjoone

pikkusega (joonis 64).
Arvutades 16igu AD pikkuse, Finiie 4

nieme, et see erineb poolring-

joone pikkusest ligikaudu 0,00006r vorra. Seega eelkirjel-

datud vote on viga tipne!
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Ulesanded.

192. Prantsuse matemaatik Vieta (1540—1603) leiutas

7 jaoks ligikaudse viidrtuse 1,8 + \/ﬁ Arvuta sellest n
viiekohalise murdosaga ja ‘midra ligikaudse vaartuse vea
ilemmaéir.

193. Arvuta l6igu CD pikkus jooniéel 63, kui ringi
raadius on r. Kui palju see erineb ringjoone pikkusest?

194. Joonesta ringjoon, mille pikkus v&rdub kahe an-
tud ringjoone pikkuste summaga.

195. Joonesta rmg]oon mille pikkus on pool antud
ringjoone pikkusest.

§ 46. Kaare pikkus ja sektori pindala.

Ringjoone kaare pikkus on madratud, kui on teada
kaare raadius r ja kraadide arv «. Kaare kraadide arvu
asemel voib olla antud sellele kaarele toetuva kesknurga
suurus, sest kaare ja sellele toetuva kesknurga kraadide
arvud on vordsed.

Arvutame a-kraadise kaare pikkuse %, kui' ringjoone
raadius on r (joonis 65). Et ringjoone pikkus ehk, teisiti,
360-kraadise kaare pikkus on 2ar, siis 1-kraadise kaare
pikkus on

2ar nr
3602 - 5 Cagse
a-kraadise kaare pikkus
e T
k= 150
ehk
- Jre
£2 180 °

Kesknurk « ja sellele vastav kaar & piiravad sektorit
ABO (joonis 65). Tihistame sektori pindala sumbohga Sa
ja leiame selle arvutamiseks valemi.

108"



Kui sektori nurk kasvab ja saab vordseks 360°, siis sek-
tori pindala saab vdrdseks ringi pindalaga, s. t. 360-kraa-
dise sektori pindala on ar?; et sama ringi iihekraadised
sektorid on vordsed, siis

1-kraadise kaarega sektori pindala on 1372%, a-kraadise

kaarega sektori pindala

@ 360

2
S = 7ra

ehk
i L S
Sp AT 180 2.
Eespool leidsime, et Kkaare
pikkus |

I e 050
E 180’
seega
kr. Joonis 65.
: Sq. 7% 3
tihendab,

sektori pindala vordub raadiuse ja kaare pikkuse poole korrutisega.

Viimasest sektori pindala valemist selgub, et sektor on
pindvordne kolmnurgaga, mille alus on vordne kaare pik-
kusega ja kdrgus on vdrdne raadiusega.

Ulesanded.

196. Kui pikk on 38°-ne kaar ringjoonel, mille raadius
r — 24 dm?

197. Ringjoone raadius r = 62 cm. Mitu kraadi on
poole meetri pikkuses kaares?

198. Kaks linna asetsevad iihel ja samal meridiaanil,
kuid iiks neist pohjalaiusel 51° ja teine pohjalaiusel 39°.
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Kui suur on nende linnade vaheline kaugus, kui Maakera
meridiaani raadius on 6370 km?

199. Arvuta, mitu kraadi on 1 radiaan ehk raa-
diuse-pikkusele kaarele vastav kesknurk.

200. Mitu kraadi sisaldab Maakera ekvaatori 1000 km
pikkune kaar, kui ekvaatori raadius on 6380 km?

201. Kaks iihel ja samal meridiaanil asetsevat linna on
teineteisest 250 km kaugusel. Ldunapoolsema linna pdhija-
laius on 47°15". Leia pdhjapoolsema linna pdhjalaius.

202. Arvuta 48°-se sektori pindala, kui raadius
=058 m:

203. Ringjoone pikkus on 96 dm. Kui suur on 35°-se
sektori pindala?

204. Ringi raadius on 1 m ja sektori pindala on 1 m®.
Mitu kraadi sisaldab sektori kaar?

~205. Ringi 56°-se sektori pindala on 84 cm®. Arvuta
ringjoone pikkus.

206. Raadiuse-pikkuse kaarega sektori pindala on
0,72 m®. Kui pikk on raadius?
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