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Sissejuhatus

Bakalauruset6o eesmérgiks on uurida joonteparvede méhisjooni tasandil. Uhelt poolt ku-
jutab iga teoreem mingit matemaatika iilesannet. Teiselt poolt on igal teoreemil geomeet-
riline tolgendus, mis realiseerub monikord eriskummalisel kombel meie ruumis. Teooria ja

praktika on neil juhtudel tihedalt seotud.

Esiteks, méhisjoone vorrandi tuletamine xy-tasandil toimub kindla algoritmi jéargi

(vt. méhisjoonte leidmise algoritmi), nimelt:

e parve joone vorrandis on parameeter ¢, mille fikseerimisel eraldub parves joon;

e kui vorrandit diferentseerida t jéargi, saame siisteemi, mis méaérab joone karakterist-

liku punkti ja iihtlasi méhkija puutepunkti joonega;

e elimineerides siisteemist parameetri ¢, leiame méahkija vorrandi.

Teiseks, on ndidatud, kuidas toimib algoritm — kord ringjoonte ja kord sirgete parve

puhul (vt. teoreemid 2.2 ja 2.3).

Kolmandaks, on vaadeldud kahte juhtu, mil sirgjoonte karakteristlikud punktid moo-
dustavad ringjoone voi Pascali teo (vt. teoreemid 4.1 ja 4.2). Sel juhul meid ei huvita

méhkijad, vaid ratta kodarate karakteristlikud punktid.

Teoreeme 2.3-4.2 on véimalik huvitaval kombel geomeetriliselt tolgendada. Teoreem
1.4: immarguse anuma valgustamisel selle pohjas (nt kohvitassis) on selgelt ndhtav kaus-
tika — kaheharuline keskpunkti poole suunatud teravikuga koverjoon ehk kiirte méhisjoon
peale nende peegeldumist vastu anuma sisekiilge. Veereva ratta varjus on ndhtav tumedam
piirkond, kas ringjoon — teoreem 4.1 — voi Pascali tigu — teoreem 4.2. Olukord on eriti
tahelepanuvéirne, sest paigal poorleva ratta varjus sellised piirkonnad puuduvad, kuid

need tekivad ratta veeremisel. Sel juhul vaid liikumine on kujundite tekke pohjustajaks.



Neljandaks, moodunud sajandi alguses oli probleeme lennuaparaatidega, mis piitidsid
vallutada helibarjédari. Lennukid, saavutades heli kiiruse, ei pidanud vastu vibratsioonide-
le, lagunesid ja lendasid tiikkideks. Pohjuseks oli asjaolu, et heli sagedus (mootori miira)
on tolgendatav sfadride parvena. Selle parve méhispinnaks on koonus. Koonus liigub len-
nuki kiirusega, kui viimane lendab helist kiiremini. Sel juhul ohtu pole, sest lennuk asub
koonuse tipus. Ohtlik on lennata heli kiirusega, sest sel juhul lennuki timbruses kontsent-
reerub heli, mis on tuhandeid kordi voimsam vdorreldes iihe helilaine (sfdéri) voimsusega.

Koonust, mille tekitab mootori(te) miira, on nihtud visuaalselt ning filmitud.

Seega uurida mihisjooni(-pindu) on dirmiselt vajalik, sest iiks vonge teatud ostsillee-
rimisel voib olla véike ja isegi mitte méargatav, kuid lainete kattumisel ja kuhjumisel
voivad tekkida locklained, mille voimsus on ettearvamatu. Nt moelgem, kuidas tekib
,~mulksatus®, kui vette kukub kivike, v6i tohutu tsunami, mis voib saada toelise katastroofi
pohjustajaks.

Moodunud sajandi suursiindmuseks oli, kui prantsuse matemaatik René Thom pani
alguse nn , katastroofide“teooriale*. Ennekdoike teooria néeb ette struktuuride stabiilsust:
siisteemi ,,raputamisel “jadvad piisima stabiilsed invariandid. Jargmisel ,, raputamisel“osa
invariante langeb vilja ning jadvad piisima veelgi stabiilsemad invariandid. Niiviisi toi-
mub areng ning kohanemine keskkonnaga looduses ja kogu ruumis. Selles protsessis ithed
reziimid surevad, teised stinnivad. Ndeme vormide teket ja nende mitmekesisust — morfo-

geneesi. Méhisjoonte teooria kirjeldab siin vormide teket viga néitlikult.

Viimasel ajal on maailma kirjanduses ilmunud hulgaliselt raamatuid ja teisi publikat-
sioone katastroofide teooria ainetel ning selle rakendusaladest: mehhanikas, fiiiisikas, ma-
jandusteadustes, sotsioloogias, psithholoogias, geoloogias, termodiinamikas, embriioloogias
jne. Kogu see teooria kasutab matemaatikat alates geomeetriast (mida ndeme antud ba-

kalaureusetoos) ja lopetades tosiste funktsionaalanaliiiisi teoreemidega.

*R. Thom péalvis 1958. a. selle avastuse eest Fieldsi preemia, korgema autasu matemaatikas.



Toeline joud peitub liskumises.
G.W. Leibniz
Litkumise vahetundmisel me ei tunne ka loodust.

Aristoteles

1 Joonteparve méihisjoone leidmine

Olgu tegemist mitte iiheainsa joonega, vaid mingis piirkonnas U € R muutuvast para-

meetrist u séltuva muutuva joone 7, asendite hulgaga, nn. itheparameetrilise jooneparve-

ga.

Definitsioon 1.1. Joont v nimetatakse joonteparve {v;: u € U} mdhisjooneks, kui ta

igas oma punktis puutub iiht parve joontest, ilma et tal oleks sellega {ihist kaart.

Olgu antud tasemepind {x: F(z1,x9,x3) = 0}, kus F(x1, 2, z3) = 0 on tasemepinna
ilmutamata vorrand. Olgu antud piirkonnad U € E3 ja T C R ning kujutus £': U xT —
R selliselt, et funktsioon F'(zq,xs,x3,7) on piirkonnas U x T' pidevalt diferentseeruv ja
vorrand

F(z1,29,23,7) =0

médrab iga fikseeritud 7 C T korral mittetiihja tasemepinna, mille koikides punktides

VF #0, kus
_ (OF OF OF

B (8_:1:1’ Oy’ 6_1@,) '
Definitsioon 1.2. Lihtpinda T = {x: x = x(uy, us), (u1,u2) € D} nimetatakse pin-
naparve mdahispinnaks, kui ta igas oma punktis puutub iiht parve pindadest, omamata

iithegagi neist iihist piirkonda.

Definitsioon 1.3. Parve karakteristlikuks punktiks nimetatakse joone 7; ja nihutatud

joone ~y; l6ikepunkti piirasendit, kui nihutatud joon viia tagasi esialgsesse asendisse.



Mihisjoonte leidmise algoritm

Olgu joonteparv xy-tasandil antud vorrandiga

f(z,y,a) =0.

Fikseerime parameetri a. Selle tulemusena eraldub parvest iiks joon. Kui muuta parameet-
rit a muudu Na vorra, siis nihkub joon teise asendisse. Fsialgse joone ja nihutatud joone

lotkepunkt on mddratud siisteemiga

f(l’, Y, (l) = Oa
f(z,y,a+ ANa) = 0.
See siisteem on samavdidrne siisteemiga
f(z,y,a) =0,
ﬁ(f(ma y,a+ Aa) - f(xaya GJ)) =0.

Piirprotsessis /Na — 0 lihedased jooned 1ihtivad ja loikepunktist saab esialgse joone ka-

rakteristlik punkt. Saame stisteemsi

f(z,y,a) =0,
fo(w,y,a) =0,

(1.1)

kus teine vorrand on esimese vorrandi osatuletis a jdargi. Elimineerime ststeemist (1.1)

parameetri a. Selle tulemusena saame mdhisjoone vorrandi

O(z,y) =0.



2 Ringjoonte ja sirgjoonte parved

2.1 Koonus
Teoreem 2.1. Olgu xy-tasandil antud ringjoonte parv
(z+a)* +vy* = (ka)®>, a>0,k>0.
Antud parve mdihisjooneks on kaks loikuvat sirget, mis labivad nullpunkti.

Toestus. Eelduse kohaselt on ringjoone keskpunkti koordinaadid (—a,0) ja raadius ka.
Kui k£ > 1, siis vastab vorrand Doppleri efektile. Hiljem selgub.kui £ = 1, vastab vorrand
helibarjéérile ja juht, kus k£ < 1 vastab olukorrale, mil helibarjaér on iiletatud. Moodusta-
me siisteemi, kus teine vorrand on saadud esimese vorrandi diferentseerimisel parameetri
a jargi:

(z + a)* + y* = (ka)?, (z + a)* + y* = (ka)?,

<

2(z + a) = 2k?a, T+ a = k?a.

Stisteem méérab ringjoone karakteristlikud punktid. Leiame méhisjoone. Selleks eliminee-

rime parameetri a:

r+a=Fka <= r=Fa-a —= =K -1a = a=

Asendame parameetri a ringjoonte parve vorrandisse:

<m+k2x—1>2+y2:<kk2i1)2 = x2(1+k21—1>2+y2:x2(%>2

2

= (=) + =)

, Tk — 2%kt %K1 - K?) 2k? 22k?
i y = = = — =
(k2 —1)2 (k2 —1)2 (k2—1) 1—k2
xk
— =+——,| kuik<l.
SO gy
Oleme saanud méhisjooneks kaks 16ikuvat sirget. O]



Jareldus 2.2. Ruumis, kui parv poorleb imber x-telje, on tulemuseks pdéordkoonus. St

iga ringjoon annab sfadri ja kaks sirget (méhisjoont) moodustavad koonuse.



2.2 Kaustika kohvitassis

Sageli on parve méhisjoon paremini ndhtav kui iiksik joon eraldi. Nagu 6eldud, murdlaine
voib olla mérksa voimsam ja ohtlikum kui {iks laine, mis teiste lainetega koos murdlaine
pohjustab.

Mahisjooned ja méhispinnad esinevad reaalsuses iisna tihti, nt voivad nad tekitada
héireid elektroonikas ning raadiolainete levikul.

Lihtsam juht, mida v6ib meist igaiiks vaadelda péikesepaistelisel kohvijoomisel, on

kaustika kohvitassis.

JoonNis 2.1. Kaustika kohvitassis

Paralleelsed kiired langevad ringjoone sisse ja peegeldudes vastu ringjoont moodus-

tavad kaustiku.

JOONIS 2.2. Kaustika



Teoreem 2.3. Valguskiir kulgeb paralleelselt x-teljega dihikringjoonele x* + y*> = 1. Toi-
mub peegeldumine. Peegeldatud kiirte parve mdahisjoon on koverjoon, mille parameetrilised
vorrandid on jargmised:

T = cost(% + sin? t),

y = sin® .
Mdhisjoonel on teravikupunkt (%,0) ja selle kaks kaart viljuvad teravikupunktist ning

vddrtusel t = 3 toimub puutumine ihikringjoonega punktides (0,£1).

Toestus. Olgu ringjoon iihikringjoon. Votame sellel punkti M (cost,sint). Kiir langeb
vasakult punkti M ja peegeldub vastu rinjoont. Peale peegeldumist kulgeb kiir piki sirget

y —sint = tan 2t (z — cost). (2.1)

Vérrand (2.1) méérab sirgete parve, parameetriks on ¢. Diferentseerime parameetri jargi

ning moodustame stisteemi (1.1):

—cost = (x — cost) + tan2tsint,

cos? 2t
(—cost — tan 2t sint) cos? 2t cos® 2t(cost + tan 2t sin t)
T —cost = = _
2 2
= cos? 2t cost — cos 2t sin 2t sin ¢ _ —cos2t(cos 2t cost + sin 2t sin t)
B 2 B 2

1
= —5cos 2t cos(2t — t)

1
= ——cos 2t cost.
2

Avaldame koordinaadid = ja y parameetri ¢t funktsioonidena — saame kaustiku parameet-
rilised vorrandid:
1 1, .5 9
z=-3 cos 2t cost + cost = cost(l + §(sm t — cos t))
cont (Bt Leos? ) — cont (s 4 cost) 4 s
= cost 5 Sin t+ 5 08 t) =cost 2(sm t +cos”t) +sin“t
1,
= cost<§ + sin t),

10



1 1
Yy = tan2t(§ cost + costsin®t — cost> +sint = tan2tcost<§ + sin?t — 1) + sint

2 sin t cos? t(% — cos? t)

= sin 2t cost(1 —cos2t> +sint = + sint
cos 2t 2 cos?t — sin®t
_ sintcos?t — 2sint cos* ¢ + sint cos? t — sin® ¢
B cos2t —sin?t
_ 2sintcos?t — 2sint cos® {(1 — sin®¢) — sin®¢
B cos?t — sin®t
B 2sintcos’t — 2sint cos®t + 2sin®t cos® t — sin® ¢
B cos2t — sin’t
_ sin®t(2cos?t — 1) sin’t(2cos?t — sin®t — cos? 1)
-~ cos?t—sin®t cos2t —sin?t
= sin®¢.
Arvutame ka koordinaatide x ja y tuletised parameetri ¢ jargi:
x = cost(s +sin’t), i =3sint(3 — sin’t),
_
y =sin’t, y = 3costsin?t.

Kuna koordinaadid (z,y) méaéravad kaustika punkti hetkel ¢, siis tuletised (&, y) madravad
kaustika puutujavektori selles punktis. Vaatame seda kaustikat ldhemalt. Esiteks, kaustika
on siimmeetriline y-telje suhtes, sest y(—t) = —y(¢) . Kaustika 16ikub z-teljega punktis
(%, 0), mis on ka selle teravikupunkt, © = ¢y = 0. Kaks koverat kaart hargnevad punktist

(%, 0) ja kulgevad kuni puutumiseni ringjoonega punktides (0,+1). O

Mairkus. Kui kiir langeb ringjoonele paremalt ja peegeldub vastu ringjoont véljaspoolt,
siis peale peegeldumist kiire suund on sama, mis sirgjoonel (2.1), ning méihisjoon on

seesama kaustika — kuigi kiir on ringjoonest véljas ja kaustika ringjoone sees.

11



3 Konhoid

Kui (kover)joone kohavektor on mingi konstantse 16igu [ vorra pikendatud ja lithendatud
(nii iihele kui teisele poole), siis kahele poole moodustub antud joone konhoid. Kon-
hoidi on kasutatud kuubi duplikatsiooni ja nurga trisektsiooni probleemide lahendamisel
ning ka antiikarhitektuuris. Vana-Kreeka sammaste vertikaallabildige oli konhoidi silmuse

kujuline.

Téhtsamad erijuhud on jargmised:
1) sirgjoone konhoid e. Nikomedese konhoid,
2) ringjoone konhoid e. Pascali tigu,

Pascali teo 4 erijuhtu (ringjoone diameeter on a):

2a) [ > 2a — sile ovaal,
2b) a <l < 2a — lohuga ovaal (2 kdanupunkti),
2¢) a > [ — aasaga ovaalt,

2d) a =1 — teravikuga ovaal e. kardioid.

\\
/

JOONIS 3.1. Konhoid

tKreeka sonast ”merekarp”.
tJalgratta kodarais me nieme Pascali tigu juhul 2¢), vt. teoreem 4.2.

12



4 Pascali tigu

Pascali tigu on ringjoone konhoid selle ringjoone iihe punkti suhtes. Selle joone avastas
Blaise Pascali isa Etienne Pascal, aga nime andis sellele Gilles-Personne Roberval aastal

1650. Polaarkoordinaatides on joon esitatav vorrandiga
p = a + bcost,
kus b on ringjoone diameeter. Ristkoordinaatides on Pascali teo vorrand

(I2+y2_bx)2 :a2(x2+y2).

JOONIS 4.1. Pascali tigu

4.1 Pascali tigu jalgratta kodarais

Teoreem 4.1. Veeregu ratas méoda sirgjoont. Sel juhul on igal kodaral karakteristlik punkt
ja koikide kodarate karakteristlikud punktid asuvad ringjoonel, mille diameetriks on ratta

kodar, mis on risti antud sirgega t.

Pohjendame seda jargmiselt. Liikumine voib tekitada {isna ootamatuid tulemusi. Ku-
jutame, et ratas raadiusega 1 veereb vasakult paremale piki z-telge. Alghetkel ratta kesk-
punkt on punktis (0,1). Ratta kodar on sirgjoon y — 1 = kz. Ratta veeremisel tekib sellel
karakteristlik punkt — 16ikepunkt ristsirgega y = —%, kuna 0-punkt on hetkelise poorde

13



piisipunkt. Kui kodar heidab varju maapinnale, siis karakteristliku punkti vari kestab
kauem, kui kodara iikskoik millise teise punkti vari. Kodarate koik karakteristlikud punk-
tid asuvad ringjoonel, mille diameetriks on ratta kodar, mis hetkel on risti z-teljega, ja

keskpunktiks punkt (%, 0):

== 2 +y* —y=0.

JOONIS 4.2. Ringjoon ratta varjul

Seetottu, kui paigal poorleva ratta vari on iihtlaselt hall, siis ringjoon, kus asuvad koda-
rate karakteristlikud punktid, ratta veeremisel tekitab ratta varjus piirkonna, mis iildise

taustaga vorreldes néib tumedamana.

Delikaatsem on olukord jalgratta ratta varjus, sest sel juhul kodarad ei moodusta

kimpu, nagu eelmises néiites, vaid moodustavad ringjoone (ratta rummu) puutujate parve.

Teoreem 4.2. Jalgratta ratta kodarad on ringjoone (rummu) puutujad. Igal kodaral on
karakteristlik punkt. Koik karakteristlikud punktid asuvad koverjoonel ehk Pascali teol.
Pascali tigu on ihtlasi ringjoone konhoid, mille diameetriks on loik OP, kus O on ratta

keskpunkt ja P on ratta puutepunkt sirgega t.

Joonisel on kujutatud iihikringjoon 22 + y? = 1 (rumm) ja selle puktist M (cost,sint) on

tommatud ringjoone puutuja x cost+ysint = 1 (kodar). Olgu punkt P(0, —a) poorlemise

14



JOONIs 4.3. Pascali tigu ratta kodarais

hetkeline keskpunkt (ratta puutepunkt maapinnaga). Tombame punktist P ristsirge ko-

darale ja moodustame siisteemi, mis méarab kodaral karakteristliku punkti:

rcost +ysint =1,
Y (4.1)

zsint — (y +a)cost = 0.

Kui siisteemist (4.1) elimineerida parameeter ¢, saame vorrandi (vt. raamis), mida rahul-

davad karakteristlike punktide koordinaadid. Elimineerime parameetri ¢, siis

+a
tant:y ,

x

T
cost = ,
Va2 4 (y +a)?

. Yy+a
sint =

Asendame sint ja cost siisteemi (4.1) esimeses vorrandis, siis

(2 +y* +ay)® = 2* + (y +a).

Vorrand méaérab xy-tasandil kdverjoone, mille nimetuseks on Pascali tigu. Jalgratta ratta

varjus Pascali tigu jatab tumeda jilje.

15



Markus. Suvalise arvu a korral on koverjoon nn. ringjoone konhoid, kuid vaid juhul a > 1
on see Pascali tigu. Juhul a = 1 on see joon kardioid. Kui 0-punkt nihutada punkti P,

saab vorrand tavapérase kuju:

=
Il

xz,

— | (@47 —ap)? =+ 7

y+a,

<)
I

Minnes koordinaatidelt (Z,7) iile polaarkoordinaatidele (p, ¢), saame ka polaarvorrandi:

T = pcosp,

— ’pz:l:l—l—asincp.‘

p
y = psingp,
Vastavalt definitsioonile on suvalise kdverjoone konhoid punkti P suhtes joon, millel lii-
guvad 16igu otspunktid, kui selle keskpunkt liigub méoda antud joont ning pikendus lédbib
punkti P. Antud juhul kéne all on ringjoone konhoid, mille diameetriks on OP = a ja

vorrandiks

2+ 7> —aj =0, e. polaarkoordinaatides

Vorreldes polaarvorrandeid p = asin ¢ ja p = £1+asin ¢, ilmneb toepoolest, et ringjoone

konhoid punkti P suhtes on juhul a > 1 Pascali tigu, ning 16igu pikkus on 2.

JOONIS 4.4. Rohelise ringjoone konhoid

16



5 Helibarjaar

5.1 Ajalugu

Helibarj#éri olemasolu ilmnes 1940. aastail kiirete lennukite katsetamisel. See avaldus juhi-
tavuse kadumises, vibreerimises ning lennukite lagunemises. Sageli oli tulemuseks lennuki

purunemine. Enne, kui opiti helist kiiremini lendama, hukkus katsetel palju lendureid.

Esimese lennuk, mis ametlikult lendas helist kiiremini, oli 1947. aastal rakettmoo-
toriga lennuk X-1. 1948. aastal oli ThrustSSC esimene auto, mis iiletas helikiiruse. 2010.
aastal onnestus Felix Baumgartneril kosmosest vabalangemises helikiirus iiletada. Samal
aastal avastasid Hollandi teadlased, et mingi eseme vette viskamisel tekib ketkeks tilluke
ohujuga, mis paiskub iilehelikiirusega iiles.

Moéned palentoloogid on véitnud, et helikiirus voidi {iletada juba 150 miljonit aastat
tagasi. Arvutimudelite pohjal jouti jareldusele, et teatud pika sabaga dinosaurused voisid
omada voimet liilia oma sabaga nii, et 160gi kiirus {iletas iilehelikiiruse. Nendeks dino-
saurusteks voisid olla néiteks Apatosaurus ja Diplodookus. See avastus on teoreetiline ja
vaieldav. Kuid on teada, kui meteoriidid sisenevad Maa atmosfééri, siis tavaliselt langevad

nad kiiremini kui heli.

Joonis 5.1. Ulehelikiirusel lendav lennuk

17



5.2 Helibarjaari iiletamine

Kui heliallikas asub iihes punktis paigal, on helilaine sfdér, mis atmosfaéris paisub kiiruse-
ga ca 340 m/s. Helilaine kannab endaga energiat, mis kiiresti haihtub, sest sfdéri pindala

suureneb — mida kaugemal oleme, seda norgem on heli.

JOONIS 5.2. Helilaine - sfaar

18



Meie korv tajub sagedusi ligikaudu 15 000 vonget sekundis. Kujutame ette 15 000
kontsentrilist sfidéri iithe sfaéri sees, mille raadius on 340 m. Jagame 340 meetrit 15000
meetriga, saame kahe sfaéri vahelise kauguse ca 2 cm. Selline on heli sagedus, mida kuu-

leme.

JOONIs 5.3. Sagedus
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Kui heliallikas liigub teatud suunas, siis sfaérid ei ole kontsentrilised, sest iga jargmise
sfadri keskpunkt on nihkunud liitkumise suunas ettepoole. Lennuki ees on sagedus korgem
ja lennuki taga madalam. See on niinimetatud Doppleri efekt — vaatleja ja laineallika

lahenemisel teineteisele sagedus suureneb, teineteisest eemaldumisel viheneb.

JOONIS 5.4. Doppleri efekt

20



Eeldame, et lennuk on saavutanud helikiiruse 340 m/s. Kui ta on lennanud selle
kiirusega iihe sekundi, siis ta on jadnud iga sfaéri peale, st lennuki ldhedases timbruses
on kontsentreerunud 15 000 sfdéri ja energia on kasvanud 15 000-kordseks vorreldes iihe
sfadriga. Ukskoik kui nork energia iihel sfidril ka poleks, siis niiiid on see tohutult kor-
distunud ja kujutab tosist ohtu lennuaparaatidele ja pilootidele. Lennuk on saavutanud

helibarjaéri ning selle kiirusega pikemat aega lendamine on eluohtlik.

JOONIS 5.5. Helikiirus
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Kui lennuk on iiletanud helibarjééri, st lennates kiiremini kui 340 m/s, siis ta jatab
endast maha koik sfadrid. Piloot ei kuule mingit miira ja pole mingeid heli poolt tekitatud
vibratsioone. Lennuki sabas on koonus, mille sisse jiddvad koik sfaérid — heli on koonuse
sees, viljaspool koonust valitseb vaikus. Kui oleme maapinnal ja lennuk lendab meist iile,
ei kuule me lennukimootori miira seni, kuni koonus pole meieni joudnud. Kui helikoonus
meieni jouab, kéib dge kirgatus ning peale seda on kuulda miira. Matemaatikud iitlevad,

et koonus on sfiadride ehk sfadriparve méahispind.

JOONIS 5.6. Heli iiletamine
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Enveloping lines of families of curves

Bachelor’s Thesis
Riina Org

Summary

The point of this bachelor’s thesis is to explore the envelopes of family of curves and
curves characteristic points on the plane. In this thesis it has been studied enveloping
surface of family of spheres (cone of sound in the tail of aircraft), caustic of lighting the
inside of container, curved lines formed by characteristic points of spokes of wheel (for
example Pascal’s limagon in the spokes of bicycle’s wheel). The Result is miscellaneous

possible applications in interpretation of wave formation and shock waves.
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