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Общую теорию теорем о среднем значении для обыч-

ных рядов создали В. Юркат и А. Пейеримхофф [2, 3, s].
Они применили его для изучения включения методов

суммирования [3] и проблемы множителей суммируемости

[2, s]. Для некоторых конкретных методов суммирования

теоремы о среднем значении были известны уже раньше

(см. [l, 7]). В случае двойных рядов теорему о среднем
значении применил Г. Кангро [4] для изучения проблемы
множителей суммируемости.

Целью настоящей диссертации является разработка об-

щей теории теорем о среднем значении в случае двойных
рядов и применение ее для исследования включения мето-

дов суммирования и проблемы умножения рядов.

В ПЕРВОЙ ГЛАВЕ диссертации излагаются основные

понятия, определения и вспомогательные леммы.

последовательностей (| х
?
[<Жи существует Ит

В дальнейшем буквой а будем обозначать один из

этих классов и буквой |3 — один из классов Ьс и гс. Мы

будем называть х~{х } а-сходящейся, если хеа.

Введем следующие классы двойных последователь-

ностей * *=Ц»} : Ъс — класс ограниченно сходящихся

гс — класс регулярно сходящихся последовательностей

(существуют Ит =: Ит х
р„

— х\ Кшх
(М

= х
|Х
),

Р>->ОО [Л-*ОО ->оо

а — класс абсолютно СХОДЯЩИХСЯ последовательностей

1 'Х'ри 1 '

оо).

* Если пределы изменения индексов в последовательностях и

суммах не указаны, то они имеют все целочисленные значения от 0

до оо. Ниже везде = Ди ), Д
р7

= ( )>

причем д. -— = а
ч

— а
ч— 1 («_1 =0).
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Атп(х) —
2 а

рМ = О

Мы скажем, что ряд 2ин А
а -суммируем к сумме

А (х), если {А тп(х)} а-сходится к А (х), где

«=0

ВО ВТОРОЙ ГЛАВЕ диссертации даются необходи-
мые и достаточные условия для «-совершенности ме-

тода А и для сходимости по отрезкам в пространстве аА,
а также излагается общая теория теорем о среднем зна-

чении с применением к изучению включения методов

суммирования.

В диссертации рассматриваются треугольные методы

суммирования Л= (а вводимые преобразованием
тп

Если а
тптп 0, то называем метод А нормальным.

и пишем хеаА. Множество последовательностей аА мы

рассматриваем как пространство Банаха. Если все по-

следовательности хеа А
Гс -суммируемые с сохранением

суммы и пределов по строкам и столбцам, то скажем,
что метод А вполне а гс регулярен. Аналогично опре-

деляются другие виды регулярности метода А. Соответст-

вующие условия для регулярности излагаются ввиде вспо-

лагательных лемм.

Общее понятие отрезка в пространстве аА мы

определяем как любую линейную комбинацию элементов

основного множества пространства а. Специально опреде-
ляется понятие отрезка для последовательности хеаА так

что имеет смысл рассматривать сильную и слабую сходи-

мость по отрезкам в пространстве аА. Доказывается, что

если в пространстве аА имеет место слабая сходимость

по отрезкам, то также и сильная сходимость по отрез-
кам, и метод А оказывается «-совершенным. При этом

мы называем нормальный метод А «-совершенным,
если^

а
есь4 несли множество плотно в аА.

Теоремы о среднем значении для метода —

определяются следующими оценками (где х= } -
произвольная последовательность и К — константа):
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к1
(О к' к т),
(О </'</< л),

(1) \2 а
тпин I<К|Ли.(х)|

оо Л/

(2) (2-2)\Атп
2 а

т„(,,х|й |<К|Ли,(х)| (—)
тп=o тп—Ъ

тп тп

(3) 2I а I< к 2 1Д„ (х) |.
—0 — О

Здесь в случае оценок (1) и (2) полагаем, что сущест-

вуют такие числа к’ и V, что соответствующее неравен-
ство выполняется.

Обозначим последовательности частных сумм рядов

2ик1, Зък 1 и 2ъ^к1 соответственно, через I/, V и

Теорема. Пусть метод А нормален, вполне а —>а

регулярен и удовлетворяет оценкам (2) и (3). Пусть
метод В удовлетворяет таким же условиям, а метод С —

условию
*

Сп.ч+ы+l
=

_ _

атпк lЬгп _ кп

* В этом условии члены, неимеющие смысла, исключаются

Даются достаточные, а также необходимые условия
для выполнения оценок (1), (2) и (3). Если Л вполне

/3 /3 регулярен и удовлетворяет оценке (1), то он

а если А вполне а а регулярен и

удовлетворяет оценке (2), то А В обо-
их случаях в аЛ имеет место сходимость по отрезкам.

В ТРЕТЬЕЙ ГЛАВЕ диссертации мы применяем тео-

рию теорем о среднем значении для изучения проблемы
умножения суммируемых двойных рядов, где ряд-про-
изведение составляется по правилу Коши.

Общее решение проблемы, как известно, из-за слож-

ности условий имеет главным образом теоретическое зна-

чение. Оказывается, однако, что при помощи теорем о

среднем значении можно выделить такие классы не-

конкретизированных методов суммирования для кото-

рых решение оказывается эффективным и получаемые ус-
ловия хорошо трактуемы. Мы проиллюстрируем это на

двух примерах.
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Теорема. Пусть метод А нормален, вполне (3 —> |3
регулярен, удовлетворяет условиям (1) и*

т—к п —I

%
а

п, к, 1 = 0,1,...).
а
т —кп—

(Л) =0

В конце главы доказывается, что для некоторых клас-

сов методов суммирования в полученных теоремах умно-
жения некоторые предположения оказываются излишни-

ми (например требование выполнения теорем о среднем

значении). Сюда относятся в частности методы Вороного-
Нёрлунда.

В ЧЕТВЕРТОЙ ГЛАВЕ диссертации из общих теорем
предыдущей главы выводятся теоремы умножения для

методов суммирования Рисса и Вороного-Нёрлунда.
Основные теоретические результаты настоящей дис-

сертации опубликованы в Ученых записках Тартуского
университета [6].
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