Tartu Ulikool
Loodus- ja tappisteaduste valdkond
Matemaatika ja statistika instituut

Triinu Veeorg

Delta- ja Daugaveti-punktid
Banachi ruumide otsesummades

Matemaatika eriala
Bakalaureuset6o (9 EAP)

Juhendajad: Rainis Haller
Katriin Pirk

Tartu 2019



Delta- ja Daugaveti-punktid Banachi ruumide otsesummades
Bakalaureuseto6
Triinu Veeorg

Liihikokkuvote. Bakalaurusettos selgitatakse valja Banachi ruumide sum-
maruumide ja nende liidetavate nii Daugaveti-punktide kui A-punktide ole-
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Sissejuhatus

Kaéesolev bakalaureuseto6 on Banachi ruumide geomeetria alane teoreetili-
ne uurimus funktsionaalanaliilisi valdkonnast. Bakalaurusettos selgitatakse
vilja Banachi ruumide summaruumide ja nende liidetavate nii Daugaveti-
punktide kui A-punktide olemasolu vaheline seos ning nende punktide kuju
summaruumides. Tegemist on virske suunaga diameeter-2 omaduste vald-
konnas, Daugaveti- ja A-punkti moiste toodi sisse hiljuti artiklis [1]. Selle
uurimissuuna lahtepunktiks voib pidada D. Werneri 2001. aastal ilmunud
artiklit [7], kus anti tuntud Daugaveti omadusele kirjeldus viilude keeles.
Artiklis [1] nédidati, et Daugaveti- ja A-punkti moisted erinevad iikstei-
sest, kuigi iga Daugaveti-punkt on ilmselt ka A-punkt, siis leidub A-punkte,
mis ei ole Daugaveti-punktid. Selle tulemuseni jouti, uurides Daugaveti- ja
A-punktide olemasolu summaruumides. Artiklis [1] anti piisavad tingimu-
sed selleks, et summaruumides leiduks Daugaveti- ja A-punkte. Tapsemalt,
néidati et Banachi ruumide X ja Y korral kehtivad jargmised vaited.

e Kui = ja y on A-punktid vastavalt Banachi ruumides X ja Y, siis
(az,by) on A-punkt otsesummas X @ Y absoluutse normaliseeritud
normiga. | - ||, kus [|(az, by)|| = 1.

e Kui x ja y on Daugaveti-punktid vastavalt Banachi ruumides X ja
Y, siis (az, by) on Daugaveti-punkt otsesummas X @ Y positiivselt ok-
taeedrilise normiga ||-||, kus (a, b) on médratud positiivse oktaeedrilisuse
moistega.

e Kui otsesumma X @ Y normil on teatud omadus («), siis otsesummal
X @Y ei ole iihtegi Daugaveti-punkti.

Artiklis [1] tekkisid jargmised kiisimused Daugaveti- ja A-punktide kohta,
mis jéid vastuseta.

e Kas summaruumi komponentruumides leidub Daugaveti-punkte /A-punkte,
kui sellel otsesummal leidub Daugaveti-punkte/A-punkte?

e Otsesummal leidub absoluutseid normaliseeritud norme, mis ei ole po-
sitiivselt oktaeedrilised ega omadusega (a). Kas sellise normiga otse-
summal leidub Daugaveti-punkte?

e Kassummaruumis leidub Daugaveti-punkte, kui vaid iihes komponentruumi-
dest leidub Daugaveti-punkte?



Bakalaureuset66 eesmérk oli anda nendele kiisimustele vastus.

T66 pohiosa on jaotatud kolmeks peatiikiks. Esimeses peatiikis toome sis-
se vajalikud pohimoisted ja olulised abitulemused. Néiteks anname Daugaveti-
ja A-punktide kriteeriumid viilude keeles, mida edaspidi sageli rakendame.

Teises peatiikis anname Daugaveti-punktide kohta kaivad tulemused. Esi-
tame artiklis [1] saadud teoreemid ning tdiendame neid. Esimeses alapunktis
niditame, et Daugaveti-punkti leidumisest molemas Banachi ruumis jareldub
Daugaveti-punkti leidumine nende summaruumis kéikide omadust (a) mitte-
rahuldavate normide korral. Lisaks selgitame, milliseid tingimusi peab norm
rahuldama, et Daugaveti-punkti leidumisest iihes Banachi ruumis jarelduks
Daugaveti-punkti leidumine summaruumis. Peatiiki teises alapunktis anna-
me taieliku iilevaate Banachi ruumides Daugaveti-punktide leidumise kohta
nende summaruumide Daugaveti-punktide abil. Uhtlasi néitame, et kui sum-
maruumis leidub Daugaveti-punkte, siis vihemalt ithes komponentruumis lei-
dub Daugaveti-punkte.

Kolmandas peatiikis uurime A-punkte. Esimeses alapunktis néitame, et
A-punktid paranduvad komponentruumidelt summaruumidesse iga absoluut-
se normaliseeritud normi korral. See tulemus on toestuseta antud artiklis [1].
Peatiiki teises alapunktis selgitame A-punktide olemasolu komponentruumi-
des, kui summaruumis leidub A-punkte. Niditame, et kui summaruumi norm
erineb co-normist ja summaruumis leidub A-punkte, siis vihemalt iihes kom-
ponentruumis leidub A-punkte. Meie algne hiipotees oli, et analoogiline viide
kehtib ka oo-normi korral, kusjuures, kui (x,y) on A-punkt, siis ka = voi y
on A-punkt, kuid leidsime hoopis kontrandite A-punktist co-normiga sum-
maruumis, mille kumbki komponent ei ole A-punkt.

Bakalaureuset6os vaatleme ainult mittetriviaalseid reaalseid Banachi ruu-
me. Kasutame Banachi ruumide teooria tavalisi tdhistusi. Banachi ruumi X
puhul tahistame tema kinnist iihikkera stimboliga By, iihiksfdari siimboliga
Sx ning kaasruumi siimboliga X*.



1 Vajalikud eelteadmised

Selles peatiikis toome sisse vajalikud moisted ning abitulemused.

Definitsioon 1.1. Olgu N norm vektorruumil R?. Oeldakse, et norm N on
absoluutne, kui N(a,b) = N(|al,|b]) iga (a,b) € R? korral. Oeldakse, et
norm N on normaliseeritud, kui N(1,0) = N(0,1) = 1.

Niide 1.2. Iga p > 1 korral on vektorruumi R? p-norm
a? = .
max{[al, [b|},  kuip = oo,
absoluutne ja normaliseeritud.

Kui X ja Y on Banachi ruumid ning N absoluutne normaliseeritud norm
vektorruumil R?, siis otsesummat X @ Y koos normiga

1z, y)llv = N(ll=]], lyll)

tahistame X @&y Y.

Kui N on p-norm mingi p > 1 korral, siis kirjutame || - ||y asemel | - ||, ja
X @y Y asemel X @, Y.

Toome vilja olulisemad absoluutsete normaliseeritud normide omadused.

Lause 1.3 (vt [2, 1k 36, lemmad 1 ja 2|, [3, k. 317]). Olgu X jaY Banachi
ruumid ning N absoluutne normaliseeritud norm vektorruumil R%. Kehtivad
jargmised vdited.

e X &y Y on Banachi ruum, kusjuures iga (z,y) € X &n Y korral

max{|[z]l, [y][} = Iz, )lle <z v)lx <Nz v)ll = Nzl + lyl.

o Kuizy,xe € X jayy,ys €Y on sellised, et ||x1|| < ||z2] ja ||y1|] < [yl
S11S
(@1, y)llv < [[(z2, y2) |-
o Vektorruumi R? teatud absoluutse normaliseeritud normi N* korral
(X onY) = X* Dy Y*, kusjuures iga (z*,y*) € X* &y« Y™ puhul

Iyl = max (allle”]|+ o)

ja iga (x,y) € X ®&n Y korral
(@ y")(z,y) = 2"(2) + y"(y)-
On teada, et N = N**.



Markus 1.4. Kui NV on co-norm, siis N* on 1-norm ja vastupidi, kui N on
1-norm, siis N* on co-norm.

Lemma 1.5. Olgu N absoluutne normaliseeritud norm vektorruumis R?. Iga
e > 0 jaoks leidub 6 > 0 nii, et iga p,q,r > 0 korral, kui

2—0<N(p,q <N(r,q) <2 ja g<2-49,

siis |p—r| <e.

2—9

~

Joonis 1: Lemma 1.5 toestuse abijoonis.

Lemma 1.5 toestus. Téhistame ¢ = maxy(s1)=1 5. Fikseerime ¢ € (0,2). Iga
k € [0,2] korral olgu s > 0 selline, et N(sg, k) = 2. Valime ¢ € [0,2) nii,
et |ct — s¢] = €. Olgu § = 2 — t. Eeldame, et mingite p,q,r > 0 jaoks on
rahuldatud vorratused

2—-0<N(p,q <N(r,g) <2 ja ¢<2-9.
Olgu a > 0 selline, et N(a,q) = 2 — . Tahistame O = (0,0), A = (2¢ —

de,2 —9), B =(a,q), C = (2c—0dc+¢,2—9) ning D = (a+¢,q). llmselt
sirged AB ja C'D on paralleelsed. Olgu A’ kiire O A 16ikepunkt sirgega C'D

7



ning B’ kiire OB 16ikepunkt sirgega C'D. Siis punktides A" ja B’ on normid
vordsed, sest punktides A ja B on normid vordsed. Samas kuna g < 2 — ¢,
siis normi kumeruse tottu (sirgel A’B’) saame, et punkti D norm ei saa olla
véiksem kui punkti C' norm ehk

N(a+e,q) > N2c—oc+e,2—0)=2.
Niitid saame
N(a,q) =2—0 < N(p,q) < N(r,q) <2< N(a+e,q)
ning ¢ < 2 — J tottu saame a < p <r < a + ¢, millest jareldub
lp—r| <e.
[

Daugaveti- ja A-punktide defineerimiseks on tarvis teada kumera katte
moistet.

Definitsioon 1.6. Banachi ruumi X osahulga A kumeraks katteks nime-
tatakse hulka

conVA:{Z)\ixi: neNzy, ...,z € AN, . A >0, 0+ -+ A, =1}

i=1
Hulga A kinnine kumer kate conv A on hulga A kumera katte sulund.

Jargnevalt toome sisse Daugaveti omaduse moiste. See omadus on tun-
tud ja kiillaltki hésti uuritud. Margime, et antav definitsioon ei ole Dauga-
veti omaduse tavaline definitsioon, kuid on sellega samavéirne ja esitatud
kujul aitab motiveerida bakalaureuset6é pohiméisteid (Daugaveti-punkt ja
A-punkt).

Definitsioon 1.7 (vt |7, jdreldus 2.3]). Banachi ruumil X on Daugaveti
omadus, kui By = conv A (x) iga € Sx jaiga ¢ > 0 korral, kus

Ac(r) ={y € Bx: [lz —yl| =2 —¢}.

Definitsioon 1.8 (vt [1, Ik 1-2|). Banachi ruumi X tihiksfdéri Sx punkti x
nimetatakse Daugaveti-punktiks, kui iga ¢ > 0 korral Bx = conv A ().

Banachi ruumi X iihiksfaédri Sy punkti x nimetatakse A-punktiks, kui
iga € > 0 korral = € conv A, ().



Markus 1.9. Pole raske niidata, et Daugaveti- ja A-punktide moisted jaa-
vad samaks, kui A.(z) ={y € Sx: |[x —y|| > 2 —¢}.

Kui Banachi ruumil on Daugaveti omadus, siis ilmselt koik tema iihik-
sfadri punktid on Daugaveti-punktid.

Naide 1.10. Klassikalistel Banachi ruumidel C10, 1] ja L1[0, 1] on Daugaveti
omadus (vt [7]), seega nendes Banachi ruumides on koéik iihiksfaéri punktid
Daugaveti-punktid.

Lihtne on néha, et iga Daugaveti-punkt on ka A-punkt. Vastupidi ildi-
selt ei kehti ehk suvaline A-punkt ei tarvitse olla Daugaveti-punkt, vt |1,
néide 4.7].

Enamik selle bakalaureusetoo toestustest kasutavad Daugaveti- voi A-
punkti kirteeriumit viilude keeles. Nende kriteeriumite sissetoomiseks ja poh-
jendamiseks vajame viilu moistet ja Hahn—Banachi eraldamisteoreemi.

Definitsioon 1.11. Olgu X Banachi ruum. Uhikkera By viiludeks nime-
tatakse hulki

S(Bx,z",a) ={y € Bx : 2*(y) > 1 — a},
kus z* € X* ja a > 0.

Teoreem 1.12 (Hahn-Banachi eraldamisteoreem, vt naiteks |6, teoreem 3.4]).
Olgu X Banachi ruum ning A C X ja B C X lotkumatud, kumerad ning kin-
nised, kusjuures B kompaktne. Leiduvad x* € X* ja o, f € R nii, et igaa € A
ja b € B korral

" (a) <a < f<x*(b).

Lause 1.13 (vt [1, lemma 2.2]). Olgu X Banachi ruum ja x € Sx. Element
x on Daugaveti-punkt parajasti siis, kui iga viilu S(Bx,x*, «) ja iga € > 0
korral leidub selline y € S(Bx,z*, ), et ||x —y|| > 2 —¢, st

S(Bx,x",a) N A(z) # @.

Toestus. (=). Eeldame, et © € Sx on Daugaveti-punkt. Oletame vastuvéi-
teliselt, et leiduvad viil S(Bx,z*, «) ja e > 0 nii, et

S(Bx,x",a) N A (z) = @.

Eelduse kohaselt S(Bx, z*, a) C conv A (z). Fikseerime vabalt y € S(Bx, z*, «)
jad > 0 nii, et 1 —a < 2*(y) — 0. Kuna y € conv A.(x), siis leiduvad
Yty ooy Un € Ac(x) ja Ay, .oy A, > 0mnii, et Ay +---+ A, =1 ja

ly — Z Aiyil| < 0.
i=1
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Kuna

() = Yo At () = 2 (y = D ) < Jla”)
=1 i=1

<0,

‘y - Z Aili
=1

siis
n

l—a<z'(y)—6< Z)\Zx*(yz) < Z)\i(l —a)=1—-a.
i=1 '

Saime 1 — a < 1 — «, mis on ilmne vastuolu.

(<). Eeldame, et iga tihkkera Bx viilu S(Bx,z*, «) ja iga € > 0 kor-
ral leidub selline y € S(Bx,z*,a), et ||z —y|| > 2 — ¢ st S(By,z*,a) N
A (x) # 0. Oletame vastuviiteliselt, et x ei ole Daugaveti-punkt. Siis leidub
y € Sx \ conv A (z). lmselt on hulgad A = conv A.(x) ja B = {y} 1oiku-
matud, kumerad ja kinnised ning lisaks on hulk B kompaktne. Seega saame
rakendada Hahn—Banachi eraldamisteoreemi (teoreem 1.12), mille kohaselt
leiduvad sellised x* € Sx+ ja § € R, et iga a € A korral

z(a) < B <z*(y) < [lz"|lllyll = 1.

Seega S(Bx,z*,1 — ) Nconv A.(x) = &, mis on aga vastuolus eeldusega.
Jarelikult = on Daugaveti-punkt. O

Lausega 1.13 sarnase kriteeriumi A-punktide kohta saab toestada ana-
loogiliselt.

Lause 1.14 (vt [1, lemma 2.1]). Olgu X Banachi ruum ja x € Sx. Element
x on A-punkt parajasti siis, kui iga punkti x sisaldava viilu S(Bx,x*, @) ja
iga € > 0 korral leidub selline y € S(Bx,x*,a), et ||t —y|| > 2 —¢, st

S(Bx,z",a) N A (z) # @.
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2 Daugaveti-punktid summaruumides

Selles peatiikis uurime, kuidas komponentruumide Daugaveti-punktide abil
saame leida summaruumide Daugaveti-punktid ja vastupidi, kuidas summa-
ruumide Daugaveti-punktide abil saame leida komponentruumide Daugaveti-
punktid.

Koigepealt toome sisse A-oktaeedrilisuse moiste, mis on oluline Daugaveti-
punktide uurimisel summaruumides.

Definitsioon 2.1. Olgu (X, ||-||) Banachi ruum ja A C Sx. Utleme, et norm
| - || on A-oktaeedriline, kui iga z1,...,z, € A jaiga ¢ > 0 korral leidub
y € Sx nii, et igai € {1,...,n} puhul ||z; +y|| > 2 —-.

Naiide 2.2. Banachi ruumi X normi Sy-oktaeedrilisus tdhendab tema (ta-
valist) oktaeedrilisust (vt [5, lause 2.2]). Oktaeedriline on néaiteks Banachi
ruumide ¢; ja C[0, 1] norm.

Loplikumootmelise mittetriviaalse Banachi ruumi norm ei saa olla ok-
taeedriline, kuid saab olla A-oktaeedriline mingi A C Sy korral.

Niide 2.3. Absoluutne normaliseeritud norm N vektorruumil R? on posi-
tiivselt oktaeedriline, kui leidub (a, b) € Sz y) nii, et N ((a,b)+(0,1)) =
N((a,b) + (1,0)) = 2 (vt [4, Ik 232]), st N on A-oktaeedriline juhul A =
{(0,1),(1,0)}.

Lause 2.4. Loplikumaootmelise Banachi ruumi X norm ||-|| on A-oktaeedriline
parajasti siis, kui iga x1,...,x, € A korral leidub y € Sx nii, et iga i €
{1,...,n} puhul

2 + yl| = 2.
Toestus. Fikseerime x1,...,x, € A ning leiame A-oktaeedrilisuse definitsioo-

ni kohaselt Sy elementide jada (y,,) nii, et iga i € {1,...,n} jaigam € N
puhul ||z; +ym|| > 2—1/m. Ruumi X 16plikumootmelisuse tottu on Sx kom-
paktne hulk, mistottu jada (y,,) mingil osajadal leidub piirelement y € Sx.
Igaie {1,...,n} korral ||z; + y|| = 2, sest

1
2> |lz; +yll = lim ||zi + || > lim (2— —) — 2.
m—oo m—o00 m
]

Artiklis [1] on néidatud, et kui absoluutne normaliseeritud norm N vek-
torruumil R? rahuldab teatud tingimust (o), siis Banachi ruumide X ja Y
otsesummas X @y Y ei leidu iihtegi Daugaveti-punkti.
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Definitsioon 2.5 (vt [1, definitsioon 4.4]). Oeldakse, et vektorruumi R?
absoluutsel normaliseeritud normil N on omadus («), kui iga a,b > 0 korral,
mille puhul N(a,b) =1, on téidetud jargmine tingimus:

(o) leiduvad € > 0 ja selline (a,b) iimbrus W C R?| et
1) kui e, f > 0 rahuldavad tingimusi N(e, f) =1 ja
N((a,b)+ (e, f)) > 2 —¢,

siis (e, f) € W;
2) sup( pew € < 1 voi sup(, pew f < 1.

Niitame, et iga absoluutne nomaliseeritud norm N vektorruumil R? ra-
huldab omadust (a) v6i on {(c, 1), (1,d)}-oktaeedriline ¢ = maxy(1)=1 ¢ ja
d = maxy, s= f korral, kuid mitte molemat. Koigepealt esitame omadus
() moiste lihtsamal kujul.

Lemma 2.6. Olgu N absoluutne normaliseeritud norm vektorruumil R? ja
a,b > 0 sellised, et N(a,b) = 1. Omadus («) tingimus (e) on samavddrne
tingimusega

o) leidub selline (a umbrus C R=, et
(o) leidub selline (a,b) b W c R?

1) kuie, f > 0 rahuldavad tingimusi N(e, f) =1 ja

N((a;b) + (e, f)) = 2,
siis (¢, f) € W
2) SUP (e, f)ew € < 1 vor SUD (e, fyew f<1.

Toestus. (=). Eeldame, et omaduse («) tingimus (e) kehtib paari (a, b) jaoks.
Siis leidub € > 0 ja (a, b) fimbrus W nii, et sup(, pep € < 1 v0i sup, pew f <
1 jaiga e, f > 0 jaoks, mis rahuldavad tingimusi N(e, f) = 1 ja N((a,b) +
(e, f)) = 2 — € kehtib (e, f) € W.

Valime vabalt e, f > 0 nii, et N(e, f) =1 ja N((a,b) + (e, f)) = 2. Siis
me néeme, et N((a,b) + (e, f)) > 2 — e, millest saame (e, f) € W. Seega
(a,b) imbrus W rahuldab (o) tingimusi 1) ja 2), mistottu (o) kehtib.

(«=). Eeldame, et (o) kehtib. Valime sellise (a, b) timbruse W', et sup . p)ew € <
1 (juht sup(, yew f < 1 on analoogiline) jaigae, f > 0 korral, kui N(e, f) = 1
ja N((a,b) + (e,f)) = 2, siis (e, f) € W. Olgu ¢ € (sup( pew €, 1) ja ol-
gu d > 0 selline, et N(c,d) = 1. Siis N((a,b) + (¢,d)) < 2. Olgu ¢ =
2 — N((a,b) + (c,d)) ja W = {(z,y): * < ¢}. Iga x,y > 0 korral, kui
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N(z,y) =1ja N((a,b) + (z,y)) > 2 —e¢, siis ¢ < c ehk (z,y) € W. Sellega
oleme leidnud sobivad € > 0 ja (a,b) timbrus W ning jérelikult on omadus
(o) tingimus (e) taidetud. O

Niiiid ndeme, et kui omaduse («) eitus kirja panna lemma 2.6 abil, siis
saame holpsasti niidata selle samavédrsuse {(c, 1), (1, d)}-oktaeedrilisusega.

Lause 2.7. Olgu N absoluutne normaliseeritud norm vektorruumil R?, ¢ =
MaxXy(e,1)=1 € ja d = maxyq,p)—1 [ ning A = {(c,1),(1,d)}. Jirgnevad vdiited
on samavadrsed:

(1) normil N ei ole omadust (a);
(17) N on A-oktaeedriline.

Toestus. Koigepealt sonastame lemma 2.6 kaudu omadus («) eituse.

—(a): leiduvad a,b > 0 nii, et N(a,b) = 1 ja iga (a,b) iimbruse W
korral, kui sup(, pjew € < 1 VOl sup(, pyew f < 1, siis leiduvad e, f > 0 nii, et
N(e,f)=1, (e, f) ¢ W ja N((a,b) + (e, f)) = 2.

(=). Kehtigu —(a) ning olgu (a,b) vastav paar. Niitame, et N ((a,b) +
(1,d)) = 2. Kuia = 1,siis (a,b) = (1, d) ning viide ilmselt kehtib. Olgua # 1.
Siis iga n € N jaoks, mis rahuldab a < 1 — 1/n, valime W,, = {(z,y): = <
1 — 1/n} ning leiame sellised ¢,,d, > 0, et N(c,,d,) = 1, (¢cp,d,) ¢ W, ja
N((a,b) + (cn,d,)) = 2. Kuna iihikkera B2 ny on kompaktne, siis leidub
koonduv alamjada (¢, ,d,,) — (1, f). IImselt N(1, f) = 1 ja N((a,b) +
(1, f)) = 2 ning seetdttu

2=N((a,b) + (1, f)) < N((a,b) + (1,d)) < 2.

Niiiid saime N ((a,b) + (1,d)) = 2 ning vorduse N ((a,b) + (¢,1)) = 2 saab
nédidata analoogiliselt, seega N on A-oktaeedriline.

(«<). Olgu N A-oktaeedriline. Siis lause 2.4 pohjal leidub (a,b) € S(g2, n)
nii, et N((c,l) + (a, b)) = N((l,d) + (a, b)) = 2 ja a,b > 0. Siit nieme,
et iga (a,b) fimbruse W korral kui sup(, sew e < 1 (juht sup(.gew d < 1,
analoogiline), siis (¢, 1) ¢ W. Jérelikult kehtib —(«). O

Lause 2.8 (vt [1, lause 4.6] ja selle toestus). Olgu X ja Y Banachi ruumid
ning N vektorruumi R? absoluutne normaliseeritud norm. Kui normil N on
omadus («), siis vektorruumis X ®nY ei leidu tihtegi Daugaveti-punkti. Tdp-
semalt, kui a,b > 0 puhul N(a,b) =1 ja on tdidetud definitsiooni 2.5 tingi-
mus (e), siis (ax,by) ei ole Daugaveti-punkt mitte ihegi x € Sx jay € Sy
korral.
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Jareldus 2.9. Olgu X ja Y Banachi ruumid, x € Sx jay € Sy ning N
vektorruumi R? absoluutne normaliseeritud norm. Olgu ¢ = Maxy/(e,1)=1 €
ja d = maxn( p=1 f. Kui a,b > 0 on sellised, et N(a,b) =1 ja N((a,b) +
(¢,1)) <2060 N((a,b)+(1,d)) < 2, siis (az,by) ei saa olla Daugaveti-punkt.

Téestus. Olgu a,b > 0 sellised, et N(a,b) =1 ja N((a,b) + (c,1)) < 2 (juht
N((a,b) + (1,d)) < 2 on analoogiline). Mérkame, et sellisel juhul ¢ < 1.
Tahistame W = {(e, f) € R?: e < c}. Siis ilmselt iga e, f > 0 korral, kui
N(e, f) =1 ja N((a,b) + (e,f)) = 2, siis e < ¢ ning seega (e, f) € W.
Jarelikult (a,b) imbrus W rahuldab lemma 2.6 tingimusi 1) ja 2) ning seega
lause 2.8 kohaselt ei saa (ax,by) olla Daugaveti-punkt.

O]

Sellega oleme ndidanud, et Banachi ruumis X ®yY saab leiduda Daugaveti-
punkt vaid siis, kui N on {(c,1), (1, d) }-oktaeedriline, kus ¢ = maxy(e,1)=1 €
ja d = maxy(, =1 f. Peatiiki jargmistes alapunktides uurime ainult selliseid
norme ning koikjal selle peatiiki alljargnevas osas:

e norm NN on absoluutne normaliseeritud A-oktaeedriline norm vektor-
ruumil R?, kus A = {(¢,1),(1,d)} ning ¢ = maxy( 1€ ja d =
maxpy(i,f=1 e

e norm N* on lause 1.3 kohaselt leiduv absoluutne normaliseeritud norm
vektorruumil R?, mille korral (X @&y Y)* = X* @y« Y

e punkt (a,b) on lause 2.4 kohaselt leiduv punkt, mis rahuldab tingimusi
N((a,b) + (¢, 1)) = N((a,b) + (1,d)) =2 ja a,b > 0.

2.1 Daugaveti-punktide parandumine summaruumides-
se

Selles alapeatiikis toestame, et kui molemas komponentruumis leidub Daugaveti-
punkt, siis ka otsesummas koos (A-oktaeedrilise) normiga N leidub Daugaveti-
punkt. Lisaks selgitame, millal summaruumis leidub Daugaveti-punkt, kui
vaid lihes komponentruumidest leidub Daugaveti-punkt.

Artiklis [1] toestati, et kui norm N on positiivselt oktaeedriline st N
on {(1,0),(0,1)}-oktaeedriline, ja molemas Banachi ruumis X ja Y leidub
Daugaveti-punkt, siis ka Banachi ruumis X @yY leidub Daugaveti-punkt (vt
[1, lause 4.3]). Siin alapunktis anname {iildisema tulemuse A-oktacedriliste
normide jaoks.

Alustuseks toestame kolm abilemmat.
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Lemma 2.10. Olgu X ja Y Banachi ruumid ning f = (*,y*) € Sxayy)*-
Leidwvad k,1 > 0 nii, et N(k,1) =1, N((a,b)+(k,1)) = 2 ja k|jz*||+|ly*]| =
1.

Téestus. Tahistame Z = (R?, N). Lause 1.3 pohjal

L= [lfll = [IG" y*)l[we = max ([k[[l2"]| + [l [[y"]),

N(k,l)<1

seega leidub paar (k,1) € Sy nii, et |k|||2*|| + |I|||y*|| = 1. Uldisust kitsenda-
mata voime eeldada, et k,l > 0. Jargnevalt uurime kolme juhtu.

1) Kuik > cjal > d, siis N((a, b)+ (k, l)) = 2. Seega (k, 1) on sobiv paar.

2) Kui k < ¢ siisl =1ja N(k,1) = 1, mistottu 1 > ¢|lz*|| + 1|ly*|| >
kllz*|| + 1|y*]| = 1. Seega c|lz*| + 1lly*|| = 1 ja muidugi N((a,b) +
(c,1)) =2.

3) Kuil < d, siis saab analoogiliselt juhuga 2) néidata, et 1||z*||+d||y*|| =
1 ja muidugi N(1,d) = 1 ning N((a,b) + (1,d)) = 2.

]

Lemma 2.11. Olgu X Banachi ruum, x,u € Bx ja e > 0. Kui ||z — ul| >
2 —¢, sus ||kx —lu|| > k+1—¢igak,l €]0,1] korral.
Toestus. Olgu k,l € [0,1] ning ||z — ul| > 2 —e. Kui k <, siis
[kx = lull = |l = lu]| = ke — L] = Uz = ul = ( = k)]
>l2—¢e)—l+k=k+l—-le>k+]l—c.

Kui k > [, siis

|kz — lul| = |kz — kul| — [[ku — lu|| = kllz — ul| = (k = 1)]|u]
>k(2—e)—k+l=k+l—ke>k+1—-c.

]

Lemma 2.12. Olgu X Banachi ruum ning x € Sx Daugaveti-punkt. Iga
a>0,z" € X* jae >0 korral leidub selline u € Bx, et x*(u) > (1 —a)|z*|
ja ||z —u| >2—e.

Toestus. Fikseerime z* € X*, a > 0 ja ¢ > 0. Soovime néidata, et leidub
selline u € By, et *(u) > (1 — a)||z*]| ja ||x — u|]| > 2 — €. Paneme téhele,
et kui * = 0, siis ilmselt sobib u = —ux.

Kui z* # 0, siis lause 1.13 kohaselt leidub u € S(By,z*/||z*||, @) nii, et
|t —ul| > 2 —e. Siis aga ilmselt 2*(u) > (1 — «a)||z*|| ehk oleme leidnud
sobiva 1. ]
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Niitid toome tulemuse, mis on iildistab artikli [1] lauset 4.3.

Lause 2.13. Olgu X ja Y Banachi ruumid ning x € Sx ja y € Sy. Kui x
ja y on Daugaveti-punktid, siis (ax,by) on Daugaveti-punkt Banachi ruumis
XenY.

Toestus. Olgu x ja y Daugaveti-punktid. Tahistame Z = X @&y Y. Soovime
toestada, et (ax,by) on Daugaveti-punkt Banachi ruumis Z. Selleks piisab
lause 1.13 kohaselt néidata, et iga viilu S(Byz, f, @) jaiga e > 0 korral leidub
(u,v) € S(Bgz, f,a) nii, et ||(azx,by) — (u,v)||ny > 2 —¢.

Fikseerime f = (z*,y*) € Sz, a > 0 ja e > 0. Olgu § > 0 selline,
et 0N(1,1) < e. Lemma 2.12 pohjal leiduvad u € Bx ja v € By nii, et
() > (1= /2| ja y"(v) = (1 — a/2)y*|| ning ||z — uf| =2 -5 ja
ly — vl =2 -4

Siis lemma 2.10 pohjal leiduvad k,l > 0 nii, et N(k,I) = 1, N((a,b) +
(k,1)) = 2 ja k||lz*|| + l||ly*|| = 1. Siis (ku,lv) € By ning

flku, ) = ka*(u) +1y*(0) = (1= 5 ) Rlla* | + Uy l) > 1= o
Lisaks méarkame, et lemma 2.11 tottu

I(az, by) — (ku, w>||N— N(Jlaz — Kull, |[by — to]))
N(a+k—0,b+1—0)
(a+kb+l) N(4,06)
N((a.

k1)) —6N(1,1) > 2 —e.

Jarelikult oleme leidnud punkti (ku,lv) € S(Byz, f,«) nii, et ||(az, by) —
(ku, lv)||xy > 2 — €, seega lause 1.13 pohjal (az, by) on Daugaveti-punkt. [

Oleme toestanud, et kui molemas Banachi ruumis X ja Y leidub Daugaveti-
punkt, siis ka Banachi ruumis X @&y Y leidub Daugaveti-punkt. Jargnevad
neli lauset naitavad, et teatud tiilipi normide N korral, leidub Banachi ruumis
X @& Y Daugaveti-punkt, kui vaid iithes komponentruumidest X ja Y leidub
Daugaveti-punkt.

Lause 2.14. Olgu X ja Y Banachi ruumid ning y € Sy. Kui N((O, 1) +
(1,d)) = 2 ja y on Daugaveti-punkt, siis (0,y) on Daugaveti-punkt Banachi
ruumis X ®n Y. Kui N((0,1) +(1,d)) < 2, sits (0,y) ei saa olla Daugaveti-
punkt.
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d (1d)

Joonis 2: Lause 2.14 tingimustele vastava normi N iihikkera vektorruumi R?
esimeses veerandis.

Lause 2.1/ toestus. Olgu y Daugaveti-punkt. Tédhistame Z = X @&y Y. Lau-
se 1.13 kohaselt on (0,y) Daugaveti-punkt Banachi ruumis Z, kui iga viilu
S(Bgz, f,a) jaiga € > 0 korral leidub (u,v) € S(Bygz, f,a) nii, et ||(0,y) —
(u,v)|ly >2—e.

Fikseerime f = (z*,y*) € Sz+, a > 0 ja e > 0. Lemma 2.12 pdhjal leidub
v € By nii, et y*(v) > (1 —a/2)||y*| ja |ly —v|] > 2—e€. Olgu u € Sx selline,
et 2°(u) > (1 - a/2) o]

Kuna N ((0,1)+(¢,1)) = N((0,1)+(1,d)) = 2, siis punkt (0, 1) rahuldab
lauses 2.4 punktile (a,b) seatud tingimusi, seega lemma 2.10 pohjal leiduvad
k,1>0nii, et N(k,1) =1, N((k,1) + (0,1)) = 2 ja k|lz*| + U||y*|||| = 1. Siis
(ku,lv) € By ning

* * a * *
Fllu, 1) = ka*(u) + Iy (0) = (1= 5 ) (klla™| + Uy ]) > 1 =«
Samas markame, et lemma 2.11 tottu

100,y) = (ku, ) ||v = N(kl[ull, [y = tv]) = N(k, 1 +1—¢)
> N((k,1)+(0,1)) = N(0,e) =2 —e.

Jarelikult oleme leidnud punkti (ku,lv) € S(Bgz, f,a) nii, et |[(0,y) —
(ku, lv)||xy > 2 — €, seega lause 1.13 pohjal (0,y) on Daugaveti-punkt.
Teine vaide kehtib jarelduse 2.9 kohaselt. O]

Analoogiliselt lausega 2.14 saab toestada jargmise tulemuse.

Lause 2.15. Olgu X ja Y Banachi ruumid ning v € Sx. Kui N((l,O) +
(c, 1)) = 2 ja x on Daugaveti-punkt, siis (x,0) on Daugaveti-punkt Banachi
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ruumis X ®&yY. Kui N((1,0)+ (¢,1)) < 2, siis (x,0) ei saa olla Daugaveti-
punkt.

1 (c,1)

N
N
N
N
\
N
N
N
N
N
N
N
N

Joonis 3: Lause 2.15 tingimustele vastava normi N iihikkera vektorruumi R?
esimeses veerandis.

Lause 2.16. Olgu X jaY Banachi ruumid ning x € Sx. Kui x on Daugaveti-
punkt, siis (x,y) on Daugaveti-punkt Banachi ruumis X @ Y iga y € By
korral.

Toestus. Olgu x Daugaveti-punkt Banachi ruumis X ja y € By. Téhistame
Z = X @ Y. Selleks, et (z,y) € Sz oleks Daugaveti-punkt piisab lause
1.13 kohaselt niidata, et iga viilu S(Bgz, f,«) ja iga ¢ > 0 korral leidub
(u,v) € S(Bz, f,a) nii, et ||(z,y) — (u,v)]|0o > 2 — €.

Fikseerime f = (z*,y*) € Sz+, a > 0 ja e > 0. Lemma 2.12 pdhjal leidub
u € By nii, et *(u) > (1 — a/2)||z*| ja [z — ul| > 2 —e.

Markuse 1.4 kohaselt ||z*|| 4 ||y*|| = 1. Olgu v € By selline, et y*(v) >
(1 —«a/2)||y*||. Omselt (u,v) € Bz. Niiiid néeme, et

Flu,v) =) +y* (@) = (1= 5) (2l + Iyl > 1 - a
ja
I(@,9) =, 0)lloe = max{ & = ull, ly = ][} = o = ull 22—,

Seega oleme leidnud sellise punkti (u,v) € S(Byz, f, ), et ||(z,y)—(u, v)||oc >
2 — e. Jarelikult lause 1.13 pohjal (z,y) on Daugaveti-punkt. O

Analoogiliselt lausega 2.16 saab toestada jargmise tulemuse.

Lause 2.17. Olgu X ja'Y Banachi ruumid ning y € Sy. Kuiy on Daugaveti-
punkt, siis (x,y) on Daugaveti-punkt Banachi ruumis X @ Y iga x € By
korral.
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2.2 Daugaveti-punktide parandumine komponentruumi-
desse

Selles peatiikis vaatleme olukorda, kus Banachi ruumide X ja Y otsesummas
X &y Y leidub Daugaveti-punkt ning uurime, millised tingimused seab see
Banachi ruumidele X ja Y.

Esimesena uurime oo-norme. Eelmisest alapunktist teame, et kui iihes
Banachi ruumidest X ja Y leidub Daugaveti-punkt, siis ka Banachi ruumis
X @ Y leidub Daugaveti-punkt. Kolm jargmist tulemust niitavad, et kehtib
ka vastupidine.

Lause 2.18. Olgu X ja'Y Banachi ruumid ning (z,y) € Sxq.v- Kui (z,y)
on Daugaveti-punkt ja |ly|| # 1, siis © on Daugaveti-punkt Banachi ruumis

X.

Téestus. Olgu (z,y) Daugaveti-punkt ja ||y|| # 1. Tdhistame Z = X & Y.
Kuna |[(z,y)||e = 1, siis ||z]| = 1 ja |ly|| < 1. Néditame, et z on Daugaveti-
punkt ruumis X. Lause 1.13 kohaselt piisab nédidata, et iga viilu S(Byx, z*, «)
jaiga € > 0 korral leidub u € S(Bx,z*, a) nii, et ||z —ul|| > 2 —«.

Fikseerime z* € Sx«, @ > 0 ja e > 0. Olgu f = (z*,0) ja olgu v > 0
selline, et v < e ja |ly]| < 1 —~. Kuna || f|| = ||z*|| = 1, siis lause 1.13
kohaselt leidub (u,v) € S(Bz, f, a) nii, et ||(z,y) — (4, v) || > 2—7. Jarelikult
z*(u) = f(u,v) > 1 —a ehk u € S(Bx,z*, ). Kuna

ly =l <llyll + ol <T=7v+1=2-7,
siis ||z —ul| >2—7v>2—¢, sest

2= < |[(zy) = (u,0)[[oc = max{[z — ul], ly = vl[}.

Sellega oleme leidnud elemendi v € S(By,z*,«), mis rahuldab vorratust
lt — u|| > 2 — ¢ ning jérelikult lause 1.13 pohjal x on Daugaveti-punkt
Banachi ruumis X. O

Analoogiliselt lausega 2.18 saab toestada jargmise tulemuse.

Lause 2.19. Olgu X ja'Y Banachi ruumid ning (z,y) € Sxe.v. Kui (z,y)
on Daugaveti-punkt ja ||x|| # 1, siis y on Daugaveti-punkt Banachi ruumis

Y.

Lause 2.20. Olgu X ja'Y Banachi ruumid ning x € Sx, y € Sy. Kui (z,y)
on Daugaveti-punkt Banachi ruumis X @Y, siis kas x voi y on Daugaveti-
punkt.
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Téestus. Argu olgu z ja y Daugaveti-punktid. Tahistame Z = X @4, Y. Soo-
vime néidata, et (x,y) € Z ei ole Daugaveti-punkt. Lause 1.13 pohjal piisab
nédidata, et leidub viil S(Bz, f,«) ja € > 0 nii, et iga (u,v) € S(Bz, f,«)
korral kehtib ||(z,y) — (u,v)||ec <2 — €.

Kuna = ja y ei ole Daugaveti-punktid, siis lause 1.13 pohjal leiduvad
sellised viilud S(Byx, z*, aq) ja S(By, y*, ) ning &1 > 0 ja g9 > 0 nii, et iga
u € S(Byx,z*,a1) jav € S(By,y*, az) korral ||z —ul|| <2 —¢1 ja ||y —v] <
2 — g9. Olgu a = 1/2min{ay, az}, € = min{ey, 2} ja f = 1/2(x*, y*).

Jargnevalt néditame, et iga (u,v) € S(By, f, ) korral kehtib ||(z,y) —
(u,v)|leo < 2 — €. Fikseerime (u,v) € S(Bg, f,«). Siis (z*(u) + y*(v))/2 =
f(u,v) > 1 — «, millest saame

z(u) >2(l—a)—y*(v)>2—-2a—-1>1—m
ja

y'(v)>2(1l—a)—a"(u) >2—-2a—-1>1— .
Seega u € S(Bx,z*,a1) ja v € S(By,y*, az), millest saame, et ||z — ul| <
2—¢ja|ly—v|| <2—eyehk

(2, y) = (u, 0)lloo = max{[lz —ul|, [ly —v[]} <2 —e.

Seetottu lause 1.13 pdhjal (z,y) ei ole Daugaveti-punkt. Jarelikult, kui (z,y)
on Daugaveti-punkt, siis kas x voi y on Daugaveti-punkt. n

Niitid jaab veel iile vaadelda juhtu, kus N on oo-normist erinev. Selle
saame kokku votta kahe jargmise tulemusega.

Lause 2.21. Olgu X ja 'Y Banachi ruumid, (z,y) € Sxeyy ning norm N
oo-normist erinev. Kui (x,y) on Daugaveti-punkt ja x # 0, siis z/||z| on
Daugaveti-punkt Banachi ruumis X .

Toestus. Olgu (z,y) Daugaveti-punkt ja x # 0. Téhistame Z = X @y Y.
Meie eesmérk on toestada, et z/[|z| on Daugaveti-punkt Banachi ruumis X.
Lause 1.13 pohjal piisab néidata, et iga viilu S(Bx, z*, ) ja iga € > 0 korral
leidub u € S(Bx,z*@) nii, et ||z/|z] —ul| > 2 —e.

Fikseerime z* € X*, a > 0 jae > 0. Olgu f = (z*,0). Lemma 1.5
kohaselt leidub selline § > 0, et kui p, ¢, > 0 on sellised, et 2—§ < N(p,q) <
N(r,q) < 2jaq < 2—0,siis |p—r| < e. Lisaks eeldame tildisust kitsendamata,
et 6 <e/2,§ <aja(l—9)N(1,1) > 1. Kuna (z,y) on Daugaveti-punkt, siis
lause 1.13 kohaselt leidub (u,v) € S(Bgz, f,0) nii, et ||(x,y)—(u,v)||xy > 2-4.
Seega

|ul| > 2*(u) = f(u,v) >1—0>1—aq,
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millest jareldub, et u € S(By,z*, «) ja |lu|| > 1 — §. Seetottu saame |jv|| <
1 —9, sest N(||ull,||v|]) = 1ja (1 —§)N(1,1) > 1. Jargnevalt niitame, et
|lz/||z|| —u|| > 2 —e. Me teame, et

2= < N(llz —ull fly —oll) < N(llz] + [[ull, [ly —vl) <2,
ja |ly = vl < |lyll + ||lv|| < 2 — 4§, millest saame jareldada
|z = ull = (]| +llul)| < ll«]le/2

ehk [[z]| + [lull = llzlle/2 < [l — ul|. Seega

1 1
e =l = e = 0 = (o= )]
el el el
1 1
> e —ull = (= 1) |lul
I el
el
T Ly
> o 2)
19 19
=1 —o>141-6—-
Flull = 5> 14 :
19
2 - =2
5 9

Jarelikult lause 1.13 pohjal x/||z|| on Daugaveti-punkt Banachi ruumis X.
O]

Analoogiliselt lausega 2.21 saab toestada jargmise tulemuse.

Lause 2.22. Olgu X ja Y Banachi ruumid, (z,y) € Sxeyy ning norm N
oo-normist erinev. Kui (x,y) on Daugaveti-punkt ja y # 0, siis y/||y|| on
Daugaveti-punkt Banachi ruumis Y .

Niiiid votame saadud tulemused kokku tabeli abil. Olgu X ja Y Banachi
ruumid ning x € Sx ja y € Sy. Siis ilmselt (az,by) € Sxg,y ning saame
esitada iilevaatliku tabeli selles peatiikis toestatud tulemuste kohta.
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N # oo, x ja y on Daugaveti-punktid

a#0jab+#0 &
(ax,by) on Daugaveti-punkt
N # o0 jaa =0, y on Daugaveti-punkt
N((a,b) + (1,d)) =2 o
(az, by) on Daugaveti-punkt
N # 00 jab=0, x on Daugaveti-punkt
N((a,b) + (c,1)) =2 &

(ax,by) on Daugaveti-punkt

b=0ja N((a,b)+(1,d)) <2
VOl (az, by) ei ole Daugaveti-punkt

a=0jaN((a,b)+ (c,1)) <2

x voi y on Daugaveti-punkt

N =0 =

(ax,by) on Daugaveti-punkt

Tabel 1: Ulevaade Daugaveti-punktide olemasolu seostest Banachi ruumide
X ja Y ning nende summaruumi X @y Y vahel.
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3 Delta-punktid summaruumides

Koikjal selles peatiikis olgu /N absoluutne normaliseeritud norm vektorruumis
R2.

3.1 Delta-punktide parandumine summaruumidesse

Selles alapunktis néditame, et kui ithes Banachi ruumidest X ja Y leidub A-
punkt, siis ka otsesummas X @y Y leidub A-punkt ning toome vilja ka selle
punkti kuju. Lisaks uurime A-punktide kuju Banachi ruumis X &y Y juhul,
kui molemas Banachi ruumis X ja Y leidub A-punkt.

Lemma 3.1 (vt |1, lemma 4.1]). Olgum € N. Igae > 0 jaiga A1,..., Ay >0
korral, mis rahuldavad tingimust > ;" N; = 1, leiduwvadn € N ja ky, ... ky, €

N niz, et
Z <e Ja Z ki = n.
1 i=1

i—
Tdapsemalt, iga normeeritud ruumi elementide kumerat kombinatsiooni saab
lahendada kuitahes tdpselt nende samade elementide kordsete aritmeetiliste
keskmistega. Veelgi enam, kahe sellise kumera kombinatsiooni korral saame
molemat lihendada sama arvu elementide aritmeetilise keskmisega.

Lause 3.2 (vt [1, Ik 14]). Olgu X ja Y Banachi ruumid, x € Sx jay € Sy
ning a,b > 0 sellised, et N(a,b) = 1. Kui x jay on A-punktid, siis (ax,by)
on A-punkt Banachi ruumis X &y Y.

-

n

Toestus. Olgu x ja y A-punktid. Tahistame Z = X @&y Y. Soovime néidata,
et (ax,by) on A-punkt Banachi ruumis Z ehk iga ¢ > 0 korral (az,by) €
conv A, (ax, by). Selleks piisab lemma 3.1 kohaselt nédidata, et iga v, > 0
korral leiduvad n € N ja (x1,y1),. .., (Tn, yn) € A-(az, by) nii, et

n

1
I{az, by) -~ > (@iw)lly < -

i=1
Fikseerime v, > 0. Kuna z ja y on A-punktid, siis lemma 3.1 kohaselt
leiduvad n € N, z1,..., 2, € A(x) jay1,...,yn € A(y) nii, et

1 ¢ v IS v
— = il < = =yl <2
NI LI B WIES
Lihtne on néha, et siis iga ¢ € {1,...,n} korral (az;, by;) € By ja

[z, by) = (azi, bys) |l v = N(allz — 2|, blly — will)
>(2—¢)N(a,b)=2—¢
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ehk (ax;, by;) € Ac(ax,by). Lisaks ndeme, et

1 — 1 — ] —

I(az,by) = — > (i by)lly < allr = — Y aill +blly = = > wil
=1 =1 =1

Y

<
3

fy
b= < .
+ 5 = vy
Sellega oleme leidnud sobivad n € N ja (az1,by), . . ., (ax,, by,) € Ac(ax,by)
ning lemma 3.1 kohaselt (az, by) on A-punkt.
]

Lause 3.3 (vt [1, 1k 14]). Olgu X ja Y Banachi ruumid, x € Bx jay € Sy
ning a > 0 selline, et N(a,1) = 1. Kuiy on A-punkt, siis (azx,y) on A-punkt
Banachi ruumis X &y Y.

Toestus. Olgu y A-punkt. Téhistame Z = X @y Y. Soovime néidata, et
(az,y) on A-punkt. Selleks piisab lemma 3.1 kohaselt ndidata, et iga v, > 0
korral leiduvad n € N ja (z1,11), ..., (Zn,yn) € Ac(az,y) nii, et
(TSR
axr - TiyYi
Y n Y N

i=1

<.

Fikseerime 7v,e > 0. Kuna y on A-punkt, siis lemma 3.1 kohaselt leiduvad
neNjayy,...,yn € A(y) nii, et

1 n
Hy - g;yz
Iga i€ {1,...,n} korral ilmselt (az,y;) € Bz ja

[(az,y) — (az,y:)||x = N(O, ||y — will) > (2 — &),

mistottu (azx,y;) € A-(az,y). Lisaks ndeme, et

1 n
.

Sellega oleme leidnud sobivad n € N ja (ax,y1), ..., (az,y,) € A(az,y) ning
lemma 3.1 kohaselt (ax,y) on A-punkt. O

<.

<.

(az,) = > ()

1=

Lausega 3.3 sarnaselt saab toestada jargmise tulemuse.

Lause 3.4 (vt [1, Ik 14]). Olgu X ja Y Banachi ruumid, x € Sx jay € By
ning b > 0 selline, et N(1,b) = 1. Kui x on A-punkt, siis (x,by) on A-punkt
Banachi ruumis X &y Y.
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3.2 Delta-punktide parandumine komponentruumides-
se
Selles alapunktis uurime, et kui Banachi ruumide X ja Y korral Banachi

ruumis X @y Y leidub A-punkt (z,y), kas siis ka Banachi ruumides X ja Y
leidub A-punkt. Koéigepealt uurime juhte, kus ei kehti ||z|| = ||y|| = 1.

Lemma 3.5. Olgu X Banachi ruum, x € Sx, a > 0 ja rahuldagu funktsioon
x* € Bx« tingimust x*(z) > 1 — a. Kui x on A-punkt, siis iga € > 0 korral
leidub u € Bx nii, et x*(u) > 1 —a ja ||z —u| > 2 —e¢.

Toestus. Fikseerime € > 0. Siis

() l1—« _<a_—1+1>

lz ™ el ]

ning lause 1.14 kohaselt leidub selline u € S(Bx, z*/||z*|, (o — 1) /||z*|| + 1),
et ||z — u|| > 2 — e. Lisaks

a—1

]

z(w) > |l -

+ 1)”;,;*” —1-a

O

Lause 3.6. Olgu X ja Y Banachi ruumid, v € Sx ja y € Sy ning a,b > 0
sellised, et N(a,b) =1 ja b # 1. Kui (ax,by) on A-punkt Banachi ruumis
X &y, sits x on A-punkt Banachi ruumis X .

Toestus. Olgu (az,by) A-punkt Banachi ruumis X @y Y. Tahistame Z =
X ®pnY. Eeldame vastuviiteliselt, et x ei ole A-punkt. Siis lause 1.14 kohaselt
leiduvad z* € Sx«, @ > 0 ja e > 0 nii, et z € S(Byx,z*,«) ning iga u €
S(Bx,z*, a) korral || — u|| < 2 — €. Olgu y* € Sy« selline, et y*(y) = 1.
Lause 1.3 kohaselt leiduvad ¢,d > 0 nii, et N*(¢,d) = 1 ja ac + bd = 1.
Olgu f = (ex*, (1 — a)dy*). Kuna b < 1, siis ac # 0 ning jérelikult saame

flaz,by) = acz™(z) + (1 — a)bdy*(y) > (1 — a)(ac+bd) =1 — a.
Kuna f(az,by) > 1 — a, siis leidub v > 0 nii, et
flax,by) > 1 —a+7.
Olgu 6 > 0 selline, et § < ae ja § < ye. Lemma 1.5 pohjal leidub g > 0

nii, et iga p, g, > 0, mille korral 2— 3 < N(p,q) < N(r,q) <2jaqg<2—0,
kehtib |p — | < 4. Lisaks eeldame b < 1 — 5. Kuna f(ax,by) > 1 — a + 7,
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siis lemma 3.5 kohaselt leidub (u,v) € By nii, et f(u,v) > 1 —a+ 7 ja
|(az, by) — (u,v)||xy > 2 — . Seega

cx*(u) + (1 — a)d|jv|| > cx*(u) + (1 — a)dy*(v) = f(u,v) > 1 —a+7~
>1—a>(1—=a)dul +d|v]),

millest saame cx*(u) > (1 — a)cljul]. Jarelikult

z* <L> >1—«
]

ehk u/||ul| € S(Bx,*, a), mistottu ||z—u/||ul||| < 2—e. Jérgnevalt niitame,
et sellest jareldub |az —ul| < a + [Ju|| —§. Kui a < |Jull, siis

laz — ul < .

U u
aa:—a—’—i—Ha quaHx——H+|a—||u|||
[ ul] [ |

lull
<a2—¢)—a+|ul| =a+ |ul]| —as <a+|ul —o.
Kui a > ||ul|, siis mérkame koigepealt, et

cllull + (1 = a)d|v|| > cz™(u) + (1 — a)dy*(v) = f(u,v)
>1—a+vy2>(1—a)dv|+7,

millest saame ||u|| > c|ju|| > . Niiiid saame
u
o — ull < oz = Wl + ke = wl] =1 =l + [}« — |

<a— |lull + [lul(2 = &) = a+ [Jul| = [Julle
<a+||ul| —ve <a+|u|| -9

Edasi paneme téahele, et

2 =B <|l(az, by) = (u,v)|[x = N(llax —ul, [[by = vl])
< N(a+ [lull = 6,6+ vl

ning seetottu
2= p < N(a+|lull = 6,0+ [[v]]) < Na+ [lull,b+v])) < 2.

Kuna b+ [|v]| < 2 — f, siis peab kehtima |a + ||u]| — § — (a + ||u||)] < § ehk
0 < 9. Oleme saanud vastuolu. O

Lausega 3.6 sarnaselt saab toestada jargmise tulemuse.
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Lause 3.7. Olgu X ja Y Banachi ruumid, x € Sx ja y € Sy ning a,b > 0
sellised, et N(a,b) =1 ja a # 1. Kui (ax,by) on A-punkt Banachi ruumis
X &nY, sitsy on A-punkt Banachi ruumis Y .

Niiiid on ainsana vaatlemata juht, kus Banachi ruumide X ja Y korral
Banachi ruumis X @&y Y leidub selline A-punkt (z,y), et ||z| = |y|| = 1.
Sel juhul on N oo-norm. Me anname néite olukoorast, kus x ja y ei ole A-
punktid, kuid (x,y) on. Lisaks toestame ka eelnevast erineva tingimuse, mille
korral peab (z,y) olema A-punkt.

Lause 3.8. Olgu X ja Y Banachi ruumid, x € Sx, y € Sy ning A =
(1++/5)/2. Eeldame, et

e iga viilu S(Bx,z*,a) ja iga € > 0 korral, kui x € S(Bx,z*,«), siis
leidub v € S(Bx,z*, A\a) nii, et ||z —ul| > 2 —¢,

e iga vitlu S(By,y*,a) ja iga € > 0 korral, kui y € S(By,y*, «), siis
leidub v € S(By,y*, \a) nii, et ||y —v|| > 2 —e.

Siis (x,y) on A-punkt Banachi ruumis X @ Y.

Toestus. Téhistame Z = X @, Y. Naitame, et (z,y) on A-punkt Banachi
ruumis Z. Selleks piisab lause 1.14 kohaselt néidata, et iga punkti (x,y)
sisaldava viilu S(Byg, f,a) ja iga € > 0 korral leidub (u,v) € S(Byz, f, ) nii,
et I(z,9) — (1,0)lloe = 2.

Fikseerime f = (2*,y*) € Sz, @« > 0 ja e > 0 nii, et f(z,y) > 1 — .
Ilmselt ei saa korraga kehtida

*(z) < (L=a)llz*]] ja y"(y) < (1 —a)|ly,
sest siis
l—a< f(z,y) =2"(z) +y"(y) < A —a)([[z"[| + [[y*]) =1 — .

Uldisust kitsendamata eeldame, et 2*(x) > (1 — a)||z*|| (juht y*(y) > (1 —
a)|ly*|| on analoogiline). Vaatleme nelja juhtu.

1) Kui ||z*|| = 1, siis ilmselt y* = 0 ja seetottu (z, —y) € S(Byz, f, @) ning
kuna ||(x,y) — (z, —y)||c = 2, siis oleme leidnud sobiva punkti.

2) Kui [|z*]]| < 1/ siisx € S(Bx,z*/||z*||, &) ning eelduse kohaselt leidub
u € S(Bx,x*/||z*||, Aa) nii, et [z —ul| > 2—¢. Olgu v € By selline, et

flu,v) = 2% (w) +y"(v) > (L= 2|27 + [ly*] = 1 = Aafz*] = 1 - a.

Siis ||(z,y) — (u,v)]|e > 2 — € ning seega oleme leidnud sobiva punkti.
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3) Kui z*(x) > (1 — a/N)||z*||, siis « € S(Bx,z*/||z*||,«/\) ning seega
leidub u € S(Bx,z*/||z*||, @) nii, et ||z —u| > 2 — €. Olgu v € By
selline, et

flu,0) = 2% (u) +y"(v) > A =)l + |y =1 = aflz’] 21 -«
Siis ||(z,y) — (u,v)|lc > 2 — € ning seega oleme leidnud sobiva punkti.

4) Kui 1 > |jlz*|| > 1/X ja o*(x) < (1 — a/X)||z*|], siis

yv'(y)>l—a—a"(z) >1—a—(1—a/N]|z"|
= ly* | — o+ /A" > |ly*|| — (1 = 1/X%) = |ly*|| — /.

Seetottu y € S(By,v*/||y*||, «/(A||ly*]])) ning eelduse pohjal leidub v €
S(By,v*/ly*|l, a/|ly*||) nii, et ||y —v|]| > 2—e. Olgu u € By selline, et

fu,0) = 2% (u) + 5" () > 27 + ]| —a=1-a.
Lisaks ||(z,y) = (u, v)[|oc = max{|[z = ul], ly = o[} = 2 =&

Niiiid oleme kéigil juhtudel leidnud punkti (u, v) € S(Byg, f, ) nii, et ||(x,y)—
(,v)]|0o > 2 — € ning lause 1.14 pdhjal on (z,y) A-punkt. O

Jargnevalt anname néite Banachi ruumist Z ja punktist z € Sz, mis ei
ole A-punkt, kuid

e iga viilu S(Byz, f,«) jaiga e > 0 korral, kui z € S(By, f, «), siis leidub
w € S(Byz, f,Aa) nii, et ||z —w| > 2 —e.

Niide 3.9. Olgu X ja Y Banachi ruumid, 1 < A < (14++5)/2, Z = X &Y
ning x € Sx, y € Sy ja z = ((1 —1/\)z,y/A). Eeldame, et x ei ole A-punkt
ja y on A-punkt. Siis lause 3.6 kohaselt z ei ole A-punkt Banachi ruumis Z.
Néitame, et iga punkti z sisaldava viilu S(By, f, @) ja iga ¢ > 0 korral leidub
w € S(Bgz, f,Aa) nii, et ||z —w|| > 2 —e.

Fikseerime f = (2*,y*) € Sz+, a > 0 jae > 0 nii, et f(z) > 1 — a. Siis

1 1 1 1
T T Y (y)_< A)x ($)+Ay (y) >1—a,

millest y*(y) > 1 — aA. Lemma 3.5 kohaselt leidub selline v € By, et y*(v) >
l—aXja|ly—v|| > 2—e Siis f(0,v) = y*(v) > 1 — aX ehk (0,v) €
S(Bgz, f,a)). Lisaks

(= 5)e50) - @], = (1= Dteti+ 0=+
> (1-5) +ly—oll = (1= 5)lwll 22—«
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Sellega oleme leidnud sellise (0,v) € S(Bz, f, A\a) C S(Bgz, f,a(1 ++/5)/2),
et ||z—(0,v)]|1 > 2—e. Lause 3.8 kohaselt (z, z) on A-punkt ruumis Z ., Z,
kuid lause 3.6 pohjal z ei ole A-punkt ruumis Z.

Esitame kolmanda peatiiki tulemused jargmises tabelis. Olgu X ja Y
Banachi ruumid, N absoluutne normaliseeritud norm, z € Sy ja y € Sy
ning a,b > 0 sellised, et N(a,b) = 1 ning seetottu (ax,by) € Sxg,v-

a#1jab+#1|xjayon A-punktid < (azx,by) on A-punkt

a=1jab#1 x on A-punkt < (ax,by) on A-punkt

a#1ljab=1 y on A-punkt < (ax, by) on A-punkt

a=1jab=1| z vdiy on A-punkt = (az,by) on A-punkt

Tabel 2: Ulevaade A-punktide olemasolu seostest Banachi ruumide X ja Y
ning nende summaruumi X &y Y vahel.
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