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I. TKTERPQLATSIOONIMEETOD.

Uuritavate funktsioonide lahendamisel lihtsamate funkt-
sioonidega on oluline tahtsus paljudes arvutusmatemaatika
kisimustes* Tooksime selle kohta mbned naited.

Kui meil on kasutada mingi funktsiooni vaartuste tabel,
siis funktsiooni vadrtuse leidmiseks tabelis mitteantud ko-
hal l&dhendatakse teda mingi lihtsama funktsiooniga (nait.
lineaarse voi kbrgema astme polinoomiga) ning arvutatakse
viimase vaartus* Keerukamate integraalide arvutamiseks la-
hendatakse integreeritav funktsioon lihtsama funktsiooniga
(nait. poliunoomiga) ja integreeritakse see.

funktsioonide ldhendamist kasutatakse vaga laialt ka
elektronarvutites. Juba selliste tuntud funktsioonide*nagu
ex, In x, sin x, arctan x jms* vaartused arvutatakse Kui
neid lahendavate poliunoomide vOi ratsionaalfunktsioonide
vaartused.

Funktsioonide lahendamisele tuginevad ka paljud dife-
rentsiaal- ja integraalvorrandite ligikaudse lahendamise
meetodid.

Et leida antud funktsioonile f(x) lahendfunktsioo-
ni ¢ (x), valitakse teatav funktsioonide klass, mille hul-
gast teda otsitakse. Nendeks voivad olla nditeks astmefunk”
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sioonid, trigonomeetrilised funktsioonid, ratsionaalfunktsi-
oonid, eksponentfunktsioonid jt*
Tavaliselt otsitakse ladhendfunktsiooni kujul

n
® Cx) —y.CbivW »
k-o
kus 7~0GO» TO0O0» eee» / n(X) on antud funktsioonid
ja c#, o, cn - nende kordajad (konetandid). Korda-
jad leitakse teatud tingimustest l&hendfunktsiooni

¢ (Y) kohta (nditeks F(X) jJa ¢ (X) vaartused lhtivad
teatid punktides, *00 ® (*) erinevws on teatud 106i-
gul minimaalne jms.). SOltuvalt plstitatud tingimustest o (x)
kohta vOime saada erinevaid lahendusmeetodeid*

KOige lihtsamaks funktsioonide lahendamise meetodiks on
interpolatsioonimeetod* Sel juhul antakse ette n + 1 punk-
ti - mi. interpolatsioonisdlmed - xQ, x1, x2, ..*, xn ja
funktsiooni f(X) vaartused neis* Interpolatsioonltingimus-
tena ndutakse, et ladhendfunktsiooni ¢ (X) jJa antud funkt-

siooni  f(X) vaartused interpolatsioonisdlmedes Uhtiksid:
A < FO®) (0 » 0,1,2,. 00,0

Geemeetriliaelt see tdhendab kdovera y»a(x) leidnmist,
mis 1&bib etteantud n + 1> punkti ~(x”~y”™ (vt. joon. 1).

Interpolatsioonitingimused kujutavad enesest lineaarset
vorrandisiisteemi ldhendfunktsiooni kordajate leidmiseks™
Himetatud vOrrandisisteemi otsene lahendamine on aga kullalt-
ki tilikae, seeparast kasutatakse enamasti interpolatsiooni-
funktsiooni ¢ (X) leidmiseks kaudseid votteid.



Kaesolevas peatikis vaatleme lahemalt Interpoleerimist}

kui valida funktsioonideks astmefunktsioonid x™ .
vVt
X
4
Jeon. 1.

81. LAGRABGB =i IHTERPOLATSICOH IVALEMV,

1. Lagrange*1 interpolatsioonipolinoom* Olgu antud
n + 1 erinevat interpolatsioonisdtlme x0> x~, *.*, Xa
ning funktsiooni f(x) vaartused nendes punktides f(x0),
T J» oo=»

Interpolatsioonipolinoomi

n
k=0
kordajad tuleb leida interpolatsioonitingimuetest
(1) Pn(Xt) - f(Xt) (i - 011’21 ...’n)'

On vBimalik otseselt veenduda, et tingimustest (1) saada-
va lineaarse vorrandiststeemi (h+ 1 Vvorrandit n 1

tundmatuga) determinant ei vordu nulliga (vt. nait> [I] ,
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Ik. 85)* Sisteemi lahendamise teel vOime leida kordajad o".
Jargnevas aga kasutame interpolatsioonipolinoomi leidmiseks
kaudset, kuid monevorra lihtsamat teed« Sel korral on suh-
telieelt lihtne tbastada ka tingimustega () maaratud n-
astme interpolatsioonipolinoomi olemasolu ja ainsust*
Kirjutame valja n-astme polinoomi kujul

> .

i?0 XI"XO>*F*FN AT - >SXIXT+ TN 1" S>

r

Lihtne on veenduda, et see poliunoom rahuldab interpolatsioo-
nitingimusi (1) (veendudal). Seega naeme, et eespool esi-
tatud tingimustel interpolatsioonipolinoom eksisteerib* Ku-
jul (@ kirjutatud interpolatsioonipolinoomi nimetatakse
Lagrange *i interpolatsioonipolunoomlks.

Naitame, et valemiga (2) antud interpolatsioonipoli-
noom on ainus ulimalt n-astme polunoom, mis rahuldab tin-
gimusi (). Oletame vastuvaitelieelt, et leidub veel tei-
ne n-astme polinoom OnOO0 / pn(X)» ais rahuldab- interpo-

latsioonitingimusi, s.t.
@ * 0,1l ,«e=,n).
Siis vahe
PnG) " On®d
on Ulimalt n-astme polinoom, mis rahuldab tingimusi
PN “ " “® (G 0,1,.*.,n),
e.t. temal on n + 1 erinevat nullkohta, mis on vastuolus

algebra pohiteoreemiga (nullist erineval n-astme polinoo-

eil on udlimalt n nullkohta)*



Seega on interpelatsioonipolinoom tingimustega (1)
Uheselt mdaratud* Hiljem esitame ta kill ka teistes kujudes,

kuid nad kujutavad endast ikka sama interpolatsioonipolinoo-

mi.
Naide 1 = Leida Lagrange"i interpolatsioonipo-

linoom jargmiste andmete jargi:

X -t 0 1 3 5

169) 4 5 6 -32 70

Antud naite korral n « 4 ja valemi (2) abil leiane:

D K LI~ - :

- x4 - 5x3 + 3x2 - 5 .

Tihti antakse Lagrange*i interpolatsioonipolinooaile (2)

monevorra lihem kuju, tuues sisse tahistuse
- Cx=x0)(X-X1)...(x-xn) .
Siis
wTn+iCE) - XI-30)Cxi-x1) . FiI-xhn)xi-x+1) ... (xI-xn)

ning valem (2) omandab kuju

1{C)
0) p., W n

Punktsieoni vaartuse arvutamiseks selle valemiga kohal x / x*
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vOib sooritada arvutusskeemi, mis on toodud tabelis 1#
Tabel | -

i Xi- X, a4 pi 0xe) FOUWIN
> A

X0 Xx0"“x1 X0"X2 **° xo'"xn Do & F<x0>:Do

XL X1" x0 x "X1 XI"X2 " xi"xn D1 tC") T(x1):Dl
ey o TO2) *(Xg)*N

X2 X2x0 Xx2"x1 X ~x2

xn N0 V*i X-" py TFOn) F(xn)eV

“n+1Qe 2

Kirjutuste lihtsustamiseks on seal kasutatud sUmbolit

D4 - (X -
3® n
i*0 ui
Margime, et on samas reas olevate vahede Kkorrutis.

Naide 2 . Leida ndites 1 toodud andmete jargi
Q).
Arvutused on tabelis 2. Antud juhul x =2 .
Valemi (3) jargi
f(2)”NP4(@ - 18. (-0,9*4 444 - -17,0000.



Tabel 2 -

xi Xxi*y i3 pi  *0" r(xi)”

~  Di
-1 3 -1 2 4 -6 144 4 jj-0,027 778
o 1 2 41 3 5 -30 -5 £ -0,166.667

1 2 1 -1 -2 4 16 -6 -8 » -0,375 000

3 4 3 2 ™M -2 48 -32 -1 =-0,666 667

5 6 5 4 2 "3 -720 70 “- -0,097 222
CN5(X) - 18 - - 0,944 444
Ma&rkus : Seda arvutusskeemi on otstarbekohane ka-

sutada ainult siis, kui pole tarvis leida Interpolatsiooni-
polinoomi. Antud juhul oleks vdinud arvutada €(2) vahe-
tult naites 1 leitud interpolatsioonipolinoomiste
Lagrange®i interpolatsioonipolinoomi kasutamine liht-
sustub mdnevdrra juhul, kui interpolatsioonisdlmed asetse-

vad vOrdsete vahemike Jarel , s.t.
— N * h @G *0,l,.e=,n-1).

Suurust h nimetatakse tabelisammuks. Tahistades

x*x6+th



ning interpolatsioonis6laed avalduvad kujul
* x0 ¢ 1h 1wO0,1,...,n)

Asendades need valemisse (3) saame peale lihtsaid teisen-
dusi (18bi tehal)

(> pnc®) - P(C v th) - n:i - z_L0 t-1 - -
I*
kus
6n+1(® - Wt - 1) ... (t - n).

Valemis (4) soOltuvad konkreetse n korral T(x?)

. ™" -©O . _ .
kordajad T mM\U"f7*“ ainult muutujaat * ja neid

on voimalik esitada tabelina* Vastavaid kordajate tebeleid
on antud raamatus [15], Ik» 270-272 ning nende kasutamine
on lihtne (funktsiooni vaartused tuleb korrutada vastavate
kordajatega ja summeerida).

Tabelite puudumisel vBib kaeutada arvutusskeemi, mis on
toodud tabelis 3. v

Tabel3.
i -0 TG Dny?) )
t -

0 xo ¢ fxe) Dn (-DnfUO):t

1 4 t-1 fj (Dnin

2 o t-2 *x2) CDNU2nXn-1) ypeo (pF(22):(t-2;

n t-n fk&n) 1 f(xn):(t - n)
£
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Haide 3 . Funktsioon f(x) < sin x on antud
alljargneva tabeliga* Leida ein 21°15™*
X 10° =°  30° o° 5
ein x 0,1736 0,3420 0,5000 0,6428 0,7660
Antud juhul xQ m 10° m /™
h *10° .1 , X - 21°15* - »

e X - X
t - ——E—Z - 1,125

Arvutused on tabelis 4*

Valemi (4) kohaselt
ein 21°15*» P4(21°15") - jj (-0,66330)(-13,113) = 0,3624.

Tabel 4

(—_04' '_1¢) , 4

i «i t- i sin Xi i —i

0 10° 1,125 0,1736 1 0,1543

1 20° 0,125 0,3420 -4 - 10,9440

2 30° -0,875 0,5000 6 - 3,4286

3 40° -1,875 0,6428 —4 1,3713

4 50° -2,875 0,7660 1 - 0,2664
tc'\(t) m -0,66330 > u - 13,113

Nagu naidete jargi vdime veenduda, nduab Lagrange®i in-
terpolatsioonipolinoomi kasutamine kullaltki palju arvutus-
-1 -



t6od. Kuigi interpolatsioonipolinoomi valjakirjutamine vale-
mite @, @ Wi @) jargi on lihtne, on saadud poli-

noomi lihtsustamine tulikas. Ebameeldiv on ka asjaolu, kui
mingi n-astme polinoomi korral leitud funktsiooni F(x) lahend-

vaartus Pn(X) ei rahulda ndéutud tapsust,siis tuleb tipsema ja
hendi Pn+1(X) leidmiseks peaaegu kogu arvutustdd uuesti teha.

Praktikas monevOrra sobivama eeskirja funktsiooni T(X)
lahendava interpolatsioonipolinoomi vaartuse arvutamiseks an-

nab nn. Aitkeni interpolatsiooniskeem.

2. Aitkeni interpolatsiooniskeem. Tuletame kdigepealt
seose, mille abil n-astme interpolatsioonipolinoomi saab
avaldada kah« (n - D1)-astme interpolatsioonipolinoomi kau-
du.

Tahistame sumboliga

k-astme interpolatsioonipolinoomi, mis on moodustatud funkt-
sioonlle f(X) sblmede Xx. , X. , ..., X Jargi. Valemi
K

® Jargi

Gex)co nt+Hi(xD)

, p-1, ptl,...,nCx

,0-1,0+1, ...,nCx)



a-vVv PO,1....P-1.P+tl....n « -

JL (x.-x -X.+x_)f(x,)

Vi1 9 T Cxprrrg b e >

|+1 r‘x oon+1
Seega, kui p ™ q , saare
P 00 X-X

(x~)
(5) FQ]*}...F;E(X) OII In mIQ~1 q:-(l . X

g P

Tuginedes valemile (5) saame soltuvalt p ja q va-

likust moodustada mitmesuguseid arvutueskeeme interpolatsi-

oonipolinoomi valrtuse arvutamiseks. Esitame alljargnevalt

arvutusskeemi, mis on*tuntud Aitkeni skeemi nime all.

Moodustame lineaarsed interpolatsioonipolinoomid valemi

(B) abil. Arvestades, et PAQ) m X, saame

f<xo) x “ xo fxo> x ™ xo
fX1) x - x1 f(x2) X - x2
*0,100 0,2'
xo - X1 X0 - *S

"(xo> X - xo
fO-,) X *=Xn

PO,30c re,
X0 ““ X3
Nende abil moodustame ruutinterpolatsioonipolinoomid
POFI(X) X -

POa3(X) x - x3

- *P0,1,3""
X. X, 01 73 Xl cc X3

- 13 -
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Sama eeskirja  kohaselt moodustame ka kbrgema astme inter-

polat sioonipolinoomide
Arvutamiseks vOib kasutada arvutueskeemi, mis on toodud

tabelis 5.
Skeemi koostamine on lihtne ja Sabloonne (teist Jarku

determinantide arvutamine).
Tabel 5«

xi *CM poLiw PoLige Pol.2,ip) T XX
X0 T(C0) X “ %O
X1 (D) Po,1°° X -X
Sé f(XZ) PO,l ’ZI\X) X - X2
3 TG +53m  Po0,1,30 Po,1,2,3(9) X -3
X4 Po,4y  PQ,1,4 PO,1,2,40%) X - x4

Funktsiooni f(x) vaartuse arvutamisel ulatusliku ta-
beli korral kohal x kerkib probleem, kuidas valida inter-
polatsioonisflmed ja kui kaugele minna arvutustes*

Paneme tahele, et PQ ~(X) on sdlmede xQ ja X jar-
gi moodustatud lineaarse interpolatsiooni vaartused punktis
x * Po,l,i.x) on aSa sO6lmede xQ, xI ja xi jargi saadud
ruutinterpolatsiooni vaartused kohal x jne. Seega kogu ta-
bel koosneb T(xX) lahisMaartustest. Juhul, kui interpolat-
siooniprotsess koondub, hakkavad need véartused kdrgemate
interpolatsioon™arkude korral jarjest suurema tépsusega
uhtima. Arvutusi teostamegi seni, kui viimases veerus T(X)

lahisvaartused soovitud tapsusega Uhtivad* Seejuures on Soo-



vitav paranduseks arvutada veel Uks kdrgema astmega interpo—
latsioonipolinoomi vaartus.

S6lmede valiku kohta vdib markida, et seda kiiremini
saavutame soovitud tapsuse, mida lahemal asetsevad valitud
solmed punktile x (pbShjendus Jargmises punktis). Seetdttu
on soovitav valida s6lmeks xo punktilev x 18him s6lm, 80£-
meks x* Ulejdanud solmede hulgast l1ahim jne*

Tuleb veel markida, et ainult paberi ja pliiatsi abil
on arvutamine Aitkeni skeemi jargi kullaltki ebamugav, sest
tuleb palju korrutada. Sellisel juhul on otstarbekohasem ka-
sutada jargmises paragrahvis vaadeldavat Hewtoni interpolat-
sioonivalemit. Kui on aga kasutada abivahend korrutamise
teostamiseks (nait. aritmomeeter), siis on Aitkeni skeem Us-
na sobiv.

Haide 4 . Antud on jargnev gammafunktsiooni I (X)
tabel. Arwutada /™'(1,16) 4 Oige tivikohaga Aitkeni skeemi
abil.

X 1,00 1,10 1,25 1,35 1,40 1,50

roo 1,00000 0,95135 0,90640 0,89115 0,88726 0,88623

Arvestused on koondatud tabelisse 6. Seal Uhtivad 4
tivikohaga kuupinterpolatsiooni tulemused. Seega I 0 >16)
peaks vOrduma 0,9297. Leides veel neljanda astme interpolat™-
sioonipolinoomi vaartuse, naeme, et *(1,16) = 0,9298,

Kontrollides saadud tulemust gammafunktsioonide tabelist,

selgub, et Oige ongi
r (1*16) = 0.92%8.

- 15 -



1,10
1,25
1,00
1,35
1,40
1,50

MarkKkumse

roy)

0,95135
0,90640
1,00000
0,89115
0,88726
0,88623

oI

0,93337
0,92216
0,93690
0,93853

PO,]. ,iGD PO,l ’21iA)
0,92933

0,93019 0,92973
0,93027 0,92971

o

Tabel

P 152,3,i (X

0,92979

6

X X1

0,06
-0,09
0,16
-0,19
-0,24
-0,34

Soovitav on arvutada ridade jargi, eest alati pole nbutava tipsuse

saavutamiseks koiki tabelis antud s6lmi tarvis(antud juhul

x"=1,50).



3. Interpolatsioonlvalemi jaaklllge. Interpolatsiooni-
tingimuste () kohaselt Uhtivad antud funktsiooni f(x)
Ja interpolatsioonipolinoomi Pn(x) vaartused interpolat-
sioonisolmedes G *0,1,...,n). Tekib kisimus, kui has-
ti lahendab saadud interpolatsioonipolinoom antud funktsioo-
ni teistes punktides, s.t. kui suur on vahe f(X) — PD(X).

Tahistades

Hn0O0 - fOO - Pn(®)
saame funktsiooni T(xX) jaoks
*00 * pr\10<) ¢ Rn00 -

Viimast seost nimetatakse Interpolateioonlvalemiks ja
liiget Rn(X) “ interpolateioonivalemi .laakliikmeks.

Selleks et hinnata jadkliikme suurust, seame funktsioo-
nile f(X) kitsendavad tingimused. Asugu interpolatsioonl-
solmed xQ , X , ...K X3 Ja meid huvitav argumendi vaar-
tus x 16igul £a,bj = Oletame, et funktsioonil Ff(X) ek-
sisteerivad 16igul Ta,bj pidevad tuletised kuni Jarguni
n+1. *

Fikseerime punkti x , milles tahame hinnata jaakliikme
Rn() vaartust. Seejuures oletame, et Xx erineb koigist
sOlmedest x* . Jaakliikmele sobiva avaldise tuletamiseks

moodustame abifunktsiooni
F(2) » f(2) - Pn(@ - Kwn+l(®)
kus K on mingi konstant ja

contl ®) - (« - x0)(z - o (*-X,) =

3 - 17 -



lnselt PCNi) «O @ = 0,1,...,n). Kordaja K madra-
me nii, et ka F(xX) m 0, s.t.
Rn ()
“ n+lM

siis funktsioonil F(z) on I6igul £a,hJ n + 2 erinevat
nul Ikohta.

Matemaatilise anallisi kursusest tuntud Rolle®i teoree—
mi pohjal saame véaita, et funktsioonil F"(z) on vahemikus
(@,b) véhemalt n+1 nullkohta, funktsioonil F"(z) — va-
hemalt n nullkohta jne. Korduvalt Rolle’i teoreemi kasuta-
des jouame tulemuseni, et funktsioonil pCn+M)(@) peab va-
hemikus (a,b) olema véhemalt Uks nullkoht, mille tahista-
me sumboliga j: (veenduda, et Rolle*i teoreemi eeldused on
rahuldatud!)=

Funktsiooni F(z) diferenteeerides saame
p(n+l)(@) = F(+D)(@) - K(n + 1!

Konstandi K avaldist arvestades jouame seoseni

f(n*1)Cf> -n rS r b* 1)1 - 0 -
millest
" RN * ~n+l »
kus a< J < b .

Kerge on vahetult kontrollida, et saadud jaakliikme
avaldis jaab kehtima ka siis, kui x vOrdub mingi s6lmega
Xi. Seega valem (6) on kasutatav mis tahes x £ fa,bj
korral .

Suurus ”~ valemis (6) soltub argumendi vaartusest x
- 18 -



Seos nende vahel aga pole teada. Seega ka fCn+1)(”) tap-
ne vaartus ei ole uldiselt teada. Sellest hoolimata saab va-
lemit (6) kasutada interpolatsioonitapsuse hindamiseks. Ta-
histades

- rax[fCn+l )Y ,
aEx b

saame valemist (6) veahinnangu
(7) K « [~ jtK h w | .

Viimase rakendamiseks toome mdned naited.

Naide 5 . Millise tipsusega saab leida sin 10°
Lagrange®i interpolatsioonipolinoomi abil, teades sin 0°,
sin 30°, sin 45°, sin 60° Ja sin 90°7?

Antud naite puhul f(X) *sinx, ned4, a=0, b=",
fAVANX) - cos x Ja » 1

Hinnangu (7) kohaselt
/r4d(io®)] 6 51T /7 (& “ °)CA - p(TS - TR

x Lhm ~ 3j6_ 154 -
3.18

(Vea vaartus tuleb alati Umardada Ulespoolel) Seega on viga
neljandas kimnendkohas mitte Ule 4 Uhiku.

Naide 6 < Olgu tabelis esitatud ruutjuured arvu-
dest 10,0; 10,1; 10,2; ...; 99,9; 100,0. Leiame lineaar-
se interpolatsiooni kasutamisel tekkiva aaksimaalse vea.

Valemi (7) pohjal

/Ri@MN /(- x0O)x - x| ,

- 19 -



kus xag< x< x4 . Et

2
- Xl x0 Qt0l
K* - xOx* - x| * S e ) =V

ja
/Mo *max 1cVX)Hl-max /- 1 *“| = T *
10”100 - " 1ox*10 AXN/T \Y
siie
0,01
K 00 ~ -—-——F="< °>0000l -
* o1 . 320°\JTO

Seega viiekohaliste ruutjuurte tabelite puhul lineaar-
sest interpolatsioonist tingitud viga ei Uleta yjj viimase
koha Uhikut ning kuuekohaliste tabelite puhul vbib ulatuda
kuni Uhe viimase koha Uhikuni» Margime, et tegelikult arvu-
tustee ruutjuure vadrtuste viga on mdnevlrra suurem, sest
lineaarse interpolatsiooni veale lisanduvad veel tabeli and-
mete ebatdpsused.

Muidugi vahegi keerukama funktsiooni T(x) korral pole
enam praktiliselt voimalik leida fCn+1"(xX) toket, kuid tu-
letatud jaakliikme avaldis etendab kullaltki olulist osa
paljude teoreetiliste probleemide lahendamisel. Tema pdhjal
saame iseloomustada naiteks jaakliikme vahenemist tabelisam-
mu vahendamisel. Ka mitmed tdendolised veahinnangud, mille-
ni joudmisel oletatakse, et f n+l)(x) on I8igul [a,bj
peaaegu konstantne, saadakse jaakliikme avaldisest (reil
hinnangutel peatutakse jargmistes paragrahvides).

Ka kusimusele, kuidas valida interpolatsioonisdolmi ula-
tuslikust tabelist, saame vastuse uurides jadkliikme avaldist.
Tuletise fCn+l1) (") soOltuvust sOlmedest pole praktiliselt
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voimalik hasti kasutada. Seetdttu ladhtutakse interpolatsi-

oonisOlraede valikul enamasti ndudest, et

WntlW 1> 1A =V * I u xI>] = eee *[]<x " IN)I

oleks voimalikult vaiksem. Siit ndhtub, et fikseeritud x
korral tuleb valida sdlmed nii, et vahed
wo
Ix - Xij Ci «0,l,ee=,n)
oleksid voimalikult vaikesed. Seega saimegi eelmises punk-
tis antud juhise sOlmede valiku kohta.

Monevorra teistsugune sdlmede valiku probleem kerkib
siis, kui tahame leida funktsioonile TC*) vOimalikult
head lahendpolinoomi PnN00 kogu I16igu fe,bJ jaoks.
Siis tuleb s6lmed voimaluse korral valida nii, et

/co ~(@)J oleks minimaalne. Lahemalt peatutakse sel-
a<x*b

lel kisimusel arvutusmeetodite edaspidises kursuses ([6]
Il ptk., § 1, punkt 5).

§ 2. NEWTONI INTERPOLATSIOONIVALEMID.

1. DIferents. lagatised. Olgu antud punktides xQ, au,
X,,, ===, funktsiooni FfCO vaartused F(xQ), f(x.J), FCx2),

Moodustatud suhet

fCO - f0O
r<vV xg> - — B a-

xXp -
nimetatakse esimest _jarku dlferentsjagatiseks. Esimest jar-

ku diferentsjagatiste abil moodustame teist jarku diferents-



Jagatiae:

f(*p>V xr) - P 1 . e

Jre.
Uldiselt k-.larku diferents.jagatiseks nimetatakse aval-
dist, mis on moodustatud 3k - D)-jarku diferentsjagatistest

Jargmiselt:
T(x0,x1,....Xj9) =

_ FOg X >*»« Ip-t>4], . OO, XJ 5----X0,, ,Xq+1,... ,XK)

X =X
q p

Diferentsjagatiste arvutamiseks saab induktiivselt tu-

letada ka teise valemi:

FOQ.XN, ...
O0-*1) @o-x2)-" (Xo*d)
(0 e el FOxK)
(x.,-x0) O4-x2) ... -xk) Oxk=xQ)(Xk- X 1) - .. (xk=xK_1)

(vt. nait. 1] , k. 104).
Viimasest seosest jareldub, et diferentsjagatised on
oma argumentide simmeetrilised funktsioonid, s.t. diferents-

Jagatise vaartus ei sOltu argumentide jarjekorrast*

2. Newtoni interpolatsioonivalem. Olgu antud n+l eri
nevat interpolateioonisdlme xQ,xl ,...,xn ning funktsiooni
f(X) vadrtused nendes sOlmedes: T(xQ), F(x1), ..., F(xn).
Kasutades diferentsjagatise mdistet anname interpolatsiooni-
valemile teise kuju.



Oletades, et x on erinev kdigist sblmedest x», Kir-
Jutame valja diferentsjagatised:
0O - F(xJ

X—XO

*(*>°Q

i4X’XO,.-.»/\r]S e __________:l/\_/___: ______________ *

Teisendades need seosed kujule

TCO = F(xQ) + F(,xQCx - xQ) ,
T, xQ) =f(X0,x1) + F(x,x0,x1)(x - XI) ,

f(x»x0,..., xn_1) = f(x0,x1,..*,xn)+f(x,x0,..., xn)(x - x7N

ning jark-jargult asendades,jOuame valemini

f(x) = f(xQ + f(x0,x1)(x-x0) + f(x0,x1,x2)(x-x0)(x-x1) +
(8) + ... + f(x0,x1,..., xn)(x-x0)(x-x1)...(x-xn-1) +
+ f(x,”~0ix1,..., Xxn)(x-x0)(x-x1) ... (x-xn)

mida nimetatakse Newtoni interpolatsioonivalemlks.

Tahistades nn. Newtoni interpolatsioonipolinoomi
Pn<>> “ F(X0) * f< V xI>M 0> +
+ ... + f(xo0,x1,..., X N)(X-X0)(X-X1)...(X-xr>1)
ja jaakliikme
10 Rn() = f(x,x0,x1,...,xn)o™M+1() ,

kus
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*>B+1(*) " CM~x0)(x~x1) ... (x=xn) ,

saame valemile @) anda kuju
OGO =Pn() + RnX)

Vahetult eaab kontrollida, et Fn0OO on n-astme polu-
noom, mie rahuldab interpolateioonitingimuai (veenduda sel-
les I):

PnX1) * fOx) Gg=0,,...,n

Arvestades asjaolu, et interpolatsioonipolinoom on Uhe-
selt madratud, peab &sja defineeritud polinoom Pn(x) ole-
ma identne valemiga (2) maaratud Lagrange*i interpolatsi-
oonipolinoomiga.

Newtoni interpolatsioonipolinoomi (9) valjakirjutami-
seks on vaja arvutada diferentsjagatisi. Nende leidmiseks
vOib soovitada arvutusskeemi, mis on toodud tabelis 7*

Markus : Newtoni interpolatsioonivalemie on kdik
solmed xQ,x",...,xn samavaarsed. Valem Jaab kehtima, kui
muudame sOlmede tdhistust. See vdimaldab interpolatsioonipo-
lunoomi valjakirjutamisel kasutada ka teisi tabelis esitatud
diferentsjagatisi. Naiteks vdime interpolatsioonipolinoomi

kirjuEada kujul:
RN + *X29x3) OI2) Mt XXX (XY ¢
+ NXQL, XN, K2 (X — X)X — X2)K — XN + ..+
+ (X0 ,xl ..., xn)OX0)(X-XL ) ... (x-xn_1) .

Illustreerimiseks vaatam; naidet 7, k. 26.
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XE+2XE XBHLXD X R Forivnioiinnezy T70 toxe xae xR

xo F(xo0)
x1“xo faxo v
x2""*0 X1 (e x1*x2)
X2“X1 fxx2)
X3-*1 X2 cx2) C(x1axzaxs)
X3 fix2.x3) S (X0axXastaaaxa)

X3 f(x2)

ER foxn-2>%xn-1

fxn-1*xn)



N&aide 7 = Leida Newtoni interpolatsioonipolinoom
naites 1 antud andmete jargil

Diferentsjagatised on arvutatud tabelis 8.

Valemist (9) saame

PO -4 —9(X+ 1) +a(x -x-1)x - 2X + 1)x(x - 1) <=

+ 1+ Dxx - D& -3) »xA—5x3+3x2 -5.

Tulemus Uhtib naites 1 saadud polUnoomiga*
Voime polinoomi valja kirjutada ka lahtudes mingist
teisest sOlmede jarjestusest. Naiteks jarjestades nad O, 1,

3, 5, -1, saame

PACX) « -5 - IXx - 4x(X -1)+ 4x(x - DX - 3) +
+ IX(X - 1)(x =X -5) *x* - 5N+ 3x2 -5

ehk, jarjestades 1, 0, 3, -1, 5, saame

PAGD) - -6 -1(x - 1) —a (X - 1)x - 2(X - Dx(x - 3) +
+1 X- 1)x(x - 3X ¢ 1) «xa -5x3 +3x2 -5 .
Nagu nadha, .tulemused Uhtivad.

Newtoni interpolatsioonipolinoomi on arvutustes sageli
lihtsam kasutada kui Lagrange™i interpolatsioonipolinoomi .
Eriti on Newtoni interpolatsioonivalemi korral lihtne suu-
rendada sblmede arvu (liidame eelmisele lahendvaartusele
parandusliikmed).

Newtoni interpolatsioonivalemi jaakliige (10) peab
loomulikult olema identne Lagrange*i interpolatsioonivale-
mi jaakliikmega. Me nagime 8§ punktis 3, et interpolat-
sioonivalemi jaskliikmele saab anda kuju (), kui eelda-
da, et funktsioon T(x) on punkti x ja s6Imi x ,xl3...,x"
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x4 Xi0"Xi Xi+2Xi Xi+l-Xi Xi FO") Ff(xi,xi+1)

1 4
1 -9
2 0 5 4
4 1 1
6 3 1 -6 -4
S 2 -13
4 3 =32 16
2 51

Tabel 8

F > eee* [ +3) FXO>™ " x4 )



sisaldaval 18igul n + 1 korda pidevalt diferenteeeritav.
Seda eeldades peavad Uhtima valemitega () ja ((0) an-
tud jaakliikmete avaldised) millest Jareldub, et

e = @O,
kus P asetseb punkti x Ja solmede xQ, eee> XN Va~
hel. Muutes veidi tdhistust saame n-jarku diferentsjagatise

Jaoks valemi
aD A+ nj 1

kus fr asub punktide x7, eee» Xi+tn va@™*
Hewtoni interpolatsioonivalemi iUheks oluliseks eeliseks

vorreldes Lagrange®i interpolatsioonivalemiga on asjaolu, et
tema korral on marksa lihtsam praktiliselt hinnata interpo-
leerimisviga. Nimelt kui oletada, et meid huvitavas piirkon-
nas (n + 1)-jarku diferentsjagatised muutuvad vdhe (nad on

konstantsed kdigi (n + I)-astme polinoomide korral), siis
f(x, x0, ..., xN)A*F(x0, xIf ..., xn+l)

ning valemist (0) saame praktilise veahinnangu

Cl2) Ri(x)aif(x0, x1f ..., xmN\)an+\00 =

Viimase seose <\Jime sBnastada:

Kui (0 D-jarku diferentsjagatised vaadeldavas piir-
konnas ei muutu eriti palju, siis interpolatsiooniviga on
ligikaudu vordne esimese arajéetud liikmega interpolatsioo-
nivalemist (@). Kui aga (n + 1)-Jarku diferentsjagatie
oluliselt muutub, siis vdime valemist (0) saada hinnangu
jaakliikme jaoks, kui asendada F(x,xQ,x1,...,n) (¢ #@l)-



jJjarku diferentsjagatise maksimaalse vaartusega vaadeldavas
piirkonnas.

Diferentejagatise leidnist ja Newtoni valemi rakendamist
vaatleme alljargnevas naites.

Naide 8 . Antud on sin x vaartuste tabel

X sin X
0,00 0,00000
0,10 0,09983
0,19 0,18886
0,27 0,26673
0,34 0,33349
0,40 0,38942
0,45 0,43497
0,50 0,47943

Arvutada diferentsjagatised ja leida sin 0}201

Diferentsjagatiste skeem on koostatud tabelis 9. Seda
uurides naeme» et kolmandat jarku diferentsjagatised on pea-
aegu vordsed. Neljandat jarku diferentsjagatised aga tulevad
enamikus nullid (nullideks nad ei oleks saanud« kui funktsi-
ooni tabel oleks voimaldanud arvutada rohkem kohti) ja seega
pole pbhjust neid lugeda usaldusvaarseteks.

Teostades ruutinterpolatsiooni vaadeldavas piirkonnas,
voime viga hinnata valemiga (12). Naiteks arvutame sin 0,20
ruutinterpolatsiooni abil ja hindame tema viga.

Newtoni interpolatsioonipolinoomist (9) saame:
P2(0,20) « 0,18886 + 0,9734(0,20 - 0,19) -

0,093(0,20 - 0,19)(0,20 - 0,27) =

0,18886 + 0,009734 + 0,000065 » 0,19866
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X1+3_Xi

0,27

0,24

0,214

0,18

0,16

xXH2Xi

0,19

0,17

0,15

0,13

0,11

0,10

Xi+1“X1

0,10

0,09

0,08

0,07

0,06

0,05

0,05

Xi

0,00 0,00000

0,10 0,09983

0,19 0,18886

0,27 0,26673

0,34 0,33349

0,40 0,38942

0,45 0,43497

0,50 0,47943

0,9983

0,9892

0,9734

0,9537

0,9322

0,9110

0,8892

-0,048

-0,093

-0,131

-0,165

-0,193

-0,218

Tabel 9 .

oM, ... Xi+))

-0,17

-0,16

-0,16

-0,16

—0,16



jJa ligikaudne viga
R2(0,20) = 0,16(0,20 - 0,19)(0,20 - 0,27)(0,20 - 0,10)<
< 1,2.10%5
Kuupinterpolatsiooni teostamiseks vdime liita saadud tu-

lemusele tema vea (VOetud Uks lisakoht).
P3 (0,20)= 0,198659 + 0,000011 = 0,19867 -

Valemist (0) saame aga leida kuupinterpolatsiooni vea
R3(@©.,20) -
= f(x,x0,x1,x2,x3)(0,20-0,19)(0,20-0,27)(0,20-0,10)(0,20-0,34)
= 0,98 10"5 f(xtxo,xl ,x2 x3) .

Kuna neljandat jarku diferentsjagatised on tunduvalt
vaiksemad Uhest, s.t.

F(x,30,xl , 2, x3)« 1 ,
siis kuupinterpolatsiooni viga ei 3aa Uletada antud tabeli
viga. Seega
sin 0,20 « 0,19867

3. Interpoleerimine kordsete sb6lmedega. Vaatleme inter-
polatsioonivalemi konstrueerimist, kui interpolatsioonisdlme-
des xQ,x ,...,xn on antud peale funktsiooni vaartuste ka
tema tuletiste vaartusi, s.t. uUldistame interpolatsiooniva-
lemi kordsete s6lmede juhule.

Interpolatsioonitingimusteks seame nitud ndude, et inter-
polatsioonipolinoomi I?n(x) ja antud funktsiooni f(X) ning
nende teatava arvu tuletiste vaartused Uhtiksid interpolat-

sioonisOlmedes* Muidugi eeldame, et kdik nbutavad tuletised



eksisteerivad Ja on pidevad 16igul £a,bj, kubu kuuluvad
sOlmed x* < Sumbolites vOime véljendada interpolatsiooni-
tingimusi jargmiselt:

(13) k) (xi) " » n

kus iwm0,l,...,n; k=0,1,..., otj-l ja £ *m+l
i*o

(°t. tahendab sOlme X, kordsust ning nulljarku tuletise
vaartus - funktsiooni vaartust).

Peatume lahemalt Newtoni interpolatsioonivalsmi (@)
Uldistusel. Viimases ei ole voimalik votta otseselt sOImi
kordseteks, sest diferentsjagatiste moodustamisel esineb ja-
gamine O0-ga. Sellest Ulesaamiseks kasutame piirprotsessi.

Tingimusi  (13) rahuldava interpolatsioonipolinoomi

saamiseks vaatleme I8igul £a,bj korvuti sdlmedega

ka °einl XO01M> Xi 2 ) s * f ° »
e A S (1) %% =% s on valitud
.. - . <m -1)
nii, et kdik m ¢ 1 sdlme: xQ, xE2™, ..., xQ O ,
X] * 4 (1> sk X(OCI*1) 5, eeeyy Xn» XA1>* n olek-

sid erinevad. Nende sdlmede korral omandab valem @) kuju:

F(X) = F(X0)+F(X0 ,x ")) (X-x0>F (X0 ,x ) ,x"2)) (X-x0) (X-x"1V

+ o AFo»XM) il xX@ 0 ))(X=X0) (X=X"1)) . . . (X-x"N06° 2)) +
/i (oc 1) /\ coC «1”
+F(XO»X0 »eeexo ° *_(x=x0 0 De

+F(*Ox(@N,-.-..xQ ° xAXIL))KXx0)... xx )(* o~ /‘g/(*_%
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Et saadud avaldises teostada piirprotsess Xx£*" & x”,
toome sisse kordsete sdlmedega k-jarku diferentsjagatlse
(k m kO+ kj + e.= o kn — 1) sUmboli

* (XO>X0>ee « XQ> T >eee » eee --otxn) -
1 y -~ " y — > \ 1 y
Ko korda 1 k. korda K korda
m lim f(xO,x(Sl) -1 ,x1(1 e s T
*j W XA

er> »---»%n ! }e

Uurime neid lahemalt. Vaatleme esmalt diferentsjagatisi
mis sisaldavad ainult Uht sGlme. Naiteks esimest jarku dif«-

rentsjagatis

r(*0i*e) - 11« f(x0,x1) - 1la ---—------mmm- f'(x0)
*1+ X0 11* xo 11 = *°

Uldiselt saame valemi (1) abil:

FXOX0»eeex0) V. U® *(XOXPX2»eee™X | «

A\ " Xm-* X
k+l korda 1 °
11B )
5 wx0 % %

eest g asub sdlmede xQ,X ,...,xn vahel. Seega k-jarku

diferentsjagatis, mie sisaldab ainult Uht sdlme, on k-jéarku



tuletis selles sblmes jagatud suurusega KI.

Vaatleme nuld kordsete sOlmedega diferentsjagatisi,
mis sisaldavad peale Uhe sdlme ka teisi sOImi» Kergesti
vOib veenduda, et nende diferentsjagatiste arvutamise ees-
Kiri Uhtib Uhekordsete sOlmedega diferentsjagatiste arvuta-

mise eeskirjaga. Naiteks,

f Qcj>*i>**e —ffei>*itree )
\ K korda k-1 korda
-~ » e >x i ) * T
K korda
ja
f(XA oo® Xl oo® x -y _..’XA) -
— LI VA
I<"\ korda k™ korda
f (X/\)). eoe ...»Xj ) -~ N e ee *.o))x j?). eoe )
"kl ‘L.-1 kN - KT
= j- 3 1 A
Xi " xj

Seega koik kordsete sOlmedega k-jarku diferentsjagati-
sed, mis sisaldavad vahemalt kaht erinevat sdlme, on arvuta-
tavad kordsete sdlmedega (k - D)-jarku diferentsjagatiste
kaudu«

P6ordume nild tagasi eespool Newtoni interpolatsiooni-

valemist (B) valjakirjutatud tulemuse juurde. Teostades
seal piirproteessi x£*->x", saame

&) - F(X,,) - f(10,X0X* - x0) * f(x0,10,x0Xx - Xof *

* eee * fCy * 0,...,X0X* - 10) *° &f(x0,»n,...,XX)
<0 korda «0 korda



(14 .x-x0) 0+ Fxo>...,xaxl>x1)(x - x0) °(x - x1) +

cq) korda
korda korda ‘&';] korda
kus RAX") = FOX XQ>e « XQXTTF*H Qo oo xxn ddk yn*
) korda korda bn korda

Avaldise (14) parem pool ilma viimase liikmeta RB(X)
on mingi (m m ocqg * o — I)-astme polinoom
Pm(), mis taidab interpelatsioonitingimusi (13) soOlmes
x0 (veendudal). Peale mdningat teiaenduet voib otseselt
veenduda, et on tdidetud Uldistatud interpolatsioconitingimu-
sed (13) ka teistes sdlmedes x» (G - 1,2,...,n). Sel-
leks on ehk mdnevdrra lihtsam kasutada jargmist votet. Kuna
enne Uleminekut piirile vdib algstlmeks votta suvalise solme
x~, siis, tanu interpolatsioonipolinoomi (9) Uhesusele,
saame pilrvaartusena sama polinoomi, kuid erinevalt Kirjuta-
tuna

<*.-1
Fxx) ¢ FXi xi)(x=xi) + eee + F(xI>x1,...,x1)(x-x1) +
korda



See aga rahuldab tingimusi (13) sOlmes XM

Et PB(X) taidab interpolatsioonitingimusi (13) koi-
gis sblmedes x* (@ *0,l,...»n), siis avaldis 00 on
interpolatsioonivalem, mida nimetatakse kordsete s6lmedega
Hewtoni interpolatsioonivalemiks.»

Kuna seos (11) kehtib ka kordeete s6lmede korral,
ning eeldades, et f(X) on punkti x ja solmi xQ,xl ,...,n
sisaldaval 16igul fa,b] m + 1 korda pidevalt diferent-

seeruv, siis voime jadkliikme kirjutada kujul

VvV x) - X~x0"N° " x1)d>L "*H(X ~ xn) n*

kus a< f < b e

Lihtne on ndha, et kordsete sOlmedega Hewtoni interpo-
latsioonivalemist (14) saame erijuhtudel:

a) hariliku Hewtoni interpolatsioonivalemi (ei esine
kordseid solmi) ja

b) Taylori valemi (esineb Uks @-kordne solm)*

VBib saada ka interpolatsioconivalemi, mis uUldistaks
Lagrange™i interpolatsioonivalemi kordsete sdlmede juhule.
Vaetav valem kannab Hermite*i interpolatsioonivalemi nime
(vt. nait. LO, k. 163-173).

Haide 9 . Leida interpolatsioonipolonoom, kui
f(X) Ja tema tuletised on antud Jargmises tabelis:

xi 10 *a*t) FAXL) FX)
1 1 5 38
0 0 0 2 0



Diferentsjagatiste arvutamiseks on sobiv kasutada ana-
loogilist arvutusskeemi, mis on antud tabelis 7. Nuud aga
kirjutame sinna s6lme niimitu korda kui suur on tema kord-
sue. Kanname sinna ka vaetavad funktsiooni ja faktoriaali-
dega jagatud tuletiste vaartused (vt. tabel 10). Puuduvad
diferentsjagatised arvutame.

Antud naite korral on diferentsjagatiste skeem toodud
tabelis 10 (alla on kriipsutatud tuletised, mis tuleb kan-

da skeemile). Interpolatsioonipolinoomiks saame:
P8 » 1 - 5(x + 1) * 19(x + 1)2 - 15(x + 1)3 + 12(x+ 1)3x-
- 9(X + 1)3x2 + 61 )V -2+ 1)3x4+ 1 (x+1)3x4 (x -1) -

= X8 + X5 + X2 a X2(x6 + x3 + ). S



Tabel 10.



8§0. KONSTANTSE SAMMUGA TABELID.

1. Diferentsskeem. Vaatleme nuld funktsioonide tabeleid,
kus sdlmed on antud vOrdsete vahemike tagant, s.o. interpo-
latsioonisdlmed on Xo X5 % oF h.l Xy » X W 2h_--.,*xn =
*=xQ+ nh. Funktsiooni vadrtused aga margime TQ = F(x0),

fl “fxo + h™» f2 e f&xo + 2 h"> ** fn = %0 + nh”™e

Moodustame vahed

fitl " Ffi « fi+0,5 »

mida nimetatakse esimest larku diferentsideks»

Esimest jarku diferentsidest moodustame teist _jarku di-
ferentsid

1=li+1,5 - 1li+o,5 )

Jne.

uldiselt, k-_jarku diferentsid moodustatakse K - l-jarku

diferentsidest
« &l k-1
*I = 10,5 “ i1-0,5 *
M&rkus : Kirjanduses kasutatakse diferentside té-

histamiseks ka stmboleid:

1%i - Akt - Y - i »

VAL moyk'1Y! - yk"lyi-1 - fi-k/2
Ja
rk Gkl rk—t .
Syt « I vyi+l/2 - I YI-1/2 “Fi »
kus y™ m N\
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Diferentside arvutamiseks on sobiv koostada nn. iUS.

rentsskeem, ais on esitatud tabelis 11.

X0

Xl

X2

X3

X4

Xn

fo

f1

f2

‘oli

f.;;5

A
f2,5

3,5

Tab®l 11*

15

275 o

™/Z

Diferenteskeemis kehtivad ilmselt seosed:



Jne«, s.t. k-jarku diferentside summa on vordne (k-1"Jar-
ku darmiste diferentside vahega.

Seda omadust kasutatakse vigade avastamiseks diferent-
.de arvutamisel* Oluline on ka, et vigu el esineks funkt-
siooni enda vaartustes. Vea leviku jalgimiseks diferents-
skeemis koostame nn. 7 -skeemi (tabel 12), kus  ar-
vutamisel on tehtud viga suurusega £ .

Tabel 12 -



Nagu ndha, viga kasvab jargu suurenemisel, kusjuures
kordajateks on binoomvalemi kordajad vahelduvate markidega.
Maksimaalne viga on aga selles reas, kus juhuslik viga esi
nee.

Mis tahes jarku diferentsi vdib arvutada ka vahetult

funktsiooni vaartuste kaudu valemi
n

@)  » 2 Dk M+n/2-k
k*0

abil (ise tuletadal!)-
Diferentsjagatise ja diferentsi vahel aga kehtib seos

(veenduda I)

(€15)) FXI»Xi+l »"*>xi+) * I’ilAthn 2 =

Eeldades, et sOImi xe,xo+h*---,xo+nh sisaldaval 106i-
gul fa,bj on funktsioonil F(X) (kK + D-jarku pidev tule-
tis, saame valemitest (@6) ja (1)

an Yhk+1

kus a<j< h.
Sellest jareldub, et

N1 * V>1 ki1l

Mk 1 > max /F(k+l)(X
e (G D169]|

Vaatleme funktsiooni tabelit, mis on antud m kimnend-
kohaga. Kui

UmHBNM*«>-1
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sile ka
10— .

Viimasest jareldub, et kbik (k+D)-jarku diferentsid pea-
vad olema absoluutvaartuselt vaiksemad viimase koha Uhikust.
Praktikas aga seda tavaliselt ei juhtu, vaid nende absoluut-
vaartused hakkavad isegi suurenema kdrgemate jarkude puhul.

Ndide 10. Koostada ex diferentsskeem sammuga
0,05 IGigul f1,50; 2,00J , kui funktsiooni vaartused on an-
tud tépsusega 0,5-10_4-

Vaetav diferentsskeem kuni seitsmenda jarguni on too-
dud tabelis 13. Selgituseks margime, et diferentsid esita-

takse tavaliselt kimnendmurru viimase koha Uhikutes.

Tabel 13.
xi A £l < 4
1,50 4,4817
2298
1,55 4,7115 117
2415 8
1,60 4,9530 125 4
2540 4 9
1,65 5,2070 129 5 -18
$ 2669 9 -9 35
1,70 5,4739 138 4 17
2807 5 8 -31
,1,75 5,7546 143 4 -14
2950 9 -6 23
1,80 6,0496 152 -2 9
3102 7 3 -12
1,85 6,3598 159 1 -3
3261 8 0
1,90 6,6859 167 1
3428 ?
1,95 7,0287 176
3604

2 o~ 7,3891



Antud naite puhul iga «k m0,1,2,... korral

me2»00< 7,4, h«0,05 Ja m-4. \Vottes Kk * 3, saame

Il « M |h|4~ 7,4.0,054 ~ 107> ,

s.t. neljandat jarku diferentsid peaksid olema absoluutvaar-
tuselt Taiksemad kui 1 viimase koha Uhik. Haeme aga, et
nad seda pole. Pdhjus seisab selles, et algandmete Umarda-
mise vead kanduvad edasi diferentsidele, kusjuures vead VvOi-
vad kasvada geomdetriliees progressioonis diferentsi jargu
suurenemisel .

Oletame, et Uheski algandmes absoluutne viga ei Uleta
poolt viimase koha Uhikut. Lahutamisel vdivad absoluutsed
vead liituda. Seega esimest jarku diferentsis ei Uleta viga
uht viimase koha Uhikut, teist jarku diferentsis kahte, kol-
mandat jarku diferentsis nelja ja & + 1)-jarku diferent-
sis - 2" viimase koha Uhikut. On selge, et pole tarvie
enam arvestada neid diferentse, kus diferentsi viga Uletab
tema vaartuse (viimase koha Uhikutes).

Tavaliselt arvestatakse interpoleerimisel ainult neid
diferentse, kus

1f*] > 2k_1

ja diferentsid alates jargust Kk + 1 jaetakse arvestamata,

kui
Zk .
Seejuures k-jarku diferentsid loetakse praktiliselt
vOrdseteks, aga kdik korgemat jarku diferentsid - nulli-
deks.



Markus : Valemist (17) jareldub, et k-jarku
polinoomi  k—jarku diferentsid on kdik vordsed ning dife-
rentsid alates (n + D-jargust - nullid.

Tabelis 13 arvestame diferentse kuni kolmanda jarguni
(incl.)» kuid alates neljandast jargust loeme nad nullideks.
Praktiliselt vOrdseteks loeme aga kolmandat jarku diferent-
sid*

Nagu ndha, kehtib diferentsskeemis kullaltki range sea-
dusparasus. Seda seadusparasust voivad rikkuda ainult kola
asjaolu:

a) funktsioon T(xX) ooab isedraseid punkte vaadeldaval
16igul,

b) algandmete tabelis on juhuslik viga voi

c) arvutusviga diferentside arvutamisel*

Kahel viimasel juhul levib viga £ -skeemi kohaselt.

2. Newtoni 1 .Ja Il Interpolatsloonlvalenb Teisendame
eelmises paragrahvis saadud Newtoni interpolatsioonivalemit
@), kui sdlmed on antud konstantse tabellsamauga h

Vaatleme esmalt juhtu, kui sOlmedeks votta punktid
jarjestusega x0, xQ+ h, xQ+ 2h, ... , X0+ nh. Kasutades

seost (16), saame ,
f1 32

FQX) o F(* ) +<x-Xx ) -SjL. ¢ x - xO)(Xx - x0- h) -4 +
C din

+ (X - X0)(X - X0- h)(X - xqQ - Zh)_;flsii R

+ (X - X0O)(X - xX0- h) ... [x - xe- (n - 1)h] + EaQ@) -

Tuues sisse uue muutuja t= ——o -



saame Viimasest

f<v -V tfgp+iirii f2* ‘n, *
@8

+ ... + 1 forl)..ee- -.(n=-1.21 t~z + Rn”~x0 + th~" *

Valemit (18) nimetatakse Newtoni 1 interpolatsioonlvale-
miks. Kasutades binoomkordajate tahistust
t(t-Q... ft - (k-OJ ~
\J * kl

vOib Newtoni 1 interpolatsioonipoltinoomile anda kuju

P(XO+ th) - v (*)fOl5+ (V A * @& fA5 * + 1) frv/2-

Eeldades, et eksisteerib funktsiooni T() (@-W)—jar-
ku pidev tuletis s6Imi xQ+ ih (@ « 0,1,...,n) sisaldaval

16igul fa,b] , saame jadkliikmeks

vkl » (ntl )f
R .(X + th) « -~— — —= (t D...(tn),

kus a< £< b (veenduda jadklilkme avaldisesl).
Tavaliselt maaratakse vea Ulemmdar Idigul fa,b] < Sa-

geli on aga raskusi * “a* | ~MM+1N0 0/ madramisega
a«<x*b
ning seetdttu on sobivam jargmine ligikaudne veahinnang.

Eeldades, et (n+l)-jarku diferentsid on peaaegu vOrdsed,
voime valemi (7)) pohjal kirjutada
hn-1f (n-1)(j:) e f n*1

T

En&_oi th' = E(t“l(;ﬁ #_t‘_r_i)
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ehk sbnastatult:
Viga on ligikaudu vbrdne esimese arajaetud liikmega in-

terpolatsioonivalemiste

Tuletame veel teise Newtoni interpolatsioonivalemi,

kui interpolatsioonisolmedeks votta punktid jarjestusega XxQf
%

f
x0-h, xQ-2h, 0 XQ- nh (edaspidi tdhistame x — ih ® xX..)»
Valemist (@) ViBib kirjutada

OO = F(xQ) + (x=xQ)F(X0,x0-h) + (x-xD)(x-x0+h>
JFOO,X0-h,x0-2h) + ... + (x=>xQ)(x—x0+h)... =
.[x - xQ ¢ (nH)hj FxO0,X0-h, ..., x0-nh) + RnU).

Diferentsjagatiste elmmeetrilisuse tottu saab valemi

@6) abil roK
—k/2

e=> lo K" * [T *

Kasutades saadud seost ja tuues sisse uuo muutuja

h

saame Newtoni Il interpolateloonivalemi

f(x0+h) - v rJts*U0jtU £ + i *
19

t_AZ*LI b 0* «.)

PolUinoomi vBib kirjutada ka binoomkordajatega



Eeldades, et funktsioonil T(x) on s6Imi
G *0,1,...,n) sisaldaval 18igul [a,bj (n + D“jar

ku pideV tu'etiS, Saamne NeWtOni II interpolateioonlvalenmi
Jaaklitkmeks

R (x + th) * — ALL2 t(t+D). .. (t+),

n O ()1
kus a< f «<b. Asendades hn+1fMm+l D+l * nde~

T—
me, et ka selle valemi korral on viga ligikaudu vordne esi-
mese arajaetud liikmega Interpolatsioonivalemiste
Vorreldes Newtoni interpolatsioconipoliinoome markame,
et 1 polinoomi korral voetakee interpolateioonistlmedeks
Xg - xi\, X Ja diferentsskeemis kasutatakse diferent-
ee diagonaalselt alla, 11 polunoomi korral aga solmi
...,x1,xQ Ja diferentse diagonaalselt lles (vt. tabel 14)*
Naide 11. Antud on alljargnev sin x tabel. Lei-
da sin 0,22 Ja sin 0,47. Hinnata saadud tulemuste tdpsust.

X 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 <

sin x 0,19867 0,24740 0,29552 0,34290 0,38942 0,43497 0,47943

Diferentsskeem on koostatud tabelis 1?. Naeme, et nel-
Jandat Jarku diferentsid pole enam usaldusvéarsed, sest
seal vBib olla tmardamise viga kuni 2’ «8 viimase koha
Uhikut* Seega on kolmandat Jérku diferentsid praktiliselt

vordsed.
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Tabel 14.



Tabel 15*

i fi n

0,20 0,19867
4873

0,24740 -61

0.25 4812 -13

0,30 0,29552 -74 1
4738 -12

0,35 0,34290 -86 1
4652 -11

0,40 0,38942 -97 -1
4555 -12

0,45 0,43497 -109
4446

0,50 " 0,47943

Leiame ein 0,22« Valides = 0,20, lahendame an-

tud funktsiooni Newtoni 1 interpolatsioonipolinoomiga.

Et
0.22 - 0.20 - .

* 0,0% °>4 *

siis interpolatsioonipolinoomiks on (valemist (18)):
P3(0,22) = fo+ 0,4f0"5 - 0,12f2 + 0,064" 35

Asendades tabelist 15 diferentsid, saame:

fQ = 0,19867
405 =  1949.2
-0,12R2 = 7.3
0.0641135= 8

P3(0,22)= 0,21823 .

(Vahearvutustes on sailitatud uUks lisakoht, mis 10ppvastu-
ses Umardatakse).
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Hindame tulemuse tépsust* Esimeseks polUnoomist ara-
Jaetud liikmeks on

t(t-1))(EE2) () .
Kuna antud juhul * e ole enam usaldusvaarnet siis arves-
tame ka algandmete Umardamisel tekkinud viga* Antud juhul
ei saa T Uuletada viimase koha Uhikutes 1 + 8 . Niisiis

votamegi fg * 9.10"" ja arvutame ligikaudse vea

3,22 as . 9.10"5]< 0,38.10-5 .

Néeme, et viga ei Uleta Uht viienda koha thikut ja see-
ga loeme, et
ein 0,22 = 0,21823 .

Et antud funktsiooni korral on lihtne leida tuletisi,
siis hindame vea euurust ka valemi
n+l
R(D| < VIib4nm
RO < Vs

jJargi.
Antud korral n =3, FIV(X) « sin x ja
I~m max j sinxl 0,35-
0,2*x*0,35
(PolUnoomis kasutasime diferentse ainult 10igust [0t20}

0,35J ).

Veaks saame
|IRM(0,22)[< Q]35.54»10 8 j0,4.(-0,6).(-1,6).(-2,6)]<0,91.10"7.

Siit selgub, et antud interpolateioonipolinoom vdimal-

dab interpoleerimist veaga mitte Ule Uhe viimase koha uhiku



seitsmekohaliete funktsiooni véartuste korral* Et funktsioo
ni vaartused on antud ainult viie numbrikohaga, siis me ei
saa vaita, et antud interpolateiooni tapsus on 1*10 » vaid
kdige paremal juhul ainult 0,5*10_5.

Selline erinevus kahe veahinnangu vahel on t1oomulik,
eest uks lahtub viiekohaliste tabelite kasutamisest, teine
aga polunoomi tapsuse voimalikkusest*

Leiame rSfid sin 0,47 Kui valida x0 « 0,50, siis

X Q47 *0*50 _ N

c
te 1 6,05 -~ 0,6
ja valemist (19) saame polunoomiks
r3s(o,*7) - fo - 0,6f.”,5 * - 0,056F_~5

Asendame diferentsid:

fQ = 0,47943
-0,6F,0 j - - 2667.6
-0,12F 2 - 13.1

-0,056fj} j - 7
P3(0,47) = 0,45289 .

Arvutame veel interpolateiooni ligikaudse vea
IR3(0,47)|sr 170%6,0»*;114-2»4 _ (-9).10"5]< 0,31.10"5 .
Seega

sin 0,47 = 0,45289 .

3. Gaussi interpolatsioonivalemid» Fraseri diap™wmm.

Vottes interpolatsioonisdlmedeks 2n + 1 punkti jarjeetu-
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eega x0,x0+ h, x-h, eee _ xQt nh, x0- ah, saame lewtoni In-

terpolataioonivalemile @) anda kuju

fCv- th) . v U05 e irFAf2 + Il 2-12) o5 +

Cco~- *
, ;121 2) .. 4fcjT(~? 27 (t-> fa. ,, Ern(lo , th)
(veendudal!), kue t» x ™ x° Ja

B2n"o . eth> - *(*2-12> ee= Cc*2-72)

(eeldadesy et vaadeldaval 18igul eksisteerib f(x) (@n+l)-
Jarku pidev tuletis). Saadud valemit (20) nidetatakse
Gausal I Interpolatsioonivalemiks»

Muutes interpolatsloonlsOlmede jarjekorda x0 ,x0*h,
X@+ h, ...» xQ- nh, xQ+ nh, saame interpolatsioonivalemist

@) Gaussi 11 Interpolatsioonivalemi

f(G,e+ th). v tr 0;5 * *

Q,, + t(R2-1~(t,2)F4 + ... + titl=lh tii* S=~ 2n-1 +

* + E2n(io + th)
TZnJl

X -
(veendudal), kus t « __E__ Ja

B2n~0 + «0 - h2°*(~) 1)Ca »(*2-12) ... (2-n2)

(eeldades sama)*
-53-



Kui kasutada Gaussi interpolatsioonivalemi konstrueeri
miseks 2n sdlme (s.t. viimast sOlrae ei kasutata)» siis
j&&b &ara ka polinoomi viimane liige ja jaakliige avaldub

esimesel juhul kujul

ja teisel juhul kujul

Seose (17) pdhjal T~ «hkfrk)(f) (i=0,5; 0 vdi -0,5)
on Gaussi interpolatsioonipolinoomide viga ligikaudu vdrdne
esimese drajdetud liikmega interpolatsioonivalemiste

Et Gaussi iflterpolatsioonivalemid leiavad véhe prakti-
list kasutamist, siis me neil pikemalt ei peatu* Kill aga
kasutame neid edaspidi teiste valemite tuletamisel.

Eespool tuletasime mitmeid Interpolatsioonipoliinoomide
erikujusid* Kdik nad esitavad (ht ja sama polinoomi samade
sdlmede erineva Jarjestuse korral. Vaatleme niidd moodust,
mis v@imaldab véga lihtsalt tuletada neid erikujusid. Selleke

koostame nn. Praserl fllagramml (jargmisel lehekiljel).
Praseri diagrammist vdime valja kirjutada interpolat-

sioonipolinoome, kui liikuda mééda mingit kaid- vB8i murd-
joont. N&iteks Newtoni | interpolatsioonipolinoomi saame,
kui votame liikmete summa piki kaldjoont alla alates funkt-

siooni vaartusest fu ja lopetades diferentsil fﬂ/gli
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Fraser:.i diagram m

Gaussi Il interpolatsioonipolinoomi saame aga juhul, Kkui
liigume funktsiooni vaartusest fo kuni difeﬁentsini f2'n

moéoda siksakjoont iiles-alla jne:

fo- (V f-ob * cv) foe (I") f-05 + C;2A < ¢ -

Lihtne on mddrata Fraseri diagraramist ka sdlmed, mille-
dele interpolatsioonipoliinoom on ehitatud. Oletame, et mingi
interpolatsioonipolinoom 1dpeb diferentsiga f< < Kujutama

nidd diagrammil vdrdhaarset kolmnurka, mille tipp asub dife-

- 55 -



renteil f~ ja alus funktsiooni vaartustel. Selle koi®uU,
ga alusel on parajasti need funktsiooni vaartused, mi lie ar

gumendid on interpolatsioonipolinoomi sdlmedeks.

Fraseri diagrammi binoomkordajate ja diferentside va

hei kehtib eeoe (vt. nait. [fl. Ik. 1*3 vSI [>], lk. 138)

Gw - (&)*&,» - (DFiii .
Viimane seos naitab, et diagrammis mis tahes kahe liikme sum-
ma, mis on Uhendatud joonega paremale alla, on vGrdne kahe
liikme summaga, mis asetsevad vahetult nende all ja on uUhen-

datud joonega paremale Ules* Naiteks:

I SK* ©*?* 0 0?5
(need liikmed on diagrammis ristkilikutesse paigutatud).

Siit jareldub, et n-astme interpolatsioonipoliinoomi
valjakirjutamist, mis 10peb diferentsil < , v@ib alustada
mis tahes funktsiooni vdartustest, mis asub eespool vaadeldud
vordkilgse kolmnurga alusel. Seejuures saame alati sama poli-

noomi, kuid erineva kujuga.

4. Stirling! ,la Besseli interpolatsloonlvalemid. Vaat-
leme veel kahte interpolatsioonivalemit. Leides Gaussi inter-
polatsioonivalemite (20) ja (21) poolsumma, saame Stlr-

lingl interpolatsioonivalemi

() ¢ ... ¢ X(t2-12) ... C2 - (n - 1121 2n-1 .
@n - DI 0
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+ t2(t2-12) ... Ct2 - (n-1)2J3 f2, + , }
2n) 1 0 2n 0

kue

-2k-1 172k-1 ~ -2k-1N
fo "7(f0,5+ 0,5 "

Eeldades, et vaadeldaval 13digul eksisteerib funktsiooni f(x)
(2n+1)-jarku pidev tuletis, saame jaakliikmeks (vt* nait*
as, k. 139)

* <*rre t(t2-12) ... 2V ,
¢ (2n+1) 1 ( ) ( )

kus J- on mingi punkt sdlmede xQ+ ih (i =m0, - 1, ...,-n)
Ja punkti xQ+ th vahel.

Kui kasutada seost (17), ndeme, et ka Stirling! inter™
polatsioonipolénoomi viga on ligikaudu vdrdne esimese &ra-
jaetud liikmega interpolataioonivalemist.

Beseeli interpolatsioonipolinoomi tuletamiseks kirjuta-

me valja Gaussi 1l interpolatsioonivalemi (21) s6lme x»

korral ,
. 1 _t"(t"+0 -2 . t*(t"2-12) n3
2n' 1 * h) \Y t f0,5 + - fi + AT 0,5 +
D t4t»2-12)(t7+2) J1 . . t4t*2-12)... [t"2-(n-02J,2n-1
+ - JA— Home— AL+ R Cfe ~Tjr ---—- 0,5
+ t«(t»2- 12) ... ff2 - (n - D21_Ct"_IL-'Q r2n + _
@n)l 1
kus
X “elj
tr -2
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On kerge ndha, et t Ja t* vahel kehtib seos

Asendades t*" endise muutujaga t ning leides saadud
valemi Ja Gaussi | interpolatsioonivalemi (20) poolsumma,

saame Besseli interpolatsioonivalemi

f(xQ+ th) = fQ+ tfQ|5 + t(t2F 075
+t(t2-12Kt-2 4 + +

(23) Al 0 »5
+ t(t2-12) .... [t2- (n-1)2] (€-rQ f2n +
@mi ;
+ R2n-H<*o+th>~
Punkt £ asub s6lmede xQ+ ih (i =0, -1, ..., -n) ja

Xd th vahel,

Ligikaudse veahinnanguna vOime kasutada esimest &arajdae-

tud liiget interpolateioonivalemist.

Stirlingi Ja Besseli interpolatsioonipolinoomid vdime
valja kirjutada ka Praseri diagrammist, kui liikuda seal
mdédda rombide diagonaali ja vOtta diagonaali kohal ja all
olevate liikmete poolsummad.

Diferentsskeemie kasutatakse nende poliinoomide korral
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Tabel 16

diferentse horisontaalses suunas (vt. tabel 16).

Gaussi, Stirling! ja besseli interpolatsioonipoliinoome
nimetatakse ka tsentraalsete diferentsidega interpolatsioo-
nipolinoomi deks .

Lopuks juhime tahelepanu veel sellele, et paarituastme-
lise Stirlingi ja paarisastmelise Besseli interpolatsiooni-
poliunoomi korral ei ole taidetud kdik interpolatsioonitingi-
mused. Nimelt jadvad need rahuldamata &armistes 30Imedes.

(veendudai) Seega paarituastraeline Stirlingi v0i paarisast-

meline Besseli interpolatsioonipolinoom ei ole interpolat- .

sioonipolinoomid tavalises mdttes, vaid kahe erineya inter—
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polatsioonipolinoomi aritmeetiline keskmine. See aga ei ta
kista nende kasutamist. Jargmises punktis ndeme, et maini-
tud interpolatsioonipolinoomid annavad isegi paremaid tu-
lemusi kui tavaline sama astme interpotlatsioonipoliunoon.
Nende jaakliikmed saame leida ainult ligildhedaselt (vt.
nait. CO, lk. 139 - 141).

Naide 12. Leida sin 0,34 ja sin 0,38, kui
sin z tabel on toodud eelmises ndites.

Leiame sin 0,34 Stirling! interpolatsioonipolinoomi
abil, kasutades seal koostatud diferentsskeemi (tabel 15).
Valime xQ = 0,35} siis t =01 ,05 < ““°“<Q,

Valemist (22) saame:

P3(C,34) » fQ * <2t0 + <02f0 + =»032f0 *

Asendame diferentsid.

f0 = 0,34390
-0,2f) = - 939.0
0,02f2 = - 1.7

0,032f" = - 4

Px(0,34)- 0,33349

2 2
Kuna |R3(0,34)|» fj|< 0,5.10-*, siia

sin 0,34 * 0,33349

Arvutame nilid sin 0,38 kasutades Besseli interpolat-
sioonipolinoomi. Vvalime jallegi xQ * 0,35, siis t =
» 5B AI0P5 « 0,6 Jja valemist (23) saame:
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F3(0,28) - f0 + 0,65

Arvutame P3(0,38):
0,34290

2791.2
11.0

-0,0<Kfo™ * 0

P-j(0,38) - 0,37092.
Et |R3CO,38)|* Q<5 eiis

sin 0,38 = 0,37092.

5. Interpolatsioonivalemi te kasutamisest. Analuisime
kdesolevas punktis kisimust, missugust interpolatsioonipoli-
noomi kasutada antud funktsiooni ulatueliku tabeli korral ja
kui palju liikmeid vGtta interpolatsioonivalemie, et saada
ndutud t&psust.

Tuletame siinjuures veel meelde, et kdik interpolatsi-
oonipoliunoomid annavad sama tulemuse ainult (htede ja sama-
de sdlmede korral. Alati on soovitav algs6lm xQ valida
voimalikult x [lahedale, s.t. Jt] 1. Kuna konstantse
tabelisammu korral erinevad polinoomid kasutavad algsdlme
Xo suhtes erinevaid naabersdlmi, siis koik sOlmed ei Uhti
ja nii vOime saada erinevaid vastuseid. Milline poliunoom I&-
hendab antud korral paremini, selgub nende jaakliikmete uuri-
misel.

Funktsiooni f(x) l&hendamisel n-astme polinoomiga



tekkiv viga on vdrdne voi ligildhedaselt vdrdne avaldisega

h*wlf (n+1)(p) w n+1(*)

(nVijr
Siin hn+l1f ~ ( f) sdltub ainult tabelisammust h ja an-
tud funktsioonist f(x). Tema kordaja omab aga

eri kuju erinevate polinoomide korral» Andes muutujale t

vaartusi ja arvutades -—-—-=----- mitmesuguste n vaartuste

korral ( [11 , Ik-d 124, 137, 140 ja 142) selgub, et tsent-
raalsete diferentsidega polinoomidel on eelised Uhepoolsete
(Newtoni) polunoomide ees.

Stirling! polinoomil on aga eelis teiste ees, kui t
on lahedane nullile ja esimene &arajaetud liige on paarisjar-

guline. Praktikas on sobiv kasutada teda siis, kui
|t] ~ /4

Besseli polinoom on kasulik juhul, kui t on l&hedane
poolele ja esimene &drajdetud liige on paaritujéarguline. Prak-
tikas:

174 * t £ 3/4

Ulatusliku tabeli korral valime sdélmed nii, et nad aset-
seksid voimalikult x lahedal ja on vdimalik kasutada tsent-
raalsete diferentsidega polinoome. Tabeli alguses ja 1dpus
tuleb aga kasutada Newtoni valemeid.

Vaatleme nild, kui korge astmjga tuleb interpoleerida,
et saada vajalikku tapsust. Seejuures tahame nfutud t&psust

saavutada voimalikult madala astme polunoomi abil.
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Olgu antud tabelis sammuga h funktsiooni f(x) vaar-
tused m kimnendjcohaga, s.t. tapsusega 0,5.10 m. On ilm-
ne, et interpoleerimisel ei saa nduda suuremat tdpsust kui
on antud tabeli tdpsus. Kull aga vOib ulesannet formuleeri-
da vastupidiselt. Naiteks viiekohaliste tabelite korral ndu-

da neljakohalist tapsust, mitte kunagi aga ille viie koha.

Interpoleerides funktsiooni f(x) n-astme polinoomiga

Pn(x) on interpoleerimise viga Bn(x). Kui kehtib vérratus

|[RNOO| ™ r.lo-m

(kus r on nbutava vea Ulemmddr tabeli viimase koha Uhiku-
tes), siis odeldakse, et antud funktsiooni tabeli korral 18i-
gul [a, b] on killaldane n-astrnega interpoleerimine. Suu-
rim tapsus, mis antud tabeli korral interpoleerimisel vdib
saavutada, on 1/2 viimase koha Uhikut (r = 1/2).

Kuidas aga mé&arata kdige vdiksem n? Tema mddramiseks
kasutame jargmist moodust. Valime p + 1 sdlme ja kooetame
diferentsskeemi. Seal loeme praktiliselt vOrdseteks k-jar-
ku diferentsid (k < p). Diferentsid alates jargust K+ 1
on absoluutvéértuselt vdiksemad kui 10 m (vt. punkt 1) ja
nendest tulenevad liikmed valitud tdpsuse piires mdju ei
avalda. Seega pole mdtet arvestada diferentse alates jargust
K+ 1 Kkuni jéarguni p. Vottes nuld n*k, saamegi vastava
astme polinoomi, millega teostada interpoleerimist. Kokkuvde-
tult:

Kui interpolatsioonipolinoomi aste vétta vdrdne prakti-

liselt vordsete diferentside jarguga, siis interpoleerimise
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viga on alati vaiksem tabeli tépsusest (0,5.10 m). A“ui
aga interpoleerimise aste on vdaiksem praktiliselt vdrdsete

diferentside jargust, siis interpolatsiooni ligikaudse vea

vdib mddrata esimese &rajdetud liikme abil.
Analitsime pdhjalikumalt, trillal on kiillaldane kasuteda

lineaarset vOi ruutinterpolatsiooni.

Lineaarse interpolatsiooni korral toimub funktsiooni

£(x) lahendamine Idigul sirgega

P10O » *0 + le:b »

kusjuures jaakliikmeks on

(xo< 57 >).
Kuna maxjt(t-1)|] *j , siis
o*t*1l ~
| .00 | *M?Q _
Kui 0
(24) Mz?g < r.10

siis on kullaldane kasutada lI6igul [x0»x”~] lineaarset In-
terpolatsiooni. Seose (17) abil vMrae tingimusele (24)
aeda kuju

\Ff\\* 8r-10"m ,
s.t. lineaarse interpolatsiooni viga ei lUleta r viimase
koha uhikut, kui teist jarku diferents on vaiksem 8r vii-
mase koha Uhikust. (Tépsuse 0,5.10-m korral |fj < 4).

Viimast reeglit kasutatakse sageli ka kujul:
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Lineaarse interpolatsiooni viga ei lleta r viimase
koha uhikut, kui esimest jarku naaberdiferentside erinevus
ei lUleta 8r viimase koha uhikut.

Vorratust (24) vOib kasutada ka tabelisammu m&&rami-
seks nii, et.lineaarse interpolatsiooni viga ei Uletaks suu-

rust r.10~m

Lineaarse interpolateiooni teostamiseks vdib soovitada

jargmist arvutusskeerai:

p/x) . f0 * tf0;5

Naide 13. Vaatleme dlferentsskeemi, mis on too-

dud tabelis 17.
Tabel 17

1

xi ie XL 4

2,00 0,5000
-122

2,05 0,4878 .6
-116

2,10 0,4762 5
-111

2,15 0,4651 5
-106

2,20 0,4545 5
-101

2,25 0,4444



Siin on praktiliselt vordsed teist jarku diferentsid
Tapsuse 0,5*10 * saavutamiseks tuleb kasutada ruutinter
polatsiooni. Kui aga piirduda tépsusega 1.107%, siis VOib
kasutada lineaarset interpolatsiooni, sest on taidetud tin-
gimus |f2]|-£ 8

Leiame nild lineaarse interpoleerimise teel 1:2,12.
Loiguks [xO0»xil tuleb valida I6ik [2t10;2,15] - Kasuta-

des eespool toodud arvutusskeemi saame:

-111
2,10 0,4762
2 0,4 - 444

P1(2,12) » 0,4718.

Kontrollimisel selgub, et 1:2,12 *0,4717. Seega Vi-
ga ei Uleta tGepoolest 1.10-4.

Ruutinterpolatsiooni korral me asendame vaadeldaval
I18igul funktsiooni f(x) ruutpolinoomiga R (X).

Newtoni 1 polinoomi korral on jaakliikmeks

M->h3
~n 1 -1)(t-2) |, X NoXan o *
Kuna max Jt(t-1)(t-2)] « o siie
o t*?2

|Y «]|<=£.
Sama tulemuse saame ka Newtoni Il ja Stirlingi poli-

noomi korral (ise veendudal).

Siit ndeme, et on piisav kasutada Newtoni vdi Stirlin-
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gi ruutinterpolatsiooni, kui

H3mS

< r.10"
15

ehk seose (17) pdéhjal

/13 /< 15r «10~m

SOnastatult:

Newtoni ja Stirlingi ruutinterpolatsiooni viga ei ile-
ta r viimase koha Uhikut» kui kolmandat jarku diferents
tn vaiksem 15r viimase koha Uhikust.

Besseli ruutinterpolatsiooni korral 10igul [JOt x-J
saame

3] 124 .10%®

(ise tuletadal), s.t. Besseli ruutinterpolatsiooni viga ei
Gleta r viimase koha thikut, kui kolmandat jarku diferents
on vdiksem 124r viimase koha uhikust. Seega Besseli ruut-
interpolatsioon on tunduvalt tédpsem teistest ruutinterpolat-
sioonideste

Anallisime saadud tulemuste seisukohalt ndites 11 ja
12 teostatud interpolateiooni. Kuna kolmandat jarku dife-
rentsid on suuremad kui ~ e 15, siis Newtoni ja Stirlingi
valemite kasutamise korral ei piisa ruutinterpolatsioonist
tapsuse O,S.ﬁKTS saavutamiseks. Piisab aga kull tapsuse
1.10"*" puhul. Arvutustest ndemegi, et kolmandat jéarku dife-
rentsiga liige on vaiksem kui 1.10_5

Besseli valemi korral aga oleks piisanud ruutinterpo-

latsioonist, sest Jf*| < 62. Arvutades kolmandat jé&rku
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diferentsiga liikme, ndeme, et esimene nullist erinev number
on seitsmendas kohas peale koma ja see enam meie tdpsusele

mdju ei avalda. *

84. POORDINTERPOLATSIOON.

1# PoordInterpolatsiooni tlesanne. Senini vaatlesime
peamiselt probleemi, kuidas leida funktsiooni f(x) véaartus
tabelis mitteantud kohal x. Sageli esineb aga ka vastupidi-
ne Ulesanne: on antud funktsiooni f(x) vaartus, leida vas-
tav argumendi vaartus x. Ka selle, nn* pddrdinterpolatsioo
ni Ulesande lahendamiseks saab kasutada eespool tuletatud in
terpolatsioonivalemeid. Selleks on kaks vdimalust*

Kui funktsioon Yy * f(x) on vaadeldavas piirkonnas mo-
notoonne, siis eksisteerib tema poédrdfunktsioon x = g(y)*
Poordfunktsiooni tabeli saame, kui vahetame funktsiooni Yy«
mf(x) . tabelis argumendi ja funktsiooni osad. Pddrdinterpo-
latsiooni Ulesannet vdime nudd vaadelda kui poédrdfunktsiooni
tavalist interpolatsiooniiulesannete Kuna pddrdfunktsiooni ta
bei on idldiselt muutuva tabelisammuga, siis me el saa maini-
tud metoodika korral kasutada konstantse sammuga tabelite
jaoks tuletatud lihtsamaid interpolatsioonivalemeid. Kuid
vOime edukalt kasutada Lagrange®i ja uldist Newtoni interpo-
latsioonivalemit, samuti ka Aitkini interpolatsioonlskeemi.

Kui meil on olemas funktsiooni Yy & f(x) konstantse
sammuga tabel, siis pédérdinterpolatsiooni teostamiseksokasu—
tatakse enamasti teist teed: funktsioon T(x) Iéhendatzkse

mingi interpolatsioonipolinoomiga Pa(x) ning meid huvitav



argumendi véartus x leitakse kui vOrrandi Pn(x) >X¥ la~
hend. Vorrandi lahendamiseks kasutatakse iteratsioonimeeto-
dit, mis kullalt tiheda tabeli korral koondub tavaliselt us-
na kiiresti* Seda moodust tuleb kasutada ka aiiS) kui funkt-
sioon pole vaadeldaval Idigul monotoonne.

Olgu antud konstantse sammuga tabel. Poédrdinterpolatsi-
ooni teostamiseks vaatleme vdrrandi lahendamist l&hemalt
Stirlingi interpolatsioonipolinoomi puhul (analoogiline ka

teiste polinoomide puhul):

f(x) - 0 + ¥ hren t* ... -

Tarvie on leida x, kui on teada, et f(x) =y. Ee-
malt leiame vastava t. Selleks avaldame saadud vdérrandist

esimest jarku diferentsi ees oleva t

(25) t, ’}10_.5!4{1- 6 fq e
(@] o o

Algléhendiks vdtame vdrrandi (25) parema poole esime-
se liikme
¥ - Y5i<e
0
Pannes selle vdrrandi (25) paremasse poolde, saame

uue lahendi t

Y-To 13 (;3 CGb - D IE)_ =
- f-

t s - J-
0 0 1 € o
Samal viisil leiame lahendist t" uue lahendi J110* 1

Enamikul juhtudel saadud l&hendite jada koondub kiiresti ja

piirvadrtusena saame vOrrandi tdpse lahendi* Praktiliselt



I6petame lahendite leidmise siis, kui eelmisest lahendist
ldhtudes saame uue ladhendi, mis Uhtib eelmisega ndutava tap-
suse piirides.

Otsitava x vaartuse saame seosest

X * ot th

On ilmne, et vastuse viga s8ltub interpoleerimisveaet
ja vorrandi lahendamise veast. Muidugi ei saa nduda vastu-
selt suuremat tédpsust kui seda vdimaldab interpolatsiooni-
polinoom ja tabeli t&psus* Kui oletada, et interpoleerimis-
viga ei Uleta tabeli viga, siis vdime vdrrandi lahendis t
Oigeks lugeda ainult niipalju kimnendkohti, kui seda vdimal-
dab iteratsiooni eeskirja esimeses liikmee usaldatavate kin-
nendkohtade arv.

M&rkus : Analoogiliselt vlib teostada ka pddrd-
Interpolatsiooni Uldise Newtoni interpolatsioonipolinoomi

korral, millest saame

, YT £(x0,x1Vx2)
0 fCx0,x1) 0 *(*0 X 1>

Naide 14, Kasutades ndites 11 toodud ein x ta-
belit, leida arcsin 0,29.

Selle Ullesande korral on kdige sobivam kasutada Stir-
lingi interpolatsioonipolinoomi, sest valides = 0,30,
peaks t vaartus olema l&hemal nullile kui poolele. Et

v = 0,29, siis valemist (25) saame



ehk
t *-0,1156 + 0,0077t2 + 0,0004t(t2 - 1) +

(esimeses liikmes on usaldatavaid kiimnendkohti 3).
IlImselt siin kolmas liige ei mGjusta oluliselt té&psust

ja Ioplikult saame

t * -0,1156 + 0,0077t2.
Alglahendiks on
tQ = -0,1156.

Leiame uue lahendi

tl - 0,1156 + 0,0077 t2 = - 0,1156 + 0,0001 = -0,1155.

Et usaldatavaid kiimnendkohti oli ainult 3, siis kaks
3
jarjestikust léhendit Uhtivad tdpsusega 10~ . Seega vdrran

di lahendiks loeme
t - -0,116.

Leiame X:

X « 0,30 + 0,05 t * 0,2942.

2. Vorrandite ligikaudne lahendamine. Pdérdinterpolat-
sioon leiab laialdast kasutamist ka vdrrandite ligikaudsel
lahendamisel. Lineaarne pddrdinterpolatsioon kahe erineva
s6lme kasutamisega on tuntud vorrandite ligikaudse lahenda-
mise teoorias kodlude meetodi (regula falsi) nime all ning
the kahekordse sdlme korral - Newtoni meetodi nime all (vt.
[71. 1k. 73). Viimati nimetatud raamatus on antud ka p6drd-
interpolateiooni kasutamise vdte vorrandite lahendamiseks
(lk. 82 - 84) ning toodud ndide transtsendentse vdrrandi

kohta (lk. 84 - 85).
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Toome veel naite, kuldas leida algebralise vorrandi
lahendeid kasutades pddrdinterpolatsiooni.

Naide 15» Leida vorrandi ® - 3x + 1 * 0 juur,
mis asetseb vahemikus (0,1).

Koostame diferentsskeemi sammuga 0,1, kusjuures po-
linoomi vaartuste arvutamiseks vdime kasutada asjaolu, et
kolmanda astme polinoomi kolmandat jarku diferentsid on
vOrdsed. Seetdttu arvutame polunoomi vaAadrtused ainult 4
punktie (0; 0,1; 0,2; 0,3) ja koostame vastava diferente-
skeemi (tabel 18). Vottes niild kdik kolmandat jarku dife-
rentsid voOrdseteks, arvutame teist jarku diferentsid, edasi
esimest jarku ja I8puks funktsiooni enda vdartused (funkt-
siooni vaadrtused on tapsed).

Tabel 18.

Xi fi VA
0,0 1,000

-299
0,1 0,701 6

-293 6
0,2 0,408 12

-281 6
0,3 0S127 18

-263 6
0,4 -0,136 24

-239 6
0,5 -0,375 30

-209 6
0,6 -0,584 36

-173 6
0,7 -0,757 42

-131 6
0,8 -0,888 48

- 83 6
0,9 -0,971 54

- 29
1,0 -1,000
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Funktsioon muudab mé&rki vahemikus (0,3; 0,4). Seega
tema nullkoht asetseb seal, oletuste kohaselt vahemiku kes-
kel. Véttes xQ mm0,3 peaks t olema lahedane poolele ning
seetdttu on sobiv antud polunoom valja kirjutada Besseli in-

terpolatsioonipolinoomina:
0 - 0,127 - 0263t + 0,0105t(t - 1) +

+0,001t(t - I)(t - J)
Siit

j. 0*127 0,0105 j.rx. a\ 0.001 j./j. avree AN
t mTfim+ ““1) +63j tt*

ehk
t - 0,482 889 73 + 0,039 923 95t(t - 1) ¢
+ 0,003 802 28t(t - I)(t - 0,5)
Sumbolites:
t ma+ bt(t - 1) + ct(t - D(t - 0,5
Kordajates a,b ja < vOib votta kui tahes palju kim-
nendkohti, sest diferentsid on tédpsed. Mainime, et saadud

vorrand on samavdarne lahtevdrrandiga.

Algléhendiks on
o« 04482 889 73

Arvutame t's
a- 0,482 889 73

bt (t, - 1) «-0,009 969 30
ct(t - 1)(t - 0,5) = 0,000 016 25

tl - 0,472 936 68

Edasi leiame uue lahendi
10 - 73 -



a - 0,482 889 73

btl(tl -1) =-0,009 951 75
ctl<t1-1)(t1-0,5) = 0,000 025 65
t2 - 0,472 963 63

Jargmiseks lahendiks t~ Ssaame:

a * 0,482 889 73
«nQn 222 g -0,009 951 80
Ct2/t2"17 t2440,5) * 0,000 025 62

L - 0,472 963 55

Arvutame veel lhe l&hendi \/
a= 0,482 889 73
bt3 (t3 - 1)* -0,009 951 80
ct3(t3 - 1)(t3~0,5)* 0,000 025 62
4 o 0,472 963 55
Kaks viimast lahendit Uhtivad. Seega

t = 0,472 963 b

X =05 Q296 36

Koondumine toimus kiiresti: kolme lahendiga saavutati
tapsus 10



85. MITMEMUUTUJA FUNKTSIOONIDE
INTERPOLEERIMINE.

1. Uldkiisimusi. Mitmemuutuja funktsioonide interpolee-

rimine on tunduvalt keerulisem kui Uhemuutuja funktsioonide

interpoleerimine. Siin kohtame tervet rida uusi raskusi.
Piirdume luhiduse mdttes ainult kahemuutuja funktsioo-

nide vaatlemisega. Olgu antud n+1 punkti - nn. interpo-

latsioonisdlmed

(*xo* 0i>yi); e * ~Xn*Ann
ja funktsiooni z mf(x,y) vaartused neis sOlmedes. Otsime
X ja Yy suhtes madalaima astmega hulkliiget Pm(x,y), mis
antud n+1 sdlmes saaks vOrdseks etteantud funktsiooni

vairtustega fCx"y”"), s.t.

Pm(*i»yi) * fCx™»yh) (1 ““O"mm»l3)

Otsitava polunoomi vdime kirjutada kujul:

- 000 ¢ alol ¢ 2OLY ¢ »ro?2 + allly ¢ ao2”2 +

¢ ®ee ¢ anoX“ * a«-1,1*“"JF+ — * “OoT*" e
Pannes siia antud sdlmede koordinaadid ”~a vOrdsustades
parema poole vastava funktsiooni vaartusega f(x"fy")i saa-
me n+1 lineaareet vdrrandit 1+ 2+ 3 ... + (m+ 1) m
m (m + D)(T + 2) tundmatute a” suhtes. Jarelikult, kui
I&hendpolinoomi Pm(x,y) kohta ei ole mingit tédiendavat

tingimust, siis tuleb votta

n+1Beln+ 1)(m+ 2)
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See aga téhendab, et me ei eaa enam Ullesannet lahendada su
valise interpolatsioonis6lmede arvu korral.

Naiteks, et ldhendada antud funktsiooni lineaarse poli-
noomiga on tarvis 3 punkti, ruutpoliinoomiga - 6 punk
tl, kuuppolinoomiga - 10 punkti jne*

Kui aga vaadelda saadud lineaarse vdrrandisisteemi

kordajate determinante

2
X0 yo  XO 0% )23
hle) X1 M xi XYl M
M X2 y2 X2 X2y 2
) x3 b 4 bbb Jjne.
(3 punkti - M x4 x4»4
lineaarne 1a-
hendus) x5 y5 x5  Xbyb5

(6 punkti - ruutl&hendus)

siis selgub, et lineaarsele lahendusele vaetav determinant
saab nulliks, kui kdik kolm punkti asetsevad ihel ja samal
sirgel (anal, geomeetria kursus). Edasi, ruutldhendi deter-
minant saab aga nulliks, kui kdik 6 punkti asetsevad uhel
ja samal teist jarku joonel, kuupldhendil - k&ik 10 punk-
ti Ohel ja samal kolmandat jarku kdveral jne.

Héaeme, et interpolatsiooni ei saa teostada ka suvalise
punktide asetuse korral. Kui eespool toodud tingimused on
taidetud, vdib konstrueerida interpolatsioonipolinoomi, kuid
nad on killaltki kogukad (vt» nditeks £I17, 1k. 181).

2* Teine lahenemisviis* Vaatleme hoopis uut lahenemist
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kahemuutuja funktsioonide interpoleerimisprobleemile, mis
péhineb Uhemuutuja interpolatsioonipolinoomide kasutamisel
kahemuutuja funktsioonide l&henemiseks. Seejuures me loobu-
me ndudest, et interpolatsioonipolinoom oleks madalaimaast-
meline.
Olgu meil antud jargmine interpolatsioonisdlmede sis-

teem

xi - x0 + ih ( «0,1,...,n)

yi " yo + At0,1,...,m)
koos funktsiooni I » f(x,y) vdaartustega neis sblmedes
(tabel 19).

Tabel 19.

X

yo zoo  z10 z20 °°° zno
yl 201 X1 za1 T *nl
Yo 202 712 222 °°° an2
ym zom zlra z2m “nm

Funktsiooni f(x,y) ligikaudse véartuse mingis punk-
tis (x,y), mis ei lange kokku interpolatsioonis6lmedega,
vdib leida jargmiselt: algul interpoleeride antud funktsioo-
ni kui Ohemuutuja funktsiooni, nditeks x suhtes fikseeri-

tud yj g =0, 1,...,m) vaartuse korral. Seega tuleb



teostada x suhtes m + 1 interpolatsiooni, kusjuures iga
kord kasutame ainult (ht rida eespool toodud sdlmede siistee-
mist. Nii me saame leida f(x,y*) (@ e 0,1,...,m) ligi-
kaudsed véaértused. Nuud aga teostame leitud TF(*»yj) [ligi-
kaudsete véaartuste kaudu interpolatsiooni Yy suhtes. Siin
on tarvis teha ainult Uks interpolatsioon, mille tulemusena
saamegi f(x,y) ligikaudse vaartuse.

M&rkus : Interpoleerimist oleks vbinud teostada
ka teises jarjekorras; enne n + 1 interpolatsiooni Yy
euhtes ja hiljem Uks interpolatsioon x suhtes.

Allpool selgitame ulal toodut nditega kahemuutuja
funktsiooni korral.

Naide 16. Leida teist liiki elliptilise integraa-

li E(cc, m j - sin2«&, sin2”" dJ vaartus punktis

(3B=; 36°), kui Hag *f) on antud jargmise tabeliga:

}x( gc? ® 50°

0=  0,5209 0,5141 0,5061
3»=  0,6067 0,5960 0,5833
o° 0,6921 0,6763 0,6575

Teostame esmalt interpolatsiooni muutuja cC suhtes.
Fikseerides f- 30 saame diferentsskeemi, mis on toodud
tabelis 20.
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Tabel 20.

yf. 30c E E1  E2
20 10,5209
< 0,5141 -12
g
0,5061

Valides x0 = 40 saame Stirlingi polinoomist

*@=, fi) -S0-T "~ + >
sest
3B - 0< 1
20
Arvutame E(3H=, 30°):

EO = 0,5141
jed 18.5
1p2

780 4

E(35<,30=)= 0,5159.1

Analoogiliselt teeme fikseerides = 3= (tabel 21),

Tabel 21.

] - 35 cC E E1l E2
2= 0,6067
-107
40<=  0,5960 -20
-127
60<=  0,5833



Eo - 0,5960
“7 Eg e 29.2
71 ES = -6

E(35<,3") - 0,5988.6
Ning ~ mm40<= korral saame (tabel 22):

Tabel 22.

if - 40° ot E =1 =)
e 0,6921
-158
1§f3 0,6763 -30
P -188
g~  0,6575
EO = 0,6763
- T

E(35=,40°) » 0,6805.3

Nuid teostame veel interpolatsiooni suhtes (tabel

23).
Tabel 23.

f E BE B

2= 0,51591
8295
%=  0,59886 -128
o® 0,68053



eiis

ning Stirlingi polinoomist saame
£(35=,36°) - E0 + $ED1+
Arvutame ta valja:
EO » 0,5988.6

k 164 <6

5425 &

E(35=,3°) » 0,6153. .

Lopuks peatume veel kahemuutuja funktsioonide lineaar-
sel interpolatsioonil. Nimelt on siin sobiv kasutada arvu-
tueekeemi, mis on antud tabelis 24.

Tabel 24.

Seda arvutusskeemi tuleb mdista jargmiselt: antud on

funktsiooni z = f(x,y) 4 vaartust f(x0,y0)i f(x1,y0);



ja TCé>Y1). Leida f(x,y). Selleks interpo-
leerime esmalt horisontaalses suunas» laiame
» F(x1ty0) - f(x0,y0) ja lineaarse interpoleerimise teel
f(x,yo) * f(x0,y0) + tf}. Samuti leiame T\ =*0~"")
- f(xQ, y*) Ja f(x,yi) - f(x0>y1l) + tfj. (t = XI- x~ *

Suud interpoleerime vertikaalsuunas. Leiame

t] = f(x,yi) - f(x,y0) ja 10puks TF(x,y) -.f(x,y0) ¢ t*f} .

Toome naite selle arvutusskeemi rakendamiseks.

Naide 17. Leida esimest liiki elliptilise inte-
f

graali PCoC,«) a ) - — vaartus punktis
o I/l - sin2<sin®

F(15=,24<) jéargmise tabeli abil:

X v o

20=  0,3493 0,3499

5= 0,4367 0,4379

Koostame skeemi (tabel 25) eespool kirjeldatu Jargi.

Tabel 25.

10° 15= oc
20° 0,3493 0,3496 0,3499 B
4= 0,4198 379 -w
0,4373 U
877

Seega, ?(15<,24<) - 0,4198.



1. NUMBRILINE DIFERENTSEERIMINE.

Numbrilise diferentseerimise all mbeldakse tabelina
esitatud funktsiooni tuletise vadrtuse arvutamist. Tihti ka-
sutatakse numbrilist diferentseerimist ka siis, kui funkt-
siooni analuldtiline avaldis on kill antud, kuid tema tuleti-
se vaartuse arvutamine nduab palju arvutamist. Meil juhtudel
asendatakse antud funktsioon f(x) mingi tema lahendfunkt-
eiooniga dp (X) ja leitakse l&hendfunktsiooni tuletis.

Olgu

fO) - PO R
kus R(x) on lahendfunktsiooni jaakliige, siis parast k-
kordset diferentseerimist (muidugi eeldades, et f(x) jJa
dC<) kjarku tuletised eksisteerivad) saame
fOO(x) - dpAXx) + RKK)(X)

Antud fvmktsiooni f(x) k-jarku tuletise T~ (X)
vaartuseks votame p "K(<) vaartuse, kusjuures tema viga
iseloomustaks diferentseerimisvalemi jaakliige R"(X).

Siinjuures peab mainima, et numbriline diferentseerimi-
ne viib sageli kullaltki suurtele vigadele, eriti kdrgemat
jéarku tuletise korral. Tdepoolest, kahe funktsiooni vaartus-

te lahedus l16igul [a,b] ei garanteeri veel nende tuletiste
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vaartuste lahedust* Naiteks esimest jarku tuletised - puu-
tujate tOusud - vOivad erineda funkteiooni vaartuste Uhti-

misel (Joon* 2).

Kédesolevas peatiukis vaatleme ainult neid numbrilise di-
ferentseerimise valemeid, mis saadakse interpolatsioonivale-

mite diferenteeerimise teel.

81. NUMBRILISE DIFERENTSEERIMINE MUUTUVA
TABELI SAMMU KORRAL.

Olgu antud funktsiooni f(z) vaartused sdlmedes z"
(i =0,1,...,n). Et leida f(z) tuletiste vaartust mingis

punktis zf asendame ta Newtoni interpolateioonivalemiga
f(x) - f(x0) + (z - x0)f(z0,z1) +
+ e ** X1 LX2N +  eeomiimm

+ “XO) ecee (X ”Xn—l’\’\XO,Xl****,xn’\ + **g(

ning diferenteeerime



f*(x) - f(xQ,x1) + C«tO+ (x0,x1,x2) +
« CM0obl+otooc2+"1«t2)FCx0 ,x1,x2,x3) +
@ ¢ (*0%4*2 +cL0=40t3 +*0*2*3 * <tlo2eB )f (x0 ,x1,x2,Xx3 ,x4)+
**f oS ** tin-2. * + F 4+ Flc2 *

o F(XO»XIn***»xn™ + 4 A *

kus
dt . * - Xl

Valemi (1) parem pool ilma viimase liikmeta voimaldab-
ki meil leida f"(x) [ligikaudse véartuse.

Vajalik arv kordi uuesti diferentseerides saame jark-
jargult valemid kdrgemat jarku tuletiste ligikaudseks arvu-

tamiseks; nditeks f"(x) jaoks
f'(x) = 2ff(xc,x1,x2) + (060 +oCl +ot2)f(x0,x1,x2,x3) +
+C W FI1T+ T+ ©lol 3+ (X0 ,X1,X2 ,X3 X4 )*...+
@, 0 .1 + Q04, ~eedh-ddn_2 +**r RN HRRQBI-L" >
fdxofxit...tzn)] + Ho®> -
tuldiselt k-jarku (k< n) tuletis
fAr(x) - kI[f(x0,x1,...,xk) + (oco +etl + ... +oCk)
(X0 ,x1,.. . »aHIX «.0CLINON 2+, o*+MK K+ 1M X0 , X1 = ** xk+27+
+.. (Lol .. oo FclC ** XO»XL**** xnnJ *
¢ hE< (x)
Juhul, kui wmn, saame eelmise peatuki teises para-

grahvis saadud seose tuletise ja diferentsjagatise vahel
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fra\x) - nlf(x0,x1f...,xn) + RA"(x) =
P
Vaatame nild, kuidas arvutada jaaklukmeid. Eelnevaet

on teada, et

Rn(x) - f(x,x0,x1,...,xn)wn+1(x) ,

kus x ja xi€ Ca»hd*
Seda seost diferenteeerides saame
RA(X) - fCx,x0,...,xn)a>"r1(x) + F"(x,x0,...,xn)o?n+1(x)
Et
fax,x0,...,xn) - F(X,x,x0,»..,xn)

(vt. nait. [13, lk. 220), eile
Rn(x) = F(X>X0>eee X) & F(X,X,x0,..*,xn)u;n+1 x" *

Eeldades, et 1digul £a,bj eksisteerib funktsiooni

f(x) (n+2)-jurku pidev tuletis, saame

M ), « > f(n+2>Ch)
6) y<*> -V r o n w o+
kue ja on mingid punktid 16igul [a,b].

Analoogiliselt voib tuletada numbrilise diferentseeri-
mise valemite ja&kliikmed kérgemat jarku tuletiste korral
(vt. nait. [il, Ik. 221-223); naiteks

f(n+1 )(~'m> rm+2 , )
4) 4 « = *rir715r ~ 1(1) +

(n - 31 L

uldkujul
B(O(X) .£ -1 - (k-i)(D
“<(*"fo (k-0i (r+l+i)! n+1 J -
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kue kdik "6fa,b].
Markus: Interpolatsioonisdlmedes langeb viimane
liige jaakliikmete avaldistes védlja, sest ““n-nd ““<-
Naide 18. Leida sin x esimene ja teine tuletis
kohal x a0,1 ning hinnata tulemuste tédpsust, kui sin Xx

on esitatud tabelina:

X sin x
,0,00 0,00000
0,10 0,09983
0,19 0,18886
0,27 0,26673
0,34 0,33349
0,40 0,38942
0,45 0,43497
0,50 0,47943

Kuna antud funktsiooni tabel on sama, mis ndites 8 too-
dud funktsiooni tabel, siis kasutame &ra seal arvutatud di-
ferentsjagatiste skeemi (tabel 9).

Arvutame esimese tuletise* Valemist (1) saame:
Pj(0,1) = f(x0,x1) + ("0 +otl)Ff(x0,x1,x2) +
+ (otgoL”™ +070<"2 + PN 2N X0 ,x1*X2 ,x3N *
Et oC0 - 0,1 , el -0 ja ct2 =-0,09 ,
siis
Pj(o,1) - f(x0,x1) + 0,1f(x0,x1,x2) - 0,009f(xc,x1,x2,x3)
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ehk

fCxQ,x1) - 0,9983

0,1f(x0,x1fx2) - 0,0048
-0,009F(x0,x1,x2,x3) - 0,0015.3

Pj(0,1) = 0,9950
Hinnates diferentseerimise viga valemiga (3), saame

JFij(0,1)]* UijorCO»L)]< 1(0,1-0)(0,1-0,19)(0,1-0,27)J =
41

Tegelik viga on aga suurem, mis on tingitud diferente-
jagatiste ebatédpsusest* Kuna esimest jarku diferentsjagati-
ses (valemi esimeses liikmee) on usaldatavaid kimnendkohti
neli, siis saame vastuse 0igeks lugeda ainult nelja kimnend-

kohaga, s.o. tapsusega 1.10

Siinjuures tuleb mainida, et tihedama sammuga tabeli
korral on tivikohtade kadu diferentsjagatistes veelgi suu-
rem, sest toimub funktsiooni l&hedaste vaartuste lahutamine*
Tapsuse tdstmiseks jaetakse sel juhul osa funktsiooni vaar-

tusi tabelist vélja.
Vaatame niid teise tuletise arvutamist. Valemist (2)

saame arvestades OIQt oll ja <@ vaartusi
P!J(O,l) = fo(XQ,Xl,XZ) 0,01f(xq,x1,x2,x3)J
ehk
f (*0>xi»x2) = “0»0*8
=01F(*0*X1»x2»x3" e ”0,001.7
iP~(0,1)

-0,049.7
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siit
PJ(0,1) - -0,099

Valemi (4) abil eaame hinnata tulemust

IriCo, i)« *«d(o,i)] ¢ 2 j2|co;(0,i)]<

* *2,1€0,1-0)(0,1-0,19)+(0,1-0)(0,1-0,27) +
¢ (0,1 - 0,19)(0,1 - 0,27)] + 2.7J .0,00153 -

e Oxg7,070107 + 0*0015) ~0,00025 ¢ 0,00003*.

A 0,3%10 3 -

Ka siin on tegelik viga suurem, eeet teist jarku dife-
rentsjagatisee on kumnendkohti ainult kolm* Seega v@ib viga
olla leegi 1.10*™® .

Selline erinevus teoreetilise ja praktilise vea vahel
on loomulik, eeet uks lahtub l&henduspoliinoomi tépsusest,
teine aga tabelis antud funktsiooni véartuste tépsusest.

Lihtne on néha, et ka numbrilise diferentseerimise va-
lemite korral vOib kasutada vea peaosa madramiseks valemi
esimest &drajdetud liiget. Kui aga funktsiooni l&hendamise
aste on killaldane (s.t. polinoomi aste on vOrdne praktili-
selt vordsete diferentsjagatiste jarguga), siis Oigete kum-
nendkohtade arvu tuletise vaartuses méarab numbrilise dife-
rentseerimisvalemi esimene liige.

Lopuks toome veel vdrdluseks nende tuletiste vaartused
nelja d6ige kimnendkohaga

sin*0,1 - 0,9950
sin"0,1 - -0,0998
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82. NUMBRILIHE DIFERENTSEERIMINE KONSTANTSE
TABELI SAMMU KORRAL.

1« Diferentsidega valemid. Et eaada numbrilise diferent-
seerimise valemeid konstantse tabelisammu korral» aseiidame
f(x) vaetava interpolatsioonivalemiga ja diferentseerime
teda (vdib l&htuda ka eelmises paragrahvis saadud tulemus-
test, minnes uUle diferentsidele ja muutujale t). Jargne-
vas tuletame valemid esimest ja teist jarku tuletiste arvuta-
miseks. Nende jaaklilkmed avalduvad valemitega (3) ja @®).
Korgemat jarku tuletiste arvutamiseks tuleke veel edaei dife-
rentseerida.

Newtoni 1 interpolatsioonivalemist

roo - f<V th) = f0* tf0™® + 2 *

+ tCt-17t-2) t 3 + tet-1)(t-2)(t-3) f4 , _

saame

dfdt /41 .2t - 1JL . 3t2-6t+2 ,, 3 .

fW “ItcEs 0,5+ —I" fl + ——5— 1,5+
3 *2

2t° - St_l_j-l_ 1t -3 4 y .ol

ehk
1,5
®) ' + 2t3- 9t2~ 11t - 3 f4
T2 TSR r2 + te*

ning

h2f.(x) - 2 ¢ <t - 1)73, + Sjl.r,i|t - 11,4+... .
Margime, et tuletiste arvutamiseks on sobiv x valida x

konkreetse vadartuse l&hedusest nagu oli interpolatsiooni-



probleemi korral. Kui on aga tarvis leida tuletise vdaartust
mingis s8lmes, eiis valime selle sdlme algsdlmeks xQ ja

seetdttu valemid (5) lihtsustuvad, sest t mmO:

hf*(xo) ““f0,5 ““2fl1 + ?2Ff1r5 ““7f2 + »
(6)

h2f"<xo0> ““fl1 ““f1r5 + T?f2

Newtoni Il interpolateioonivalemiet

-V < » + ) -

¢ f 4+
saame

2t + 1 . 3t2 + 6t ¢ 2, 3

hfr 00 mf- o 5+ — f- ------------ t-1,5

7§ F 234 912 10 43 5 8

h2f"(x) « f.2 + (t+1) £ 3j5+ ~ 2" |y— 1~ f i -

ning edlmee x = x0
bf"(x0) - £J,5 + Zf-2 + ¢ 7 F-2 + &% x

h2f"(x0) - f.2 + £.3>5 + T7 -2 + *

Kaeutades Stirlingi interpolatsioonivalemit

« -* < *£ <i0’\ *G*

eaame

91 -



hf 00 - tl * tf* ¢ 3tV L-tl * t<2Na " -7 ** eee =

(9) . . _
hZf*(x) - t* tfy,- zt fj ¢

ning sSlaee x « zQ

““*(*0) " fi *7’S*o * 13fo ~ **e ?

(10)

k2f-(x0> 2 « 77 fj am...

Toome ka numbrilise diferentaeeriBd.ee valemid, mis Saa-

dakse kasutades Besseli interpolatsioonivalenmit

* o« - fo * < 5 * A *l,,* 7 * *
* *,?7 .. .«

. N -1 2t - 1 "2 . 6t2 - 6t + 1 .3

M bl * 0,5+ -—2~ 0,5+ —— T2————- 0>5 +

.23 - 3t2 - t+ 1 A
(1) ¢S S 0,5

N I - -
Aoy - P65 ¢ 282t s ¢ S2 A0t 2 1 flGs e
Kui votta eespool toodud valemitest ainult esimene lii**

ge, siis saame eelmises peatukis leitud ligikaudse seose tu-
letise ja diferentsi vahel

hAF (K)(x) e Tk A . j

Naide 19. Antud on jargmine funktsiooni vaartus-
te tabel:
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X ex

0,1 1,10517
0,2 1,22140
0,3 1,34986
0,4 1,49182
0,5 1,64872
0,6 1,82212
0,7 2,01375
0,8 2,22554

Leida f*(0,44>, f*(0,44) ja f»(0,6).
Tabel 26.

X1 fi A *
0,1 1,10517
1623
0,2 1,22140
12846 127
0,3 1,34986 J 350 17
14196 144
0,4" 1,49182 * J1494 ri2
?15690J ~156
0,5 1,64872 1650 17
17340 173
0,6 1,82212 1823 20
19163 193
0,7 2,01375 2016
21179

0,8 2,22554

Tuletiste arvutamiseks kohal x = 0,44 valime XxQ « 0.
Siis ka t » 0,4 ning sobivamad arvutamiseks on Besseli in-
terpolatsiooniva‘emist saadud diferentseerimisvalemid (11).

Asendades t vaadrtuse saame



0,1F(0,44) - fi,5 - 0,125 - 241 20,5 + A fo,5

Ja
0]01f"(0,44) . f2i5 - 0,1f3>5 - ~ fo,5
Asendame diferentsid (toodud tabelis 26):
0,5 0.15690 fo;5 - 0,01572
_0,1f0f5 - - 157.2 0,1 f g 15.6
—Qi- 0.61 ,4
Py 5 - - X 0.5 2-9
0,062~ 4 3
-~ 0,5 - 0,01 f*(0,44) = 0,01553

0,1 f %0,44) - 0,15527

Seega

7(0,44)

1,5527
Ja
£(0,44) - 1,553,

(Oigete tiivikohtade arvu maarame esimese liikme abil).

Markus : Kui méne tabeli korral esimeses liikmes
on vahe tivikohti, s.t. tabel on kullaltki tihe, siis vdib
fcabelisammu suurendada funktsiooni vaartuste valjajatmise
teel.

Tulemuste tapsust vdib hinnata valemitega (3) ja ).
Siinjuures aga kasutame jJargmist arutelu: on teada, et valemi
iga jargmine liige on eelmisest vaiksem. Seega esimene tule-
tis peab olema Qige 5 tiivikohaga, teise tuletise neljas ti-
vikoht voib aga olla ka kahtlane.

Et f*(xX) = f"(X) = ex, siis vdime vdrrelda saadud tu-
lemiei ka otseselt. Tabelist saame, et e 24 = 1,55271.
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Arvutame nuud tuletise s6lmes x = 0,6.

Stirlingi valemist (10) saame:
- 0,18251.5

30.5

0,1 f*(0,6) * 0,18221
ja seega

£%(0,6) - 1,8221.

Kuna tsentraalsed interpolatsioonivalemid (Stirling,
Beseel) omasid eeliseid Uhepoolsete interpolatsioonivalemite
(Newton I ja Il1) ees, siis on ka numbriliseks diferent-

seerimiseks soovitav kasutada valemeid (9), (10) ja (11).

2. Diferentseerimine sdlmedes. Tuletise arvutamiseks
konstantse tabelisammu korral sdlmes x” on sobiv numbri-
lise diferentseerimise valemid anda funktsiooni vaartuste
kaudu. Seejuures kaob vajadus vaetava diferentsskeemi koos-
tamiseks.

Valemite tuletamisel voib lahtuda Ukskdik millisest in-
terpolatsioonivalemist, kusjuures saame sama tulemuse. Naite-
na tuletame numbrilise diferentseerimise valemid esimese tu-
letise arvutamiseks 3 sblme korral (s.o. ldhendamise aste

n = 2) kasutades Hewtoni | interpolatsioonivalemit:

Diferentseerime viimast:
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Siit saame, arvestades, et sdlmes xc on t =m0, sOl-

mes x1 on t * 1 jJja sblmes x2 on t * 2:
ekfob -1 ® ¢ Bxxo>

¢r 0 *BXX> >
f,x2> - Efol5¢r ® ¢ *x" =

Et eelmise peatiki seose (15) pdhjal

rdJ—fl—fo A—f2—2fl¢fo—
siis
f "<xo> * + 4f1 * £2> + R2<x0> -~
fr<x1> " 2H(“fo + f2> + R2°x1) »
ff(x2) " 2E(fo ““4f1 + 3f2> ¢ R2(x2™ *
Arvutame jé&&kliikmed. Et * 0, saame valemist
®):
Rl (xt) - 3i [h3t(t-1)(t-2)] 1 .
- r3*2 - « * *]«.
Siit

- 4 f*"40> -
B2(Xxi> « -1 f>,(1i> >
BE(x2> - 7- f""< 22> >

kue SO" Ss1 Ja JE£ on @ingid punktid vahemikus (Xq,")*
Kui téhistada f*(x) * , saame I0puks
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=0 " 2E<-3fo * - *z> * 1§ .

(12) f- . jjL(- fQ s £2) f,.(f<) t

f2 m2E< fo " 4f1 - 3f2>+ T- .

Analoogiliselt vdib tuletada valemid ka teistsuguse
sOImede arvu korral (samuti kdrgemat jarku tuletiste arvu-
tamiseks).

Veenduda, et lahtudes mingist teisest interpolat?iooni-
valemist, nditeks Stirlingi valemist, jOuame samade valemi-
teni!

Alljargnevalt toome ilma tdestuseta veel mbéningad numb-

e diferentseerimiseq@alemid sdlmedes.

Esimest jarku tuletise arvutamiseks

2 sblme (n - 1):
*KCFfo+V -TTF,(?) 5
- Kng =fn) ¢« 4f-(p ;

3 sdolme (0 - 2):

{i <epp(=fo * 4T, - f2) am4 fuA(?) i
4 = fo + f2> <4 £ (7)1
h2

4 *26( fo + 3f2)- SjF* (3) 1

4 sdlme (n - 3):

£5 <<sE( 11fc® STl - of2 + 2f3) 3,

* " 5H(<2fd 3fI ¢ 672 - T3)
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UK fo- 6ft+ 3f2* 23 =TZHAT(1 D

f3 ms5E<>2f0 - 9f1 = 18f2 + 113> + h «
5 solme (n - 4)s

f* - rk<25fo+ 4M1 - 36Ff2 + 16f3 - 3f4) + ir fV( *>

fl - TZE<- 3fo 10f1 ¢ 18t2 6f3 * V - Is fVv<) >

Y -TzZSC fo - 8f1 + 8f3- V

fe - 13E<- fo * 6Fl 18f2 " 10f3 + 3f4> - N fV(H

- Tk 3fo 16Fi + 36F2 - 48f3 + 25V  + *4 fv<V

6 sdlme (n = 5):
t0 - j5K (-137f0000f1-300f2-200f-|-75F4i-12f5) - g-fVI( f)

fi * 12V 65F1+120F2- 60f3+20f4- 3f5)

+

~on@d)

f2 * 53K<  3fo- 30f1l* 20V  60f3-15F4* 2f?)

AFWO(F)

f3 m55E<- *V 15fl~ 60V  20f3+30f4- 3f?) * (ft)

f4 = S3E< 3V 20f1+ 60012-120F3+65F4+12f5) - ~fn (F)

4 - w<- 12V  75Ffi 200F2+300F3-300F4+W 7 F5)+ O ;

7 sdlme (n » 6):

**<F 0T " 47f0+360F1-450F2"t400F3-225F4"- 72V 5)

fi <0T(-10v  77f1+150F2-100f3+ 50f4- 15Ff5- 26 )-~U 1dp ;
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3 4 N~
f»= -L_c- T + 4f.+ 6F9- 20F.,+ii0- tif 28
12h n

"« -UrC 11f - 56f4+114f,-104fy050+ [h3fVCL)-T5fV102) 5
4 12h

7 solme (n m6):

" _JL_(8i2f 3132f> 5265fp 5080f1+2970f4 972f5-H37f6) -
0 180h2 ®

A f 7118 J*TOl(h> *

fa- NN 2(137F0"147F1* 25:3f2 * 470F3<<285F4+ 93f?- 13f6) +

t11.h5-711/v N _h%7111rv 4.
+T50 £ O/ " T55 427 »

fge __1_j(-i3fo+228f1- 420Ff£ + 2 0 0 15f+- 12f?+ 2f6) -

h%VIIr* y . herYLIL,L N .
AUf 415 & 42Uf 42

T S doy(2F -727F5e 270F9- 490fyr- 270, - 274+ 2F.) -
3 180h 1 2 3 i 5

h6-VIIir*4 .
?250F > »

f«— - —4>(2f - 12f15f9+ 200f¥— 420F.-t-228F.-13F,) +
180h 1 2 4 5 6

. h5=-VIlrv >~ he6fvVilIimg \ .
+ 5UF W + 470fF »

180hj (71;3fo+ 93Fl_ 2852+ 470F3" 255f4- 147f A+ 137F6) -

11, 5-VII/"i_N h6-VII1/v v
15~ f 410 " ““T55F N2}

fg= 71" X137f0"972F1+2970F2"5080Ff3+5265F4"3132f5+812F6" +

+Zh5fVIIrkv h6"VIIIrv\
+ Toh f 41" + I5f Y

Vaadeldes valjakirjutatud valemeid markame, et jaakliik-

me kordajad on véiksemad I8igu kesksemates sdlmedes. Seega
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suurima tapsuse annavad keskmised valemid. Eriti sobiv on
kaeut8da paarituarvuliste sdlmede korral keekmiet valemit,
eest tal on kesksdlme suhtes ka funktsiooni kordajate abso-
luutvddrtused vOrdsed. Tihti nimetatakse neid tsentraalse-
teks diferentseerimise valemiteke ning vdetakse keskmine
solm algedlmeks xQ. Valemit vOib siis kirjutada jargmiselt

(néiteks 5 s6lme korral):

4 -ta f-i> - (F2- £-2)J & 35FV<F> i

4 - 16< V + 55f”7cp-

Kui praktikas on monikord tarvis numbrilise diferent-
seerimise valemeid ka kdrgemat jarku tuletiste arvutamiseks,
siis vBib kasutada Opikut [143 > kus nad on toodud kuni kuu-
enda jarguni ja kuni 9 sOlmeni.

H&ide 20. Arvutada ndites 19 esitatud funktsioo-
ni vaartuste tabeli abil »(0,2), f*(0,5) ja f"(0,5).

Et e6lme 0,2 korral ei ole vdimalik kaeutada tsentraal-
set valemit, siis valime eespool toodud valemitest niisuguse,
millel on Uks s6Im vasakul ja tUlejaanud paremal, nditeks

viieedlmeline valem 1
\

fi ~ Tk (-;,fo-10f1+18f2-6f3 - f4> =

Asendame funkteiooni vaartused:

c3fo = - 3.31551
-10f1 s -12,21400
18f2 S 24,29748
- 6f3 = - 8,95092
g4 % 1,64872

1,2f*(0,2)

1,46577. -



£*(0,2) = 1,46577:1,2 = 1,22146
(tulemuse tépsust saab voOrrelda tabelist).
Tuletiste arvutamiseks s6lmes 0,5 kasutame tsentraal-

seid valemeid. Esimese tuletise arvutamiseks:

6 ~ TK f-1) " (f2" f-2>] -

Asendame funktsiooni vaartused:

fl1 = 1,82212 f2 «2,01375
-f . =-1,49182 -f.0=-1,34986
0,33030 0,66389

f*(>5)= 17(8*0,33030 - 0,66389) * 1,97851:1,2-
= 1,64876.

Teise tuletise arvutamiseks kasutame valemit

f-;,0fot 16<v f~-1)" cv 20 -
Asendame funktsiooni vaartused:
-30fQ - -49, 46160
16(f1+f_1) = 53, 02304
-(f2+f_2) “<- 3,36361
0,19783
Seega
f"(0,5) = 0,19783:0,12 - 1,6486
Hinnates viga eespool toodud valemitega, saame veamdd-

raks sama suurusjérgu, mida ndeme otsesel vdrdlemisel.

Tuletame siinjuures veel meelde, et numbriline diferent
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seerimine viib mérgatavalt suurematele vigadele kui interpo-
leerimine. Eriti siis, kui tabel on Usna tihe vdi kui on

tarvis leida kdrgemat jarku tuletisi.

Imr. NUMBRI1 L.INE INTEGREERIMINE 0

Kui funktsioon f(x) on pidev ldigul [a,b ja on
teada tema algfunktsioon F(x) , mille korral F"00 = f(x),

b.
siis mddratud integraali Jj f(x)dx arvutamiseks saab kasu-

1

tada Newtoni-Leibnizi valemit 47

b
J f(x)dx * F(b) - P(a)
a

Alati aga ei ole vdimalik algfunktsiooni P(x) leida
elementaarfunktsioonina ning seetdttu on raske vdi isegi
viimatu integraali vaartust nimetatud valemiga arvutada. Ka
kaotab motte Neirtari-Leibnizi valemi rakendamine juhul, Kkui
integraalialune funktsioon f(x) on esitatud tabelina. Nii-
sugustel juhtudel pédrdutakse Iigikaudsgfe integreerimisvo-
tete juurde.

Laialdast kasutamist on leidnud numbriline integreeri-
mine t mille all mdeldakse md&ratud integraali ligikaudse

vaartuse arvutamist integraalialuse funktsiooni v6i selle
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teatud teguri vaartuste jargi» Naiteks Uhekordse integraali

korral kaeutatakse sageli valemit:
b n

Valemit (1) nimetatakse ka kvadratuurvalemiks, tema
parameetreid aga kvadratuurvaleml kordajateks ja -
kvadratuurvaleml sdlmedeks ehk abstsissldeks» Tavaliselt
valitakse kvadratuurvaleml sdlmed 16igul [afb] ja nad nume-

reeritakse kasvavas jarjekorras, s.t«

NOXE AN N eeft .
\ n
Valemis (1) on eeitatud integraalialune funktsioon

kahe funktsiooni p(x) Jja f(x) korrutisena, milledeet
esimest nimetatakse kaalufunkteloonlks. Selliee esituse ees-
margiks on sobivate kvadratuurvalemite saamine ka juhul, kui
integraalialune funktsioon v6i tema tuletieed on Idigul
£a,bj gpkestamata vOi katkevad. Nimelt kvadratuurvalemite
saamisel lahendatakse funktsioon f(x) polinoomidega, mie
on h&sti teostatav ainult Juhul, kui funktsioon en pidev ja
teatud arv kordi pidevalt diferentseeruv.

Kaalufunktsioon p(x) valitakse vastavalt integreeri-
tava funktsiooni isedrasustele. lgale kaalufunktsioonile vas-
tab teatud kvadratuurvalemite klass. Jargnevas nduame kaalu-
funktsioonilt, et

1) ta on l6igul £fa»b] mittenegatiivne, s.t. p(x)>0,

2) eksisteerivad integraalid

b t
/ p(x)x dx a .o0,1,2,..,,n) ja
a
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3) integraal kaalufunkteiooniat 13digul fa»bl on po-
L J
sitiivne, s.t. J p(x)dx > 0.
a

Eriti levinud on kaalufunktsioonidena p(Xx) * 1, p(X)=
« (b -%)*. (x - a/ (<*>-1,/3>-1), pX) = e“%2 ja
p(x) *=x*e x (o0">-1).

Integreeriraial0ik fa,b] vdib olla ka Idpmatu. Nii
kasutatakaegi kaalufunktaioone e_X2 ja xd‘e_X vaetavalt
integreerimiapiirkondade (-00, +00) ja £0»+°) korral.

Valemi (1) vasaku ja parema poole erinevust

b n
R(O -Jp(*)f0o0dx <<2 cif~xin
a i=l

nimetatakae kvadratuurvaleml .jaaklilkmeks. Analoogilised va-
lemid vBib konstrueerida ka kordsete integraalide arvutami-
seks. Kéesolevas kursuses me neil (Uksikasjaliselt ei peatu.
Viimases paragrahvis vaatleme ainult kvadratuurvalemite ra-

kendamist kahekordsete integraalide arvutamiseks»

8l. interpolatsioonititpi kvadratuurvalemid.

1. Kvadratuurvalemite konstrueerimine. Tihti kasutatak-
se kvadratuurvalemite saamiseks funktsiooni l&hendamist in-
terpolatsioonipolinoomidega. Niimoodi saadud kvadratuurvale-

mid annavad kullaltki hea t&psuse ja on ka kasitluselt liht-
sad. Vaatleme uldjuhul nende valemite konstrueerimist.

Valime integreerimialdigul [atb] n solme: xjtXg,...,3"
Olgu teada neis sdlmedes ka f(x) va&rtused. Funktsiooni
f(x) asendame interpolatsioonivalemi abil

f(x) - P(X) + RX) ,
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kus

POO - 2 Li QOF(xi)

L oG * x —xi)...(x—xlel)(x-—xi;l)..-. &x—xn)

- —»

(X i-Xi)... ) (xi“*i+1 ) eeeCxi-xn)

ja R(x)- interpolatsioonivalemi jaakliige.

Seega saame
b

b b
/ pO)F(xX)dx = fp(x)P(x)dx +J p(X)R(x)dx
a a a

Kui interpolatsioonipolinoom P(x) kullalt tapselt
léhendab funktsiooni f(x), siis jaakliikme R(x) vaar-
tused on vdikesed ja me vdime vdrdusest viimase liikme &ra
jatta, 8.te

b b
/ pC)FC)dx = J p(x)P(x)dx
a a

Arvutame parempoolse integraali:

b b
J p(xX)p(x)dx = f pCx) -n )F (x. )dx -
a a *=1

<<*7L f(*i) fp(x)Li(x)dx = cif(xi)
i*1 a i=l

kus

b
@ ct -/ p(x)Li(x)dx.
a *
Et L~A(X) on polinoom, siis kaalufunktsiooni p(x)
kohta pilstitatud eeldused kindlustavad integraalide
b-

S P(™bj(x)dx eksisteerimise,
a

Numbrilise integreerimise valemit

- 106 -



n

p()F()dx ~ 2 cif(Xi) »
1«1l

mh|U

mille kordajad arvutatakse valemiga (2), nimetatakse
interpolatsioonitiitpi kvadratuurvalemlks.

Magu ndemel on interpolatsioonitiilipi kvadratuurvaleml
sdlmede valik vaba 1digul [a,b], mida v6ib dra kasutada
the vOi teise eesmérgi saavutamiseks. Tema kordajad aga téi-

Qavad tingimust

b n
(©) f p(x)dx » 2, ci »
i i-1

s.t. kvadratuurvaleml kordajate summa on vdrdne integraali-
ga kaalufunkteioonist. (Saame ndudest, et valem (1) oleks
tapne F(x) = 1 korral).

Vaatame, millal on interpolatsioonitiiipi kvadratuurva-
lem tépne.

Teoreenm: Selleks, et valem (1) oleks inx"r-
polatsioonitilipi kvadratuurvalem, on tarvilik ja piisav, et
ta oleks tépne mis tahes udlimalt (n-1)-astme polinoomi
f(x) korral.

Tarvilikkus: Olgu valem (1) interpolat-
sioonitiupi kvadratuurvalem. Kui f(x) on dulimalt (n-1)-
astme poliunoom, siis vdrdusest f(x) = P(x) + R(x) jéarel-
dub, et R(x) s o. Seega ka ? p(X)R(x)dx = 0 ja valem
(1) on tépne. e

Piisavus: Olgu valem (1) téapne, kui F(x)
on rais tahes ulimalt (n-1)-astme polinoom. Siis peab ta

olema tapne ka polinoomi



£J (X -x1)...(x ~>4<U), , X ~xn T
Ca<xt) . - (xk-xk_1) (xk-xk+1)...(xk**n)

K* 1 ]2]«««)Q
korral» Pannes 1700 valemisse (1) saame:
b n
.z]ipU)Lk(x)dx - i!_.l ciLioxi™ ““ck »

e.t. valem (1) on interpolatsioonitiipi kvadratuurvalem.

Sellega on ka teoreem tdestatud*

Edaspidi raagime, et kvadratuurvalem (1) on m-astme
tépsusega, kui ta annab tépse tulemuse suvalise m-astme po-
linoomi korral, kuid ei anna tapset tulemust (m + I)-astme
polinoomi korral. Toestatud teoreemist jéareldub, et interpo-
latsioonitulpi kvadratuurvalemid on n valitud sélme korral
véahemalt (n-1)-astme tépsusega.

2. Kvadratuurvalemi jaakllige» Kaesolevas punktis vaat-
leme kvadratuuryalemi (1) jaékliiget
b n
H(F) - J p(x)F(x)dx - 2 ~cif(xi) .
a i=l

Eeldame, et funktsioon f(x) on Idigul [a»b] m+ 1
korda pidevalt diferentseerus ja kvadratuurvalem (1) on
tapne suvalise m-astme polinoomi Pn(x) korral# Lahendades

funktsiooni f(x) polinoomiga Pm(X) saame

f00 - R ¢ RM(X) -

Kui kirjutada ldhendpolinoom P (x) Taylori rea kujul
kohal a, siis

E,o)—sr3
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B1<) on Taylsri valemi jaakliikme integraalne kuju).

Defineerides funkteiooni Km(x<t) jargmiselt

- Cx-t)““, kui a* t* x
Vv {x—t) - I )
N

0 ,  kui t> x ,
voime jaakliikme kirjutada kujul
b
R» « * ST J YFe**1) (t)dt
a

Asume kvadratuurvaleml j&adkliikme teisendamisele. Kuna

*00 - p*GO + ®mOO» "iie

b n
R(O - fp)F()dx - 2 cif(xi) *

a i-1
b n

- fPeoPBOOAX - 2 ciPmexi> +
a i-1
b n

¢/ pOORM()dx - 2 W X , )
a i-1
. n
f p(x)Rm (x)dx ciRa(xi) ,
E i-1

eest kvadratuurvalem oli eelduse pdhjal tapne iga m-astme
polinoomi korral.

Edasi saame

B(O * fpGORM(¥)d* - ~ CjRAXA

a i-1
oo
-1.J pX® KB (x-t)f(m+1\t)dtdx -
a a
i-1 a



N b

*m / FED) () J p(x)sx-tH)<Sldt
La a
SJfF(-10)@r = A (,i-t)dt]
i-1
Integraal

}% p(xX)Km(x-t)dx - f‘p(x)(x—t)mdx

on konkreetse kaalufunkteiooni p(x) korral arvutatav. See-

ga jaakliige on

Rf) “E1/ J P00 (x-t)mdx Cll'{(N"t/] a*

Tahietadee
b n
0) Pn(t) - f p(x)(x-t)mdx - »
X i-1
Saame
b
R(F> " mff £ (m+1) (O)Fn (o)t .
a

Jaakliikme arvutamine eaadud valemist on Usna tilikae
ning integreerimine on teostatav ainult mdningatel erijuhtu-

del« Pealegi tuleb iga erineva funktsiooni f(x) korral uu-

esti integreerida. Et vabaneda sellest, uurime funktsioone
b n
Fk(t) «J p(xX)(x-t)kdx - clKk (xi-t)
t i-1

(k =0,1,2,...,m) =
Selgub, et need funktsioonid on 1digul fa,”] mittene-

gatiivsed, kui K on paaritu, ja mittepositiivsedblkui K

- 110 -



on paarisarv. ToOestame selle omaduse*

Et af t~ X, siis

b n
pk(®) = f pOO(x-t)kdx -  CiKkXi-t~
t i-1
b n
C Fp()(x-kdx -  ci(xi-t)k =
t i-1
b b
< J pOO(x-t)kdx - J pO)(x-t)kdx =
t a

t
- “J PO (x-t)kdx
a

sest K m.

Saadud tulemuse margi maaramiseks kasutame Uldistatud
keskvaartusteoreemi (veenduda, et teoreemi eeldused on tai-
detud!). Kuna antud juhul (x-t) > 0 (sailitab marki in~
tegreerimisldigul), siis

t t
Pk ~ " 77/ POO(x-t)kdx * -P(f) J (x-t)kdx
a
x«t
-p(t)n=sul - - p(?)Ca-t)k+l
kel X.. n+1 *

Y p(~l])(t-<’:1)k+1 ,

kus a* £ 4 x» .

Siit selgub, et ~(t) margi maarab (-1 » sest
P(£)(t-a)k+i > 0. Seega eespool pilstitatud Vaide on tdes-
tatud .



Edasi uurides naeme, et saadud tulemust vdib Uldistada
kogu integreerimieldigule [a,bj.

Arvutades FE£(t), saame

b n
FE(Y) - -k Fp(x)(x-t)k+ldx + kr"c "KACxj-t) -
t i-1
- Kjj pOO(x-t)k7idx - J -
m—kF(t) 1.2...m) -

Kasutades saadud tulemuet koos valemitega (4) Ja (3)

ning kaalufunkteiooni eeldusi, arvutame F_j(b):

b n
FjCt) - -FO(t) « - f p(x)dx + C*«
t i-1
b b t
- - J poodx +] p()dx - [Mpoodx > 0,
t a a

kui t ™ a (s.t. F~M(t) on mittekahanev).

Eelnevalt saime, et Fl1(t) > 0, kui a < tf x"e See-
ga F.jCt) > 0 kogu Idigul fa,bj . Edaei: FE(t) * -2F.,(D*
N0, kui t>a (F2(t)-mittekasvav). Kuna F2(t) ~ 0, kui
aa t4 x», siis Jareldub, et F2(t) 0 kogu Idigul £fa,bj.
Sama mottekdiku Jatkatee Jduame tulemuseni, et Ffi(t) on
16igul [ath] mittenegatiivne, kui m on paaritu, Ja mit-
tepositiivne, kui m on paarisarv.

Siit on selge, et "m(t) sailitab marki integreerimie-
16igul |"a,bj ning uUldistatud keskvaartusteoreemi pdhjal

saame kvadratuurvaleml Jaakliikmeks
/
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® R(F) - t J:;F (Hdt

kus a*gab e

Valemis (5) on integreerimine konkreetse kaalufunkt-
siooni korral kill teostatav ja ta ei sdltu funktsioonist
f(x), kuid ei saa anda » tépset asukohta. T&pse vea maa-
ramine aga polegi nii oluline. Tahtis on mdarata ainult suu-

rusjark, mida viga ei Uleta.

Markides
Vi o m« |*(EHD« |
atfx«b

Ja

b
(0 a -ST T .

a *
saame valemiet (5)
W IRE)I< I»n] -Vi -

Valemit (7) vdime kasutada vea Ulemm&dra leidmiseks.
Kordaja ei sdltu funktsioonist Tf(x) ja teda vOib konk-
reetse kvadratuurvalemi korral alatiseks valja arvutada.
(Edaspidi anname vastavate valemite korral ka nende jaak-
liikmete kordajad an).

Saadud kvadratuurvalemi ja&kliige (5) sobib kdigi edas-
pidi vaadeldavate interpolateioonitiulpi kvadratuurvalemite
kcrral, sest me ei teinud valemite kohta Uhtki Kiteendust.

leegi tapsuse astme m jatsime lahtiseks.
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2. NEWTOHI-COTESI «kvaoratuurVALEMID.

1. Valemite tuletamine« Vaatleme interpolateioonituiipi
kvadratuurvalemeid, kui so6lmed , X", eeel xn valida 10i-
gul [a,b] vOrdsete vahemike tagant, s.o. X~ Ti <"
(h - nn. tabelisamm). Seejuures eeldame, et 18ik £a,b] on
Ioplik ja kaalufunktsioon p(x) =1.

Vaatleme kahte voimalikku sdlmede valikut:

1) x1 ja >4, uUhtivad integreerimisrajadega,

2) x1 Jja xn asetsevad integreerimisrajadest kaugusel

Esimesel juhul on integreerimisrajad kvadratuurvalemi
s6lmedeks ja h leidmiseks tuleb integreerimisvahemik jaga-

da n -1 vdrdseks osaks, s.t«

S6lmed valime jargmiselt:
xl =a, Xj *xl +h, ««, Xj mb

Teisel juhul ei ole integreerimisrajad kvadratuurvalemi
sdlmedeks ning h leidmiseks jagame integreerimisvahemiku
n +1 virdseks osaks:

Solmedeks valime:
xl ¢c a+ h, "2 * hj ..«, x» * b 'mh «

Kvadratuurvalemeid, miile &irmised sdlmed Uhtivad inte-
greerimisrajadega, nimetatakse kinnisteks kvadratu~Tvale"~-

teke. Neid aga, mille &irmised adlmed ei asetse integreeri-
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misrajadel, nimetatakse lahtisteks kvadratuurvalemlteks«
Seega esimest tulpi kvadratuurvalemid on kinnised, teised
aga lahtised*

Nilid vdime asuda kvadratuurvalemi kordajate arVutami-
eele valemiga (2), kuna sOlmede asetus on kindlaks ma&ra-
tud* Kahjuks aga tuleb need erinevate rajade korral eraldi
arvutada* Sellest vabanemiseke vahetame muutujat
x mxQ ¢ th, kue xQ » X.J- h* Siis integreerimispiirkond
on:

esimesel juhul Ja

teisel juhul [0, n + 1j.

Et jargnevae tdestuses mitte korrata, vOotame integreeri-

nisldiguks £1 - k, n + kj, kus K« O vastab esimesele

(kinnisele) juhule ja k-1 - teisele (lahtisele) juhu-
le.
Valemist (2
alemis ( g saame "
ci -J %(x)dx - hJ th)dt »
a 1-k
kue
b - a
n-1+ 2k
Ja
r(x +th) e (t-1)(t-2)y. £t-(1-D)][t-1-H)] ., --(t"M) .
N (i-1)(i-2)... 1-(*1) e== (i-n)
. —C1)" 4- (t-1)(t-2) (t-i-H)(t~i-1) ... (t-n)

(i-Dt(n-i)l

(i m1,2,..%,n).

Tahistades
n+k

®) r X -



S (-

ja kvadratuurvalemiet (1) saame

b n
© ff(x)dx = (b-a) » AMKXN) -
a i-1

Valemit (9) nimetatakse Bewtcm-Cotesi kvadratuurvale-
mlks. Tema kordajad A" arvutatakse valemiga®™ (8). Mad ei
soltu funktsioonist f(x) ega integreerimisrajadest.

Kerge on néha, et
n
* 1 (veenduda sellesl)

A.
*1 1
An+l-i * Ai *
s.t. Newtcoi-Cotesi kvadratuurvalemi kordajate summa on (ks
ja 10igu keskpunkti suhtes summeetriliselt asetsevates sol-
medes on kordajad vOrdsed. Viimase tdestamiseks vahetame va-
lemis (8) muutujat x = b + 1 -y. (Labi teha!)
Valides valemi tiidbi ja konkreetse sdlmede arvu n voi-
me leida kordajad A”. N&itena arvutame nad lahtise valemi-
tulbi jaoks, kui n = 3. Siis

LAV-th) - £(t-2)(t-3) * J(t2-5t+6);
L2 (xQ+th) - -(t=i)(t-3)

-(t2-4t+3);
LAx~th) - ~(t-1)(t-2)

£(t2-3t+2)

ja Newtori-Cotesi valemi kordajateks saame

o
44

A2 = 47 Ct —4-t+3)dt = - A



valemi

Tabelites

4

A3 “ 53023 2)dit - I .

o

27 ja 28 toome Neirtoni-Cotesi kvadratuur-

(9 kordajad AM n

Et nad on harilikud murrud,

tabeli viimasesse veergu,

veergu. Kasutades kordajate omadust A™ » An+l-i

ainult esimese poole jaoks*

*
N

© 0o~N o0k wN

e

19
41
751
989

611
460
1787
4045

Kinnist tiupi valemid

4
3

32
75
216
3577
5888

Lahtist tudpi valemid

-1

1

-14
-453
-954
-2803
-11690

12

50

27
1323
-928

26
562
2196
4967
33340

vaartuste puhul

2 kuni 9.
siis kirjutame Uhise nimetaja

lugejad aga vastava indeksi i

anname na<*

(k m0).

Tabel 27.
4 5 Nimetaja

2

6

8

- 90
288

272 840
2989 17280
10496 -4540 28350

k =1).

Tabel 28.
4 5 Nimetaja

2

3

24

20

1440

-2459 945
-1711 4480
-55070 67822 9072
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Enne kui asuda Neirtoni-Cotesi kvadratuurvaleml jaakliik-
me kordajate leidmisele, tuleb kindlaks teha valemi tapsus-
aste. Kuna valem (9) on interpolatsioonitiiipi kvadratuur-
valem, siis eelmises paragrahvis tdestatud teoreemi kohaselt
el saa ta tadpsusaste olla vaiksem kui n - 1.

Tdestame, et paaritu s6lmede arvu n korral on kvadra-
tuurvalem (9) tépne ka n-astme polinoomi korral.

Vaatleme erijuhtu, kui integreerimisldiguks on [*L,1] «

Kvadratuurvalemist (9) saame:

1 n
H(t)ydt i 22 v(*i) *
-1 i-1

Valem on tapne, kui f(t) on euvaline dlimalt (n-1)-

astme polinoom Pn-~(t)e Teistel juhtudel viga

H(F) - ] f(Odt - 2 2 1AIf(ti) .
"1 i-1

Olgu f(t) - Pn(t) - Pn-1 (t) + bntn

(bn - euvaline konstant). Teisendame jaakliiget R(f):

1 n
“<J -*Zwti) -
mbn | - 2bn -
i-1
-bnl NN - 2201 M
L i-1 J

Esimene liige on null, kui n on paaritu arv. Vaatame

teist liiget. Et NewtcrA-Cotesi kvadratuurvaleml s6lmed aset-

- 118 -



aevau summeetriliselt integreerimisldigu keskpunkti suhtes,
siis antud juhul asetsevad nad simmeetriliselt O-punkti
suhtes. Seega O-punktiet vordsel kaugusel olevad sd6lmed
erinevad ainult mérgi poolest* Kui n on paaritu, siis ka
t? vaartused erinevad ainult margi poolest. Nende kordajad
on aga vordsed. Siit jareldub, et _i t. >0 ja samuti
RCE) - 0. 1=l

Et lihtsa muutuja vahetusega

vOib teisendada integreerimisldigu £a,b] [13iguks i
siis vaide on 0dige ka Gldjuhul.

Siit on ilmne, et paaritu s6lmede arvu n korral on
HewtonL-Cotesi kvadratuurvalemi (9) tépsusaste n, aga
sOlmede paaris arvu n korral — n-1. See téahendab,

kui n » 2, siis valem (9) on tapne suvalise lineaar-

se polunoomi korral;

kui n = 3,4, siis suvalise kuuppoliinoomi korral;

kui n * 4,5, siis suvalise viienda astme polunoomi

korral jne.

Teinud kindlaks Newtmi-cotes1 valemi tépsusastme, voi-
me arvutada tema jadkliikme valemiga (5). Naitena arvuta-
me jaakliikme lahtise valemitlibi jaoks, kui n =3 . Valem
on tapne Glimalt 3. astme polinoomi korral (m = 3).

Jaakliikme kordaja a" leiame valemist (6)



ke BB oatd\dnia @)
FXD ] Gk —X ke

m’ - (b-a) "3 t) -
*3 i-1
Auiae Y AR .
H
B
2 1 2
Al *7 * A2 *77) *a A3 "] *
die

’)Eli’bg"‘—t) OB (e IB-(G18, ki atxl

zls_AlAme(A—t) =048+ j0B8, Ki X A162;

3
’i\ﬁ\’\Cx’\t) —HG03, ki X€Et 8 Kk

3
ACAt ka X3 t*be
H )_Q3

Metats addg sae
=1

) ra )k JY —ija 8328+ 2309

+3 {rrr T -ee-ns 800 e
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X2 *3

=J dt - £2 J (x1-t)3dt - J (x2-t)3dt +
a
+ NJ3 (x3-t)3dt = —"pjr(xl-a)d- J(x2-a)4+ "0 “®)4] =
a
n "r [?h* - K 2h>4 + N 3h)4] -
256 5 A»37 no = 38 RS ,
kis h = Bja .

Arvutades a” saame:

a3 1 h?
ning seega jaakliige on
R(F) =~ h5FIVET) ,

e a* ] ~ b

Tabelis 29 on toodud Newtoni-Cotesi kvadratuurvalemi
jaaékliikmed n vaértuste puhul 2 kuni 9.

Nailiselt paistab, et kinnise valemi jaakliikmete korda-
jad on véiksemad. Tegelikult see ei pruugi nii olla, sest h
on erinev. Naiteks n ; 2 korral on kinnise valemisjéékliik-
me kordajaks - ~77" » aga lahtise puhul

Toome naite Newtcni-Cotesi kvadratuurvalemite rakendami-

eest. 1

Naide 2. Arvutada integraali J vaartus Newtoni-
0
16 - *21 -



Coteei kinnise ja lahtise valemiga, kui n * 5 ning leida

nende vead*

Tabel 29.
n an
Kinnine valem Lahtine valem
k = 0) <k - O
2 79 B3 % 4 0? t"(4)
3 1.5 14 h5
90 h 45 h
3 b5
4 C 55 B 144 h
5 offs B’ 145 B f(6)<1)
275 V.7 5257 b7
6 » h 5540 h f(6)(1)
; 3956 .9
7 1480 R® 14175 R £8) (1)
8183 h9 25713 ,9
8 545400n 44800 £8)d )
9 2368 .11 80335 vil
" 467775 h 255375 h

Arvutame esmalt kinnise valemiga. Sel korral saame

J 1+x _=T+X7 90 . - 1+x..
o -1 1 i«i 1

(90 - kordajate uhine nimetaja), h - Arvutusteks kasu-
tame tabelit 30. Seal on téhistatud

YoV g
i-1 ’
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Tabel 30

N
i <i 1+ Xi 90AI ?Oé et
1 0 1 7 7,00000
2 1/4 5/4 32 25,60000
3 1/2 3/2 12 8,00000
4 3/4 7/4 32 18,28571
5 f 2 7 3,50000

2L *62,38571

Seega
1 .
J-ffi““s |g « 62,38571:90 - 0,69317
0

/
Valemi viga on
RCO - - gfj h7f(6)(T) (04~7~1),
Et f ) tépset vaartust pole voimalik arvutada,

siis leiame fA"N(x) maksimaalse vaartuse 16igul £o»l)e
Téhistades 1
M6 = max jF6r(X)j ,
1 JF6°00]

Saame
[RCE)| * gfy hoM6 *
Bt fO) =~ , siis F(6)() = TIZTp j» M6= 61 *
Seega
R(F) 4 8817 - _ 1 4 00038

1 1 945.4° 2688

Arvestades viimast, pole mingit mdtet ldppvastuses sdi-
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litada viiendat kiimnendkohta. Jarelikult
s
/ T-r; - °>6» 2
0

veaga mitte iGle 4 viimase koha thiku.

Leiame nuld sama integraali véartuse lahtise valemiga.

Siis
- "St* 20Ai
T i = Loarexy = o6 52 80
o 1*1 1 1=l 1
ja h= 1/6.
Koostame tabeli 31.
Tabel 31
B} 20a=
1 1/6 7/6 11 9,42857
2 1/3 4/3 -14 -10,50000
3 1/2 3/2 26 17,33333
4 2/3 5/3 -14 - 8,40000
5 5/6 11/6 11 6,00000
2 = 13,86190
Seega
1
/ f+x S S = 13»86190:20 = 0,69310
o
Hindame viga
K )] * 20 have = 54X52 < 0,00076.

140.6/

Ka siin pole motet sailitada viiendat kimnendkohta ja vastu-
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seks eaame
1

/ Tic= °»6931
o

"vea Ulemmaddraga - 0,0008.

2. Runge meetod vea ligikaudseks hindamiseks. Kvadra-
tuurvalemi jaakliikme abil vea otsene hindamine on mdninga-
tel juhtudel paris raske ulesanne. Eriti siis, kui f
kuju pole lihtne. Kuigi meil Onnestub leida tema maksimaal-
ne vaartus, ei saa me vaita, et saadud viga on arvutuste te-
gelik viga (leidsime ju vea Ulemmddra). Tegelik viga voib
olla tunduvalt véaiksem. Seda kinnitab ka naites 21 saadud
tulemuste vordlemine integraali tédpse vaartusega 1In 2 =
= 0,69315.

Praktikas on leidnud laialdast kasutamist vea ligikaud-
se hindamise meetod, mis on antud saksa matemaatiku G<Runge
poolt «

Valime integraali arvutamiseks mingi n sOlmega kvad-
ratuurvalemi. Kui té&histada tabelisama bl integraali téap-
ne vaartus 1, Kkvadratuurvalemiga saadud integraali vaartus
1y, ja jaakliige RH, siis \

1 = IH + RH*
Kvadratuurvalemi jaakliiget vOime aga kirjutada kujul
RH = aMHk,

kus a on mingi konstant, k- fikseeritud arv ja M -
funktsiooni f(x) (k-1)-jarku tuletise vaartus integreeri-

misldigu mingis punktis.
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Vahendame tabelisamou kaks korda (uus tabelisamm h -
= 2 H) 3a arvutame selle integraali vaartuse sama kvadra-
tuurvalemiga. Seejuures tuleb meil valemit rakendada kaks
korda, s.t. integreerimieldik jagada kaheks vdrdeeks osaks
ja integreerida kummalgi poolldigul eraldi. Lii-

\ tes osaintegraalid saame integraali vaartuseks *1™» Tahis-

tades vea R”, vdime kirjutada

kus
Rh = aMlhk + aM2hk

Kui funktsiooni f(x) (k-1)-Jarku tuletis vaadeldaval

I16igul palju ei muutu, eiis M~ IP» Mg ja
Rh & 2aMh

Vérdsustades | vaartused

Saame

(10)

Runge veahinnangu eeliseks on see, et ei ole vaja leida
funktsiooni tuletise vadrtust ja seetdttu on ta eriti sobiv
kasutamiseks elektronarvutitel. Saadud veahinnangu abil on
voimalik arvutuste tépsust tdsta liites integraali ligikaud-
sele vdartusele tema vea*

On selge, et tihedama tabelisammuga arvutatud integraa-

lnvaartus 17 on tapsem* Veahinnangu tema kohta saame vale-
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miet (10), kui arvestada, et SeeSa
(1)

Kui liita 1M vaartusele tema veahlnnang R”™» siis
parandame integraali té&psust veel umbes Uhe tivikoha vdrra.

Runge meetodit vea hindamiseks ja integraali vaartuse
parandamiseks vaatleme jargmises naites.

Naide 22 . Leida Runge meetodi abil ndites .21
arvutatud integraali viga (kinnise valemi jaoks) ja paran-
dada viimase abil integraali tépsust.

Varem leidsime, et
H-J)e

Arvutame 17,  Antud juhul h ﬂ-ﬁ ja

Iy
h 180

Arvutused on tabelis 32
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Tabel 32.

K 1 +wioooai  90At 90A S0AI
0 1 7 7,0000000 7 7,0000000
1/8 9/8 32 28,4444444
1/4 5/4 12 9,6000000 32 25,6000000
3/8 11/8 32 23,2727273
1/2 3/2 7 4,6666667 12 8,0000000
5/8 13/8 32 19,6923077
3/4 7/4 12 6,8571429 32 18,2857143
7/8 15/8 32 17,0666667
1 2 7 3,5000000 7 3,5000000
72,9838384 62,3857143
S 2= 51,7827840
2:1 + 2 2-124,7666224
Markus : Suruma saamlseke liidame viie esi-

mest arvu ja

Kasutades tabeli tulemusi, saame

Ih « 124,766 622 4:180 - 0,693 147 9
ie
IH - 62,385 714 3:90 - 0,693 174 6 .
Viimase vea vOime arvutada valemi (KO)  jJéargi. Jook-
liikme avaldisest saame, et antud juhul K« 7. Seega
nH 64(0,693 147 23— 0,693 174 6)

. 64-0,000 026 7 . ™ )000 027 u

Saadud tulemusest naeme, et eelmises naites arvutatud

integraali viga on umbes 0,00003, aga mitte 0,00038.
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Integraali parandatud vaartus on

XH + RH e =693 174 6 - 0,C00 027 1 = 0,693 147 5

Vorreldes tédpse tulemusega In 2 = 0,693 147 2 on integraa-

li arvutamise viga ainult 3.10*7.

3« Trapets-» Simpson! .ia 3/8-valem* Vaatleme Newtoni-

Cotesi kinniseid kvadratuurvalemeid, kui n =2, 3 ja 4«

Esimesel juhul, s*t. n-2 korral kvadratuurvalem

omandab kuju
b
J foodx s ff(@) + F(b)J
a

ja teda nimetatakse trapetsvalemlks*

Valemi nimi on seotud tema geomeetrilise tdlgendusega*
Kuna funkteioon f(x) l&hendatakoe n-2 korral lineaarse
polinoomiga (sirgega), siis Tf(x) poolt Idigul [a»b) ku-

jundatud pindala asendatakse trapetsi pindalaga (joon* 3).

Joon* 3.



Trapetevalemi jaakliige on
R(F) * - i fc )9
HaB ali 4 b ja h » b-a.

Kui funktsiooni f(x) ei saa hasti lahendada I16igul [a,b]
sirgega, eile trapetevalemi viga R(f) on kullaltki suur.
Vea véhendamiseks jagame kogu integreerimisldigu [*,bj osa-
I6ikudeks ja rakendame igale osal6igule eraldi trapetsvale-
mit*

Geomeetriliselt see tdhendab, et kbverat y* f(x) i™-

hendatakse teatava murdjoonega (joon. 4")#

Vaatleme integraali arvutamist, kui valida vdrdsed osa-
18igud. Olgu nende osaldikude arv m. Siis osaldigu pikkus
on

b-a.
¥ al-E

4
Margime osaldikude otspunktid X, » a, x?, x%, Xufb ja
funktsiooni f(x) vaartused vastavalt fC) frt f2“ ceem fl'

Summeerides osaintegraalid
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f(x)dx - i *1,2,3,%.,m
xi-1

Saame

f(x)dx S |(Fo+ 2F1+ 2F2+ 2f3 + ... o 2fe.t" e)-

m\—:o'

yiimaet valemit nimetatakse Uldistatud trapetsvalemlks*

Arvutamiseks on sobiv anda talle kuju:
b

) JF(x)dx S h("fO+ f1+ 2+ f3+.._. [fm)
a

Uldistatud trapetsvalemi jaakliikme saame, kui liidame

osaintegraalide jaakliikmed, s*o*

Rtf) - - fc™"H.,) + *"(42) + ... + *"(%)] ,
kus < Ti N xi e Kui *(*) on pidev 18igul £a,b],
siis

f«( + f'Cij2) + ... &F(C *m) -mfd4dq ) (@*g<b)
ning Uldistatud trapetsvalemi jaakliige

R(F) - - f"Crp f

kua ar*b ja h »
Vea hindamiseks vdime kasutada ka Runge meetodit. Vali-

des H « 2h (vBimalik ainult paarisarvulise m korral),

saame valemist (11)

Nadide 23. Kasutades trapetsvalemit leida incegraa-

11 &PF ligikaudne vaartus ja tema tbendoline viga, kui
1 !

m=10.
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Integraali ligikaudse vaartuse arvutame valemi (12)
abil ja tema tdendolise vea Runge meetodi jargi. Arvutused

on tabelis 33 sammuga h * ! - 0,1.
Tabel 33.

xi 1+ Zt o geba

0 1 1,00000 0,50000 0,50000
0,1 1,1 0,90909 0,90909
0,2 1»2 0,83333 0,83333 0,83333
0,3 1,3 0,76923 0,76923
0,4 1,4 0,71429- 0,71429 0,71429
0,5 1,5 0,66667 0,66667
0,6 1,6- 0,62500 0,62500 0,62500
0,7 1*7 0,58824 0,58824
0,8 1,8 0,55556 0,55556 0,55556
0,9 1,9 0,52632 0,52632
1 2 0,50000 0,25000 0,25000

2 h«6,93773 ZH - 3,4-7818

Leiame, et integraali ligikaudseks véaartuseks on
1

J *hZz h *0,1%6,93773 » 0,69377
o

Toendolise vea leidmiseks tuleb arvutada veel integraa-
li vaartue sammuga H = 2h * 0,2.

IH" H * 0,2*3,47818=0,69564.
Seega -
Bh ,, B 'l - 0,69564 . . 0*00187 . . 0>0006W"
1
ja integraali * ligikaudne vaartus on 0,6938 ja toe-
naoline viga -0,0007. |Integraali ligikaudse vaartuse paran-

damiseks liidame talle tdendolise vee:
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1

Jfe s 0,69377 - 0,00062 * 0,69315
o .

Teiseks vaatleme Kewtoni-Cotesi kinnist kvadratuurvale-

ait, kui s6lmede arv n = 3* Ta omandab kuju
b
J f(Ddl i S-g-S [f(a) ¢ 4F(S-Jb) + fCh)J
a

ja teda nimetatakse Simpeoni valemiks.
Jaékliige on «
R(F) = ““55 £IV(M) t
kus a*K|]«b ja h » b " e

Simpeoni valem on tdpne kdigi Ulimalt kolmanda astme
polinoomide korral. Kui aga funktsioon f(x) ei ole kogu
16igul [a»b] héasti lahendatav kuuppolinoomiga, siis vdib
tekkida killaltki suur viga Integraali arvutamisel. Suurema
tapsuse saamiseks jagatakse I10ik [a,b] osalGikudeks ja ra-
kendatakse igale osaldigule eraldi Simpsoni valemit.

Vaatleme juhtu, kus toimub vdrdseteks osal@ikudeks ja-
gamine. Olgu nende osaldikude arv m. Simpsoni valemi ra-
kendamiseks tuleb iga osaldik jagada veel kaheks, sest on
tarvis arvutada funktsiooni f(x) véaartused ka osaldigu kesk-

punktis. Seega tabelisamm

Margime x mma, x"=a+h, if ssa+ 2h, .es, Xa» b
ja vastavad funktsiooni f(z) vaartused fQ, f~, N2**** Aom*
Kuna iga osaldigu pikkus on 2h, siis esimesse osalGiku kuu-
luvad punktid xQ, x* ja x2, teise aga x2, x7, jne.
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|
Liites oeaintegraalid

(a <<1,2,3,eee.m)

eaame
b
J FOOdx a *(Fo+ 4Fi+ 2F2+ 4F3+ 2f4+ ... »4 A A FA).
a

Seda valemit nimetatakse uldistatud Simpsoni valemiks«

Talle vdib anda ka kuju:
b
@13) J fe)dx w 2F1+ F2+ 26y Fa+. ..+ 2f2uyf \R25)

a
(esimene ja viimane kordaja on ~ , keskel on aga vaheldumi-
si 2,1,2,1,2 jne. lI0ppedes kordajaga 2)« Viimane on sobi-
vam rakendamiseks seetdttu, et kordajana esineb 1.
Uldistatud Simpsoni valemi jaakliige on
R(F) - - §jE FIT(-D) ,

kus a* 4 b ja h =

Kasutades vea hindamiseks Runge meetodit, saame valemist

kus H » 2h (vOimalik ainult paarisarvulise m korral).
Haide 24. Leida integraali j ligikaudne vaar-
tus Simpsoni valemi abil, kui m =3. 0
Kasutame valemit (13). Funktsiooni vaartused on arvu-

tatud tabelis 34 sammuga h * =£f o
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Tabel 34.

f.d A Kordaj ad cifi

Xi i+xi 17+ xn "

ci
0 1 1 1/2 0,50000
/6 7/6 6/7 2 1,71429
/3  4/3 . 3/4 1 0,75000
/72 3/2 2/3 2 1,33333
2/3  5/3 3/5 1 0,60000
5/6 11/6 6/11 2 1,09091
1 2 . 1/2 1/2 0,25000
6,23853

Integraali vaartuseks saame
AN N
Jﬁji‘x o - 2:8:788 5 6oar

Veahinnangut ueei teosta, sest eiin ei ole midagi uut.

3 i ) _ .
Vaatleme veel nn. g -valemit, milleks on Newtoni-Cotesi

kinnine kvadratuurvalem, kui n m4
jf(x)dx S [f(a) + 3f(2a+h) + 3f(@r2b) + f(b)J #
a 4

Selle valemi Jaakliige

*Kf) = -0r fIV(15 »
kue a<->|"b ja h « -
Et g -valemi t&psus on kullaltki valke (t&pne ulimalt
kuuppolfinoomi korral), siis suurema tdpsuse saamiseks jaga-

takse kogu integreerimislSik j~a,bf osaldikudeks. Olgu need
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osaldigud kdik vordsed ja nende arv m . Tabelisammu h méa-
raaiseks tuleb arQéstada, et valemi rakendamiseks tuleb iga
osald6lk jagada veel kolmeks vdrdseks osaks* Seega

=
ja osaldigu pikkuseks on 3h.

Kui markida xQ mma, =*a + h, x2 ma 2h, ***  x"-b,
siis esimesse oealdiku kuuluvad s6lmed xQ, x~, x2 ja X3,
teise aga - x3, x*, x*, xA jne. Vaetavad funktsiooni vaar-
tused mérgime fQ, f~, f2, ... , *3=

Leides osaintegraalid

4) J F()dx s A (FO+ 3F1+ 3F2+ 2fj+ 3F4* ... + 3f3e-1+ F3>)
a

(esimene ja viimane kordaja -1, keskel - 3,3,2,392 jne*,
I6ppedes kordajatega 2,3,3)*
Valemit (14) nimetatakse Uldistatud g -valemiks* Tema

jaakliige

kus a< fj4b ja h*J00Q,

Hinnates viga Runge meetodiga, saame

taus H « 2h  (m on paarisarv).



Vaatleme reel (ht Teshinnangut, aida saab rakendada
nii Simpsoni kui ka g -valemi jaoks, kui s6laede arv on
6k+1  (k«1,2,3,...). Selleks tuleb leida integraali ligi-

kaudne vaartus mdlemate valemitega* M&rgime selle Simpeoni

valeni korral - J* g -valemi korral - X~. Inte-
graali tapset vaartust 1 voib valjendada Simpsoni valemi
korral
*.h5 1T
I « 1 - *I1T<»h) Ja
“ 90

3
X -raieai korral

5
- gy - 3W0 YCh )

(me ja m~ - osaldikude arv)
Elimineerides | saame
m hed
8" o0 xe 80
ehk
B L O

Eeldame, et fI7(x) [lo6igul [a,bj oluliselt ei muutu.
Siis
FIYCLL) ~ *1?2(42> A F17(4 N *
Et h on mbélemate valemite jaoks vdrdne ja - N2,

siis elimineerides m" saame
V- £* e[ -£4'<pf

Simpsoni valemi viga Rg avaldub siit jargmiselt:



15) Rg « 0,8(10- 1k)
Analoogilise veahinnaugu eaaae ka £ -valemi kohta. Bt

m ““\ ‘K> siie

Ja
Rk *1,8(le-1k) .

Bends veahinnangute abil v@ime ka integraali vdaartust
parandada, liites ligikaudsele vaartusele tema vea.

Toome naite selle veahinnangu kasutamise kohta.

Vvaide 25, Leida ndites 24 arvutatud integraali
vadrtuse viga kasutades g -valemit.

Et naites 24 on sdlmede arv 7, siis on meil véima-
lik selle integraali vaartus arvutada samade sOlmede abil ka
|l -valemiga (osaldikude arv 2). Kasutades tabelis 34 saa-

dud funktsiooni vaartusi, koostame tabeli 35.

Tabel 35.

) i Kordajad

X1 fi ci cifi

0 1 1 1,00000
1/6 6/7 3 2,57143
1/3 3/4 3 2,25000
1/2 2/3 2 1,33333
2/3 3/5 3 1,80000
5/6 6/11 3 1,63636

1 1/2 1 0,50000

21= 11,09112
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Siit eaame
- ‘-
n Elh* ~14d?1112 - 65 20 *
Eelmises ndites arvutatud tulemuse vea leiame hinnangu

(15) jérgi

Re « 0,8(0,69317 - 0,69320) - - 0,00002
Integraali parandatud vaartuseks on

1

J ffj s 0,69317 - 0,00002 « 0,69315

o

§3. TSBBOSEVI KVADRATUURVALEMID.

1. 0ldjuht. P.L. TAebbAev vaatles kvadratuurvalemi

konstrueerimist, mille kCik kordajad on vdrdsed, s.t.

b n
(16) fFp()Ff(X)dx s K2 t(xH =
a i-1

1
Valemis on parameetreid n+1 (n abstsissi ja Uhine

kordaja K) ning seega vdib loota, et konstrueeritav kvadra-?
tuurvalem on té&pne suvalise n-astme polinoomi korral* Abst-
sissid (s6lmed) ja kordaja K leiamegi viimasest ndudest.
Olgu
Pn(x) - bQ+ b+ b2x2 + ... + bnx?
suvaline n-astme polinoom (b™ - suvalised konstandid). Kd&u-
de kohaselt peab valem (16) olema té&pne, kui F(x) = Pn(X)»

Seega
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b
b0 J p(x)dx + bl J pOOxdx + B j pOOX dx + ... +

a a a
b e

+ bnj p(xX)x*dx » XX]ben + bl(x1+ x2+ & Xn) +
a

+ b2(X2 & X| + ccc @ X]JJ) & cce FX(¥4 + *F2 * Fre 4 FN

Kordajat« bi suvalisusest jareldub, at
b
J p(x)dx m In

J p)xdx - K(x™M x2+ ... + xM)

a

b

J p(xX)x2dx « K(x2 ¢ x| + ... & Xx£)

a

b

J p(xX)x*dx « I(at] Ij ¢ oee * .
a

Viimase siusteemi vasakud pooled an konkreetse kaalu-

funktsiooni p(x) Kkerral arvutatavad. Keimeseat voOrrandist

saame maarata thise kordaja K
b

c17) K <<a J *
a

Téhistades
b
(18) A oMK |
a
vCime Ulejd&nud vdrrandid kirjutada kujul;

— 1*0 —



X, & X, +

52 o 2%

.t >¢fllE2

m] e
Saime n

vOorrandist koosneva mittelineaarse vdrran-
disisteemi nn# TdebOAevi absteisside

Xj @G -1,2,...,n)
leidmiseks. Selle vdrrandisiusteemi lahendamisero konstruee-
rime n-astme polunoomi

"(x MOXLAN X - X2N *Re A << »
mille

lahendid on kvadratuurvalemi

(16) sodlmed.
Teiselt poolt, arendades

(X) x astmete jéargi, saa-

N0 0 »x® + alxn"l + agX*I'2 + ... + @y *
lordajad a”™ on leitavad

lahendite astmesummade
Selleks arvutame

s™  kaudu.
cor(x) lahtudes kummastki

a>n (x) kujust:
0;M(x) mnx®“1 ¢ (n-1)alx®"2 + (n-2)a2xn~~) +

.+ an-1
niag n r A
®mrP0/ . Z  “x-xx ‘o
i«l 1
Et
- T~

- B xn_1+ (al+x)xd2+ (a2+alxl+ x2)xn“3+

+ (an_1+ ai2>¢t ... + alx® 2+ xj 1) ,



M -7 wo | mnlttL

+ (M»2+ »1*1+ ej)»11-3* ... + (na”* an_2e4* ... ¢

¢ al8n-2 * en-1> *

Torreldes Uhesuguste x astmete kordajaid c1?*(x) aval-
distee, saame
r)a » nat +

(n-2)a2 * na2 + alel ¢ s2

an-1 -nan_1 ¢ an-2el + ... mdBrr* sn-1

Siit voime samm-eammult leida kordajad , at, L*uy
n

- Kordaja a, leidmiseks vaatleme eummat 1%1 o> (x9):

n a
"2 (X1 + &AlT™ ¢ eee + 11X+ aP =
i-1 i-1
- snt x,8 + ... + an.lsl + nan e
n
Kuid = » sest* * n(*i) = 0 1iga i vaartuse
i-1

(i-1,2,...,n) korral. Seega

8n+ aflsﬁ_/l\+ ...t oay gst nag = 0 .
Vottes tulemused kokku, saame algebrast tuntud Newtoni

valemid
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e«+ a,
e2+ ®i8i+ 2a2 = 0
(19) 8-} ®"e2+ a28i+ a3

et afep4+ o= + a5y | nag “°0 o

Leides siit jark-jargult kordajad a”,a2,e..,an,
oleaegi leidnud polinoomi ~ ri(<), mille juured on kvadra-
tuurvalemi  (16) soOlmed* Astmesummad s. arvutame valemi

(18) abil.

2. Konstantse kaaluga T3ebOAevi kvadratuurvalem* Eelmi-
ses punktis tuletatud meetodil vdime leida kordaja K ja
abstsissid x" Ukskdik millise kaalu ja integreerimisldigu
korral* Kaesolevas punktis vaatleme juhtu, kui integreerimis
16ik on CI»l) ja kaalufunktsioon on konstantne sellel 16i
gul, s.t* p(x) s 1.

Kordaja K arvutame valemist (17)

K.ljta -1

-1
Seega kvadratuurvalem (16) omandab kuju
1 n
(20) J f(x)dx = 82 fi) »
-1 i=l

aida nimetatakse lihtsalt T&ebdievi kvadratuurvalemiks»
Viimase kvadratuurvalemi abstsisside x* leidmiseks
arvutame valemi (18) abil astmesummad:
0 , kui 1 on paaritu

n
A=l Jxdx j kui i on paaris
-1 o J p



ja slsteemist O9) kordajad &<

al - 0
& 4 2ac <O
«, = O

Y+ & *4ad *0

Vi + 586 " 0

W ¢ jja2+ 3*4+ 66 mO
jne.

s et kdik paarituarvuliste indeksitega kordajad
vorduvad nulliga ja paarisarruliste indeksitega kordajad aval*

durad kujul:

n
»2 " " S

1) a6 “<<“1(AT5 <Si + 7>
a8 <7282~ 25 + flan “<1)
jne.
Seega polinoon
o>n(X) - X 2=+ a014*
sisaldab ainult x paaris- v0i paarituastmelisi liikmeid
(s6ltuvalt s6lmede arvust n). Niisuguse polinoomi nullko-

had aga asetsevad simmeetriliselt punkti x mO suhtes.

Nditena vaatleme abstsisside leidmist) kui n m=m3. Kor-



ja polinoom
A 3CI) - x3 -\ *

Tema juured on

Saarasel viisil vdime leida kvadratuurvalemi s6lmed
kdigi n vaartuste puhul* Osutub, et n « 8 ja n > 10
korral on TAebdSevi kvadratuurvalemil (20) komplekssed
sOolmed (vt* nait* [3j , Ik* 197-198), mis teeb nende kasu-
tamise tilikaks. Meie vaatleme edaspidi ainult reaalsete
s6lmedega kvadratuurvelemeid*

TSebdievi kvadratuurvalemi (20) jaakliikme vdime ar-
vutada valemist® (5). Selleks on vaja kindlaks teha valemi
(20) tépsusaste* Teame, et see ei saa olla vaiksem kui n*

Naitame, et paarisarvulise n korral on valem (20)
tapne ka (n+l)~astme polinoomi korral* Selleks peab R(f)
olema null*

Olgu

Siis 1 n



Kui n on paariearv, aiie 1 - (-1)I12=0 samuti

Jjr* x?+1 = 0, sest solmed x, asetsevad siummeetriliselt
ir 1
nullpunkti suhtes. Seega R(f) * O.

Siit on ilnme, et paaritu sdlmede arvu n korral on

TSebBAevi kvadratuurvalemi (20) tépsusaste n, aga paaris
s6lmede arvu n korral - n+1. Ehk teisiti:
kui n =1, siis valem (0) on tapne suvalise line-
aarse polunoomi korrall
kui n =2,3, siis valem (20) on tépne suvalise kuup-
polinoomi qural;
kui n =4,5, siis valem (20) on tépne suvalise viien-

da astme polunoomi korral jne.

Jaakliikme vdime arvutada siinjuures samuti nagu Newtoni-
Cotesi valemite korral. Seetdttu sellel (ksikasjaliselt ei

peatuta.
Tabelis 36 toome T3ebOAevi kvadratuurvalemi (20)

abstsissid polinoomi  <en(x) ja jaakliikme R(f) n

vaartuste 1-7 ja 9 puhul. v

Tabel 36
n xi con(x) R(F)
1 xle O X
2 —x1=0,577350269«x2 =2 ;
3 A «0,707106781»x3 J- a* 5
X2« 0
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5

X1

-x1-0,794654472-x4
-r2=0,187592474«x3

-x1i1-0,832497487=x5
-x2=0,374541410«x4
X3 « 0

-x"»0,866246818=Xg
-X2»0,422518654-x5
-x3»0,266635402=x4

-xn»0,883861701-xy

-x2=0,529656775-x6

-x3-0,323911810«x5
X4 « 0

-x1»0,911589308=x 9
-x2-0,601018655=x8
-x3»0,528761783-x7
-x4=0,167906148*x 6

x?=0

Kui on tarvis leida integraali

tame muutujat

Viimane teisendab 13igu

R(F)

*4- A 4? 42525kB6)H »
B i s 7o raaw AT
X6- x4+ £x2- " 3969000* .
281 ,,(8),"
*7- F + 1959532000*  VI*
X9- §*7 *w -
74747  1F(I0)MH"
- 11200»9HITr
- 550x3+ 77400 x
16igul Ja,bd, siis vahe-
*
t « P j—a - b— E—a
[a»b) 10iguks [-1,1J. Et
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J f(dt - J + N-N)dx
a -1

siis TSebdSevi kvadratuurvalem (20) omandab kuju

(22) [ £S = a X+ Tr> ~
a 1-1

kus x~ on samad abetsissid, mis valemis (2p).

M&rkus < TSebblevi kvadratuurvalemit n « 1 kor-
ral nimetatakse ka ristkilikvalemiks keskmise funktsiooni
vaartuse kaudu. n

Haide 26 . Leida integraali J* vaartus T«e-
bolevi valemi jargi, kui n » 4*

Et integreerimisvahemik on (0;1), siis arvutame inte-

graali vaartuse valemi (22) jargi. Antud juhul

\y f)dx S i 4 ke (x1)J .
o i-1

Funktsiooni f(x) = vaartused on arvutatud tabelis 37.
Sealt saame

8 IK s -I=- 0%69313 -

Tabel 37
i x4+ 1 g(xi+1) 1 =OG+l)  friv 15
1 -0,79465 0,20535 0,10267 1,10267 0,90689
2 -0,18759 0,81241 0,40620 1,40620 0,71114
3 0,18759 1,18759 0,59380 1,59380 0,62743
4 0,79465 1,79465 0,89733 1,89733 0,52706
2> 2,77252
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84. GAUSSI TUUPI KYADRATUUHVALEMID.

1« Uldteoreemld. Eespool tuletasime kradratuurvalemid
andes ette sdlmede asetuse vOi ndudes kdigi kordajate vord-
sust* Esimesel juhul oli tarvis mddrata n parameetrit
(kordajad) ja teisel juhul n +1 parameetrit (abstsis-
sld ja thine kordaja). Seejuures kvadratuurvalemite tapsus-
aste ei olnud vaiksem kui mddratavate parameetrite arv mii-
nus Uks.

Mitte seades kitsendusi nii kordajate kui ka sdlmede
asetuse kohta, vdime mddratavate parameetrite arvu suuren*-
dada kuni 2n . (n kordajat ja n sOlme). VOib loota, et
siis ka kvadratuurvalemi tédpsusaste ei ole vaiksem kui 2n-1
Niisuguse kvadratuurvalemi konstrueerimist I6igul [a,b]
konstantse kaalu korral vaatleski C.F» Gauss* Hiljem l-
distati saadud tulemused ka lIGpmatute rajade ja teiste kaa-
lufunktsioonide jaoks.

Vaatleme ldhemalt nn. Gauasi tlipi kvadratuurvalemeld.

Seame Ulesandeks konstrueerida kvadratuurvalem (1)

b n
[ pO)F(X)dx * ¥ cif(xi) »
a- i-1
mille abstsissid x”~, x*, ... , xQ ja kordajad c*, c2> «*e

cn valime nii, et valem () oleks tépne koigi Ulimalt
(2n-1)-astme polinoomide korral. Abstsisside leidmiseks
konstrueerime n-astme polinoomi cen(x), mille juurteks

on otsitavad abstsissid.
Teoreem 1. Selleks* et valem (1) oleks tap-
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ne koigi ulimalt (2n-1)-aatme poliunoomide korral, on tarvi-
lik ja piisav, et ta oleks interpolatsioonitiiipi kvadratuur-

valem ja polinoom
con(®X) - (x - xD - x2) ... (x - xn)

olekB kaalufunktoiooni p(x) korral ortogonaalne 13digul
[a,b] ko&igi ulimalt (n - 1)~astme polinoomidega Q(X)-
Polinoome co™(xX) ja Q(x) nimetatakse ortogonaalse-

teks I6igul fa,bj kaalufunktsiooni p(x) korral, kui
b - v
(23) J p(xX)wn()Q()dx - 0
a
(vt, nait* '3 Ik. 21). Allpool jatame sdnastuses ara "kaa-

lufunktsiooni p(x) korral'e

Tarvilikkus <" 0lgu valem (1) tapne koigi
ulimalt (2n-1)-astme polunoomide korral. Seega on ta tépne
ka (n-1)-astme polinoomide korral ning esimese paragrahvi
esimeses punktis tdestatud teoreemi kohaselt on valem (1)
interpolatsioonitidpi.

Et Q(x) on suvaline ilimalt (n-1)-astme polinoom,
siis korrutis-polinoomi f(x) = con(X)Q(x) aste ei uleta
2n~1. Eelduse kohaselt on valem (1) té&pne polinoomi f(x)

jaoks ning seega

b n
J pOYu>n (X)QGc)dx « 2 Cia;nxi™Q™M i e 0]
a i-1

sest u;n(xi) * & Siit jareldub, et polinoomid oh(X) ja
Q(x) on ortogonaalsed I6igul [a,b].
Piisavus <« Olgu valem (1) interpolatsiooni-

tiipi kvadratuurvalem ja aon(x) ortogonaalne 1digul [a,b]
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kdigi dlimalt (n-1)-astme polunoomidega Q(x). ToOestame,
et siis valem () on tépne suvalise ulimalt (2n-1)-ast-
se polinoomi f(x) korral.

Jagades polunoomi f(x) polinoomiga saame
f(x) - 0dn()QX) + r(x) ,

kus Q(*J) ja r(x) aste on vaiksem kui n. Jarelikult
b b b
J pOOFOdx - J poocon 0)QC)dx + J pO)r(x)dx

a a a

Parema poole esimene integraal on null ortogonaalsuse

tottu. Seega

b b
J pOOFEOIx * J pOr(x)dx
a a

Kuid
b n
J PUOr(x)dx - Xcjrcx»
a i=l

sest r(x) on dlimalt (n-1)-astme polinoom ja valem (1)
interpolatsioonitulpi.
Et
f(x®H =>nxi)Qxi) + r(xdh - I,

siis
b n
fp(X)Ff(x)dx - 2 cifxin *
a i-1

See aga tahendab, et valem (1) on tépne? m.o.t.t.
TOestatud teoreemist jareldub, et Gaussi tilpi kvadra-
tuurvalemi konstrueerimise kisimus taandub kaaluga p(x) or-

togonaalse  poliinoomi curCx)" konstrueerimisele. Ortogo-



Baalseid polinoome kaalufunktsioenide p(x) * 1 Ja

p(x) *I korral 18igul [I»1] vaadeldakse "Arvutus-
-X

meetodite” 11l osa [BG3 esimese peatiki viienda paragrah-
vi teises ja kolmandas punktis.

Teoreem 2 . Kui n-astme polinoom wu>a(x) on
ortogonaalne I6igul [a,b] ko&igi dlimalt (n-1)-astme poli-
noomidega, siis tema juured on reaalsed, erinevad ja asuvad
I16igul [a,b]*

TOe stus < Vaatleme 18igul [a»bd ainult poliinoo-
mi o>n(x) neid juuri, mis omavad paarituarvulise kerdeuse.
Olgu nende juurte arv. m (m* n) ja téhistame nad x"xg,

PRE Kui nditame, et m * n, siis oleme tdestanud nen-
de erinevuse ja samuti ka reaalsuse*

Vastupidiselt vaitele oletame, et m n. Moodustame
m-astme polinoomi  SmGO s (X ??X.J).(X - X2) “=(x ““xm),
mille juured on Uhekordsed ja langevad kokku con (x) paari-
tukordsete juurtega* Edasi , moodustame polinoomi aBEG)VEX).
Ta saab omada I1digul [aibJ ainult paariskordseid juuri. Ja-
relikult sdilitab ta vaadeldaval 18igul marki ja et p(x)
oli mittenegatiivne, siis

b
J p(x)o>n(x) $m(x)dx 0 .
a

Eelduse kohaselt aga a?n(x) on ortogonaalne kdigi po-

linoomidega, mille aste on vaiksem kui n,s* t.

jp(x)u>n(x) $ MO0 - O .
a
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Tekkis vastuolu, mis on tingitud oletusest, et m " n«
Seega saab olla ainult m » n.

Toestatud teoreemist jareldub, et Gaussi tulpi kvadra-
tuurvalemi abstsissid on reaalsed, erinevad Ja asuvad Idigul
[a,b] = Seega on ilmne ka Gaussi tulpi kvadratuurvalemi (1)
konstrueerimise voimalus, lahtiseks Jaab aga kiusimus, kas ta
on Uheselt m&aratud antud n korral* Selleks nditame, et
n-astme polinoom <~n(x) on (heselt m&dratud. Tdepoolest,
kui neid polinoome oleks kaks: toR(x) Ja co*(x)t siis
nende vahe

Q(X) -Cn(x) - uE(x)
(con(x) Ja co*(x) xn astme kordajad 1) on ulimalt (n-1)-

astme polinoom ja valemi (23) to6ttu

a

J pO[cun ) - Cffi)o] Q(x)dx - J p(x)Q2(x)dx « 0 .
a

See saab aga vdimalik olla ainult siis, kui
QGO - % U) - ~nx) =0.
Enne kui asuda Gaussi tiipi kvadratuurvalemite konstru-
eerimisele konkreetse kaalu korral tdestame veel mdningad tu-

lemused*
Teoreem 3. Mis tahes X ja <& valiku kor-
ral ei saa kvadratuurvalem (1) olla tépne kdigi 2n-astme

polunoomide korral*
o
Toestus™* Valime nditeks f(x) » ton(X), mis on

2n-astme polinoom. Kaalufunktsiooni kohta toodud eelduste
tottu
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U u

J pOfdx - J pasr(dx > O

a a
Kuid
n n
e0»
i-1 i-1
sest - 0 « Siit on selge, et kvadratuurvalem (1)

el saa olla tapne*

Teoreen 4* Kui kvadratuurvalem (1) on tap-
ne kdigi voimalike (2n-2)-astme polunoomide korral, siis
tema kordajad c4 on positiivsed* o

Toestus* Valime f(Xx) * ----— e Ta on

(2n-2)-astme polinoom ja seetdttu on valem (1) téapne* Kuid

fo , kui /0,
f(xK) —
["iCii)]2 . kui k-1

ja valemist () saame

h
J RIF 1 dl *ei[fi(xPJI2 »

X
(24) el - j p(X) —————————————— dx > O*

Siit

Teoreem 5 * Kui funktsioon f(x) on 2n korda
pidevalt diferentseeruv 18igul [a,b], siis suurima tépsu-

sega kvadratuurvaleml (1) jaakliige avaldub kujul

(25) 8(0 - J p(Nu.2 )4k |,
a
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kus “«[a,b] ja ~(x") - (x - x1)(X - x2)...(x - xB) .
TOestus < Konstrueerime kordsete s6lmedega Hew-

toni interpolatsioonipolinoomil mis tdidab tingimusi
*(*j) mn Ja PCxjl) “* i ml 2 ee* n.
Vastav interpolateioonivalem avaldub kujul (vt» I pt., 82,

punkt 3)

f(x) - P(X) + o)
)l n

kus P(x) on dlimalt (2n-1)-astme poliinoom ja £ aset-
seb sOlmede xi ja punkti x vahel. Kui lugeda, et
xE[a,b], siis ka ££7a,b].

Kasutades saadud interpolatsioonivalemit vdime kirjuta-

da

b b b

J poof codx = T Peopeodx + J PfcOV\Cp* e
a a a

Seejuures eeldame, et vOrduse vasakpoolne integraal eksistee-

rib. Et polinoomi P(x) aste ei lUleta 2n - 1, siis

b n n

f pOOP(X)dx - cipCxi) ““Z>i*(*i) -«

a i-1 i-1

Seega

b n b
J p()F)dx » 2 cifxir+ (zndT/ P W f(2n)2) w n(X)<Ix
a i-1 a
ehk siit b

R<*> * TSTT \]
Et 10igul [a,b] pCx)ujr(x) > 0, siis Ulldistatud keskvaar-
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tusteoreemi po6hjal
. b
2
R(F) « LEE)Jp Q T p)c*>r(x)d3

cyn J n

kue r|fe[a,b] . Seega ongi teoreem tdestatud.
Teoreem 6. Kui I8ik [a,bj on 1dplik ja funkt-

sioon f(x) on pidev sellel 18igul, siis Gaussi tulpi kvad-

ratuurvalemi summa koondub integraaliks n™»<«J

n b
lim "X oifxi) - Fpoof(x)dx .
NS -1 a

Tdestus < Valime suvalise arvu £ > 0* Eelduse
kohaselt on I6ik [a,bj I6plik jJa Tf(x) sellel pidev. Weier-

strassi teoreemi pGhjal vfime leida polinoomi P(x) nii, et
[T - P(X) | «E iga xt[a,bj korral

Tuleb nédidata, et R(Ff)-*0, kui n»=<. -

b n
R(F) = f pOF(xX)dx - 2 cif(xi) m

a i-1
b b

m) pO)IF) - POOIdX + J pOOPOX -
a a
n n

~Z*i*cxi) + 2 ci[p(xi) <<f(xi)] -

i-1 i-1

Vaatleme parempoolset avaldist. Kui t&histada polinoomi P(x)

aste m ja 2n -1> m, siis
b

/ p00F00dx - Z»iP(x0 . 0O .
a i-1

Teiste avaldiste jaoks vdime anda hinnangu



Lf pPOO[F(X) - P(X)JIdx £ F p(x)dx
a a
n n b

| 2 cifpCxi) - F(Xi)JU £ 2 ci "£fP ~ dx
i-1 i-1 i

Seega 2n - 1 w korral

b
IR~ 2£J p(X)dx
a
Siit on ilane, et R(x) —>0, kui n-»o00 .

Toestatud teoreemist j&reldub ainult Gaussi tuupi kvad-
ratuurvalemite koonduvus, kui rajad on 18plikud, Uldist kvad-
ratuurvalemite koonduvust vdib vaadata vastavatest Opikutest,
naiteks [3], 1k. 261.

2* Gaussi kvadratuurvalem. Gaussi tulpi kvadratuurvale-
mit (@), mille kaalufunktsioon mingil 1&plikul 168igul [a,b]
on konstantne, nimetatakse lihtsalt Gaussi kvadratuurvalemiks
Et saada lihtsamat kuju abstsisside ja kordajate avaldistele,
vaatleme valemi konstrueerimist 1digul J1,lJe Vottes kaa-
lufunktsiooniks p(x) - 1, v@ime Gaussi kvadratuurvaleml
kirjutada kujul:

1 n
(26) J foodx »  cif(xi) .
-1 i-1

Gaussi kvadratuurvaleml abstsissid ehk luhidalt Gaussi
abetsissid leiame kui @a1(><) juured. Seejuures peab
<n(x) kaalu p(x) -1 korral olema ortogonaalne kdigi
dlimalt (n-1)-astme polinoomidega 1digul [“1]1J» Sé&arase

ortogonaalse siisteemi moodustavad aga Legendre®i polinoomid
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(vt. [6], I ptk.,85, p. 2)

J dnCx2-1)!
2 nl! dx>”

Tosi kull, Legendre®! polinoomide Xs kordaja ei ole

@n

1, kuid see ei takista nende kasutamist. Lihtne on naha,

et see kordaja on (veendudal). Vottes
2 (nJ)

on selge, et cun(x) ja Legendre*i polinoomi Pn(x) Juu-
red on samad. Teoreemi 2 po6hjal on need juured kdik reaal
eed, erinevad ja asetsevad l1digul

Valemist (27) ndeme, et Legendre®i polunoomid sisal-
davad ainult kas x paaris- v0i paarituarvulist astmeid:
x11, x0~™, xn"4 jne. Niisuguse polunoomi juured aga asetsevad
stmmeetriliselt I18igu keskpunkti suhtes.

Seega Gaussi abstsissid on Legendre*l polinoomi (27)
juured ja nad asuvad 1digul summeetriliselt punkti
X > O suhtes.

Gaussi kvadratuurvalemi (26) kordajad vdime leida va-
lemiga (2), teostades Intergreerimise I16igul Antud

juhul on neid aga lihtsam arvutada valemist (24). St

V1 2

siis
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Integreerime ositi,v0ttes

u, Pa(l) Ja

saame
du " 2p«Cx)PI(X) Ja (
X-xX"
ning
%ZW -2 dx _____p_2_(l(2 + 2 }ls\ Mp . (Qdx .
Jj (X XX -1 X Xi

Saadud parempoolse integraali arvutamiseks integreerime

uuesti ositi:

P-00
u* —— , dv - P*(x)dx ;
X=X
du * u"dx , V mPn (x)
Jarelikult
Tn » n « |1||J‘
r-. *77 % pnW <=d1 ®
-1 i 1 11 -1
P.,(X . .
Et u X(Xz on (n - D)-astme pollinoom, siis u* on

(n - 2)-astme polinoom ning ortogonaalsuse tdttu viimane in-

tegraal on null. Seega

fjoo P2OY 1« @) T P 11
-1 X-X. -1 «i N x-x4 j.,
IGesutades Legendre *i polinoomide omadust ?n0) mml J«

P (-1) « (-1)I'L, saame 1- j ax 2 ) In
J  (x-xt) < 1 -x4

5 1" 0-xAM(XE)]"
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Gaueei kordajate arvutamine valemi (28) abil on Usna
lihtne (pole vaja integreerida). Margime, et siit selgub ka
nullpunkti suhtes summeetriliste abstsissidega Gaussi kor-
dajate vordsus ja kodigi kordajate positiivsus.

Gaussi kvadratuurvaleml jaakliikme vdime arvutada va-
lemist (25). Eeldades, et f(x) on 2n korda pidevalt
diferentseeruv, saame

H(F) . <@I=<]) L/oodx = / P2Cx)dx.
2n)l J n (2n)t fn)lj J n

Et
|

Jpn (xX)dx >ksir

(vt. [6], I pt., 85, p. 2), siis
E(H .ZUH f(2n) ()
2n+l  [@n)1J] 1 1

Konkreetsete n vaartuste korral vdime jaakliikme tu-
letada ka valemist (5).

Tabelis 38 on toodud Gaussi kvadratuurvaleml (26)
abstsissid x*, kordajad ja jaékliige R(f) n vaar-
tuste puhul 1 - 8. Kul arvutustes on vaja kasutada Gaussi
valemit suuremate n vaartuste korral vdi vOtta abstsiesides
ja kordajates rohkem kumnendkohti, siis vdib soovitada raama-
tut [3j. Lehekilgedel 103-106 on toodud need kuni n mm16
(incl.) 15 kimnendkohaga*

Markus : Gaussi kvadratuurvalem (26) ja TAeb0OSe-
vi kvadratuurvalem (20) ({htivad, kui n = 1 vB8i 2 . Gaussi
kvadratuurvalemit (26) nimetatakse n =1 korral ka rist-
kilikvaleraiks keskmise funktsiooni vaartuse jargi*
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2

X1

x1 » 0

—~1«0,577350269*x2

—XJ=0,774596669=x3
X2 »0

—X,,*0,86113631 2«x4

—X2*p,339981044*x3

—x1-0,906179856*x5

—Xx2*0,538469310»x4

X3 * 0

—x1«0,932469514=x6
—x2*0,661209386—x5

—~x3-0,238619186*x4

-X.,—0,949107912=x7?
—x2-0,741531186=Xg
—x3»0,4 05845151 =x5

X4 “ 0

-X1-0,960289856*x8
—x2=0,796666477=xy
—x3=0,525532410—x6

—x4=0,183434642—-x5

21

Tabel

C1
c, * 2
*1*c2
cl*\ *c3
c2* |
cl—0,347854845—4
c2—- 0,652145155=c3
c2=0,236926885*c5
c2=0,478628670*c4
c3-0,568838889= wu
c.,—0,171324492—c6

C2-0,360761573—-Cj
c3-0,467913935*c4

07—-0,129484966—-Cy
c2*0,279705391—c6

c3«0,381830051»c5
c4*0,417959184

c1-0,101228536—-c8
c2-0,222381034*cy

c3*0,313706646*cg
c4-0,362683783*c5
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15750

fCe)(-U
3472875

f0 °)C7)
1237732650

1950.693

20.10572.1287J
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Integraali arvutamiseks 18igul [a,b] vahetame muutujat

@ _b j_a_x.+b_ j_a

mia teisendab integraali Idigule [“T»1] - Et
j fodt - b g- ) f(bg-- x + b 1-a)dx ,
a -1

siia Gausei kvadratuurvalem (26) omandab kuju

(29) f f(t)dt 3 A Cif(b_j_a Xi + b_+_a>

a i-1
Absteieeid x™ on eamad mie valemis (26). Nad on toodud
tabelis 38.

Valemi (29) jaakliikme saame valemi (26) jaakliik-
mest, kui korrutame viimast suurusega 69 j-aNZ‘“ (veendu-
dal) ja punkt LI votta 10igult [a,bj. N&aitena kirjutame
valemi (29) jaakliikme, kui n « 2

R(F) « TOCM-i-2)5 («M “b>
Vaatleme niulid Gaussi kvadratuurvalemi rakendamist.
Nadide 27. Leida integraali j f+Y vdaartus Gausei
valemi abil, kui n = 4. °

Antud juhul integreerimisvahemik on (Q;1) ning see-
tottu kasutame valemit (29)

1 A
FEQ)AX 302 7 « A~ A * 1)) e
o i-1

Vastavad arvutused on toodud tabelis 39* Kasutades seal
eaadud tulemusi nademe, et

| st - 0.6931*7
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i oy VD) 1enxiD) FIKKGHDD o cifDKxjKi

1 -0,861136 0,069432 1,069432 0,935076  0,347855 0,325271
2 -0,339981 0,330009 1,330009 0,751875 0,652145 0,490332
3 0,339981 0,669991 1,669991 0,598806 0,652145 0,390508
4 0,861136 0,930568 1,930568 0,517982  0,347855 0,180183

*>>1,386294

3. Mehleri kvadratuurvalem. Vaatleme Gaussi tlupi kvad-

ratuurvalemit (1) 18igul [“1»1J> kui kaalufunktsiooniks on

P(X)

Viimase saame erijuhuna kaalufunktsioonist p(z) m

mb - x)* (x - a)* , kui valida <*- ft* - ja rajadeks
a*-1, b * 1.
Kaalu korral 18igul [-1,1] on ortogonaalsed
1/7TT7

Tiebdievi polunoomid (vt. [6] | ptk., 85, p. 3)
Tn(x) » coc n arccos X .

Tema juured
(30) x. « -cos 24t (i-1,2,...,n)
on aga vaadeldava kvadratuurvaleml abstsissideks x". Tabe-
lis 40 on antud nad n vaartuste korral 1-6.
Selle kvadratuurvaleml kordajad c” vOdime arvutada va-
lemist (2), mis antud juhul omab kuju
1-  Tn(x)dx

\Y b l1 1/1-x2 (x-x1)
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vOi

Nagu

kuju

n
1, x1
2 -x1
3 —
X2
4 -x1
-X2
5 -x1
-X2
X/\
6 -x1
-X2
-xN

«

COS -*r »

cos =

Tabel

X1

0,707 106 781

®

cos * 0,866 025 404-
cos *0

cos -2 = 0,923 879 533
cos -g-TT m=m0,382 683 432
cos ~ - 0,951 056 516
003~71* 0,587 785 252
cos *0

cos N~ = 0,965 925 826
cos - 0,707 106 781
cos w0,258 819 045

X2

X/\

X/\

*

X5

X/\

Teostades integreerimise (vt. nait* [I],

[4J, Ik. 197-198)

Saame

wsa
n *

ndeme, on kordajad k&ik vdrdsed.

40«

X/\

Ik.

Seega vOdime Gaussi tulpi kvadratuurvalemile
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mille abstsissid on madratud valemiga (30). Valemit (31)

nimetatakse Mehleri (tihti ka Hermitel!) kvadratuurvalemiks.

Ta on téapne, kui F(x) on Glimalt (2n-1)-astme poliinoom.
Mainime, et sama tulemuse saame, kui konstrueerime TAe-

boievi kvadratuurvalemi kaaluga p(x) = - ----- [1digul
B |
Mehleri kvadratuurvalemi (31) jaakliikme vOime tuleta
da valemist (25), kui eeldada f(x) 2n-jarku tuletise pi-

devust. Asendades
Tn<»
saame

R(F) =d ~ a fJz«. dx
203 o » (2n) 12 J,

Et \ TZ(x) <-

-0
1 Yo%
(vt. [&], I ptk., &5, p. 3), siis

R(f> = 7(§n‘5'i2TiP'5_ f(2n)cn) 1xn>1 -

X
N&dide 28. Leida integraali — me— mmdx
-1 VI-x2
vaartus Mehleri valemiga, kui n * 4.

Valemist (31) saame, et
1 4 X



k~U3

Xi w —coe 21 | -7F .

Tabelis 41 on toodud vastavad arvutused* Sealt saame,

et

dx i « 3,977463
-1 WI-x2

Hinnates viga jaakliikme abil naeme, et
< 0,00002

Kui aga vorrelda tulemust 7-kohalise tédpse vastusega, siis

saadud tulemus ihtib.

Tabel 41.

i Xi
1 -coe gTT ~0,923 880 0,396 976
2 -cos Eir -0,382 683 0,682 029
3 -cos ?’1 0,382 683 1,466 213
4 -cos gll 0,923 880 2,519 045

X 5 5,064 263

2
4. Kvadratuurvalemld kaaluga e~x ja e€™*. Gaussi t

pi kvadratuurvaleml (1) vOib konstrueerida ka Idpmatute ra-
dad% jaoks* Seejuures on enam levinenud kaalufunktsioonidena
el ja xae~x (s> -1)* Esimene neist rahuldab kaalufunkt-
eioonide kohta toodud tingimusi kogu reaalteljel C-00»*00)»
teine aga poolteljel (0,8*). Vaatleme nende kvadratuurva-

lemite konstrueerimist lahemalt*
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Kogu reaalteljel (=<, +00) kaalufunkteiooni
p0) e« e"*2

korral mooduetavad ortogonaalsete polinoomide elieteemi
TiebdievL-Hermite*i polinoomid (vt. nait. [1], 1k. 421 - 422
voi  [31, 1k. 35-36)

. _ _2 .nx2
JHIG) - ((De
dx

Tema juured on aga kvadratuurvalemi

¢« 2 il
(32) J ek f(xX)dx 2 2 cif«xi>

-00 i»l
abeteissideke. Kordajate arvutamieeke saame

Z™atS/T

Kvadratuurvalem (32) on tépne, kui f(x) on ulimalt
(2n-1)-astme polinoom. Viimane n&htub ka jaakliikme avaldi-
sest

H(F) - 24(5;)if C2n)(-j)

Tabelis 42 on toodud kvadratuurvalemi (32) abstsis-
sid ja kordajad n vaartuste korral 1-6. Raamatus [4}, Ik.
201 on toodud nad kuni n»8 (incl.) 10 tivikohaga, aga
raamatus [3}, Ik. 126-127 kuni n =5 12 tivikohaga ja
n«=6,7,...,10 korral 9 tivikohaga. +0Q t2

Ndide 29. Leida integraali J B C coetdt
—00
vaartus, kui n - 5.

-X2
Et teisendada integraal kaalule e , vahetame muutu-

jat t my/~x
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Tabel 42

Xi ci
x1* 0 cl= 1,772453851
-x1* 0,707106781= x2 c”= 0,886226925 = c2
-x.,* 1,224744871= «x3 cN= 0,295408975 = c3
x2=0 c2* 1,181635901
-x"= 1,650680124 = x* = 0,0813128354 = c4
-x2= 0,524647623 = x3 = 0,804914090 = c3
-x4= 2,020182870 = x? = 0,0199532421 = c5
-x2= 0,958572465 = x4 c¢2= 0,393619323 = c4
x3= 0 c3= 0,945308720
-xn= 2,350604974 = x& c¢~= 0,00453000991= c6
-xp» 1,335849074 = x5 c2= 0,157067320 = c5
-x3= 0,436077412 = x™ c¢3= 0,724629595 = ¢
Seega +? +«» 2
e costdt = \f? je’Xx aBV~xdx *
-00 n -00
= vT " cNcos \f2*
i=1

Arvutuste tulemused on toodud tabelis 4-3* Saame
+00 t2

Je costdt Syjz2 = 1,52041
-00

Hinnates tulemust jaakliikme kaudu
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JRCEJi- VT (\/2)10 *» < 0,000083

ndeme, et viga el saa Uletada 9 viimase koha Uhikut.
Integraali téapne vaartus on
= 1,52035

Seega integraali vaartuse tCeline viga on ainult 6 viima-
se koha Uhikut.

Tabel 43
i - i v/an con\I2i? i CACOS /SxjA
1 -2,02018 -2,85697 -0,95977  0,019953 -0,01915
2 -0,95857 -1,35563 0,21351  0,393619  0,0840*
3 0- 0 1 0,945309  0,94531
4 0,95857 1,35563 0,21351 0,393619 0,08404
5 2,02018 2,85697  -0,95977 0,019953 -0,01915
1,07509
Poolteljel [o,+00) kaalufunktsiooni
p(x) « x8e~x (s> -1)

korral on ortogonaalsed TAebd3evfc-Laguerre™i polinoomid (vt.
nait. [LL, Ik. 419-420 voi [3], k. 36-37)

,M/ 8+M ~Xn

» J1 _
L$)(x) = (-1) x e d *

dx
Numbrilisel integreerimisel on eriline téhtsus erijuhtu-
mil s=0. Siis on kaalufunktsiooniks
p(x) = e~x

\
Jja kvadratuurvalemi vdib kirjutada kujul
22 - 169 -



Tema abstsissideks on TSeb0Sevi-Laguerre®i polinoomi 1M=7(x)

Juured* Kordajad saame arvutada valemist

c fro 2 -
1
Talemi (33) jaakliige
; o
R(F) =0 .- fC2n)(n) n>0)
@l - 1

Tabelis 44 on toodud kvadratuurvalemi (33) abstsis-
sid ja kordajad n vaartuste puhul 1-6. Sulgudesse on
seal margitud nullide arv peale koma, nditeks n=3 korral
c3» 0,(1)103 892 565 = 0,010 389 256 5. Raamatus 133], Ik.
128-131 on nad toodud kuni n * 15 (incl.) Kkaheteistkim-

ne tivikohaga.
Tabel 44 »

Xi ci
1 Xl “1 Cl “1
2 0,585 786 438 0,853 553 391
x2= 3,414 213 562 c2* 0,146 446 609
.3 xN* 0,415 774 .557 cl= 0,711 093 010
x2- 2,294 280 360 e2= 0,278 517 734
x3- 6, 289 945 083 c3- 0,(1)103 892 565
4 x1l« 0,322 547 690 aot 0,603 154 104
x2- 1,745 761 101 c» 0,357 418 692
x3- 4,536 620 297 c3= 0,(1)388 879 085

x4- 9,395 070 912 e4= 0,(3)539 294 706



x~w 0,263 560 320 0,521 755 611

x2* 1,413 403 059 0,398 666 811
x3« 3,596 425 771 0,(1)759 424 497
x4= 7,085 810 006 0,(2)361 175 868
x5»12,640 800 844 0,(4)233 699 724
>« 0,222 846 604 0,458 964 674

>2» 1,188 932 102 0,417 QD831

>3- 2,992 736 326 0,113 373 382

> - 5,775 143 569 0,(1)103 991 975
>6- 9,837 467 418 o5 0,(3)261 017 203
>6=15,982 873 981 0,(6)898 547 906

MNe& i d B 30. Leida integraali J'Ei%prStdt vaartus,
kui n = 4. ©

B A .
Vahetame muutujat t « ~x, siis
w 00 N

J e_2tcostdt = Vl\] €"xcos34xdx » % o .
o o i»l

Arvutused on toodqg tabelis 45. Seega
e_2tcostdt 2 0,40001

Hindame tulemust jaakliikme abil

2 a [/..n2
RN ¥ 000 - < 0,<S5to028 ,
2 «81
s.t* viga ei lUleta 3 viimase koha Uhikut*

Integraali tapne vaartus on 0,4. Seega tbeline viga ei

Uleta 1 viimase koha Uhikut.
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Tabel 45 e

i Xi AXi COoSXx/ ci c"cosJzsx®
1 0,32255 0,16127 0,98703 0,60317°4 0,59533
2 1,74576 0,87288 0,64262 0,357418 0,22968
3 4,53662 2,26831 -0,64232 0,038888 -0,02498
4 9,39507 4.,69754 -0,01485 0,000539 -0,00001

2 0,80002

&5. TBISI KVADRATUURVALEMEID.

1« Markovl kvadratuurvalemid. Eespool toodud konstant-
se kaaluga kvadratuurvalemitest on té&pseim Gaussi valem. Te-
ma abil saame tédpse tulemuse koigi Glimalt (2n-1)-astme po-
lunoomide korral. Selline tapsus saavutati seetOttu,4et ei
tehtud kitsendusi kordajate suuruse ega abstsieside asetuse
kohta integreerimisldigul. Paneme té&hele, et Gaussi valemi
abstsieside hulgas ei ole integreerimisldigu otspunkte.

A.A* Markov seadis Ulesandeks konstrueerida kvadratuur-
valemi , mis sailitaks voimalikult suurema tépsusastme, kuid
tema abstsieside seas oleks ka integreerimisldigu otspunkte.
Seejuures v@ib esineda 3 erijuhtu:

a) abstsiesiks fikseeritakse integraali alumine raja,

b) abstsiesiks fikseeritakse integraali ulemine raja,

c) abstsiesiks fikseeritakse integraali mélemad rajad*

Ulejaénud abstsissid ja kdik kordajad leitakse* Et Mar-

kovi valemite tuletamine on Usna analoogiline Gauesi valemi-
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te tuletamisega, eiie Uksikasjaliselt ae sel ei peatu. Osu-
tub, et kahel esimesel erijuhul saab nduda t&psust Glimalt
(2n-2)-astme polinoomide korral, viimasel juhul aga - (2n-3)-
astme polunoomi korral (vt. nait. J4}, Ik. 205).

Vottes integreerimisldiguks vOib Markovi

kvadratuurvalemit kirjutada aldkujul
1 n
(34) J FCOdx s 2:cif(xl) ,
-1 i<l
kus abstsissid x* ja xQ v@ivad olla fikseeritud, s.t.

omada vaartusi vaetavalt -1 ja 1. Vaatleme iga erijuh-

tu eraldi.

a) Fikseerime valemi (34) (heks abstsissiks
Osutub, et sel erijuhul kvadratuurvalemi (34) koOik abstsis-

eid (ka x1» -1) vdib leida kui polinoomi

Pn<x> Pn (-1) Py 4 V1 (o

Pn-1<*> Pn-1<"1>
Juured  (P1(x) - Legendre®i pollinoom). Tabelis 46 on toodu?
need juured n vaartuste puhul 1-5. Samas on ka kvadratuur-
valemi kordajad. Kuni n * 7 (incl.) on nad antud raamatu-
tes [33], Lk. 171 ja [4], [Ik. 211-212 seitsme tivikohaga.
Valemi jaakliikmeks on

R(F) « £Zn ?(gn—l) i f@n* )G , (16 n(6 1)

- 173 -



Il ab el 46

n
1 *1- -1 » 2
2 x1= <1 c™* 0,5
x2= 0,33333333 e2= 1,5
3 gz d* 0,22222222 = |
x2- -0,28989794 c2= 1,02497166
x3- 0,68989794 c3* 0,75280612
4 X1- <1 C1- 0,125 « 1
x2» -0,5753189 c2- 0,6576886
x3- 0,1810663 c3= 0,7763870
x4* 0,8228241 c4= 0,4409244
5 X14<<q cl- 0,08 « N
x2* -0,7204803 c2* 0,4462078
x3= -0,1671809 c3= 0,6236530
x4= 0,4463140 c4= 0,5627120
x5= 0,8857916 c5= 0,2874271
b) Teist erijuhtu me eraldi vaatlema ei hakka,sest lihtsa

muutuja vahetuse x = -t abil vlime taandada ta esimesele
erijuhule. Mainime, et muutujat ei ole vaja#vahetada, kui
muuta tabelis 46 indeksite jarjekord ja abstsiseide margid

vastupidiseks.

c) Olgu fikseeritud abstsissidena x1 = -1 ja >@n* le
Siis kvadratuurvalemi (34) abstsissid saadakse kui poliinoo-

mi
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Pn-1<*>  Pn-1('1) W 1> pn<x) - Pn_2(x)

Pn - 2 Pn-2(°17 Pn-2~
Juured (ka -1 Ja 1 on nende hulgas). Tabelis 47 on too-
dud nad koos kordajatega n vaartuste korral 2-8. Kuni
n =17 (incl.) vOib saada neid raamatust [3], k. 173-176
kaheksa tivikohaga.

Antud erijuhul on kvadratuurvalemi jaakliikmeks
22n-4 n

R(F) f(2n~2)(4) 1% 1)
(2n-1) [(@n-3)I1]

Markovi kvadratuurvalemite kaks esimest erijuhtu anna-

vad 10igu keskpunkti suhtes ebaslimmeetrilised valemid, vii-

mane aga sUmmeetrilise valemi.

Tabel 47

n xi ci
2 _*x1g 1 = x2 cl=1 *¢2 |
3 -x1* 1 =x C1 = J <<c3
x2=0 c2=5
4 m*1* 1 - *4 ci= Z = C4
-x2= 0,44721360 * x» c2=1 <<c3
5 -x1=1 - x5 cl=i7) = ¢c5
-x2= 0,65465367 * x" c2= 55 ¢ o
XN* 0

c3" 53



“* 1 =>0 a* A <G
>2- 0,76505532 * X @» 0,37847496 m

>3» 0,28523152 * ¥ A3B0,55485837 Ly

“»le 1 1M = &
><2= 0,83022390 = > = 0,27682605 = &
>3= 0,46884879 = X = 0,43174538 m(Cj

d= 0,48761905

B
>2* 0,87174015 « X/ a@* 0,21070423 » Oy
>6

>3= 0,59170018 * = 0,34112268 a 0Og
>d4* 0,20929922 » c.= 0,41245881 = c

Ma&rkus : Simmeetriline Markovi valem uhtib n - 2
korral trapetsvalemiga ja n s 3 korral Simpsoni valemiga.
Ebasimmeetrilisi Markovi valemeid n ml korral nimetatakse
ka ristkilikvaleraeiks: esimesel erijuhul - vasakpoolne rist-
kilikvalem, teise:) erijuhul - parempoolne ristkilikvalem.

Integraali Jf(t)dt arvutamiseks Markovi valemi abil
a

tuleb vahetada muutujat

mis teisendab integraali I6igule [-1*1])e
1
Nadide 31. Leida integraali J , fi*_ ligikaudne
Ol + X

vaartus Markovi valemiga (erijuhul b) ja c¢)) vidttes n=4.
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Et teisendada integraal Idigule

da muutuja vahetus

x-At+hb

Seega

J'rftf- { TTY *

rn;

i-1

tuleb teosta-

Erijahule b) vastavad arvutused on toodud tabelis 48.

Seega

j r-tef S 0,6931«

o

Vorreldes tépse tulemusega In 2,

Erijuhule c¢) vaetavad arvutused on antud

i 4 3«-ti
1 -0,822824 2,177176
2 -0,181066 2,818934
3 0,575319 3,575319
4 1 4
Saame
1
/ « 0,69318

on viga 4.10~6«

Tabel 48

) ci
Ci 3+ tt
0,440924  0,202521
0,776387  0,275419
0,657689 0,183953
: 0,031250
7 0,693143

Vorreldes tapse tulemusega on viga 3.10° .

23 - 177 -
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Tabel 49

i *j 3+ tt ci 3 fl

1 -1 2 3 0,083333
2 -0,447214 2,552786 A 0,326441
3 0,447214 3,447214 y4 0,241741
4 1 4 E . 0,041667

Z 0,693182

2. Eulerl-Maclaurtnl valem. Vaatleme integraali

ath
J f(x)dx
a
leidmist, kui f(x) on killaldane arv kordi diferenteeeruv

funktsioon. Vahetades muutujat
X =a+ ht ,
saame

a+h j 1
J f(x)dx =h J f(a + ht)dt « h fF(t)dt «
a 0 o

Peale ositi integreerimist ja mdningaid teisendusi saame

viimasest:

1 11

JP(tydt = tr(t) -] tFt)dt *
0 0 0

1 1 j
- P(1) - JtP*(t)dt = P(1) - h Jp»(t)dt - 3(’: - 30F4t)dt
o 0 0
1
« £P(0) + H(1) - J(t - MNP (D)dt
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Kake eaimeet liget saadud tulemuses annavad trapets-
valemi, viimane liige aga tema paranduse. Integreerime pa-

randusliiget ositi ja teisendame tedai

J(t - 10P*(t)dt = fo(2- t)F*(tif - NI(t2- DF()dt =
« < Wi ORIt - - %' (- t + HP(Ddt -

- 1 jFe(i)dtj « - Xj (€2- t + £)F-(t)dt 4 tj[p40 - P (0)] -
0 0

Teisenduse eesmargiks on saada integraali alla sulgu-
desse nn. Bernoulli polinoom (vt. ndit. [4j, lk. 222).

Jétkates ositi integreerimist ja teisendamist vCime in-
tegraali méargi alt v&lja tuua jarjest uusi liikmeid. Kokku-
vOttes saame

1
Jp(t)dt = JPO) + BPM) - Te[*0) - P'(0)J +

(o]
+— I'p*@ - ?""(0)l — — Tpv0 )-PV(O)I + ...
720 Lp W ( ?J 30240 Lp J
Kinnes tagasi eelmisele muutujale voOime kirjutada
a+h 2
J fodx > |[f(a) + f(a + h)] - @+ h) - f*@J +
a
+ 720 +h) ~ 2%" ()] <<T70240 ffv~a + h) " f7(@)J+ =
VoI
ath
I f(x)dx =~ [f(a) + f(a + h)j -
a
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- f [fC2ii)(@, h). fc2i-D(a)] +R ,
tn i) -

kus on Bernoulli arvud (vt. nait. [0, [Ik. 220) ja
R2r - jéakliige.
Alljéargnevalt toome Bernoulli arvud kuni k= 12:

Bo - 1; Bl «-1fg B2 «\\ B4 =-3"; b6 -~

B * 691
ZITb *

1 » 5.
8 * “3%; 10 557 12

Bj =B «By =Bg « B~ mO .

Kui jagada 181k [a, bj n oealbiguke [a, a + hj,
[2+h, ae 2hd, ... ,[a+ (n-Dh, a + nhj, kue h *
ja rakendada saadud valemit igale osaldigule eraldi ning
I16puks tulemused summeerida, siis eaame

b
JFC)dx - h(fc FOe fi ¢ f2 + eee ¢ Vi + * fn> "
n

(35) r 21

kus = f(Xj) = f(a + ih). Kui 18igul [a,bj eksisteerib
funktsiooni f(x) (2r+2)-jarku pidev tuletis, siis v0lib

jaakliikmele anda kuju (vt. nait. [3], lk. 216)

»r - - *»2r+3 ~2r+2) (D)
kus aii4b.

Valemit (35) nimetatakse Eulerl-Maclaurini valemiks
Ta kujutab endast Uldistatud trapetevalemi uldistust. Liik
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er—;jl——— ff(2r 1\b) - f(2r‘1)(a)7- on viimase parandus-
liikmed*

Peab aga mainima, et luleri-Maclaurini valem iga funkt-
siooni  f(x) Ja sammu h korral ei koondu, sest suuremate
inteksitega Bernoulli arvud kaevavad kiiresti.Vaatamata sel-
lele puudusele kasutatakse teda arvutustes lsna tihti, eriti
miis, kui esimesed parandusliikmed kiiresti véhenevad.

Euleri-Maclaurini valemit kasutatakse ka summeerimisel.

Selleks anname valemile (35) kuju:
n X

““B | F>dx + *[f(xo> + f(xn)] +
x0

k-0
(36) R h2l-1 _
* Z rranipocto@-14 > - " @l-)cv -V
i*l
kus h * X s

Buleri-Maclaurini valemist jareldub, et perioodiliste
funktsioonide integreerimiseks perioodiga b - a on tra-
petsvalem kdige sobivam. Tdepoolest, sest siis T(2n "™)(b)=
= fA2r~~(a) ja trapetsvalemi parandusliikmed on nullid.

Peale selle fo* fn ning seetdttu vdime kirjutada tra-

petsvalemi kujul:
b Y
@D J Ff(x)dx = h(t0* tA+ f2+ ... + fn-1) + RO ,



=
Nadaide 32 . Leida integraali Jt+sfnf yaartus
trapetsvalemi abil véttes h » A~ * 30< Tr

Valemi (37) pohjal
esd i
-V 1.0 1
Vastavad arvutused on toodud tabelis 50. Integraali téap-

ne vaartus on
(3 - 2v3) - 0,972012

Tabel 50
i Xi sinx? 2 + einx® sinx.”
2 + sing”
0 -180< 0 2,000 000 0
1 -150< -0,500 000 1,500 000 -0,333 333
2 -120= -0,866 025 1,133 975 -0,763 707
3 - = -1,000 000 1,000 000 -1,000 000
-4 ~ 50 -0,866 025 1,133 975 -0,763 707
5 -30< -0,500 000 1,500 000 -0,333 333
6 0 0 2,000 000 0
7 K g 0,500 000 2,500 000 0,200 000
8 'OOO 0,866 025 2,866 025 0,302 169
9 900 1,000 000 3,000 000 0,333 333
10 120= 0,866 025 2,866 025 0,302 169
1 150 0,500 000 2,500 000 0,200 000
S -1,856 409
N
Nadaide 33 . Leida integraali | vaartus tép”
o

susega 0,5.10_5
Valime n = 4. Siis tabelisamm h = j ja valemist
(35) saame
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§1(x)dx « fO) + f() + () + £(Q) + “
o]

B
"~ 7 [f'<1l) - f'Co)] -~T~ [~"(@) -f"“(0)] -
kus f(x) m e Arvutame parandusliikmed.
t*w) - - &Iékr: , (1) --r , f«(0) =-1 Ja

K ~ \t"(1) - F*(0)1 - — ——— 1 = 2"8 * 0,003 906 ;
4.21 L J 6.32

f-W -- Q@4 . f'0) -tz > f-Cco) = - 31

Ja i tmfh(0 *'40)] =- 3 3] —x- 215+
4 &1 30.4 *41

51
- - 0,00%031 ning fv00 =-~- T f fVO)» - Ff ,

fY(0) - - 5. Ja JTA- [FTCO * 3G R g E -

- 2“20 - 0,000 oOO1 .

Ilmeelt kolmas paranduslijge meie tépsusele enam mgju
ei avalda. Funktsiooni vaartused on arvutatud tabelis 51.

Seega
1

J *Jz* 0008 96 +0,000 BL =063 15 .
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X1 fxi> mrrng;
0 0 1 1,000 Q@D 0,500 A
1 1/4 5/4 0,800 A 0,800 a»
2 1/2 3/2 0,666 667 0,666 667
3 3/4 7/4 0,571 429 0,571 429
4 "1 2 0,500 A 0,250 A
2,788 096
dide 34. Leida BamrA tépsusega 0,5.10
k-10 2
Antud juhul xQ= 10, *n*><» 1, f(xX) -\ ja
valemi (36) pdhjal
00 o B,
*«10 * 10* 10* 2t 100 41 1C
B6 . .
Antud tapsuaele parandueliige .- iImselt enam mGju
ei avalda.
Arvutades saame:
00 00
I dx 0.1
10
* 1 0,005
r- = 0,000 166 7
10" 6.10J
B
30.10
— - 0,105 166
k=10 *<
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3» _Diferentsidega kvadratuurvalemeld« Kui integraali-
alune funktsioon f(x) asendada mingi konstantse tabelisam-
muga interpolatsioonipoliinoomiga, siis integreerides saame
kvadratuurvaleml, mis sisaldab funktsiooni f(x) diferent-
se* Naiteks asendades Newtoni | interpolatsioonipolinoomi-
ga

f(x) -T(a + th) s fQ+ tfQ"5 + f2 + ...+

+ tCt-0 ... it -n 1) fn
nl n/2

ja integreerides Idigul [a,a + h] saame

a+h n
/ - h<fo ¢ 2 v k/2™
a k-1
kus
(38) 1n- f dt
b
Vottes ¥ =1 vdib kirjutada:
ath n_
J f(x)dx S h ~ Vk/2 *
a k=0
Kordajad voib arvutada valemist (38)

Vo oI» LI* % 12¢ *7T2 » BUK V. " 723 »V T50 1

863 T 275 r 33953 T_ 57281
L6= " 60480 * *7" AT * " ©©3628000 » H 7257600 *
Kirjutades Newtoni 1 interpolatsioonivalemi valja sol-

me X1 = a + h suhtes Ja integreerides l6igul [a + h, a+2n]

saame
i+2h n
J fC)dx £ h ~ VIJk/2 *
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Analoogiliselt edasi teinides jGuame 18puks
a+nh n

/ rh2 Vn-1#fr -
a+(n-Dh k-0
Summeerides tulemused ja kasutades diferentside omadust
n
AT-k .k-1 -k-1 aDama
.1 *fn+0,5 ““f0,5 * saam0
i<l
a+nh
/ "00«** * p[kotV f2- ... + fn.l+ Ufn +
a

+ **2/1+40,5 “ fONSN + AN+l Y D+ ANMN+154F1 5N eH]

Viimast valemit nimetatakse Laplace»! kvadratuurvalemika.
Teda on vdimalik kasutada ainult siis, kui on teada funktsi-
ooni vaartusi ka véaljaspool I0iku [a,atnh] (vajalikud dife-
rentside aryut:amise8)» Alati seda vdimalust ei ole.
Toimime siis jargmiselt. Interpolatsioonipoliinoomide véalja-
kirjutamisel liigume eemalt diagonaalselt alla kuni &&rmise
diferentsini, seejérel diagonaalselt ules (vt. Fraserl skeem,
I ptk*, 83, p. 3). Kuue sdlme korral on liikumine toodud
tabelis 52.

Integreerides neid interpolatsioonipolinoome vastavatel
osaldikudel ja summeerides tulemused, jBuame Gregory kvadra-
taurvalemini (vt. nait. [I], k. 297)

at+nh
J f(x)dx S hpzfo+ f1+ f2+ ... + fn-1+ 5 +
a
+ L2(fn-0,5 “ " L3(fn-1+ & + L4(fn-1,5 "

*V fn-2 + @ + 7] *
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Tabel 52

Xz fi J *9 "{
X0
"Sol»

Xot b i
Xgt 2h £2

_ A
X + 3h £2

P -1

X" Ah
Xgt Sh ¢5

Kui Gregory kvadratuurvalemis arvestada liikmeid kuni
n-jarkm (incl.) diferentsini, siis langeb ta Uhte n+l
s6lmega kinnist tulpi Newtoni-Cotesi kvadratuurvalemiga. Tde-
poolest, toimub je kogu aeg lhe ja sama interpolatsioonipeli-
noomi (ehitatud sGlmedele a, a+h, .ee a + nh) integreeri-

mine .
Gregory valemi oleksime vdinud tuletada ka Euleri-Maclau“®

rini valemist, kui viimases tuletised asendada numbrilise di-

ferentseerimise valemitega (vt* nait. [33 I1k. 226-227).
Lahendades funktsiooni f(x) Newtoni Il interpolatsioo-

nipolinoomiga, saame nn. Adamsi ekstrapolatsioonivalemi. Osa-

16igul [a-h, aj:

] Tk - e Adickdz)
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kus

Vo 1» A A" T2 A3“ 5% AKT725* ab* 255’
.1 5257 . 1070017 . 2082753
\Y, ﬁ?ﬁ& Y T7255» Ac* 3528855 A9A 71S7SO0
ja kogu ldigul [a- nh, aj:

a
J f(x)dx r fA+1+ ...+ F_,+ KO+ 12(F_o% -
a-nh

“<f-n-0,5" + A372-17"F4-1> + AANMF-1,5 ~ F-n-1,57 * *ex] *

Analoogilised valemid T&8b tuletada ka Stirlingi ja Bes-
seli interpolatsioonipolinoomide integreerimisel. K@igi nende
valemite (ezol. Gregory vales) puuduseks on asjaolu, et nad
nbuavad funktsiooni vaartusi valjastpoolt vaadeldavat 1diku.

Besseli interpolateioonlpoltlnoomi integreerimisel saame

a+h n
/ f(x)dx . h X Vvs
a k»0
ja
atnh __
J)IKs h[1s2for  for ...+ Fn_1+ 1/2F>+
fo>+VvV fn-d + - ] -
kus
\Y 1» B " T2 » B2e 725 » B3=" » V Ik &6 -

Stirlingi Interpolatsloonlpolinoomist saame

a+h/2 n
Jf(x)ax * h2,skff
a-h/2 k*0
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a+(n-1/2)h
GTFOOAI Sh[F ¢ F +F + ... ¢t n*
L

a-h/2
+ S1(fn-0,5 “*f-0,5" + S2(fn-0,5 ““f-0,5" + ***J »
kus
v 1>V »82= " 57" »V 967S"6 7V " bbb

KCiki eespool toodud kvadratuurvalemeid vffib kasutada
nil numbriliseks Integreerimiseks kui ka summeerimiseks. Eri-
ti laia kasutuspinda on diferentsidega kvadratuurvalemid (dI-
ferentsvalemid) leidnud aga diferentsiaalvdrrandite numbrili-
sel integreerimisel.

1
Naide 35 . Leida integraali J ligikaudne

vaartus kasutades Gregory valemit tabeliSammuga O0,1.

Teostame arvutused 6 kufimendkohaga. Funktsiooni vaartu-
sed ja diferentsskeem on toodud tabelis 53. Arvestades dife-
rentsskeemi omadusi vdime Oigeteks lugeda diferentse kuni

kuuenda jarguni. Seega
1

J 1+x “*= mld **2NQ 50,50 “<**370 + ) +
o

+ L4~F835 7 fl N ““L5(f8+ + L6~ >~ F2%N“L7AMf6 + T*P]»

kus
N« MFQ 4 + 2 + eee + O+ "N-jo *

Arvutades saameS



© 00 N o o1 A W N P O

[
o

21 - 6,937 715

“f0 A « - 5 383

ly(4 - g5 XK 753

Lanfenst=f1 A S 79
b<4 *n > a
L6<f7 > =f2 A 4
ol dms > au 2
1 6,031 473
. I
dx
Tabel 53
* 1
Xi X% ficTnE) 4 » A A JI
0 1  1,000000
-90909
0,1 1.1  0,909091 15151
75758 -3495
0,2 1,2 0,833333 11656 996
64102 -2799 328
0.3 1»3 0,769231 9157 668 117
54945 -1831 211
0.4 1,4 0,714286 7326 457 78
47619 -1374 -133
0,5 1,5 0,666667 5952 324 43
-41667 1050 - 90
0,6 1,6 <0,625000 4902 234 25
-36765 -816 -65
0,7 1.7 0,588235 4086 169 28
32679 -647 _37
0,8 1,8 0,555556 3439 132
29240 -515
0,9 1,9 0,526316 2924
-26316

1 2 0,500000

6,937715
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8§ 6. KVADRATUURVALEMITE RAKENDUSI.

1» gératute integraalide arvutamine. Vaga tihti vdib ar-
vutuspraktika8 kohata tlesandeid, kus tuleb leida paratute
integraalide vaart"asi* Seejuuies vbivad nad olla kae IGpmatu-
te rajadega vOi 10plike rajadega, kuid isedraste punktidega
integreerimi8piirkonnase

Vaatleme eemalt ldpmatute rajadega Baratuid integraale.
Hende arvutamist kaalufunktsioonide e 1 ja e“* abil
vaatlesin* juba Gaussi tulpi valemite juures* Toome veel mG-

ningad erivotted, mille abil vdib arvutada paratute integraa-
lide ligikaudseid vaartusi.

Eeldame, et vaadetdav integraal koondub ja Uks rajadest
on I6plik. Kui viimane ndue ei ole tdidetud, siis vBime seda

saavutada kaheks integraaliks lahutamise teel, ndit.

a

Uhe I6pliku rajaga paratut integraali on aga alati vdi-
malik teisendada sobiva muutuj a vahetuse
abil kas Ioplike rajadega paratuks integraaliks vOi isegi ha-

rilikuks integraaliks, nait*

Lopmatute rajadega paratu integraali vOib ka lahu-
tada kaheke 1i"tegraalike A

nii, et teine integraal on tunduvalt vaiksem arvutatava inte-

- 191



graali nfutavast tapsusest* Siis loetakse teatud tédpsuse pii-

rides 5= b
J f(x)dx F(x)dx -

a
*

Viimase Jargi arvutamisel toimitakse tavaliselt jargmi-

selt* Valitakee ette samm h ja arvutatakse osaintegraalide

a+h a+2h a+3h
J f(x)dx , Jj fO)dx , J* f(x)dx jne.
a ath at+2h

[e]e)

vaartused mingi kvadratuurvalemiga. Kui integraal Jf(x)dx
a
koondub, siis aiatee teatud osaintegraalist koigi jargmiste

osaintegraalide vaartused on vaiksemad etteantud arvust t *

Neid me aga enam ei arvesta. Integraali ff(x)dx vaartuse
a
saame osalntetgraalide liitmise teel. Peab aga mainima, et

niimoodi arvutatud integraali vaartuse headus s6ltub arvutaja
poolt valitud suurustest h ja £ e

Monikord on vdimalik ldpmatute rajadega paratu inte-
graal lahutada ka kaheks vdi enamaks v 6 r d -

seks integraaliks. Vaatleme seda jérgmiags naites.
dx
J e
"W+30

o

Lahutame ta kaheks integraaliks jargmiselt:
T dx r dx oy dx
J (@A+x)vx I (A+x) v? " {

Esimene integraal on 1dplike rajadega paratu integraal. Tei-

Naide 36 . Arvutada integraal

ses aga vahetame muutujat

X = £
Saame 00 o 1 1
f dx rr?2 r dt
Jj ) vwxi \ 1+ | 0+t)>/7
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Seega on esimene ja teine integraal vdrdsed ning
1

f d* 2 f dx
b 413> y/x & (1)

Viimase integraali arvutamist vaatleme jargmises ndites.

Loplike rajadega paratu integraali arvutamisel annab
soovitud tulemusi sageli ositi integreeri-
mine.

Ndide 37 e Arvutada eelmises ndites saadud integ-

raal*

Saadud integraal on I6plike rajadega paratu integraal,
sest isedraseks punktiks 1digul j on punkt x » 0* In-
tegreerime ositi, valides

dx
\f?

u3liln Ja dv

Saame

r 2w !
( - dx e 2V +
J () wT. X ?g

1+2f ———de.
I 0+x)

Viimases integraalis 18igul [o,I] 1isedrast punkti
enam ei ole ja teda vdib arvutada rais tahes kvadratuurvale-
miga.

Isedraste punktidega paratute integraalide arvutamiseks
kasutatakse vaga tihti isedrasuste valjaeraldamise meetodit.

Selleks on olemas kaks votet: multiplikatiivne ja aditiivne

vote
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Eultiplikatiivne vdte. Kirjutame
integreeritava funktsiooni F(x) kahe funktsiooni p(x) ja
f(x) korrutisena

) = pCOf)
kue p(x) omab kdik F(x) isedrasused ja taidab kaalufunkt-

siooni ndudeid ning T(x) on pidev I6igul [a,bj. Siis
Freodx » fp(x)f(x)dx

ning kasutades kvadratuurvalemit kaaluga p(x) saane arvu-
tada integraali (ndit. Mehleri, kaaluga, e’1 v0i e“1 jt.

kvadratuurvalemite abil). *
1

Maide 38 « Arvutada integraal f —m
J

Funktsiooni?. -/1 on isedraseks punktiks l16igul
v/t=r
[-1,1J punkt x & 1. Esitame integraalialuse funktsiooni

kujul
1 1+x

ja vaatleme funktsiooni  1m. kui kaalufunktsiooni. Funkt-

sioon yT+x" on pidev 1digul jfELtl) ja Mehleri kvadratuur-

valemi (31) pbhjal saame

kue Xi mm-cos -j-- ™ . Valides n saame teostada arvutu-

sed.
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Aditiivne vite. Kirjutame integraali-
aluse funktsiooni f(x) kahe funktsiooni summana

7)) - () + 90
nii, et funktsioonil f(x) ei ole isedraeeid punkte 16igul
[a»h] ja ta on pidev, kuid g(x) omab kdik isedrasused ja

on tapselt integreeritav. Seega

b b b
J Foodx « J Foodx + J goodx
a a a

kus esimese integraali arvutame mingi kvadratuurvalemi abil,
teise aga integreerime tépselt integraalarvutuste meetodite-
L

K& i de 39. Arvutada integraal J In sinx dx
O
Funktsioonil In sinx on isedraseks punktiks ldigul

fo;@p punkt x = 0. Lahutades integraalialuse funktsiooni

kaheks

In sinx » + In x
ei ole esimesel neist - In~~ - isedrasusi ISigul [
ta on pidev, kuid teisel neist - In x - on isedraseks punk-

tiks x * O ja integraal temast on tépselt arvutatav:

Tl «
T
f Inxdx = x(Inx --1) -104 - O =
o
Integraali n
2
dx

/

a’vutame mis tahes kvadratuurvalemi abil (ndit. Gaussi vale-
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mi jargi). Seega ongi paratu integraali arvutamine taandatud

hariliku integraali arvutamisele.

2. Kordsete integraalide arvutamine. Matemaatilise
liisi kursusest on teada, et kordsete integraalide arvutamise
vOib labi viia Ohekordsete integraalide jarkjargulise arvuta-
mise teel. Seega Uheks lihtsamaks viisiks kordsete integraalide
numbrilise arvutamise valemi saamiseks on kvadratuurvalemite
korduv rakendamine. Vaatleae seda lahemalt kahekordsete inte-
graalide korral. Kahekordsete integraalide numbrilise arvuta-
mise valemeid nimetatakse kubatuurvalemlteks.

Olgu funktsioon f(x,y) pidev piirkonnas D» mida pii-
ravad kbverad y» fCx) ja y»"fCx) ning sirged x = a jJa
x = b (vt. joon. 5). Matemaatilise analulsi kursusest on
teada, et

a

Joon. 5.

Kui téhistada

siis

ana



Kasutades mis tahes kvadratuurvalemit vOib kirjutada

n
Jff(x,y)dxdy £ AIP(xi1) ,
D i-1
kus x" on eelle kvadratuurvalemi sdlmed ja - kordajad.
Omakorda
KO
1) = 1 f(xiLy)dy

vOib arvutada mingi kvadratuurvalemi abil

m

3-1
Kokkuvottes

n

@9 JIf(x,y)dxdy =2 L AiBj 1AM Xi»iG1r  »

D i=1 =1
kus AN ja on vastavate kvadratuurvalemite kordajad
ning x£ ja 7~ solmed.

Kubatuurvalemeid (39) vdib saada vaga mitmesuguseid
s6ltuvalt kasutdtavatest kvadratuurvalemitest. Nende puudu-
seks on see, et parema tédpsuse saamiseks tuleb funktsiooni
vaartusi arvutada killaltki paljudes punktides (ristkiliku-
lise piirkonna korral nm punktis).

On olemas ka spetsiaalseid kubatuurvalemeid (vt. nait.
£101 voi [141), kuid neil me l&hemalt ei peatu.

Ulaltoodud arutelu véib iildistada n-kordsete integraa-
lide arvutamiseks. Muidugi siis punktide arv kasvab tundu-

valt, mis vOib viia arvutustéd mahu vaga suureks.
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Vaikese punktide arvu korral aga kannatab t&psus* See-
tottu on viimasel ajal n-kordsete integraalide arvutamisel
laialdast kasutamist leidnud tdendosusteooria ideedel pbhi-
nev Monte-Carlo meetod.

3. Simpsoni kubatuurvalem. Vaatleme lahemalt kubatuui

valemi saamist Simpsoni kvadratuurvalemiste
*Olgu esmalt antud integreerimispiirkond D ristkiliku-

na, mille kiljed on paralleelsed koordinaattelgedega (vt.

joon. 6):
DM «x b, C*wy& d}.

Jagame kiljed kaheke

vordseks osaks ja tahistame

X* * a M- Cc+ K
> * a +2h*b VY ““oRk =d ,

kus h

Kokku saame 9 punkti 0»1»2» 3* 0yly2,

Arvutame integraali

JF(x,y)dxdy » J dx J f(x,y)dy

Tahistades

a
Foo = J Foxuydy
C
saamf Simpsoni valemiﬁt

/f(x,y)dxdy = £ P(x)dx rj[?(xQ) + 4P(x1) + P(x2)j
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u

*(*i) - J f(xi>y)d7 - jIF(xIty0) + 4F(x1,yl)+F(xi,y2)]
C

Kokkuvdttea saame Ft**)
M(x,y)dxdy w™ [*(*0>M0) + 4f(x0,yl) + f(x0,y2) +

+ 4f(xity0) + 16fCx1>yi) + 4Ff(xlty2) + f(x2,y0) +

+ 4f(x2>y1) + £(x2,y2)j

milda nimetatakse Simpsoni kubatuurvalemeiks. Funktsiooni
vaartuste kordajad selles valemis on antud geomeetrilise
pildina joonisel 7
Kui ristkuliku D mbdtmed
on kullalt suured, siis suurema
tapsuse saamiseks jagame piir-
0 ——m—me & 0 konna D osapiirkondadeks ja
rakendame Simpsoni kubatuurvale-
mit igale osapiirkonnale eraldi.
Iga osapiirkond tuleb aga Y
jagada veel neljaks vord- d
seks osaks eespool saadud - - -4 -
tulemuste rakendamiseks I | I
(joon. 8). Funktsiooni —h=—i- -
f(x,y) vaartusi tule4b ar- |
vutada kdige peenema jao- |~ |I
tuse sdlmpunktides. K
valides muutuja x o & £
suunas osajaotusi n ja Joon. 8.
muutuja Yy suunas m, on
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S6Impunktideks on jargmine punktide slsteem
* a+ ih a=0,1,2, ... ,2n)
¥ =b + jk (3=0, 1, 2, ... , 2m)
Summeerides osapiirkondadele rakendatud Simpsoni kuba-

tuurvalemeid, saame

- 2n  2m
@) WEoGy)dxdy » A 2 2 cijfXiLyjr »
D i«0 j*0
kus on maatriksi.(C vastavad elemendid
n 4 1 4 eee 2 4 1
/4 16 8 16 e-. 8 16 4
2 8 4 8 ee. 4 8 2
4 16 8 16 --- 8 16 4

2 8 4 8 e.. 4 8 2
4 16 8 16 e-.-. 8 16 4
\1 4 2 4 ... 2 4 1
Analoogiliselt vdib konstrueerida kubatuurvalemi mis ta-

hes kvadratuurvalemile* vdi nende kombinatsioonidele.
Kui piirkond D ei ole ristkiulik, siis tadiendame ta

ristkiulikuks v0i jagame ristkilikukujulisteke osapiirkonda-
deke. Esimesel juhul votame vaatluse alla abifunktsiooni,

mille defineerime jargmiselt:
ff(x,y) , kui punkt (G<.y.,)6 D

* (X.y) _{QO , kui punkt ({x"y.) e (R-DY

(vt. joon. 9). Seejuures

JJJf'f O, y)dxdy « IFt *(x,y)dxdy.
D R
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Peab aga markima, et sel-
line téiendamine vOib viia kul-
laltki suurte vigadeni, sest
f*(x,y) ei ole uldiselt pidev
(vdi pidevalt diferentseeruv).

Joonistades piirkonda D

Joon. 9. ristktilikukujulised capiirkon-
nad , tuleb meil osa vaadelda-
vast piirkonnast &ra "visata", mis suurendab ka integraali
viga (vt. joon. 10).

Viide 40. Leida

%J* dxdy, kus piirkond D on

ristkilik kilgedega x * 0,4,
x ml1,2, ym0,2, wy* 0,8.
Arvutamisel valida kummaski

suunas Baw 0,1.

Joonistame piirkonna D ja kanname sinna sGlmede vdr-
gu (joon. 11). Arvutuste lihtsustamiseks kasutame asjaolu,
et Uhel ja samal hori-
sontaaljoonel on vord-
sed kdik Yy vdaartused
- y™ ehk vertikaal-
joonel on vOrdsed x
vaartused - XM

Téhistades

Y = yO+ 4y~ 2y2L
+ D3+ DA+ A YO
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saame Simpeoni valemi (40) kirjutada kujul
//EIxdy =“qpC~Y + £-Y + Y + £-Y + F-Y + £-Y +

kus

xo X1 2 X3 4 5 6 *7 8

Sama tulemuse oleksime saanud kirjutades kahekordse in-

tegraali kujul .
20f ey ¢ 3 LLhay
D a «cC

Ja rakendades kummalegi integraalile eraldi Simpeoni valemit.
Tabel 54

. 1

> x1 X1

0 0,4 2,50000 2,50000 0,2 0,2
1 0,5 2,00000 8,00000 0,3 1,2
2 0,6 1,66667 3,33333 0,4 0,8
3 0,7 1,42857 5,71428 0,5 2,0
4 0,8 1,25000, 2,50000 0,6 1,2
5 0,9 1,11111  4,44444 0,7 2,8
6 1,0 1,00000 2,00000 0,8 0,8
7 1,1 0,90909 3,63636 Y 9,0
8 1,2 0,83333  0.83333

X 32,96174

Kasutades tabelis 54 toodud arvutusi, saame

[lx dxdy S . 32,96174.9 = 0,32962

Vorreldes integraali tépse vaartusega
0,3 In 3 = 0,32958,

on tulemuse viga 4.107°
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HASITjrrUSULESASUIEID .

Interpolatsiooniaeetod -«
l« Korrastada argumendi astmete jargi jargmiste tabeli-

tega maadratud interpolatsioonipolinoomid:

vy 2 12 147

X 0 -1 0,5 3

Yy 3,75 -11,48 1,33 26,76

2* Leida Aitkeni interpolateiooniprotsesei abil

a) f(), kui



b) f(5), kui

X 0 2 3 6 7 9

f(x) 658503 704969 729000 804357 830584 884736
¢) I (,16), kui

X 1,00 1,10 1,25 1,35 1,40 1,50

~+

N 1,0000 0,9513 0,9061 0,8912 10,8873 0,8862

d) eh 0,7, kui

X 0,50 0,58 0,65 0,75 0,84 0,93 1,00

shx 0,52110 0,61307 0,69675 0,82232 0,94233 1,06998 1,1752C

3» On antud funktsiooni sin x tabel tabelisammuga 1<.
Milline on maksimaalne viga, kui sin x vaartuste leidmisel
kasutame lineaarset, ruut- ja kuupinterpclatsiooni?

4. On kasutada kuuekohaline koosinusfunktsiooni tabel
tabelisammuga 0,001. [Itilline on lineaarse interpolatsiooni
abil leitud koosinuse véartuste vea Ulemm&&r?

5. Tabelis on esitatud ruutjuured arvudest 10,0; 10,1;

; 99,9; 100,0. Mitmekohalise (maks.) tabeli korral line-
aarse interpolatsiooni kasutamisel tekkiv viga ei Uleta (ht
viimase koha Uhikut?

6. Tabelis on esitatud loomuliku logaritmi véaartused
16igul [1»10] tabelisammuga 0,01. Mitmekohalise (maks.)
tabeli korral ruutinterpolatsiooni kasutamisel tekkiv viga

ei Uleta poolt viimase koha Uhikut?
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7« On tarvis koostada viiekohaline kuupjuurte vaartuste
tabel 16igul [100; 200]. Valida suuri* tabelisamm, mille
korral oleks kiullaldane lineaarse interpolatsiooni kasuta-
mine*

8. Kui tépselt saab arvutada interpolatsioonipolinoomi
abil |A05 kui on teada \B7, v~00, V~21 Ja \Ju4.

9%« Noutakse eksponentfunktsiooni ex ldhendamist poli-
noomiga I6igul [0;1] nii, et maksimaalne viga ei Uletaks
poolt neljanda kimnendkoha Uhikut. Mitmenda astme polinoom
tuleb valida, kui kasutame

a) Taylori polunoomi punktis x « 0,5;

b) Maclaurini polinoomi;

c) interpolatsioonipoliinoomi, kusjuures sdlmedeks on

T8ebdAevi polinoomi nullkohad«

10« Kirjutada valja k6ik vdimalikud 3« astme muutuva ta-
belisammuga Newtoni interpolatsioonipoliinoomi erikujudtielja
s6lme korral (8 erikuju).

11. Leida Newtoni interpolatsioonivalemi abil Ullesandes
1 antud tabelitega mddratud interpolatsioonipolinoomid.

12. Leida Uldistatud interpolatsioonipolinoom Jargmiste

andmete alusel:

a) b)
X 5o X1 X
Y o M »
¥ b yl
-2
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X

d)

z 0 1 X -1 0] 1
f(x) -1 -4 f(x) 1 3 5
f(x) -4 -1 f(x) 0 2 4
f«(x) 6 f-(x) 18

13. On antud tabel

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1.1 1,2

shx 0,5211 0,6367 0,7586 0,8881 1,0265 1,1752 1,3356 1,5095

Kasutades Interpolatsloonlvalemeld arvutada eh 0,53;

sh 0,95; sh 0,79; sh 1,15; sh 0,623 ja sh 0,862.

0,52 0,86782
0,60 0,82534 i i
0,68 0,77757 tabeli korral kasutades lineaarset
0,76  0,72484 interpolatsiooni?

0,84 0,66746

0,92 0,60582

1,00 0,54030

Hinnata tulemuste tapsust.

14* Antud on funktsiooni vaartuste tabel

Leida f(0,4), ¥(0,588),

f(x)
0,36 0,93590 . f(0,648), f(0,675), Tf(0,75) ja
0,44  0,90475 f(0,9). Millise tépsusega saab

leida funktsiooni vaartusi antud

15. Antud on el vaartuste tabel

X 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
ex 1,105171 1,221403 1,349859 1,491825 1,648721
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Arvutada e0*2", ja e0%*32. Kui t&pselt on vdimalik
neid arvutada antud tabeli korral?

16. Olgu antud funktsiooni Y= f(x) tabel tabelieammt
ga h ning vaadeldavas piirkonnas hinnangud

max {f2 | ~ "2 ja max || - /*3

Millise tapsuse annab siis lineaarne ja ruutinterpolatsioon?
17.4 On antud Besseli funktsiooni J{x) tabel

X 0] 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

cqjé 1,00000 0,99938 0,99750 0,99438 0,99002 0,98444

Millise tédpsuse saavutame lineaarse ja ruutinterpolatsiooni
kasutamisel? Arvutada JQ(0,04), Jq(0,12), Jq(0,125) ja
Jq(0,19). Leida x, kui JQ() = 0,99640, JD(x) = 0,99600
ja JO(x) = 0,99511.

18. Kasutades Ulesandes 13 toodud tabelit leida x, kui
sh x - 0,5290, sh x * 0,8223, sh x * 0,8814, sh x = 1,0000
sh x - 1,4052.

19. Kasutades poordinterpolatsiooni leida vdrrandi
X%~ 4x — 1 *=0 lahend, mis asub vahemikus (-1,0), tépsuse-
ga 1Q'5.

20. Kasutades poordinterpolatsiooni leida vorrandi
3x*+ 2xN - 9xc - 3x + 2 mO koik lahendid tapsusega ~ £ m)-t

21. On antud 1# liiki elliptilise integraali

f
*(<* 5 F) - /7 ====3=t==~" k = sin &
<»1) "TI ~ k*sin2” ( )

tabel:
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lOC)

o8

ed® 0,3493 0,3499
250 10,4367 0,4379
Leida F(06, y), kui a) ol* 2=, -2
b) ot- 15, vf . 24=;
c) - 2=, f - 22030*.
22. On antud 2. liiki elliptiliee integraali
f
/Ni - k2sin® df (k- ein<<0
0 %
tabel:
300 o 500
«50 0,7672 0,7549 0,7414
500 0,8483 0,8317 0,8134
550 0,9284 0,9068 0,8827
Leida E(<4,,f), kui a) * « 0=, y7* 0<;
" b) a, » 350, « B1<;
©) ob = 390, - .

Numbriline

seerimine

23. Kasutades
arvutada f7(0,4);
f"(0,6); *'(0,64)

24._ Kasutades
sh®0,65,

ja "

arvutada

tlesandes
7(0,6);

tlesandes
sh*0,66,

diferent-

14 toodud funktsiooni tabelit,
f40,9); f°(0,64); *»(0,67);
(0,67).

2 (¢) toodud
sh 0,70, sh"0,66 ja
- 208 -
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Hinnata tulemusi.

2*e Lisaks ulesandes 15 toodud ex tabelile on antud
veel:

X 0,6 0,7 0,8

ex 1,822119 2,013753 2,225541

Arvutada (ex)* Ja @©9un kui a) x « 0,18; b) x - 0,32;
c) x *0,36; d) x «0,40; e) x * 0,73 ja hinnata saadud
tulemuste tépsust.

26. Tuletada ralem t*(x") arvutamiseks, kui on antud
f(*0), ~Czl)i F(x2) ning hl » x1 - x0, h2 - x2 - x1.
Leida selle valemi jaakliige.

27« \rvut»da f"(0), f*0) ja f*(5), kui on antud
f(0) « -1, Ff(1) - 0 ning f(5) - 2.

28. On kasutada ulatuslik viiekohaline sin x vaartus-
te tabel (Ceran, CemeHgsieB, MATU3HAYHbIE MaTEM. TaG/ILibI)
Valida minimaalne tabelisamm, mille korral saab arvutada nel-

ja 0Oige kohaga sin x esimese tuletise vaartused*

Numbriline integreerimine.

29. Leida kvadratuurvalemi
b
J f(x)dx * Alf(a) +A2f(c) + A3f(b) (a<c<h)

-a
kordajad.

30. Leida kvadratuurvalemi
b
J f(x)dx £ ALF(x1) + A2f(x2) ¢ A3f(x3)

a
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kerdajad, kui x* m(i - )h, h m a -

31# Leida kaaluga -~ kvadratuurvalemi
1
f dl 2 Af(o) + BF(i) + cf(i)
) o &
kordajad A,B ja C. Kirjutada see valem valja integraali
w dl
Vx-a

arvutamiseks*

32* Leida kaaluga y/T trapetsvalenmi

1
N&(dx - afo) *Bf(1) + R
o
kordajad A ja E% ning jaakliige R. Kirjutada see valenm

valja integraali / ~x*&" dx arvutamiseks,
a

33* Leida TsebOAevi kvadratuurvalemi
1

J dx * AM(x1) + ~Cx2)]

kordaja A ja abstsissid x1, x2* Millise kuju omandab see

valem integraali J dx arvutamiseks,
a "x-a

34* TOestada, et iga pideva funktsiooni korral Simpsoni
valemiga antud summa laheneb md&dratud integraalile, kui
n-+o00 . 2

35. Arvutada integraal J -y trapets-, Simpsoni ja g -

valemi abil valides h =" e Hinnata tulemuste tépsust jaak-
liikmete abil ning %ﬁrrelda hinnanguid tegeliku tépsusega.

36* Arvutada f "T8ebdgevi ja Gaussi valemiga n=3
X

korral* Hinnata tulemuste tépsust jadkliiicmete abil ning vor-
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relda hinnanguid tegeliku tépsusega* n
37. Leida kvadratuurvalemite abil integraali JVI+ x2 dx
- u o
vaartus veaga mitte Ule 0,0005.

38. Leida integraali I - dz [ligikaudne véartus New-
0 1+x

toni-Cotesi valemi Jargi (nii kinnise kui ka lahtise) n=4

korral ja tema tdendoline viga (Runge meetodiga).
1,00
39. Arvutada trapetevalemi abil integraali g6f(x)dx
o,

ligikaudne vaartus ja selle tdendoline viga, kui funktsioon

f(xX) on sama, mis on antud Ulesandes 14.

o 40. Arvutada ?impsoni valemi jéargi integraalide

Tf()dx  ja i f()dx ligikaudsed vaartused ja nende
0,1

tdendolised vead, kui funktsioon Tf(x) on sama, mis on an-

0 =2

tud Ulesannetes 15 ja 25*
41. Kasutades kvadratuurvalemeid, arvutada integraalid:

1 e jF
F Jj b I Sip dx, o dx,
%33 b b 1#X
1 2
d) irfT7 dx. e) @20
42. Kasutades Gaussi tulpi kvadratuurvalemeid arvutade

paratud integraalid:

1 oo

1
i) T cosx
’ &> B ISk Q) il « &
00 % 00
d) /f"+’% * Jjfe"2x coe 2x dx e
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43. Arvutada Euleri-Maelaurini valemi abil Integraal

J tipsusega 10~*.
44. Leida Euleri-Maclaurini valemi abil summad:
n 00 B
a) Mk** b) Jr, o 7 R+ 2x-1) «
k«1 k«10 ~ k-1

45. Kasutades Euleri-Maclaurini valemit, arvutada tép-
susega -% 10 : -5

a) 1In3 ;

b 15" 877 7t 4 3575 6 eee £ 40PN T

46. Kasutades kvadratuurvalemeid, arvutada integraalid
jargmistest perioodilistest funktsioonidest:

H 7
a) f @+ cos x)dx , Db sin2xdx e
- o »
47. Taandada paratu integraali J ~ dx arvutamine

tavalise integraali arvutamisele.

48. Arvutada jargmised paratud integraalid:

1 d 1
X -
. * b)
T/4
X dx
In tan. x dx
C% 0+x) \/1-x" d) %
49. Arvutada kahekordne integraal
al
cos xy dx dy ,
co

kasutades kummaski suunas Simpsoni valemit 5 punktiga.
50. Arvutada kahekordne integraal JJ ~ dx dy, kus
© vy



D on ristkulik” , kasutades Simpsoni valemit

1L

Y

4, ms 5 korral.
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