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I. I K T E R P Q L A T S I O O N I M E E T O D .

Uuritavate funktsioonide lähendamisel lihtsamate funkt
sioonidega on oluline tähtsus paljudes arvutusmatemaatika 
küsimustes* Tooksime selle kohta mõned näited.

Kui meil on kasutada mingi funktsiooni väärtuste tabel, 
siis funktsiooni väärtuse leidmiseks tabelis mitteantud ko
hal lähendatakse teda mingi lihtsama funktsiooniga (näit. 
lineaarse või kõrgema astme polünoomiga) ning arvutatakse 
viimase väärtus* Keerukamate integraalide arvutamiseks lä- 
hendatakse integreeritav funktsioon lihtsama funktsiooniga 
(näit. polünoomiga) ja integreeritakse see.

funktsioonide lähendamist kasutatakse väga laialt ka 
elektronarvutites. Juba selliste tuntud funktsioonide*nagu ' 
ex, ln x, sin x, arctan x jms* väärtused arvutatakse Kui 
neid lähendavate polünoomide või ratsionaalfunktsioonide 
väärtused.

Funktsioonide lähendamisele tuginevad ka paljud dife
rentsiaal- ja integraalvõrrandite ligikaudse lahendamise 
meetodid.

Et leida antud funktsioonile f(x) lähendfunktsioo- 
ni ф ( х ) ,  valitakse teatav funktsioonide klass, mille hul
gast teda otsitakse. Nendeks võivad olla näiteks astmefunk^
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sioonid, trigonomeetrilised funktsioonid, ratsionaalfunktsi- 
oonid, eksponentfunktsioonid jt*

Tavaliselt otsitakse lähendfunktsiooni kujul
n

Ф  Cx) - y . C b i v W  » 
k-o

kus ^oG0» ‘Д О О »  •••» / n(x) on antud funktsioonid 
ja c#, ĉ , cn - nende kordajad (konetandid). Korda
jad leitakse teatud tingimustest lähendfunktsiooni
ф ( У ) kohta (näiteks f(x) ja ф  (x) väärtused ühtivad 
teatüd punktides, *00 Ф  (*) erinevus on teatud lõi
gul minimaalne jms.). Sõltuvalt püstitatud tingimustest ф ( х )  

kohta võime saada erinevaid lähendusmeetodeid*
Kõige lihtsamaks funktsioonide lähendamise meetodiks on 

interpolatsioonimeetod* Sel juhul antakse ette n + 1 punk
ti - mi. interpolatsioonisõlmed - xQ, x1, x2, . .*, xn ja 
funktsiooni f (x) väärtused neis* Interpolatsioonltingimus- 
tena nõutakse, et lähendfunktsiooni ф  (x) ja antud funkt- 
siooni f(x) väärtused interpolatsioonisõlmedes ühtiksid:

^  (xt) * f(x^) (i » 0,1,2, . • • ,n)*

Geemeetriliaelt see tähendab kõvera у»^э(х) leidmist, 
mis läbib etteantud n + 1> punkti ^ ( x ^ y ^  (vt. joon. 1).

Interpolatsioonitingimused kujutavad enesest lineaarset 
võrrandisüsteemi lähendfunktsiooni kordajate leidmiseks*
Himetatud võrrandisüsteemi otsene lahendamine on aga küllalt
ki tülikae, seepärast kasutatakse enamasti interpolatsiooni- 
funktsiooni ф  (x) leidmiseks kaudseid võtteid.



Käesolevas peatükis vaatleme lähemalt Interpoleerimist} 
kui valida funktsioonideks astmefunktsioonid x^ .

Vt

x
4

Jeon. 1.

§1. LA GRAB GB • i IHTERPOLATSI ООН I VALEM,

1. Lagrange*1 interpolatsioonipolünoom* Olgu antud 
n + 1 erinevat interpolatsioonisõlme x0> x^ , *.*, Хд 
ning funktsiooni f(x) väärtused nendes punktides f(x0),
f (x.j)» •••»

Interpolatsioonipolünoomi

kordajad tuleb leida interpolatsioonitingimuetest

On võimalik otseselt veenduda, et tingimustest (1) saada
va lineaarse võrrandisüsteemi (n + 1 võrrandit n 1 
tundmatuga) determinant ei võrdu nulliga (vt. näit* [l] ,

n

k=0

(1) Pn(xt) - f(xt) (i - 0,1,21,2, • • • ,n).
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lk. 85)* Süsteemi lahendamise teel võime leida kordajad ô . 
Järgnevas aga kasutame interpolatsioonipolünoomi leidmiseks 
kaudset, kuid mõnevõrra lihtsamat teed« Sel korral on suh- 
telieelt lihtne tõastada ka tingimustega (1 ) määratud n- 
astme interpolatsioonipolünoomi olemasolu ja ainsust* 

Kirjutame välja n-astme polünoomi kujul 

(*> . ±
i ? o <xi"xo> * * • ̂ i^i-i > (xi"xi + i ^ * i " S >

r

Lihtne on veenduda, et see polünoom rahuldab interpolatsioo- 
nitingimusi (1) (veendudal). Seega näeme, et eespool esi
tatud tingimustel interpolatsioonipolünoom eksisteerib* Ku
jul (2) kirjutatud interpolatsioonipolünoomi nimetatakse 
Lagrange *i interpolatsioonipolunoomlks.

Näitame, et valemiga (2) antud interpolatsioonipolü- 
noom on ainus ülimalt n-astme polünoom, mis rahuldab tin
gimusi (1). Oletame vastuväitelieelt, et leidub veel tei
ne n-astme polünoom Qn00 / pn(x)» ais rahuldab- interpo- 
latsioonitingimusi, s.t.

(i * 0,1 ,«• • ,n).
Siis vahe

Pn(x) " Qn(x)
on ülimalt n-astme polünoom, mis rahuldab tingimusi

Pn^xî  “ ^n^xî  “ ® (i “ 0,1,.*.,n), 
e.t. temal on n + 1 erinevat nullkohta, mis on vastuolus
algebra põhiteoreemiga (nullist erineval n-astme polünoo- 
eil on ülimalt n nullkohta)*

v



Seega on interpelatsioonipolünoom tingimustega (1) 
üheselt määratud* Hiljem esitame ta küll ka teistes kujudes, 
kuid nad kujutavad endast ikka sama interpolatsioonipolünoo- 
mi.

N ä i d e  1 • Leida Lagrange'i interpolatsioonipo
lünoom järgmiste andmete järgi:

X -t 0 1 3 5

f(x) 4 -5 -6 -32 70

Antud näite korral n « 4 ja valemi (2) abil leiame:

■ «ФЖШ-ц - -
-

- x4 - 5x3 + Зх2 - 5 .

Tihti antakse Lagrange*i interpolatsioonipolünooaile (2) 
mõnevõrra lühem kuju, tuues sisse tähistuse

- Cx-x0)(x-x1)...(x-xn) .
Siis

w'n+i(*i) - (xi-3c0)Cxi-x1)..*(xi-xli.i)(xi-xl+1)...(xl-xn) 

ning valem (2) omandab kuju
f(xt)

O) p „ W  ■

Punktsieoni väärtuse arvutamiseks selle valemiga kohal x / x̂
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võib sooritada arvutusskeemi, mis on toodud tabelis 1#
T a b e l  1 •

xi xi- Xу  1 ^ 4 Di f  ( x ± ) f (Xj)^ 
> ^ i

xo xo“x1 X0'X2 • • • xo"xn Do

r\Окv-/ f<xo>:Do

X1 X1" xo x "X1 X1”X2 • e • xl"xn D1 t  C^) f(x1):D1

x2 x2“xo x2'x1 x ~x2 ee« x2“xn °2 f (x2) * (Xg)*^

xn ^ 0 V * i ee* x - ^ Dn fCxn) f(xn):V«

^n+ 1 (x> 2 -

Kirjutuste lihtsustamiseks on seal kasutatud sümbolit 

D4 - (X -
3® n

i*0 ui

Märgime, et on samas reas olevate vahede korrutis.
N ä i d e  2 . Leida näites 1 toodud andmete järgi

f(2).
Arvutused on tabelis 2. Antud juhul x = 2 .
Valemi (3) järgi

f(2)^P4(2) - 18. (-0,9*4 44-4) - -17,0000.
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T a b e l  2 •

xi Xi * V i * J Di *0^ r(xi ) ^
^  Di

- 1 3 -1 -2 -4 -6 144 4 jj - 0,027 778

0 1 2 -1 -3 -5 -30 -5 £ - 0,166.667

1 2 1 • 1_ -2 -4 16 -6 - § » -0,375 000

3 4 3 2 1̂ -2 48 -32 - 1 = -0,666 667

5 6 5 4 2 ^3 -720 70 ‘- -0,097 222

C^5(x) - 18 - - 0,944 444

M ä r k u s  : Seda arvutusskeemi on otstarbekohane ka
sutada ainult siis, kui pole tarvis leida Interpolatsiooni
polünoomi. Antud juhul oleks võinud arvutada f(2) vahe
tult näites 1 leitud interpolatsioonipolünoomist•

Lagrange'i interpolatsioonipolünoomi kasutamine liht
sustub mõnevõrra juhul, kui interpolatsioonisõlmed asetse
vad võrdsete vahemike Järel , s.t.

— x̂  * h (i * 0,1 ,. • • ,n—1 ).

Suurust h nimetatakse tabelisammuks. Tähistades

saame
x * хл + th о



ning interpolatsioonisõlaed avalduvad kujul

* x0 ♦ ih (1 ■ 0,1,...,n) .

Asendades need valemisse (3) saame peale lihtsaid teisen
dusi (läbi teha!)

(♦> pnc*) - pD( v th) - n:i - z L  t - 1 -  •
i*0

kus
6<̂ n+1(t) - t(t - 1) ... (t - n).

Valemis (4) sõltuvad konkreetse n korral f(x^)
(?)^ -.(t)

kordajad fcl) n\U"f7“ ainult muutujaat * ja neid
on võimalik esitada tabelina* Vastavaid kordajate tebeleid 
on antud raamatus [15], lk» 270—272 ning nende kasutamine 
on lihtne (funktsiooni väärtused tuleb korrutada vastavate 
kordajatega ja summeerida).

Tabelite puudumisel võib kaeutada arvutusskeemi, mis on 
toodud tabelis 3. v

T a b e l 3 .

i xi t - i f(x±) (-1)П‘Ч?) ;
t - 1

0 xo t f(xe) (-i)n (-Dnf U 0):t
1 *1 t - 1 f (x1*j (-1)n‘1n
2 x2 t - 2 *(x2) (-1)n“2 nXn-1) (-1)n*2(pf(22):(t-2;

n t - n f(xn) 1 f(xn):(t - n)

________  :£
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H ä i d e  3 . Funktsioon f( x ) • sin x on antud 
alljärgneva tabeliga* Leida ein 21°15'*

X 10°

ооCM 30°

оо 50®

ein x 0,1736 0,3420 0,5000 0,6428 0,7660

Antud juhul xQ ■ 10° ■ ^  ,

h ' 10° . I  , x - 21°15* - »
ja • x - x

t - ---- 2 - 1,125 .
h

Arvutused on tabelis 4*
Valemi (4) kohaselt

ein 21°15*» P4(21°15') - j j  (-0,66330)(-13,113) = 0,3624.

T a b e l  4 •

i xi t - i sin Xi (-о4"1ф  , ч 
i -i

0 10° 1,125 0,1736 1 0,1543
1 20° 0,125 0,3420 •4 - 10,9440
2 30° -0,875 0,5000 6 - 3,4286
3 40° -1,875 0,6428 —4 1,3713
4 50° -2,875 0,7660 1 - 0,2664

tc>̂ (t) ■ —0,66330 2  ■ - 13,113

Nagu näidete järgi võime veenduda, nõuab Lagrange'i in- 
terpolatsioonipolünoomi kasutamine küllaltki palju arvutus-
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tööd. Kuigi interpolatsioonipolünoomi väljakirjutamine vale
mite (2), (3) või (4) järgi on lihtne, on saadud polü
noomi lihtsustamine tülikas. Ebameeldiv on ka asjaolu, kui 
mingi n-astme polünoomi korral leitud funktsiooni f(x) lähend- 
väärtus Pn(x) ei rahulda nõutud täpsust,siis tuleb täpsema jä- 
hendi Pn+1(x) leidmiseks peaaegu kogu arvutustöö uuesti teha.

Praktikas mõnevõrra sobivama eeskirja funktsiooni f(x) 
lähendava interpolatsioonipolünoomi väärtuse arvutamiseks an
nab nn. Aitkeni interpolatsiooniskeem.

2. Aitkeni interpolatsiooniskeem. Tuletame kõigepealt 
seose, mille abil n-astme interpolatsioonipolünoomi saab 
avaldada kah« (n - l)-astme interpolatsioonipolünoomi kau-

Tähistame sümboliga

k-astme interpolatsioonipolünoomi, mis on moodustatud funkt-

du.

sioonlle f(x) sõlmede x. , x. , ..., x.
к järgi. Valemi

(3) järgi

(x-.x1)co,n+i(x1)

,q-1,q+1,...,nCx)

, p-1, p+1,...,nCx
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Siit

(I - V P0,1....P-1.P+1....n «  -

c v n+1
J L  ( x . -x  -X . +x_ ) f  (x , )

Cx) ------  » CXn^r^n 1 n(x) ** fr . T v , l  Cx } q ]Г0,1,...,ПЧi+1 x̂ xi;co n+1' i'

Seega, kui p ^ q , saame 

P

(5)  P0 1 n (x)VJj I } • • • pii

00
P (x~)Oil I n  ■ IQ~1 .q+ 1.....

X - X,

x -  x.
x„ -  x„
q p

Tuginedes valemile (5) saame sõltuvalt p ja q va
likust moodustada mitmesuguseid arvutueskeeme interpolatsi
oonipolünoomi väürtuse arvutamiseks. Esitame alljärgnevalt 
arvutusskeemi, mis on*tuntud Aitkeni skeemi nime all.

Moodustame lineaarsed interpolatsioonipolünoomid valemi 
(5) abil. Arvestades, et PA(x) ■ f̂ x.̂ ), saame

* 0,1 0 0

f<xo) x “ xo f(xo> x " xo
f(Xl) x - x1 f(x2) X - x2

xo -  X1
0 ,2'

xo - *S

P0,3(x>

'(xo> x - xo 
f(x-,) X *• Хл

jne,
xo “ x3

Nende abil moodustame ruutinterpolatsioonipolünoomid

X. - X, * P0,1,3^'

P0fi(x) x - 
Р0эз(х) x - x3

X1 “ x3
jne.
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Sama eeskirja kohaselt moodustame ka kõrgema astme inter- 
polat sioonipolünoomid•

Arvutamiseks võib kasutada arvutueskeemi, mis on toodud 
tabelis 5.

Skeemi koostamine on lihtne ja Sabloonne (teist Järku 
determinantide arvutamine).

T a b e 1 5 •

xi * (**) p. , i W Po,l,i(x> Po,1 ,2,i(x) # • • X - Xi

xo f(*0) x “ x©
X1 f (^) Ро,1 °° X - X1

<Mи f(x2) P0,1 ,2 X̂) X - X2

x3 f (x3) * o , 3 M Po,1,3(x) Po,1,2,3(x) X - x3

X4 Po,4W PQ,1,4 P0,1 ,2,4Cx) X - x4

• • 0 • • 0 • • • • • • 0 • • « • • • • •

Funktsiooni f(x) väärtuse arvutamisel ulatusliku ta
beli korral kohal x kerkib probleem, kuidas valida inter- 
polatsioonisõlmed ja kui kaugele minna arvutustes*

Paneme tähele, et PQ ^(x) on sõlmede xQ ja x̂  jär
gi moodustatud lineaarse interpolatsiooni väärtused punktis 
x * Po,1 ,i.Cx) on aSa sõlmede xQ, x1 ja xi järgi saadud 
ruutinterpolatsiooni väärtused kohal x jne. Seega kogu ta
bel koosneb f(x) lähis^äärtustest. Juhul, kui interpolat- 
siooniprotsess koondub, hakkavad need väärtused kõrgemate 
interpolatsioon^ärkude korral järjest suurema täpsusega 
ühtima. Arvutusi teostamegi seni, kui viimases veerus f(x) 
lähisväärtused soovitud täpsusega ühtivad* Seejuures on soo



vitav paranduseks arvutada veel üks kõrgema astmega interpo— 
latsioonipolünoomi väärtus.

Sõlmede valiku kohta võib märkida, et seda kiiremini 
saavutame soovitud täpsuse, mida lähemal asetsevad valitud 
sõlmed punktile x (põhjendus Järgmises punktis). Seetõttu 
on soovitav valida sõlmeks xo punktilev x lähim sõlm, 80£- 
meks x̂  ülejäänud sõlmede hulgast lähim jne*

Tuleb veel märkida, et ainult paberi ja pliiatsi abil 
on arvutamine Aitkeni skeemi järgi küllaltki ebamugav, sest 
tuleb palju korrutada. Sellisel juhul on otstarbekohasem ka
sutada järgmises paragrahvis vaadeldavat Hewtoni interpolat- 
sioonivalemit. Kui on aga kasutada abivahend korrutamise 
teostamiseks (näit. aritmomeeter), siis on Aitkeni skeem üs
na sobiv.

H ä i d e 4 . Antud on järgnev gammafunktsiooni Г (x) 
tabel. Arvutada /""(1,16) 4 Õige tüvikohaga Aitkeni skeemi 
abil.

X 1 ,0 0 1 , 1 0 1 ,25 1 ,35 1 ,4 0 1 ,5 0

r o o 1 ,00000 0,95135 0,90640 0,89115 0,88726 0 ,88623

Arvestused on koondatud tabelisse 6. Seal ühtivad 4 
tüvikohaga kuupinterpolatsiooni tulemused. Seega Г  О >16) 
peaks võrduma 0,9297. Leides veel neljanda astme interpolat*- 
sioonipolünoomi väärtuse, näeme, et f*(1,16) = 0,9298,

Kontrollides saadud tulemust gammafunktsioonide tabelist, 
selgub, et Õige ongi

Г (1*16) = 0.9298.
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T a b e l  6
ч

xi ГОЧ) К•HО Po,1 ,i(3° Po,1 ,2,i^) P°,1 »2,3,i (x) x “ xi

1 , 10 0,95135 0,06
1,25 0,90640 0,93337 9 -0,09
1,00 1,00000 0,92216 0,92933 0,16
1,35 0,89115 0,93690 0,93019 0,92973 -0,19
1,40 0,88726 0,93853 0,93027 0,92971 0,92979 -0,24
1,50 0,88623 -0,34

О

М а г к и в • Soovitav on arvutada ridade järgi, eest alati pole nõutava täpsuse
saavutamiseks kõiki tabelis antud sõlmi tarvis(antud juhul x^=1,50).



3. Interpolatsioonlvalemi jääklllge. Interpolatsiooni- 
tingimuste (1 ) kohaselt ühtivad antud funktsiooni f(x) 
ja interpolatsioonipolünoomi Pn(x) väärtused interpolat- 
sioonisõlmedes (i * 0,1,...,n). Tekib küsimus, kui häs
ti lähendab saadud interpolatsioonipolünoom antud funktsioo
ni teistes punktides, s.t. kui suur on vahe f(x) — PD(x).

Tähistades
Hn00 - fOO - Pn(*)

saame funktsiooni f(x) jaoks
\

* 00 * pnCx) ♦ Rn0 0 •
Viimast seost nimetatakse Interpolateioonlvalemiks ja 

liiget Rn(x) “ interpolate iooni valemi .lääkliikmeks.
Selleks et hinnata jääkliikme suurust, seame funktsioo

nile f(x) kitsendavad tingimused. Asugu interpolatsioonl- 
sõlmed xQ , x̂  , ...K xß Ja meid huvitav argumendi väär
tus x lõigul £a,bj • Oletame, et funktsioonil f(x) ek
sisteerivad lõigul fa,bj pidevad tuletised kuni Järguni

*

n + 1 .
Fikseerime punkti x , milles tahame hinnata jääkliikme 

Rn(x) väärtust. Seejuures oletame, et x erineb kõigist 
sõlmedest x̂  . Jääkliikmele sobiva avaldise tuletamiseks 
moodustame abifunktsiooni

F(z) » f(z) - Pn(z) - Kwn+1(*) , 

kus К on mingi konstant ja

c o n+1 C®) - (« - x0)(z - ••• (* - x„) •

3 - 17 -



Ilmselt PC^i) « 0  (i = 0,1,...,n). Kordaja К määra
me nii, et ka F(x) ■ 0, s.t.

Rn(x)
r

“ n+1 M
siis funktsioonil F(z) on lõigul £a,bJ n + 2 erinevat 
nullkohta.

Matemaatilise analüüsi kursusest tuntud Rolle'i teoree— 
mi põhjal saame väita, et funktsioonil F'(z) on vahemikus 
(a,b) vähemalt n + 1  nullkohta, funktsioonil F"(z) — vä
hemalt n nullkohta jne. Korduvalt Rolle’i teoreemi kasuta
des jõuame tulemuseni, et funktsioonil рСп+^)(а) peab va
hemikus (a,b) olema vähemalt üks nullkoht, mille tähista
me sümboliga j: (veenduda, et Rolle*i teoreemi eeldused on 
rahuldatud!)•

Funktsiooni F(z) diferenteeerides saame
p(n+1 )(z) = f(n+l)(z) - K(n + 1 )! .

Konstandi К avaldist arvestades jõuame seoseni

f ( n * 1 ) C f >  - n r S r  b *  1)1  -  0 •

millest

^  Rn(x) * ^ n +1 »
kus a< J < b .

Kerge on vahetult kontrollida, et saadud jääkliikme 
avaldis jääb kehtima ka siis, kui x võrdub mingi sõlmega 
Xi. Seega valem (6) on kasutatav mis tahes x £. fa,bj 
korral.

Suurus ^ valemis (6) sõltub argumendi väärtusest x
- 18 -



Seos nende vahel aga pole teada. Seega ka fCn+1)(^) täp
ne väärtus ei ole üldiselt teada. Sellest hoolimata saab va
lemit (6) kasutada interpolatsioonitäpsuse hindamiseks. Tä
histades

- raax[fCn+1 )(x)| , 
a £ x b

saame valemist (6) veahinnangu

( 7 )  K « / ‘ ^ j t K h 'w I •

Viimase rakendamiseks toome mõned näited.
N ä i d e  5 . Millise täpsusega saab leida sin 10° 

Lagrange'i interpolatsioonipolünoomi abil, teades sin 0°, 
sin 30°, sin 45°, sin 60° Ja sin 90°?

Antud näite puhul f (x) * sin x, n e 4, a = 0, b = ^ , 
f^V (̂x) - cos x Ja » 1 .

Hinnangu (7) kohaselt

/r4(io°)| 6 5 Г  / (т& “ °)CÄ - р(тS - Щ  *

7ТГ5 x n n .л-4 ж —■ ■ ■■ ^ Jjö.lO •
3.18

(Vea väärtus tuleb alati ümardada ülespoolel) Seega on viga 
neljandas kümnendkohas mitte üle 4 ühiku.

N ä i d e  6 • Olgu tabelis esitatud ruutjuured arvu
dest 10,0; 10,1; 10,2; ...; 99,9; 100,0. Leiame lineaar
se interpolatsiooni kasutamisel tekkiva aaksimaalse vea. 

Valemi (7) põhjal

/Ri (зс)/̂  /(^ - x0)(x - x1)| ,
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.. (X1 х0) Qt 01
К* - х0х* - xi)| * — -—  = “V

4

ja

/ Mo * max I сVx)Hl - max /- 1 “ I = .ч/ТТГ *
1 0 ^ 1 0 0  - ' 10* x* 100 4X Л/Т V

siie
0,01

К  0 0 ^  ----F=^ <  ° > 00001 •
* 1 ‘ 320'\JT0

Seega viiekohaliste ruutjuurte tabelite puhul lineaar
sest interpolatsioonist tingitud viga ei ületa yjj viimase 
koha ühikut ning kuuekohaliste tabelite puhul võib ulatuda 
kuni ühe viimase koha ühikuni» Märgime, et tegelikult arvu
tustee ruutjuure väärtuste viga on mõnevõrra suurem, sest 
lineaarse interpolatsiooni veale lisanduvad veel tabeli and
mete ebatäpsused.

Muidugi vähegi keerukama funktsiooni f(x) korral pole 
enam praktiliselt võimalik leida fCn+l'(x) tõket, kuid tu
letatud jääkliikme avaldis etendab küllaltki olulist osa 
paljude teoreetiliste probleemide lahendamisel. Tema põhjal 
saame iseloomustada näiteks jääkliikme vähenemist tabelisam- 
mu vähendamisel. Ka mitmed tõenäolised veahinnangud, mille
ni jõudmisel oletatakse, et f^n+1 )(x) on lõigul [a,bj 
peaaegu konstantne, saadakse jääkliikme avaldisest (neil 
hinnangutel peatutakse järgmistes paragrahvides).

Ka küsimusele, kuidas valida interpolatsioonisõlmi ula
tuslikust tabelist, saame vastuse uurides jääkliikme avaldist. 
Tuletise fCn+1)(^) sõltuvust sõlmedest pole praktiliselt

-  20  -
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võimalik hästi kasutada. Seetõttu lähtutakse interpolatsi- 
oonisõlraede valikul enamasti nõudest, et

|w nt1 W l * l(l • V l  * l(l ■ x1 >l • ••• *|<x " In)l

oleks võimalikult väiksem. Siit nähtub, et fikseeritud x 
korral tuleb valida sõlmed nii, et vahed

■%

|x - Xij Ci « 0,1 ,•••,n)

oleksid võimalikult väikesed. Seega saimegi eelmises punk
tis antud juhise sõlmede valiku kohta.

Mõnevõrra teistsugune sõlmede valiku probleem kerkib 
siis, kui tahame leida funktsioonile fC*) võimalikult 
head lähendpolünoomi Pn0 0 kogu lõigu fe,bJ jaoks. 
Siis tuleb sõlmed võimaluse korral valida nii, et

/со  ̂(зс)j oleks minimaalne. Lähemalt peatutakse sel- 
a«x*b
lel küsimusel arvutusmeetodite edaspidises kursuses ( [б] , 
II ptk., § 1, punkt 5).

§ 2. NEWTONI INTERPOLATSIOONIVALEMID.

1. Dlferents.lagatised. Olgu antud punktides xQ, эц, 
x,,, •••, funktsiooni fCO väärtused f(xQ), f(x.j), fCx2), 
• • • •

Moodustatud suhet
f C O  - f O O  

r < V xq> -  — 15------------- a -
x p  -

nimetatakse esimest .järku dlferentsjagatiseks. Esimest jär
ku diferentsjagatiste abil moodustame teist järku diferents-



f ( * p>V x r ) ---------P l  .  --------
P г

jne.
Üldiselt k-.lärku diferents.jagatiseks nimetatakse aval

dist, mis on moodustatud ;(k - l)-järku diferentsjagatistest 
järgmiselt:

f(x0,x1,...,Xjc) =
_ f O q *X1 > * » « ,3Cp.t >xp4<1, •. • Cx0,xj , . . . ,Xq_,, ,xq+1,... ,xk)

x — Xq p

Diferentsjagatiste arvutamiseks saab induktiivselt tu
letada ka teise valemi:

f (XQ,X̂  , . . . jXĵ.)

jagatiae:

(x0-*1 )(3Io-x2)-” (Xo*:ck)

f( 0  fCxk)+ . . • + -
( x . , - x 0 ) (x1-x2)...(x1-xk) Cxk-xQ)( X k- X l ) ...(xk-xk_1 )

(vt. näit. [1 ] , lk. 104).
Viimasest seosest järeldub, et diferentsjagatised on 

oma argumentide sümmeetrilised funktsioonid, s.t. diferents- 
jagatise väärtus ei sõltu argumentide järjekorrast*

2. Newtoni interpolatsioonivalem. Olgu antud n+1 eri
nevat interpolate iooni sõlme xQ,x1 ,...,xn ning funktsiooni 
f(x) väärtused nendes sõlmedes: f(xQ), f(x1), ..., f(xn). 
Kasutades diferentsjagatise mõistet anname interpolatsiooni- 
valemile teise kuju.
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Oletades, et x on erinev kõigist sõlmedest x^, kir
jutame välja diferentsjagatised:

. f(x) - f(xj ,
* ( * > 0

° '  X  -  Xо

X  -  X i

„ s — •’W  -i4X,Xo,•••»̂ n' “ ------------------------------  *

Teisendades need seosed kujule

f(x) = f(xQ) + f(x,xQ)Cx - xQ) , 
f(x,xQ) =* f(x0,x1) + f(x,x0,x1)(x - Xl) ,

f ( x » x 0 , . . . , x n_ 1)  = f ( x 0,x 1 , . . * , x n) + f ( x , x 0 , . . . , x n) ( x  -  x^)

ning järk-järgult asendades,jÕuame valemini

f ( x )  = f ( x Q)  + f ( x 0 ,x1) ( x - x 0)  + f ( x 0 ,x1 ,x 2) ( x - x 0) ( x - x 1)  +

( 8 )  + . . .  + f ( x 0 ,x1 , . . . , x n) ( x - x 0) ( x - x 1) . . . ( x - x n-1)  +

+ f ( x , ^ 0 ix 1 , . . . , x n) ( x - x 0) ( x - x 1)  . . .  (x -xn)  ,

mida nimetatakse Newtoni interpolatsioonivalemlks.
Tähistades nn. Newtoni interpolatsioonipolünoomi

Pn<>> “ f(x0) * f< V x1 ><M 0> +
+ . . .  + f ( x o ,x 1, . . . , x n) ( x - x o ) ( x - x 1) . . . ( x - x n>_1)

ja jääkliikme

(10) Rn(x) = f(x,x0,x1,...,xn)o^n+1(x) ,
kus
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*>в+1(*) " C^-xo)(x~x1) ... (x-xn) ,

saame valemile (8) anda kuju

f(x) = Pn(x) + Rn(x) .

Vahetult eaab kontrollida, et Fn00 on n-astme polü
noom, mie rahuldab interpolateioonitingimuai (veenduda sel
les I):

Pn(Xl) * f(x^) (i = 0,1 ,...,n) .

Arvestades asjaolu, et interpolatsioonipolünoom on ühe
selt määratud, peab äsja defineeritud polünoom Рп(х) ole
ma identne valemiga (2) määratud Lagrange*i interpolatsi- 
oonipolünoomiga.

Newtoni interpolatsioonipolünoomi (9) väljakirjutami
seks on vaja arvutada diferentsjagatisi. Nende leidmiseks 
võib soovitada arvutusskeemi, mis on toodud tabelis 7*

M ä r k u s  : Newtoni interpolatsioonivalemie on kõik 
sõlmed xQ,x^,...,xn samaväärsed. Valem Jääb kehtima, kui 
muudame sõlmede tähistust. See võimaldab interpolatsioonipo
lünoomi väljakirjutamisel kasutada ka teisi tabelis esitatud 
diferentsjagatisi. Näiteks võime interpolatsioonipolünoomi
kirjutada kujul: ч

“ f(x2̂  + * (х2»хз) (X—9C2) "*■ * »X2»Xjj)(x—X2)(x—x̂ j) ♦ 
+ ^(Xq,x^,X2»x^)(x — x1)(x — X2)(X — x^) + ... +

+ f(x0,x1 ...,xn)(x—x0)(x-x1 )...(x-xn_1) . 

Illustreerimiseks vaatam; näidet 7, lk. 26.
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T a b e l  7 •
N

ГО

x ^ - x  
n  о

•  •  ♦ Xi+2“Xi xl+1"xl xi * ( х А )
f < x l * x U 1 > f C x i » x i + i i x 1 + 2 )

•  •  • *  C x o , X 1 , • . . | X R )

xo f(xo)
x1“xo f < x o » V

x2"*o X1 f(*e,x1 *x2)
• • • X2“X1 f  ( x , » x 2 ) •  •  •

x3-*1 X2 * ( x 2 ) * ( х 1 # х 2 » х з )

X n - x f t
n  0

• •  • x3"*2 f ( x 2 , x 3 ) •  •  • * ( X 0 » X -J > f  » » » Х д )

• • •  • x3 f ( x 3 ) •  •  •

x „ - x „  0  
n  n — z

•  •  •

•  • • •  •  •

•  •  •

fCxn-2»xn-1 ,xn^

•  •  •

X  •'О С  4
n  n — 1 fCxn-1 *xn)

xn f ( * n )



N ä i d e  7 • Leida Newtoni interpolatsioonipolünoom

näites 1 antud andmete järgiI
Diferentsjagatised on arvutatud tabelis 8.
Valemist (9) saame

P  (x) - 4  - 9(x + 1 )  + 4 ( x - * - 1 ) x -  2(x + 1 ) x ( x  -  1 )  «■
A 3 2+ 1 (х + 1 )x(x - 1 )(x - 3) » x - 5x + 3x - 5 .

Tulemus ühtib näites 1 saadud polünoomiga*
Võime polünoomi välja kirjutada ka lähtudes mingist 

teisest sõlmede järjestusest. Näiteks järjestades nad 0, 1,
3, 5, -1 , saame

P4(x) « -5 - 1x - 4x(x -1)+ 4x(x - 1)(x - 3) +
+ 1x(x - 1 ) ( x  - 3)(x - 5) * x* - 5x^ + 3x2 - 5

ehk, järjestades 1, 0, 3, -1, 5, saame

P4(x) - -6 -1(x - 1 )  - 4 (x - 1 ) x  - 2(x - 1)x(x - 3) +
+ 1 (x - 1 ) x ( x  - 3)(x ♦ 1 )  « X 4  - 5x3 + 3x2 - 5 .

Nagu näha,.tulemused ühtivad.
Newtoni interpolatsioonipolünoomi on arvutustes sageli 

lihtsam kasutada kui Lagrange'i interpolatsioonipolünoomi. 
Eriti on Newtoni interpolatsioonivalemi korral lihtne suu
rendada sõlmede arvu (liidame eelmisele lahendväärtusele 
parandusliikmed).

Newtoni interpolatsioonivalemi jääkliige (10) peab 
loomulikult olema identne Lagrange*i interpolatsioonivale
mi jääkliikmega. Me nägime § punktis 3, et interpolat
sioonivalemi jääkliikmele saab anda kuju (6), kui eelda
da, et funktsioon f(x) on punkti x ja sõlmi x ,х1 Э...,х̂
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T a b e l  8

x4“*o XiO"Xi Xi+2“Xi Xi+1-Xi Xi f 0^) f(xi,xi+1) f (x >̂ • • •» *1+3) f Cxo» * * *»' x4 )

- 1 4
1 -9

2 0 -5 4
4 1 - 1 -2

6 3 1 -6 —4 1

5 2 -13 3,
* — ->

4 3 -32 16
2 51 -

5 70



sisaldaval lõigul n + 1 korda pidevalt diferenteeeritav. 
Seda eeldades peavad ühtima valemitega (6) ja (Ю) an
tud jääkliikmete avaldised) millest Järeldub, et

.... - (J№1), ’
kus J? asetseb punkti x Ja sõlmede xQ, • • •» xn va~
hel. Muutes veidi tähistust saame n-järku diferentsjagatise 
jaoks valemi

(1 1 ) **xi+n^ “ nj 1

kus £r asub punktide x̂ , •••» xi+n va^®̂ *
Hewtoni interpolatsioonivalemi üheks oluliseks eeliseks 

võrreldes Lagrange'i interpolatsioonivalemiga on asjaolu, et 
tema korral on märksa lihtsam praktiliselt hinnata interpo- 
leerimisviga. Nimelt kui oletada, et meid huvitavas piirkon
nas (n + 1 )-järku diferentвjagatised muutuvad vähe (nad on 
konstantsed kõigi (n + l)-astme polünoomide korral), siis

f(x, x0, ..., xn)Ä*f(x0, x1f ..., xn+1)

ning valemist (10) saame praktilise veahinnangu

C12)  Rn ( x ) a i f ( x 0, x1f . . . ,  xn+‘\)con+‘\ 0 0  •

Viimase seose <vÕime sõnastada:
Kui (n l)-järku diferentsjagatised vaadeldavas piir

konnas ei muutu eriti palju, siis interpolatsiooniviga on 
ligikaudu võrdne esimese ärajäetud liikmega interpolatsioo
ni valemist (8). Kui aga (n + 1)-Järku diferentsjagatie 
oluliselt muutub, siis võime valemist (10) saada hinnangu 
jääkliikme jaoks, kui asendada f (x,xQ,x1,... ,xn) (n -*■ 1 )-



järku diferentsjagatise maksimaalse väärtusega vaadeldavas 
piirkonnas.

Diferentejagatise leidmist ja Newtoni valemi rakendamist 
vaatleme alljärgnevas näites.

N ä i d e  8 . Antud on sin x väärtuste tabel

X sin x
0,00 0,00000
0,10 0,09983
0,19 0,18886
0,27 0,26673
0,34 0,33349
0,40 0,38942
0,45 0,43497
0,50 0,47943

Arvutada diferentsjagatised ja leida sin 0}20l
Diferentsjagatiste skeem on koostatud tabelis 9. Seda 

uurides näeme» et kolmandat järku diferentsjagatised on pea
aegu võrdsed. Neljandat järku diferentsjagatised aga tulevad 
enamikus nullid (nullideks nad ei oleks saanud« kui funktsi
ooni tabel oleks võimaldanud arvutada rohkem kohti) ja seega 
pole põhjust neid lugeda usaldusväärseteks.

Teostades ruutinterpolatsiooni vaadeldavas piirkonnas, 
võime viga hinnata valemiga (12). Näiteks arvutame sin 0,20 
ruutinterpolatsiooni abil ja hindame tema viga.

Newtoni interpolatsioonipolünoomist (9) saame:

P2(0,20) « 0,18886 + 0,9734(0,20 - 0,19) -
- 0,093(0,20 - 0,19)(0,20 - 0,27) =
= 0,18886 + 0,009734 + 0,000065 » 0,19866
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T a b e l  9 .

xi+3_Xi xlt-2“xi xi+l“xi xi f (x̂  ,... ,xi+:))

0,00 0,00000

0,10 0,9983
0,19 0,10 0,09983 -0,048

0,27
0,17

0,09
0,19 0,18886

0,9892
-0,093

-0,17

0,24
0,15

0,08
0,27 0,26673

0,9734
-0,131

-0,16

0,21 4
0,13

0,07
0,34 0,33349

0,9537
-0,165

-0,16

0,18
0,11

0,06
0,40 0,38942

0,9322
-0,193

—0,16

0,16 0,05 0,9110 —0,16

—

0,10  

--------
0,05

0,45

0,50

0,43497

0,47943
0,8892

-0,218



ja ligikaudne viga

R2(0,20) = 0,16(0,20 - 0,19)(0,20 - 0,27)(0,20 - 0,10)<
< 1 ,2.10“5 .

Kuupinterpolatsiooni teostamiseks võime liita saadud tu
lemusele tema vea (võetud üks lisakoht).

P3 (0,20)= 0,198659 + 0,000011 = 0,19867 .

Valemist (Ю) saame aga leida kuupinterpolatsiooni vea

R3(0,20) -
= f (x,x0,x1,x2,x3)(0,20-0,19)(0,20-0,27)(0,20-0,10)(0,20-0,34) 
= 0,98 10"5 f(xtxo,x1 ,x2,x3) .

Kuna neljandat järku diferentsjagatised on tunduvalt 
väiksemad ühest, s.t.

f(x,3Q,x1 ,x2,x3) «  1 ,

siis kuupinterpolatsiooni viga ei заа ületada antud tabeli 
viga. Seega

sin 0,20 « 0,19867 .

3. Interpoleerimine kordsete sõlmedega. Vaatleme inter-
polatsioonivalemi konstrueerimist, kui interpolatsioonisõlme-
des xQ,x1 ,...,xn on antud peale funktsiooni väärtuste ka
tema tuletiste väärtusi, s.t. üldistame interpolatsiooniva-
lemi kordsete sõlmede juhule.

Interpolatsioonitingimusteks seame nüüd nõude, et inter-
polatsioonipolünoomi P(x) ja antud funktsiooni f(x) ningm
nende teatava arvu tuletiste väärtused ühtiksid interpolat- 
sioonisõlmedes* Muidugi eeldame, et kõik nõutavad tuletised



eksisteerivad Ja on pidevad lõigul £a,bj, kubu kuuluvad 
sõlmed x̂  • Sümbolites võime väljendada interpolatsiooni- 
tingimusi järgmiselt:

(13) pmk)(xi) " » n

kus i ■ 0,1 , ...,n; к = 0,1 ,..., otj- 1 ja ± * m +1
i*o

(°t. tähendab sõlme x, kordsust ning nulljärku tuletise 
väärtus - funktsiooni väärtust).

Peatume lähemalt Newtoni interpolatsioonivalsmi (8) 
üldistusel. Viimases ei ole võimalik võtta otseselt sõlmi 
kordseteks, sest diferentsjagatiste moodustamisel esineb ja
gamine 0-ga. Sellest ülesaamiseks kasutame piirprotsessi.

Tingimusi (13) rahuldava interpolatsioonipolünoomi 
saamiseks vaatleme lõigul £a,bj kõrvuti sõlmedega

k a  ° e i n l  х о 1 ^> x i 2 ) .................* f °  »

( » s - 1> (1 )  o „ - o• • •» x̂  , ..., x ' ..., x„ , mis on valitud
(<*■ -1 )

nii, et kõik m ♦ 1 sõlme: xQ, x£2 ,̂ ..., xQ 0 ,

x x(1> x(OCl*1) x x<1> „l.k1 * 1  ’ * * * * 1 » •••» xn» xn * n olek
sid erinevad. Nende sõlmede korral omandab valem (8) kuju:

f(x) = f(x0 )+f(x0 ,x^l))(x-x0 > f ( x 0 ,x^l),x^2 ))(x-x0 )(x-x^1V

+ .-.+f(xo»x^l).... x0( 0 ))(x-x0 )(x-x^1 ))...(x-x^06° 2)) +
/j \ (oc “1) /. \ С oC «1 ̂

+f(xo»xo »•••xo ° 0 **-(x-xo 0 )♦

)(*-**>+f(*0,x(1^,...,xQ ° , xA , X j1 ) ) (x-x0 )... (x-x ) ( * o~1 ̂ w
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Et saadud avaldises teostada piirprotsess x£*^ •* x^, 
toome sisse kordsete sõlmedega k-järku diferentsjagatlse 
(k ■ k0+ k.j + •. • ♦ kn — 1 ) sümboli

* ( x0 >x 0>•• • >XQ> f »• • • » ••• » •••txn) •
1 y ~  “  у  — > v  II у  /

к korda k. korda к korda0 1  n
(1 ) (k0-1 ) (1 ) С*}“1)■ lim f(x0,xQ *X1 ,X1 >••,xi

*i ■* xA

xO> х ^ Лn »•••»X n } •

Uurime neid lähemalt. Vaatleme esmalt diferentsjagatisi 
mis sisaldavad ainult üht sõlme. Näiteks esimest järku dif«- 
rentsjagatis

f(xi)-f(xA)
r ( * 0 i * e) - 11« f (x0,x1) -  11a ----------------  -  f ' ( x 0)

* 1 +  xo 11 * xo 11 ' *°

üldiselt saame valemi (1 1 ) abil:

f (x0»x0» • • • »x0) V  ü ®  *(x0»x>) »x2» • • • *х|с̂ “
'  V " Х м - *  X
k+1 korda 1 °

. llB ,

5 ■* x0 kl kl

eest g asub sõlmede xQ,x1 ,...,xn vahel. Seega k-järku 
diferentsjagatis, mie sisaldab ainult üht sõlme, on k-järku



tuletis selles sõlmes jagatud suurusega kl.
Vaatleme nüüd kordsete sõlmedega diferentsjagatisi, 

mis sisaldavad peale ühe sõlme ka teisi sõlmi» Kergesti 
võib veenduda, et nende diferentsjagatiste arvutamise ees
kiri ühtib ühekordsete sõlmedega diferentsjagatiste arvuta- 
mise eeskirjaga. Näiteks,

f  Qcj >*i > * * • — f  f e i  >* i t* • • )
\ к korda_________k- 1 korda

~  » •  • • >x i  )  *  ‘
'-------------v ---------- *  "*к korda

ja
f(x^,• • • ,Xj , • ••,X . , . ••,X^) -
' -V---  ̂ '— -V--- -k̂  ̂korda k̂  korda

f (x^»• • • • • • »x-j )  ~ ^ »• • • * • • »x-j»• • • )
'"k! ‘ ic . -1 "k7^ ' kT= j -__________3___________i_____________ А__  .

Xi " xj

Seega kõik kordsete sõlmedega k-järku diferentsjagati
sed, mis sisaldavad vähemalt kaht erinevat sõlme, on arvuta
tavad kordsete sõlmedega (k - l)-järku diferentsjagatiste 
kaudu«

Pöördume nüüd tagasi eespool Newtoni interpolatsiooni- 
valemist (8) väljakirjutatud tulemuse juurde. Teostades 
seal piirproteessi х£*^->х^, saame

f(x) - f(X„) - f(i0,x0X* - x0)  *  f ( x 0 , l 0 ,x 0X x  -  Xo f  *

* ••• * fCy * 0, . . . , x 0X *  -  I 0)  * °  ♦f(x0, » n, . . . , x n>x)) 

<*0 korda « 0  korda



(14) .(x - x0) 0 + f(xo>...,xa>x1 >x1)(x - x0) °(x - x1) +
об korda о

korda korda °<* korda n

• • •

kus R ^ x ' ) = f (x,xq > •• « ,xq>xi f * * * $ • • • ** n *_* * * ,xn?*
ctQ korda korda ы*п korda

Avaldise (14) parem pool ilma viimase liikmeta RB(X)

Pm(x), mis täidab interpelatsioonitingimusi (13) sõlmes 
x0 (veendudal). Peale mõningat teiaenduet võib otseselt 
veenduda, et on täidetud üldistatud interpolatsioonitingimu- 
sed (13) ka teistes sõlmedes x̂  (i - 1,2,...,n). Sel
leks on ehk mõnevõrra lihtsam kasutada järgmist võtet. Kuna 
enne üleminekut piirile võib algsõlmeks võtta suvalise sõlme 
x̂ , siis, tänu interpolatsioonipolünoomi (9) ühesusele, 
saame piirvaärtusena sama polünoomi, kuid erinevalt kirjuta
tuna

on mingi (m ■ ocq *• o<«n - l)-astme polünoom

f(x±) ♦ f(xi,xi)(x-xi) + • • •
<*.-1

+ f(x1 >x1 ,...,x1 )(x-x1) +
korda

• * #

- 35



See aga rahuldab tingimusi (13) sõlmes x̂ .
Et P (x) täidab interpolatsioonitingimusi (13) kõi-в

gis sõlmedes x̂  (i * 0,1 ,...»n), siis avaldis O O  on 
interpolatsioonivalem, mida nimetatakse kordsete sõlmedega 
Hewtoni interpolatsiooni valemiks.»

Kuna seos (11) kehtib ka kordeete sõlmede korral, 
ning eeldades, et f(x) on punkti x ja sõlmi xQ,x1 ,...,xn 
sisaldaval lõigul fa,b] m + 1 korda pidevalt diferent- 
seeruv, siis võime jääkliikme kirjutada kujul

V x) - (x ~ хо ^ ° (х " x1 )d>1 ’*#(x ~ xn) n*

kus a <  f  < b •
Lihtne on näha, et kordsete sõlmedega Hewtoni interpo- 

latsioonivalemist (14) saame erijuhtudel:
a) hariliku Hewtoni interpolatsioonivalemi (ei esine 

kordseid sõlmi) ja
b) Taylori valemi (esineb Uks ®—kordne sõlm)*
Võib saada ka interpolatsioonivalemi, mis üldistaks

Lagrange'i interpolatsioonivalemi kordsete sõlmede juhule. 
Vaetav valem kannab Hermite*i interpolatsioonivalemi nime 
(vt. näit. LO, lk. 163-173).

H ä i d e 9 . Leida interpolatsioonipolönoom, kui 
f(x) Ja tema tuletised on antud Järgmises tabelis:

xi i  (**) *4*t) f4xt) f"*(Xi)
- 1 1 -5 38 . -

0 0 0 2 0
1 3 15 - -



Diferentsjagatiste arvutamiseks on sobiv kasutada ana
loogilist arvutusskeemi, mis on antud tabelis 7. Nüüd aga 
kirjutame sinna sõlme niimitu korda kui suur on tema kord- 
sue. Kanname sinna ka vaetavad funktsiooni ja faktoriaali- 
dega jagatud tuletiste väärtused (vt. tabel 10). Puuduvad 
diferentsjagatised arvutame.

Antud näite korral on diferentsjagatiste skeem toodud 
tabelis 10 (alla on kriipsutatud tuletised, mis tuleb kan
da skeemile). Interpolatsioonipolünoomiks saame:

P8(x) » 1 - 5(x + 1) * 19(x + 1)2 - 15(x + 1)3 + 12(x+ 1)3x-

- 9(x + 1)3x 2 + 6(x 1 ) V  - 2(x + 1 )3x4+ 1 (x+1)3x4(x -1) -

= X8 + X5 + X2 a x2(x6 + X3 + 1). S



T a b e l  10.



§0. KONSTANTSE SAMMUGA TABELID.

1. Diferentsskeem. Vaatleme nüüd funktsioonide tabeleid,
kus sõlmed on antud võrdsete vahemike tagant, s.o. interpo-
latsioonisõlmed on x x, * + h. x, » x ■ + 2h...., x =o i о 1 t о ' * n
*= xQ+ nh. Funktsiooni väärtused aga märgime fQ = f(x0),

f 1 “ f(xo + h »̂ f 2 e fCxo + 2 h >̂ ***» fn = f x̂o + nh^e 
Moodustame vahed

fi+1 " fi “ fi+0,5 » 
mida nimetatakse esimest .1ärku diferentsideks»

Esimest järku diferentsidest moodustame teist .järku di
ferentsid

f 1 _  f"l =  f  2 i+1,5 i+0,5 i+1

jne.
üldiselt, k-.järku diferentsid moodustatakse к - 1-järku 

diferentsidest
-k ~k- 1 -k- 1  
*i = i+0,5 “ i-0,5 *

M ä r k u s  : Kirjanduses kasutatakse diferentside tä
histamiseks ka sümboleid:

л к Ak—1 лк- 1 - к Д  yi - Л  yi+t - Д - fi+k/2 »

V ^ i  ■ у к" 1У ! -  y k" ly i - 1 -  f i - k /2

rk (>k- 1 r k—1 .
<3 y± « <3 yi+1 /2 - <3 У1 - 1 / 2  “ fi »

Ja

kus ŷ  ■ f̂ .
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Diferentside arvutamiseks on sobiv koostada nn. iÜS. 
rentsskeem, ais on esitatud tabelis 1 1 .

T a b ® 1 11 *

xi 4 • • •

xo fo
‘ o l i

X1 f 1

f  ̂'»5 f1^5

X2 f 2 4

x3 f3

f ^2,5 f2?5
• • •

• • •

f»/Z

X4

• • «

h

f3,5 

• • •

fn-0,5

9 • •

f  ̂n~*1

• • •

f  ̂n-1,5
fn- 2

• • •

xn fn

Diferenteskeemis kehtivad ilmselt seosed:



jne«, s.t. k-järku diferentside summa on võrdne (k-1 ^Jär
ku äärmiste diferentside vahega.

Seda omadust kasutatakse vigade avastamiseks diferent- 
^Lde arvutamisel* Oluline on ka, et vigu ei esineks funkt
siooni enda väärtustes. Vea leviku jälgimiseks diferents- 
skeemis koostame nn. ž -skeemi (tabel 1 2), kus f^ ar
vutamisel on tehtud viga suurusega £ .

T a b e l  12 •

6 - 41 -



Nagu näha, viga kasvab järgu suurenemisel, kusjuures 
kordajateks on binoomvalemi kordajad vahelduvate märkidega. 
Maksimaalne viga on aga selles reas, kus juhuslik viga esi 
nee.

Mis tahes järku diferentsi võib arvutada ka vahetult
funktsiooni väärtuste kaudu valemi 

n
(15) f“ » 2  (“1 )кф Г1+п/2-к

k*0

abil (ise tuletada!)•
Diferentsjagatise ja diferentsi vahel aga kehtib seos 

(veenduda I)

(16) f(xi»xi+1 »"*>xi+n) * î n 2 'nth

Eeldades, et sõlmi хл,х +h,...,x +nh sisaldaval lõi- o о * ' о
gul fa,bj on funktsioonil f(x) (к + l)-järku pidev tule
tis, saame valemitest (16) ja (1 1 )

(17) )hk+1

kus а < j < b.
Sellest järeldub, et

№ 1 *  V > l k+1 .
kus

Mk 1 > max /f(k+1 )(x)| . 
a*x*b

Vaatleme funktsiooni tabelit, mis on antud m kümnend- 
kohaga. Kui

Ч и Н ь и * « > - 1
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sile ka

Viimasest järeldub, et kõik (k+l)-järku diferentsid pea
vad olema absoluutväärtuselt väiksemad viimase koha ühikust. 
Praktikas aga seda tavaliselt ei juhtu, vaid nende absoluut
väärtused hakkavad isegi suurenema kõrgemate järkude puhul.

N ä i d e  10. Koostada ex diferentsskeem sammuga 
0,05 lõigul fl,50; 2,00 J , kui funktsiooni väärtused on an-

—4tud täpsusega 0,5.10 •
Vaetav diferentsskeem kuni seitsmenda järguni on too

dud tabelis 13. Selgituseks märgime, et diferentsid esita
takse tavaliselt kümnendmurru viimase koha ühikutes.

T a b e l  13.

10-“ .

xi А f l < 4

1,50 4,4817 2298
1,55 4,7115

2415
117

8
1,60 4,9530 125 -4

2540 4 9
1,65 5,2070 129 5 -18

$ 2669 9 -9 35
1,70 5,4739

2807
138

5
—4

8
17

-31
,1,75 5,7546

2950
143

9
4

-6
-14

23
1,80 6,0496

3102
152

7
-2

3
9

- 1 2
1,85 6,3598

3261
159

8
1

0
-3

1,90 6,6859 3428 167 ?
1

1,95 7,0287
3604

176

öоCM 7,3891
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Antud näite puhul iga к ■ 0,1,2,... korral 
m e2»00 < 7,4, h « 0,05 Ja m - 4. Võttes к * 3, saame

|f*| « M4 |h|4 ^ 7,4.0,054 ̂  IO”* ,
s.t. neljandat järku diferentsid peaksid olema absoluutväär
tuselt Täiksemad kui 1 viimase koha ühik. Häeme aga, et 
nad seda pole. Põhjus seisab selles, et algandmete ümarda
mise vead kanduvad edasi diferentsidele, kusjuures vead või
vad kasvada geomöetriliees progressioonis diferentsi järgu 
suurenemisel.

Oletame, et üheski algandmes absoluutne viga ei ületa 
poolt viimase koha ühikut. Lahutamisel võivad absoluutsed 
vead liituda. Seega esimest järku diferentsis ei ületa viga 
üht viimase koha ühikut, teist järku diferentsis kahte, kol
mandat järku diferentsis nelja ja (k + 1 )-järku diferent-

Jrsis - 2 viimase koha ühikut. On selge, et pole tarvie 
enam arvestada neid diferentse, kus diferentsi viga ületab 
tema väärtuse (viimase koha ühikutes).

Tavaliselt arvestatakse interpoleerimisel ainult neid 
diferentse, kus

I f * |  >  2 k_1 ,

ja diferentsid alates järgust к + 1 jäetakse arvestamata, 
kui

Zk .

Seejuures k-järku diferentsid loetakse praktiliselt 
võrdseteks, aga kõik kõrgemat järku diferentsid - nulli
deks.
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M ä r k u s  : Valemist (17) järeldub, et k-järku 
polünoomi k—järku diferentsid on kõik võrdsed ning dife
rentsid alates (n + l)-järgust - nullid.

Tabelis 13 arvestame diferentse kuni kolmanda järguni 
(incl.)» kuid alates neljandast järgust loeme nad nullideks. 
Praktiliselt võrdseteks loeme aga kolmandat järku diferent
sid*

Nagu näha, kehtib diferentsskeemis küllaltki range sea
duspärasus. Seda seaduspärasust võivad rikkuda ainult kola 
asjaolu:

a) funktsioon f(x) ooab iseäraseid punkte vaadeldaval 
lõigul,

b) algandmete tabelis on juhuslik viga või
c) arvutusviga diferentside arvutamisel*
Kahel viimasel juhul levib viga £ -skeemi kohaselt.

2. Newtoni 1 .1a II lnterpolatsloonlvalenb Teisendame 
eelmises paragrahvis saadud Newtoni interpolatsioonivalemit 
(8), kui sõlmed on antud konstantse tabellsamauga h .

Vaatleme esmalt juhtu, kui sõlmedeks võtta punktid 
järjestusega x0, xQ+ h, xQ+ 2h, ... , x0+ nh. Kasutades 
seost (16), saame f 1 j,2
f (x) • f(* ) + <x - x ) -SjL. ♦' (x - x0)(x - x0- h) - 4  +

С dl  n

f135+ (x - x0)(x - x0- h)(x - XQ - 2h)---+ ... +
3 Ih

+ (x - x0)(x - x0- h) ... [x - xe- (n - 1)h] + Ea(x) .
X - XTuues sisse uue muutuja t = ----- —
h



saame viimasest

f<v - V  tfo]5 + i ir i i  f? * ‘ и , *
(18)

+ . . .  + i for.1 ) . . • • •  - . ( n-1.2l t ^ z  +  Rn ^xo + t h ^ *

Valemit (18) nimetatakse Newtoni I interpolatsioonlvale- 
miks. Kasutades binoomkordajate tähistust

t ( t -Q . . .  ft -  (k-OJ ^
\J * k1

võib Newtoni I interpolatsioonipolünoomile anda kuju

p(x0+ th) -  v ( * ) f 01,5+ ( V  А  *  Ф  f ^5 * + li )  fn/2-

Eeldades, et eksisteerib funktsiooni f(x) (п-И)—jär
ku pidev tuletis sõlmi xQ+ ih (i « 0,1 ,...,n) sisaldaval
lõigul fa,b] , saame jääkliikmeks

v.n+1 » (n+1 ) f e ч 
R (x + th) « --- -— ---t(t-1)...(t-n),n' о

kus а < £ < b (veenduda jääklilkme avaldisesl).
Tavaliselt määratakse vea ülemmäär lõigul fa,b] • Sa

geli on aga raskusi * “a* | ^ П+1 ^0 0 / määramisega
a«x*b

ning seetõttu on sobivam järgmine ligikaudne veahinnang. 
Eeldades, et (n+l)-järku diferentsid on peaaegu võrdsed, 
võime valemi (1 7) põhjal kirjutada 

h n - 1 f ( n - 1 ) ( j : )  e f n * 1  _

T

Seega
n f — . _  t (t“1 ) . . . (t“n") „П+1
RnCxo+ t h '  ~  " 'Cn+rjf--- fn+1

~T~
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ehk sõnastatult:
Viga on ligikaudu võrdne esimese ärajäetud liikmega in- 

terpolatsioonivalemist•

Tuletame veel teise Newtoni interpolatsioonivalemi, 
kui interpolatsioonisõlmedeks võtta punktid järjestusega xQf

f %x0-h, xQ-2h, ..., xQ- nh (edaspidi tähistame x — ih ■ x..̂ )» 
Valemist (8) võib kirjutada

f(x) = f(xQ) + (x-xQ)f(x0,x0-h) + (x-xD)(x-x0+h>

.f(x0,X0-h,x0-2h) + ... + (x-xQ)(x-x0+h)... •

. [ x  - xQ ♦ (n—1 )hj f(x0,x0-h,...,x0-nh) + RnU).

Diferentsjagatiste eümmeetrilisuse töttu saab valemi
(16) abil r к

—k/2

•••> Io_kĥ  * ГГПГ *К. n
Kasutades saadud seost ja tuues sisse uuo muutuja

h

saame Newtoni II interpolateloonivalemi

f (x0+«h) -  v  .r_Jt5 * Ü j t Ü  £  + i *

(19)
+ ... „ t_ ^ 2 * ч ь 0 *  « . )  .

Polünoomi võib kirjutada ka binoomkordajatega



Eeldades, et funktsioonil f(x) on sõlmi 
(i * 0,1 ,...,n) sisaldaval lõigul [a,bj (n + l)“jär
ku pidev tuletis, saame Newtoni II i n t e r p o l a t e i o o n l v a l e m i

Jääkliikmeks

R (x + th) * — ^LL2 t(t+l)...(t+n),
n 0 (n+1 )!

kus a < f •< b. Asendades hn+1f ̂n+1 D+1 * nöe~
T~

me, et ka selle valemi korral on viga ligikaudu võrdne esi
mese ärajäetud liikmega lnterpolatsioonivalemist•

Võrreldes Newtoni interpolatsioonipoliinoome märkame, 
et I polünoomi korral võetakee interpolateioonisõlmedeks 
x . xA , x Ja diferentsskeemis kasutatakse diferent-0 1 D
ee diagonaalselt alla, II polünoomi korral aga sõlmi .
...,x_1 ,xQ Ja diferentse diagonaalselt üles (vt. tabel 14)* 

N ä i d e  11. Antud on alljärgnev sin x tabel. Lei
da sin 0,22 Ja sin 0,47. Hinnata saadud tulemuste täpsust.

X 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 <

sin x 0,19867 0,24740 0,29552 0,34290 0,38942 0,43497 0,47943

Diferentsskeem on koostatud tabelis 1?. Näeme, et nel- 
Jandat Järku diferentsid pole enam usaldusväärsed, sest

4 3seal võib olla ümardamise viga kuni 2 « 8  viimase koha 
ühikut* Seega on kolmandat Järku diferentsid praktiliselt 
võrdsed.
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T a b e l  14.



T a b e l  15*

xi fi Л

0,20 0,19867 4873
0,25 0,24740 -61

-134812
0,30 0,29552 -74 1

4738 - 1 2
0,35 0,34290 -86 1

4652 - 1 1
0,40 0,38942 -97 - 1

4555 - 1 2
0,45 0,43497 -109

4446
0,50 ' 0,47943

Leiame ein 0,22« Valides = 0,20, lahendame an
tud funktsiooni Newtoni I interpolatsioonipolünoomiga.

Et
0.22 - 0.20 - .

* 0 , 0 $  °> 4 *

siis interpolatsioonipolünoomiks on (valemist (18)):

P3(0,22) = fo+ 0,4f0^5 - 0,12f2 + 0,064^ 35 . 

Asendades tabelist 15 diferentsid, saame: 

fQ = 0,19867 
°»4f0^5 = 1949.2 

-0,12f2 = 7.3 

0 , 0 6 4 f 1 3 5 =  . 8

P3(0,22)= 0,21823 .

(Vahearvutustes on säilitatud üks lisakoht, mis lõppvastu
ses ümardatakse).
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Hindame tulemuse täpsust* Esimeseks polünoomist ära
jäetud liikmeks on

t(t-1 )(t—2)(t—3)f* .
4,Kuna antud juhul ei ole enam usaldusväärnet siis arves

tame ka algandmete ümardamisel tekkinud viga* Antud juhul 
ei saa f^ ületada viimase koha ühikutes 1 + 8 . Niisiis 
võtamegi fg * 9.10""' ja arvutame ligikaudse vea

(r3(0,22J[ as . 9.1O”5| < 0,38.10-5 .

Näeme, et viga ei ületa üht viienda koha ühikut ja see
ga loeme, et

ein 0,22 = 0,21823 .

Et antud funktsiooni korral on lihtne leida tuletisi, 
siis hindame vea euurust ka valemi

n+1
|R(i)| < V l b 4 ■ 
7X1 (n+1 ) I

järgi.
Antud korral n = 3, fIV(x) « sin x ja

11̂  ■ max j sin x I 0,35 -.
0,2*x*0,35

(Polünoomis kasutasime diferentse ainult lõigust [0t20}
0,35 J ).

Veaks saame

|R^(0,22)[< Q|35.54»10 8 j0,4.(-0,6).(-1,6).(-2,6)|<0,91.10"7.

Siit selgub, et antud interpolateioonipolünoom võimal
dab interpoleerimist veaga mitte üle ühe viimase koha ühiku



seitsmekohaliete funktsiooni väärtuste korral* Et funktsioo
ni väärtused on antud ainult viie numbrikohaga, siis me ei
saa väita, et antud interpolateiooni täpsus on 1*10 » vaid

—5kõige paremal juhul ainult 0,5*10 .
Selline erinevus kahe veahinnangu vahel on loomulik, 

eest uks lähtub viiekohaliste tabelite kasutamisest, teine 
aga polünoomi täpsuse võimalikkusest*

Leiame nSfid sin 0,47* Kui valida x0 « 0,50, siis

ж 014- 7 ** 0*50 _ _л с. 
t e 1 6,o5 ~ 0,6

ja valemist (19) saame polünoomiks

Г3 (0,*7) - f0 -  0,6f.’ ,5 * - 0 , 0 5 6 f _ ^ 5 .

Asendame diferentsid:

fQ = 0,47943

-0,6f„J j - - 2667.6

-0,12f_2 - 13.1

-0,056fj} j - .7

P3(0,47) = 0,45289 .

Arvutame veel interpolateiooni ligikaudse vea 

lR3(0,47)|sr l70*6,0»*;1 ! 4- 2»4 . (-9).10"5|< 0,31.10"5 . 
Seega

sin 0,47 = 0,45289 .

3. Gaussi interpolatsioonivalemid» Fraseri diap^wmm. 
Võttes interpolatsioonisõlmedeks 2n + 1 punkti järjeetu-
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eega x0,x0+ h, x-h, ••• , xQ+ nh, x0- ah, saame lewtoni ln-
terpolataioonivalemile (8) anda kuju

fCv- th) . v  t/ 0’ 5 ♦ i^f^f 2 + Ш 2-12) fo^5 +

(20) * . . . . .  *

,  t ;t21 2) . . 4 fcjT( ^ ? 27 ( t - >  f a. „ Егп(1о ,  th)

(veenduda!), kue t » x ^ x° Ja

B2n^ o .♦th> • *(*2-i2> ••• c*2-”2)

(eeldadesу et vaadeldaval lõigul eksisteerib f(x) (2п+1 )- 
Järku pidev tuletis). Saadud valemit (20) nidetatakse 
Gausa1 I Interpolatsioonivalemiks»

Muutes interpolatsloonlsOlmede järjekorda x0,x0*-h, 
xQ+ h, ...» xQ- nh, xQ+ nh, saame interpolatsioonivalemist 
(8) Gaussi II Interpolatsioonivalemi

f(,e+ th). v  tr_0; 5 * *

(2„  + t(t2-1^(t,2)f4 + ... + tit!=1h tii^ S=^ 2n- 1 +

* + E2n(io + th)TZnJl

X  -  X
(veenduda!), kus t « -----  Ja

h

B2n^o + « 0  - h2°*1( ^ ) l )Ca »(*2-12) ... (t2-n2) 
(eeldades sama)*
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Kui kasutada Gaussi interpolatsioonivalemi konstrueeri

miseks 2n sõlme (s.t. viimast sõlrae ei kasutata)» siis 

j&äb ära ka polünoomi viimane liige ja jääkliige avaldub 

esimesel juhul kujul

on Gaussi interpolatsioonipolünoomide viga ligikaudu võrdne 

esimese ärajäetud liikmega interpolatsioonivalemist•

Et Gaussi iflterpolatsioonivalemid leiavad vähe prakti

list kasutamist, siis me neil pikemalt ei peatu* Küll aga 

kasutame neid edaspidi teiste valemite tuletamisel.

Eespool tuletasime mitmeid Interpolatsioonipolünoomide 

erikujusid* Kõik nad esitavad üht ja sama polünoomi samade 

sõlmede erineva Järjestuse korral. Vaatleme nüüd moodust, 

mis võimaldab väga lihtsalt tuletada neid erikujusid. Selleke 

koostame nn. Praserl fllagramml (järgmisel leheküljel).

Praseri diagrammist võime välja kirjutada interpolat- 

sioonipolünoome, kui liikuda mööda mingit kaid- või murd- 

joont. Näiteks Newtoni I interpolatsioonipolünoomi saame, 

kui võtame liikmete summa piki kaldjoont alla alates funkt

siooni väärtusest f ja lõpetades diferentsil fn /n : 
u n/2

ja teisel juhul kujul

Seose (17) põhjal f ^ « h kf^k)(f) (i=0,5; 0 või -0,5)
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F r a s e r i d i a g r a m  m:

Gaussi II interpolatsioonipolünoomi saame aga juhul, kui

2.n
liigume funktsiooni väärtusest f kuni diferentsini fo n

mööda siksakjoont iiles-alla jne:

fo - (V f- o b  * cv) fo ♦ (Г) f-o^5 + c;2i < ♦  -

Lihtne on määrata Fraseri diagraramist ka sõlmed, mille

dele interpolatsioonipolünoom on ehitatud. Oletame, et mingi 

interpolatsioonipolünoom lõpeb diferentsiga f° • Kujutama 

nüüd diagrammil võrdhaarset kolmnurka, mille tipp asub dife-
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renteil f^ ja alus funktsiooni väärtustel. Selle koi®11111, 

ga alusel on parajasti need funktsiooni väärtused, m i  Iie ar 

gumendid on interpolatsioonipolünoomi sõlmedeks.

Fraseri diagrammi binoomkordajate ja d i f e r e n t s i d e  va 

hei kehtib eeoe (vt. näit. [fl. lk. 1*3 vSl [>], lk. 138)

(ž w  - ( & ) * & , »  - (i)fiii •

Viimane seos näitab, et diagrammis mis tahes kahe liikme sum

ma, mis on ühendatud joonega paremale alla, on võrdne kahe 

liikme summaga, mis asetsevad vahetult nende all ja on ühen

datud joonega paremale üles* Näiteks:

I S K *  © * ? *  Ö f 0?5

(need liikmed on diagrammis ristkülikutesse paigutatud).

Siit järeldub, et n-astme interpolatsioonipolünoomi 

väljakirjutamist, mis lõpeb diferentsil f° , võib alustada 

mis tahes funktsiooni väärtustest, mis asub eespool vaadeldud 

võrdkülgse kolmnurga alusel. Seejuures saame alati sama polü

noomi, kuid erineva kujuga.

4. Stirling! ,1a Besseli interpolatsloonlvalemid. Vaat

leme veel kahte interpolatsioonivalemit. Leides Gaussi inter- 

polatsioonivalemite (2o) ja (21) poolsumma, saame Stlr- 

lingl interpolatsioonivalemi

(22) ♦ ... ♦ *(t2-12) ... Ct2 - (n - 1121 2n-1 .
(2n - 1)! 0
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+ t2(.t2-12) ... Ct2 - (n-1)2J f2„ + , }

(2n ) l 0 2n 0

kue

-2k-1 1^2k-1 ^ -2k-1 N
f  о " 7 (f-0,5 + 0,5 ■> '

Eeldades, et vaadeldaval lõigul eksisteerib funktsiooni f(x) 

(2n+l)-järku pidev tuletis, saame jääkliikmeks (vt* näit*

С13, lk. 139)

«* .< **♦  t ( t 2- 1 2 ) . . .  ( , 2V )  ,
(2n+1) I

kus j: on mingi punkt sõlmede xQ+ ih (i ■ 0, - 1, ...,- n) 

Ja punkti xQ+ th vahel.

Kui kasutada seost (17), näeme, et ka Stirling! inter™ 

polatsioonipolönoomi viga on ligikaudu võrdne esimese ära

jäetud liikmega interpolataioonivalemist.

Beseeli interpolatsioonipolünoomi tuletamiseks kirjuta

me välja Gaussi II interpolatsioonivalemi (21) sõlme x^ 

korral ,

« ✓ _ . ..г-Ч 1 . t'(t'+0 -2 . t*(t'2-12) л 3 .
2 n '  1 * h)  V  t  f 0 , 5  + - f i + ^ T J  0 , 5  +

. t 4 t » 2-12 )(t'+2) Л . . t 4 t * 2-12)... [t'2- ( n - 0 2J„2n-1 . 
+ — Л---- ТГ*-----^ f1 + + ------Cfe ~"T j r  ---- 0,5 +

+ t«(t»2- 12) ... f f 2 - (n - l)2I_Ct'_lL-!Q r2n + _

(2n)l 1

kus
X “• I j 

t ' - — ----1
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On kerge näha, et t Ja t* vahel kehtib seos 

t ' = t - 1 .

Asendades t ' endise muutujaga t ning leides saadud

valemi Ja Gaussi I interpolatsioonivalemi (20) poolsumma,

x + th vahel, о

Ligikaudse veahinnanguna võime kasutada esimest ärajäe

tud liiget interpolateioonivalemist.

Stirlingi Ja Besseli interpolatsioonipolünoomid võime 

välja kirjutada ka Praseri diagrammist, kui liikuda seal 

mööda rombide diagonaali ja võtta diagonaali kohal ja all 

olevate liikmete poolsummad.

Diferentsskeemie kasutatakse nende polünoomide korral

saame Besseli interpolatsioonivalemi

f(xQ+ th) = fQ+ tfQ|5 + t(t21f f 0^5

(23)
+ t ( t 2- 12K t - 2j  4 + +

A l  0 » 5

+ t(t2-12) .... [t2- (n-1)2 ] (t_-_rQ f2n + 

(2n)I 0,5
0,5

+ R 2n-H<*o+th>’

Punkt £ asub sõlmede xQ+ ih (i = 0, -1, ..., -n) ja
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T a b e l  16

diferentse horisontaalses suunas (vt. tabel 16).

Gaussi, Stirling! ja besseli interpolatsioonipolünoome 

nimetatakse ka tsentraalsete diferentsidega interpolatsioo

nipolünoomi d eks .

Lõpuks juhime tähelepanu veel sellele, et paarituastme- 

lise Stirlingi ja paarisastmelise Besseli interpolatsiooni— 

polünoomi korral ei ole täidetud kõik interpolatsioonitingi— 

mused. Nimelt jäävad need rahuldamata äärmistes 3Õlmedes. 

(veendudai) Seega paarituastraeline Stirlingi või paarisast- 

meline Besseli interpolatsioonipolünoom ei ole interpolat- . 

sioonipolünoomid tavalises mõttes, vaid kahe erineya inter—
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polatsioonipolünoomi aritmeetiline keskmine. See aga ei ta 

kista nende kasutamist. Järgmises punktis näeme, et maini

tud interpolatsioonipolünoomid annavad isegi p a r e m a i d  tu

lemusi kui tavaline sama astme i n t e r p o l a t s i o o n i p o l ü n o o m .

Nende jääkliikmed saame leida ainult ligilähedaselt (vt. 

näit. СО, lk. 139 - 141).

N ä i d e  12. Leida sin 0,34 ja sin 0,38, kui 

sin z tabel on toodud eelmises näites.

Leiame sin 0,34 Stirling! interpolatsioonipolünoomi 

abil, kasutades seal koostatud diferentsskeemi (tabel 15). 

Valime xQ = 0,35} siis t = 0 1 , 0 5 ° “ “ °»2,

Valemist (22) saame:

P3(C,34) » fQ * °»2t0 + °’02f0 + °»032f0 * 

Asendame diferentsid.

f0 = 0,34390 

-0,2fJ = - 939.0 

0,02f2 = - 1.7

0,032f^ = - .4

Рэ(0,34)- 0,33349

2 2
Kuna |R3 (0,34)|» fj|< 0,5.10-*, siia

sin 0,34 * 0,33349 .

Arvutame nüüd sin 0,38 kasutades Besseli interpolat- 

sioonipolünoomi. Valime jällegi xQ * 0,35, siis t =

» 5дР.8.д.ТдО»Р.5 « o,6 ja valemist (23) saame:
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Р3 (0,Э8) - f0 + 0 , 6 f ^ 5

Arvutame P3 (0,38):

0,34290

2791.2

11.0

-0,0<Kfo^  * 0

P -j( 0 , 3 8 )  -  0 ,37092.

Et |R3 C0,38)|* fQ<5 | eiis

sin 0,38 = 0,37092.

5. Interpolatsioonivalemi te kasutamisest. Analüüsime 

käesolevas punktis küsimust, missugust interpolatsioonipolü- 

noomi kasutada antud funktsiooni ulatueliku tabeli korral ja 

kui palju liikmeid võtta interpolatsioonivalemie, et saada 

nõutud täpsust.

Tuletame siinjuures veel meelde, et kõik interpolatsi- 

oonipolünoomid annavad sama tulemuse ainult ühtede ja sama

de sõlmede korral. Alati on soovitav algsõlm xQ valida 

võimalikult x lähedale, s.t. Jt| 1. Kuna konstantse 

tabelisammu korral erinevad polünoomid kasutavad algsõlme

x suhtes erinevaid naabersõlmi, siis kõik sõlmed ei ühti 
о *

ja nii võime saada erinevaid vastuseid. Milline polünoom lä

hendab antud korral paremini, selgub nende jääkliikmete uuri

misel.

Funktsiooni f(x) lähendamisel n-astme polünoomiga



h*w1f (n+l)(p) w n+1(*) .

(nVijr

Siin hn+1f ^ ( f )  sõltub ainult tabelisammust h ja an

tud funktsioonist f(x). Tema kordaja omab aga 

eri kuju erinevate polünoomide korral» Andes muutujale t

~ n+1(t)
väärtusi ja arvutades --- =------  mitmesuguste n väärtuste

(n+1)1

korral ( [11 , lk-d 124, 137, 140 ja 142) selgub, et tsent

raalsete diferentsidega polünoomidel on eelised ühepoolsete 

(Newtoni) polünoomide ees.

Stirling! polünoomil on aga eelis teiste ees, kui t 

on lähedane nullile ja esimene ärajäetud liige on paarisjär- 

guline. Praktikas on sobiv kasutada teda siis, kui

|t| ^  1/4 .

Besseli polünoom on kasulik juhul, kui t on lähedane 

poolele ja esimene ärajäetud liige on paaritujärguline. Prak

tikas:

1/4 * t £ 3/4 .

Ulatusliku tabeli korral valime sõlmed nii, et nad aset

seksid võimalikult x lähedal ja on võimalik kasutada tsent

raalsete diferentsidega polünoome. Tabeli alguses ja lõpus 

tuleb aga kasutada Newtoni valemeid.

Vaatleme nüüd, kui kõrge astmjga tuleb interpoleerida, 

et saada vajalikku täpsust. Seejuures tahame nõutud täpsust 

saavutada võimalikult madala astme polünoomi abil.

tekkiv viga on võrdne või ligilähedaselt võrdne avaldisega
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Olgu antud tabelis sammuga h funktsiooni f(x) väär

tused m kümnendjcohaga, s.t. täpsusega 0,5.10 m . On ilm

ne, et interpoleerimisel ei saa nõuda suuremat täpsust kui 

on antud tabeli täpsus. Küll aga võib ülesannet formuleeri-
/

da vastupidiselt. Näiteks viiekohaliste tabelite korral nõu

da neljakohalist täpsust, mitte kunagi aga üle viie koha.

Interpoleerides funktsiooni f(x) n-astme polünoomiga 

Pn(x) on interpoleerimise viga Bn(x). Kui kehtib võrratus

|RnOO| ^  r . 1 o~m

(kus r on nõutava vea ülemmäär tabeli viimase koha ühiku

tes), siis öeldakse, et antud funktsiooni tabeli korral lõi

gul [a, b] on küllaldane n-astrnega interpoleerimine. Suu

rim täpsus, mis antud tabeli korral interpoleerimisel võib 

saavutada, on 1/2 viimase koha ühikut (r = 1/2).

Kuidas aga määrata kõige väiksem n? Tema määramiseks 

kasutame järgmist moodust. Valime p + 1 sõlme ja kooetame 

diferentsskeemi. Seal loeme praktiliselt võrdseteks k-jär- 

ku diferentsid (k < p). Diferentsid alates järgust к + 1 

on absoluutväärtuselt väiksemad kui 10 m (vt. punkt 1) ja 

nendest tulenevad liikmed valitud täpsuse piires mõju ei 

avalda. Seega pole mõtet arvestada diferentse alates järgust 

к + 1 kuni järguni p. Võttes nüüd n * k ,  saamegi vastava 

astme polünoomi, millega teostada interpoleerimist. Kokkuvõe

tult :

Kui interpolatsioonipolünoomi aste võtta võrdne prakti

liselt võrdsete diferentside järguga, siis interpoleerimise
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viga on alati väiksem tabeli täpsusest (0,5.10 m). ^ui 

aga interpoleerimise aste on väiksem praktiliselt võrdsete 

diferentside järgust, siis interpolatsiooni ligikaudse vea 

võib määrata esimese ärajäetud liikme abil.

Analüüsime põhjalikumalt, trillal on küllaldane kasuteda 

lineaarset või ruutinterpolatsiooni.

Lineaarse interpolatsiooni korral toimub funktsiooni 

£(x) lähendamine lõigul sirgega

P1OO » *0 + xfo]s »

kusjuures jääkliikmeks on

(xo < 5 ^ хл).
Kuna maxjt(t-l)| * j  , siis

o*t*1 ~
M 5h

| „ i 0 0 | * - ž _  .

Kui 0
M?h

(24) -=—  <  r.10 ,
8

siis on küllaldane kasutada lõigul [x0 »x^] lineaarset In

terpolatsiooni. Seose (17) abil vMrae tingimusele (24) 

aeda kuju

\f\\* 8r-10"m ,

s.t. lineaarse interpolatsiooni viga ei ületa r viimase 

koha ühikut, kui teist järku diferents on väiksem 8r vii

mase koha ühikust. (Täpsuse 0,5.10-m korral |f^j <  4). 

Viimast reeglit kasutatakse sageli ka kujul:
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Lineaarse interpolatsiooni viga ei ületa r viimase 

koha ühikut, kui esimest järku naaberdiferentside erinevus 

ei ületa 8r viimase koha ühikut.

Võrratust (24) võib kasutada ka tabelisammu määrami

seks nii, et.lineaarse interpolatsiooni viga ei ületaks suu

rust r.10~m

Lineaarse interpolateiooni teostamiseks võib soovitada 

järgmist arvutusskeerai:

p / x )  . f0 * tf0;5 .

N ä i d e  13. Vaatleme dlferentsskeemi, mis on too

dud tabelis 17.

T a b e l  17 •

xi
1

ie xL 4

2,00 0,5000
-122

2,05 0,4878
-116

.6

2,10 0,4762 5
-111

2,15 0,4651
-106

5

2,20 0,4545
-101

5

2,25 0,4444

V '



Siin on praktiliselt võrdsed teist järku diferentsid 

Täpsuse 0,5*10 * saavutamiseks tuleb kasutada r u u t i n t e r  

polatsiooni. Kui aga piirduda täpsusega 1.10””4 , s i i s  võib 

kasutada lineaarset interpolatsiooni, sest on taidetud tin

gimus | f2 | -£ 8 .

Leiame nüüd lineaarse interpoleerimise teel 1:2,12. 

Lõiguks [x0 »xil tuleb valida lõik [2t10;2,15] • Kasuta

des eespool toodud arvutusskeemi saame:

-111

2,10 0,4762

2 0,4 -  44.4

P1 (2,12) » 0,4718.

Kontrollimisel selgub, et 1:2,12 *= 0,4717. Seega vi

ga ei ületa tõepoolest 1.10-4.

Ruutinterpolatsiooni korral me asendame vaadeldaval 

lõigul funktsiooni f(x) ruutpolünoomiga Р2(х).

Newtoni I polünoomi korral on jääkliikmeks

M->h3
~^ 11 (t—l)(t—2) | , X ^ X 2^ *

,— .■

Kuna max J t(t-l)(t-2)| « , siie

о t * 2

| Ч « | < = £ .

Sama tulemuse saame ka Newtoni II ja Stirlingi polü

noomi korral (ise veenduda!).

Siit näeme, et on piisav kasutada Newtoni või Stirlin-
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gi ruutinterpolatsiooni, kui

.3

<  r.10"

H3h-

15

ehk seose (17) põhjal

/ f3 / <  15r • 10~m .

Sõnastatult:

Newtoni ja Stirlingi ruutinterpolatsiooni viga ei üle

ta r viimase koha ühikut» kui kolmandat järku diferents 

t>n väiksem 15r viimase koha ühikust.

Besseli ruutinterpolatsiooni korral lOigul [J0t x-jJ

saame

|f3 | 124Г.Ю“®

(ise tuletadal), s.t. Besseli ruutinterpolatsiooni viga ei 

ületa r viimase koha ühikut, kui kolmandat järku diferents 

on väiksem 124r viimase koha ühikust. Seega Besseli ruut- 

interpolatsioon on tunduvalt täpsem teistest ruutinterpolat- 

sioonidest•

Analüüsime saadud tulemuste seisukohalt näites 11 ja 

12 teostatud interpolateiooni. Kuna kolmandat järku dife

rentsid on suuremad kui ^  • 15, siis Newtoni ja Stirlingi

valemite kasutamise korral ei piisa ruutinterpolatsioonist 

—5
täpsuse 0,5 .*50 saavutamiseks. Piisab aga küll täpsuse

1.10"*^ puhul. Arvutustest näemegi, et kolmandat järku dife-

—5
rentsiga liige on väiksem kui 1.10

Besseli valemi korral aga oleks piisanud ruutinterpo

latsioonist, sest Jf^| <  62. Arvutades kolmandat järku
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diferentsiga liikme, näeme, et esimene nullist e r i n e v  number 

on seitsmendas kohas peale koma ja see enam meie täpsusele 

mõju ei avalda. *

§4. PÖÖRDINTERPOLATSIOON.

1# Pöördlnterpolatsiooni ülesanne. Senini vaatlesime 

peamiselt probleemi, kuidas leida funktsiooni f(x) väärtus 

tabelis mitteantud kohal x. Sageli esineb aga ka vastupidi

ne ülesanne: on antud funktsiooni f(x) väärtus, leida vas

tav argumendi väärtus x. Ka selle, nn* pöördinterpolatsioo 

ni ülesande lahendamiseks saab kasutada eespool tuletatud in 

terpolatsioonivalemeid. Selleks on kaks võimalust*

Kui funktsioon у * f(x) on vaadeldavas piirkonnas mo

notoonne, siis eksisteerib tema pöördfunktsioon x = g(y)* 

Pöördfunktsiooni tabeli saame, kui vahetame funktsiooni у •

■ f(x) . tabelis argumendi ja funktsiooni osad. Pöördinterpo- 

latsiooni ülesannet võime nüüd vaadelda kui pöördfunktsiooni 

tavalist interpolatsiooniülesannet• Kuna pöördfunktsiooni ta 

bei on üldiselt muutuva tabelisammuga, siis me ei saa maini

tud metoodika korral kasutada konstantse sammuga tabelite 

jaoks tuletatud lihtsamaid interpolatsioonivalemeid. Kuid 

võime edukalt kasutada Lagrange'i ja üldist Newtoni interpo- 

latsioonivalemit, samuti ka Aitkini interpolatsioonlskeemi.

Kui meil on olemas funktsiooni у «* f(x) konstantse 

sammuga tabel, siis pöördinterpolatsiooni teostamiseks kasu-
%

tatakse enamasti teist teed: funktsioon f(x) lähendatakse 

mingi interpolatsioonipolünoomiga Pa (x) ning meid huvitav



argumendi väärtus x leitakse kui võrrandi Pn (x ) ж У la~ 

hend. Võrrandi lahendamiseks kasutatakse iteratsioonimeeto- 

dit, mis küllalt tiheda tabeli korral koondub tavaliselt üs

na kiiresti* Seda moodust tuleb kasutada ka aiiS) kui funkt

sioon pole vaadeldaval lõigul monotoonne.

Olgu antud konstantse sammuga tabel. Pöördinterpolatsi- 

ooni teostamiseks vaatleme võrrandi lahendamist lähemalt 

Stirlingi interpolatsioonipolünoomi puhul (analoogiline ka

teiste polünoomide puhul):

1Т1(Лh
f(x) - f0 + + t3c * ... •

Tarvie on leida x, kui on teada, et f(x) = y. Ee

malt leiame vastava t. Selleks avaldame saadud võrrandist 

esimest järku diferentsi ees oleva t

(25) t , L ^ ! o _ . l !  4  -  .......................f 1 2 { 1 6 f 1
О о о

Alglähendiks võtame võrrandi (25) parema poole esime

se liikme

t - У “ f°X - л •

0
Pannes selle võrrandi (25) paremasse poolde, saame

uue lähendi t^ :

у - f t2 f2 t (t2 - 1) f"3 J о o o  o 4 o ' о
t s  -----j—  -  —  T  —  - —r —  . . .  *

2 ’ e f;o o 1 о

Samal viisil leiame lähendist t^ uue lähendi J110* 1 

Enamikul juhtudel saadud lähendite jada koondub kiiresti ja 

piirväärtusena saame võrrandi täpse lahendi* Praktiliselt



lõpetame lahendite leidmise siis, kui eelmisest lähendist 

lähtudes saame uue lähendi, mis ühtib eelmisega nõutava täp

suse piirides.

Otsitava x väärtuse saame seosest

x * + th .о

On ilmne, et vastuse viga sõltub interpoleerimisveaet 

ja võrrandi lahendamise veast. Muidugi ei saa nõuda vastu

selt suuremat täpsust kui seda võimaldab interpolatsiooni— 

polünoom ja tabeli täpsus* Kui oletada, et interpoleerimis- 

viga ei ületa tabeli viga, siis võime võrrandi lahendis t 

Õigeks lugeda ainult niipalju kümnendkohti, kui seda võimal

dab iteratsiooni eeskirja esimeses liikmee usaldatavate kün- 

nendkohtade arv.

M ä r k u s  : Analoogiliselt võib teostada ka pöörd- 

1nterpolatsiooni üldise Newtoni interpolatsioonipolünoomi 

korral, millest saame

У “ f(*0) f(x0 ,xlVx2)
x_ +
0 f Cx0 ,x1) 0 *(*0 »x1>

N ä i d e  14. Kasutades näites 11 toodud ein x ta

belit, leida arcsin 0,29.

Selle ülesande korral on kõige sobivam kasutada Stir

lingi interpolatsioonipolünoomi, sest valides = 0,30, 

peaks t väärtus olema lähemal nullile kui poolele. Et 

у = 0,29, siis valemist (25) saame



ehk

t * -0,1156 + 0,0077t2 + 0,0004t(t2 - 1) + ...

(esimeses liikmes on usaldatavaid kiimnendkohti 3).

Ilmselt siin kolmas liige ei mõjusta oluliselt täpsust 

ja lõplikult saame

t * -0,1156 + 0,0077t2 .

Alglähendiks on

tQ = -0,1156.

Leiame uue lähendi 

t1 — 0,1156 + 0,0077 t2 = - 0,1156 + 0,0001 = -0,1155.

Et usaldatavaid kiimnendkohti oli ainult 3, siis kaks
_3

järjestikust lähendit ühtivad täpsusega 10 . Seega võrran 

di lahendiks loeme

t - -0,116.

Leiame x:

x « 0,30 + 0,05 t * 0,2942.

2. Võrrandite ligikaudne lahendamine. Pöördinterpolat

sioon leiab laialdast kasutamist ka võrrandite ligikaudsel 

lahendamisel. Lineaarne pöördinterpolatsioon kahe erineva 

sõlme kasutamisega on tuntud võrrandite ligikaudse lahenda

mise teoorias kõõlude meetodi (regula falsi) nime all ning 

ühe kahekordse sõlme korral - Newtoni meetodi nime all (vt. 

[7], lk. 73). Viimati nimetatud raamatus on antud ka pöörd- 

interpolateiooni kasutamise võte võrrandite lahendamiseks 

(lk. 82 - 84) ning toodud näide transtsendentse võrrandi 

kohta (lk. 84 - 85).
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Toome veel näite, kuldas leida algebralise võrrandi 

lahendeid kasutades pöördinterpolatsiooni.

N ä i d e  15» Leida võrrandi tP  - 3x + 1 * 0 juur, 

mis asetseb vahemikus (0,1).

Koostame diferentsskeemi sammuga 0,1, kusjuures po

lünoomi väärtuste arvutamiseks võime kasutada asjaolu, et 

kolmanda astme polünoomi kolmandat järku diferentsid on 

võrdsed. Seetõttu arvutame polünoomi väärtused ainult 4 

punktie (0; 0,1; 0,2; 0,3) ja koostame vastava diferente- 

skeemi (tabel 18). Võttes nüüd kõik kolmandat järku dife

rentsid võrdseteks, arvutame teist järku diferentsid, edasi 

esimest järku ja lõpuks funktsiooni enda väärtused (funkt

siooni väärtused on täpsed).

T a b e l  18.

xi fi Л

0,0 1,000
-299

0,1 0,701 6
-293 6

0,2 0,408 12
-281 6

0,3 0 S127 18
-263 6

0,4 -0,136 24
-239 6

0,5 -0,375 30
-209 6

0,6 -0,584 36
-173 6

0,7 -0,757 42
-131 6

0,8 -0,888 48
- 83 6

0,9 -0,971 54
- 29

1,0 -1,000
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Funktsioon muudab märki vahemikus (0,3; 0,4). Seega 

tema nullkoht asetseb seal, oletuste kohaselt vahemiku kes

kel. Võttes xQ ■ 0,3 peaks t olema lähedane poolele ning 

seetõttu on sobiv antud polünoom välja kirjutada Besseli in- 

t erpolat sioonipolünoomina:

0 - 0,127 - 0263t + 0,0105t(t - 1) +

+ 0,001t(t - l)(t - J) .

Siit

j. 0 *127 0 , 0 1 0 5  j. r x . л  \ 0 .0 0 1  j. /j. л \  г*. 1\
t ■ T f i m + “1) + õ 3 j  t(t *

ehk

t - 0,482 889 73 + 0,039 923 95t(t - 1) ♦

+ 0,003 802 28t(t - l)(t - 0,5) .

Sümbolites:

t ■ а + bt(t - 1) + ct(t - l)(t - 0,5) .

Kordajates a,b ja с võib võtta kui tahes palju küm- 

nendkohti, sest diferentsid on täpsed. Mainime, et saadud 

võrrand on samaväärne lähtevõrrandiga.

Alglähendiks on

t « 0,482 889 73 .
» о '

Arvutame t^s

а - 0,482 889 73

bt (t - 1) «-0,009 969 30 
o o

ct(t - 1)(t - 0,5) = 0,000 016 25 

t1 - 0,472 936 68 .

Edasi leiame uue lähendi

10 - 73 -



a - 0,482 889 73 

bt1(t1 -1) -= -0,009 951 75 

ctl <̂t1-l)(t1-0,5) = 0,000 025 65

t2 - 0,472 963 63

Järgmiseks lahendiks t^ saame:

a * 0,482 889 73

*^2^ 2” s -0,009 951 80

ct2^t2"1^ t 2“ 0,5) * 0,000 025 62

ъ =
0,472 963 55

Arvutame veel ühe lähendi V
а = 0,482 889 73

bt3 (t3 - 1)* -0,009 951 80

ct3 (t3 — l)(t3~0,5)* 0,000 025 62

4  e 0,472 963 55

Kaks viimast lähendit ühtivad. Seega

t = 0,472 !963 i6

X

Ĉn0II 296 36

Koondumine toimus kiiresti: kolme lahendiga saavutati 

täpsus 10



§ 5. MITMEMUUTUJA FUNKTSIOONIDE 

INTERPOLEERIMINE.

1. Üldküsimusi. Mitmemuutuja funktsioonide interpolee

rimine on tunduvalt keerulisem kui ühemuutuja funktsioonide 

interpoleerimine. Siin kohtame tervet rida uusi raskusi.

Piirdume lühiduse mõttes ainult kahemuutuja funktsioo

nide vaatlemisega. Olgu antud n + 1  punkti - nn. interpo- 

latsioonisõlmed

(*0 * Oi>yi); ••• * x̂n*^n^

ja funktsiooni z ■ f(x,y) väärtused neis sõlmedes. Otsime 

x ja у suhtes madalaima astmega hulkliiget Pm (x,y), mis 

antud n + 1  sõlmes saaks võrdseks etteantud funktsiooni 

väärtustega fCx^y^), s.t.

Pm(*i»yi) * fCx^»y^) (i “ О»"*»»»»»!3) •

Otsitava polünoomi võime kirjutada kujul:

- ooo ♦ a1ol ♦ ао1У ♦ »го*2 + a11Iy ♦ ao2^2 +

♦ ••• ♦ amox“ *  a« -1 ,1 * “ ^ 3r + —  *  “от*" •

Pannes siia antud sõlmede koordinaadid ^a võrdsustades 

parema poole vastava funktsiooni väärtusega f(x^fy^)i saa

me n + 1  lineaareet võrrandit 1 + 2 + 3 ... + ( m +  1) ■

■ ^(m + 1)(т + 2) tundmatute a ^  suhtes. Järelikult, kui 

l&hendpolünoomi Pm (x,y) kohta ei ole mingit täiendavat 

tingimust, siis tuleb võtta

n + 1 в •jCm + 1 )(m + 2) .

I
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See aga tähendab, et me ei eaa enam ülesannet lahendada su 

▼alise interpolatsiooni sõlmede arvu korral.

Näiteks, et lähendada antud funktsiooni lineaarse polü

noomiga on tarvis 3 punkti, ruutpoliinoomiga — 6 punk 

tl, kuuppolünoomiga - 10 punkti jne*

Kui aga vaadelda saadud lineaarse võrrandisüsteemi 

kordajate determinante

Уо

У1

У2

(3 punkti - 

lineaarne lä- 

hendus)

У,o"o

Х1У1

2
Уо
2

У1

jne.

xo yo xo

X1 У1 xi 

x 2 У 2 x 2 x 2 y 2 

x3 b  4  ъь

*4 4̂ x4 x4»4

x5 y5 x5 X5y5 

(6 punkti - ruutlähendus)

siis selgub, et lineaarsele lähendusele vaetav determinant 

saab nulliks, kui kõik kolm punkti asetsevad ühel ja samal 

sirgel (anal, geomeetria kursus). Edasi, ruutlähendi deter

minant saab aga nulliks, kui kõik 6 punkti asetsevad ühel 

ja samal teist järku joonel, kuuplähendil - kõik 10 punk

ti ühel ja samal kolmandat järku kõveral jne.

Häeme, et interpolatsiooni ei saa teostada ka suvalise 

punktide asetuse korral. Kui eespool toodud tingimused on 

täidetud, võib konstrueerida interpolatsioonipolünoomi, kuid 

nad on küllaltki kogukad (vt» näiteks £l], lk. 181).

2* Teine lähenemisviis* Vaatleme hoopis uut lähenemist
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kahemuutuja funktsioonide interpoleerimisprobleemile, mis 

põhineb ühemuutuja interpolatsioonipolünoomide kasutamisel 

kahemuutuja funktsioonide lähenemiseks. Seejuures me loobu

me nõudest, et interpolatsioonipolünoom oleks madalaimaast- 

meline.

Olgu meil antud järgmine interpolatsioonisõlmede süs

teem

X i - x0 + ih (i « 0,1,...,n)

•yj " y© + ^  " 0,1,...,m)

koos funktsiooni г » f(x,y) väärtustega neis sõlmedes 

(tabel 19).

T a b e l  19.

X

M о X1

CM
и

• • • xn

yo zoo z10 z20 • • • zno

y1 2o1 X11 Z 21
• • •

*n1

.
CM
>» 

.

zo2 Z 1 2 z 2 2
• • • an2

ym zom z1ra z2m Xnm

Funktsiooni f(x,y) ligikaudse väärtuse mingis punk

tis (x,y), mis ei lange kokku interpolatsioonisõlmedega, 

võib leida järgmiselt: algul interpoleeride antud funktsioo

ni kui ühemuutuja funktsiooni, näiteks x suhtes fikseeri

tud y. (j = 0, 1,...,m) väärtuse korral. Seega tuleb 
J



teostada x suhtes m + 1 interpolatsiooni, kusjuures iga 

kord kasutame ainult üht rida eespool toodud sõlmede süstee

mist. Nii me saame leida f(x,y^) (j e 0,1,...,m) ligi

kaudsed väärtused. Nüüd aga teostame leitud f(*»yj) ligi

kaudsete väärtuste kaudu interpolatsiooni у suhtes. Siin 

on tarvis teha ainult üks interpolatsioon, mille tulemusena 

saamegi f(x,y) ligikaudse väärtuse.

M ä r k u s  : Interpoleerimist oleks võinud teostada 

ka teises järjekorras; enne n + 1 interpolatsiooni у 

euhtes ja hiljem üks interpolatsioon x suhtes.

Allpool selgitame ülal toodut näitega kahemuutuja 

funktsiooni korral.

N ä i d e  16. Leida teist liiki elliptilise integraa

li E(cc, m j  - sin2«*, sin2^' d 'j' väärtus punktis

(35°; 36°), kui Е(ас, *f) on antud järgmise tabeliga:

X

ООсм о
о

O' о
о

30° 0,5209 0,5141 0,5061

35° 0,6067 0,5960 0,5833

оо

0,6921 0,6763 0,6575

Teostame esmalt interpolatsiooni muutuja cC suhtes. 

Fikseerides f -  30° saame diferentsskeemi, mis on toodud 

tabelis 20.
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T a b e l  20.

yf . 30c E E1 E2

O' 
 ̂

ro
 

О
О

О
 

О
О

О 0,5209

0,5141

0,5061

-68

-80
-12

Valides x0 = 40 saame Stirlingi polünoomist 

*(35°, f  i) - S0 - T  ^  + >

sest

35° - 40° .1

20

Arvutame E(35°, 30°):

E0 = 0,5141

-  1e1 
4  0

1 p2 
TZEo

18.5

. 4

E(35°,30°) = 0,5159.1 

Analoogiliselt teeme fikseerides = 35° (tabel 21),

T a b e l  21.

i  = 35 ' cC E E1 E 2

20°

40°

60°

0,6067

0,5960

0,5833

-107

-127
-20
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Eo - 0,5960

“ 7  Eo e4  О

1 F1 .
71 Eo * .6

29.2

E(35°,3^) - 0,5988.6 .

Ning ^  ■ 40° korral saame (tabel 22):

T a b e l  22.

if - 40° Ot Е Е1 Е2

О
О

О
 

О
О

О
 

cg 
ч* 

no

0,6921

0,6763

0,6575

-158

-188
-30

E0 = 0,6763

- T

E(35°,40°) » 0,6805.3 .

Nüüd teostame veel interpolatsiooni suhtes (tabel

23).
T a b e l  23.

f Е Е1 Е2

’30° 0,51591

35° 0,59886
8295

-128

оо

0,68053
8167



eiis
. _ 36° - 35° 1 

--------- —  -  5

ning Stirlingi polünoomist saame

£(35°,36°) - E0 + $ЕЛ0 + 

Arvutame ta välja:

E0 » 0,5988.6 

k 164 • 6

1*2 - -j
5Se o = *3

E(35°,36°) » 0,6153. .

Lõpuks peatume veel kahemuutuja funktsioonide lineaar

sel interpolatsioonil. Nimelt on siin sobiv kasutada arvu- 

tueekeemi, mis on antud tabelis 24.

T a b e l  24.

Seda arvutusskeemi tuleb mõista järgmiselt: antud on 

funktsiooni z = f(x,y) 4 väärtust f(x0 ,y0)i f(x1,y0);



ja ГСх1>У1). Leida f(x,y). Selleks interpo-

leerime esmalt horisontaalses suunas» laiame 

» f(x1ty0) - f(x0 ,y0) ja lineaarse interpoleerimise teel 

f(x,yo) * f(x0,y0) + tf}. Samuti leiame f\ = * 0 ^ ^ )

- f(xQ , y^) Ja f(x,yi) - f(x0>y1) + tfj. (t = Xl- x ^  *

Süüd interpoleerime vertikaalsuunas. Leiame

t] = f(x,yi) - f(x,y0) ja lõpuks f(x,y) -.f(x,y0) ♦ t*f} .

Toome näite selle arvutusskeemi rakendamiseks. 

N ä i d e  17. Leida esimest liiki elliptilise inte- 

f

graali P C oC,«^) ä ) ■ —  —  väärtus punktis

о l/l - sin2<* sin^

F(15°,24°) järgmise tabeli abil:

X 10° 20°

20° 0,3493 0,3499

25° 0,4367 0,4379

Koostame skeemi (tabel 25) eespool kirjeldatu Järgi.

T a b e l  25.

10° 15°

00CM

20°

24°

0,3493 0,3496

0,4198

0,3499

379
в

-w

U0,4373

877

Seega, ?(15°,24°) - 0,4198.



II. N U M B R I L I N E  D I F E R E N T S E E R I M I N E .

Numbrilise diferentseerimise all mõeldakse tabelina 

esitatud funktsiooni tuletise väärtuse arvutamist. Tihti ka

sutatakse numbrilist diferentseerimist ka siis, kui funkt

siooni analüütiline avaldis on küll antud, kuid tema tuleti

se väärtuse arvutamine nõuab palju arvutamist. Meil juhtudel 

asendatakse antud funktsioon f(x) mingi tema lähendfunkt- 

eiooniga ф (x) ja leitakse lähendfunktsiooni tuletis.

Olgu

f(x) - ф(х) -e- R(x) ,

kus R(x) on lähendfunktsiooni jääkliige, siis pärast k- 

kordset diferentseerimist (muidugi eeldades, et f(x) ja 

ф(х) к—järku tuletised eksisteerivad) saame

f O O ( x )  - фСк\х) + R (k)(x) .

Antud fvmktsiooni f(x) k-järku tuletise f^^(x) 

väärtuseks võtame ф ^к̂(х) väärtuse, kusjuures tema viga 

iseloomustaks diferentseerimisvalemi jääkliige R^^(x).

Siinjuures peab mainima, et numbriline diferentseerimi

ne viib sageli küllaltki suurtele vigadele, eriti kõrgemat 

järku tuletise korral. Tõepoolest, kahe funktsiooni väärtus

te lähedus lõigul [a,b] ei garanteeri veel nende tuletiste
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väärtuste lähedust* Näiteks esimest järku tuletised - puu

tujate tOusud - võivad erineda funkteiooni v ä ä r t u s t e  ühti

misel (joon* 2).

Käesolevas peatükis vaatleme ainult neid numbrilise di- 

ferentseerimise valemeid, mis saadakse interpolatsioonivale

mite diferenteeerimise teel.

§ 1. NUMBRILISE DIFERENTSEERIMINE MUUTUVA 

TABELI SAMMU KORRAL.

Olgu antud funktsiooni f(z) väärtused sõlmedes z^

(i = 0,1,...,n). Et leida f(z) tuletiste väärtust mingis 

punktis z f asendame ta Newtoni interpolateioonivalemiga

f(x) - f(x0) + (z - x0)f(z0 ,z1) +

+ "* ** X1 ,x2^ + • ••■*■

+ “ X0) ••• (x ” Xn—1 ̂ ^ X0 ,X1 * * * * ,xn^ + * * 6 0  

ning diferenteeerime



f'(x) - f(xQ ,x1) + C«t0+ (x0 ,x1 ,x2) +

«• C^0 ob1+oto oc2+^1 «t2)fCx0 ,x1 ,x2 ,x3 ) +

(1) ,
♦ (*0*4*2 +cL0°40t3 +*0*2*3 * •t1ot2eJ3 )f (x0 ,x1,x2,x3 ,x4)+

* *'f âl-o<S  * * ,tLn-2. * + *** + °i1ct2 *

• f (xo»x1»***»xn^ + 4 ^  *

kus

d t . * - Xl .

Valemi (1) parem pool ilma viimase liikmeta võimaldab

ki meil leida f'(x) ligikaudse väärtuse.

Vajalik arv kordi uuesti diferentseerides saame järk

järgult valemid kõrgemat järku tuletiste ligikaudseks arvu

tamiseks; näiteks f"(x) jaoks

f"(x) = 2ff(xc ,x1 ,x2) + (o60 +oC1 +ot2)f(x0 ,x1 ,x2 ,x3 ) +

+ ( W  * Л + * Л + <s61oL3+ (x0 ,xi,x2 ,x3 ,x4 )+...+

(2) ,
+ (<*0«4 .. **п_з + «Cr04, • • •d'n-4eLn_2 + * * *+ **2^3 * * * 06n—1' * 

.fdxofxit...tzn)] + Нд(х) .

üldiselt k-järku (k <  n) tuletis 

f ^ ( x )  - kl[f(x0 ,x1 ,...,xk) + (oco +et1 + ... +oCk) .

•f (x0 ,xi,.. . »хк+1Х«.0сЦ 0̂^ 2+. •*+^k,tk+1^f ̂ xo ,x1 ’ * * * ,xk+2^+

+.. .+(pL0«t1 .. • •‘н4кы'1с+1 * * <xo»x1 * * * * ,xn^J *

♦ h£° (x ) .

Juhul, kui к ■ n, saame eelmise peatüki teises para

grahvis saadud seose tuletise ja diferentsjagatise vahel
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f^a \ x )  - nlf(x0 ,x1f ...,xn ) + R ^ ( x )  •
P

Vaatame nüüd, kuidas arvutada jääklükmeid. Eelnevaet 

on teada, et

Rn (x) - f(x,x0 ,x1 ,...,xn ) w n+1(x) ,

kus x ja xi € C a »bJ*

Seda seost diferenteeerides saame

R^(x) - fCx,x0 ,...,xn ) a > ^ 1 (x) + f'(x,x0 ,...,xn )o?n+1(x) .

Et

f 4 x , x 0 ,...,xn ) - f(x,x,x0 ,»..,xn )

(vt. näit. [13, lk. 220), eile

Rn(x) = f (x >xo> • • • (x) ♦ f (x,x,x0 ,..*,xn )u;n+1^x  ̂ *

Eeldades, et lõigul £a,bj eksisteerib funktsiooni 

f(x) (n+2)-jurku pidev tuletis, saame

,(пи ),«,•> f (n+2> C b )

ö )  ч < * >  - V r o ^ w  +  ,

kue ja on mingid punktid lõigul [a,b].

Analoogiliselt võib tuletada numbrilise diferentseeri

mise valemite jääkliikmed kõrgemat järku tuletiste korral 

(vt. näit. [il, lk. 221-223); näiteks

f(n+1 )(•!■> Г(п+2% , )

(4) 4 «  ■ *  г1 Г 7 1 5 Г ^ 1(1) +

(n - 3)1 П+1

üldkujul

B ( 0 (x) . £  - Ю -  (k-i)(l)
“ ( ' " f o  ( k -Oi (п+1+i)! n+ 1 J ’
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kue kõik ^б£а,Ь].

M ä r k u s :  Interpolatsioonisõlmedes langeb viimane 

liige jääkliikmete avaldistes välja, sest “п-иФ “ °-

N ä i d e  18. Leida sin x esimene ja teine tuletis 

kohal x а 0,1 ning hinnata tulemuste täpsust, kui sin x 

on esitatud tabelina:

X sin X

,0,00 0,00000

0,10 0,09983

0,19 0,18886

0,27 0,26673

0,34 0,33349

0,40 0,38942

0,45 0,43497

0,50 0,4 7943

Kuna antud funktsiooni tabel on sama, mis näites 8 too

dud funktsiooni tabel, siis kasutame ära seal arvutatud di— 

ferentsjagatiste skeemi (tabel 9).

Arvutame esimese tuletise* Valemist (1) saame:

Pj(0,l) = f(x0 ,x1) + ( ^ 0 +ot1)f(x0 ,x1 ,x2) +

+ ( ot q oL ̂ +0^o<̂ '2 + *̂ 1 ̂  2 ^  ̂ xo ,x1 *x2 ,x3^ *

Et oC0 - 0,1 , et1 - 0 ja ct2 = -0,09 ,

siis

Pj(0,l) - f(x0 ,x1) + 0,1f(xo ,x1 ,x2) - 0,009f(xc ,x1 ,x2 ,x3)
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ehk

f CxQ ,x1) - 0,9983 

0,1f(xo ,x1fx2) — 0,0048

-0,009f(x0 ,x1 ,x2 ,x3 ) - 0,0015.3

Pj(0,l) = 0,9950 .

Hinnates diferentseerimise viga valemiga (3), saame

j fij(0,1)|* üijo ^ C 0»1 )| <  |(0,1-0)(0,1-0,19)(0,1-0,27)J ■

Tegelik viga on aga suurem, mis on tingitud diferente- 

jagatiste ebatäpsusest* Kuna esimest järku diferentsjagati

ses (valemi esimeses liikmee) on usaldatavaid kümnendkohti 

neli, siis saame vastuse õigeks lugeda ainult nelja kümnend-

Siinjuures tuleb mainida, et tihedama sammuga tabeli 

korral on tüvikohtade kadu diferentsjagatistes veelgi suu

rem, sest toimub funktsiooni lähedaste väärtuste lahutamine* 

Täpsuse tõstmiseks jäetakse sel juhul osa funktsiooni väär

tusi tabelist välja.

Vaatame nüüd teise tuletise arvutamist. Valemist (2) 

saame arvestades 0lQt ol1 ja <jC2 väärtusi

41

kohaga, s.o. täpsusega 1.10

P!J(0,1) = 2ff(xQ ,x1 ,x2) 0,01f ( x q , x 1 , x 2 , x 3 ) J

ehk

f (*0 >xi»x2) = “O»0*8

°»01f(*0 *X1»x2»x3^ e ”0,001.7

j P^(0,1) = -0,049.7
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Siit

PJ(0,1) - -0,099 .

Valemi (4 ) abil eaame hinnata tulemust

|rj(o,i)|« ̂ |«J(o,i)| ♦ 2 j2|co;(o,i)|<

* *2,| CO,1-0)(0,1-0,19)+(0,1-0)(0,1-0,27) ♦

♦ (0,1 - 0,19)(0,1 - 0,27)| + 2 . ^ J  .0,00153 -

e Oxg.7,0^0107 + 0*001 5;) ^0,00025 ♦ 0,00003*.

^  0,3*10 3 •

Ka siin on tegelik viga suurem, eeet teist järku dife- 

rentsjagatisee on kümnendkohti ainult kolm* Seega võib viga 

olla leegi 1.10*”̂ .

Selline erinevus teoreetilise ja praktilise vea vahel 

on loomulik, eeet uks lähtub lähenduspoliinoomi täpsusest, 

teine aga tabelis antud funktsiooni väärtuste täpsusest.

Lihtne on näha, et ka numbrilise diferentseerimise va

lemite korral võib kasutada vea peaosa määramiseks valemi 

esimest ärajäetud liiget. Kui aga funktsiooni lähendamise 

aste on küllaldane (s.t. polünoomi aste on vOrdne praktili

selt võrdsete diferentsjagatiste järguga), siis õigete kurn-
t

nendkohtade arvu tuletise väärtuses määrab numbrilise dife- 

rentseerimisvalemi esimene liige.

Lõpuks toome veel võrdluseks nende tuletiste väärtused 

nelja õige kümnendkohaga

sin*0,1 - 0,9950 

sin"0,1 - -0,0998 .
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§ 2. NUMBRILIHE DIFERENTSEERIMINE KONSTANTSE 

TABELI SAMMU KORRAL.

1« Diferentsidega valemid. Et eaada numbrilise diferent

seerimise valemeid konstantse tabelisammu korral» aseiidame 

f(x) vaetava interpolatsioonivalemiga ja diferentseerime 

teda (võib lähtuda ka eelmises paragrahvis saadud tulemus

test, minnes üle diferentsidele ja muutujale t). Järgne

vas tuletame valemid esimest ja teist järku tuletiste arvuta

miseks. Nende jääklilkmed avalduvad valemitega (3) ja (4). 

Kõrgemat järku tuletiste arvutamiseks tuleke veel edaei dife

rentseerida.

Newtoni I interpolatsioonivalemist

roo - f < V  th) = f0* tf0’5 + f2 *

+ tCt-1^t-2) t 3 + tet-1)(t-2)(t-3) f4 „ _

saame

d f d t  1/4 1 . 2t - 1 JL . 3t2-6t+2 „ 3 . 
f W  ‘ It cE s o,5 + ---Г" fl + ---- 5---  1,5 +

.3 _ e*2

T T
2t - 9t + 11t -3 -4 >

' 1 lp ▼ • • • J

ehk

(5) ' + 2t3- 9t2^  11t - 3 f4

ning

1,5

T2 " “ r2 + *•*

h2f.(x) - f? ♦ <t - 1 ) ^ 3 ,  + šjl.r, 1|t - 11,4+... .

Märgime, et tuletiste arvutamiseks on sobiv x valida x 

konkreetse väärtuse lähedusest nagu oli interpolatsiooni-



probleemi korral. Kui on aga tarvis leida tuletise väärtust 

mingis sõlmes, eiis valime selle sõlme algsõlmeks xQ ja 

seetõttu valemid (5) lihtsustuvad, sest t ■ 0:

hf*(xo) “ f0,5 “ 2f1 + ?f1^5 “ 7f2 + »

(6)

h2f"<xo> “ f1 “ f1^5 + T?f2 

Newtoni II interpolateioonivalemiet

- V  < » + f_j 5 *

saame

♦ f_4 + ...

» 1  . 2t + 1 „ 2 . 3t2 + 6t ♦ 2 „ 3
h f ' O O  ■ f-0,5 + ---г-  f-1 + --- --------- f-1,5

,„s . 2t3 ♦ 9t2 ♦ 11t + 3 - ♦ 
\7) + ----------- ^2-------- i_2

h 2f"(x) « f_2 + (t+1) f_3 j5 + ^ -2— ^  |у-— 1~ f i 

ning eõlmee x = x0

bf'(x0) - f_J,5 + Zf-? + ♦ 7  f -2 + •** *

h2f"(xo ) - f_2 + f_3 >5 + T7 f-2 + *

Kaeutades Stirlingi interpolatsioonivalemit

* «  - *. ♦ <  *£ <i♦ ^  *5*

eaame
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h f ' 0 0  - tl * tf* ♦ 3tV  1- tl * t<2N a ' - ^  ** ••• *

(9)
hZf*(x) - ti * tf3 - žt fj ♦о о 

ning sSlaee x « zQ

“ ''(*o) " fi ” S*o * I3fo ~ **• ?

(10)
k 2f-(x0 >  f 2 •  7 7  fj «■ ... .

Toome ka numbrilise diferentaeeriBd.ee valemid, mis saa

dakse kasutades Besseli interpolatsioonivalemit

* «  - fo * < 5 * ^  *1,,* Z *  *

* *t,? ♦ . . . «

. N -1 2t -  1 ^2 . 6t2 -  6t + 1 „ 3  
м Ы  * 0,5 + --- 2 ~  o,5 + ----- T2-----  0>5 +

. 2t3 - 3t2 - t + 1 ,4.
(1 1 ) ♦ -------““TS-------- 0,5

, 2 . . ^  j»2 . 2t - 1 ,3 . 6t2 - 6t - 1 ЛК 
h f"(x) - f0>5 ♦ ---2—  f0|5 ♦ ----- ^ -----  f0f5 + *** *

Kui võtta eespool toodud valemitest ainult esimene lii** 

ge, siis saame eelmises peatukis leitud ligikaudse seose tu

letise ja diferentsi vahel

h^f (k)(x) e  fk  ̂ • :j

N ä i d e  1 9 .  Antud on järgmine funktsiooni väärtus

te tabel:
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X ex

0,1 1,10517

0,2 1,22140

0,3 1,34986

0,4 1,49182

0,5 1,64872

0,6 1,82212

0,7 2,01375

0,8 2,22554

Leida f*(0,44>, f*(0,44) ja f»(0,6).

T a b e l  26.

xi fi Л *

0,1

0,2

0,3

0,4'

0,5

0,6

0,7

0,8

1,10517

1,22140

1,34986

1,49182 * 

1,64872 

1,82212 

2,01375 

2,22554

11623

12846

14196

?15690J

17340

19163

21179

1223 

J  350

Л494

1650

1823

2016

127

144

^156

173

193

17

r 12 

17 

20

Tuletiste arvutamiseks kohal x = 0,44 valime xQ « 0^. 

Siis ka t » 0,4 ning sobivamad arvutamiseks on Besseli in-
I .

terpolatsioonivalemist saadud diferentseerimisvalemid (11). 

Asendades t väärtuse saame



Ja

0,1f(0,44) - fi , 5 - 0,1f2>5 - 2 4 1  ^0,5 + ^  fo,5

0|01f"(0,44) . f2 i5 - 0,1f3 >5 - ^  fo,5 • 

Asendame diferentsid (toodud tabelis 26):

0,5

2

0,15690 

-0,1f0^5 - - 157.2

—Qi-Llf _ _ 5 7  7 ^ 0,5 ‘  5,7

fo;5 - 0,01572

-0,1 f 

0.61

0,5

, 4
o,5

15.6

2.9

0,062^ 4 
~ ^  0,5

.3
_________________________  - 0,01 f *(0,44) = 0,01553

0,1 f ’(0,44) - 0,15527

Seega

f '(0,44) = 1,5527

Ja

f "(0,44) - 1,553,

(Õigete tüvikohtade arvu määrame esimese liikme abil). 

M ä r k u s  : Kui mõne tabeli korral esimeses liikmes 

on vähe tüvikohti, s.t. tabel on küllaltki tihe, siis võib 

fcabelisammu suurendada funktsiooni väärtuste väljajätmise 

teel.

Tulemuste täpsust võib hinnata valemitega (3) ja (4 ). 

Siinjuures aga kasutame järgmist arutelu: on teada, et valemi 

iga järgmine liige on eelmisest väiksem. Seega esimene tule

tis peab olema Õige 5 tüvikohaga, teise tuletise neljas tü- 

vikoht võib aga olla ka kahtlane.

Et f *(x) = f"(x) = ex , siis võime võrrelda saadud tu— 

lemüei ka otseselt. Tabelist saame, et e°’44 = 1,55271.
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Arvutame nüüd tuletise sõlmes x = 0,6. 

Stirlingi valemist (10) saame:

- 0,18251.5

30.5

0,1 f*(0,6) * 0,18221

ja seega

f*(0,6) - 1,8221.

Kuna tsentraalsed interpolatsioonivalemid (Stirling, 

Beseel) omasid eeliseid ühepoolsete interpolatsioonivalemite 

(Newton I ja II) ees, siis on ka numbriliseks diferent

seerimiseks soovitav kasutada valemeid (9), (10) ja (11).

2. Diferentseerimine sõlmedes. Tuletise arvutamiseks 

konstantse tabelisammu korral sõlmes x^ on sobiv numbri

lise diferentseerimise valemid anda funktsiooni väärtuste 

kaudu. Seejuures kaob vajadus vaetava diferentsskeemi koos

tamiseks.

Valemite tuletamisel võib lähtuda ükskõik millisest in

terpolatsiooni valemist , kusjuures saame sama tulemuse. Näite

na tuletame numbrilise diferentseerimise valemid esimese tu

letise arvutamiseks 3 sõlme korral (s.o. lähendamise aste 

n = 2) kasutades Hewtoni I interpolatsioonivalemit:

Diferentseerime viimast:
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Siit saame, arvestades, et sõlmes xc on t ■ 0, sõl

mes x1 on t * 1 ja sõlmes x2 on t * 2:

• K<fob -  г Ф  ♦ B2<xo> >

♦ г Ф  * B2<X1> >

f , <x2> -  E<fo1,5 ♦ г Ф  ♦ *'^хг̂  •
Et eelmise peatüki seose (15) põhjal

roU - f 1 -  f o А - f 2 -  2f1 ♦ f o -
siis

f '<xo> * + 4f1 * f2> + R2<xo> •

f '<x1> " 2 H (“fo + f2> + R 2^xl) »

ff(x2) " 2E(fo “ 4f1 + 3f2> ♦ R2(x 2^ *

Arvutame jääkliikmed. Et * 0, saame valemist

(3):

R|(xt) - 3i [h3t(t-1 )(t-2)] t>1 .

- г [3*2 - « *  * ] « .

Siit

- 4 f* ' 4 o >  - 

B2 (xi> • - !  f>,( ii> >

B£(x 2> - 7- f "'< ? 2> >

kue So' S 1 Ja J £ on ®ingid punktid vahemikus (Xq,^)* 

Kui tähistada f*(x^) * , saame lõpuks
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*0 ' 2E<-3fo * - *z> * ^5 ,

(1 2 ) f -  .  jjL (- f Q ♦ f 2 )  f „ . (f< ) t

f2 ■ 2E< fo " 4f1 - 3f2>+ T- •

Analoogiliselt võib tuletada valemid ka teistsuguse 

sOlmede arvu korral (samuti kõrgemat järku tuletiste arvu

tamiseks).

Veenduda, et lähtudes mingist teisest interpolat?iooni- 

valemist, näiteks Stirlingi valemist, jõuame samade valemi

teni!

Alljärgnevalt toome ilma tõestuseta veel mõningad numb- 
%

e diferentseerimise valemid sõlmedes.

Esimest järku tuletise arvutamiseks

2 sõlme (n - 1):

* K (”fo + V  - T f,,( ? )  5

- K ^ o  * fn) ♦ 4 f - ( p  ;

3 sõlme (n - 2):

{i “ 2E(-°fo ♦ 4f, - f2) «■ 4 fM’(? )  i

4 “ fo + f2> “ 4 f": (? )  i

4 * 2E( fo

h2
+ 3f2)- S j f * ( J )  !

4 sõlme (n - 3):

fõ “ SE(_11fc
♦ ISf,| - 9f2 + 2f3) _ h 3

I”

*1 " 5H(“ 2fcГ 3fl! ♦ 6f2 - f3)
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Ч " Ж f o -  6f1 + 3f2 * 2Гз> • TZ fIT ( I 5 : 

f 3 ■ 5E<>2fo -  9 f1 • 18f2 + 11f3> + h «

5 sõlme (n - 4)s

f' - r k <--25fo + 4 M 1 - 36f2 + 16f3 - 3f4 ) + ir fV( * >

f1 - TZE<- 3fo -  10f1 ♦ 18t2 - 6f3 * V  - Is fV< ) > 

Ч - T Z S C  fo - 8f1 + 8f3 -  V

f • - 13E<- "fo * 6fl - 18f2 " 10f3 + 3f4> - Й  fV( H

- тк< 3fo - 16fi + 36f2 - 48f3 + 25V  + *4 fV< V

6 sõlme (n = 5):

t'0 - j5K (-137f0O 0 0 f 1-300f2-200f-|-75f4i-12f5) - g-fVI( f ) 

fi * 12V  65f1+120f2- 60f3+20f4- 3f5) + ^ И ( J )

f2 * 53K< 3fo- 30f1* 20V  60f3-15f4* 2f?) - ^ f W ( f ) 

f3 ■ 55E<- * V  15f1~ 60V  20f3+30f4- 3f?) * Л( f )

f 4 ' S3E< 3V  20f1+ 60l2 -120f3+65f4+12f5) - ^ f n ( f )

4  - ш < -  12V  75fi 200f2+300f3-300f4+ W 7 f 5)+ {) ;

7 sõlme (n » 6):

*'<f O T ^ 47fo+360f1-450f2't400f3-225f4-'- 72V  5 )!

fi‘ O T ( - 10V  77f1+150f2-100f3+ 50f4- 15f5- 2f6 ) - ^И 1ф ;
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3 4 ^
f»= - L _ c -  f + 4f.+ 6f9- 2of.,+iiO- tüf ^ 2^ ;

12h ^
f"« -UrC 11f -  56f4+1l4f,,-104fy05O+ |h3f VĈ 1 )-,T5fVI0 2 )  5 
4 12h ° '

7 sõlme (n ■ 6):

f " .  _ JL _(8 i2f  -3132f.> 5265fp~5080f1+2970f4-972f5-H37f6) -
0 180h2 ® 1 2 3

- ^ f 711^  J * T O I (h> *

f«- ^ ^ 2 (137fo"147fl“ 25:Jf2 * 470f3“ 285f4+ 93f?- 13f6) +

t 11 h5-711/v N h % 7 I I I rv ч . 
+ T5Ü f CV  " T55 42' »

fge __l_j(-i3fo+228f1- 420f£ + 2 0 0 15f+- 12f?+ 2f6) -

h%VIIr* y. . herYLII,L N . 
9Üf 4 l>  ♦ 4?Üf 4 2 '  ’

f*« — i-y(2f -'27f*+ 270f9- 490fy*- 27Of.- 27f4+ 2f.) - 
3 180h 0 1 2 3 4 5 6'

h6-VIIIr *4 .

?5Õf > »

f«- — -— 4>(2f — 1 2 f 1 5 f 9+ 200fy- 420f.-t-228f.-13f,) +
4 180h 0 1 2 3 4 5 6'

. h5-VIIrv > ^ h6fVIIIrt; \ .
+ 5Üf W  + 4Zõf »

180hj(”i;3fo+ 93fl_ 285f2+ 470f3" 255f4- 147f^+ 137f6) -

11, 5-VII/'i N h 6 -VIII/v v  
1 5 ^  f 4 i ' “T55f ^ 2 }’

fg= 7 i ^ ?<'137fo"972f1+2970f2"5080f3+5265f4"3132f5+812f6^ +

+ Z_h 5fVIIrk v h6^VIIIrv \
+ Tõh f 4 i '  + I5f Чг̂'

Vaadeldes väljakirjutatud valemeid märkame, et jääkliik- 

me kordajad on väiksemad lõigu kesksemates sõlmedes. Seega
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suurima täpsuse annavad keskmised valemid. Eriti sobiv on 

kaeut8da paarituarvuliste sõlmede korral keekmiet valemit, 

eest tal on kesksõlme suhtes ka funktsiooni kordajate abso

luutväärtused võrdsed. Tihti nimetatakse neid tsentraalse

teks diferentseerimise valemiteke ning võetakse keskmine 

sõlm algeõlmeks xQ . Valemit võib siis kirjutada järgmiselt 

(näiteks 5 sõlme korral):

4 - та f-i> - (f2- f-2)J ♦ 35fV<f> i

4  - 16< V  + 55f”c p -

Kui praktikas on mõnikord tarvis numbrilise diferent

seerimise valemeid ka kõrgemat järku tuletiste arvutamiseks, 

siis võib kasutada Õpikut [143 > kus nad on toodud kuni kuu

enda järguni ja kuni 9 sõlmeni.

H ä i d e 20. Arvutada näites 19 esitatud funktsioo

ni väärtuste tabeli abil f»(0,2), f*(0,5) ja f"(0,5).

Et eõlme 0,2 korral ei ole võimalik kaeutada tsentraal

set valemit, siis valime eespool toodud valemitest niisuguse, 

millel on üks sõlm vasakul ja ülejäänud paremal, näiteks 

viieeõlmeline valem
\ 1

f i  ~  T k ( - ; , f o- 1 0 f 1+ 1 8 f2 - 6 f 3 -  f 4> •

Asendame funkteiooni väärtused:

“3fo = - 3,31551

-10f1 S -12,21400

18f 2 s 24,29748

- 6f3 sr - 8,95092

f4
к 1,64872

1,2f*(0,2) = 1,46577. '



ч

Si it

f *(0,2) = 1,46577:1,2 = 1,22146 

(tulemuse täpsust saab võrrelda tabelist).

Tuletiste arvutamiseks sõlmes 0,5 kasutame tsentraal

seid valemeid. Esimese tuletise arvutamiseks:

fõ ~  тк f-l) "  (f2" f-2>] •

Asendame funktsiooni väärtused:

f1 = 1,82212 f2 «= 2,01375 

-f . = -1,49182 -f 0 = -1,34986
— 1 "C

0,33030 0,66389 ,

f '(°>5)= 1^(8*0,33030 - 0,66389) * 1,97851:1,2- 

= 1,64 876.

Teise tuletise arvutamiseks kasutame valemit

f-;,0fo+ 1 6 < v  f-l ) ' c v  f-2^  ' 

Asendame funktsiooni väärtused:

-30fQ - -49, 46160 

16(f1+f_1) = 53, 02304 

-(f2+f_2) “ - 3,36361

0,19783 .

Seega

f "(0,5) = 0,19783:0,12 - 1,6486 .

Hinnates viga eespool toodud valemitega, saame veamää- 

raks sama suurusjärgu, mida näeme otsesel võrdlemisel.

Tuletame siinjuures veel meelde, et numbriline diferent
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seerimine viib märgatavalt suurematele vigadele kui interpo

leerimine. Eriti siis, kui tabel on üsna tihe või kui on 

tarvis leida kõrgemat järku tuletisi.

III. N U M B R I  L . I N E  I N T E G R E E R I M I N E .
(

Kui funktsioon f(x) on pidev lõigul [a,b^ ja on

teada tema algfunktsioon F(x) , mille korral F ' 0 0  = f(x),
b.

siis määratud integraali j f(x)dx arvutamiseks saab kasu-

1
tada Newtoni-Leibnizi valemit

4 /
b
J f(x)dx * F(b) - P(a) .

. a
Alati aga ei ole võimalik algfunktsiooni P(x) leida 

elementaarfunktsioonina ning seetõttu on raske või isegi 

võimatu integraali väärtust nimetatud valemiga arvutada. Ka 

kaotab mõtte Neirtari-Leibnizi valemi rakendamine juhul, kui 

integraalialune funktsioon f(x) on esitatud tabelina. Nii-
j.

sugustel juhtudel pöördutakse ligikaudsete integreerimisvõ- 

tete juurde.

Laialdast kasutamist on leidnud numbriline integreeri

mine t mille all mõeldakse määratud integraali ligikaudse 

väärtuse arvutamist integraalialuse funktsiooni või selle
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teatud teguri väärtuste järgi» Näiteks ühekordse integraali

korral kaeutatakse sageli valemit: 

b n

Valemit (1) nimetatakse ka kvadratuurvalemiks, tema 

parameetreid aga kvadratuurvaleml kordajateks ja —

kvadratuurvaleml sõlmedeks ehk abstsissldeks» Tavaliselt 

valitakse kvadratuurvaleml sõlmed lõigul [a fb] ja nad nume

reeritakse kasvavas järjekorras, s.t«

^  X£ ^  ^  ee# •

\ л 
Valemis (1) on eeitatud integraalialune funktsioon

kahe funktsiooni p(x) ja f(x) korrutisena, milledeet 

esimest nimetatakse kaalufunkteloonlks. Selliee esituse ees- 

märgiks on sobivate kvadratuurvalemite saamine ka juhul, kui 

integraalialune funktsioon või tema tuletieed on lõigul 

£a,bj tõkestamata või katkevad. Nimelt kvadratuurvalemite
* • 

saamisel lähendatakse funktsioon f(x) polünoomidega, mie 

on hästi teostatav ainult Juhul, kui funktsioon en pidev ja 

teatud arv kordi pidevalt diferentseeruv.

Kaalufunktsioon p(x) valitakse vastavalt integreeri- 

tava funktsiooni iseärasustele. Igale kaalufunktsioonile vas

tab teatud kvadratuurvalemite klass. Järgnevas nõuame kaalu- 

funktsioonilt, et

1) ta on lõigul £a »b] mittenegatiivne, s.t. p(x)>0,

2) eksisteerivad integraalid

b t
/ p(x)x dx (i . 0,1,2,..,,n) ja
а
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3) integraal kaalufunkteiooniat lõigul fa»bl on po- 
b L J 

sitiivne, s.t. J p(x)dx >  0. 
a

Eriti levinud on kaalufunktsioonidena p(x) * 1, p(x)=

« (b -’x)*. (x - a /  ( < * > - 1 , /3>-1), p(x) = e“x2 ja 

p(x) =* x *  e x ( o ^ > —1).

IntegreeriraialÕik fa,b] võib olla ka lõpmatu. Nii

-x2 oL -xkasutatakaegi kaalufunktaioone e ja x e vaetavalt

integreerimiapiirkondade (-oo, + oo) j a £o»+°°) korral.

Valemi (1) vasaku ja parema poole erinevust 

b n

R ( 0  - Jp(*)f00dx “2 cif ^xi^ 
a i=1

nimetatakae kvadratuurvaleml .jääklilkmeks. Analoogilised va

lemid võib konstrueerida ka kordsete integraalide arvutami

seks. Käesolevas kursuses me neil üksikasjaliselt ei peatu. 

Viimases paragrahvis vaatleme ainult kvadratuurvalemite ra

kendamist kahekordsete integraalide arvutamiseks»

§1. i n t e r p o l a t s i o o n i t ü ü p i  k v a d r a t u u r v a l e m i d .

1. Kvadratuurvalemite konstrueerimine. Tihti kasutatak

se kvadratuurvalemite saamiseks funktsiooni lähendamist in- 

terpolatsioonipolünoomidega. Niimoodi saadud kvadratuurvale- 

mid annavad küllaltki hea täpsuse ja on ka käsitluselt liht

sad. Vaatleme üldjuhul nende valemite konstrueerimist.

Valime integreerimialõigul [atb] n sõlme: x.j tX£,. ..,3̂ . 

Olgu teada neis sõlmedes ka f(x) väärtused. Funktsiooni 

f(x) asendame interpolatsioonivalemi abil 

f(x) - P(x) + R(x) ,
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Tl

POO -  2  Li (x)f(xi) ,

(x -xi)...(x-x1e1)(x -xi+1)...(x-xn )
L, (xj * ■ ■ ■ 1 - • —»

( X i - X i  )  .  .  .  )  ( x i “ * i + 1  )  • • • Cx i - x n )

ja R(x)— interpolatsioonivalemi jääkliige.

Seega saame

b b b

/  p(x)f (x)dx = f p(x)P(x)dx + J p(x)R(x)dx . 
a a a

Kui interpolatsioonipolünoom P(x) küllalt täpselt 

lähendab funktsiooni f(x), siis jääkliikme R(x) väär

tused on väikesed ja me võime võrdusest viimase liikme ära 

jätta, 8.t ♦

b b

/ p(x)f(x)dx = J p(x)P(x)dx . 
a a

Arvutame parempoolse integraali:

b b n
J p(x)p(x)dx = f pCx) (x)f (x. )dx -
a a i*=1

kus

“ 'ŽL f (*i) f p(x)Li (x)dx = cif(xi) , 
i*1 a i =1

kus
b

(2) ct - / p(x)Li (x)dx. 
а

*

Et L^(x) on polünoom, siis kaalufunktsiooni p(x)

kohta püstitatud eeldused kindlustavad integraalide 
b-
S P(*)bj(x)dx eksisteerimise, 
а

Numbrilise integreerimise valemit
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b n

j p(x)f(x)dx ^ 2  cif (Xi) » 
a i«1

mille kordajad arvutatakse valemiga (2), nimetatakse

interpolatsioonitiiüpi kvadratuurvalemlks.

Magu näemeI on interpolatsioonitiiüpi kvadratuurvaleml

sõlmede valik vaba lõigul [a,b], mida võib ära kasutada

ühe või teise eesmärgi saavutamiseks. Tema kordajad aga täi-

Qavad tingimust

b n

(3) f p(x)dx » 2 ,  ci »
i  i-1

s.t. kvadratuurvaleml kordajate summa on võrdne integraali

ga kaalufunkteioonist.(Saame nõudest, et valem (1) oleks 

täpne f(x) = 1 korral).

Vaatame, millal on interpolatsioonitiiüpi kvadratuurva- 

lem täpne.

T e o r e e m :  Selleks, et valem (1) oleks inx^r- 

polatsioonitüüpi kvadratuurvalem, on tarvilik ja piisav, et 

ta oleks täpne mis tahes ülimalt (n-l)-astme polünoomi 

f(x) korral.

T a r v i l i k k u s :  Olgu valem (1) interpolat-

sioonitüüpi kvadratuurvalem. Kui f(x) on ülimalt (n-1)-

astme polünoom, siis võrdusest f(x) = P(x) + R(x) järel-
b

dub, et R(x) s o. Seega ka f p(x)R(x)dx = 0 ja valem
а

(1) on täpne.

P i i s a v u s :  Olgu valem (1) täpne, kui f(x) 

on rais tahes ülimalt (n-1)—astme polünoom. Siis peab ta 

olema täpne ka polünoomi



£ J (x -x1)...(x ~хк-и),,*^Х ~xn^ t

(хк-х1 )...(xk-xk_1 )(xk-xk+1 )...(xk“*n)

к * 1 |2|«««)Q

korral» Pannes l ^OO valemisse (1) saame: 

b n

J  p U ) L k (x)dx - 2 .  ciLic(xi^ “ ck » 
a i=1

e.t. valem (1 ) on interpolatsioonitüüpi kvadratuurvalem.

Sellega on ka teoreem tõestatud*

Edaspidi raagime, et kvadratuurvalem (1) on m-astme 

täpsusega, kui ta annab täpse tulemuse suvalise m-astme po

lünoomi korral, kuid ei anna täpset tulemust (m + l)-astme 

polünoomi korral. Tõestatud teoreemist järeldub, et interpo

latsioonitüüpi kvadratuurvalemid on n valitud sõlme korral 

vähemalt (n-l)-astme täpsusega.

2. Kvadratuurvalemi jääkllige» Käesolevas punktis vaat

leme kvadratuuryalemi (1 ) jääkliiget 

b n

H(f) - J  p(x)f(x)dx - 2  ̂cif(xi) . 

a i=1
Eeldame, et funktsioon f(x) on lõigul [a»b] m + 1

korda pidevalt diferentseerus ja kvadratuurvalem (1 ) on 

täpne suvalise m—astme polünoomi I*m(x) korral# Lähendades 

funktsiooni f(x) polünoomiga Pm (x) saame

fOO - Рш(х) ♦ Rm(x) .

Kui kirjutada lähendpolünoom P (x) Taylori rea kujul 

kohal а , siis
x

E„0 ) - sr J
а
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(Вя(х) on Taylsri valemi jääkliikme integraalne kuju).

Defineerides funkt eiooni Km (x«*t) järgmiselt

, ' f Cx-t)“ , kui a * t *  x
(x-t) - 4̂

 0 , kui t >  x ,
V

võime jääkliikme kirjutada kujul

b

R» «  * ST j )f°**1) (t)dt .
a

Asume kvadratuurvaleml jääkliikme teisendamisele. Kuna

* 0 0  - p* G O  + ®m0 0 » "iie
b n

R ( 0  - f  p(x)f (x)dx - 2  cif (xi) * 

a i-1

b n

- f  P(x)PB (x)dx - 2  ciPm<xi> + 
a i-1

b n

♦ / p(x)Rm(x)dx - 2 W X , )  " 
a i-1

. n

f  p(x)Rm (x)dx ciRa (xi) ,

Ъ i-1a

eest kvadratuurvalem oli eelduse põhjal täpne iga m-astme 

polünoomi korral.

Edasi saame

B ( 0  * f p G O R m (*)d* - ^  C j R ^ x ^  - 

a i-1

b. b
- lj. J p (x) Г KB (x-t)f(m+1\t)dtdx - 

а а

i-1 а
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Г ь ь

* гг /  f(nM'1)(t) J p(x)s(x-t)<Sldt
La а

- J f ( - 1 )(t^ = A (,i-t)dt] .

i-1

Integraal

b /• 
jf p(x)Km(x—t)dx - j p(x)(x-t)mdx

on konkreetse kaalufunkteiooni p(x) korral arvutatav. See

ga jääkliige on

R(f) “ £т/ J P 0 0 (x-t)mdx ciKm(xi"t ĵ dt*
Tähietadee

b n

O )  Pm (t) - f p(x)(x-t)mdx - »

X i-1
saame

b

R(f> " mf f  f (m+l)(t)Fm (t)<it . 
а

Jääkliikme arvutamine eaadud valemist on üsna tülikae 

ning integreerimine on teostatav ainult mõningatel erijuhtu

del« Pealegi tuleb iga erineva funktsiooni f(x) korral uu

esti integreerida. Et vabaneda sellest, uurime funktsioone 

b n

Fk(t) « J  p(x)(x-t)kdx - c 1 Kk(xi-t) 
t i-1

(k = 0,1 ,2 ,...,m) •

Selgub, et need funktsioonid on lõigul fa,^] mittene- 

gatiivsed, kui к on paaritu, ja mittepositiivsedыkui к
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on paarisarv. Tõestame selle omaduse*

Et a £ t ̂  x^ , siis

b n

pk(t) = f p(x)(x-t)kdx - ciKk^xi-t  ̂ : 

t i-1  
b n

- f p(x)(x-t)kdx - ci(xi-t)k = 

t i- 1
b b

• J  p(x)(x-t)kdx - J p(x)(x-t)kdx •
t a 
t

- “ J  p(x)(x-t)kdx ,
a

sest к ^ m.

Saadud tulemuse märgi määramiseks kasutame üldistatud

keskväärtusteoreemi (veenduda, et teoreemi eeldused on täi-

detud!). Kuna antud juhul (x-t) >  0 (säilitab märki in~

tegreerimislõigul), siis

t t 

Pk ^  " ”/  POO(x-t)kdx * -P( f ) J  (x-t)kdx
а

x«t
-p( t ) n = s ü l

k+1
- —  p(?)Ca-t ) k+1

X . .  11 + 1 *

- p( J)(t-a)k+1 ,
k+1 1

kus а * £ 4 x^ .

Siit selgub, et ^ ( t )  märgi mäarab (-1^ » sest 

P( £ )(t-a)k+i >  0. Seega eespool püstitatud Väide on tões

tatud .



Edasi uurides näeme, et saadud tulemust võib üldistada

kogu integreerimielõigule [a,bj.

Arvutades F£(t), saame

b n

F£(t) - -k f p(x)(x-t)k+1dx + k ^ c ^ K ^ C x j - t )  - 

t i-1

- -kjj p(x)(x-t)k’idx - j -
■ —k F ( t ) (k-1 ,2 ...,m) •

Kasutades saadud tulemuet koos valemitega (4) Ja (3)

ning kaalufunkteiooni eeldusi, arvutame F.j(t):

b n

FjCt) - -F0(t) « - f p(x)dx + ^  c± « 

t i-1  
b b t

- - J  p(x)dx + j  p(x)dx - Г p(x)dx >  0 , 
t a a

kui t ^ a (s.t. F^(t) on mittekahanev).

Eelnevalt saime, et F 1 (t) >  0, kui a < t £ x^• See

ga F.jCt) >  0 kogu lõigul fa,bj . Edaei: F£(t) * -2F.,(t)* 

^ 0, kui t >  a (F2(t)-mittekasvav). Kuna F2 (t) ̂  0, kui 

a ä t 4 x^, siis Järeldub, et F2 (t) 0 kogu lõigul £a,bj. 

Sama mõttekäiku Jätkatee Jõuame tulemuseni, et • Fffl(t) on 

lõigul [atb] mittenegatiivne, kui m on paaritu, Ja mit- 

tepositiivne, kui m on paarisarv.

Siit on selge, et ^m (t) säilitab märki integreerimie- 

lõigul |^a,bj ning üldistatud keskväärtusteoreemi põhjal

saame kvadratuurvaleml Jääkliikmeks
/
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(5) R(f) - f F (t)dt ,
mt J а

kus а * rj ä b •

Valemis (5) on integreerimine konkreetse kaalufunkt- 

siooni korral küll teostatav ja ta ei sõltu funktsioonist 

f(x), kuid ei saa anda »| täpset asukohta. Täpse vea mää

ramine aga polegi nii oluline. Tähtis on määrata ainult suu

rusjärk, mida viga ei ületa.

Märkides

V i  • ■« |*(Я+1)« |
atfx«b

Ja
b

(O aD - ST f •
а *

saame valemiet (5)

W  |R (f)|< |»n| - V i  •

Valemit (7) võime kasutada vea ülemmäära leidmiseks. 

Kordaja ei sõltu funktsioonist f(x) ja teda võib konk

reetse kvadratuurvalemi korral alatiseks välja arvutada. 

(Edaspidi anname vastavate valemite korral ka nende jääk- 

liikmete kordajad an ).

Saadud kvadratuurvalemi jääkliige (5) sobib kõigi edas

pidi vaadeldavate interpolateioonitüüpi kvadratuurvalemite 

kcrral, sest me ei teinud valemite kohta ühtki kiteendust. 

leegi täpsuse astme m jätsime lahtiseks.
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§ 2. NEWTOHI-COTESI K V A D R A T U U R VALEMID.

1. Valemite tuletamine« Vaatleme interpolateioonitüüpi 

kvadratuurvalemeid, kui sõlmed , x"̂ , •••! xn valida lõi

gul [a,b] võrdsete vahemike tagant, s.o. X±+1~ Ti “ ^
(h - nn. tabelisamm). Seejuures eeldame, et lõik £a ,b] on 

lõplik ja kaalufunktsioon p(x) = 1 .

Vaatleme kahte võimalikku sõlmede valikut:

1 ) x1 ja хц ühtivad integreerimisrajadega,

2) x 1 ja xn asetsevad integreerimisrajadest kaugusel

h.

Esimesel juhul on integreerimisrajad kvadratuurvalemi 

sõlmedeks ja h leidmiseks tuleb integreerimisvahemik jaga

da n - 1 võrdseks osaks, s.t«

Sõlmed valime järgmiselt:

x1 = a, Xj * x1 + h , «•«, x̂ j ■ b .

Teisel juhul ei ole integreerimisrajad kvadratuurvalemi 

sõlmedeks ning h leidmiseks jagame integreerimisvahemiku 

n + 1  võrdseks osaks:

Sõlmedeks valime:

x1 c а + h, ^2 * hj ..«, x^ * b *■ h •

Kvadratuurvalemeid, miile äärmised sõlmed ühtivad inte- 

greerimisrajadega, nimetatakse kinnisteks kvadratu^Tvale"^— 

teke. Neid aga, mille äärmised aõlmed ei asetse integreeri-
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misrajadel, nimetatakse lahtisteks kvadratuurvalemlteks« 

Seega esimest tüüpi kvadratuurvalemid on kinnised, teised 

aga lahtised*

Nüüd võime asuda kvadratuurvalemi kordajate arVutami- 

eele valemiga (2), kuna sõlmede asetus on kindlaks määra

tud* Kahjuks aga tuleb need erinevate rajade korral eraldi 

arvutada* Sellest vabanemiseke vahetame muutujat 

x ■ xQ ♦ th, kue xQ » X.J- h* Siis integreerimispiirkond 

on:

esimesel juhul Ja

teisel juhul [O, n + lj .

Et järgnevae tõestuses mitte korrata, võtame integreeri- 

nislõiguks £1 - k, n + kj, kus к « 0 vastab esimesele 

(kinnisele) juhule ja к - 1 - teisele (lahtisele) juhu

le.

Valemist (2) saame
b n+k

ci - J %(x)dx - h J  th)dt »
a 1 -k

kue
b - а

n - 1 + 2k
Ja

г (x +th) e (t-1 ) (t-2) у.. £t-(l-1 )] [ t-(l-H)] ., ..(t-̂ n) .

^  ° (i— 1 )(i—2)... 1-(“1) ••• (i-n)

. --- С“1)" -1—  (t— 1 )(t— 2) (t-i-H)(t~i-l) ... (t-n)
(i-l)t(n-i)l

(i ■ 1,2,..*,n ).

Tähistades

n+k

(8) г X  ■



с̂ * (b—а)А̂

ja kvadratuurvalemi et (1 ) saame 

b n

(9) f f(x)dx = (b—a) ^  A^f(x^) • 

a i-1

Valemit (9) nimetatakse Bewtcm-Cotesi kvadratuurvale- 

mlks. Tema kordajad A^ arvutatakse valemiga' (8). Mad ei 

sõltu funktsioonist f(x) ega integreerimisrajadest.

Kerge on näha, et

s.t. Newtcoi-Cotesi kvadratuurvalemi kordajate summa on üks 

ja lõigu keskpunkti suhtes sümmeetriliselt asetsevates sõl

medes on kordajad võrdsed. Viimase tõestamiseks vahetame va

lemis (8) muutujat x = b + 1 - y. (Läbi teha!)

Valides valemi tüübi ja konkreetse sõlmede arvu n või

me leida kordajad A^. Näitena arvutame nad lahtise valemi- 

tüübi jaoks, kui n = 3. Siis

n

A. * 1 (veenduda sellesl) 
1 * 1 1

An+1 -i * Ai *

L ^ V - t h )  - £(t-2)(t-3) * J(t2-5t+6);

L2 (xQ+th) - -(t~i)(t-3) = -(t2-4t+3);

L ^ x ^ t h )  - ^(t-l)(t-2) = £(t2-3t+2)

ja Newtori-Cotesi valemi kordajateks saame

о
44
о

^2 = _ 4 ^  Ct —4-t+3)dt = — ^  ;



A3 “ 5 J C*2-3t+2)dJt - I .
о

Tabelites 27 ja 28 toome Neirtoni-Cotesi kvadratuur- 

valemi (9) kordajad A^ n väärtuste puhul 2 kuni 9.

Et nad on harilikud murrud, siis kirjutame ühise nimetaja 

tabeli viimasesse veergu, lugejad aga vastava indeksi i 

veergu. Kasutades kordajate omadust A^ » An+1-i anname na<* 

ainult esimese poole jaoks*

Kinnist tüüpi valemid (k ■ 0).

T a b e l  27.

4

* 4 .
1 2 3 4 5 Nimetaja

2 1 2
3 1 4 6
4 1 3 8
5 7 32 12 ■ 90

6 19 75 50 288

7 41 216 27 272 840

8 751 3577 1323 2989 17280

9 989 5888 -928 10496 -4540 28350

Lahtist tüüpi valemid (k = 1).

T a b e l  28.

n > ^ 1  ̂ 2 3 4 5 Nimetaja

2 1 2
3 2 - 1 3

4 1 1 1 24

5 1 1 -14 26 20
6 611 -453 562 1440

7 460 -954 2196 -2459 945
8 1787 -2803 4967 -1711 4480

9 4045 -11690 33340 -55070 67822 9072
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Enne kui asuda Neirtoni-Cotesi kvadratuurvaleml jääkliik

me kordajate leidmisele, tuleb kindlaks teha valemi täpsus

aste. Kuna valem (9) on interpolatsioonitiiüpi kvadratuur- 

valem, siis eelmises paragrahvis tõestatud teoreemi kohaselt 

ei saa ta täpsusaste olla väiksem kui n — 1 .

Tõestame, et paaritu sõlmede arvu n korral on kvadra- 

tuurvalem (9) täpne ka n-astme polünoomi korral.

Vaatleme erijuhtu, kui integreerimislõiguks on [*“1,1] •

Kvadratuurvalemist (9) saame:

1 n

J f(t )d t  i  2 2 v ( * i )  *
- 1 i-1

Valem on täpne, kui f(t) on euvaline ülimalt (n-1)-

astme polünoom Pn—^(t)• Teistel juhtudel viga

H(f) - ] f(t)dt - 2 2 lAif(ti) .

" 1 i- 1

Olgu f(t) - Pn (t) - Pn-1 (t) + bntn

(bn - euvaline konstant). Teisendame jääkliiget R(f):

1 n

“ J  - * Z w t i )  -

■ bn I - 2bn ■
i-1

-ьпГ ^ ^ - 2 ± л ^ 1
L i-1 J

Esimene liige on null, kui n on paaritu arv. Vaatame 

teist liiget. Et NewtcrA-Cotesi kvadratuurvaleml sõlmed aset-

- 118 -



aevau sümmeetriliselt integreerimislõigu keskpunkti suhtes,

siis antud juhul asetsevad nad sümmeetriliselt O-punkti

suhtes. Seega O-punktiet võrdsel kaugusel olevad sõlmed

erinevad ainult märgi poolest* Kui n on paaritu, siis ka

t? väärtused erinevad ainult märgi poolest. Nende kordajad
n

on aga võrdsed. Siit järeldub, et t . * 0 ja samuti
i=1 '

R(f) - 0.

Et lihtsa muutuja vahetusega

võib teisendada integreerimislõigu £a,b] lõiguks j

siis väide on õige ka üldjuhul.

Siit on ilmne, et paaritu sõlmede arvu n korral on 

HewtonL-Cotesi kvadratuurvalemi (9) täpsusaste n, aga 

sõlmede paaris arvu n korral —  n-1. See tähendab,

kui n » 2, siis valem (9) on täpne suvalise lineaar

se polünoomi korral; 

kui n = 3,4, siis suvalise kuuppolünoomi korral; 

kui n * 4,5, siis suvalise viienda astme polünoomi 

korral jne.

Teinud kindlaks N e w t m i - C o t e s l  valemi täpsusastme, v õ i 

me arvutada tema jääkliikme valemiga (5). Näitena arvuta- 

me jääkliikme lahtise valemitüübi jaoks, kui n = 3 . Valem 

on täpne ülimalt 3. astme polünoomi korral ( m  = 3). 

Jääkliikme kordaja a^ leiame v a l e m i s t  (6)



kue ?3(t) on antud valemiga (4):
b 3

F3(t) - J (x-t)3dx - X ciK3Cxi"t) " 
t i-1 

, 3
■ — (b—a) ^  t) •

*3 i - 1
Arvutame y* ÂK̂(x̂-t) . 

i-1
Et

2 1 2  
A1 * 7 * A2 * ” j **a A3 " J *

eiie
3

Âî Cxĵ -t) - jĈ -t)3 - (̂x2-t)3-»- |(x3-t)3, kui a*t*x1 
i-1
3

2̂ A1K3(x1-t) = - j(x2~t)3+ j(x3-t)3, kui x1  ̂t 6 x2 ; 
i-1
3

^A^Cx^t) - §(x3-t)3 , kui x2 <£ t *. x3 Ja 
i-1
3

Aî Cx̂ t) - 0, kui x3 t  ̂b • 
i-1 3

Arvestades avaldisi saame
i=1

J  r3(t)dt - J1/ - ijä [2Cx1-t)3-(i2-t):,+ 2(x3-t)3jldt
a a ' -  J

+ J  { ^ ^ 7 ^  ' *Г [-(*2-t)3* 2(x3-t)JJ j  dt ♦
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x2 *3

= J dt - £2 J (x1 -t)3dt - J  (x2-t)3dt +
a

+ ^J3 (x3-t)3dt = ---^pj^(x 1 -a)4- J(x2-a)4+ ^ O ^ “®)4] =
a

^  " r  [?h* - K 2h>4 + ^ 3h)4] -

256 .5 A »37 ,5 28 b5_  ь ---y —  h = J5 h »

. , b-a kus h = —j— .

Arvutades a^ saame:

a3 “ Й h? 

ning seega jääkliige on

R(f) = ^  h5fIV(>7) ,

кие а * *] ^ b.

Tabelis 29 on toodud Newtoni-Cotesi kvadratuurvalemi 

jääkliikmed n väärtuste puhul 2 kuni 9.

Näiliselt paistab, et kinnise valemi jääkliikmete korda

jad on väiksemad. Tegelikult see ei pruugi nii olla, sest h

on erinev. Näiteks n * 2 korral on kinnise valemi jääkliik-
3 3

me kordajaks - ^ 7 ^ "  » aga lahtise puhul .

Toome näite Newtcni-Cotesi kvadratuurvalemite rakendami-

1
N ä i d e  21. Arvutada integraali J väärtus Newtoni-

o

16 - *21 -

eest.



Coteei kinnise ja lahtise valemiga, kui n * 5 ning leida 

nende vead*

T a b e l  29.

n an

Kinnine valem 
(k = o)

Lahtine valem
<k - о

2 1 h3 T? h 7 b? % 4 t'(4 )

3 _ 1 ,5 
90 h

14 h5 
45 h

4 -  3 ъ5 
5(5

Э5 b5 
144 h

5 8 >7
945 b

41 h 7
14Õ h f (6 )< 1 )

6 275 v.7 
»  h

5257 b7 
5540 h f(6)(l )

7 - 9 b9 
1400 h

3956 .9 
14175 h f (8)( l )

8 8183 h9 25713 ,9
f (8)d )5“iS400n 44800

9 2368 .11 
" 467775 h

80335 v11
255375 h

Arvutame esmalt kinnise valemiga. Sel korral saame

J 1+x - T+x7 90 - 1+x.
о i-1 1 i«i i

(90 — kordajate ühine nimetaja), h — Arvutusteks kasu

tame tabelit 30. Seal on tähistatud

У  . V  90Ai
1+x,

i-1
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T a b e l  30 .

i xi 1 + Xi 90Ai 90A^

1 ♦ x±

1 0 1 7 7,00000
2' 1/4 5/4 32 25,60000

3 1/2 3/2 12 8,00000
4 3/4 7/4 32 18,28571

5 f 2 7 3,50000

2 L  *62,38571

Seega

1 .

J-ffi“ s |g « 62,38571:90 - 0,69317 .

0
/

Valemi viga on

R C O  - - gfj h7f (6)( T ) ( 0 4 ^ 1 ) ,

Et f r| ) täpset väärtust pole võimalik arvutada, 

siis leiame f^^(x) maksimaalse väärtuse lõigul £o»1J • 

Tähistades 1

M6 = max jf^6^(x)j , 
o*x*1

saame

|R Cf)| * gfy h?M6 *

Et f(x) = ^  , siis f(6)(x) = TJZTp j» M6= 61 *

Seega

8 «61 л
R(f) 4 ----- 7 = — <  0,00038 .

1 1 945.4' 2688

Arvestades viimast, pole mingit mõtet lõppvastuses säi-
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litada viiendat kiimnendkohta. Järelikult 

1 '

/  т-г; - °> 6» 2 
0

veaga mitte üle 4 viimase koha ühiku.

Leiame nüüd sama integraali väärtuse lahtise valemiga.

Siis

f - ’V  1 "ST* 20Ai
J 1+x * /— I T+xT = 25 - 1 +x.
о i*1 1 i=1 1

ja h =  1 /6.

Koostame tabeli 31.

T a b e l  31 .

i *i 1 + x± 20A±
2öa±

i + xi

1 1/6 7/6 1 1 9,42857
2 1/3 4/3 -14 -10,50000
3 1/2 3/2 26 17,33333
4 2/3 5/3 -14 - 8,40000
5 5/6 11/6 11 6,00000

2  = 13,86190

Seega
1
/  f+x S S  = 13»86190:20 = 0,69310 .
о

Hindame viga

K f)| * f?Ü h?M6 = 54X52 < 0,00076.
140.6/

Ka siin pole mötet säilitada viiendat kümnendkohta ja vastu-
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seks eaame

/  Тйс = °» 6931
о

' vea ülemmääraga - 0,0008.

2. Runge meetod vea ligikaudseks hindamiseks. Kvadra

tuurvalemi jääkliikme abil vea otsene hindamine on mõninga

tel juhtudel päris raske ülesanne. Eriti siis, kui f 

kuju pole lihtne. Kuigi meil Õnnestub leida tema maksimaal

ne väärtus, ei saa me väita, et saadud viga on arvutuste te

gelik viga (leidsime ju vea ülemmäära). Tegelik viga võib 

olla tunduvalt väiksem. Seda kinnitab ka näites 21 saadud 

tulemuste võrdlemine integraali täpse väärtusega ln 2 =

= 0,69315.

Praktikas on leidnud laialdast kasutamist vea ligikaud

se hindamise meetod, mis on antud saksa matemaatiku С«Runge 

poolt •

Valime integraali arvutamiseks mingi n sõlmega kvad

ratuurvalemi. Kui tähistada tabelisama Ы, integraali täp

ne väärtus I, kvadratuurvalemiga saadud integraali väärtus 

1ц ja jääkliige RH, siis \

1  = IH + RH*

Kvadratuurvalemi jääkliiget võime aga kirjutada kujul 

RH = aMHk ,

kus a on mingi konstant, к - fikseeritud arv ja M - 

funktsiooni f(x) (k-l)-järku tuletise väärtus integreeri- 

mislõigu mingis punktis.

1
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Vähendame tabelisamou kaks korda (uus tabelisamm h - 

= 2 H) 3a arvutame selle integraali väärtuse sama kvadra-

tuurvalemiga. Seejuures tuleb meil valemit rakendada kaks 

korda, s.t. integreerimielõik j a g a d a  kaheks võrdeeks osaks

\ tes osaintegraalid saame integraali väärtuseks *1^» Tähis

tades vea R^, võime kirjutada

Kui funktsiooni f(x) (k-l)-Järku tuletis vaadeldaval 

lõigul palju ei muutu, eiis M ~  IÎ »  Mg ja

Runge veahinnangu eeliseks on see, et ei ole vaja leida 

funktsiooni tuletise väärtust ja seetõttu on ta eriti sobiv 

kasutamiseks elektronarvutitel. Saadud veahinnangu abil on 

võimalik arvutuste täpsust tõsta liites integraali ligikaud

sele väärtusele tema vea*

On selge, et tihedama tabelisammuga arvutatud integraa- 

1 л väärtus 1^ on täpsem* Veahinnangu tema kohta saame vale-

ja integreerida kummalgi poollõigul eraldi. Lii

kus

Rh = aM1 hk + aM2hk .

Rh ä  2aMh

Võrdsustades I väärtused

saame

( 10)
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miet (10 ), kui arvestada, et SeeSa

(1 1 )

Kui liita 1^ väärtusele tema veahlnnang R^» siis 

parandame integraali täpsust veel umbes ühe tüvikoha võrra.

Runge meetodit vea hindamiseks ja integraali väärtuse 

parandamiseks vaatleme järgmises näites.

N ä i d e  22 . Leida Runge meetodi abil näites .21 

arvutatud integraali viga (kinnise valemi jaoks) ja paran

dada viimase abil integraali täpsust.

Varem leidsime, et

(H - J) •

4
Arvutame 1^. Antud juhul h *=■ g ja

siis

I,'h 180

Arvutused on tabelis 32
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T a b e l  32.

xi 1 + %i 90Ai 90At 90A±
90Ai

0 1 7 7,0000000 7 7,0000000

1/8 9/8 32 28,4444444

1/4 5/4 12 9,6000000 32 25 ,6000000
3/8 1 1/ 8 32 23,2727273

1/2 3/2 7 4,6666667 12 8,0000000
5/8 13/8 32 19,6923077

3/4 7/4 12 6,8571429 32 18,2857143

7/8 15/8 32 17,0666667

1 2 7 3,5000000 7 3,5000000

72,9838384 

S 2= 51,7827840 

2 : 1 + 2 2-124,7666224

62,3857143

M ä r k u s  : Suruma 

mest arvu ja

Kasutades tabeli tulemusi, saame

saamlseke liidame viie esi-

je

Ih « 124,766 622 4:180 - 0,693 147 9

IH - 62,385 714 3:90 - 0,693 174 6 .

Viimase vea võime arvutada valemi (Ю) järgi. Jöök- 

liikme avaldisest saame, et antud juhul к « 7. Seega 

r, 64(0,693 147 9 - 0,693 174 6)
H ---- ----------- 53--- ----------  =

. . 64-0,000 026 7 . ^ )000 027 u

Saadud tulemusest näeme, et eelmises näites arvutatud 

integraali viga on umbes 0,00003, aga mitte 0,00038.
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Integraali parandatud väärtus on

XH + RH e °»693 174 6 - 0,C00 027 1 = 0,693 147 5 .

Võrreldes täpse tulemusega ln 2 = 0,693 147 2 on integraa

li arvutamise viga ainult 3 .10*"7.

3« Trapets-» Simpson! .ia 3/8-valem* Vaatleme Newtoni- 

Cotesi kinniseid kvadratuurvalemeid, kui n ■ 2, 3 ja 4«

Esimesel juhul, s*t. n-2 korral kvadratuurvalem 

omandab kuju

b

J  f(x)dx S ^  ff(a) + f(b)J
a

ja teda nimetatakse trapetsvalemlks*

Valemi nimi on seotud tema geomeetrilise tõlgendusega* 

Kuna funkteioon f(x) lähendatakoe n-2 korral lineaarse 

polünoomiga (sirgega), siis f(x) poolt lõigul [a»bJ ku

jundatud pindala asendatakse trapetsi pindalaga (joon* 3).

Joon* 3.



Trapetevalemi jääkliige on

v,3
R(f ) * - jig f "C ) 9

кгав a i  4 b ja h » b-a.

Kui funktsiooni f(x) ei saa hästi lähendada lõigul [a,b] 

sirgega, eile trapetevalemi viga R(f) on küllaltki suur.

Vea vähendamiseks jagame kogu integreerimislõigu [*,bj osa- 

löikudeks ja rakendame igale osalõigule eraldi trapetsvale- 

mit*

Geomeetriliselt see tähendab, et kõverat у * f(x) i^- 

hendatakse teatava murdjoonega (joon. 4')#

Vaatleme integraali arvutamist, kui valida võrdsed osa- 

lõigud. Olgu nende osalõikude arv m. Siis osalõigu pikkus 

on
v b—а n я ——— • m

4
Märgime osalõikude otspunktid x » a, x4, x9, x »b ja

w I fc Ш

funktsiooni f(x) väärtused vastavalt f . f .t f„, .... f .
О' 1 ' 2' ' I

Summeerides osaintegraalid
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f(x)dx — i * 1,2,3,*«.,m

saame
b

j f(x)dx S |(fo+ 2f1+ 2f2+ 2f3 + ... ♦ 2fe.t^ e)- 

а

yiimaet valemit nimetatakse üldistatud trapetsvalemlks*

Arvutamiseks on sobiv anda talle kuju: 

b

(12) Jf(x)dx S h(^f0+ f1+ f2+ f3+... |fm) .

а

Üldistatud trapetsvalemi jääkliikme saame, kui liidame 

osaintegraalide jääkliikmed, s*o*

Rtf) - - fc'H.,) + * " ( 4 2) + ... + * " ( % ) ]  ,

kus <  Ti ^  xi • Kui *"(*) on pidev lõigul £a,b],

siis

f«( + f"( ij2) + ... 4- f (  ^ m) - m f 4 q  ) (a * rj <b)

ning üldistatud trapetsvalemi jääkliige

R(f) - - f"( rp f

kua а * r| * b ja h » .

Vea hindamiseks võime kasutada ka Runge meetodit. Vali

des H « 2h (võimalik ainult paarisarvulise m korral), 

saame valemist (1 1 )

x i-1

N ä i d e  23. Kasutades trapetsvalemit leida incegraa- 

1 Дт1 1  f i h  ligikaudne väärtus ja tema tõenäoline viga, kui 

i 1  
m = 10 .
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Integraali ligikaudse väärtuse arvutame valemi (12 ) 

abil ja tema tõenäolise vea Runge meetodi järgi. Arvutused 

on tabelis 33 sammuga h * 1 - 0,1.

T a b e l  33.

xi 1 + zt f- - , 11 “i+3^

0 1 1,00000 0,50000 0,50000

0 ,1 1 , 1 0,90909 0,90909

0,2 1 » 2 0,83333 0,83333 0,83333
0,3 1,3 0,76923 0,76923

0,4 1,4 0,71429- 0,71429 0,71429
0,5 1,5 0,66667 0,66667
0,6 1 ,6 - 0,62500 0,62500 0,62500
0,7 1*7 0,58824 0,58824
0,8 1 ,8 0,55556 0,55556 0,55556
0,9 1,9 0,52632 0,52632
1 2 0,50000 0,25000 0,25000

2 h«6,93773 Z H - 3,4-7818

Leiame, et integraali ligikaudseks väärtuseks on
1
J  * h Z h * 0,1*6,93773 » 0,69377 .
о

Tõenäolise vea leidmiseks tuleb arvutada veel integraa
li väärtue sammuga H = 2h * 0,2.

1 Н'" H * 0,2*3,47818=0,69564.
Seega '

Bh „  ЪШ !1 - 0,69564 . . 0*00187 . . 0>0006г

1
ja integraali ^ ligikaudne väärtus on 0,6938 ja tõe

näoline viga -0,0007. Integraali ligikaudse väärtuse paran

damiseks liidame talle tõenäolise vee:
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J  f e  S 0,69377 - 0,00062 * 0,69315 .
о '

Teiseks vaatleme Kewtoni-Cotesi kinnist kvadratuurvale-

ait, kui sõlmede arv n = 3 * Ta omandab kuju

b ✓

J f(l)dl i S-g-S [f(a) ♦ 4f(S-J-Ь) + fCb)J
а

ja teda nimetatakse Simpeoni valemiks.

Jääkliige on «

R(f) = “ 55 £IV( ̂  ) t

kus a * K | « b  ja h » b- " •

Simpeoni valem on täpne kõigi ülimalt kolmanda astme 

polünoomide korral. Kui aga funktsioon f(x) ei ole kogu 

lõigul [a»b] hästi lähendatav kuuppolünoomiga, siis võib 

tekkida küllaltki suur viga Integraali arvutamisel. Suurema 

täpsuse saamiseks jagatakse lõik [a,b] osalõikudeks ja ra

kendatakse igale osalõigule eraldi Simpsoni valemit.

Vaatleme juhtu, kus toimub võrdseteks osalõikudeks ja

gamine. Olgu nende osalõikude arv m. Simpsoni valemi ra

kendamiseks tuleb iga osalõik jagada veel kaheks, sest on 

tarvis arvutada funktsiooni f(x) väärtused ka osalõigu kesk- 

punktis. Seega tabelisamm

1

Märgime x ■ a, x ^ = a + h ,  i£ я а + 2h, .••, х2а » ъ 

ja vastavad funktsiooni f(z) väärtused fQ, f^, ^2 ****,̂ 2m* 

Kuna iga osalõigu pikkus on 2h, siis esimesse osalõiku kuu

luvad punktid xQ, x^ ja x2 , teise aga x2 , x^, jne.
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Liites oeaintegraalid
I

(i “ 1 ,2,3,• • •,m)

eaame

b

J  f(x)dx ar *(fo+ 4fi+ 2f2+ 4f3+ 2f4+ ... -► 4 ^ ^  f^).

a

Seda valemit nimetatakse üldistatud Simpsoni valemiks«

Talle võib anda ka kuju: 

b

(13) J  f (x)dx ш 2f1+ f2+ 2fy*- f4+...+ 2f2.Щ-Л*  \*2я)
а

(esimene ja viimane kordaja on ^ , keskel on aga vaheldumi

si 2,1,2,1,2 jne. lõppedes kordajaga 2)« Viimane on sobi

vam rakendamiseks seetõttu, et kordajana esineb 1 .

üldistatud Simpsoni valemi jääkliige on 

R(f) - - §j£ fIT(-l) , 

kus а * ц b ja h = '

Kasutades vea hindamiseks Runge meetodit, saame valemist

kus H » 2h (võimalik ainult paarisarvulise m korral).

H a i d e  24. Leida integraali j ligikaudne väär

tus Simpsoni valemi abil, kui m = 3. 0

Kasutame valemit (13). Funktsiooni väärtused on arvu

tatud tabelis 34 sammuga h * = £ •
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T a b e l  34.

xi i+xi
f d , ^ Kordaj ad 

ci
cifi1 1 + x^

0 1 1 1/2 0,50000

1/6 7/6 6/7 2 1,71429

1/3 4/3 . 3/4 1 0,75000

1/2 3/2 2/3 2 1,33333

2/3 5/3 3/5 1 0,60000

5/6 1 1/6 6 /11 2 1,09091

1 2 . 1/2 1/2 0,25000

6,23853

Integraali väärtuseks saame

J dx ^ 2h ^  2.6.23853 
T+x J* 2  = ---£73--- - 0,69317 .

a

Veahinnangut ше ei teosta, sest eiin ei ole midagi uut.

3
Vaatleme veel nn. g -valemit, milleks on Newtoni-Cotesi

kinnine kvadratuurvalem, kui n ■ 4 

b
J f (x)dx S [f(a) + 3f(2a+b) + 3f (a±2b) + f(-b)J # 
а 4

Selle valemi Jääkliige

*Kf) = - ü r  fIV( 1  5 »

kue a < - > | ^ b  ja h « -j- .

Et g -valemi täpsus on küllaltki välke (täpne ülimalt 

kuuppolfinoomi korral), siis suurema täpsuse saamiseks jaga

takse kogu integreerimislSik j~a,bf osalöikudeks. Olgu need
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osalõigud kõik võrdsed ja nende arv m . Tabelisammu h mää-
V

raaiseks tuleb arvestada, et valemi rakendamiseks tuleb iga 

osalõlk jagada veel kolmeks võrdseks osaks* Seega

v. b—a
h * 55Г

ja osalõigu pikkuseks on 3h.

Kui märkida xQ ■ a, =* a + h, x2 ■ a 2h, ***, x^-b, 

siis esimesse oealõiku kuuluvad sõlmed xQ , x^, x2 ja x3 , 

teise aga - x3 , x^, x*, x^ jne. Vaetavad funktsiooni väär

tused märgime fQ, f^, f2 , ... , *за*

Leides osaintegraalid

(14) J  f (x)dx s ^ ( f 0+ 3f 1+ 3f2+ 2fj+ 3f4* ... + 3f3e-1+ f3>)• • •

а

(esimene ja viimane kordaja -1, keskel - 3,3,2,Эр,2 jne*, 

lõppedes kordajatega 2,3,3)*

Valemit (14) nimetatakse üldistatud g -valemiks* Tema

jääkliige

Vj tm Q
kus a <  i| 4 b ja h * •

Hinnates viga Runge meetodiga, saame

tcus H • 2h (m on paarisarv).



Vaatleme reel üht теshinnangut, aida saab rakendada 

nii Simpsoni kui ka g  -valemi jaoks, kui s61aede arv on 

6k+1 (k«1,2,3,...). Selleks tuleb leida integraali ligi

kaudne väärtus mõlemate valemitega* Märgime selle Simpeoni 

valeni korral - J* g -valemi korral - X^. Inte

graali täpset väärtust I võib väljendada Simpsoni valemi 

korral

*.h5 1T
I « I - *IT< » h )  Ja

“ 90

3
Jr -raie ai korral

.5
i . i - ЗЛкh t 1YC h }
1 xk ----—  f80

(■e ja m^ - osalõikude arv) 

Elimineerides I saame

.5m h'

*s * ~8 90 * ' 80

ehk

I - I, -T Äsh5 \ 3“kh5 Л1(у. ч
s * Xk Я - ^ Г *  ( ^2 >  *90 * 80

Eeldame, et fI7(x) lõigul [a,b j  oluliselt ei muutu.

Siis

flY( Ц1) ~  *I?( 4 2> Ä  fl7( 4 ̂  *

Et h on mõlemate valemite jaoks võrdne ja • ^ 2 ,

siis elimineerides m^ saame

v*k— £*”<■»>-г [-£*”<-p]-
Simpsoni valemi viga Rg avaldub siit järgmiselt:



(15) R g «  O,8(I0- Ik) .

Analoogilise veahinnaugu eaaae ka £ -valemi kohta. Bt 

■s “ \ “k> siie

Ja

Rk *1,8(Ie-Ik) .

Bends veahinnangute abil võime ka integraali väärtust 

parandada, liites ligikaudsele väärtusele tema vea.

Toome näite selle veahinnangu kasutamise kohta.

V ä i d e  25, Leida näites 24 arvutatud integraali 

väärtuse viga kasutades g -valemit.

Et näites 24 on sõlmede arv 7, siis on meil võima

lik selle integraali väärtus arvutada samade sõlmede abil ka 

|| -valemiga (osalõikude arv 2). Kasutades tabelis 34 saa

dud funktsiooni väärtusi, koostame tabeli 35.

T a b e l  35.

xi fi
Kordajad

ci cifi

0 1 1 1,00000

1/6 6/7 3 2,57143

1/3 3/4 3 2,25000

1/2 2/3 2 1,33333

2/3 3/5 3 1,80000

5/6 6/11 3 1,63636
1 1/2 1 0,50000

2 1 =  11,09112
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Siit eaame

' ■ f ih *  ~'i1l?I112 - °>6» 20 •
0

Eelmises näites arvutatud tulemuse vea leiame hinnangu

(15) järgi

Re «  0,8(0,69317 - 0,69320) - - 0,00002 .

Integraali parandatud väärtuseks on

1
J  ffj s 0,69317 - 0,00002 « 0,69315 .

о

§ 3. TSBBÕSEVI KVADRATUURVALEMID.

1. üldjuht. P.L. TAebõAev vaatles kvadratuurvalemi

konstrueerimist, mille kCik kordajad on võrdsed, s.t. 

b n

(16) f p(x)f(x)dx s К 2  t(x±) • 

a i-1

I
Valemis on parameetreid n + 1  (n abstsissi ja ühine 

kordaja K) ning seega võib loota, et konstrueeritav kvadra-? 

tuurvalem on täpne suvalise n—astme polünoomi korral* Abst- 

sissid (sõlmed) ja kordaja К leiamegi viimasest nõudest.

Olgu

Pn (x) - bQ+ b^x + b2x2 + ... + bnx^

suvaline n—astme polünoom (b^ — suvalised konstandid). Kõu- 

de kohaselt peab valem (16) olema täpne, kui f(x) = Pn (x)» 

Seega
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ъ
.2

b0 J  p(x)dx + b1 J p(x)xdx + Ъ2 j p(x)x dx + ... +

a a a
b ' ............

bnj p(x)x*dx » Ж |ben + b1(x1+ x2+ ♦ Хд) ++

a

+ b2(x2 ♦ x| + • • •  ♦ xjj) ♦ • • •  **(*4 + *2 *  **• + “*n  ̂

Kordajat« bi suvalisusest järeldub, at 

b 

J p(x)dx ■ In

J  p(x)xdx - K(x^+ x2+ ... + x^) 
a

b

J p(x)x2dx « K(x2 ♦ x| + ... ♦ x£) 
a

b

J  p(x)x*dx « I(at| lj ♦ ••• * • 

a

Viimase süsteemi vasakud pooled an konkreetse kaalu-

funktsiooni p(x) kerral arvutatavad. Keime seat võrrandist

saame määrata ühise kordaja К:

Ъ

C17) K “ a J *
а

Tähistades

b

(18)  ̂ J  pCx)x̂ dx ,
а

▼Cime ülejäänud võrrandid kirjutada kujul;

- 1*0 -



X., ♦ Х„ +

2 2 2 
х1 ♦ х2 + ... + Хд ■ в2

■ *П •

Saime n võrrandist koosneva mittelineaarse võrran

disüsteemi nn# TdebÕAevi absteisside Xj (i - 1,2,...,n) 

leidmiseks. Selle võrrandisüsteemi lahendamiseко konstruee

rime n-astme polünoomi

"(x " x1 ^ x - x2  ̂ **e ^x “ »

mille lahendid on kvadratuurvalemi (16) sõlmed.

Teiselt poolt, arendades (x) x astmete järgi, saa-

^ 0 0  » x® + a1xn"1 + agX*1“2 + ... + «ц •

lordajad a^ on leitavad lahendite astmesummade s^ kaudu. 

Selleks arvutame co^(x) lähtudes kummastki a>n (x) kujust: 

o;^(x) ■ nx®“1 ♦ (n-l)a1x®"2 + (n-2)a2xn”') + ... + an-1

niag n r ^

„■ •o o  .  z  ^  •n v У X- X x  о
i«1 1

Et

— T~ -  B xn_1+ (a1+xl)xJtt“2+ (a2+a1xl+ x2)xn“3+ .. 

+ (an_1+ а̂-2х±+ ... + a1x® 2+ xj 1) ,

siis



" i »  - Ž  w  ■ nI“'1+ (“1+ 
i- 1 1

+ (n»2+ »1 *1 + ej)»11-3* ... + ( n a ^ *  an_2e-j* ... ♦

♦ a1 8n-2 * en-1 > *

Tõrreldes ühesuguste x astmete kordajaid cl?^(x ) aval

distee, saame

(п-1 )а̂ » na^ + s^

(n-2)a2 • na2 + a1e1 ♦ s2

an-1 - nan_1 ♦ an-2e1 + ... ■► а1вп-2+ sn-1 .

Siit võime samm-eammult leida kordajad , a^, .*.y
n .

а .. Kordaja a leidmiseks vaatleme eummat o> (х<): 
И“*" п 1* 1

п а

' 2  (х1 + а1 1 Г'' ♦ ••• + »п-1х1+ ап> ■
i- 1 i- 1

- sn+ »«,8^ +  ... + an.1 s1 + nan •
n

Kuid = °» sest* ^ n (*i) = 0 iga i väärtuse

i- 1
(i-1,2,...,n) korral. Seega

8 + a4s^ A+ ... + a„ 4s^+ nan = 0 . n 1 n—1 n—1 1 n

Võttes tulemused kokku, saame algebrast tuntud Newtoni

valemid
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e«+ a„

(19)

e2+ ®i8i+ 2a2 = 0

8-J+ ®^e2+ a28i+ -*a3

e«+ a*e„ 4+ ••• + a~ na« “ 0 •n 1 n—1 n—1 1 n

Leides siit järk-järgult kordajad a^,a2 ,•..,an , 

oleaegi leidnud polünoomi ^ п(х), mille juured on kvadra- 

tuurvalemi (16) sõlmed* Astmesummad s. arvutame valemi 

(18) abil.

2. Konstantse kaaluga TšebÕAevi kvadratuurvalem* Eelmi

ses punktis tuletatud meetodil võime leida kordaja К ja 

abstsissid x^ ükskõik millise kaalu ja integreerimislõigu 

korral* Käesolevas punktis vaatleme juhtu, kui integreerimis 

lõik on C“1 »lJ ja kaalufunktsioon on konstantne sellel lõi 

gul, s.t* p(x) s 1 .

Kordaja К arvutame valemist (17)

K . l j t a  - I .

-1
Seega kvadratuurvalem (16) omandab kuju

1 n

(20) J  f(x)dx = § 2 f (xi) »
- 1 i=1

aida nimetatakse lihtsalt T&ebõievi kvadratuurvalemiks»

Viimase kvadratuurvalemi abstsisside x^ leidmiseks

arvutame valemi (18) abil astmesummad:

0 , kui i on paaritu
n f i, 

*i = 1 J x dx
- 1 .iS*

j kui i on paaris



ja süsteemist О9) kordajad а̂<

a1 - 0
& + 2a« “ О

О
-* 1 "

У + §а2 * 4а4 * 0 

у*1 + 5а5 " 0

w ♦ jja2+ 3*4+ 6а6 ■ О 

jne. ,

Яавав, et kõik paarituarvuliste indeksitega kordajad 

võrduvad nulliga ja paarisarruliste indeksitega kordajad aval* 

durad kujul:

n
»2 " " S

(21) a6 “ “ 1 (1т5 ‘ Sü + 7>

a8 “ 72(4§2 ~ 25 + flä11 “ 1) 

jne.

Seega polünoon

o > n (x) - Xй-»* а2зсп*“2+ а̂х*1“4* ...

sisaldab ainult x paaris- või paarituastmelisi liikmeid 

(sõltuvalt sõlmede arvust n). Niisuguse polünoomi nullko

had aga asetsevad sümmeetriliselt punkti x ■ О suhtes.

Näitena vaatleme abstsisside leidmist) kui n ■ 3. Kor-



ja polünoom

^ 3 Ci) - x3 - \ * .

Tema juured on

Säärasel viisil võime leida kvadratuurvalemi sõlmed 

kõigi n väärtuste puhul* Osutub, et n « 8 ja n >  10 

korral on TAebõSevi kvadratuurvalemi1 (20) komplekssed 

sõlmed (vt* näit* [3j , lk* 197-198), mis teeb nende kasu

tamise tülikaks. Meie vaatleme edaspidi ainult reaalsete 

sõlmedega kvadratuurvelemeid*

Tšebõievi kvadratuurvalemi (20) jääkliikme võime ar

vutada valemist' (5). Selleks on vaja kindlaks teha valemi 

(20) täpsusaste* Teame, et see ei saa olla väiksem kui n* 

Näitame, et paarisarvulise n korral on valem (20) 

täpne ka (n+l)~astme polünoomi korral* Selleks peab R(f) 

olema null*

Olgu

Siis 1 n

-1 i-1
1 n

-1 i-1-1 i- 1



Kui n on paariearv, aiie 1 - (-1)П 2 = 0  samuti 

jr* x?+1 = 0, sest sõlmed x, asetsevad sümmeetriliselt
i^r 1
nullpunkti suhtes. Seega R(f) * 0.

Siit on ilnme, et paaritu sõlmede arvu n korral on 

TšebõAevi kvadratuurvalemi (20) täpsusaste n, aga paaris 

sõlmede arvu n korral —  n + 1 .  Ehk teisiti:

kui n = 1 , siis valem (20) on täpne suvalise line

aarse polünoomi korralJ 

kui n = 2,3 , siis valem (20) on täpne suvalise kuup- 

polünoomi korral;
'ч

kui n = 4 ,5 , siis valem (20) on täpne suvalise viien

da astme polünoomi korral jne.

Jääkliikme võime arvutada siinjuures samuti nagu Newtoni- 

Cotesi valemite korral. Seetõttu sellel üksikasjaliselt ei 

peatuta.

Tabelis 36 toome TšebÕAevi kvadratuurvalemi (20) 

abstsissid polünoomi <x>n (x) ja jääkliikme R(f) n

väärtuste 1-7 ja 9 puhul. v

T a b e l  36 .

n xi con(x) R(f)

1
x1e 0 X

2 -x1=0,577350269«x 2

T-
ln
I

CMM

3 ^ «0,707106781»x3 

x2« 0

J -  a* 3
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n xi R(f)

4 -x1-0,794654472-x4 

-r2=0,187592474«x3 *4- ^  4? 42525г<'6)Н ^

5 -x1i-0,8324 97487=x5 

-x2=0,374541410«x4 

x3 « 0

*5“ i x 3 +  7 J 1 Г4 4 W   ̂7 ;

6 -x^ »0,866246818=Xg 

-x2»0,422518654-x5 

-x3»0,266635402=x4

X6- x4+ £x2- ^ 3969000* •

7 -xn »0,883861701-xy 

-x2=0,529656775-x6 

-x3-0,323911810«x5 

x4 « 0

*7- F +
281 „(8),^

1959532000* VI'

9 -x 1»0,911589308=x 9 

-x 2-0,601018655=x8 

-x3»0,528761783-x 7 

-x4=0,167906148*x 6 

x?=0

x9- š* 7 * w -  /

- 55üx3+ ŽŽ400 x

74747 lf(lO)/H'
1120Ö»9HlTr

Kui on tarvis leida integraali lõigul Ja,bJ, siis vahe

tame muutujat *'
b - a _ . b  + a 

t « — j—  — 2—  •

Viimane teisendab lõigu [a »bJ lõiguks [-1,lJ. Et
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J  f (t)dt - J  + ^ - ^ ) d x  ,

a - 1

siis Tšebõševi kvadratuurvalem (20) omandab kuju

(22) [ £ S_=_ä X1  + ТГ> ’

a 1 - 1

kus x^ on samad abetsissid, mis valemis (2p).

M ä r k u s  • Tšebõlevi kvadratuurvalemit n « 1 kor

ral nimetatakse ka ristkülikvalemiks keskmise funktsiooni 

väärtuse kaudu. ^

H ä i d e 26 . Leida integraali j* väärtus T«e-

bõlevi valemi järgi, kui n » 4*

Et integreerimisvahemik on (0;1), siis arvutame inte

graali väärtuse valemi (22) järgi. Antud juhul

V  4
J f (x)dx S i Г £ ( x 1)J .

о i- 1

Funktsiooni f(x) = väärtused on arvutatud tabelis 37.

Sealt saame

j ik s -г- - 0*69313 •
0

T a b e l  37 .

i x±+ 1 £(*i+1) 1 ■+■ ^(xj+1) f [i(v  1>]

1 —0,79465 0,20535 0,10267 1,10267 0,90689

2 -0,18759 0,81241 0,40620 1,40620 0,71114

3 0,18759 1,18759 0,59380 1,59380 0,62743

4 0,79465 1,79465 0,89733 1,89733 0,52706
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§ 4. GAUSSI TÜÜPI К VADRATUUH VALEMID.

1« Üldteoreemld. Eespool tuletasime kradratuurvalemid 

andes ette sõlmede asetuse või nõudes kõigi kordajate võrd

sust* Esimesel juhul oli tarvis määrata n parameetrit 

(kordajad) ja teisel juhul n + 1  parameetrit (abstsis- 

sld ja ühine kordaja). Seejuures kvadratuurvalemite täpsus

aste ei olnud väiksem kui määratavate parameetrite arv mii

nus üks.

Mitte seades kitsendusi nii kordajate kui ka sõlmede 

asetuse kohta, võime määratavate parameetrite arvu suuren*- 

dada kuni 2n . (n kordajat ja n sõlme). Võib loota, et 

siis ka kvadratuurvalemi täpsusaste ei ole väiksem kui 2n- 1  

Niisuguse kvadratuurvalemi konstrueerimist lõigul [a,b] 

konstantse kaalu korral vaatleski C.F» Gauss* Hiljem ül- 

distati saadud tulemused ka lõpmatute rajade ja teiste kaa- 

lufunktsioonide jaoks.

Vaatleme lähemalt nn. Gauasi tüüpi kvadratuurvalemeld.

Seame ülesandeks konstrueerida kvadratuurvalem (1) 

b n

[ p(x)f(x)dx * У  cif (xi) » 
а - i- 1

mille abstsissid x^, x^, ... , xQ ja kordajad c^, c2> «*•

cn valime nii, et valem (1 ) oleks täpne kõigi ülimalt

(2n-l)—astme polünoomide korral. Abstsisside leidmiseks

konstrueerime n—astme polünoomi ct>n (x), mille juurteks

on otsitavad abstsissid.

T e o r e e m  1 .  Selleks* et valem (1) oleks täp-

I
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ne kõigi ülimalt (2n— 1 )—aatme polünoomide korral, on tarvi

lik ja piisav, et ta oleks interpolatsioonitüüpi kvadratuur

valem ja polünoom

con (x) - (x - x1)(x - x2) ... (x - xn)

olekB kaalufunktoiooni p(x) korral ortogonaalne lõigul 

[a,b] kõigi ülimalt (n - l)~astme polünoomidega Q(x).

Polünoome co^(x) ja Q(x) nimetatakse ortogonaalse- 

teks lõigul fa,bj kaalufunktsiooni p(x) korral, kui

ь ' V

(23) J  p (x)wn (x)Q(x)dx - 0
a

(vt, näit* ГЗЗ, lk. 21). Allpool jätame sõnastuses ära "kaa-

lufunktsiooni p(x) korral"•

T a r v i l i k k u s  •' Olgu valem (1) täpne kõigi

ülimalt (2n-1)-astme polünoomide korral. Seega on ta täpne

ka (n-l)-astme polünoomide korral ning esimese paragrahvi

esimeses punktis tõestatud teoreemi kohaselt on valem (1 )

interpolatsioonitüüpi.

Et Q(x) on suvaline ülimalt (n—l)-astme polünoom,

siis korrutis-polünoomi f(x) = con (x)Q(x) aste ei ületa

2n~1. Eelduse kohaselt on valem (1) täpne polünoomi f(x)

jaoks ning seega
b n

J  p(x)u>n (x)QGc)dx « 2 Cia;n^xi^Q^i^ e 0|
a i- 1

sest u;n (xi) * О* Siit järeldub, et polünoomid c«Jn (x) ja 

Q(x) on ortogonaalsed lõigul [a,b].

P i i s a v u s  • Olgu valem (1) interpolatsiooni

tüüpi kvadratuurvalem ja со n (x) ortogonaalne lõigul [a,b]
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kõigi ülimalt (n—1)—astme polünoomidega Q(x). Tõestame, 

et siis valem (1 ) on täpne suvalise ülimalt (2n— 1 )-ast- 

se polünoomi f(x) korral.

Jagades polünoomi f(x) polünoomiga saame

f(x) - oJn (x)Q(x) + r(x) ,

kus Q(*J) ja r(x) aste on väiksem kui n. Järelikult 

b b b 

J  p(x)f (x)dx - J p(x)con (x)Q(x)dx + J  p(x)r(x)dx . 
a a  а

Parema poole esimene integraal on null ortogonaalsuse
■

tõttu. Seega

b b

J p(x)f(x)dx * J p(x)r(x)dx .
а а

Kuid
b n

J  PÜOr(x)dx - X c j r C x ^  ,

a i=1

sest r(x) on ülimalt (n-l)-astme polünoom ja valem (1 )

interpolatsioonitüüpi.

Et

f(x±) = ̂ >n (xi)Q(xi) + r(x±) - г(х  ̂ ,

siis

b n

f p(x)f(x)dx - 2 cif x̂i^ * 
a i-1

See aga tähendab, et valem (1) on täpne? m.o.t.t.

Tõestatud teoreemist järeldub, et Gaussi tüüpi kvadra-

tuurvalemi konstrueerimise küsimus taandub kaaluga p(x) or-

togonaalse polünoomi cu^Cx)' konstrueerimisele. Ortogo—



Baalseid polünoome kaalufunktsioenide p(x) * 1 Ja

p(x) * — korral lõigul [”1»l] vaadeldakse "Arvutus- 
1 -x

meetodite" III osa [бЗ esimese peatüki viienda paragrah

vi teises ja kolmandas punktis.

T e o r e e m  2 . Kui n-astme polünoom u>a (x) on 

ortogonaalne lõigul [a,b] kõigi ülimalt (n-l)-astme polü

noomidega, siis tema juured on reaalsed, erinevad ja asuvad 

lõigul [a,b]*

T Õ e  s t u s  • Vaatleme lõigul [a»bJ ainult polünoo

mi o>n(x) neid juuri, mis omavad paarituarvulise kerdeuse. 

Olgu nende juurte arv m (m * n) ja tähistame nad x^xg,

.... x . Kui näitame, et m * n, siis oleme tõestanud nen-' m

de erinevuse ja samuti ka reaalsuse*

Vastupidiselt väitele oletame, et m n. Moodustame 

m-astme polünoomi Sm G O  s (x ” x.j).(x - x2)‘‘*(x “ xm), 

mille juured on ühekordsed ja langevad kokku cc»n (x) paari- 

tukordsete juurtega* Edasi , moodustame polünoomi а?в(х)<̂и(х). 

Ta saab omada lõigul [aibJ ainult paariskordseid juuri. Jä

relikult säilitab ta vaadeldaval lõigul märki ja et p(x) 

oli mittenegatiivne, siis 

b

J  p(x)o>n (x) $ m (x)dx 0 .
а

Eelduse kohaselt aga a?n (x) on ortogonaalne kõigi po

lünoomidega, mille aste on väiksem kui n , s* t. 

bJ p(x)u>n(x) $ mOOdx - 0 .
а
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Tekkis vastuolu, mis on tingitud oletusest, et m ̂  n« 

Seega saab olla ainult m » n.

Tõestatud teoreemist järeldub, et Gaussi tüüpi kvadra

tuurvalemi abstsissid on reaalsed, erinevad Ja asuvad lõigul 

[a,b] • Seega on ilmne ka Gaussi tüüpi kvadratuurvalemi (1) 

konstrueerimise võimalus, lahtiseks Jääb aga küsimus, kas ta 

on üheselt määratud antud n korral* Selleks näitame, et 

n-astme polünoom <^n (x) on üheselt määratud. Tõepoolest, 

kui neid polünoome oleks kaks: toß (x) Ja co*(x)t siis 

nende vahe

Q(x) - C4Jn (x) - u£(x)

(con (x) Ja co*(x) xn astme kordajad 1) on ülimalt (n-1)- 

astme polünoom ja valemi (23) tõttu

J  p(x)[cun (x) - co*(x)] Q(x)dx - J p(x)Q2(x)dx « 0 . 
a a

See saab aga võimalik olla ainult siis, kui

QGO -  % U )  -  ^ n (x )  = 0 .

Enne kui asuda Gaussi tüüpi kvadratuurvalemite konstru

eerimisele konkreetse kaalu korral tõestame veel mõningad tu

lemused*

T e o r e e m  3 .  Mis tahes Xĵ  ja с̂ valiku kor

ral ei saa kvadratuurvalem (1 ) olla täpne kõigi 2n—astme 

polünoomide korral*
о

T õ e s t u s *  Valime näiteks f(x) » ton (x), mis on 

2n-astme polünoom. Kaalufunktsiooni kohta toodud eelduste 

tõttu
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U ü

J p(x)f(x)dx - J p(x)a>^(x)dx >  О • 
а а

Kuid

n n

e 0 »
i- 1 i- 1

sest - 0 • Siit on selge, et kvadratuurvalem (1)

ei saa olla täpne*

T e o r e e m  4 *  Kui kvadratuurvalem (1) on täp

ne kõigi võimalike (2n-2)-astme polünoomide korral, siis 

tema kordajad c4 on positiivsed* о
r w . W l 4

T õ e s t u s *  Valime f(x) * ------ } • Ta on

(2n-2)-astme polünoom ja seetõttu on valem (1) täpne* Kuid

f 0 , kui к / i ,

f (xk) -

ja valemist (1 ) saame 

b

["iCii) ] 2 . kui к - 1

j P(I)P“ ] dI * ei [ ^ i (xP J 2 •

Siit

bг Г ^  _ (x)
(24) ei - j p(x) --------------

2
dx > О *

T e o r e e m  5 * Kui funktsioon f(x) on 2n korda 

pidevalt diferentseeruv lõigul [a,b], siis suurima täpsu

sega kvadratuurvaleml (1 ) jääkliige avaldub kujul

(25) 8 ( 0  - J  p(l)u.2 (x)4k ,
а

- 154 -



kus ^«[a,b] ja ^(x') - (x - x1)(x - x2)...(x - xß) .

T õ e s t u s  • Konstrueerime kordsete sõlmedega Hew- 

toni interpolatsioonipolünoomiI mis täidab tingimusi

*(*j) ■ ^ Ja P'Cxjl) “ i ■ 1 ,2 , • • *,n.

Vastav interpolateioonivalem avaldub kujul (vt» I pt., § 2, 

punkt 3)

• f(x) - P(x) + о,г(х)
(2n)l n

kus P(x) on ülimalt (2n-l)-astme polünoom ja £ aset

seb sõlmede xi ja punkti x vahel. Kui lugeda, et 

x£[a,b], siis ka ££^a,b].

Kasutades saadud interpolatsioonivalemit võime kirjuta

da

b b b

J p(x)f (x)dx =* f P(x)P(x)dx + J PfcÔ Ĉp*'£(*)<**•
a a  а

Seejuures eeldame, et võrduse vasakpoolne integraal eksistee

rib. Et polünoomi P(x) aste ei ületa 2n - 1, siis 

b n n

f p(x)P(x)dx - cipCxi) “ Z>i* ( * i )  • 

a i- 1 i-1

Seega

b n b

J p(x)f(x)dx » 2 cif x̂i^ + (žnJT /  P W f(2n)^ ) w n (x)<lx 
a i- 1 a

ehk siit ь

R <*> * T S 7 T  J
Et lõigul [a,b] pCx)uj^(x) >  0, siis üldistatud keskväär-
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tusteoreemi põhjal

b
R(f) « L _ — p Q  f p(x)c*>^(x)d3

Г2тЛ1 J n

(2n)j 

(2n)l

kue r|fe[a,b] . Seega ongi teoreem tõestatud.

T e o r e e m  6. Kui lõik [a,bj on lõplik ja funkt

sioon f(x) on pidev sellel lõigul, siis Gaussi tüüpi kvad

ratuurvalemi summa koondub integraaliks n^»°«J

n b

lim ' X  ®if Cxi) - f p(x)f(x)dx . 
n °̂° i- 1 a

T õ e s t u s  • Valime suvalise arvu £ > 0* Eelduse 

kohaselt on lõik [a,bj lõplik ja f(x) sellel pidev. Weier- 

strassi teoreemi põhjal võime leida polünoomi P(x) nii, et

|f(x) - P(x)|«£ iga xt[a,bj korral .

Tuleb näidata, et R(f) -* 0, kui n-»°°. — 

b n

R(f) = f p(x)f(x)dx - 2  cif(xi) ■ 
a i-1
b b

■ J p(x)Jf (x) - P(x)Jdx + J p(x)P(x)dx - 
а а

n n

-Z*i * c x i )  + 2 ci[p(xi) “ f(xi)] • 
i-1 i-1

Vaatleme parempoolset avaldist. Kui tähistada polünoomi P(x)

aste m ja 2n - 1 >  m, siis 

b

/ p O O f O O d x  - Ž » i P ( x O  . 0 . 
a i-1

Teiste avaldiste jaoks võime anda hinnangu



f
IJ p(x)[f(x) - P(x)J dx £ f p(x)dx 
a a

n n b

| 2 cifp Cxi) - f ( X i ) ] U  £ 2  ci "£ f P ^ dx ' 
i- 1 i- 1 i

Seega 2n - 1 ш korral
b

|R(f)| ^  2 £ J p(x)dx . 

а

Siit on ilane, et R(x) —> 0, kui n-»oo .

Tõestatud teoreemist j&reldub ainult Gaussi tuupi kvad

ratuurvalemite koonduvus, kui rajad on lõplikud, üldist kvad

ratuurvalemite koonduvust võib vaadata vastavatest õpikutest, 

näiteks [з], lk. 261.

2* Gaussi kvadratuurvalem. Gaussi tüüpi kvadratuurvale— 

mit (1 ), mille kaalufunktsioon mingil lõplikul lõigul [a,b] 

on konstantne, nimetatakse lihtsalt Gaussi kvadratuurvalemiks 

Et saada lihtsamat kuju abstsisside ja kordajate avaldistele, 

vaatleme valemi konstrueerimist lõigul Jj—1,1 J• Võttes kaa- 

lufunktsiooniks p(x) - 1, võime Gaussi kvadratuurvaleml 

kirjutada kujul:

1 n

(26) J f (x)dx » cif(xi) .

- 1 i-1

Gaussi kvadratuurvaleml abstsissid ehk lühidalt Gaussi 

abetsissid leiame kui сь>п(х) juured. Seejuures peab 

<*>n (x) kaalu p(x) - 1 korral olema ortogonaalne kõigi 

ülimalt (n-l)-astme polünoomidega lõigul [“1|lJ» Säärase 

ortogonaalse süsteemi moodustavad aga Legendre'i polünoomid
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(vt. [б], I ptk.,§ 5, p. 2)

(27) J  dn Cx2-l)!
2 n! dx”

Tõsi küll, Legendre'! polünoomide Xs kordaja ei ole 

1, kuid see ei takista nende kasutamist. Lihtne on näha,

on selge, et cun (x) ja Legendre*i polünoomi Pn (x) Juu

red on samad. Teoreemi 2 põhjal on need juured kõik reaal 

eed, erinevad ja asetsevad lõigul

Valemist (27) näeme, et Legendre'i polünoomid sisal

davad ainult kas x paaris- või paarituarvulist astmeid: 

x11, x0”", xn" 4 jne. Niisuguse polünoomi juured aga asetsevad 

sümmeetriliselt lõigu keskpunkti suhtes.

Seega Gaussi abstsissid on Legendre*1 polünoomi (27) 

juured ja nad asuvad lõigul sümmeetriliselt punkti

x > О suhtes.

Gaussi kvadratuurvalemi (26) kordajad võime leida va

lemiga (2), teostades lntergreerimise lõigul Antud 

juhul on neid aga lihtsam arvutada valemist (24). St

et see kordaja on (veendudaI). Võttes
2 (n J)

(V*) l 2

siis
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Integreerime ositi,võttes

saame

u , Pa(l) Ja

du " 2p«Cx)PJ(x) Ja
(x-x^

ning

1 Ž W  , p2(x)~2 dx ---------f
Jj (*-Х±У x-x.

\ K M
+ 2 f ^ p .  

- 1 - 1 X_Xi
(x)dx .

Saadud parempoolse integraali arvutamiseks integreerime 

uuesti ositi:

P- 0 0
u * -----  , dv - P*(x)dx ;

x-x.

du * u'dx ,

Järelikult

V ■ Pn (x) .

f Tn ^  ?n «  I 1 /•J r —  * 7 7 “ "J pn W “'dI • 
- 1 i i 1-1 - 1

Et u
P„(x)

X-X J
on (n - l)-astme polünoom, siis u* on

(n - 2)-astme polünoom ning ortogonaalsuse tõttu viimane in

tegraal on null. Seega

f joo 
- 1

Casutades 

P (-1) « (-1)П, saame

P2 (X)

x-x.
1 «. -Pn(j) Г РпЩ  I 1

- 1 « i  И x-x4 j.,

Kasutades Legendre *i polünoomide omadust ?n O )  ■ 1 J«

1- , 2 1n 
j dx ■ ----- 2

(28)

J  (x-xt)‘

1 " 0 - x ^ ^ ( x t)]" '

1 - x4
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Gaueei kordajate arvutamine valemi (28) abil on üsna 

lihtne (pole vaja integreerida). Märgime, et siit selgub ka 

nullpunkti suhtes sümmeetriliste abstsissidega Gaussi kor

dajate võrdsus ja kõigi kordajate positiivsus.

Gaussi kvadratuurvaleml jääkliikme võime arvutada va

lemist (25). Eeldades, et f(x) on 2n korda pidevalt 

diferentseeruv, saame

H(f) . < (2I°</|) L / o o d x  = /  P2 Cx)dx.
(2n)l _J n (2n)t f(2n) lj .J n

Et

I

Jpn (x)dx ж s i r
- 1

(vt. [б], I pt., §5, p. 2), siis

E (f) . Ž Ü H  f(2n)( )
2n+1 [(2n)lJ 1 1

Konkreetsete n väärtuste korral võime jääkliikme tu

letada ka valemist (5).

Tabelis 38 on toodud Gaussi kvadratuurvaleml (26) 

abstsissid x^, kordajad ja jääkliige R(f) n väär

tuste puhul 1 - 8 . Kui arvutustes on vaja kasutada Gaussi 

valemit suuremate n väärtuste korral või võtta abstsiesides 

ja kordajates rohkem kümnendkohti, siis võib soovitada raama

tut [3j. Lehekülgedel 103-106 on toodud need kuni n ■ 16 

(incl.) 15 kümnendkohaga*

M ä r k u s  : Gaussi kvadratuurvalem (26) ja TAebÕše- 

vi kvadratuurvalem (20) ühtivad, kui n = 1 või 2 . Gaussi 

kvadratuurvalemit (26) nimetatakse n = 1 korral ka rist- 

külikvaleraiks keskmise funktsiooni väärtuse järgi*
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T a b e l  38.

n
X1 C1 H(f) ~

1 x1 » 0 c, * 2 . j f ’C'l)

2 -x1«0,577350269*x 2 *1*c2

3 -X.J =0,774596669=x3 

x2 »0

c1 * \  * c3

c2* I

15750

4 -x,, *0,86113631 2«x4 

-x2*p,339981044*x3

c1— 0,347854845-c4 

c2- 0,652145155=c3

f Ce)(-Ü

3472875

5 -x1-0,906179856*x5 

-x2* 0 ,538469310»x4

x3 * 0

c2=0,236926885*c5

c2=0,478628670*c4

c3-0,568838889= Щ

f O ° ) C7)

1237732650

6 -x1«0,932469514=x6 

-x2*0,661209386-x5 

-x3-0,238619186*x4

c.,-0,1713244 92-c6 

C2-0,360761573-Cj 

c3-0,467913935*c4
1950.693

7 -x.,-0,949107912=x? 

-x2-0,741531186=Xg 

-x3 »0,4 05845151 =x5

X4 “ 0

0^-0,129484966-Cy 

c2* 0 ,279705391-c6 

c3«0,381830051»c5

c4 *0,417959184

20.105Z .1287J

8 -x1-0,960289856*x8 

-x2=0,796666477=xy 

-x3=0,525532410-x 6 

-x4=0,183434642-x 5

c1-0,101228536-c8 

c2-0,222381034*cy 

c3*0,313706646*cg 

c4-0,362683783*c5

f (16 )(ч)

153.1052 .2145J
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Integraali arvutamiseks lõigul [a,b] vahetame muutujat

A b - a _ . b  + a t = — j—  x + — j—  ,

mia teisendab integraali lõigule [“‘l»1] • Et 

b \j f(t)dt - b g -  J f(b g-- x + b— |-a-)dx ,

a -1

siia Gausei kvadratuurvalem (26) omandab kuju

(29) f f(t)dt 3 ^  Cif(b_j_a Xi + b_+_a> .

a i-1

Absteieeid x̂  ̂ on eamad mie valemis (26). Nad on toodud 

tabelis 38.

Valemi (29) jääkliikme saame valemi (26) jääkliik-

/b - aN2“̂  ✓mest, kui korrutame viimast suurusega (— j— ) (veendu

da l) ja punkt Ц võtta lõigult [a,bj. Näitena kirjutame 

valemi (29) jääkliikme, kui n « 2

R(f) • TOC^-i-2)5 ( « м ‘ b>-

Vaatleme nüüd Gaussi kvadratuurvalemi rakendamist.

N ä i d e  27. Leida integraali j f +У väärtus Gausei
о

valemi abil, kui n = 4.

Antud juhul integreerimisvahemik on (Q;1) ning see

tõttu kasutame valemit (29)

1 : A
f f(x)dx 3-JŽ 7 « ^ ^  * 1)J •
о i-1

Vastavad arvutused on toodud tabelis 39* Kasutades seal

eaadud tulemusi näeme, et

|  s f  - 0.6931*7 .
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i •Xi Й(х1+1) 1+^(xi+1) f [KXj+l )] ci cif DKxjKi

1 -0,861136 0,069432 1,069432 0,935076 0,347855 0,325271

2 -0,339981 0,330009 1,330009 0,751875 0,652145 0,490332

3 0,339981 0,669991 1,669991 0,598806 0,652145 0,390508

4 0,861136 0,930568 1,930568 0,517982 0,347855 0,180183

*>>1,386294

3. Mehleri kvadratuurvalem. Vaatleme Gaussi tüüpi kvad- 

ratuurvalemit (1) lõigul [“1»1J> kui kaalufunktsiooniks on

P(x)

Viimase saame erijuhuna kaalufunktsioonist p(z) ■

■ (b - x)* (x - a)* , kui valida <*- ft * - ja rajadeks 

a * —1, b * 1.

korral lõigul [-1,1] on ortogonaalsedKaalu
I / T T 7

Tiebõievi polünoomid (vt. [б]» I ptk., § 5, p. 3)

Tn (x) » coc n arccos x .

Tema juured

(30) X. «  - C O S
2i—1 
“5Г (i-1,2,...,n)

on aga vaadeldava kvadratuurvaleml abstsissideks x^. Tabe

lis 40 on antud nad n väärtuste korral 1-6.

Selle kvadratuurvaleml kordajad c.̂  võime arvutada va

lemist (2), mis antud juhul omab kuju

1- Tn (x)dx

v b  l-1 l/l-x2(x-x1)
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T a b e l  40«

n xi

1 , X 1 » C O S  -*r »  0

2 -x1 = cos = 0,707 106 781 = x2

3 — = cos * 0,866 025 404- ® x^ 

x2 * cos * 0

4 -x1 - cos -2L = 0,923 879 533 * x^ . 

-x2 = cos -g-TT ■ 0,382 683 432 * x^

5 -x1 = cos ^  - 0,951 056 516 = x5 

-x2 = 003^71* 0,587 785 252 = x^

x^ = cos * 0

6 -x1 - cos ^  = 0,965 925 826 = x^ 

-x2 - cos - 0,707 106 781 * x^ 

-x^ « cos ш 0,258 819 045 =* x4

Teostades integreerimise (vt. näit* [l], lk. 264-266 

või [4 J , lk. 197-198) saame

_ ш'я 
i n *

Nagu näeme, on kordajad kõik võrdsed.

Seega võime Gaussi tüüpi kvadratuurvalemile (1) anda

kuju
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mille abstsissid on määratud valemiga (30). Valemit (31)

nimetatakse Mehleri (tihti ka Hermite1!) kvadratuurvalemiks.

Ta on täpne, kui f(x) on ülimalt (2n—l)-astme poliinoom.

Mainime, et sama tulemuse saame, kui konstrueerime TAe-

bõievi kvadratuurvalemi kaaluga p(x) = — ----- lõigul

' l

Mehleri kvadratuurvalemi (31) jääkliikme võime tuleta 

da valemist (25), kui eeldada f(x) 2n-järku tuletise pi

devust. Asendades

Tn < »

saame

R(f) = d ^ a  f J ž « .  dx
(2b)J Д  ^  (2n) 12 J,

Et \ TZ(x) <-

Щ - %
-1 l/l-x

(vt. [б], I ptk., §5, p. 3), siis

R (f > = 7 ~ T " T iPT  f (2 n )Cn) (-1 *  П *  1 ) - 
(2n)!2 1 1

x
N ä i d e  28. Leida integraali I — ■ -e-— ■■ dxJ

-1 \/l-x2

väärtus Mehleri valemiga, kui n * 4.

Valemist (31) saame, et

1 _ 4 x.



k~U8

et

xi ш -сое 21 I - 7 F  .

Tabelis 41 on toodud vastavad arvutused* Sealt saame,

I dx i « 3,977463 .

-1 \/l -x2

Hinnates viga jääkliikme abil näeme, et 

< 0,00002 .

Kui aga võrrelda tulemust 7-kohalise täpse vastusega, siis 

saadud tulemus ühtib.

T a b e l  41.

i Xi

1 -coe gTT -0,923 880 0,396 976

2
3,— 

— C O S  £  |l -0,382 683 0,682 029

3
5,—  

— C O S  g  Jt 0,382 683 1,466 213

4 - C O S  g l l 0,923 880 2,519 045

X  55 5,064 263
2

4. Kvadratuurvalemld kaaluga e~x ja e"**. Gaussi tüü

pi kvadratuurvaleml (1) võib konstrueerida ka lõpmatute ra

dade jaoks* Seejuures on enam levinenud kaalufunktsioonidena
2

e 1 ja xae~x (s >  -1)* Esimene neist rahuldab kaalufunkt- 

eioonide kohta toodud tingimusi kogu reaalteljel C-00»*00)» 

teine aga poolteljel (O,®*). Vaatleme nende kvadratuurva

lemite konstrueerimist lähemalt*
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Kogu reaalteljel (-°°, +00) kaalufunkteiooni 

p O )  • e"*2

korral mooduetavad ortogonaalsete polünoomide eüeteemi 

TiebõievL-Hermite*i polünoomid (vt. näit. [1], lk. 421 - 422 

vöi [ 3 1 ,  lk. 35-36)

_ _2 .n x2 
Hjj(x) - (-1) e .

' dx

Tema juured on aga kvadratuurvalemi

♦ « 2  11 
(32) J e“x f(x)dx 2 2  cif <xi>

-oo i»1

abeteissideke. Kordajate arvutamieeke saame

Z ^ a t S / T

Kvadratuurvalem (32) on täpne, kui f(x) on ülimalt 

(2n-l)-astme polünoom. Viimane nähtub ka jääkliikme avaldi

sest

H(f) - 4 ^ f C2n)(-j) .
2 (2n)I '

Tabelis 42 on toodud kvadratuurvalemi (32) abstsis- 

sid ja kordajad n väärtuste korral 1-6. Raamatus [4}, lk. 

201 on toodud nad kuni n»8 (incl.) 10 tüvikohaga, aga 

raamatus [3}, lk. 126-127 kuni n = 5 12 tüvikohaga ja 

n « 6,7,...,10 korral 9 tüvikohaga. +OQ t2

N ä i d e  29. Leida integraali J  в c coetdt
—00

väärtus, kui n - 5.
-x2

Et teisendada integraal kaalule e , vahetame muutu

jat t ■ V^x .
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T a b e l  42

n xi ci

1 x1* 0 c1= 1,772453851

2 -x1* 0,707106781= x2 c^= 0,886226925 = c2

3 - X . , *  1,224744871= X 3  

x2= 0

c^= 0,295408975 = c3 

c2* 1,181635901

4 -x^= 1,650680124 = x^ 

-x2= 0,524647623 = x3

с1= 0,0813128354 = c4 

с 2= 0,804914090 = c3

5 -x4= 2,020182870 = x? 

-x2= 0,958572465 = x4 

x3= 0

с 1 = 0,0199532421 = c5 

c2= 0,393619323 = c4 

c3 = 0,945308720

6 -xn= 2,350604974 = x& 

-xp» 1,335849074 = x5 

-x3= 0,436077412 = x^

c^ = 0,00453000991= c6 

c2= 0,157067320 = c5 

c3= 0,724629595 = сд

Seega + °? _ +«» 2
e costdt = \f? j e”x сов V^xdx *

- o o  n  - O O

= v T  ' c^cos \f2x  ̂ . 

i=1

Arvutuste tulemused on toodud tabelis 4-3* Saame 

+00 t 2

J e  costdt S yjz 2 =  1,52041 .
- 0 0

Hinnates tulemust jääkliikme kaudu
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jR(f )|i. V T  (\/?)10 *> <  0,000083

näeme, et viga ei saa ületada 9 viimase koha ühikut. 

Integraali täpne väärtus on

= 1,52035 .

Seega integraali väärtuse tCeline viga on ainult 6 viima

se koha ühikut.

T a b e l  43 .

i
• x i

v / ä ^ con\l2i^
c i

C ^ C O S  / S x j ^

1 -2,02018 -2,85697 -0,95977 0,019953 -0,01915

2 -0,95857 -1,35563 0,21351 0,393619 0,0840*

3 0- 0 1 0,945309 0,94531

4 0,95857 1,35563 0,21351 0,393619 0,08404

5 2,02018 2,85697 -0,95977 0,019953 -0,01915

1,07509

Poolteljel [o,+oo) kaalufunktsiooni

p(x) « x8e~x (s > -1)

korral on ortogonaalsed TAebõševfc-Laguerre'i polünoomid (vt. 

näit. [Ц, lk. 419-420 või [з], lk. 36-37)
, л _  ,П/ 8+П ~ X n

L$®)(x) .= (-1) x e d ^  .
^  dx

Numbrilisel integreerimisel on eriline tähtsus erijuhtu

mil s = 0 .  Siis on kaalufunktsiooniks

p(x) = e~x

\

ja kvadratuurvalemi võib kirjutada kujul
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Tema abstsissideks on TšebÕševi-Laguerre'i polünoomi 1̂ ° (̂х) 

juured* Kordajad saame arvutada valemist

c _______ fr.O 2— -  .

1

Talemi (33) jääkliige

«  о
R(f) ° Cn O .- fC2n)(n) (и >0)  .

(2n)l ■ 1

Tabelis 44 on toodud kvadratuurvalemi (33) abstsis- 

sid ja kordajad n väärtuste puhul 1 - 6 .  Sulgudesse on 

seal märgitud nullide arv peale koma, näiteks n=3 korral 

c3» 0,(1)103 892 565 = 0,010 389 256 5. Raamatus 1з], lk. 

128-131 on nad toodud kuni n * 15 (incl.) kaheteistküm

ne tüvikohaga.

T a b e l  44 •

n Xi ci

1 X1 “ 1 C1 “ 1

2 0,585 786 438 

x2= 3,414 213 562

0,853 553 391 

c2* 0,146 446 609

. 3 ‘ x^ * 0,415 774 .557 

x2- 2,294 280 360

x3- 6, 289 945 083

c1= 0,711 093 010 

e2= 0,278 517 734

c3- 0,(1)103 892 565

4 x1« 0,322 547 690 

x2- 1,745 761 101 

x3- 4,536 620 297 

x4- 9,395 070 912

сл* 0,603 154 104 

с2» 0,357 418 692 

c3= 0,(1)388 879 085 

e4= 0,(3)539 294 706



х ^ ш  0,263 560 320 

х2* 1,413 403 059 

x3« 3,596 425 771 

х4 = 7,085 810 006 

х5»12,640 800 844

0,521 755 611 

0,398 666 811 

0,(1)759 424 497 

0,(2)361 175 868 

0,(4)233 699 724

х1« 0,222 84 6 604 

х2» 1,188 932 1 02 

х3- 2,992 736 326 

х4- 5,775 143 569 

Х5- 9,837 467 418 

х6=15,982 873 981
с5*

0,458 964 674

0,417 ООО 831

0,113 373 382

0,(1)103 991 975

0,(3)261 017 203

0,(6)898 547 906

-2tИ & i d в 30. Leida integraali J' в fc,,co8tdt väärtus,

оkui n = 4.
•\

Vahetame muutujat t « ^x, siis
w  oo ^

J e_2tcostdt = й J  e"*xcos34xdx » % с̂овйх̂ .

о о i»1

Arvutused on toodud tabelis 45. Seega 
ooJ  e_2tcostdt 2 0,40001 .

Hindame tulemust jääkliikme abil

v2 a /..n2J R(f )| ̂  Jfr 0 0 ®  - <  0,<Sto028 ,
2 «8 l

s.t* viga ei ületa 3 viimase koha ühikut*

Integraali täpne väärtus on 0,4. Seega tõeline viga ei 

ületa 1 viimase koha ühikut.
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T a b e l  45 •

i Xi ÄXi cosXx^ ci
ĉ cosJžsx̂

1 0,32255 0,16127 0,98703 0,6031^4 0,59533

2 1,74576 0,87288 0,64262 0,357418 0,22968

3 4,53662 2,26831 -0,64232 0,038888 -0,02498

4 9,39507 4,69754 -0,01485 0,000539 -0,00001

2 0,80002

§ 5. TBISI KVADRATUURVALEMEID.

1« Markovl kvadratuurvalemid. Eespool toodud konstant

se kaaluga kvadratuurvalemitest on täpseim Gaussi valem. Te

ma abil saame täpse tulemuse köigi ülimalt (2n-l)-astme po

lünoomide korral. Selline täpsus saavutati seetõttu,4 et ei 

tehtud kitsendusi kordajate suuruse ega abstsieside asetuse 

kohta integreerimislõigul. Paneme tähele, et Gaussi valemi 

abstsieside hulgas ei ole integreerimislõigu otspunkte.

A.A* Markov seadis ülesandeks konstrueerida kvadratuur

valemi , mis säilitaks võimalikult suurema täpsusastme, kuid 

tema abstsieside seas oleks ka integreerimislõigu otspunkte. 

Seejuures võib esineda 3 erijuhtu:

a) abstsiesiks fikseeritakse integraali alumine raja,

b) abstsiesiks fikseeritakse integraali ülemine raja,

c) abstsiesiks fikseeritakse integraali mõlemad rajad*

ülejäänud abstsissid ja kõik kordajad leitakse* Et Mar-

kovi valemite tuletamine on üsna analoogiline Gauesi valemi-
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te tuletamisega, eiie üksikasjaliselt ae sel ei peatu. Osu

tub, et kahel esimesel erijuhul saab nõuda täpsust ülimalt 

(2n—2)-astme polünoomide korral, viimasel juhul aga - (2n-3)- 

astme polünoomi korral (vt. näit. J4}, lk. 205).

Võttes integreerimislõiguks võib Markovi

kvadratuurvalemit kirjutada üldkujul 

1 n

(34) J  f(x)dx s 2 : c if(x1) ,

-1 i«1 

kus abstsissid x^ ja xQ võivad olla fikseeritud, s.t.

omada väärtusi vaetavalt -1 ja 1. Vaatleme iga erijuh

tu eraldi.

a) Fikseerime valemi (34) üheks abstsissiks 

Osutub, et sel erijuhul kvadratuurvalemi (34) kõik abstsis- 

eid (ka x1» -1) võib leida kui polünoomi

- Pn (*) + V l (x>

juured (Pl.(x ) - Legendre'i polünoom). Tabelis 46 on toodud 
* i 

need juured n väärtuste puhul 1-5. Samas on ka kvadratuur

valemi kordajad. Kuni n * 7 (incl.) on nad antud raamatu

tes [з], lk. 171 ja [4], lk. 211-212 seitsme tüvikohaga. 

Valemi jääkliikmeks on

R(f) « £Žn rin f (2n“l)(>|) , (-1 6 n 6 1) .
f(2n—1) lj (

Pn<x> Pn (-1) 

Pn-1<*> Pn-1<"1>
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I a b е Г 46 .

n
x i c i

1 *1- -1 » 2

2 x1 = “1 c^* 0,5

x2= 0,33333333 e2= 1,5

3 H JL H 1 -i. с 1 * 0,22222222 = |

x2- -0,28989794 c2= 1,02497166

x3- 0,68989794 c3* 0,75280612

4 X1- “1 C1- 0,125 « 1

x2» -0,5753189 c2- 0,6576886

x3- 0,1810663 c3= 0,7763870

x4* 0,8228241 c4 = 0,4409244

5 X1“ “1 c1- 0,08 « ^
x2* -0,7204803 c2* 0,4462078

x3= -0,1671809 c3= 0,6236530

x4= 0,4463140 c4 = 0,5627120

x5= 0,8857916 c5= 0,2874271

b) Teist erijuhtu me eraldi vaatlema ei hakka,sest lihtsa 

muutuja vahetuse x = -t abil võime taandada ta esimesele 

erijuhule. Mainime, et muutujat ei ole vaja# vahetada, kui 

muuta tabelis 46 indeksite järjekord ja abstsiseide märgid 

vastupidiseks.

c) Olgu fikseeritud abstsissidena x1 = -1 ja хд * 1• 

Siis kvadratuurvalemi (34) abstsissid saadakse kui polünoo

mi
- 174 -



pn<x) - Pn_2(x)Pn-1<*> Pn-1 ("1) W 1>

Pn - 2 Pn-2(“1  ̂ Pn - 2 ^

Juured (ka -1 Ja 1 on nende hulgas). Tabelis 47 on too

dud nad koos kordajatega n väärtuste korral 2 - 8 .  Kuni 

n = 17 (incl.) võib saada neid raamatust [3], lk. 173-176 

kaheksa tüvikohaga.

Antud erijuhul on kvadratuurvalemi jääkliikmeks 

R(f)

22n-4 n

f (2n~2)( 4 )  (-1 * ц 1) . 

(2n-1) [(2n-3)l]

Markovi kvadratuurvalemite kaks esimest erijuhtu anna

vad lõigu keskpunkti suhtes ebasümmeetrilised valemid, vii

mane aga sümmeetrilise valemi.

T a b e l  47

n xi ci

2 -*1e 1 = x2 c1= 1 * c2
I

3 -x1* 1 = x^

x2= 0

C1 = J “ c3 

c2= 5

4
■ *1* 1 - *4  

-x2= 0,44721360 * x^

c i=  Z = C4 

c2= 1 “ c3

5 -x1= 1 - x5 

-x2= 0,65465367 * x^ 

x^* 0

c1= i7) = c5 

c2= 55 ‘  °* 

c3" 53



“*Г 1 = хб
-х2- 0,76505532 * х? 

-х3» 0,28523152 * х4

с1* Ä  “ С6 

с2» 0,37847496 ■

с3в 0,55485837 щ

“»1е 1

-х2= 0,83022390 = х6 

-х3= 0,46884879 = х̂

1й 7Г = с7 

с2= 0,27682605 = с6

с3= 0,43174538 ■ Cj

с4= 0,48761905

18

-х2* 0,87174015 « Ху 

-х3= 0,59170018 * х6 

-х4* 0,20929922 »

с2* 0,21070423 » ©у 

с3= 0,34112268 a 0g 

с.= 0,41245881 = с.

M ä r k u s  : Sümmeetriline Markovi valem ühtib n - 2

korral trapetsvalemiga ja n s 3 korral Simpsoni valemiga.

Ebasümmeetrilisi Markovi valemeid n ■ 1 korral nimetatakse

ka ristkülikvaleraeiks: esimesel erijuhul - vasakpoolne rist-

külikvalem, teisel erijuhul - parempoolne ristkülikvalem. 
b

Integraali Jf(t)dt arvutamiseks Markovi valemi abil
а

tuleb vahetada muutujat

mis teisendab integraali lõigule [—1 * 1J •
1

N ä i d e  31. Leida integraali J fl* ligikaudne
о 1 + x

väärtus Markovi valemiga (erijuhul b) ja c)) võttes n=4.
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Et teisendada integraal lõigule tuleb teosta

da muutuja vahetus

x - Ä t + b

Seega

J ' r f t f -  /  ттЧ * Z  r n ;
-1 i-1

Seega

Erijahule b) vastavad arvutused on toodud tabelis 48. 

1J r-tef S 0,6931« .
О

Võrreldes täpse tulemusega ln 2, on viga 4.10~6«

T a b e l  48 .

i 4 3«-ti Ci
ci

3 + tt

1 -0,822824 2,177176 0,440924 0,202521

2 -0,181066 2,818934 0,776387 0,275419

3 0,575319 3,575319 0,657689 0,183953

4 1 4
1
3 0,031250

Z 0,693143

Erijuhule c) vaetavad arvutused on antud tabelis 49.

Saame
1

/ « 0,69318 .

_ 5
Võrreldes täpse tulemusega on viga 3.10 .
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T a b e l  49 .

i *i 3 + tt ci
ci

3 +

1 -1 2 1
Z 0,083333

2 -0,447214 2,552786 5z 0,326441

3 0,447214 3,447214 5z 0,241741

4 1 4
1г • 0,041667

:z 0,693182

2. Euler1-Maclaurtnl valem. Vaatleme integraali 

a+h

J  f(x)dx
a

leidmist, kui f(x) on küllaldane arv kordi diferenteeeruv 

funktsioon. Vahetades muutujat

x = a + ht ,

saame
a+h 1 1

j f(x)dx = h J f(a + ht)dt « h f F(t)dt •
a o  о

Peale ositi integreerimist ja mõningaid teisendusi saame

viimasest:

1 1 1
J P(t)dt = tP(t) - j  tF• (t)dt *
O 0 0

1 1 j
- P(1) - JtP*(t)dt = P(1) - h Jp»(t)dt - J (t - 30F4t)dt

о O O

1
• tt P(0) + H ( 1 )  - J(t - Й)Р'(t)dt .
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Kake eaimeet lüget saadud tulemuses annavad trapets- 

valemi, viimane liige aga tema paranduse. Integreerime pa- 

randusliiget ositi ja teisendame tedai

J(t - 10P*(t)dt = fc(t2- t)F*(tjf - Й J(t2- t)F*(t)dt =

\ r1
« - )žj(t2- t)P«(t)dt - - % J  (t2- t + J)P"(t)dt -

- I jF«(t)dtj « - X j  (t2- t + £)F-(t)dt 4 t j [ p 4 0  - P '(0)] .

o o

Teisenduse eesmärgiks on saada integraali alla sulgu

desse nn. Bernoulli polünoom (vt. näit. [4j , lk. 222).

Jätkates ositi integreerimist ja teisendamist vCime in

tegraali märgi alt v&lja tuua järjest uusi liikmeid. Kokku

võttes saame

1
Jp(t)dt = J£P(0) + ЪР(1) - те[*"0) - P'(0)J +

о

+ — Гр»*(1) - ?'"(o)l-- -—  fpv0 )-PV (0)l + . . .  .
720 L J 30240 L J

Kinnes tagasi eelmisele muutujale võime kirjutada 

a+h 2
j  f(x)dx > |[f(a) + f(a + h)] - *(a + h) - f *(a)J + 

а

+ 72Ü + h) ~ ?*'(*)] “ TÕ24Õ ffV^a + h) " f7(a)J+ ••

või

a+h
Г f(x)dx = ~ [f(a) + f(a + h)j - 

а
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- f  [fC2ii)(a „ h ) . fc2 i - D (a)| + R ,

' tи <2i)‘

kus on Bernoulli arvud (vt. näit. [ O ,  lk. 220) ja

R 2r - jääkliige.

Alljärgnevalt toome Bernoulli arvud kuni к = 12:

Bo - 1; B1 « - fc; B2 « \\ B4 = - 3^; b6 - ^  .

B 1 » 5 . * 691 .
8 * “ 3$; 10 55’ 12 2ТП5 *

B-j = B^ «By = Bg • B ^  ■ 0 .

Kui jagada lõik [a, bj n oealõiguke [a, a + hj,

[a + h, a ♦ 2hJ, ... , [a + (n-l)h, a + nhj, kue h * 

ja rakendada saadud valemit igale osalõigule eraldi ning 

lõpuks tulemused summeerida, siis eaame 

b

Jf(x)dx - h(fc f0 ♦ fi ♦ f 2 + ••• ♦ V i  + * fn> "
Л

(35) r 21

kus f^ = f(Xj_) = f(a + ih). Kui lõigul [a,bj eksisteerib

funktsiooni f(x) (2r+2)-järku pidev tuletis, siis võib 

jääkliikmele anda kuju (vt. näit. [з], lk. 216)

»*r - - *»2r+3 ^(2r+2)(l) .

kus a i i| 4 b .

Valemit (35) nimetatakse Eulerl—Maclaurini valemiks 

Ta kujutab endast üldistatud trapetevalemi üldistust. Liik

- 180 -



В Jj
■•d 2г ---  ff(2r 1\ b )  - f(2r“1)(a)7 on viimase parandus-

(2r)l ■»

liikmed*

Peab aga mainima, et luleri-Maclaurini valem iga funkt

siooni f(x) ja sammu h korral ei koondu, sest suuremate 

inteksitega Bernoulli arvud kaevavad kiiresti.Vaatamata sel

lele puudusele kasutatakse teda arvutustes üsna tihti, eriti 

■iis, kui esimesed parandusliikmed kiiresti vähenevad.

Euleri-Maclaurini valemit kasutatakse ka summeerimisel.

Selleks anname valemile (35) kuju: 

n x

“ E | f (x>dx + *[f(xo> + f(xn)] + 
k-0 x0

(36) Г R h2l-1 _

* Z !! ä ^ [ ' (2l-14 > - ' (2l-1)c v  - V  
i*1

kus h * xic*

Buleri-Maclaurini valemist järeldub, et perioodiliste

funktsioonide integreerimiseks perioodiga b - a on tra-

petsvalem kõige sobivam. Tõepoolest, sest siis f(2n "*)(ь) =

= f^2r~^(a) ja trapetsvalemi parandusliikmed on nullid.

Peale selle f * f ning seetõttu võime kirjutada tra-
О n

petsvalemi kujul:

b v

(37) J  f(x)dx = h(t0* tA+ f2+ ... + fn-1) + R0 ,



‘т

N ä i d e  32 . Leida integraali J t+sfnf yäärtus 

trapetsvalemi abil võttes h » ^  * 30° Tr 

Valemi (37) põhjal

fessi«! .
-V 1.0 1

Vastavad arvutused on toodud tabelis 50. Integraali täp

ne väärtus on

(3 - 2V3) — 0,972012 .

T a b e l  50 .

i Xi sinx^ 2 + einx^ sinx.^

2 + sinxj^

0 -180° 0 2,000 000 0

1 -150° -0,500 000 1,500 000 -0,333 333

2 -120° -0,866 025 1,133 975 -0,763 707

3 - 90° -1,000 000 1,000 000 -1,000 000

-4

о0vO1 -0,866 025 1,133 975 -0,763 707

5 -30° -0,500 000 1,500 000 -0,333 333

6 0 0 2,000 000 0

7 30° 0,500 000 2,500 000 0,200 000

8 O
' о о 0,866 025 2,866 025 0,302 169

9 V
O о о 1,000 000 3,000 000 0,333 333

10 120° 0,866 025 2,866 025 0,302 169

11 150° 0,500 000 2,500 000 0,200 000

s
л

-1,856 409
1

N ä i d e  33 . Leida integraali I väärtus täp'
-5 о

susega 0,5.10

Valime n = 4. Siis tabelisamm h = j ja valemist

(35) saame
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§ ̂ (x)dx « f (0) + f(̂ ;) + f (£) + f (j) + “
o

В,
” ^ 7  [f '<1) - f 'Co)] - ^T~  [ ^ " ’ (1) - f " ‘ (o)] -

kus f(x) ■ • Arvu tarne parandusliikmed.

t *W) - - ;- 1 • , f*( 1) - - r , f • (0) = - 1 Ja 
(1 +хГ

к ~  \t '(1) - f*(0)l - — --- 1 = 2'8 * 0,003 906 ; 
4.21 L J 6.32

f - W  - - (1^ 4  . f ' 0 )  ж - tz > f -СО) = - 31 

Ja - ;- * ■■■ [f "« (0  “* f " 4 0 ) ]  = -  3 -  -3| — ж -  2"15 *
4 «4-1 L J 30.4 *41

51
- - 0,00^031 ning fv0 0  = - ~ — T  f fV0 ) »  - ff , 

fY(0) - - 5. Ja T T ^ - [*TC O  * - - '(~ -5! :- 1-- -
4.61 L J 42.4°.61

- 2“20 -  0,000 001 .

Ilmeelt kolmas parandusliige meie täpsusele enam mõju
*

ei avalda. Funktsiooni väärtused on arvutatud tabelis 51. 

Seega

1
J * J z *  0,003 906 + 0,000 031 = 0,693 15 .
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T a b e l  51

i xi 1 + Xi

---------- --;

f<xi> ■ r r n q ;

0 0 1 1,000 ООО 0,500 ООО

1 1/4 5/4 0,800 ООО 0,800 ООО

2 1/2 3/2 0,666 667 0,666 667

3 3/4 7/4 0,571 429 0,571 429

4 ' 1 2 0,500 ООО 0,250 ООО

2,788 096

ä i d e 34. Leida вишня täpsusega 0,5.10

k-10 2

Antud juhul xQ = 10, *n*°° » 

valemi (36) põhjal

00 °° —B,

1, f(x) - \  ja

*«10 * 10* 10* 2! 10^ 41 1C

B6 £ I
Antud täpsuaele parandueliige • —

ei avalda.

ilmselt enam mõju

Arvutades saame:
00
Г dx

J10

00

10

* ~ T10*

0,1

0,005

r — = 0,000 166 7 
10" 6.10J

в

30.10

k=10
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3» .Diferentsidega kvadratuurvalemeld« Kui integraali

alune funktsioon f(x) asendada mingi konstantse tabelisam- 

muga interpolatsioonipolünoomiga, siis integreerides saame 

kvadratuurvaleml, mis sisaldab funktsiooni f(x) diferent

se* Näiteks asendades Newtoni I interpolatsioonipolünoomi-

ga

f(x) - T(a + th) s fQ+ tfQ^5 + f2 + ... +

+ tCt-O ... it - n 1) f 
nl

n
n/2

ja integreerides lõigul [a,a + h] saame 

a+h n

/  - h <fo ♦ 2 v  k/2^»
a k-1

kus

(38) 1^- f dt .

b

Võttes I#0 = 1 võib kirjutada:

a+h n_

J  f(x)dx S h ^  V k / 2  *
a k=0

Kordajad võib arvutada valemist (38)

V  1 » L1* *-» L2* ” T2 » Ъш к ’ V  " 723 » V  T5Õ 1

863 т 275 г 33953 т _ 57281
L6= " 60480 * *7" 2ЯТЭ2 * " “ 3628Ö0Õ » Н 7257600 *

Kirjutades Newtoni I interpolatsioonivalemi välja sõl

me

saame

x1 = a + h suhtes Ja integreerides lõigul [a + h, a + 2h]

i+2h n

J  f(x)dx £ h ^  V l J k / 2  *
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Analoogiliselt edasi teinides jõuame lõpuks 

a+nh n

/  г h 2  V n - 1+к/г •
a+(n-l)h k-0

Summeerides tulemused ja kasutades diferentside omadust
n
^T-k .k-1 -k-1 aDama

i * fn+0,5 “ f0,5 * saam0
i«1

a+nh

/  'OO«** * ь[ко+ V  f2- ... + fn.1+ üfn +
а

+ **2^ 1+ 0,5  “  f 0^5^ + Ъ ^ п + 1  “ Ф  + L4^f n + 1,5“f 1 , 5 ^ ,e#]

Viimast valemit nimetatakse Laplace»! kvadratuurvalemika. 

Teda on võimalik kasutada ainult siis, kui on teada funktsi

ooni väärtusi ka väljaspool lõiku [a,a+nh] (vajalikud dife- 

rentside aryu't:amise^8)» Alati seda võimalust ei ole.

Toimime siis järgmiselt. Interpolatsioonipolünoomide välja

kirjutamisel liigume eemalt diagonaalselt alla kuni äärmise 

diferentsini, seejärel diagonaalselt üles (vt. Fraserl skeem,

I ptk*, § 3, p. 3). Kuue sõlme korral on liikumine toodud 

tabelis 52.

Integreerides neid interpolatsioonipolünoome vastavatel 

osalõikudel ja summeerides tulemused, jõuame Gregory kvadra- 

taurvalemini (vt. näit. [l], lk. 297) 

a+nh

J  f(x)dx S h[)žf0+ f1+ f2+ ... + fn-1+ 5žfn + 

a

+ L2(fn-0,5 “ " L3(fn-1+ Ф  + L4 (fn-1,5 "

* V fn-2 + Ф  + • ” ]  *
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T a b e l  52 .

x± fi f J
*? '{

xo

x + h0

x + 2h 0

x + 3h
О

x * 4h0

x + 5h 
0

.£i

£2

£ 4̂

f5

"Sol»

— £2^  

p
- -—  1

Kui Gregory kvadrätuurvalemis arvestada liikmeid kuni 

n-järkm (incl.) diferentsini, siis langeb ta ühte n+1 

sõlmega kinnist tüüpi Newtoni-Cotesi kvadratuurvalemiga. Tõe

poolest, toimub je kogu aeg ühe ja sama interpolatsioonipelü- 

noomi (ehitatud sõlmedele a, a + h ,  . •• a + nh) integreeri

mine .

Gregory valemi oleksime võinud tuletada ka Euleri—Maclau“ 

rini valemist, kui viimases tuletised asendada numbrilise di

ferentseerimise valemitega (vt* näit. [зЗ, lk. 226-227).

Lähendades funktsiooni f(x) Newtoni II interpolatsioo- 

nipolünoomiga, saame nn. Adamsi ekstrapolatsioonivalemi. Osa—

lõigul [a-h, aj:
a n

J  f(x)dx - h2 Akfk-k/2 )
a-h k-o

■
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V  1» А1ж А2" Т2’ Аз“ 5* А4Ж 725* а5* 255’

19087 . 5257 . 1070017 . 2082753
V  tmb> Ч  Т7255» Ас“ 352Б855» А9Я 71S7SÕÕ

ja kogu lõigul [а - nh, aj: 

а

J  f(x)dx г f ^ +1+ ... + f_,+ K 0+ i2(f_o% - 
a-nh

“ f-n-0,5^ + A3^?-1 ” f4 - 1 >  + A4^f-1,5 ~ f-n-1,5^ * *•*] *

kus

Analoogilised valemid тб1Ъ tuletada ka Stirlingi ja Bes

seli interpolatsioonipolünoomide integreerimisel. Kõigi nende 

valemite (ezol. Gregory vales) puuduseks on asjaolu, et nad 

nõuavad funktsiooni väärtusi väljastpoolt vaadeldavat lõiku.

Besseli interpolateioonlpoltlnoomi integreerimisel saame 

a+h n

/ f(x)dx . h X V v s  
a k»0

ja

a+nh

Jt(.x)ix s h[l/2f0+ f2+ . . .  + fn_1+ 1/2f>+

f0> + V fn - Ф  + —  ] -

kus

V  1» ВГ  "  T2 » B2e 725 » B3= "  » V  зт Щ & б •

Stirlingi Interpolatsloonlpolünoomist saame 

a+h/ 2+h/2 n

Jf(x)ax * h 2 , s kf f  

a-h/2 k*0
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a+(n-1/2)h

jTf(x)dl S h [f ♦ f + f + ... ♦ t  л * 
a-h/2 L

+ S1(fn-0,5 “ f-0,5^ + S2(fn-0,5 “ f-0,5^ + •*'J »
kus

V  1> V  » s2= " 5 7 ^  » V  96?S'ö ’ V  " ьш&Шъъ •

KCiki eespool toodud kvadratuurvalemeid vffib kasutada 

nil numbriliseks Integreerimiseks kui ka summeerimiseks. Eri

ti laia kasutuspinda on diferentsidega kvadratuurvalemid (dl- 

ferentsvalemid) leidnud aga diferentsiaalvõrrandite numbrili

sel integreerimisel.

1
N ä i d e  35 . Leida integraali J  ligikaudne

väärtus kasutades Gregory valemit tabeliSammuga 0,1.

Teostame arvutused 6 küfimendkohaga. Funktsiooni väärtu

sed ja diferentsskeem on toodud tabelis 53. Arvestades dife- 

rentsskeemi omadusi võime Õigeteks lugeda diferentse kuni

kuuenda järguni. Seega

1

J  1+x “ °»1 ■*" **2^9,5“ f0,5^ “ **3^9 + fl) +
о

+ L4^f835 ” f1 ^  “ L5(f8+ + L6^7^>~ f2 % ^“L7^f6 + f*P]» 

kus

^  « 1̂fQ + + f2 + ••• + f9+ ^-io *

Arvutades saameS



2 1 - 6,937 715

' f0 ^ « - 5 383

ly ( 4  - f? >
Ж -» 753

L4^f8^5'’ f1 ^
s ■» 79

ь <4  *rA >
21

L6<f7 > ‘ f2 ^ 4

* 7 » !  4■fS >
а ■* 2

Ja

1 *  
1

/

6,931 473

I

0,693 147 .dx
ТТЧ

T a b e l  53 .

i Xi 1+x^ * 1 
fi“ T m EJ 4 *2 А А Л

0 0 1 1,000000
-90909

1 0,1 1.1 0,909091
-75758

15151
-3495

2 0,2 1,2 0,833333 11656 996
-64102 -2^99 -328

3 0,3 1»3 0,769231 9157 668 117
-54945 -1831 -211

4 0,4 1,4 0,714286
-47619

7326
-1374

457
-133

78

5 0,5 1,5 0,666667
-41667

5952
-1050

324
- 90

43

6 0,6 1,6 <0,625000
-36765

4902
- 8 1 6

234
-65

25

7 0,7 1.7 0,588235
-32679

4086
-647

169
-37

28

8 0,8 1,8 0,555556
-29240

3439
-515

132

9 0,9 1,9 0,526316
-26316

2924

10 1 2 0,500000

6,937715
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§ 6 . KVADRATUURVALEMITE RAKENDUSI.

1» gäratute integraalide arvutamine. Väga tihti võib ar- 

vutuspraktika8 kohata ülesandeid, kus tuleb leida päratute 

integraalide väärt'asi* Seejuuies võivad nad olla kae lõpmatu

te rajadega või lõplike rajadega, kuid iseäraste punktidega 

integreerimi8piirkonnas•

Vaatleme eemalt lõpmatute rajadega päratuid integraale.
_  2

Hende arvutamist kaalufunktsioonide e 1 ja e“* abil 

vaatlesin* juba Gaussi tüüpi valemite juures* Toome veel mõ

ningad erivõtted, mille abil võib arvutada päratute integraa

lide ligikaudseid väärtusi.

Eeldame, et v a a d e l d a v  integraal koondub ja üks rajadest 

on lõplik. Kui viimane nõue ei ole täidetud, siis võime seda 

saavutada kaheks integraaliks lahutamise teel, näit.

Ühe lõpliku rajaga päratut integraali on aga alati või

malik teisendada sobiva m u u t u j a  v a h e t u s e  

abil kas lõplike rajadega päratuks integraaliks või isegi ha

rilikuks integraaliks, näit*

Lõpmatute rajadega päratu integraali võib ka l a h u 

t a d a  kaheke ii^tegraalike ^

nii, et teine integraal on tunduvalt väiksem arvutatava inte-

a

- 191



graali nõutavast täpsusest* Siis loetakse teatud täpsuse pii

rides 5?° b

J  f(x)dx f (x)dx •

a
*

Viimase Järgi arvutamisel toimitakse tavaliselt järgmi

selt* Valitakee ette samm h ja arvutatakse osaintegraalide 

a+h a+2h a+3h

J  f(x)dx , j f(x)dx , J' f(x)dx jne. 

a a+h a+2h
OO

▼äärtused mingi kvadratuurvalemiga. Kui integraal Jf(x)dx
a

koondub, siis aiatee teatud osaintegraalist kõigi järgmiste 

osaintegraalide väärtused on väiksemad etteantud arvust t *
C D

Neid me aga enam ei arvesta. Integraali ff(x)dx väärtuse

a

saame osalntetqraalide liitmise teel. Peab aga mainima, et 

niimoodi arvutatud integraali väärtuse headus sõltub arvutaja 

poolt valitud suurustest h ja £ •

Mõnikord on võimalik lõpmatute rajadega päratu inte

graal l a h u t a d a  ka kaheks või enamaks v õ r d 

s e k s  integraaliks. Vaatleme seda järgmises näites.OO

N ä i d e  36 . Arvutada integraal J •

о
Lahutame ta kaheks integraaliks järgmiselt:

dx

oa
dx

' W + 3 0

f dx r
dx ' /

J (1+x)V“x J (1+x) V ?  ' {

Esimene integraal on lõplike rajadega päratu integraal. Tei

ses aga vahetame muutujat

x = £ .

Saame oo о 1_ 1
f dx Г "Г2 Г dt

j (1+x) v/x1 \ (1+ l  0+t)>/7
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Seega on esimene ja teine integraal võrdsed ning
1

f d* 2 f dx
l (1+x) y/x J (1+x)о 4 ' V o-

Viimase integraali arvutamist vaatleme järgmises näites.

Lõplike rajadega päratu integraali arvutamisel annab 

soovitud tulemusi sageli o s i t i  i n t e g r e e r i 

m i n e .

N ä i d e  37 • Arvutada eelmises näites saadud integ

raal*

Saadud integraal on lõplike rajadega päratu integraal, 

sest iseäraseks punktiks lõigul j on punkt x » 0* In

tegreerime ositi, valides

dx 

\f? *

u 3 1 ^ Ja dv

Saame

1 1 1
( ... dx e 2 v/F + 2 f
J (1+x) v/T. 1 + x

0
2 J 

0

1 + 2 f ---dx .
I O+x)

T

Viimases integraalis lõigul [o,l] iseärast punkti 

enam ei ole ja teda võib arvutada rais tahes kvadratuurvale- 

miga.

Iseäraste punktidega päratute integraalide arvutamiseks 

kasutatakse väga tihti iseärasuste väljaeraldamise meetodit. 

Selleks on olemas kaks võtet: multiplikatiivne ja aditiivne 

võte •
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E u l t i p l i k a t i i v n e  v õ t e .  Kirjutame 

integreeritava funktsiooni F(x) kahe funktsiooni p(x) ja 

f(x) korrutisena

*(x) = p(x)f(x) ,

kue p(x) omab kõik F(x) iseärasused ja täidab kaalufunkt- 

siooni nõudeid ning f(x) on pidev lõigul [a,bj. Siis

ъ f J F(x)dx » f p(x)f(x)dx

ning kasutades kvadratuurvalemit kaaluga p(x) saane arvu

tada integraali (näit. Mehleri, kaaluga, e”1 või e“1 jt.

kvadratuurvalemite abil). *
1

M ä i d e 38 • Arvutada integraal f --■* .
j

Funktsiooni?. ■ 1 on iseäraseks punktiks lõigul
v/t=r

[-1,lJ punkt x «* 1. Esitame integraalialuse funktsiooni 

kujul

1 1+x

ja vaatleme funktsiooni ^ 1 ■ ij. kui kaalufunktsiooni. Funkt

sioon yT+x' on pidev lõigul jf-1 tlJ ja Mehleri kvadratuur

valemi (31) põhjal saame

kue xi ■ -cos - j - -  7Г . Valides n saame teostada arvutu

sed.
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A d i t i i v n e  v õ t e .  Kirjutame integraali- 

aluse funktsiooni f(x) kahe funktsiooni summana

?(x) - f(x) + g(x)

nii, et funktsioonil f(x) ei ole iseäraeeid punkte lõigul

[a »h] ja ta on pidev, kuid g(x) omab kõik iseärasused ja

on täpselt integreeritav. Seega

b b b 

J F(x)dx « J  f(x)dx + J g(x)dx , 
a a a

kus esimese integraali arvutame mingi kvadratuurvalemi abil,

teise aga integreerime täpselt integraalarvutuste meetodite-

■jt

К ä i d e 39. Arvutada integraal I ln sinx dx •J
о

Funktsioonil ln sinx on iseäraseks punktiks lõigul 

fo,?J punkt x = 0. Lahutades integraalialuse funktsiooni'2
kaheks

ln sinx » + ln x

ei ole esimesel neist - l n ~ ~  - iseärasusi ISigul [°>̂ ] 

ta on pidev, kuid teisel neist - ln x - on iseäraseks punk

tiks x * О ja integraal temast on täpselt arvutatav:

Tl «.
T
f lnxdx = x(lnx --1)
о

Integraali ^

2

- I o 4  - о •

/
dx

a^vutame mis tahes kvadratuurvalemi abil (näit. Gaussi vale
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mi järgi). Seega ongi päratu integraali arvutamine taandatud 

hariliku integraali arvutamisele.

2. Kordsete integraalide arvutamine. Matemaatilise ana

lüüsi kursusest on teada, et kordsete integraalide arvutamise 

võib läbi viia ühekordsete integraalide järkjärgulise arvuta

mise teel. Seega üheks lihtsamaks viisiks kordsete integraalide 

numbrilise arvutamise valemi saamiseks on kvadratuurvalemite 

korduv rakendamine. Vaatleae seda lähemalt kahekordsete inte

graalide korral. Kahekordsete integraalide numbrilise arvuta

mise valemeid nimetatakse kubatuurvalemlteks.

Olgu funktsioon f(x,y) pidev piirkonnas D» mida pii

ravad kõverad у » ‘fCx) ja у »'fCx) ning sirged x = a ja 

x = b (vt. joon. 5). Matemaatilise analüüsi kursusest on 

teada, et

У = ' D

а

Joon. 5.

Kui tähistada

siis
b

D а



Kasutades mis tahes kvadratuurvalemi t võib kirjutada

n

Jff(x,y)dxdy £ AiP(xi) ,

D i-1

kus x^ on eelle kvadratuurvalemi sõlmed ja - kordajad.

Omakorda
•к о

* ( * ± )  =  I f(xi,y)dy

võib arvutada mingi kvadratuurvalemi abil

m

3-1

Kokkuvõttes
n

(39) JJ f(x,y)dxdy = 2 L  AiBj1^f ^xi»irj1^  »
D i=1 j =1

kus A^ ja on vastavate kvadratuurvalemite kordajad

ning x£ ja ” sõlmed.

Kubatuurvalemeid (39) võib saada väga mitmesuguseid 

sõltuvalt kasutätavatest kvadratuurvalemitest. Nende puudu

seks on see, et parema täpsuse saamiseks tuleb funktsiooni 

väärtusi arvutada küllaltki paljudes punktides (ristküliku- 

lise piirkonna korral nm punktis).

On olemas ka spetsiaalseid kubatuurvalemeid (vt. näit. 

£101 või [14I), kuid neil me lähemalt ei peatu.

Ülaltoodud arutelu võib üldistada n-kordsete integraa

lide arvutamiseks. Muidugi siis punktide arv kasvab tundu

valt, mis võib viia arvutustöö mahu väga suureks.
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Vaikese punktide arvu korral aga kannatab täpsus* See

tõttu on viimasel ajal n-kordsete integraalide arvutamisel 

laialdast kasutamist leidnud tõenäosusteooria ideedel põhi

nev Monte-Carlo meetod.

3. Simpsoni kubatuurvalem. Vaatleme lähemalt kubatuur- 

valemi saamist Simpsoni kvadratuurvalemist•

Olgu esmalt antud integreerimispiirkond D ristküliku—
*

na, mille küljed on paralleelsed koordinaattelgedega (vt. 

joon. 6):

D ^a « x ^ b, с * у &  d } .

Jagame küljed kaheke 

võrdseks osaks ja tähistame

x* * a Ул - с + к

х2 * a +2h*b у2 “ о +2к = d , 

kus h

Kokku saame 9 punkti 0»1»2» 3* 0y1y2,

Arvutame integraali

Jf(x,y)dxdy » J  dx J  f(x,y)dy

Tähistades

а

F(x) = J f(x,y)dy 
с

st

/f(x,y)dxdy = £ P(x)dx г j[?(xQ) + 4P(x1) + P(x2)j

saamf Simpsoni valemist
b
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u

*(*i) - J  f(xi>y)d7 - j[f(xlty0) + 4f(xl,y1)+f(xi ,y2)] . 
с

Kokkuvõtt ea saame Ft**)

^f(x,y)dxdy ш ^  [*(*0 >У0) + 4f(x0 ,y1) + f(x0 ,y2) +

+ 4f(xi t y0) + 16fCx1>yi) + 4f(x1ty2) + f(x2,y0) +

+ 4f(x2>y1) + f(x2,y2)j ,

■Ida nimetatakse Simpsoni kubatuurvalemeiks. Funktsiooni 

väärtuste kordajad selles valemis on antud geomeetrilise 

pildina joonisel 7 •

© ----- (§> - ©

Joon. 7*

Iga osapiirkond tuleb aga 

jagada veel neljaks võrd- 

seks osaks eespool saadud 

tulemuste rakendamiseks 

(joon. 8). Funktsiooni
4.

f(x,y) väärtusi tuleb ar

vutada kõige peenema jao

tuse sõlmpunktides.

Valides muutuja x 

suunas osajaotusi n ja 

muutuja у suunas m, on

Kui ristküliku D mõõtmed 

on küllalt suured, siis suurema 

täpsuse saamiseks jagame piir

konna D osapiirkondadeks ja 

rakendame Simpsoni kubatuurvale- 

mit igale osapiirkonnale eraldi.

V' 
d

I

I

I
_ r _

i

I
-4- - 

I

I

I

I

— h-
I

-i- -
i

I

| •-

I
l

. i

к
CL

Joon. 8.

& £

-  199  -



Sõlmpunktideks on järgmine punktide süsteem

* a + ih (i = 0, 1, 2, ... , 2n)

y<) = b + jk ( 3 = 0 ,  1, 2, ... , 2m)

Summeerides osapiirkondadele rakendatud Simpsoni kuba- 

tuurvalemeid, saame

' 2n 2m

(4°) JJ f(x,y)dxdy » ^  2  2 cijf x̂i ,yj^ »
D i«0 j*0

kus on maatriksi.( С vastavad elemendid

n 4 l 4 • e • 2 4 1

/4 16 8 16 • • • 8 16 4

2 8 4 8 • • • 4 8 2

4 16 8 16 • • • 8 16 4

2 8 4 8 • • • 4 8 2

4 16 8 16 • • • 8 16 4

\1 4 2 4 • • • • 2 4 1
Analoogiliselt võib konstrueerida kubatuurvalemi mis ta

hes kvadratuurvalemile* või nende kombinatsioonidele.

Kui piirkond D ei ole ristkülik, siis täiendame ta 

ristkülikuks või jagame ristkülikukujulisteke osapiirkonda- 

deke. Esimesel juhul võtame vaatluse alla abifunktsiooni,

mille defineerime järgmiselt:

ff(x,y) , kui punkt (х-.у.,) 6 D
* (x.y) -{ , \  , „

V. 0 , kui punkt (x^y.) e  (R-D)

(vt. joon. 9). Seejuures

jjjff (x,y)dxdy « Jft *(x,y)dxdy.
D R

.
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Joon. 9.

Peab aga märkima, et sel

line täiendamine võib viia kül

laltki suurte vigadeni, sest 

f*(x,y) ei ole üldiselt pidev 

(või pidevalt diferentseeruv).

Joonistades piirkonda D 

ristktilikukujulised о sapi ir kon

nad , tuleb meil osa vaadelda-

vast piirkonnast ära "visata", mis suurendab ka integraali 

viga (vt. joon. 10).

V i i d e  40. Leida

JJ* dxdy, kus piirkond D on 
D

ristkülik külgedega x * 0,4, 

x ■ 1,2, у ■ 0,2, у * 0,8. 

Arvutamisel valida kummaski 

suunas ваш 0,1.

Joonistame piirkonna D ja kanname sinna sõlmede võr

gu (joon. 11). Arvutuste lihtsustamiseks kasutame asjaolu, 

et ühel ja samal hori

sontaaljoonel on võrd

sed kõik у väärtused

- y^ ehk vertikaal- 

joonel on võrdsed x 

väärtused - x^.

Tähistades

Y = y0+ 4 y ^  2y2+
+ 4У3+ 2У4+ 4у5+ У б
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saame Simpeoni valemi (4-0) kirjutada kujul 

//£lxdy *= “тр-С*- Y + £ - Y  + ^ Y  + ± -Y + f - Y  + ± -Y +

kus

xo X1 2 x3 4 5 6 *7 8 

Sama tulemuse oleksime saanud kirjutades kahekordse in

tegraali kujul

JJf d*dy c J Щ j ydy
D а с

Ja rakendades kummalegi integraalile eraldi Simpeoni valemit.

T a b e l  54 •

i»J xi
1

xi

0 0,4 2,50000 2,50000 0,2 0,2
1 0,5 2,00000 8,00000 0,3 1,2
2 0,6 1,66667 3,33333 0,4 0,8

3 0,7 1,42857 5,71428 0,5 2,0
4 0,8 1,25000, 2,50000 0,6 1,2
5 0,9 1,11111 4,44444 0,7 2,8
6 1,0 1,00000 2,00000 0,8 0,8

7 1,1 0,90909 3,63636 Y 9,0
8 1,2 0,83333 0.83333

X 32,96174

Kasutades tabelis 54 toodud arvutusi, saame 

x dxdy S . 32,96174.9 = 0,32962II:

Võrreldes integraali täpse väärtusega

on tulemuse viga 4.10

0,3 ln 3 = 0,32958, 

-5
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HASJTjrrUS ÜLES АЯЛЕ ID.

I n t e r p o l a t s i o o n i a e e t o d  •

1« Korrastada argumendi astmete järgi järgmiste tabeli

tega määratud interpolatsioonipolünoomid:

X 0 2 5

У 2 12 147

X -1 1 2 3

У -7 -3 5 25

X 0 -1 0,5 3

У 3,75 -11,48 1,33 26,76

2* Leida Aitkeni interpolateiooniprotsesei abil

a) f(l), kui

X - 2 - 1 0 2 3

f ( x ) - 1 0 0 2 6 2 0



b) f(5), kui

X 0 2 3 6 7 9

f(x) 658503 704969 729000 804357 830584 884736

с) Г (1,16), kui

X 1,00 1,10 1,25 1,35 1,40 1,50

Иt
_ 1,0000 0,9513 0,906i 0,8912 0,8873 0,8862

d) eh 0,7, kui

X 0,50 0,58 0,65 0,75 0,84 0,93 1,00

sh x 0,52110 0,61307 0,69675 0,82232 0,94233 1,06998 1,1752C

3» On antud funktsiooni sin x tabel tabelisammuga 1°. 

Milline on maksimaalne viga, kui sin x väärtuste leidmisel 

kasutame lineaarset, ruut- ja kuupinterpclatsiooni?

4. On kasutada kuuekohaline koosinusfunktsiooni tabel 

tabelisammuga 0,001. ltilline on lineaarse interpolatsiooni 

abil leitud koosinuse väärtuste vea ülemmäär?

5. Tabelis on esitatud ruutjuured arvudest 10,0; 10,1; 

... ; 99,9; 100,0. Mitmekohalise (maks.) tabeli korral line

aarse interpolatsiooni kasutamisel tekkiv viga ei ületa üht 

viimase koha ühikut?

6. Tabelis on esitatud loomuliku logaritmi väärtused 

lõigul [l»10] tabelisammuga 0,01. Mitmekohalise (maks.) 

tabeli korral ruutinterpolatsiooni kasutamisel tekkiv viga 

ei ületa poolt viimase koha ühikut?
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7« On tarvis koostada viiekohaline kuupjuurte väärtuste 

tabel lõigul [100; 200]. Valida suuri* tabelisamm, mille 

korral oleks küllaldane lineaarse interpolatsiooni kasuta

mine*

8. Kui täpselt saab arvutada interpolatsioonipolünoomi 

abil |Д05» kui on teada \ß7, v^ÕO, V^21 Ja \JU4.

9« Nõutakse eksponentfunktsiooni ex lähendamist polü

noomiga lõigul [0;1] nii, et maksimaalne viga ei ületaks 

poolt neljanda kümnendkoha ühikut. Mitmenda astme polünoom 

tuleb valida, kui kasutame

a) Taylori polünoomi punktis x « 0,5;

b) Maclaurini polünoomi;

c) interpolatsioonipolünoomi, kusjuures sõlmedeks on 

TšebõAevi polünoomi nullkohad«

10« Kirjutada välja kõik võimalikud 3« astme muutuva ta- 

belisammuga Newtoni interpolatsioonipolünoomi erikujud^ieljа 

sõlme korral (8 erikuju).

11. Leida Newtoni interpolatsioonivalemi abil ülesandes

1 antud tabelitega määratud interpolatsioonipolünoomid.

12. Leida üldistatud interpolatsioonipolünoom Järgmiste 

andmete alusel:

a)   b)

У*

-2

X xo X1 Х2

У Уо У1 У2

У* y1
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О
z 0 1

f(x) - 1 -4

f ( x ) -4 -1
f«(x) 6

d)
X -1 0 1

f(x) 1 3 5

f ( x ) 0 2 4

f-(x) 18

13. On antud tabel

X 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1 , 1 1 , 2

sh x 0,5211 0,6367 0,7586 0,8881 1,0265 1,1752 1,3356 1,5095

Kasutades Interpolatsloonlvalemeld arvutada eh 0,53; 

sh 0,95; sh 0,79; sh 1,15; sh 0,623 ja sh 0,862.

Hinnata tulemuste täpsust.

14* Antud on funktsiooni väärtuste tabel

Leida f(0,4), f(0,588), 

f (0,648), f (0,675), f (0,75) ja 

f(0,9). Millise täpsusega saab 

leida funktsiooni väärtusi antud 

tabeli korral kasutades lineaarset 

interpolatsiooni?

15. Antud on e1 väärtuste tabel

X 0,1 0,2
.....

0,3 0,4 0,5

ex 1,105171 1,221403 1,349859 1,491825 1,648721

X f(x)

0,36 0,93590 .

0,44 0,90475

0,52 0,86782

0,60 0,82534

0,68 0,77757

0,76 0,72484

0,84 0,66746

0,92 0,60582

1,00 0,54030
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Arvutada e0*2^, ja e0*"32. Kui täpselt on võimalik

neid arvutada antud tabeli korral?

16. Olgu antud funktsiooni у = f(x) tabel tabelieammu- 

ga h ning vaadeldavas piirkonnas hinnangud

max {f2 | ^  ̂ 2  ja max |^| — /*3 •

Millise täpsuse annab siis lineaarne ja ruutinterpolatsioon?

17. On antud Besseli funktsiooni J Cx) tabel♦ о

X 0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

Ch О r
~
\ * 1,00000 0,99938 0,99750 0,99438 0,99002 0,98444

Millise täpsuse saavutame lineaarse ja ruutinterpolatsiooni 

kasutamisel? Arvutada JQ(0,04), Jq(0,12), Jq(0,125) ja 

Jq(0,19). Leida x, kui JQ(x) = 0,99640, JD(x) = 0,99600 

ja J0(x) = 0,99511.

18. Kasutades ülesandes 13 toodud tabelit leida x, kui 

sh x - 0,5290, sh x * 0,8223, sh x * 0,8814, sh x = 1,0000 

sh x - 1 ,4052.

19. Kasutades pöördinterpolatsiooni leida võrrandi

x"*— 4x — 1 *=0 lahend, mis asub vahemikus (—1,0), täpsuse- 

-5
ga 1Q .

20. Kasutades pöördinterpolatsiooni leida võrrandi

3x*+ 2x^ - 9xc - 3x + 2 ■ 0 kõik lahendid täpsusega ^ £ ■)0~t
21. On antud 1# liiki elliptilise integraali

f

*(<* » f ) - / 7 ====ä=t==~^ (k = sin «*, )
" Tl ~ k^sin2^

tabel:
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10°

ооCsJ

ro о о 0,3493 0,3499

25® 0,4367 0,4379

Leida F(o6, у7), kui a) ol* 20°, ■ 22°;

b) ot - 15°, vf . 24°;

c) oO - 12°, f  - 22®30*.

22. On antud 2. liiki elliptiliee integraali

•f

/Vi - k2s i n ^  d f  (k- ein<<0
0 V

tabel:

30®

оо

50®

* чл
о 0,7672 0,7549 0,7414

50® 0,8483 0,8317 0,8134

55® 0,9284 0,9068 0,8827

Leida E(<4,, f  ), kui a) *  « 40°, y 7 * 49°;

' b) oi, » 35®, « 51°; 

с) ob • 39®, • 52°.

N u m b r i l i n e  d i f e r e n t 

s e e r i m i n e  •

23. Kasutades ülesandes 14 toodud funktsiooni tabelit, 

arvutada f'(0,4); f'(0,6); f40,9); f'(0,64); f»(0,67); 

f"(0,6); f"(0,64) ja f"(0,67).

24. Kasutades ülesandes 2 (c) toodud sh x tabelit, 

arvutada sh'0,65, sh*0,66, sh’0,70, sh"0,66 ja shl,0,70.
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Hinnata tulemusi.

2-* • Lisaks ülesandes 15 toodud ex tabelile on antud

veel:

X 0,6 0,7 0,8

ex 1,822119 2,013753 2,225541

Arvutada (ex)* Ja (ех)и, kui a) x « 0,18; b) x - 0,32;

c) x * 0,36; d) x « 0,40; e) x * 0,73 ja hinnata saadud 

tulemuste täpsust.

26. Tuletada ralem t*(x^) arvutamiseks, kui on antud 

f(*0), ^Cz1)i f(x2) ning h1 » x1 - x0, h2 - x2 - x1. 

Leida selle valemi jääkliige.

27« \rvut»da f'(0), f * 0 )  ja f'(5), kui on antud 

f(0) « -1, f(l) - 0 ning f (5) - 2.

28. On kasutada ulatuslik viiekohaline sin x väärtus

te tabel (Сегал, Семендяев, Пятизначные матем. таблицы). 

Valida minimaalne tabelisamm, mille korral saab arvutada nel

ja õige kohaga sin x esimese tuletise väärtused*

N u m b r i l i n e  i n t e g r e e r i m i n e .

29. Leida kvadratuurvalemi

b

J f(x)dx * A1f(a) + A 2f(c) + A3f(b) ( a < c < b )

- а

kordajad.

30. Leida kvadratuurvalemi

b
J  f(x)dx £ A1f(x1) + A2f(x2) ♦ A3f(x3) 

а
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kerdajad, kui x^ ■ (i - ^)h, h ■ a •

31# Leida kaaluga — —̂  kvadratuurvalemi

1
f dI s? Af(o) + Bf(i) + cf(i)

о &.
kordajad A,B ja C. Kirjutada see valem välja integraali

ъч ш  dI
Vx-a/

arvutamiseks*

32* Leida kaaluga y/T trapetsvalemi

1
JV&( x)dx - Af(0) *Bf(l) + R
о

kordajad A ja В ning jääkliige R. Kirjutada see valem 
b ___ _

välja integraali / ^x“a' dx arvutamiseks,
а

33* Leida TšebÕÄevi kvadratuurvalemi

1
J dx * A^f(x1) + ^Cx2)]

kordaja A ja abstsissid x1, x2* Millise kuju omandab see

valem integraali J dx arvutamiseks,
a 'Jx-а

34* Tõestada, et iga pideva funktsiooni korral Simpsoni 

valemiga antud summa läheneb määratud integraalile, kui 

n -+ oo . 2

35. Arvutada integraal J — jr trapets-, Simpsoni ja g -

valemi abil valides h = ^ • Hinnata tulemuste täpsust jääk-

liikmete abil ning võrrelda hinnanguid tegeliku täpsusega.
2 .

36* Arvutada f Tšebõševi ja Gaussi valemiga n=3
1 x

korral* Hinnata tulemuste täpsust jääkliiicmete abil ning võr-
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relda hinnanguid tegeliku täpsusega* ^

37. Leida kvadratuurvalemite abil integraali J\/l + x2 dx
ч о

vaartus veaga mitte üle 0,0005.

38. Leida integraali Г - dž ligikaudne väärtus New-
o 1+x

toni-Cotesi valemi Järgi (nii kinnise kui ka lahtise) n=4 

korral ja tema tõenäoline viga (Runge meetodiga).

1 ,oo
39. Arvutada trapetevalemi abil integraali f f(x)dx

o,36

ligikaudne väärtus ja selle tõenäoline viga, kui funktsioon 

f(x) on sama, mis on antud ülesandes 14.

40. Arvutada Simpsoni valemi järgi integraalide 
0.8 o,7
j  f(x)dx ja 1  f(x)dx ligikaudsed väärtused ja nende

о o,1

tõenäolised vead, kui funktsioon f(x) on sama, mis on an

tud ülesannetes 15 ja 25*

41. Kasutades kvadratuurvalemeid, arvutada integraalid:

1 ^/2

a.‘
J 1 J T

о о

1   2

1 "/г т

О [ ь) Г S i p  dx, с) f dx,
J Их J l 1+X

d) J r f T 7 dx. e)
(1+2x)

V •

42. Kasutades Gaussi tüüpi kvadratuurvalemeid arvutada 

päratud integraalid:
1

1
i) f cosx

o o

& > b) J V S  dx ’ c) / dx*1-х i/э *

00 % 00 

d ) /f"+”x * jf e" 2x coe 2x dx •
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43. Arvutada Euleri-Maelaurini valemi abil Integraal
2

J täpsusega 10~*.
Л

44. Leida Euleri-Maclaurini valemi abil summad: 
n oo в

а) ^^k** , b) Лг , с) 7  (к2 + 2x - 1) •

k«1 k«10 ^  k-1

45. Kasutades Euleri-Maclaurini valemit, arvutada täp-

1 -5 susega -g • 10 :

a) ln 3 ;

5 1 + 52 53 . 54 . . 100 . 101
b' T5 2377 zt + 2575 ♦ ••• + 4975̂  *

46. Kasutades kvadratuurvalemeid, arvutada integraalid

järgmistest perioodilistest funktsioonidest:

ТГ 'S-

a) f (1 + cos x)dx , b) J sin2xdx •
-7Г о ^

47. Taandada päratu integraali J ^  dx arvutamine 

tavalise integraali arvutamisele.

48. Arvutada järgmised päratud integraalid:

1
dx■> I

о

о }

(1+x) \fx *

x dx 

j |  O + x )  \/1- x '

1I

b) jI .
С1 1 "  1

Т/4

d ) J ln  tan. x dx
j
С)

! }

49. Arvutada kahekordne integraal 

■1
cos xy dx dy ,

о о

kasutades kummaski suunas Simpsoni valemit 5 punktiga.

50. Arvutada kahekordne integraal JJ ^  dx dy, kus

(D) y



D on ristkülik ̂  , kasutades Simpsoni valemit
У

4-, m s 5 korral.
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