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I. Vou den geraden Linien und
den Ebenen.

§ 156, Die Stereometrie Detractet bdie Lage berjdhiedener
Gbenen und Linten im Raume gegen einander und Dbejdhdftiat fich mit

Unterfuchungen {iber bdie ver|dhiedenen Urten geometrijher Kbrper und
perent Oberflidyen.

Gine Gbene durd) eine gerabe RLinie legen hHeift fie o
fesen, bafy bie gerabe Rinie ganz in bie Gbhene Hineinfdllt,

Hat eine Gerade mit einer Gbene einen Punft gemeinfdhaftlich und
liegt im Uebrigen aufierhalb derfelben, fo fagt man, die Gerabe durd:s
fdhneide die Ghene.

Gine gerabe Linie fteht auf einer Cbene und bdiefe auf jenmer
fenfrecdht, wenn fie die Gbene fdneibet und auf allen durd) ifhren
Durd)fdhnittdpuntt in der Ebene gezogenen gevaben Linien fenfredht fteht.

Gine gerabe Linie ift mit einer Gbene parvallel, jvenn beide
beliebig verlingert fid) niemal3 fdneiden.

Bwei Ebenen find parallel, fenn fie fih niemald f[dneiden, io‘
eit man fie aud) verldngern mag.

§ 157, Bwei in derfelben Ebene liegende gerade
Linien find immer einander parvallel, wenn fie beliebig &
feit berlingert fih niemals fdneiden, JIm Raume 2/
bagegen fonnen 3wei gerabe Linieneine folde C
Lage gegen einander haben, baf fie einander nidht fhneis
ben, und doch) nidht einander parallel find, Denn denft man
fih burd) eine Geradbe AB zivei ver[djiebene Ebhenen Hindurdhgelegt und
auf AB in verfdyiebenen Punften A und B die Senfredhten AC und BD
gezogent, bon Denen Die eine in Der einen, bdie anbere in Dder andern
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Gbene Tiegt, fo fieht man, baf biefe Senfrechten webder parallel find,
noc) jemald fich) jdhneiden Fonnen,

Pon 3tvei foldhen Linien wie AC und BD fagt man, bdaff fie
einanber freuzen ober nennt fie audh) windjdiefe Linien,

§ 158, Durd) drei nidht in geraber Linie liegende Punfte
it fid) nnr eine Gbene legen. und e8 wird jomit die Lage ecimer
Gbene durd) drei Punfte, die nid)t in gevader Linie liegen, vollfom:
men bejtinmt,

Denft man fidh siwei der gegebenen Punfte durc) eine gevade Lni
berbunbden und durd) diefe eine Ebene gelegt, fo wird die Gbene, wenn
man fie um die gerabe Rinie wie um eine fefte Acdhfe Herumbdreht, eine
unendliche Anzahl verfdhiedener Lagen einnehmen. Wenn man aber
irgendivo auBerhalb der geraben Linie einen feften Punft annimmt und
bie Gbente jo lange herumbdreht, Hi8 bdiefelbe auc) durch diefen Ddritten
Punft geht, fo fann fie fich nicht meiter drehen, ohne den Punft zu
berlaffen; ihre Lage im Raume ift demnady eine unverdnderliche, fo daf
alle Gbenen, welde man fic) durd) jene brei Punfte gelegt denft, gamy
gujammenfallen und nur eine eingige Gbene bilden, beren Lage bdurdh
bie gegebenen Punkte beftimmt wird.

§ 159, 1) Durd) zwei fidh) {hneidbende geradbe Linien
ober burd) swei Parvallellinien Y&ft fidh nur eine Gbhene
legen. Denn alle Ghenen, die man fid) durd) die einander fchneivenden
Linien oder durd) bie Parallelinien gelegt denft, haben irgend brei, nicht

in geraber Linie liegende Punfte, mit einander gemein und fallen dabher
gang zufammen,

2) Durd) einen Punft im Raume fann nur eine Pa-
vallele 3u einer gegebenen geraben gezogen werden,

3) Durd) bier oder mehr Puntte im Raume fann man
entiwebder nur eine Gbhene nber gar feine Ghene legen.

§ 160. Die Dnrdjjdynittslinie sweicr Ehenen ift eime gerade
Liuie.

Denn gdbe e8 unter den Punften, weldje Heiden Chenen gemeins
fhaftlid) find, aud) nur drei, bie nicht in einer gevaben Linie Ildgen, fo
mitfiten  bie Gbenen ufammenfallen (§ 158), was der Boraudfebung
wider{pricht.
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§ 161, Weun eine die Ghene M jdueidende gerade Linie AB
auf zwei durd) ihven Durdhjduittspunft in der Ebene gezogenen
Geraden BC und BD feufredyt {teht, {o fteht fic and) fenfredyt anf
jeder audern in derfelben Gbene durd) ihren Durd)jdhnittdpnunft ge-
sogenen Gevaden BE, und mithin anf der Gbhene M {elbit.

A
Man berbinde jivei beliebige Puntte C und
D ber gevaden Linien BC und BD burch) eine
Gerabe CD, mwelde die BE in E treffe, ver-

o lingere AB unterhalb der Gbeme M, fo bafs Bi%p
BF=AB mwitd, und 3iehe AC, AE, AD, FC, 75/
FE, ¥D. ®a AC=FC md AD = FD O Py

(§ 31, 2), fo ift (§ 26) y

F
/\ ACD =2 FCD, aljo <¢ ACD = F'CD, babher (§ 20)
/\ ACE 2 FCE, alfo AE = FE. Reil nun
/\ ABD 2 FBE, fo ift <t ABE = FBE, alfo AB | BE.

¢

§ 162, Wenn drei gerade Linien CB, DB, EB auf einer und
derjelben Gevaben AB in demt uidmlidjen Punufte B fenfredit ftehen,

fo liegen {ie affe drei in einer, anf der leftern Geraden fenfredten
Ebene.

Man penfe ficdh durch 3iwet bon diefen Linien, BC unbd
BE, eine Gbene CBE gelegt, auf welder AB fenfrecht
ftehen mufy (2 161), Ldge nun BD nidht ebenfalld in
biefer Gbene, fo benfe man fih durd) AB und BD eine BE D
atveite Gbene ABD gelegt, eldhe bie erfte in Bd {chnitte, 1
fo baf AB, Bd, BD in einer Gbene liegen. Da AB auf
ber Ghene CBE fenfrecht ift, fo fteht AB aud) fenfrecht auf ber in diefer
feftern Yiegenden Linie Bd, Man Hatte al3dbann auf eine Gevade AB
aud dem ndmlichen Punfte B, und in einerlei Ehene jivei Senfrechte Bd
und BD gejogen, wag unmbglid) ift (2 13). Daher mufy BD ebenfallg
in der burd) BC und BE gelegten Gbene liegen.

Bufa. Bemwegt fid) ein vedter Winfel ABD um bden
einen Sdentel AB alsd cine fefte Adhfe, fo Defdhreidbt der
andere Schentel BD eine auf AB fentredyte ebene Flade,

A

§ 163. Durd) einen Punft A in oder anferhalb einer Cbene
M Gifgt fidh nnr eine cingige Senfredite AB anf diefelbe zichen.
1‘



BC A Denn ware aud) AC | M, fo lege man

purd) AB und AC eine Ghene, welde die Ehene
LD.__:".VA 0l 1 ;u M {dhnitte, und zwar im erften' %}ar’le in Ap, fo baf
- <t BAD = R = CAD wmire, im ztweiten Falle
in BC, fo bag /\ ABC jivei redhte Wintel
enthielte. Da aber beided unmbglidh ift, jo fann

nicgt CA | M fein.

§ 164. Durd) cinen Punft A in oder anferhald einer Geraden
BC [(afit fich une eine cingige Gbene P fenfredit anf diefelbe legen.

die i) Wiare in jedem der beiben Fdlle auch die Chene
Q‘—'_p Q | BC, unbd Yegt man im erften Falle durd) BC eine
B—RN—(C Gbene, welde bie Gbenen P und Q in AD und AE
{dhnitte, fo wire <c BAD = R = BAE, unb flegt

A man im 3weiten Falle durd) A und BC eine Ebhene,

Q "l‘ F fo enthielte bag Dreied ADE jtvei vechte Winfel, Da

B --C  Deibed unmbglidh ift, fo fann aud) nicht die Ebene

Q | BC fein.

§ 165, Bieht man vou einem Puufte A anfjerhalb einer Ehene
M anf dieje eine Senfred)te AB und mehreve jdjiefe Linien AC, AD,
ARs 25 fo. ik

1) die Senfred)te die Ffiirjejte von allen aud A nad) M ge-
zogene Linien;

2) find zwei fdjiefe Linien AC und AD, devenm Fufipuntte
vor dem Jufppunfte der Senfredjten gleidhe Abftande BC und BD
haben, einauder gleidy;

3) ift von zwei fdhiefen Linien AE und AC bdicjenige die
grifiere, deven Fufppunft fih vou dem Fufpunfte der Senfredyten
weiter entfernt,

1) Sebe {dhiefe Linie 3. B. AC ift al3 Hypotenufe
eined rechtivintligen Dreiecfd8 ABC grifer ald die Kathete
AB.

2) wenn BC=BD, fo it /A ABC 2 ABD
(3 20), alfo AC = AD.
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3) Wenn BE > BC ift und wird in dem /\ ABE bie AD f{o
gegogen, dafy BD = BC ift, fn ift (§ 31, 3) AE > AD, alfo aud
BE > AC.

Bufah. Die Senfrechte AB twird ald bie fizefte Gerade, welde
vom Punft A nad) der Gbene M gegogen fverben fanm, der Abftand
ober bie Entfernung de3 Puntted bon der Gbhene genannt.

§ 166. Wenn man aud dem Fufpunfte C ciner anf der
Gbene M fenfredhten Geraden AC anf cine in der Gbene liegende
Linie DE ciue feufvedhte CB fiallt, jo fteht die Berbindungslinie
AB bed Jufipunfted der weiten Senfrediten mit einem bHeliehigen
Punfte A der erften Senfredhfen ebenfalld anf der in der Ebhene
licgenden Gevaden DE fenfred)t.

A

Macht man BD=BE unb 3ieht AD, AE, CD, CE,
fo it CD=CE (§ 31, 2), alfo (§ 165, 2) AD=AE,
Da nun A\ABD 2 ABE (3 26), fo ift <TABD=ABE,
aljo AB | DE,

Bufdige. 1) Die Linie DE fteht auf der durd) AC unbd
AB gefegten Gbene fenfred)t, da fie auf AB und BC fenfrecht fteht.

2) Die fiirzefte Entfernung der beiden fich) freuzenden
Linien AC und DE ift die auf beiden sugleid) fenfredht fte-
henbe Linie BC; benn berbinbet man wei anbere Punfte A und E
diefer Linien, fo it AES>AB>BC (§ 25).

§ 167. Grfldrungen. Filt *man s
bon einem Punfte A auferhalb einer Ehene M ]
auf diefe eine fdhiefe Linie AB und eine Sent- i
reite AC, fo Deift dev einen vechten Wintel nicht i

tiberfteigende Wintel ABC, meldjen bie fdjiefe
Qinte mit ber Verbindbungslinie Heider Fufpunite
pilbet, ber MNeigungdwinfel der {dhiefen
Qinie AB-gegen dbie Gbhene M,

Die BVerbindungdlinie BC beider Fufppuntte Heifit die Projeks
tion der fhiefen Linie AB auf bie Gbene M, die Senfredte
AC vie projizierende Linie, die Ghene M die Projeftionsebene
und die durd) AB und AC gefegte Ebene die projizievende Cbene.



Demnad) ift der MNeigungsmwintel einer {diefen Linie gegen
eine Gbene der Winfel wifdhen bder fdhiefen Linie und ihrer Projeftion
auf bie Gbene,

Der MNetgungdwintel einer auf der Cbhene fenfrecht ftehenden Ge-
raben gegen bie Gbene ift ein Rechter.

§ 168. Der Neigungdwinfel ABC (Fig. § 167) einer dhicfen
Yinie AB gegen cine Gbeue M ift der Ffleinjte vou allen Winkeln,
welde die jdiefe Linie mit den in der Gbene durd) ihren Duveh-
fduittapuntt B gezogenen Limien, 3 B. mit BD, bilden fann.

Man made BD = BC und jiehe AD. Da AC ald Projizie-
rende fenfrecht auf M fteht, fo ift (§ 165, 1) AC <<AD, folglid) aud
<t ABC<<ABD (§ 35.)

Bufdge, 1) Der Nebenwinfel ABE ded Neigungdivin:
feld ift Der grifte bon aflen Winfeln, weldhen die Gerade
AB mit den in der Cbene burd) ihren Durdhjhnittspuntt
gezogenen Linien Hilben fanmn,

2) Die Winfel, weldhe die jhiefe Linie AB mit ben in
ber Gbene M durd) ihren Durdhjdhnittdpunft gegogenen Li:
nien bildet, find um fo grdfer, je grofer der Wintel ift,
pen dber in ber Gbene M Yiegende Schenfel mit der Projel-
tion BC bder {dhiefen Rinie Hifbet, und wenn jwei bon den
in ber Gbene M Yiegenben Rinien gleiche Winfel mit BC
bilben, fo bilben fie aud) gleiche Wintel mit AB,

§ 169, Weun vou wei parallelen Linien die cine AB fenf-
vedht ift anf einer Gbene M, {o ijt ¢8 and) die audere CD.

AC Man verbinde die Durchfchnitt8puntte der Pavallelen
ourd) BD, 3iehe in Der Gbene M die EF | BD, end-

li) bie AD, Da AB | BD und CD || AB, fo ift
(§ 10) CD | BD, Ferner ift (§ 166, 3. 1) FE auf
ber Cbhene ABDC, alfo aud) auf CD fenfredht, Da mit:

Hin”CD auf BD und FE fenfredht, fo ift CD | M (§ 161),
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§ 170. Wenn zwei Linien AB uud CD anf der namliden
Gbene M fenfrecht ftehen, jo find fie parvallel. (Fig § 169).

Wire CD nicht parallel mit AB, fo ziehe man durd) D eine mit
AB patallele Linie, weldje auf M fenfredht fein wird (§ 169), und dann
gibe e8 in D zwei Senfrechte auf M, was nidt mbglich ift (§ 163).

§ 171. Bwei Linien im Ranme, welde ciner dritten Linie
pavallel find, {ind and) cinauder pavallel.

Da eine fenfrechte Gbene auf ber britten Linie ugleid) fentrecht
auf den beiden anbern Linien ift (§ 169), fo mitfen diefe ald Sentredyte
auf der ndmlichen Gbene parallel fein (§ 170).

§ 172, Gine Linie AB ijt ciner Gbene M pavallel, weun fic
cimer in der Gbene liegenden Linie CD parvallel ift

Denn, wenn bdie in der Gbhene ABCD Yliegenbe A B
AB bie Gbene M fdhneiden follte, fo fdunte e nur in
ber Durfdnittslinie CD beiver Ghenen gefdjehen; va /€ 2
aber AB al8 Parallele bie CD nidht {chneibet, fo Fann ;
fie aud) die Gbene M nicht {hneiden,

Bufal. Durc) einen und denfelben Puntt Yaffen fid
unendlid) piele Linien parvallel berfelben GEbene ziehen,
Denn zieht man in der Gbene ausd einem Deliebigen Pumft derfelben
beliebig biefe Rinien, und durch) einen Punft auferhald der Cbhene Paral-
fellinien 3u ifhnen, jo find alle biefe Der Ghene parallel,

§ 173, Die Durdhjdynittslinien AB unud CD zweicr pavallelen
@benen P und Q mit einer dritten Gbene find pavallel.

Denn die in einer Ehene fiegenden Linien AB und CD B

founen fid) nidht fchneiden, weil fie fich sugleih in gwei pa- 4 [p

o

vallefen Gbenen befindeny folglich find fie parallel. G



§ 174, Weun wei Cbhenen P und Q anf der unamliden
Geraden AB fenfredyt {tehen, fo find {ie pavallel.

5 N Begegneten fidh die Ghenen etwa im Punfte C,

| R

AN fo 3iche man CA und CB, weldje Linien ein ACAB
-, ::,'-i

p
g A

",

bifden wiirben, in weldhem <cCAB=R=CBA mwire
was nidgt mdglid) ift; daher muf P || Q fein.

§ 175, Wenu zwei Ehenen P und Q pavallel find, fo jteht
cine Gerade AB, welde auf der cinen Ebene Q {enfredyt ift, and
anf der andern Ebene P fenfredyt.

C LQegt man durd) AB jivei Deliebige Gbenen, velde P
und Q in AC und BE, AD und BF ({dyneiden, fo ift
AC|| BE und AD || BF (§ 173). Da nun aber <rABE
=R—ABF (§ 156), fo i oudhy xBAC=R=BAD,
folglich (§ 161) AB | P. .

: § 176. Parvallele Linien AB uud CD zwifden parallelen
Gbenent P und Q find gleid).

=y Legt man dburd) AB und CD eine Gbene, o find bdie

Durdhfdnitte AC und BD parallel (§ 173), folglidh ift.
?B""'y ABDC ein Pavallelogramm, mithin AB = CD,

Bufaf. Jebe zwifden zwei parvallelen Gbenen {enfrecht auf beide
aesogene Gerabe tird bie Entfernung ober ber Ab{tand jener Chenen
bon einanber genannt, — Da nun bdie Ridhtigleit ded Lehriaked aud
ftattfinbet, wenn die parallelen Linien AB und CD auf beiben Ebenen
fentredht ftehen, fo find parallele Ghenen #bherall gleid) eit
bon einanbder entfernt.

§ 177, Wenn die Sdenfel zweier, nidht in der ndamliden
Gbene liegender Winfel ABC und DEF pavallel find uud in gleider
Ridhtung liegen, fo find die Winfel gleid) und ihre Ehenen parallel,



1) Man madhe BA=ED, BC=EF, und 3iehe AC, A
DF, BE... fo ift ABED ein Rarallelogramm (§ 39), B
aljp AD#BE und ebenfo CF# BE, folgli§ AD#CF, " :
affo ACFD ein Paralfelogramm, mithin AC=DF, Da | D
mun /\ ABC 2= DEF (% 26), fo it <t ABC = DEF. ¥ F

2) Wiaren bie Gbenen ABC und DEF nid)t pavallel, und witrde
pie purd) B mit DEF parallele Ghene bie Linie CF nidht in C, jonbern
in G {dneiden, fo wire (2 176) GF=BE; ba abet aud) CF=BE ift,
fo wire GF=CF, wa3 ungereimt ift; daher iff ABC=DEF.

Bujag. Wenn man die Endpunite dreier gleidher und
paralleler, nidht in derfelben Ehene liegender Linien BE, AD,
CF verbinbdet, fo entftehen fongruente Dreiecde, deven Che-
nen parallel find.

Denn weil BE# AD #CF, fo it AB=DE, AC=DF, BC=
EF, affo /\ABCX2DEF unb ebenfo iie vothin Ebene ABC || DEF,

§ 178 3Bwei gerade Linien im Ranme AC und DF werden
bon drei parvallelen Gbenen 0, P, Q, in proportionale Stiife ge-
fdhnitten.

Man ziehe AF, ivelde bie mittlere Chenein G
trifit, und Yege durd) C, A, F fowie durd) A, F, D
Gbenen, weldhe die eimander parallelen Durdhjdhnitts-
linien BG und CF, GE und AD bilben (3 173),
Pann ift (3 97) AB : BC=(AG : GF =)DE : EF.

§ 179. Grfldrungen. 1) Der feilfdrmige, sum Theil unbe-
grengte Raum, der ziwifden sivei ficd) fdneidenden Ebenen enthalten ijt,
witd Fladdhenmwintel genannt. Die Ebenen, weldhe den Flichenmwintel
einfdhlieBen, Heifen feine Seiten und bie Gerade, in ber die Seiten u-
fammentreffen, die Rante bed Flidhenmwinkfels.

2) Bwei Flidenivinfel find einanber gleidh, twenn fie fich fo in
einanber fegen Yaflen, daf ihre Kanten und ihre Seiten gegenfeitig zu-
fammenfalfen. — Wenn eine Gbene eine andere durchfchneidet und auf
beiben Seiten gleihe Fldchenwinfel mit ihr bildet, fo wird jeder dber
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beiben Fladjenwinfel ein redhter gemannt, unbd die eine Gbene Heifit
fenfredt auf der anbern, :

3) Wenn man in Deiden Gbenen eined Flddhenwinteld auf der
Kante in einem Punfte derfelben Perpenbifel ervichtet, fo ivird ber von
Deiben Perpendifeln gebildete ebene Wintel der Meigungdwintel des
Fladenivinfeld odber Deidber Ehenen gegen einander genannt,

Die Gbene beg Neigungsmwinfeld fteht fenfrecht auf bder Kante
(2 161). @8 ift gleidhgiltig, in weldem Punfte der Kante die Perpen-
bifel geyogen iverben, da zufolge 2 177 bder MNeigungswinfel jieier
Cbenen an allen Punften ihrer Durchfchnittslinie gleidh) grof fein muf.

§ 180. Bwei Fladjenwinfel BADC und badc verhalten fidy
au cinander wie ihre Neigungdwinfel FEG und feg.

C 2 Wenn die Flachenivinfel gleidh {ind, fo
D B d b find aud) thre Neigungdwinfel gleidh; denn fegt
B '_.,-‘-{G B efes e ¢ manjene fo in einander, dafy fie gang sujammen-
A 3 fallen und der Punft e auf B zu fiegen fommt,

fo mufg aud) ef auf EF, eg auf EG fallen,
Jft ferner der eine Fldchenivinfel in dem andern genau mehrere Mal ent-
halten, fo ift aud) fein Neigungdwinfel in dem ded anbern gemau eben fo
oft enthalten, ba zu gleichen Fldchenwinteln gleihe MNeigungdwinfel ge-
hoven, — Wenn endlich der Fleineve Fldcheniwinkel in dem grifern mehreve
Mal nebit einen Reft enthalten ift, fo denfe man fidh auf beide Flichen-
winfel jenes Berfahren angeienbdet, bei weldem man durd) fortgefestes
Auftragen der nad)bleibenden Refte auf einander bad gem, Maf 3wifchen
jiei Grbfen zu beftimmen fudht, OO man nun bdabei einmal ein gem.
Maf findet oder nicht, fo laffen fich doch jedenfalls die Flichenmwintel ges
rade eben o oft ivie die jugehdrigen Meigungdmwinfel bon einanber weg-
nehmen, weil gleichen Flachenvinfeln gleihe Neigungdivintel entfprechen,
Daraud folgt, dafy die BVevgleidhung der Flacheniwintel diefelben Verhalt-
nifzahlen giebt wie die BVergleihung der Neigungdwintel, affo aud) das
Berhdltnif der Fladpenivintel su einander in allen Fdllen gugleich das der
Neigungdmwintel ift.

§ 181, Bujike. 1) Dasd Maf eined Fladhenminteld ift
deffen Meigungsminfel, Denn wenn man den rechten Flacheninkel
sum Mafie aller itbrigen Fladheniwinfel annimmt, fo ie der ebene vedhte
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ald Maf aller ebenen Wintel bdient, jo ftimmt ber Flachenivinfel dem nus
merifdhen Werthe nad) mit feinem Neigungsivintel {ibevein, d. h. jeder
mit feinem Dbefondern Mafe gemeffen, giebt diefelben Balhlen.

2) Da bag Mefien ber Flddenwintel fich auf ba3 der ebenen
Winfel uriidffithren (Gft, jo fnnen aud) die Kreidbogen unmittelbar ald
Mafe der Flachenwintel dienen.

3) Wenn der Neigungdivinfel ziweier Chenen ein redhter ift, fo
ftehen die Gbhenen auf einander fenfredyt.

4) Fladenintel heiffen {pik, vedht, ftumypf, jupplementdr
complementdr, Nebenmwintel, Scheitelwinfel, wenn ihren Nei-
gungdminfeln diefe Venennungen zufommen. Aud) find Scheitelfldichen=
infel einander gleid), bdie anliegenden Winfel ziveier fid) fdhneidenden
Gbenen betragen ufammen zwei rvedhte Wintel u. {. iv,

§ 182, Weun cine Gerade AB anf ciner Gbhene M fenfredht
fteht, fo fteht jede durd) die Gerade gelegte Ghene CF ebenfalld auf
der Ghene feulredht.

Bieht man in der Gbene M die Gerade AE fent- F
redht auf bie Durd)jdhnittdlinie CD der Heiben Ehenen, fo f]}]/]
ift, weil AB al8 Senfrechte auf M fowol auf CD af8 auf M D
AE fenfredt fteht, er Neigungdwinfel BAE beider Ghenen CI/‘L)E

ein vechters folgfich ftehen bie Ghenen auf einanbder fenfrecht.

Bufdfe. 1) Wenn drei gerade Linien AB, AC, AE in
einem Punfte Aaufeinander fenfredtftehen, foiffjede von
ihnen auf dber Gbene durd) diebeidben anbern fentredt, und
bie brei Gbenen M, CF, BAE find auf einanber fenfredt.

2) Die Gbhene ded MNeigungdwinfeld zmweier Chenen
fteht auf biefen fenfrecht.

3) Die projizievende Ehene einer {dhiefen Linie fteht
auf ber Projeftiondebene fentredht. (Fig. 2 167.)

§ 183, MWenn zwei Ghenen M und CF auf einander fenfredyt
fiud, o ift cine Gerade AB, weldje in der einen Gbene CF fenfredt
anf die Durd)jduittslinie CD gezogen wird, feufredit anf der andern
Gbhene M (Fig. § 182).
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Bieht man in der Gbene M die AE | CD, fo ift <« BAE =R
ba CF | M fteht, und weil audh) < BAC=R, fo ift AB | M,

§ 184, Weun zwei Chenen M und CF anf cinauder fenfredt
find uud in civem Punfte ihrer Durdjfdhnittslinie cine Senfredite AB
anf Her einen Gbene M erviditet wird, {o liegt diefelbe gany m der
andern @Ebene CF (Fig. § 182),

Wiirbe AB nidht in der Gbene CF Yiegen, fo founte man aud
Puntt A in der Gbene CF eine Senfredhte auf CD jiehen, mithin eine
jiweite Senfredhte auf M durd) denfelben Punft A ervichten (§ 182), was
aber nidht miglid) ift (§ 163).

§ 185, Wenn swei Ehenen P und Q anf einer dritten Ghene
M fenfredht ftehen uud fid) durdyjdhuciden, fo f{teht and) ihre Durd)-
{dnitt8linie AB auf der lehtern Gbene M fenfred)t.

Grridhtet man in A auf M eine Senfredhte, fo mup
biefe ool in Dder Ghene P al8 in ber Ghene Q liegen
(§ 184), fann alfo nur die Durd)jdnittalinie AB beiber
Ebenen fein.

. Von den Boumecken.

§ 186. Grtfdrungen. 1) Wenn drei ober mehrere Chenen
in einem Punfte jufammenitofen, fo BHeifft der wifchen ihnen Yliegenve,
nad) der einen Seite Hin unbegringte Raum eine Raumede oder ein
forperlicdher Winfel, und jener Punkt der Sdjeitel ober die Spife
per Raumece.

Die gevaben Linien, in iwelden bdie eine Raumede bildbenden
@Ebenen odber Seitenfladen fich durcdhfdneiden, nennt man die Kanten,
und die ebemen Winfel, weldhe von zwei auf einander folgenden Kanten
gebildet twerden, bie Kanteniwintel der Raumede, Je ziwei Seiten-
flichen bilden einen Fldheniwintel,
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Nach der Anzahl bder Seitenfldchen oder der Kantenivintel, welde
immer gleich) ift ber Ungahl der KRanten, werden Raumeden 3, 4, 5 . ., .
n feitige ober n fantige ober n win¥lige genannt, Unter den
Stitden einer Raumede werben ihre Kantenivinfel und Flacdheniinfel
berffanden, @ine breifeitige Naumede wird aud) ein fdrperlidhes
Dreied genannt, deffen Seiten bdie Kantentwinfel, und deffen Wintel
bie Flachenivinfel ber Raumede find,

2) Bivei Naumeden Heiffen fongruent, wenn man fie fo in ein-
anber gelegt benfen fann, daff fie in allen ifhren Puntten sujammenfallen

Sn fongruenten Gcen find {immtliche Kantentoinfel und Flachen-
oinfel der einen denen ber anbern eingeln gleid); aber nidht umgefehrt ift
mit der Gleichheit diefer Stitcfe die Kongruens der Ecfen verbunbden, Diefe
findet ndmlich nuv ftatt, wenn die gleichen entfprechenden Stiicfe in beiben
Gcfent nidht allein in derfelben Ordbnung, fondern auch, wofern die Spigen
nad) einerfei Seite gefehrt find, in devfelben Rihtung auf einander folgen

Raumeden, in ielden bie gegenfeitig gleichen Stitde war in
perfelbent Ordbnung, aber in entgegengefebter Richtung (in der einen (infs
herum, jvenn in der andern redhtd Herum) auf einander folgen, Heifgen
fymmetrifd.

LWenn in den drei Raums

ecen S, s, s’

<t ASB = asb = a’s’b’

<t ASC = asc = a‘s’c’

BBEG== bsc —ibslc! \b
ferner bie bon den Gbenen dev entfprechend gleihen KRantenmwinfeln gebil-
beten Fldchenmwintel gegenfeitig gleich find, fo fann bie Raumede S ool
mit der Raumede s, nicht aber mit der Raumede s’ jur Dectung gebracht
erben, G find bemnad) S und s fongruente, S und s’ fymmetrijdhe Ccen.

BemerFung, Aud bei fongruenten, in derfelben Ebene lie-
genben Polpgonen fann die Richtung, in der die gleidhen Stiide auf ein-
anber folgen, in Deiben Figuven entiweder die ndmliche der eine entgegen=
gefete fein. Jn beiben Fdllen thnnen aber die Polygone ur Decdung
gebracht werden, in Folge der Grundeigenfdaft ber Ehene, bafy ihve Heiden
Seiten einander villig gleid) find.
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§ 187. Jmu jeder dreifeitigen Ranutede SABC ift die Summe
sweier Kantenwinfel grifier als der dritte KRantenwinfel.

Sind bie brei Kantenivinfel einanbder gleid,
fo verfteht fic) ber Saly von felbit; find fie aber uns
gleid), fo braud)t man nur u beweifen, dafy der
grifite Rantenivinfel fleiner ift ald die Summe der
beiben iibrigen. @3 fei ASB ber grifte von ben
brei Kantenwinfeln. Man ziehe aud einem Punfte
M ber Rante SA eine beliebige Gerabe MP zur
RKante SB, madje den <cMSN = ASC unbd nefhme
bag Stiid SQ =SN. 3Bieht man MQ und PQ,
fo ift A\ MSN22MSQ (§ 20), aljo MN = MQ.
Da nun MQ 4+ PQ 7 MP, jo ift PQ 7 PN, und
weil in den Dreiecen PSQ und PSN bdie Seite
SP gemeinfdaftlich und SQ=8N ift, fo ift (§ 35)
< PSQ7PSN, baher aud

PSQ + MSQ 7 PSN + MSN ober

BSC + ASC 77 ASB.

§ 188, Die Summe aller Kantenwinfel einer Ranmede (mit
lanter auswirtd gehenden Fladjenmwinfeln) ift immer Fleiner ald vier
Redyte.

Man durchichneide die Seitenflddhen der Gcfe S durch eine Gherne,
nehme innerhalb veg dburch den Durchjchnitt gebildeten Bieldedd ABCDE
einen Deliebigen Punft G und verbinde denfelben mit
pen Gpunften A,B,C,D,E, fo entjtehen um G Herum
eben fo biele Dretecfe ald um bie Spige S ber Raumede
herumliegen; folglich ift bie Summe aller Dreiectswinctel
bort eben fo grofy vie Hier. Nun ift aber (§ 187)

<t ABC L SBA + SBC

<c BCD L SCB +4 SCD u. . .
alfo aud) bie Summe der Umfangsivinfel ABC, BCD ., . ded Bieledd
fleiner al3 die Summe ber Winfel SBA, SBC, SCB ... elde an
pen. Grundlinien der Dreiedfe um S Yiegen. Daraud folgt, daf bdie
Wintel um G, weldhe 4 R audmadjen, mehr Dbetvagen miiffen af3 bie
Winfel um S. :
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§ 189. Wenn man durd) einen Dbeliebigen Punft M inner-
Dalb ciner dreifeitigen Raumede ABCD fenfredhte Gbemen auf die
Kanten der Raumede legt, o bilden bdiefe cinme nene dreiwinflige
Ranmede MNOP, deven Kantemwinfel die entjpredjenden Fladjen-
winfel, und deren Flidemwinfel die entfpredjenden Kauntemwintel
der erften Ranmede zu 2 Redten ergingen.

Die Kanten der Raumede A mibgen von
ben auf fie fenfrecht gelegten Gbenen in B,
C, D gefdnitten werden, Der Konftruction
sufolge ift <c NBP gleid) dem Fldchentvintel
an ber Rante AB (§ 181) und weil AB auf
ber Gbene MB fenfredit fteht, fo ift << ABN
= R, Gbenjo ift <c ACN= R, Die Gbene
BAC fteht auf jeber ber be'ben Gbenen MB
und MC fenfredht (2 182), meil fie durd) die
beiben Perpendifel AB und AC auf jenen Gbenen hindurdjgeht. Daraus
folgt, bdaf ber Durdhjdnitt MN jener beiden Gbenen fenfrecit auf der
Cbene BAC fteht (2 185), bdaf alfp <r MNB =R = MNC und
baher <« BNC gleid) dem Flichenminfel an ber Kante MN ift. Gbenfo
it <c MPB = R = MPD. Da nun in dem DBiered MNBP bie
Sumne aller Wintel 4 Redhte betrdgt und die Winfel Hei N und P
Redhte find, fo ift

< NBP + NMP = 2 R.
Im Biered BACN ift aud gleichem Grunde

<t BAC 4 BNC = 2 R.
Auf biefelbe Weife (Gft fih der Veweid fitr die Beziehungen dev itbrigen
Kanten: und Flachenivinfel bei der Raumeden zu einander fithren.

Bufa. Die neue Cde M f[eifjt die Supplementarede ode

Polarede der urfpringlichen Gde A. Umgefehrt ift auch) A die Supple
mentavedfe von M. — Je ftumpfer die eine von den Raumeden ift, defto
fpiger ift bie andere. — Die Kanten einer jeden der beiden Gcfen ftehen
fenfredit auf ben Seitenflichen der andern Eee.

§ 190. Die Summe der drei Fladjemwinfel einer dreijeitigen
Raumede ift grofer ald 2 Redjte und Fleiner al8 6 Redyte.

Begeichnet man durd) A, B, C bie Flachenwintel der Raumede
und dpurd) M, N, P bdie entfpredhenden SKantenminfel ber zugehbrigen
Polarede, fo ift (§ 189).
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A+M=2R B4f+N=2R C+H+P=2R
alfo aud) (A-B+C) + M+ N+ P) = 6 R.

Da aber M + N -+ P < 4 R ift (§ 188), fo ift
A+B+C>2Rub A4 B+ C<s6R.

Bujat, Die Winfelfumme im torperlichen Dreiedt bleibt fich nicht
immer gleich, tvie beim ebenen Dreied, Ein rperlidhes Dreid fann
3. B, haben drei fpige, auch drei vechte, aud) drei flumpfe Flicheninktel,

§ 191, 3Bwei bdreifeitige Ranmeden find Fongruent oder fym-
metrifd), wenn in ihuen cingeln gegenjeitig gleid) {ind
1) die drei Kantemwinfel, oder
2) die drei Flidjemmwinfel, oder
3) 3wei Kantenwinfel nud der zwijdenlicgende Fladenwintel,
oder
4) awei Fladenwinfel nud der zwijdenliegende Kantenwintel,

©3 [afit fich seigen, daf in jebem
ber pier Fille fd mmtlide Stiide
in ben Deiben Gden M und m (I),
ebenfo in Den Yeiben Gden M und
m (II) eingeln gegenfeitig gleidh fein
miiffert, fo baff die Gfen M und m (I)
wegen der gleifen Ordnung der ent-
fprechenden Stiide fongruent, da-
gegen die Ecfet M und m (II) wegen
ber umgefehrten Ordnung jener Stitce
: fymmetrifd) find, wobei man fid
in allen drei RNaumeden auf gleiche
Weife eta die Seitenflidhen MBC
unb mbe in der Ebene bed Papierd
liegend, ‘und bie RKanten MA und
ma datftber erhaben borjuftellen hat,
— Der Veweid filr die gegenfeitige Gleicdhheit {ammtlidher Stitdfe ift bei
per Kongriteny und bei der Shmmetvie der Ccfen genau derfefbe. Die
Fladenwinfel der Raumeden wollen wir immer durd) A, B, C und
a, b, ¢ Dbegeidynen.
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1) Wenn <¢ AMB = amb, < AMC = ame¢, <r BMC
= bme ift, und nimmt man auf jiwei entfprechenden Kanten die gleidhen
Abfdynitte MN und mn, und ieht in den anftofenden Seitenflidhen aus
N bie Geraden NO und NP fenfrecht auf AM, und ebenfo no und np
fenfrecht auf am, fo folgt leicht, daf der Reihe nach

/\ MNO 22 mno, /\ MNP 2 mnp,

X MOP22:mop;«/A\INOB: = mop.
Aljo ift <c ONP = onp, b. h. < A = a. Mittel3 Dderfelben Kon-
fteuftion an ben beiben andern Ranten ergiedt fich ebenfo, dbaf <t B =1
und <¢ C = cift. Hieraus folgt die Kongrueny der Gcfen M und m (I),
und bie Symmetrie ber Gden M und m (I1),

2) Wenn A=a, B=0>b, C=cift, und denft man fich su den
Cden M und m die Supplementavecen fonftruiert, fo find in diefen af3
Supplemente bon gleiden Flachenivinfeln die drei Kantenintel, alfo nad
bem erften Falle aud) bie drei Flichenmwinfeln eingeln gegenfeitig gleich.
Hieraud folgt umgefehrt wiederum fitr die Gcfen M und m bie gegenfeitige
®leidhheit ber brei KRantentwinfel, und daber ift wie im erften Falle die
Gcde M mit ber Gde m (I) fongruent, dbagegen mit m (1I) fymmetrijd.

3) 68 fei <t AMB =amb, <t AMC = ame, A = a. Madht
man an den Kanten MA unbd ma bdiefelbe Konftruftion wie in 1), fo ift
ber Borausdfehung zufolge <¢ ONP = onp. Nun ift der Reihe nady

/N"MNO ==2tmino, ™ /\ "MNP =2 "mnp,
e NOP#2=2anop /A"MOP 2= -miop,
alfjo <¢ BMC == bmec und dafer nadh 1) audh) B=>b undb C=c.

4) €3 fei A=—a, B=Db, < AMB =amb., Jn ben Supple-
mentarecfen bon M und m find ziwei Kantenivinfel und der wifhenliegende
Flddenintel, folglich nad) 3) aud) die itbrigen Stiicke eingeln gegenfeitig
gleid), woraud ivieberum fiir die Gdfen M und m folgt, dbaff C = ¢,
< AMC =amec, <t BMC = bme ift.

Bufah, Gine dreifeitige Raumede ift durd bie gege-
bene Grdfe und Anordbnung von dret Stitden in den betrad-
teten bier Fdllen pollfommen beftimmt,
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I Vou den Polyedern,

§192. Grildrungen, 1) Jeber bon frummen ober ebenen
Fladen vollftindig begrenste Raum iwird ein Kbrper gemannt, — Die
Gefammtheit der einen Kirper Dbegrenzenden Fldchen Peifft bie Ober-
flad e beflelben.

Infofern man fid) dent von der Oberflddye eined Kirperd eingefdhloffenen
Raum durd) einen andern, ald Mafeinheit angenommenen und Hefannten
Kbvper audgemeffen denft, nennt man jenen Raum dHad Volumen ober
pen forperlidhen JInhalt bed Kirpers,

Bwet Kbrper heifen einander gleid), wenn fie gleihed Volumen
haben oder einen gleid) grofien RNaum einnehmen, gang abgefehen von
ihrer Geftalt, Dagegen Heiffen fle Fongruent, wenn man fie fo in
einanber gelegt benfen fann, baf fie in allen ifhren Theilen volftindig
sufammenfallen.

2) Wenn alle Begrenjungsfldchen eined Kbrpers Gbhenen find, fo
Deifst derfelbe ein ecfiger KBrper ober ein Polyeder. Die eingelnen,
ein Polyeder begrangenbden Vielecte Heifjen die Seitenfladden, die geraden
Linten, in welden diefe sujammenftofen, die Kanten, bdie Punite, in
felchen mehreve Kanten ufammenitofen, die Gden, und die an den Ecfen
bont ben RKanten gebildeten Winfel die Rantenmwintel ded Volpeders.
An jeber Kante liegt ein Fld henwinfel und an jeder Gefe ein von
wenigftend drei Seitenflidjen gebilbeter K¥rperminfel,

Ausd ber grofen Anzahl der durd) ihre Form verfchicdenen Polyeder
erben wir im Folgenden nur die fonveren (oder die Gulerfden)
Polyeder betrachten, worunter foldje berftanden mwerden, in welden jeder
Slacpenwintel fonfab (fleiner ald 2 R) ift, alfo aud) feine Seitenflidye,
fenn fie berldngert wirh, bag Polyeber [chneiden fann,

3) Jebe gerade Linie, weldhe ziwei Ccfen eined Polyeders verbinbdet,
ofhne mit einer Kante ded Polypederd ujammenzufallen ober in einer
Seitenfladhe deffelben zu liegen, Heifjt eine Diagonallinie ober eine
Diagonale ded Polpeders. Jede Ebhene, weldhe entiveder durd) eine
RKante und eine Ecfe, oder dburd) swei Kanten eined Polyeders gelegt ift und
nidht mit einer Seitenflddhe deffelben yufammenfdllt, wird eive Diagonal-
ebene genannt,
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4) Dem Begrifie bon ber Kongruen; der Kbrper gemdf find in
giei Tongruenten Polyebern fdmmiliche Stitdfe (Seitenflichen, Kanten,
Kantenmwinfel, Fldhenwinkel) bes einen ben entjprehenden Stitcfen des
andern billig gleih; bie gleihen Stiide folgen auch in derfeflben
Ordbnungund Ridhtung in beiden Polyedern aufeinander, wenn
man fid) diefe mit einem Paar entfprechender Seitenfllichen etwa in eine
Cbene nady bderfelben Seite hin gelegt vorftelli. Umgefehrt aber finnen
gtei Polyeder, die in allen ihren Stiden itbereinftimmen, nicht immer
gur Decdung gebradht werden, iwie diefes fdhon bei den Raumeden der
Fall foar.

Bwei Polheder ndmlid), in welden die Stitfe paariveife gegenfeitig
gleidh find und in derfelben Ordnung, aber in entgegeng efefiter
Ridytung (oder aud) in berfelben RNichtung, aber in entgegengefetter Ords
nung) auf einanber folgen, find einanbder fhmmetrifd) und laffen fich im
Allgemeinen nidht yur Decfung bringen, — BVei fymmetrifchen PBolyedern
entfpricht, wie bet fongruenten, jebem Punfte, jeder Linie, jedem LWinfel
w. f. . bed einen Polpeders ein Punft, eine gleiche Linie, ein gleidher
Winfel ded andern, Die Symmetrie fann {ibrigens in Hefondern Fillen,
wenn ndmlid) unter den Veftimmungsftiicfen einesd jeden der beiden Kirper
gleide vorfommen, in Rongruens {ibergefhen,

Bwei Polyeber, bie einem dritten fymmetrifd) find, find einanber
fongruent.

Bon et fymmetrifden Polyedbern ift bad eine dag Bild ded andern
im ebenen Spiegel, Aud) unfere Hinde find fymmetrijhe Kirper.

5) Polyeder heifen einander dhnlid), wenn fie von gleich viefen,
gegenfeitig dfhnlichen unbd dibeveinftimmig liegenden Seitenflddjen unter
gegenfeitig gleidben Fladenivinfeln Degrenzt fverden,

6) Gin Pridma ift ein RKrper, weldher von zwei Fongruenten
und parallelen Bielecen ald Grund fladhen, und von o vielen Parals
lelogrammen, af8 eine ber beiben Grundfiichen Seiten hat, afs Seiten-
fladden eingefhlofen wird, — MNad) der Anzahl der Seitenflichen wird
tag Pridma ein 3, 4, 5...nfeitiged genannt.

Der fentrechte Abftand der Heiben Grundfldchen bon einanbder Heift
bie HDhe bed Prisdmas, Die geraben Linien, in welden die Seitens
flichen zufammenftofen, werben Seitenfanten, und die Seiten der
Grundflddhen Grundfanten genannt.

Stehen bdie Seitenfanten und daher aud) die Seitenflichen fentredht
~auf einer der Grundfiichen und daber aunch auf ber anbdern, {o heift Hasd
2“
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Prigma ein gerades ober fenfredhtesd, und dann ijt jebe Seitenfante
ber Hohe bed Prigmas gleich; in jebem anbern Falle ift bag Pridma ein
fdhiefed und feine Hohe ift fleiner alg eine ber Seitenfanten.

Jedber mit den Grundfldchen eined Pridmas parallele Schnitt deffelben
ift eine ben Grundfldchen fongruente Figur. Denn in Deiden Bielecfen
find fotol bie Seiten (2 173 und 2 37) ald aud) die Winfel (2177, 1)
eingeln gegenfeitig gleich. )

Jebe Gce eines Prigmasd foivd bon Ddrei ebemen Winfeln gebildet.
Gin nfeitiges Pridma hat n | |2 Begrengungdfldden, 2 n Eden und
3 n Kanten,

7) Gin Pavallelepipedon ift ein Pridma, deflen Grundfldichen
Parallelogramme find, — Gin foldhed wird alfo bon fehd Parallelo-
grammnten Hegrent,

Je ziwei gegeniiberliegenbe Parallelogramme, 3. B.

" ¢ AF und DG, findb fongruent und parallel, denn bie

Seiten bdiefer Parvallelogramme f{ind gegenfeitig gleich

und parallel, ndmlidh AB 4 DC, AE + DH..., weil bie

¢ Bielede ABCD, ADHE,.. Parallelogramme find, alfo

5 find auc) bie Wintel der Parallelogramme AF und DG

gegenfeitig gleich (§ 177, 1), woraud folgt, daf AF
fongruent und pavallel mit DG ift (§ 177, 2).

Jebes Paar gegenitberliegender Seitenflichen 1Gft fih ald Grund-
flachen ded Parallelepipedond annefhmen; der {enfrechte Abftand der beiden
al8 Grundflichen angenommenen Seitenflichen bvon einander Heift bie
Hbhe des Parallelepipedons.

Gin Parallelepipedbon, in weldem jwei Paare parvalleler Begren=
sungadfladen auf den beiden iibrigen, einanber pavallelen Begrenzungsd-
flichen, bie man algbann ald8 Grundflidien zu betracdyten pflegt, fenfrecht
ftehen, wird ein gevabed genannt; ftehen aber jene bier Begrenzungd-
flachen auf Den Dbeiden dtbrigen fdhief, fo Peifgt bad Parellelepipebon ein
fhiefes.

Gin geraded Parallelepipedon, bdeflen Grundfldchen Rechtece {ind,
heiBt ein rechtiwintliges, Jn einem foldhen ftehen je zwei zufammen-
ftoende Begremgungsfldden auf einander fenfredht und e3 find daher
{immilidge Begrengungsflichen Redhtecte.

8) Der Wiirfel oder Kubus ift ein vechtivinfliges Parallel-
epipebon, dad von fauter Duadraten begrenzt wird. — Die Kante Hesd
Wiirfeld ird aud) feine Seite genannt,
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9) Gine Pyramibe ift ein Korper, der bon einem Heliebigen
Bieled afls3 Grundffdde (Bafig) und von fo vielen in einem
Puntte zufammenftofenden Dreiecten, iwie bdie Grundfliche Seiten Bhat,
af8 Seitenfladen eingefdlofien wird, — Sie entfteht alfo, wenn man
bie Seiten eined BVielefd mit einem auferhalb der Ebene defjelben liegenden
Runfte durd) Gbenen verbindet, — Nach der Anzahl bder Seitenflichen
wird eine Pyramide eine 3, 4, 5...nfeitigegenannt.

Der Punft, in weldhem alle Seitenflddhen sufammenftofen, Heifit die
Spitye ober der Sdheitel der Pyramide, und die von ber Spife auf
bie Grunbdfldchen ober deren BVerldngerung gefillte Senfrechte ihre Hohe,

Die von der Spike nad) den Ecden bder Grundfliche gehenbden
Ranten feiffen Seitenlinien ober Seitenfanten, und bie
geraben Linien, in welden bdie Seitenfldchen mit der Grundfldche zu-
“fammenftofen, bie Grundfanten der Pyramibde,

Jft die Grundflache einer Pyramide ein regelmdRiges Vieled, und
trifit die bon der Spike auf die Grundflddhe gefdllte Senfredhte diefelbe
in threm Mittelpuntte, fo BHeift 'bie Pyramide eine regelmdafige.
Sn derfelben find alle Seitenfldchen gleichjchentlige Fongruente Dreiece.

Die einfadhfte von allen Pyramiben ift bie bdreifeitige, weil wenig-
ftend vier Gbenen erforberlich find, um einen Raum bon allen Seiten
eingujdhliefen. Alle Gcfen einer foldhen Pyramide f{ind bdreifantig und
jebe Begrengungdfldche der Pyramide fann afs ihre Grundfldche betradhtet
werden.

Gine n feitige Pyramide hat n - 1 Begrengung@fldchen, n -1 Ecfen
und 2 n Kanten,

10) Wenn eine Pyramidbe von einer mit ber Grundfldche parallelen
Ghene gefchnitten wird, fo Heift der yivifdhen diefer Ehene und der Grund-
fliche enthaltene Kdrper eine abgeftumypfte Pyramibde ober ein
Pyoramidbenffumpf, Der fenfredyte Abjtand ber beiden parallelen
Grundflicgen des Stumpfed Heifit feine H he.

Gin o feitiger Pyramidenftumpf Hat n 4 2 Begrengungsfldden,
2n Gden und 3 n Kanten,

§ 193. Bwei Parallelepipeda vou Fongrnenten Grund
fldchen und gleidhen Hohen {ind einander gleid).

Da die Grundfidchen fongruent und bdie Hifen gleidh find, fo
faffen fih die Parallelepipeda immer in eine foldhe Lage bringen, daf fie
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auf Derfelben untern Grundfidche ftehen und ihre oberen Grundfldden
in etner Ghene liegen. MNun fonnen zwei Falle eintreten, je nachbem
ndmlid) auBerdem nod) zivei ihrer Seitenflichen in einer Ehene liegen
ober nidht.

1) Die Parallelepipedba BH und AL, deren
gemeinfame Grundfldche ABCD ift, mbgen feits

. Wdrtd bon den namlichen parallelen Ghenen AK
ober DL begrenst werben; dbann Yiegen audh ifre
oberen Grunbflddien ivifden denfelben Parallelen
EK unbd HL. — Dte beiden breifeitigen Pridmen
AEIDHM und BFKCGL find fongtuent, indem
fih feicht seigen [dRt, Daf fle in allen ihren Stitdfen und in dHer Anord-
nung berfelben vollfommen dftbeveinftimmen und daher zur Dedung
gebracht werben fonmen (2 192, 4). Mimmt man nun von dem gangen -
Kbrper ABHL ba3 eine Mal dag erfte Pridma, bag anbdere Mal Has
aiveite Pridma weg, o bleiben nad) einander die Pavallelepipedba AL
und BH nad), twelde bemnach) einanber gleidh fein mitfen, — Die
Deiben oberen Grundfldchen fhnnen aud) mit den Seiten FG und IM
aneinanberftofien ober um Zeil zufommenfallen; der Beiveid bleibt in

A, e, 2) Haben bie Paralielepipeba NP und NQ
die gemeinfame Grundfldde TO und fiegen aufers
pem nur nod) ihre obeven Grundfldchen PR und
SQ in einerfei Ghene, {o erieitere man die Ehenen
08,TQ,TR,OP, um ein dritted Pavallelepipedon
NY zu bilben, deffen Grundflichen TO und XY
find. Da nun XY ufolge ded erften Falles jedem
ber Deiben gegebenen Parallelepipeda gleidh ift, fo
mitffen aud) biefe leteven einanber gleidh) fein.

$ 194. Jebes Parallelepipedon ABCDEFGH Yifit fih in ein
rechiwinfliges Parallelepipedon vou gleidher Grundffiidie und Hohe
verwandel,

Legt man durd) die Kanten AB,BC,CD,AD

H G M L fenfrehte Ghenen auf die Grundfiiche ABCD und

By % ! & evweitert bie Ghene FG, bis fie jene bier Ghenen

: o fchneidet; fo hat dad daburd) gebilbete Parallele-

L pipedon ABML mit dem gegebenen gleiche Grund-

flicye, gleiche Hihe und gleichen Juhalt (§ 193).

A B Jft nun AC ein Redhted, {o it ABML ein vechti.
Parallelepipedbon, alfo dad berlangte.




Wenn aber AC fein Redted, alfo ABML nur QMPL
ein gerabed Pavallelepipedon ift, fo Tege man, wie ) :
bie jweite Figur zeigt, durd) die Kanten AI und BK  If
fenfrehle Gbenen auf bdie Seitenflihe ABKI und 0

&

erweitere Die gegeniiberfiegenbe Seitenfliche CLMD. ,,/"D/,.«"
Dann entfteht das rehtiv. Parallelepivedon ABPQ, AL LR
weldhes bem Parallelepipebon ABML gleidh) ift (2 193, 1), indem Heide
af3 auf der gemeinjdaftlichen Grundflache ABKI ftehend betradytet werben
fnnen; auferbem Haben beibe Parallelepipedba gleiche Grundfldchen,
- ndmlid) ABON=ABCD (2 86, 8.), fo wic gleihe Hihe. 3 Hat
pemnad) aud) dad gegebene Parallelepipebon ABGH mit dem redhtwint-
figen ABPQ gleiche Grundflddie, gleiche Hihe und gleidhen Jnhalt.

§ 195. Qedes Parallelepipedon ABCDabod wird durd) eime
Diagonalebene in wei gleide dreifeitige Pridmen ABCabc und
ADCadc geteilt.

Legt man auf bdie Kante Aa durd) bie
Gnopuntfte A und a fenfrechte Gbenen, fo ift
bag bon ifnen und von den erweiterten Seiten-
flichen gebildete Parallelepipebon AFGEafge
ein gerabed, tweldhed bon Der evmeiterten
Diagonalebene Hed urfprimglichen in die fon-
gruenten Hilften AFGafg undb AEGaeg
geteilt mwird, Da ferner bdie bierfeitigen Pyra-
midben ABCGF und abegf, ACDEG unbd acdeg
ebenfalld wegen Gleichheit und ftbereinftimmender
Anordnung ifhrer eingelnen Stitde Fongruent find,
fo find jene fongruenten Hilften bed geraben Pavallelepipedonsd eingeln
pen fdhiefen dreifeitigen Pridmen, ABCabe und ADCade gleid), folglidh
find aud) diefe lehteven einanber gleidh.

Bufag, Die Deidben gleidhen dreifeitigen Prisdmen,
in melde ein fdhiefed Parallelepipedon durd eine Dia-
gonalebene geteilt twird, {ind einanber fymmetrifd), Denn
an jebem Paar entfprechender Gefen, 3. B. D und b, find die Kantentwintel
gleidh, ndmlid) < ADC = cba, <r ADd = cbB, <t CDd = abB,
ebenfo die Fldchenwintel (2 191, 1) und die Kanten, wifhrend bdie ent-
fprechenden Stiide beider Pridmen eine entgegengefelte Anordnung haben.
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§ 196. Bwei rvedtwinflige Pavallelepipeda AD und
ad vou fougrnenten Grundffidhen verhalten fid) wie ihre Hihen.

D Sind bdie Hihen AC und ac fom-

wun ! 4 menfurabel, und ift ein gemeinjdaftliches

ot % /F Maf derfelben m Mal in AC und n Mal in
e | ac enthalten, fo verhdlt fih AC: ac=m: n.

B $ 7“ Denft man fich nun in beiden Pavallelepi-

A—'/ o peben burd) bdie Teilungdpuntte, weldesd

burd) dag Wuftragen ved gemeinfchaftlichen
Mafes auf ihren Hbhen entftehen, parallele Ehenen zu den Grundfldchen
gelegt, fo gerfillt AD in m, und ad in n einanbder gleidhe rechtivintlige
Parallelepipeda (2 193), fo daf fih verhilt AD:ad=m:n, Aus
betben Proportionen folgt AD : ad = AC : ac.

Auc) bann, mwenn bie Hihen infommenfurabel find, muf
biefe lekte Proportion ftattfinden. Denn ndhme man an, fie fei nidht
ridhtig, fondern e3 bverhielte fich

AD :ad = AC : ag,
o ag < ac ift, o teile man AC in eine fo grofe Unzahl gleicher
eile, dafy wenn man diefelben bon a audgehend auf ac auftrigt, ein
Teilungdpuntt e 3wifden g und c fallen muf. Legt man nun durd
e eine zu ab pavallele Gbene ef, {o iviirbe man fiix bie Heiben Parallel:
epipeda AD und af, el ifre Hihen fommenjurabel find, die Proportion
Haben

AD ;:af=AC:ae

Aud Heiben Proportionen ivitrde folgen

ad : af =ag : ae,
wag aber nidht ftattfinden fann, indbem ad > af, bagegen ag << ae ift.
Gbenfo (aft fich zeigen, daf Dad vierte Gfied der Proportion AD : ad
= AC : ac nidht grifier al8 ac fein finne, und e3 fann daher nur diefe
Yegte Proportion ftattfinden,

§ 197. Grfldarungen. Ginen Kbrper audmefjen Heift
unterfuchen, wie oft ein andever, befannter und ald Mafeinheit angenom-
mener Kbrper in ihm enthalten ift. LWie man fid) jur Ausdmeffung ebener
Figuren bed itber ber Lingeneinheit befdhriebenen” Ouabratd bedient, fo
nimmt man zur Yusdmefjung der Kibrper ober jur Veftimmung ihred Vo-
Tumend ober firperlichen Jnhaltes ald Mafeinheit den Witrfel nder KRubus
an, deffen Kante gleich ber Langeneinfeit iff. Dad Volumen eined Kirperd
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heifit daher auc) fein KRubifinfhalt. — Cinen Wiirfel, deffen Kante
3. B, einen Fuf, einen Joll u. f. w. lang ift, nennt man einen Kubitfuf,
einen Kubifsoll u. . w. — Die Zahl, welde angiebt, wie oft ein Kirper
den ald Maf angenommenen Kubud enthalt, wird die MaBzahl des
RKirperd genannt,

Wenn aud) nidht jeder Kdrper durd) mwiederholted Seken eined
Kubud ergeugt und baher nidht unmittelbar dadburd) gemeffen tverben
fann, {o ift er boc) immer einer mittelbaren Audmeffung durd
bad Kubifmaf fihig, indem man nur, wie in Folgenbem geseigt werben
wird, geviffe Linien, von welden die Grife ded Kbrperd abhingig ift,
‘burd) bag Lingenmaf zu meffen braudht, um auf die Anzahl der im
Kbrper enthaltenen und al3 Mafeinheit angenommenen Kuben einen
Sdlufy machen zu fonnen,

§ 198. Der Juhalt eined redh twinfligen Parallelepi-
pedonsd ift gleid) dem Produfte feiner drei in einer Ede ujammens
ftofienden Kanten, oder gleid) dem Produfte ansd feiner Grundflide
und Hibhe.

Man Hhat diefed fo 3u verftehen, daf, wenn die dbrei
in einer Gfe zufammenfofenden Kanten duvrd irgend ein
und dbaffelbe RLaingenmafp gemeffen etwa die Jahlen m,n, p
geben, bad Parallefepipedbon durd) den Kubus dbiefesd MaRes
gemeffen dDie 3ah! mnp giebt.

G3 ftelle AG ein rveditiv. Parallel 2 ,
epipebont bor, und ein beftimmted Ringens ———
mag, 3 B. ein Fuf, oder ein Zoll u. f. w, \
fei m Mal in der Kante AB, n Mal in R, ek
AD, p Mal in AE enthalten, toobei m,n, p \H
gange ober gebrochene, rationale ober irvatin= E i
nale Bahlen fein funen, BVon der €dfe A B L ¢
aus nehme man auf dem brei Kanten die \

M

|

|
Ab{dhnitte AM, AN, AO, jeden gleidh jenem '
Lingenmage, fo if AB=m.AM, AD ‘
=n,AN, AE=p. AO. Lt man g i
nun dburd) Den Punft M eine Cbene MP
parallel gur Seitenflide AH, ferner durd) N eine Gbhene NQ parallel
jur Seitenfliche AF, enbdlid) dburd) O eine Ghene OR pavallel zur Grund-
flahe AC, fo ift ber dadburd) gebifdete Rbrper AR bder Rubus bes an=

b
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genommenen Lingenmaged, Der Kubud AR und das redhtiv. Parallele-
pipedon AQ Haben eine gemeinfdhaftlihe Srundflddhe und verhalten fidh
(2 196) wie AO su AE, und weil die Rante AO, p Mal genommen,
bie Kante AE giebt, fo muf man aud) ben Gubus p Mal nehmen, um
003 Parallelepipebon AQ 3u erhalten, €3 ift alfo
AQ = p. AR.

Da ferner die rechtw. Pavallelepipeda AP und AQ bdie gemeinjdaftliche
Grundfliche ME haben und AD = n . AN ijt, o muf AQ ebenfalld
n Mal genommen erben, damit man AP erhdlt, Demnady ift

AP =n.AQ, alfo aud) AP =np. AR.
Da endlidh bie rechtw, Parallelepipeda AG und AP die gemeinjdhaftliche
Grundflide AH Haben und AB = m ., AM ift, fo muf AP, wenn 3
m Mal genommen wird, AG geben. @3 ift dafer

AG =m, AP, alfo aud

AG=mnp. AR obder i—(i=mnp.

R

6% ift mn die Mafzahl der Grundfldche und p die Mafizahl der
Hihe besd Parallelepipedond, bdaher ift bdiefed aud) gleich dem Produfte
(mn) p aus feiner Grundfldche und Hifhe.

Wennt m, n, p gange Jahlen find, etva 3, 4, 5, und man durdh
alle  Teilungdpunfte der bdrei in einer e jujammenftofenden Kanten
Gbenen pavallel zu den brei biefe ke bilbenden Seitenflachen legt, fo
fann man i auf anjdhauliche Weife iberseugen, daf dag Parallele-
pipedon 3.4 .5 = 60 RKuben be3 zu Grunde gelegten Lingenmafesd
in fidy faft.

§199. Bufjdge 1) Der Inhalt eined Witrfeld ift
gleid) Der Dritten Potens ber Bahl, welde die Ringe feiner
Kante angiebt. Daher nennt man bdie dritte Potens einer Bah{ aud
ihren Kubus.

2) Wenn {id) zwei Ldngenmafe etiwa wie m:n ber=
halten, fo verhalten fich bie Kuben jener Mafe wie md:nd
— Gdreiten bie Unterabteilungen® bed Lingenmafed zehnteilig fort, fo
{hreiten die Unterabteilungen ded Kbrpermafed taufendteilig fort, 3. B.

1 Meter = 10 Degimeter = 100 Bentimeter;

1 Kubifmeter = 1000 Kubifbegimeter = 1000000 Kubifsentimeter.
Wird bie Ldngeneinheit zwblftheilig abgeftuft, fo Hhat bie Kbrpereinfeit
128 = 1728 ndchte Unterabteilungen, 3. B.
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1 Fuff = 12 Boll, 1 Boll = 12 Linien;
1 Kubiffuf = 1728 Kubifzoll, 1 Kubifzoll = 1728 Kubiflinien,

§ 200, Der Juhalt eined jeden Pavallelepipedonsd ijt
gleid) dem Produfte aus feiner Grundflide und Hohe.

Da jebed Parallelepipedon gleidh ift einem rvechtivintligen, dad mit
ihm gleiche Grundfldche und gleiche Hihe Hhat (2 194), und da ber JInhalt
ped rvechtivintligen gleidh ift Dem Produfte aus feiner Grundfliche und
Hihe (2 198), fo ift aud) der JInhalt eined jeden Parallelepipedond gleid
bem Produfte aug feiner Grundfldcdhe und Hihe,

§201. Bufdge 1) Bwei Parallelepipedba von
gleidher Grundflade und H8he find einanbder gleid,

- 2) Parallelepipeda verhalten {id) wie die Prodbufte
aud thren Grundflichen und HHHhen.

3) Parallelepipedba verhalten fidh, wenn ihre Grunbd-
fladen gleid) find, wie ihre HHhen, und wenn ihre Hohen
gleid) find, wie ihre Grundfldden.

§ 202, Der Juhalt cinesd jeben Pridmasd ift gleid) dem
Produbte aus feiner Grundfldde und Hohe.

1) Man betradhte suvdrberfl ein dreifeitiges
Pridma ABCDEF, beflen Hihe h ift, erginge dafjelbe
3u einem Parallelepipedon AG von gleidher Hihe, indem
man aud B und C, E und F Linien parallel zu ben
Ranten AC_und AB, DF und DE jieht. Run ift
(2 200) bad Parallelepipebon AG= ABKC , h, und
pa3 Prisma ABCDEF bie Hilfte deflelben (2 195),
folglich it

ABCDEF = AE{_Q sehi=gABC sihs

2) @in mefhrieitiged Pridma ABCDEF
fann in Yauter breifeitige bon berfelben Hvhe h zerlegt
werden,  Die Inhalte diefer Pridmen find ABE . b,
BCE . h und CDE . h, affo ift ihre Summe, 5, 4. der
Inhalt ded mehrfeitigen Pridmad gleich

(ABE + BCE - CDE) h = ABCDE . h,
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§ 203. Bufdge. 1) Bwei Pridmen pon gleidher Grund-
flade und Hohe find einanber gleid,

2) Prigdmen verhalten fid) wie die Produfte ausd ihren
Grundfladen und Hbhen,

3) Prigmen verhalten fid), wenn ihre Grundfladen
gleid) find, wie ihre HBhen, und wenn ihre H8hen gleid
find, wie ihre Grundfladen.

§ 204, 1) Qeder mit der Gruudfldie einer Pyramide
SABCDE yparallele Sdnitt abede ift ein der Grundflide dhulides
Bieled,

2) Die beiden dhulidhen BVielecfe ABCDE und abede verhalten
fidy wie die Ounadrate ihrer Eutfernungen (SP, Sp) von der Spie
per Pyramide,

1) Die Seiten der Durdhfdhnittdfigur find
ben Seiten der Grundfldche pavallel (2 173); daher
find die Winfel in beiden Bielecfen gegenfeitig
gleich (2 177, 1), und auBerdem verhdlt fich

AB:ab=(AS:aS=) AE:ae=ED:ed...
aljo ift ABCDE co abede.

2) RLegt man burd) SA und SP eine Chene,
fo find bie Durdfdhnitte AP und ap parallel,
alfo ift /\ ASP co aSp, und weil aud) /\ ASB
oo aSb, fo hat man

BP:: Sp‘ = SA : Sa = AB: ab, alfp aud
SP? : Sp? = AB?: ab% Da aber (3 111) aud)
ABCDE abcde = AB?: ab?, {o ift
AACDE : abcde = SP? : Sp.

Bufdse. 1) Wird eine Pyramide dburd) eine ber Grund:
flade parallele Gbene gefdnitten, fo ift die Dadburd ent-
ftehende fleinere Pyramide der ganzen %nramlbe apnlich
(§ 192, 5),

2) Die Grundfliden dhnlider éBt)ramtben berhalten
fid) wie bie Quabdrate der HHhen der Pyramibden,
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§ 205. Wenn man wei Pyramiden SABCD und PFGH von
gleider Grundflddie nud Hohe in gleiden Eutfernungen (Se, Pk)
vou ifren Cpigen den Gruudflden pavallel durd)idueidet, {o
find die Durd)jdmittdfiguren abced und fgh in beiven Pyramiden
cinander gleid).

Man fann fid) die Heiden gleich
hohen Pyramiven, bei welden es nur
auf die Gleidhheit, nicht auf bie Geftalt
per Grundfldchen anfommt, auf eine
Gbene geftellt und durc) eine mit
dieferparallele Gbene gefchnitten benfen. p
Sind SE unb PK bie Hihen ber \/
Pyramiden, {o hat man (§ 204) X‘-—”

ABCD : abed = SE? ; Se?

BEGH:¢ fgh=IPE®*::Pk3,
Da nun nad) der Boraugfeung ABCD = FGH, SE=PK, Se—Pk,
alfo aud) SE? = PK®* und Se? = Pk? ift, fo muf aud) abed = fgh fein.

§ 206. Bwei dreifeitige Pyramiden vou gleider Grundfidde
und Hihe find cinander gleid).

Denft man fidh die gleidhen DHihen der Leiben Pyramiden in eine
fehr groBe, iibrigend gegenfeitig gleiche Angahl gleicher Teile geteilt
und burd) alle Teilungdpunfte Gbenen pavallel mit den Grundfldden
gelegt, fo find je awei von den Spiken gleid) weit entfernten Durch-
fhnitte in Deiden Pyramiden einanber gleidh) (§ 205). Man fann nun
bie zmwifden zwei aufeinander folgenden Durdhfdnitten liegenden Kibrper,
welde eigentlich abgeftumpfte Pyramiden find, al3 dreifeitige Prismen
betvachten, da fich ihre unenbdlid) nahe itber eimanbder Yiegenden Grund-
flichen ofne merflichen Fehler ald fongruent annehmen laffen. Die
Pyramiden beftehen bdemnach) aus unendlid) viefen, HJuperft niedrigen
Pridmen, und weil je zwei Derfelben in beiden Pyramiden gegenfeitig
gleih find (§ 203, 1), {o miffen aud) bdie Pyramiden felbft, al3
Summe von gleid) vielen und gegenfeitig gleich) grofen Pridmen eins
anber gleid) fein.
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Ein anberer Beweis, Man
benfe fih bie beiben gleidh BHohen
Pyramiden PABC und pabe mit
thren gleidhen Grundflichen auf eine
Gbene neben einander geftellt, und
nehme an, baf PABC> pabe, und
¢ gwar baff der Unterfdjied
PABC — pabc=Q

fet.  Diefen Unterjchied Fann man fidh
immer al8 ein Pridma bon einer gewiffen Hhe x borftellen, defjen
Grundfldde gleih ABC ijt. Man teile nun bdie gemeinfdaftliche Hihe H
beiber Pyramiden in eine fo grofie Unzahl gleidher Teile, daf jeder
fleiner al® x wird und fege durd) alle Teifungdpunfte Gbenen parallel
mit den Grundfldhen ABC undb abe, fo find je jwei entfprechende
Durdpfdnitte in beiden Pyramiden einanber gleich (§ 205). Konftruiert
man jet in ber erflen Pyramide fiber jedem Durchidhnitte und fiber der
Grundfldde die duferen Pridmen I, II, ITI, IV , . ., deren Seitenfanten
parallel mit AP find, bagegen in ber jiweiten Pyramide unter jedem
Durdjdynitte die inneren Pridmen 1, 2, 3 ..., fo daf ihre Seitenfanten
mit ap pavallel find, fo ift wegen gleidjer Grunbdfliche und Hvhe (§ 203, 1)
I=1 II=2 Il =3, o dbaf bas unterfte dufere Pridma IV den
Unterfdhied 3iwifdhen der Summe aller Guferen und der Summe aller
inneren Prigmen bildet. Da nun die erfte Summe grifer ift al3 PABC,
bagegen bie jweite Summe Fleiner al8 pabe, fo muf ber Unterfdhied
gwijden jenen Deiben Prismen-Summe grdfer fein ald der Unterfdied
givifdhen beiden Pyramiden, &, h. e ift Prisma IV > Q. — 68 muf
aber im @egentheil IV<<Q fein, weil diefe beiben Pridmen zmar diefelbe
Grundfldge ABC Haben, aber bie Hife des erftern Heiner ift als bie
OHbhe x bes anbern. Folglidy ift bie Annahme, daf PABC > pabe
fei, nidyt mbglich, und da fih ebenfo zeigen Yft, daf aud) nicht fein
finne PABC << pabe, fo mu§ PABC = pabe fein,

b

§ 207. Qede dreifeitige Pyramide ABCE ift der dritte Teil
cined Pridumasd von derfelben Grundflade und Hihe,

Wenn man aud ben Cden A und C bdie Gevaben AD unp CF
ber Rante BE pavallel 3ieht, und durd) E eine Gbene der Grunbdfliche
ABC parallel legt, fo entfteht bag dreifeitige Prisma ABCDEF, mweldhes



biefelbe Grunbdflddye und Hihe wie die Pyramibe EABC D ¥
hat, und iwar ift durd) diefe Konftruction bie bierfeitige
Pyramidbe EACED Hingugefommen.  Diefe leftere
witd bon einer dburd) E, C, D gelegtens Ehene in zmwei
breifeitige Pyramidben EACD undb ECDF geteilt,
bie egen gleidjer Grundfliche (2 87) und gleidher
$Hibe, inbem ihre Spigen in E zujammenfallen, ein-
ander gleid) find (2 206). Ferner find die beiben Pyramiden ECDE
und FABC einander gleidh, meil fie die gleidhen Grundflichen DEF
und ABC, und gleidhe $Hbhen (2 176, 3.) Haben. €3 find demnad
bie drei Pyramiben EACD, ECDF, EABC einanber gleid)y, unbd
weil fie zufammen a3 Pridma bilden, {o it EABC bder dritte Teil
befjelben,

§ 208. Der Inhalt ciner jeden Pyrvamibve ift gleid) dem dritten
Teil ded Produftsd aus ihrer Grundffadye und Hiohe.

ir die dDreifeitige Pyramide folgt der Sah
unmittelbar aud 2 202 und g 207, A
Gine mefhrieitige Pyramibe ABCDEF fann '
in f{auter breifeitige Pyramiben von derfelben Hihe h !
serfegt mwerben, wenn man Gbenen dur) C, A, F und
D, A, F legt, Die Inhalte diefer Pyramiden find vnv
1h . BCF, th . CDF, {h . DEF, alfo ift ihre Sumnte,
D. B, der Jnhalt ber mehrieitigen Pyramibe gleid
th (BCF - CDF - DEF) = }h . BCDEF.

§ 209, Bufdge 1) Bwei Pyramiden bon gleiden
Grundfladen und HHhen find einander gleid.

2) Jebe Pyramidbe ift der dritte Teil eined Prigmas
bon derfelben Grundfldde und Hbhe.

3) Pyramiden verhalten {id) wie die Produfte aus
ihren Grundfldden und Hbhen,

4) Pyramidben von gleidhen Grundfladden verhalten
fid) wie ihre Hbhen, und von gleiden Hohen wie ihre
Grunbdbflacden,
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§ 210. Den Jubalt einer abgejtumpften Pyramide ABCD and
ihrer Hohe h und ihren Grundffdchen G uud g zu finden.

Denft man fidh) die Seitenfldcdjen bder abgeftumpften Phramide bis

3u ihrem Bufammentreffen in der Spige S ermweitert, wodurd) diefelbe u
einer gangen Pyramibe SAB vervollftindigt mwird, und bezeichnet man
bie Hbhe der Hingugefommenen obern Pyramide (Crginzungdpyramide)
mit x, fo ift (2 208) :

bie gange Pyramidbe SAB = G (h 4 x)

bie obere Pyramide SCD = igx

affo der Stumpf ABCD = }G (h -+ x) — igx

obet ABCD = 1[Gh + (G —g ) x].

Um x durd) bie gegebenen Grbfen ausdzudriden, hat

pman (2 204, 2)

G:g=(h-+x2?:x?odber )V G:})/'g=h-+}x:x

b

alfo x = /e il gl/ wnbd baber
ABCD = } [Gh+(G—g) Vhl/g ] ober

Run it G —g= (/G4 Vg (VG — Vg) afo
76—y = V6 + Ve fugig

ABCD =3h [G+ (I G+g) Vg oder
ABCD = }h (G 4}/ Gg + g).

Man finbet alfo den Jnhalt einer abgeftumpften
Pyramide, wenn man die Summe beidber Grundfldden und
bed geometrifdhen Mittel3 ausd benfelben mit dem dritten
Teil der HHhe multiplicirt.

Bufak, Cin Phramidenftumpf Hhat denfelben Inhalt
wie eine gleid) hohe vollftdndige Pyramide, deren Grund-
fladye gleid) ift ber Summe aud bHeiden Grundfldden desd
Stumpfed und dem geometrifdhen Mittel diefer Grund-
fladen.
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§ 211, Werden bdic drei Seitenfanten einesd dreifeitigen
Pridmad vou ciner mit der Grundflade nidht pavallclen Gbhene
gefdhnitten, fo ift der Jubalt bed dadurd) entftehenden pridmatijden
Stumpfed ABCDEF gleidh dem dritten Theil ved Produftd ansd feiner
Grundflide nud der Summe der drei and den Eden desd {dhicfen
Sdnitted anf die Gruudflade gefallten Perpendifel.

Legt man durd) den Endpuntt E der fleinften Seitenfante EB eine Ghene
MEP pavallel gur Grundildce, fo wird von dem pridmatijen Stumpf
eine bierfeitige Pyramidbe (E)MDEP abgefchnitten,
weldje durd) bie Diagonalebene EDP in zivei brei-
feitige Pyramiden (D)MEP und (F)DEP jerfillt.
e (F)DEP Yift fih) eine anbdere brelietttge
Pyramide fegen, die ebenfalld MEP zur Grundflddhe
hat. Denn fegt man die Diagonalebene EFM, fo
ift wegen gleiher Grundlinie FP und Hihe
/\ FDP = FMP, alfo Ryramide
(E)FDP = (E)FMP, ober
(F)DEP = (F)MEP.
Der gange prigmatifdhe Stumpf ift demnad) gleich ben drei Kbrpern:
Prisma ABCMEP, Byramide (D)MEP und Pyramidbe (F)MEP.
Begeichnet man nun die fenfrechten Abftinde der Cden E, D, F
bon ber Grundfliche ABC durd) h, h 4 m, h -} p, alfo dburd) m und
p bie fenfrechten bftinde ber Gfen D und F von der Ghene MEP, fo ift

Prisma ABCMEP — ABC X h — ABC X T hHDh
Pyramide (DMEP = MEP X -3 = ABC X ?
Pyramive (F)MMEP = MEP X £--— ABC X -2

sufammen ABCDEF = ABC X h % m?f * (h +7)

§ 212. Bufak. Der vorftehende Ausdrud giebt
ABCDEF = /3 ABC . h} 's ABC (h 4 m) -} /s ABC (h -} p).
Der pridmatifde Stumpf ift alfo gleidh) der Summe dreier
Pyramiden, welde biefelbe Grundflddhe ABC fHhaben wie
pag Pridma, und deven Spifen in den Eden D, B, F Hed
fdhiefen Sdhnitted Yiegen.

Wenn bie Kanten AD, BE, CF auf ABC fenfrecht ftehen, fo ift
ABCDEF = sABC (AD - BE -}- CK).

3
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§ 213. CSymmetrifdje Polyeder haben gleiden Juhalt.

Bunachit find ymuetrijje Byvamiden einander gleid), da bad |

Bolumen einer Pyramide nur von ihrer Hihe und dem Fladjeninfhalte,
nidht von der Geftalt ihrer BVafis abhingt, und in wei fymmetrifdyen
Polyedern alle entfprechenden Stitcke gegenfeitig gleich find. — Da ferner
sivei Deliebige fymmetrifche Polyeder, ie fich leidht zeigen ldpt,
in eine gtetche Anzahl paarweife fymmetvifher Pyramiden zerlegt twerben
finnen, fo mitffen fie ebenfalld gleichen Juhalt Haben,

§ 214, Bwei bdreifeitige Pyvamiden SABC und sabc find
ahulid), wenu in thuen Zwei fibereinftimmig liegende Gremzfladjen
gegenfeitig @hulid) find nud wit cinander gleide Flademwintel
bilden.

&3 fei /\ ASB co asb, /\ ASC co asc,
Fladenintel BASC = basc. Madt man
88’ = sa, Shi==sb, Se‘=2@e rimb. legt
purd) a‘, b’, ¢’ eine Gbene, fo ift bie Pyr.
Sa‘b’c’ 2 sabe (191, 3)., Da nun aud
/\ ASB oo a‘Sb’ und /\ ASC oo a‘Sc’,
mithin AB || a’b’ und AC || a‘e’ ift (2 98),
fo find bie Gbenen ABC unbd a‘b’c’ pavallel (§ 177, 2), und babher bie
Pyramidben SABC und Sa’b’c’ einander dfhnlid) (§ 204, 1), folglich ift
aud) SABC o< sabe.

§ 215. Bwei dhulide Polyeder ABCDEFG nund abedefg Yajjen
fig in cine gleide Anzafl dhulidher nud jibereinftimmig liegender
dreifeitiger Pyramiden Ferlegen.

Die eine Seitenfldche ABCDE bes erjten Ro-

Ipederd fei ein Finfed, an weldesd fich wie an eine
‘Grundflache zwei Bierede BCGF, DEFG, und drei
D Dreiete ABF,AEF,CDG anjd)lieffen. Wah{t man eine
beliebige Gofe G und Yegt bon ifhr aud die Diagonal:
ebenen GCE, GAF, GAC, GAB, fo erfillt bad Poly=
eber in bie bretfeitigen Pyramidben GCDE, GACE,
GABC, GAEF, GABF. Das andere Rolyeder, in

\
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weldjem die entfpredhenden Vudftaben Homologe Ecfen
begeichnen und bie eingelnen Stiicfe diefelbe Anordbnung
haben, fei von g aug auf die ndmliche Avt zerlegt, fo
find gunddft beide Polyeber in eine gleiche Anzahy fiber-
einftimmig liegender dreifeitiger Phramiden gerlegt. —
Da nun in beiden Polyebern (§ 192, 5) aufer den
paariveife gleidjen Flachenmwinfeln nicht blog jammiliche
Seitenflichen, fondern aud) bie Drefecfe, in welde die
bielectigen Seitenfldchen zerfallen, entfprechend dhnlid) find (2 110, 2), fo
ift (§ 214) Pyramibe GCDE co gede, GABC oo gabe, GAEF co gaef,
GABF co gabf, indbem jebed PBaar zivei dhnliche und fibereinftimmig lie-
gende Begrengung@flddhen Hat, welde gleidhe Flachenmwintel bHilben. Die
Bejtimmung@ftitcfe fiiv diefe Reihe von Pyramiden werben immer Hon 3iwei
homologen Seitenflichen (vder ziwei forredpondivenden Dreiecfen derfelben)
und dem ivifhenliegenven Flachenmwinfel der Polyeber {elbft gebilbet, —
Gndlid) ift Pyvamidbe GAEC oo gaec (2 214), weil die Seitenflidhen
ACE und ace, ferner die, gugleic) ben dhnlichen Lyramiden GCDE und
gede angehbrenben Seitenflidhen GCE und gee dhnlich find und bie
sivifchentiegenden Flachenivintel an der Kante CE und ce ald Supiple-
mente gleicher Flachenivintel der Pyramiden GCDE und gede einander
gleid) find,

§ 216. Jn gwei dhuliden Polyebern verhalten fih 1) bdie
Oberfladjen wic die Quabdrate, nud 2) die BVolumina wie die Kn-
ben weicr Homologen Kauten.

1) Da in awei dhnlien Polyebern die Seitenfldchen paarweife
dhnlid) und baher fdmmiliche Kanten einander proportional find, fo vers
alten fich je givei homologe Seitenfldchen wie die Quabrate irgend iweier
Homologen Santen (g 111), alfo aud) die beiderfeitigen Summen aller
Seitenflidhen wie jene Quabdrate.

2) ©Sind bie Polyeber ztwei breifeitige Pyramiden P und p,
und Degeichnet man ihre Grundfldchen durd) G unbd g, ihre HiHen durch
H und b, ziwei beliebige homologe Kanten derfelben durd) K und k, {o
ift (2 204, 3uf. 2)

Giig = B%: b nlfo aud) GH 2 gh == H31 h
Da aber GH: gh =P :p (2 209, Bufa 3) und H?: h?® = K3 : k3,
fo ift P:p=K3:k>3
3*
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Srgend ztvei andere dhnlidhe Polyeber laffen fid) in eine gleiche
Anzahl dhnlicher und Hbereinftimmig liegender breifeitiger Pyramiben ger-
legen (2 215), und ba fid) je zivei Pyramiden verhalten ivie die Kuben
ihrer homologen Ranten und in dhnlichen Polpedbern {dmmilidhe Kanten -
einanber proportional find, fo miifien fih aud) die beiberfeitigen Summen
alfer Pyramiden, d. h. bdie Heiben Polyeber zu einander verhalten, wie
die Kuben jweier beliebigen Hhomologen Kanten. .

§ 227. Bufab, Homologe Ranten dhnlider Polyeder |
berhalten {id) wie die Quadbrativurzeln ausd den Mafzahlen
per Oberfladhen, ober wie bie KRubifwurzeln aud den Maf-
sahlen der BVolumina der Polyeder.

Soll 3. B. ein Polyedber Fonftruivt werden, dad einem gegebenen
dhnlich) ift und eine doppelt fo grofe Oberfliche hat, fo mitfjen fidh) gwei
homologe Kanten Hed gegebenen und ded gefuchten Polyederd verhalten
ie 1:)/2; foll aber dag gefuchte Polyeder nodh) ein Mal fo grof fein—
alg 3baé gegebene, fo ift bad Verhdlinif ihrer homologen Kanten mwie
¥,

§ 218, Negelmiafige Polyeder, d. 5. folde, deren
fammtlidge Ceitenfladjen Fongruente rvegelmifige Bielede und
peren Kovperwinfel alle eimander Fongrnent find, faun e8 nidht
mehr al8 fiinf geben.

Bur Bilbung einer NRaumede find minbdeftens ‘brei Kanteniingel
erforderlich und die Summe aller Kanteninfel muf weniger ald 360°
audmadjen (2 188),

Sind nun die Seitenflidjen einer e gleichfeitige Dreiede, fo
Detrdigt jeber Kanienvinfel 60°. Drei, bier oder fitnf Wintel von 60°
geben zufammen jededmal weniger af8 360°; dagegen ift 6. 60° = 360°,
7.,60°>360%u,f. 0. Ausgleidhfeitigen Dreiecten dnnen da-
Her nur drei vegelmdafige Polyeber jufammengefeht werden,

Sind bdie Seitenflichen Quadrate, fo ift jeder Kantw, = 90°
Drei derfelben geben eine Summe << 360° bagegen ift bei bier oder
nod) mehr rechten Winfeln feine Ecfe mehr miglich). €3 giebt dbaher nuv
ein von Quabvaten umfdloffened vegelmdafiges Polyeder,
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Sind die Seitenflidhen regelmifige Flinfede, fo ift jeder Kanten-

winfel = 108°% Drei foldher Winfel madjen ufammen eniger, bier

" dagegen fdhon mehr a8 360° aus. 8 ift daher nur ein regels

mapgiged Polyeder mit fliinfedigen Seitenfladhen mbglid.

Aus regelmdfigen Sedhsecten, Siebeneden u. . v, fnnen feine

Gofent, mithin aud) feine Polyeder gebildet werden, da fdhon drei Wintel
eined regelm. Sedh3edd 3 , 120° = 360° betragen.

§ 219. Bufah. Die fitnf regelmifigen Polyever find folgende:

Dag Tetvraeder oder bie regelmdfige dHreifeitige Pyramide von 4
congruenten regelmdRigen Dreiecfenn Degrdnst, deven 3 an jeder der 4 Ecfen,

Dag Oftaeder bon 8 fongr. und vegelm, Dreiecfent begrenst, Dderen
4 an jeber der 6 Ecfen,

Dad Jtofaeder bon 20 fongr, und regelm. Dreiecfert Hegrinst,
beren 5 an jeber ber 12 Gcfen,

Dag Heraeder ober der Witrfel vou 6 gleihen Quadraten be-
grlingt, beren 3 an jeber ber 8 Gcfen,

Das Dodefaeder bon 12 congr, und regelnt, Finfeden Hegrenst,
peren 3 an jeder ber 20 Efen.

IV. Vom Cyliuder.

§ 220. Grifdrungen. 1) Wenn fidh) eine gevade Linie (ings
per Peripherieen zweier gleidher und pavallefer Kreife fo bewegt, daf fie
pabei immer der Verbindbungdlinie ber Mittelpuntte Leider Kreife parallel,
ift, fo witd die von ihr erzeugte frumme Fliche eine Cylinderflade
und der von diefer Yeltern und den beiden Kreifen eingefdlofiene Kirper
ein Cylinder genannt.

Die beiden parallelen RKreife Heifen die Grundfldden, die Bers
bindbungslinte ihrer Mittelpuntte die Achfe und bdie fenfrechte Entfernung
beiber Grundfldchen von einanbder die Hihe ded Cyfinderd.

Die einen Gylinder sum Theil begrengende Cylinderflddhe Heift der
Mantel ober die frumme Oberflide ded Cylinders, deffen ge-
fammte Oberfldche alfo von bdem Mantel und den beiden Grund-
flichen gebilbet wird.
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2) Jebe mit der Wdhfe pavallele, jivei Punfte in den Peripherieen
betber Grundfldchen verbindende Gerade twird eine Seitenlinie oder
aud) die Seite ded Cylinderd genannt, Jebe Seitenlinie mufy ganz in
pie Gylinberfldche fallen, denn man fann fie af8 die in irgend einer ihrer
Qagen befindliche Gevade betradhten, twelde durc) ihre Beivegung bdie
Cylinderflddye befdjreibt.

Alle Seitenlinien eined Cylinders find der Ydhfe, alfo
aud) einander gleich) und pavallel (3 176, 3 171).

Hievaus folgt, dafi jeber burd) bie Are eined Eylinbers
gelegte Schnitt (Uchfenfhnitt genannt) und ebenfo jeder dHer
Adhfe parallele Shnitt ein Parvallelogramm ift.

3) Gin geraber ober fenfredyter Cylinder ift ein foldjer, Deffen
Achfe auf den Deiden Grundfldchen fenfrecht fteht. Jeber anbere EYhlinder
witd ein dhiefer genannt. — Jm geraden Gyfinder ftehen alle Seiten-
finien ebenfalld fenfredht auf den Grundfldchen (2 169) und find
ebenfo ioie die Achfe, der Hike ded Cylinberd gleich. Im fdhiefen Cylin=
ber ift bie Hihe fleiner ald bie Uchfe ober eine Seitenlinte,

Den  geraden Gylinder fann man fidh aud) durch Umbdrehung
eined Rechitdedd um eine feiner Seiten ald um eine fefte Yre entftanden
benfen (2 162, Buf.).

4) Bivet Gylinder find Ghnlidh, wenn ifhre QIcI)fen gleiche Mei=
gungdminfel gegen bdie Grundflichen Hilden und zu den Radien (ober
Durchmefiern) berfelben in gleihem Berhdltnifie ftehen,

§ 221. Ju cinem Cylinder ift jeber der Grundfliidie pa-
rallele Sduitt cmd ein der Grundffiidie gleidjer Kreid, Ddefjen
Mittelpuntt in der Are AB desd Cylinders liegt.

Legt man durch die Udhfe in beliebiger Ridh-
tung zivei Ghenen, welche bie Grundfldche und den
Fipr parallelen Schnitt in AM und am, AN und an
{dhneiden, fo entftehen die Parallelogramme AMam
und ANan, da (2 220, 2) Mm | Aa | Nn und
(2173) AM || am, AN || anift. Mithinift AM=am
u. AN==an, Wworaus megen AM=AN folgt am==an,
Da bdiefer Shlufy gilt, wo auc) die Puntte m und n
im Umfange der Durchfehnittsfigur fiegen, fo ift biefe
ein Kreid, deflen Mittelpuntt in der Achfe Yiegt und
beffen Mabiug dem ber Grundildche gleich ift,
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§ 222, Der Juhalt cined jeden Cylinders ijt gleih dem
Brodubte ansd feiner Gruudflade und Hihe.

Da fidh ein RKreid ald ein regelm, BVielet von uttendlich vielen
und unendlicdh) Fleinen Seiten anfehen (Gt (2 149), fo fann man aud
ben Gylinder felbft al3 ein Pridma betracdhten, Ddeflen Grundflidhe jenes
Bieled und deffen Hihe die ded Cylinders ift. Davaus folgt, dbaf der
Jnhalt ded Gylinbers eben fo vie der eined Pridmas bevehnet werben
fann, alfo bem Probufte ausd feiner Grundfldche und Hihe gleich ift.

223. Buflfge 1) Begeidhnet h bdie Hihe eined Cylinbers
und rden Radiugd feiner Gvundfldche, fo ift lestere gleich v?z, folglich
per Eylinder = r?zh,

2) Gylinder von gleichen Grundfldchen und Hdhen
find einanbder gleid,

3) Gylinder verhalten fid) wie die Produfte augihren
Grundfldden und HHihen,

4) Gylinder verhalten fidh, wenn ihve Grundfldden
gleid) find, wie ihre HHhen, und wenn ihre Hohen gleid
find, wie ihre Grundfldden und bdaher aud) wie bdie
Quabdrate der Halbs ober Durdmeffer der Grundfladen
(3 152, 8).

§ 224. Die frumme Oberflade cined geraden Cylinbers
ift gleid) dem Produfte ansd der Peripherie feiner Gruudfldde nud
Hihe (Seite oder Adyfe).

Da jede ber Adpfe eined Cylinderd

parallele Gerabe, weldhe zwet Punfte in A0 AT A L
pent Peripherieen beider Grundfveife vev= o i} L5 :
bindet, gang in bdie Cylinderfldche &t

2

fo fann man fich diefe Ying® einer Seite a 2 B“gﬁm ......... i

AB bde3 Gylinderd duvchfchnitten und in

eine Gbene audgebreitet demfen. Man erhdlt bann ein Redyted, defjen
@rundlinie der Peripherie der Grundfldche und deffen Hihe der Hihe oder
Seite ded Gylinders gleich ift, und weil der Flacheninhalt eined Rectsects
gleich ift bem Produfte aus feiner Grundlinie und Hiohe, fo ift aud) die
frumme Oberflige bed geraden Gylinderd gleid) bem Produfte aud dev
Peripherie feiner Grundftiche in feine Hihe oder in feine Seite,
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§ 225, 3Bujdae. 1) Begeidhuet h bdie Hihe, s die Seite und
r ben Radiud der Grundfldche eined geradben Gylinders, fo ift bdie Peris
phevie der Grundilide = 2rm, folglich der Mantel
M= O fwh = T8,

2) Da die Grundfliche = r’» ift, fo ift die gefammte Ober-
flade O ded geraben Cylinberd — 2rnh + %z -+ v, aIi
O = 2rz(r -+ h) = 2rz(r-}s).

V. Vom Kegel

§ 226. Crfldrungen, 1) Wenn fich eine gerade Rinie (ings
per Peripherie eined RKreifed fo Detwegt, dafy fie dabei immer durd) einen
feften, auferhalh der Ehene bes Kreifes liegenden Punkt geht, fo Heifit die
bon ber geraben Linie erzeugte frumme Fliche eine KRegelfldche und ber_
bon biefer Flade unb ber Kreidebene eingefd)loffene Korper ein Kegel. —

Jener fefte Punft wird die Spite oder dber Scheitel bed RKegels,
bie Rreigebene feine Grundflddhe odber BVafis, die BVerbindungslinie
ber Spie mit dem Mittelpunfte ber Grundfiiche die A dhfe, und die von
ber Spifge auf bie Grundfldde gefillte Senfrechte die Hihe des Kegels
genannt.

Die einen RKegel zum Theil Degrengenve RKegelfliche BHeifit die
frumme Oberfldde ober ber Mantel ded Kegels, deflen gefammte
Dberflidealjo von bem Mantel und der Grundfldche gebildet wird, —
Jebe bon ber Spife eined RKegeld i3 yur Peripherie der Grunbdfldche
gesogene Gerade feift eine Seitenlinie oder eine Seite ded Kegels;
diefelbe fallt ber Entftehung der Kegelildche sufolge gany in den Mantel.

2) Gin gerabder ober fenfredyter Regel ift ein folcher, Defjen
Udfe auf der Grundfldche fenfrecht fteht, Jedber anbdeve Kegel ift ein
fdpiefer. — Der gerade Kegel entfteht audh durd) Umbdrehung eines
vedjtwinfligen Dreiectd um eine Kathete, wobei dann bie andere Kathete
bie Grundfliche und die Hypotenufe den Mantel Defdhreibt, — Im gevaden
Kegel fillt bie Hihe mit der Achfe jujammen nnd alle Seitenlinien find
einander gleid) (2 165, 2), Daher Dheifit der gerade Kegel aud) ein
gleidyfeitiger,
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3) Jeder durd) bie Spike gelegte Scnitt eined Kegeld (Sdheitel:
fhnitt) ift ein Dreied, in fvelchem jivei Seiten Kegelfeiten find, bdie dritte
eine Sehne ded Grundfreifes ift. Jft der Sdhnitt dburch die Achfe gelegt
Adhfenfdnitt), fo wird dad Dreiet bon zwet Kegelfeiten und einem
Durdhmeffer der Grundflddhe gebilbet, — Jm gevaben Kegel find alle
Sdyeitelfchnitte gleichichentlige Dreiecfe und alle Adhfenjdhnitte fongruente
gleichichentlige Dreiecte, die auf der Grundfldche fenfrecht ftehen (2 182).

4) Bei Kegel find dhnlid), wenn ihre Adfen gleiche MNeigungs-
infel gegen die Grundfldchen bilden und fich wie die Radien derfelben
verhalten.

§ 227. Wenn ein Deliebiger Kegel bon einer der Grundflddy