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Funktsioonide vahe graafiline integreerimine.
1. Lihtekohti ja tolgitsusi.

Graafiliseks integreerimiseks nimetatakse teatavasti neid geomeet-
rilisi toiminguid, mis vdimaldavad zy-tasapinnal antud koverjoonest
y = f(z) saada koverjoont

y=[fityat.
Niisuguste votete lihtekohaks on integreerimisiilesande geomeetriline

y= g(x)

=

Joonis 1.

tolgitsus — funktsiooni f(x) graafiku abil asendatakse integreerimine
pindala leidmisega; eesmirgiks on saada sirgldik, mille pikkus vor-
duks teatava pinnatiiki pindalaga.

Et graafilised integreerimisvotted kasutavad ainult seesuguseid
pinnatiikke, millede #drjoone osana esineb abstsisstelje 1dik, siis ei
sobi need vdtted juhusliku ddrjoonega pinnatiikile. Seepirast kujuneb
mingi juhusliku &érjoonega piirkonna pindala leidmine hoopis kaud-
seks: pindala esitatakse kahe funktsiooni integraalide vahena, kus-
juures piirkonna iilemine ##r loetakse {ihe funktsiooni graafikuks ja
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alumine #dir teise funktsiooni omaks. Nii osutub joonisel 1 antud
pinnatiikk funktsioonide f(z) ja g(x) graafikute vaheliseks piirkonnaks
ning selle pindala on avaldatav vahena

[ swytz— [ fayde,

milles kumbki integraal tuleks leida graafilise integreerimise vdtteil,
vahe ise seega kiverate :

y=/ ft)at ja y=[ g(tydt abil.

Kiesoleva kirjutise otstarbeks on tutvustada menetlust, mis annab
pinnatiikkide pindalu sirgldikude pikkuste kujul, kui pinnatiiki &ér-
jooneks on juhuslik kinnine kdver. Matemaatilise analiitisi seisukohalt
on niisugusel votiel see tihendus, et ta voimaldab leida vahet

b b
fg(x)d:;: —f f(x)dx

iiheainsa kdverjoone
z

y= [ (gt) —fw)at abil.
2. Kovera iiirjoonega piirkonna pindala leidmine.

Pindala védrtust esitava sirgldoigu saamisel kasutatakse — nii siin
kui ka tavalistes graafilise integreerimise votetes — lihtsat sarnasus-
konstruktsiooni, mille andmeteks on tihikldik ning ristkiiliku alus p ja
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korgus ¢ ning tulemuseks on 1dik pikkusega pg. Joonisel 2 on see
konstruktsioon niiidatud (kahes variandis — iihel p > 1 ja teisel p < 1):
iihikloik moddetakse ristkiiliku tihele alusele, alates tipust, ning joo-
nestatakse hiipotenuus kolmnurgas, mille kaatetiteks. jadvad tihikldik
ja ristkiiliku korgus ¢; nii saadud kolmnurgaga korvuti tekkiva sar-

w

Joonis 3.

nase kolmnurga KLM piistkaatet osutubki 1diguks pikkusega pg. Toe-

poolest, kolmnurkade sarnasusest nihtub, et -qulzlf, seega LM = pq.

Pindala leidmiseks juhusliku éérjoone puhul tiikeldatakse piirkond
esmalt ribadeks mingisuguste paralleelide, niiteks piistsirgete abil
(joonis 3). Iga riba otstes vdetakse #irjoone kaarte asemele riba Jkiil-
gedega risti olevad sirgldigud ndnda, et riba pindala jdiiks muutumata.
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Esimesest ribast tekkinud ristkiiliku puhul rakendatakse tema pind-
ala esitava 10igu LM saamiseks tilalselgitatud konstruktsiooni. Teises
ribas kantakse iihikIdik kiill endisel viisil ristkiiliku tilemisele kiiljele,
kuid saadud tidisnurkse kolmnurga hiipotenuus jietakse joonestamata
. — tema otspunktide S ja 7" poolt médratud sirgega paralleelset 1diku
alustatakse punktist M ja jitkatakse kuni riba vastaskiiljeni. On niha,
et sel Kkiiljel saadud piistlosik RN esitab juba kahe riba pindalade
summat: RN = LM+ UV. Jirgmistes ribades toimitakse samuti kui
teises ribas; to6 1opeb sellega, et viimase riba vilisel kiiljel saadakse
sirgloik ¢, mille pikkus esitab koigi ribade pindalade summat, jireli-
kult vdrdubki otsitud pindalaga.

A 3. Rakendusi matemaatilisse analiiiisi.

Kui votet kasutada xy-tasapinnal kdverjoonte y=f(z) ja y=yg(x)
vahelise piirkonna pindala leidmiseks (ning sirge KL loetakse abstsiss-

Ay

\
=

AR R RN e R Al IR P iy L RS, T \-/

Joonis 4.

teljeks), siis asetsevad saadud punktid K, M, N, ..., W koverjoonel

z

y= [ (o) — fv)ac.
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Jirelikult osutub Kkirjeldatud vdte funktsioonide vahe integreeri-
misel kddlude-murdjoone votteks. _

Olgu tdhendatud, et votet saab holpsasti kohastada ka funktsi-
oonide vahe integraalkeskmise leidmisele: kui integreerimisvahemiku
pikkust kasutatakse {ihikuks (joonis 4), siis saadud l3ik o (ordinaa-
tide esialgse iihikuga mdddetuna) esitabki keskmist funktsioonide
vahet antud integreerimisvahemikus.



‘I'padpuueckoe mHTErpHpoBaHue pasHocTH PyHKIHII.

OObYHEE TPHEMH TI'PAPUIECKOI0 MHTETPHPOBAHUS JAI0T BO3MOK-
HOCTh HAXOMJICHHS IUIOMAAU IUIOCKOII 00JacTH, OrpaEndeHHON 3aM-
KHYTOIl KpWBOii, TOJBKO IOCIE DAa3JIOKeHUI KOHTYypa Ha [Be YacTH
(2epr. 1), paccMaTpuBaeMue, Kak rpapury GyHKIuUi f(z) n g(x). Bnexax
OOHUMKEHNS TPYAOEMKOCTH U IIOBHINEHUS TOYHOCTH pesydbrara, Ipel-
JaraeTcs HOBHII TpaUYecKHil cmocol, MO3BOJA0IUN NHTErpHPOBATH
pasHoCTh ABYX (YHRIUIL.

Henonbsysa KOHCTPYKLIHMIO OTpe3Ka, JJIMHA KOTOPOTO IIpejcTaBiser
IUIOLIAAb JAHHOLO INIpPAMOYIOJbHHKA (YepT. 2), U 3aMEHHB II0JOCH,
COCTABIALINNE JAHHYI 00J1acTh, NPAMOYTOJbBUKAMU COOTBETCTBEHHO
PaBHHX IuIOIIazeil (4epr. 3), IoJy4YaeM HMCKOMYIO ILIOINANb B BHJE
JVIMHH OTPe3Ka o. ‘

Cpennee 3nayeHHe pas3HOCTH JABYX (YHKIUI, OTHOCHTEJAbHO HEKO-
TOPOT0° WHTepBaJja, MOMKHO HailTm TeMm ke cnocofoM, €cJu HHTepPBaJ
HHTErpand B3ATh 3a JUHEHHY0 eJUHHIY (4epT. 4).



Ruutvorrandi geomeetriline lahendamine.

1. Lahendamisviiside vordlus.

Vorrandi  z” 4 px -+ ¢ =0 algebralise lahendamise hdlpsuse tottu
tunduvad sama vdrrandi.graafilised lahendamisviisid praktiliselt tile-
arustena. Nii pakuvad tuntud graafilised vdtted (parabooli ldikamine
sirgega, vorrandi kordajate murdjoone ldikamine ringjoonega, lahen-
dite konstruktsioon tdisnurkse kolmnurga kiilgede ja korguste vahe-
liste seoste pohjal) ainult teoreetilist huvi, sest nende vdtete praktiline
kasutamine nouab liiga palju téod. Niiteks vdte, mille jirgi vorrandi
x® -+ px -+ q =0 lahendid leitakse kui joonte y =2* ja y+px+qg=0
loikepunktide abstsissid, nduab igale vOrrandile omaeite sirgjoone
Y +pr-4g=0 saamiseks igakord kahe punkti leidmist, kui parabool
y = ® on juba joonestatud. Et sedasama parabooli on teatavasti vdi-
malik edukalt kasutada ka kuupvdrrandi ja neljanda-astmelise vorrandi
graafiliseks lahendamiseks, siis vdib tema joonestamist jétta arvesta-
mata ruutvorrandi graafilise lahendamise tookoguse hindamisel ; ikkagi
kulub sirgjoone y - pz -4 ¢ =0 kahe punkti leidmiseks juba liiga palju
tood. Alljargnevalt selgub, et ruutvorrandit saab lahendada tavalises
koordinaadivorgus (millimeeterpaberil) ilma iihtki joont tombamata,
ainult mootesirkli abil. Seesugune lahendamisviis vdiks oma holpsuse
tottu juba ka rakenduslikku huvi pakkuda.

2. Ruutvorrandi lahendamine mootesirkli abil.

Vorrandit 2% 4 pz—+ ¢=0 saab tema lahendite =, ja x, abil kirju-
tada teatavasti jirgmiselt :

(®—) (€ —25) = 0.

Nii on selge, et vdrrand 2®>-4px-+¢g=0 esitab koordinaadivéi‘gus
sirgjooni, mis on paralleelsed ordinaatteljega, eeldusel muidugi, et
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vorrand pole lahenditu. Jirelikult nende sirgjoonte ja abstsisstelje
lsikepunktide koordinaadipaarid rahuldavad vorrandisiisteemi
224 pr =0
{ y=0.
Siisteemi {ikski lahend ei muutu, kui esimesesse vorrandisse Kirjuta-

takse veel lilkmed y® -} cy, sest siisteemi teine vorrand annab nende
liilkmete védrtuseks nulli. Ststeem o

{w2+y2+px“+cy+q =0

y=0

esitab teatavasti ringjoone ja abstsisstelje ldikepunkte; kordajat ¢ saab
pealegi nii valida, et ringjoon libiks iiht kindlat valitud punkti, —
siis jddb ringjoone saamiseks paberile kanda ainult veel ta keskpunkt.
Kui nduda, et ringjoon libiks punkti (0 | 1), siis kordaja ¢ on méira-
tud vorrandiga

14c+¢g=0,
millest ¢=— (¢ 4 1), ning. saadud ringjoone
2’ +y?+pr—(@+1y+g¢=0
keskpunkt on (— g q—'g—l)

Seega voib vorrandi «®+-px -+ ¢=0 lahendid leida jirgmisel viisil:

mddtesirkli teravikkude vahele vdetakse punktide (—g q—_zH)ja 0] 1)

vaheline 16ik ning, hoides iiht teravikku esimeses punktis, mirgitakse
teise teravikuga need abstsisstelje punktid, kuhu 15ik pooramisel
kiitinib ; saadud punktide abstsissid ongi vorrandi lahendid.

Kirjeldatud lahendamisviis ei ndoua iihegi uue joone tdmbamist
olemasolevasse koordinaadivorku, mistdttu teda ei saa Oieti ,graafi--
liseks“ votteks nimetadagi, olemuselt osutub ta ainult ,geomeetrili-
seks“.

Voetud tiikki koordinaadivdrguga paberit saab kasutada ruutvdrran-
dite lahendamiseks ka kordajate mitmesuguse suurusjirgu puhul:

tuleb ainult pikkusiihik nii valida, et punktid (——’2’ ‘ qzi)’ (0 | 1) ning

ringjoone ja abstsisstelje 1dikepunktid paberile mahuksid.

Kui punkt (0 | 1) ei mahu paberile (muude vajalike punktide sobiv
mahutamine nduaks liiga pikka tihikut) vdi kui see punkt asetseb viga
lihedal abstsissteljele (muude punktide mahutamine nouaks liiga
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lithikest iihikut), siis voib tema asemel kasutada punkti (0 | »), milles
n on mingi lihtne valitud arv. Vastav kordaja ¢ vidrtus jareldub siis
vorrandist

n?+tcen—+q=0,
nimelt
c=— (% - n).
Sel viisil painduvamaks muutunud vdtet saab lithidalt viljendada
jirgmise lausega. .

Vorrandi «® 4 pz -+ ¢=0 lahenditeks on ringjoone z*- 4 4 pz —
— (% + n) y-+q=0 ja abstsisstelje 16ikepunktide abstsissid ; need ldike-
punktid leitakse mddtesirkli abil, kasutades asjaolu, et ringjoon libib

punkti (0 | ») ja ringjoone keskpunkt on (——g / %+g)

3. Rakendamisniiteid. : .

1) Kui vorrandi «® — 72 —15=0 lahendamisel vdetakse n =1,
siis on sirkli paigalejiiva teraviku asukohaks (g i’;j-j) ehk
(8,5 | —17); antud tiikk millimeeterpaberit mahutab koik vajalikud punk-
tid, kui tihikuks vOetakse sentimeeter. Juuresoleval joonisel on koor-
dinaatide alguspunkt tdhistatud O;, punkt (0 | 1) on tdhistatud N, ja
sirkli paigalejiiva teraviku asukoht on M,; mdodtesirkliga pooratakse
16ik N, M, imber punkti M, abstsissteljeni, saades ldikepunktid K, ja
L,. Nende abstsissid — 1,72 ja 8,72 ongi vorrandi lahendid.

2). Vorrandi 22 -+ 1,38 2+ 0,33 = 0 lahendamisel sobib tihikuks vdtta
detsimeeter; valides niiteks n=0,5, leitakse paigalejiiiva. teraviku

asukoht (——11238 ’ 0,334 0,25) ehk (— 0,69 | 0,568), mis on téhistatud

siimboliga M,. Punktide K, ja L, abstsissid — 1,072 ja — 0,308 on
vorrandi labendid.

3) Vorrandi 22— 18,62+ 41 =0 lahendamine samal millimeeter-
paberi tiikil vdiks toimuda jille sentimeetrilise tthikuga, kui vdetakse

D81 2 42,5) ehk (6,8 ! 6,6) on tihis-
tatud M; ning (0| 5) on N;; punktide K; ja Ly abstsissidena lei-
takse vorrandi lahendid 4,51 ja 9,09.

sobiv n, niiteks n = 5. Punkt (
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4) Vorrandi «®-}-822— 1935 = 0 lahendamisel voib iithikuks votta
millimeetri, kui valitakse kiillalt suur abiarv n. Joonis on valmista-

tud » =25 puhul. Punktiks M, on seega (——% —l%gé—l— 12,5) ehk

(—16 | —26,2). Punktide K, ja L, abstsissid —62,8 ja 30,8 on
vorrandi lahendid.

Olgu tihendatud, et niidetes toodud tipsusega on vorrandite lahen-
did tegelikult saavutatavad- umbes 3 korda suuremate mddtmetega
jooniselehel.
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I'eomerpuyecknii cmocod pemenua KBaJIpaTHOTO.
YpaBHeHHd.

Bmecro ypaBHeHHA 22+ px -+ g =0 MOKHO pemaTh CUCTEMY
?~+pr+q=0
y=p
I ke DKBHBAJEHTHYIO el cucreMy
2+ y*+prtcy+qg=0
ly=9
OpUYéM KOAQHUIVEHT ¢ SBJISETCA TPOUSBOJBHBIM.

(
Hipu' e = —(r{ -+ n) [OJIy9aeTcs ypaBHeHUe

2+ 32 +pe—(L+n)y+g=0,

npeacTaB/adIomee OKPYHHOCTH € IMIEHTPOM (-—g om

myo depes Touky (0 | n). Touku mepecedenus eé ¢ 0Cbi abCIUCC
MOKHO HAMETHTH HPH MOMOIIM IUPKYJIA. AGCIHCCH STHUX TOYEK sBJA-
0TCSl pPelIeHUSAMHU JAHHOTO ypaBHEHIHS.

i L g) n  TPOXO0d-
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