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Sissejuhatus

Kéesoleva t06 eesmirk on esitada moned mehaaniliste vonkumiste ja majanduse mudelid koos
iilesande kirjelduse, pShimdistete ja valemitega. Kasutades modelleerimisprogrammi Stella, on
koostatud mudelid antud iilesannetele. Saadud tulemused on esitatud peamiselt graafikutena.

T66 sisaldab mudelite skeeme ja lisades on toodud vastavad programmikoodid.

To6 koosneb kahest osast. Molema peatiiki alguses on sissejuhatus vastavasse teemasse.
Esimeses peatiikis késitletakse mehaaniliste vonkumiste iilesandeid ja nende pdhjal koostatud

mudeleid. Esmalt vaadeldakse vedrupendli ning seejarel matemaatilise pendli iilesannet.

Teises peatiikis antakse iilevaade erinevatest majanduse mudelitest. Kdigepealt vaadeldakse
konkurentsivoimelise ettevotte jaoks kasumi maksimeerimise iilesannet, teises alapunktis
vaadeldakse monopolistliku firma kasumi maksimeerimise {lilesannet ning kolmandana turu

tasakaalustamise iilesannet.

Esimeses peatiikis olevad mudelid on koostatud raamatute ,Fiitisika tldkursus® [1] ja
,Kaoseraamat“ [2] pdhjal. Teine peatiikk pdhineb raamatul ,,Dynamic Modeling® [3], kust on
saadud vastavad mudelid ning nende kirjeldused, mis on tolgitud eesti keelde ja 14bi tootatud.

Majanduse moistete selgitamiseks on kasutatud aine ,,Mikrookonoomika“ konspekti [4].



1 Mehaanilised vonkumised

Vonkumisteks nimetatakse protsesse, millele on iseloomulik teatud korduvus. Olenevalt
korduva protsessi fiilisikalisest iseloomust vdivad vOnkumised olla mehaanilised,
elektromagnetilised, elektromehaanilised jne. Kéesolevas peatiikis kasitletakse mehaanilisi

vonkumisi. Tekst pohineb raamatutel ,,Fiiiisika tildkursus® [1] ja ,,Kaoseraamat® [2].

1.1 Sissejuhatus mehaaniliste vonkumiste iilesannetesse

Vonkumised on laialdaselt levinud nii looduses kui ka tehnikas. Olenevalt sellest, millistele
mojudele on allutatud vOnkuv siisteem, liigitatakse vOnkumised vabadeks ehk

omavonkumisteks, ise- ehk autovonkumiseks ja parameetrilisteks vonkumisteks.

Vabadeks ehk omavonkumisteks nimetatakse vonkumisi, mis toimuvad siisteemis pérast seda,
kui siisteem on saanud tduke vdi viidud vilja tasakaaluasendist ning jdetud omapead, vabaks
igasugustest vilismdjudest. Niisuguse vonkumise niide voib olla niidi otsas rippuva kuulikese
(pendli) vonkumine. Et selline siisteem vOonkuma hakkaks, on tarvis kas tdugata kuulikest

horisontaalsuunas v0i, viinud ta tasakaaluasendist kOrvale, lasta vabaks.

Sundvonkumisteks nimetatakse vOnkumisi, mille kdigus vdnkuvale siisteemile mdjub
perioodiliselt muutuv vilisjoud. Autovonkumised, samuti kui sundvonkumised, toimuvad
vélisjoudude mdjul, kuid viimasel juhul reguleerib vonkuv siisteem ise vélismoju temale.

Ajahetked, mil vonkuv silisteem vélismdju vastu votab, on selle siisteemi enese poolt madratud.

Parameetriliste vOnkumiste korral muudab vilismdju perioodiliselt siisteemi mingit

parameetrit. Néiteks vOib ta muuta niidi pikkust, mille otsas ripub vonkuv kuulike.

Lihtsamad vonkumised on harmoonilised vonkumised, st niisugused, kus vonkuva suuruse
(nditeks pendli hdlbe) sdltuvuse ajast méédrab siinus- voi koosinusfunktsioon. Harmoonilised
vonkumised on viga tdhtsad, sest looduses ja tehnikas esineb sageli vonkumisi, mis on
lahedased harmoonilisele, ning paljusid teistsuguse ajalise sdltuvusega perioodilisi protsesse

voib kujutada mitme harmoonilise vonkumise summana.



1.2 Vedrupendel

Vaatleme siisteemi, mis koosneb vedru otsas rippuvast kuulikesest massiga m (joonis 1.1).

Tasakaaluasendis on kuulikesele mojuv raskusjoud mg tasakaalustatud elastsusjou kAl, poolt:
mg = kAl,. (1.2)

Vorrandis (1.1) on raskusjdud massi (m) ja raskuskiirenduse (g = 9,8 m/s?) korrutis, k

tahistab vedru jdikust.

X

Joonis 1.1. Vedrupendel tasakaaluasendis ja véljavenitatult [1].

Hakkame kuulikese nihkumist tasakaaluasendist iseloomustama koordinaadiga x, kusjuures
telg x on suunatud vertikaalselt alla ning selle nullpunkt iihtib kuulikese tasakaaluasendiga. Kui
nihutada kuulike tasakaaluasendist koordinaadi x vorra korvale, siis vedru pikeneb Al, + x

vorra ning resultantjou projektsioon teljel x (tdhistame selle tihega F) omandab védrtuse
F =mg — k(Aly + x).
Arvestades tasakaalutingimust (1.1), saame
F = —kx. (1.2)

Miinusmérk valemis (1.2) tdhendab seda, et hélve ja joud on vastassuunalised: kui kuulike on
nihutatud tasakaaluasendist allapoole (x > 0), on joud suunatud iilespoole (F < 0), kuulikese
nihkumisel iilespoole (x < 0) on joud suunatud allapoole (F > 0). Seega on joud F vordeline
kuulikese hdlbega tasakaaluasendist ning suunatud alati tasakaaluasendi poole. Kirjeldatud

ndites on joud (1.2) olemuselt elastsusjoud.



Anname kuulikesele hilbe x = a ning pérast seda laseme siisteemi vabaks. Jou F = —kx mojul
hakkab kuulike litkuma tasakaaluasendi poole kasvava kiirusega v = x. Siisteemi potentsiaalne
energia kahaneb, kuid kasvab tema kineetiline energia. Joudnud tasakaaluasendisse, jétkab
kuulike litkumist inertsi tottu. See litkumine on aeglustuv ning lakkab, kui kineetiline energia
on tdielikult muundunud potentsiaalseks, st kui kuulikese hilve on - a. Seejirel toimub sama
protsess kuulikese liikumisel vastassuunas. Kui hodrdumist siisteemis ei ole, jadb siisteemi

energia muutumatuks ning kuulike liigub vahemikus x = a kuni x = —a kuitahes kaua.

Kirjutame Newtoni teise seaduse vorrandi kuulikese kohta:

mi = —kx
ning teisendame selle kujule
X+—x=0. (13)
m
Kuna suurus k/m on positiivne, vdime anda talle kuju
it (L4)
kus w, on reaalne suurus.
Kasutades tahistust (1.4), saame vorrandi (1.3) kujul
¥+ wix = 0. (1.5)

Seega kirjeldab jou (1.2) mojul toimuvat kuulikese litkumist teist jarku lineaarne homogeenne

diferentsiaalvorrand. Vorrandi (1.5) tildlahend on
x = a cos(wot + a),
kus a ja a on suvalised konstandid.

Niisiis médrab hédlbe x muutumise ajas koosinusfunktsioon. Jérelikult on jou F = —kx mdjul
toimuv litkumine harmooniline vonkumine. Vedrupendli mudel on kujutatud joonisel 1.2.
Joonisel 1.3 on kujutatud vedrupendli liikumise graafik algtingimustel x(0) = 0.2 jax(0) = 0,

kui mass m = 2 ja vedru jaikus k = 200.
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Joonis 1.2. Vedrupendli mudel.
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Joonis 1.3. Vedrupendli litkumine.

Harmooniliste vonkumiste vorrandi tuletamisel oletasime, et vonkuvale punktile mojub ainult
elastsusjoud. Igas reaalses vOnkuvas siisteemis esinevad aga ka takistusjoud, mille mojul
slisteemi energia kahaneb. Kui energia kahanemist ei kompenseerita vélisjdudude t66 arvel,

hakkavad vonkumised sumbuma.

Votame vaatluse alla sumbuvad vabad vonkumised. Kui vonkumised on vabad, siis see
tahendab, et siisteem, mis on vilisjoudude poolt tasakaaluasendist vélja viidud voi saanud
vilisjoududelt algtouke, on edaspidi jdetud vabaks ning temas mojuvad vaid elastsusjoud ja
keskkonnatakistus. Piirdume viikeste vongete uurimisega, siis on nii kiirus kui ka Kiirendus

viikesed. Viikeste kiiruste puhul aga on takistusjoud vordeline kiiruse suurusega:

F. = —rv = —-rx,



kus r on konstant, mida nimetatakse takistusteguriks. Miinusmark on tingitud sellest, et F ja v

on vastassuunalised.

Kirjutame vonkuva keha jaoks Newtoni teise seaduse vorrandi

mix = —kx —rx,
ning avaldame selle jargmisel kujul:
¥+ 2% + wix =0, (1.6)
kus on kasutatud téhistusi
28 ==,
m
k
w¢ = —

w, on see sagedus, millega toimuks siisteemi vabavonkumine keskkonnatakistuse puudumisel,

st kui r = 0. Varrandi (1.6) lahend on kujul
x = age Pt cos(wt + a).

Joonisel 1.4 on kujutatud vedrupendli mudel, kuhu on lisatud ka takistustegur.
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Joonis 1.4. Vedrupendli mudel takistusteguriga.

Sumbuva vonkumise graafikud on kujutatud joonisel 1.5 ja 1.6, kui mass m = 2, vedru jdikus

k = 200, takistustegur = 0.98 ning algtingimused on x(0) = 0.2 ja x(0) = 0.
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Joonis 1.5. Vedrupendli liikkumine, kui kuulile mdjub takistusjoud.
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Joonis 1.6. Vedrupendli liikumise faasidiagramm.

1.3 Matemaatline pendel

Vaatleme pendlit, mille pikkus on [, kuulikese mass olgu m. Pendel vongub vertikaaltasapinnas,
tema asendi madrame nurgaga ¢ (joonis 1.7). Lisaks raskusjoule mg ja normaalreaktsioonile
N mdjugu veel keskkonnatakistus H ja sundvonkumisi pohjustav harmooniline joud G cosQt
(Q on sundvonkumiste sagedus). Keskkonnatakistus olgu puutujasihiline ja mojugu liikumise
vastassuunas. Selle suurus olgu vordeline kiiruse esimese astmega, st H = uv, kus y on

vordetegur.
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G cos Nt

H
mg

Joonis 1.7. Matemaatiline pendel ja sellele mojuvad joud [2].

Lahtume Newtoni teisest seadusest ma = R, kus a on liikumiskiirendus ja R kodikide mdojuvate
joudude peavektor. Projekteerides selle vOrrandi puutuja T suunale ja vottes arvesse, et

tangentsiaalne kiirendus a; = v = [y, saame
mlyp = —up — (mg + G cos (1t) sin .

Uurime algul pendli vabavonkumisi, siis u = G = 0. Tihistades k% = g/l, saame

diferentsiaalvOrrandi
@ + k?sing = 0. (1.7)

See vorrand on mittelineaarne, sest sin ¢ ei ole aja suhtes lineaarne funktsioon. Vérrand (1.7)

on tépne ja kirjeldab suuri vonkumisi.

Viikse nurga ¢ Kkorral

3 5
. @ @
MmO e Tt

Seega viikeste nurkade puhul taandub mittelineaarne vorrand (1.7) lineaarseks vorrandiks
@+ k?p = 0.

Selle vorrandi lahend on
@ = @qcoskt,

mis vastab jargmisele algtingimustele: @ (ty) = @, ja ¢(t,) = 0.
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Vorrandist (1.7) mudeli koostamiseks vorrandi jargu alandamiseks on tehtud jargmised

asendused:
_singp-g
= —
(1.8)
¢=a
Koordinaadid x ja y arvutatakse jargmiselt:
x =sing -,
y=—cosq-l.

Mudelis vorrandisiisteemi (1.8) lahendamisel on kasutatud jirgnevaid algtingimusi:

@(0) = 5°ja@(0) = 0. Siisteemi (1.8) pohjal koostatud mudel on kujutatud joonisel 1.8.
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Joonis 1.8. Matemaatilise pendli mudel.

Mudelis saadud tulemused on kujutatud joonistel 1.9-1.12 pendli pikkuse [ = 1 korral. Joonistel
1.9 ja 1.10 on kujutatud pendli koordinaadid, joonisel 1.11 kaldenurk ja tema tuletis. Kasutades
mudeli tundlikkuse analiiiisi pendli pikkuse muutmisel, on saadud tulemused, mis on kujutatud
joonisel 1.12. Joonistel 1.13 ja 1.14 on esitatud moningad vonkumiste graafikud erinevate

algtingimuste korral, kui algkiirus ¢, = 0.
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Joonis 1.11. Kaldenurga ja tema tuletise muutumine ajas.
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Joonis 1.14. Tundlikkuse analiiis kaldenurga muutmisel: (1) ¢, = 90°; (2) ¢, = 135°; (3)
@, = 178°.
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Sumbumise (hodrdumise, ohutakistuse jm) puhul ldheb ka mudel keerukamaks. Lihtsaim
sumbuva vonkumise vorrand néeb vilja jargmine
@ +2be + k*p =0,

kus b on nn sumbuvustegur. Vastav mudel on kujutatud joonisel 1.15. Kui b < k, siis on
tegemist eksponentsiaalselt sumbuva vonkumisega. Joonisel 1.16 on kujutatud sumbuva

vonkumise graafik, kuib = 0.4 jal = 1.
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Joonis 1.16. Matemaatilise pendli sumbuva vonkumise graafik, kui b = 0.4.
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2 Majanduse mudelid

Selles peatiikis kasitleme kolme erinevat majandusiilesannet: vaatleme, kuidas maksimeerivad
oma kasumit konkurentsivéimelised ettevotted ning monopolid ja uurime turu tasakaalustamist.
Mudelid koos kirjeldusega pdhinevad raamatul ,,Dynamic Modeling®™ [3], sissejuhatus aine

,Mikrookonoomika* konspektil [4].

2.1 Sissejuhatus majanduse iilesannetesse

Vastavalt konkurentsi iseloomule turul, saab turutiiiibid liigitada tdielikuks ja mittetdielikuks
konkurentsiks. Tiielikku konkurentsi iseloomustavad jargmised omadused: véga palju
firmasid, identne toodang, viga palju ostjaid, pole turule sisenemise ja turult viljumise takistusi
ning miiiijad ja ostjad omavad tdielikku informatsiooni hindade kohta. Tulenevalt koigist
nimetatud tdieliku konkurentsi tekkimise eeldustest ning sellise turuvormi omadustest, satub
taieliku konkurentsiga turul tegutsev firma olukorda, kus ta on hinnavdtja. See tdhendab, et
kuna turul on viga palju firmasid ja kdik toodavad identset toodangut, ei suuda iliks firma
turuhinda mojutada. Kui firma tdstab hinda, siis ndudlus puudub, kuna identset toodangut

pakuvad ka teised firmad.

Tulenevalt sellest, et tiieliku konkurentsiga turul tegutsev firma on hinnavotja, siis selleks, et
oma kasumit maksimeerida, saab ta valida iiksnes erinevate tootmismahtude vahel.
Tootmismahu maksimeerimiseks saab kasutada marginaalanaliiiisi, st tuleb vorrelda piirtulu
(marginal revenue, MR) ja piirkulu (marginal cost, MC). Piirkulu all mdeldakse kogukulude
suurenemist, mis kaasneb seoses toodangumahu suurenemisega iihe iihiku vdrra. Piirtulu
tahistab muutust kogutuludes, mis tekib tlihe tdiendava toodanguiihiku miitimisel. Senimaani,
kui piirtulu tiletab piirkulu, tuleb tootmismahtu suurendada, sest siis kasum suureneb. Kasum
on maksimaalne sellise tootmismahu juures, kus MR = MC. Seda tingimust nimetatakse vahel

ka kasumi maksimeerimise kuldreegliks.

Kui tdieliku konkurentsi tingimustes firmadel puudus voime turgu ja turuhinda mdéjutada, siis
monopoolsel turul on firmal vdga tugev moju hinna iile. Monopoli nimetatakse seetdttu ka
hinnategijaks. See ongi peamine erinevus tdieliku ja mittetdieliku konkurentsi vahel. Monopoli
iseloomustavad jargmised omadused: tootjaid on iiks, toodang on unikaalne ja turule on véga

suured sisenemisbarjddrid.
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Monopolid maksimeerivad oma kasumit pdhimotteliselt samal moel nagu firmad tdieliku
konkurentsi tingimustes. Kui MR > MC, siis on vdimalik tootmismahtu suurendades kasumit
suurendada. Punktis, kus MR = MC, on kasum maksimaalne. Erinevus seisneb selles, et kui
taieliku konkurentsi tingimustes tegutsevate firmade ndudlus moodustas véikese osa

turundudlusest, siis monopoli ndudlus ongi turunoudlus (sest ta on ainuke firma).

2.2 Konkurentsivoimeline ettevote

Eeldame, et on suur hulk ettevotteid, mis toodavad samu tooteid, mida miitiakse samal turul.
Iga ettevotte poolt saadav toodangu hulk on viga viike vorreldes selle toote ndudlusega. Selle
tulemusena ei saa iga ettevote eraldi mdjutada selle toote hinda: kui ettevdte otsustab miiiia
toote hinnaga, mis on pisut korgem kui konkurentidel, kaotab ta oma kliente. Kui ettevote miilib
alla turuhinna, siis toote ndoudlus kasvab, viies toote hinna iiles, seejuures sundides ettevotet
suurendama toote hinda. Sellises taielikus konkureerivas regulatsioonis on toote hind méératud
iga ettevotte jaoks. Tdielik konkurents voib eeldada turgudelt 16plikke tooteid voi turge toote

sisendi jaoks, nagu niiteks t66joud, kapital, materjal, energia ja informatsioon.

Lisaks tédielikule konkurentsile voime eeldada, et iga ettevote lritab maksimeerida oma
kasumit. Lihtsuse mottes vOime eeldada, et on ainult ks ressurss, mida kasutatakse
tootmisprotsessis. Ressursi hind, R1, on antud ettevétetele ette. Toodangu kogumaksumus, C,

on vdrdeline ressursi kogusega.
C=R1-X.
Ettevotted 1dhtuvad etteantud tootmisfunktsioonist. Tootmisfunktsioon meie ettevotte jaoks on
Q=A4-X¢% (2.1)
kus A on parameeter ja @ konstant.

Et kasumit maksimeerida tuleb varieerida ressursi kogust, mida kasutatakse tootmisprotsessis.
Ressursi koguse suurendamisega suureneb ka toodang. See toodang miitiakse turul hinnaga P

ja toodab tulu
R=P-Q.

Seejuures, koguste suurendamine suurendab ka toodangu maksumust. Selleks, et maksimeerida

kasumit, peab konkureeriv ettevote maksimeerima erinevust tulu ja maksumuse vahel:
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KASUM =R — C.

Konkurentsivoimelise ettevotte mudelis kirjeldab diferentsiaalvorrand kasumi muutust. Kui
kasumi muutus on positiivne kasvava ressursi korral, siis on ettevottele kasulik hoida see
suurenevana. Kui suurenemine ressursis viib kahanemiseni kasumis, siis optimaalne ettevotte
suurus on tiletatud. Seega, on olemas optimaalne tootmisfunktsiooni Q vééartus, mille korral on

kasum maksimaalne.

Suhet tootmisfunktsiooni Q@ muutuste ja kasumi vahel voib véljendada matemaatiliselt kui
tuletist. Programmis Stella arvutatakse tuletisi kahe muutuja muudu suhtena. Tuletised on
kasulikud maksimumi voi miinimumi leidmisel, nii et {iks muutuja jouab selleni teise

muutmisel. Matemaatiliselt vdljendatakse selliseid muutusi kui taistuletisi.

Stella abil saab leida tdistuletisi, kuid mitte osatuletisi. Téaistuletised on erinevused

olekumuutujate vahel. Osatuletiste korral tuleb funktsionaalne kuju sisestada programmi.

Et leida ettevotte optimaalne toodangu hulk, peab ettevdte jarjest reguleerima ressursi hulka nii,

et saavutatakse kasumi maksimum. See reguleerimisprotsess on tehtav mudelis juhtimises

nimega X_MUUT. Selle optimeerimisiilesande mudel on ndidatud joonisel 2.1.

?\@. SUM

EELMINE KASUM

o t3

AMUUT

Joonis 2.1. Konkurentsivdimelise ettevote mudel.

Optimeerimismudelis kontrollitakse vdorreldavat piirkulu hinnaga, mis selles mudelis on
konstant. Majandusteooriast on teada, et optimaalne lahend leidub juhul, kui piirkulu on vordne
hinnaga. Seda saab nididata matemaatiliselt vottes tuletise funktsioonist KASUM muutuja Q

jérgi vordseks nulliga.
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aQ  9Q 90

OKASUM R 0C (2.2)

Tahistades osatuletised jargmiselt: MR = Z_Z s MC = g—g, saame vorrandist (2.2)

MR — MC =P — MC.
Optimaalse lahendi korral peab osatuletis vorduma nulliga. Seega,
P—-—MC=0=P=MC. (2.3)

Joonisel 2.1 kujutatud mudel ettevotte kasumi maksimeerimise jaoks koosneb veel iihest osast,
mis on kujutatud joonisel 2.2 ja mille abil kontrollime optimaalsustingimust (2.3). Selles mudeli
osas arvutatakse igas perioodis piirkulu ja piirtulu. Piirtulu on vordne hinnaga. Kui optimumile
on ldhenetud, peaks piirkulu kdver tdousma piirtulu koverani, molemad peavad olema vordsed

optimumiga.

Joonis 2.2. Konkurentsivoimelise ettevotte mudeli teine osa.

Kasumi tuletis tootmisfunktsiooni Q suhtes on leitav selles mudelis vorreldes antud kasumit
eelmise sammu kasumiga, kasumimédraga liks ajasamm tagasi. Kui kasumi muut on 0 vdi
negatiivne, siis juhtimine X_MUUT saab vaartuse 0. Kui kasumiméér on positiivne, juhtimise

X_MUUT vairtus on 3.

3, AKASUM >0
X_MUUT =

0, AKASUM <0
Muutuja X lubab tootmisfunktsiooni @ suurenemist lébi tootmisfunktsiooni ja samuti annab
kulu arvutuse ressursi X jaoks iihikuhinnaga R1. Mudelis saadud tulemused on kujutatud

joonistel 2.3 ja 2.4.
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X" KASUM

B s

1 300D,00-

z 1500,00

1: 1500.00 |

2 775,00

I oo

" oo 25.00 50.00 75.00 100.00

Page 1 Time 1355 3. mér 2014. 3.
NesEs ? KASUM

Joonis 2.3. Konkurentsivoimelise ettevotte kasumi ja tootmisfunktsiooni graafik.

£ PIRKULU
5

y oo

§ e

-1

1
2 0,00

0.00 25.00 50.00 75.00 100.00
Page 2 Time 13:556 3. mdr 2014. a.
N g=s ? FIRKULU

Joonis 2.4. Konkurentsivoimelise ettevotte piirkulu ja hinna graafik.

Joonis 2.3 niitab kasumi tdusu selle algvaartusest maksimumini ressursi X kasvamisel. Joonisel
2.4 on kujutatud piirkulu tdusu kuni see on vordne fikseeritud hinnaga maksimaalse kasumi
korral. Maksimaalne kasum selles konkureerivas ettevotte mudelis on 2878 optimaalse
tootmisfunktsiooni Q véairtuse 1437 korral. Mida rohkem ettevotteid siseneb turule, seda
rohkem viiakse hinda alla ja nende iihist tootmisfunktsiooni Q iiles seni, kuni kasumimaar
viimases ettevottes on 0. Kasumimiéra maksimeerimine on juhitud juhtimise X_MUUT poolt.

Tegelikus elus on see maar seatud keerulisemalt.

Margime, et kasvumédr maksimumkasumini on ligikaudne. Tegelik ettevotte kasvuméadr
ligikaudse sihtmargi suuruseni on investeeringu maar uues ja asenduskapitalis, koolitatud
t00jou kittesaadavus ja naturaalsed ressursid ning arusaam, kuidas palgata neid miinimumi

lahedase kuluga. Teeme mudeli tundlikkuse analiiiisi, muutes tootmisfunktsioonis (2.1) asuvat
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parameetrit «. Kui a on vidiksem kui 1, saame esitada iihte peamist majandustdde: kasvu
jooksul, varem voi hiljem, hakkab tulu kahanema. Kahanevate tulude skaleerimine tdhendab,
et suurenemine ressursi hulgas pdhjustab suurenemist toodangus, aga vdheneva kiirusega.
Mudeli tundlikkuse analiiiisis saadav tulemus on kujutatud joonisel 2.5 esimese 20 ajasammu

jaoks. Jooniselt 2.5 on niha, et parameetri @ suurendamisel kasvab kasum aja jooksul Kiiresti.

X" Kasumi muutus, kui ALFA=05; 0.6;07,08ja09 [ = | & [wds

B oasum1-2-3-4-
1 {LTTDoore00000000000000300004p0003000000900300039000a4p0030000309003090090030400300003020030909000300

1:

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00
Page 2 Time 1280 13 apr 2014. 5.
~]8 =i 7 Kasumi muutus, kui ALFA=0.5; 0.6: 0.7: 0.8 ja 0.9

Joonis 2.5. Mudeli tundlikkuse analiiiis tootmisfunktsioonis oleva parameetri ALFA muutmisel.

2.3 Monopolistlik ettevote

2.3.1 Pohimudel

Tegemist on sama ettevotega, nagu eelmise paragrahvi iilesandes, aga ettevote on niiid
monopolistlik. Ettevite saab kohandada toodangu suurust ja miitigihinda, et maksimeerida oma
kasumit. See tdhendab, et kasumid saavad olla kdrgemad kui konkurentsivoimelise ettevotte

puhul sellel turul ja toodangu hulk vdib olla madalam.

Ainus erinevus vorreldes eelmise iilesandega on see, et hind on niilid tarbitava koguse
funktsioon. Suhe hinna ja tarbitava koguse hinna vahel on antud ndudluskdvera poolt. Uldine

linaarne ndudluskdver on ndidatud joonisel 2.6.
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Hind thiku kohta

Kogus

Joonis 2.6. Lineaarne ndudluskover [3].

lga toodanguiihik annab kasumi. Kui tarbimine kasvab, tduseb kasum véheneva kiirusega.
Seega on noudluskover langev, viljendades fakti, et tarbijad maksavad vidhem suurema koguse
toodete eest. Selles mudelis olev ndudluskdver koostatakse nii, et oleks rahuldatud vorrand
P = MC. Lisaks valitakse selline hind, kus kogusendudlus jouab nullini. See ,,Sokihind* on

mudelis 10 ja vastab 16ikepunktile ndudluskdverast iilevalpool vertikaalteljega.

Kuidas monopol valib selle kasumi maksimeerimise toodangu taset ja mis on vastav hind? Nagu
ka eelmises iilesandes, saab votta esimese tuletise kasumifunktsioonis tootmisfunktsiooni jargi.
JOuame tingimuseni, et piirtulu peab olema vordne piirkuluga, kui ettevote tahab saavutada

kasumi maksimumi:

OKASUM _0R 0C _ .
0Q  0Q 9Q '

MR — MC =0= MR = MC.

Siiski, MR # P, sest hind sdltub ndudluskdverast. Erinevus hinna ja piirkulu vahel on monopoli
hinnavaru. Lahenduseks monopolisti kasumi maksimeerimise probleemile on ndidatud joonisel

2.7 kui Q*, vastav hind on P*. Pakkumiskdver on monopolisti piirkulu kdver.
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P, MR, MC
Pakkumiskover

(MC kover)
P* f---X---3

Noudluskdver

Q* Kogus

Joonis 2.7. Noudluskover ja pakkumiskover [3].

Joonis 2.7 illustreerib seda, et optimumis monopolist toodab vdhem ja kiisib kdrgemat hinda,

kui ettevote tdielikul konkureerival turul. Tulemusena on ka kasumid suuremad.

Monopolistliku ettevdtte pohimudel on toodud joonisel 2.8. Mudel to6tab seni, kuni saavutab

optimaalse tulemuse, siis enam edasi ei saa arvutada (MC = MR = 0).

KASUM

AMUUT

Joonis 2.8. Monopolistliku ettevotte pdhimudel.

Mudelis saadud tulemused on kujutatud joonisel 2.9. Kasum kasvab {ihtlaselt kuni maksimum
on saavutatud. Sellisel juhul on piirtulu vordne piirkuluga ja alates sellest hetkest on hind ja
toodang konstantsed. Niipea kui optimaalne lahend on saavutatud, pole piirkulu ja piirtulu
kdverad enam mudelis defineeritud, nende suuruste arvutamisel jagatakse véartusega
Q — DELAY(Q,DT), mis on 0. Kasutades programmi Stella, saame arvutada monopoli

hinnavaru ja vaadelda selle muutumist ajas.
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*ﬁ Monopolistliku ettevétte pShimudel E@

ﬁ 1: KASUM 20 3P 4: MC
I 4ZET 93 5,84 0 R 3.7 S e
2 1uuyg —
3] 10.0 2 =1
4:] :/-'J-'J—F— (_,_.4-"2//
| i h_—___““———’—;__;,_aii .....................
.
- ———
“
_.-—'"'-FF-_
1 2144
b e e
15] 50
i 4
_,_,—'—'—'_'_”1'_—_
4 _‘_'_,_,_..«—'—"'"‘_'_'_F ............................................
1: (1]
2 0
i
0.0
0.00 11.25 22.50 33.75 45.00
Page 1 43 5D 1230 12, vee 2014, 3

wesEs ? Monopolistliku ettevdtie pihimudel
Joonis 2.9. Monopolistliku ettevotte pdhimudeli graafik.

Joonisel 2.9 on ndha, et maksimumkasum 4287 dollarit on toodangu 934 iihiku jaoks,
tiikihinnaga 6.84 dollarit. Selles mudelis ei ole piirtulu enam tépselt vordne hinnaga, aga saab

vordseks piirkuluga, kui kasum on maksimeeritud.

2.3.2 Monopolide maksustamine

Sageli on monopolide hind reguleeritud. Uhine monopol vdib olla hinnaga reguleeritud, kus
P = MC. Sellisel juhul on monopoli hinnavaru 0 ja ettevote ikka teenib kasumit. Kui
reguleerijad peaks vdhendama hinda, mille on maéaidranud monopol ettevotte toodangu

keskmiseks maksumuseks, siis kasumid ldheksid nulli.

Ettevotted valivad tavaliselt toodagu hulga vastavalt kasvu hulgale nende piirkulu ja keskmise
kulu kdveratel. On olemas loomulikud monopolid, kuigi need to6tavad langeva keskmise ja
piirkulu piirkonnas. Sellesse gruppi kuuluvad elektrijaamad. Saab kergesti ndidata, et madalaim
hind, et reguleerida sellist loomulikku monopoli, on seal, kus keskmine kulu on vordne

keskmise tuluga, st

Kui toodang on reguleeritud nii, et

siis ettevote kukub 14bi.
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Teine voimalik meetod, on lasta monopolidel valitseda ja siis nad maksustada. Jargmises
mudelis uurime erinevat liiki monopolide maksustamise strateegiate mdjutusi. Kasutame
makse, mis pohinevad osal kasumist, kogusepohiseid makse ja aastast iihekordset maksu.
Mudeli skeemis (joonis 2.10) on kodik maksud, neist ainult {ihe kasutamisel muudame teised
nullideks. Piirkulu ja piirtulu erinevad toodangu kasumi maksimeerimise tasemel maksukoguse

poolest. See on arvutatud mudelis kui NMR, uus piirtulu.

TOODANGUMAKS  jEkoRDNE MAKS

KASUMIMAKS

KMUUT TOODANGUMAKS

o TOODANGUMAKS C F Q KASUMIMAKS
TOODAMGL MAKSUTULL KASUMI MAKSUTULU

Joonis 2.10. Monopolistliku ettevotte mudel koos maksudega.

Vastavad tulemused on ndidatud joonistel 2.11-2.13. Joonistel 2.11 ja 2.12 on kujutatud
vastavalt kasumimaksu ja kogusepdhise maksu efekti. Joonis 2.13 nditab, et {ihekordse
aastamaksu efekt toodangu hinnas on olematu. Ettevotte kasum on vidhendatud maksu koguse
poolt, aga kasumit maksimeeriv monopol ei muuda selle hinda voi selle toodangu taset. See on
puhas maksukogumise roll monopolis. Kuigi joonistel 2.11 ja 2.12 kujutatud tulemused on

sarnased, siiski erinevad nad arvuliselt, nagu on néha tabelist 2.1.
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Joonis 2.13. Monopolistliku ettevotte mudel tihekordse aastamaksu kasutamisel.
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X" kasumimaks X’ toodangumaks

ﬂ 18:852 7. mai 2074, 3. kazumimaks (kssumimaks) ﬁ 18:58  27. mai 2014, 3. tocdangumaks (toodangumaks)

Tine KASUM Q P MC Time KASUM Q P MC
7.5 4081595 856,00 1 153 35,0 480,30 834,50 T.18 .47
38,0/ 4086, 16 861,76 T.08 3,55 38,5 4084,72 241,27 T.18 .43
38,5 4085 52 868 45 7,06 3,57 Ir.o 4088 68 848,20 T.13 3.5
35,01 4053 25 875,18 T.04 31588 avg 405218 855,00 711 3,53
38,5 4056, 16 881,84 70z 3,80 380 4085,18 851,78 T.09 3,55
40,0 4058 65 BEB 4T T.00 382 385 4087, 76 BEE. 45 7.08 35T
40,5 4100, 75 895, 06 8,57 3,64 35,01 4059, 50 875,18 7.04 3,59
41,0 4102, 44 201,82 6,55 3,66 35,5 4101.81 881,84 T.02 360
41 5| 4103,73 208,15 6,53 3,68 40,0 410288 BBB 4T 7.00 182
42,0 410463 21484 8,51 3,69 40,5 4103.78 855,08 6,97 .84
42 5| 4105,15 21,11 [if:=:] 3 41,0 4104,21 901,62 6,95 168
Final| 4105,28 52T BE [i: i) 373 Final| 4104,28 208,15 6,92 168

Tabel 2.1. Kasumimaksu ja toodangumaksu kasutamisel saadud arvulised tulemused.

2.4 Turu tasakaal

Konkureerivate ettevotete tlesandes eeldasime, et turul on suur hulk aktiivseid ettevotteid.
Tegelikkuses on majanduses nende ettevotete arv, mis suudavad edukalt konkurentsi pakkuda,
sageli pigem piiratud. Selles peatiikis koostame mudeli, et mddrata konkurentsivdimeliste
kasumit maksimeerivate ettevotete arvu, kasutades ette antud ndudluskdverat. Eelmiste
mudelite lihtsat tootmisfunktsiooni ei saa enam kasutada. Peame kasutama keerulisemat

funktsionaalset vormi. Uus tootmisfunktsioon on jargmise kujuga:
Q=A-X*—a-X5

Majandusteooriast on teada, et kui ettevotte toodangutase on konkurentsi tottu langenud
tasemele, kus turuhind on vordne selle keskmise kuluga, siis kasum on null. Kasumi
maksimeerimine selles punktis annab maksimaalseks kasumiks nulli. Seega, ainult selle
tootmisfunktsiooni jaoks vordub hind keskmise kuluga ja piirkuluga ettevotte jaoks. Seda saab
ndidata analiiiitiliselt jargnevalt. Vottes AC tuletise Q suhtes vordseks nulliga, ndeme, et

miinimumpunktis MC = AC

ac
0AC _a(c/Q) _20% ¢ _ |
o 9 Q> 7

Jarelikult

MC AC (2.4)
— =""5 MC=AcC.
e Q
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Me teame, et kasumi maksimeerimisel P = MC, jarelikult valemist (2.4) saame, et P = AC
(= MC). Jarelikult, KASUM = 0, kui MC = AC. Need suhted on nihtavad joonisel 2.14.

a) b)

C AC, MC
' \ ™~ AC
P=AC=MC

Q Q

Joonis 2.14. Tootmisfunktsiooni ja kulude graafikud [3].

Eeldame, et kdigil N ettevottetel sellel turul on sarnased tehnoloogiad ja sama hind nende ainsal

ressursil, R1. Noudluskdver avaldub seega kujul
P =10-0.00338-Q - N.

Ulesanne on niiiid viia vahe piirkulu ja piirtulu vahel nullini, samal ajal ndudes, et iga ettevdtte
maksimeeriks oma kasumeid (P = MC). Pohimuutuja X suurendamisega me saame koik
kasumid 14bi ettevotete arvu suurendamise turul. Piirkulu on voetud vordseks toodangu
hinnaga, et kindlustada maksimaalne kasum iga X jaoks. Mudeli skeem on toodud joonisel 2.15

ja tulemused joonisel 2.16.

KMUUT

Joonis 2.15. Turu tasakaalu mudel.
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*‘ Turu tasakaalu mudel

J. IR 4 AC
1 25,67 [— 1,04 Boitioe
Z:
3
4:]
e s & 4
1: 50,00
2 1,05
2: El.:.: ............................... 2 .......................................
4] /_,———’_—
1 25,00
2: 0.70 2 —
3 37,00 -
4:]
0,10y
0.0 25D 5.00 T.5D 10.00
F'i;e 1 10.00 16:05 1. mdar 2014, a.
N a @f ? Turu tasakazlu mudsl

Joonisel 2.16 on nédha, et ettevotete arv N 1dheneb arvule 29 ja see niitab jatkuvalt hinna ja MC
vordust — maksimaalset voimalikku kasumit iga ettevtte jaoks — ja 16plikku vordust MC ja AC
vahel. Ettevotete arv, mis siseneb turule, on stabiliseerunud — maksimaalne, kuid kasum on null

igale firmale. See on turu tasakaalustamine. Ettevotte tasakaalustamist on eeldatud alguses

tingimusega P = MC.

Joonis 2.16. Turu tasakaalu mudeli graafik.
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Kokkuvote

Diinaamilised siisteemid on siisteemid, mis muutuvad ajas. Selliseid ajas muutuvaid protsesse
leidub nii looduses kui tehnikas. Kéesolevas bakalaureusetods on vaadeldud mehaanilisi
vOnkumisi vedrupendli ning matemaatilise pendli nditel. Lihtsaimad vOnkumised on
harmoonilised vabavonkumised, mille puhul vdib vonkumine kesta 10pmata kaua, sest sellisel
stisteemil takistustegur puudub. Vonkumised hakkavad sumbuma siis, kui neile mojub mingi
vilistegur, nditeks hodrdejoud voi Shutakistus. T66s on uuritud nii vabavonkumisi, kui ka
sumbuvaid vonkumisi ning vaadeldud, kuidas mojutab pendli vonkumist kaldenurga ja pendli

pikkuse muutmine.

Teises peatiikis on kisitletud majanduse iiht pohikiisimustest — kuidas maksimeerida oma
kasumit. Kuna turge on erinevat tiilipi, siis on ka nende meetodid pisut erinevad. Antud t66s on
vaadeldud konkureerivaid ettevotteid ja monopole, mille kohta on tehtud mudelid. Téielikus
konkurentsis on palju ettevotteid ning seetdttu ei saa tiks firma turuhinda mdjutada, seega tuleb
reguleerida oma kasumeid tootmismahtude muutmisega. Monopolistlik ettevote on aga ainus
ja saab ise hinda reguleerida, kuid selliseid ettevotteid ka maksustatakse. Kédesolevas t60s on
uuritud nii kasumil pohineva, toodangu kogusepdhise ning aastase lihekordse maksu efekti
monopoli kasumile, kui ka maksustamata ettevotte kasumit. Kuna majanduses ei suuda koik
ettevotted konkurentsi pakkuda, saab koostada mudeli, mille abil leida kasumit maksimeerivate

ettevotete arv, mida on tehtud peatiiki kolmandas osas.
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Lisad

Lisa 1. Vedrupendli mudeli programmikood Stellas

Vx(t) = Vx(t-dt) + (KIIRENDUS)*dt
Vx(0) =0

KIIRENDUS = -(JAIKUS*X/MASS)
X(t) = X(t-dt) + (KIIRUS)*dt

X(0) =0.2

KIIRUS = Vx

JAIKUS =200

MASS =2

Lisa 2. Takistusteguriga vedrupendli mudeli programmikood Stellas

Vx(t) = Vx(t-dt) + (KIIRENDUS)*dt

Vx(0) = 0.0001

KIIRENDUS = -(JAIKUS*X/MASS)-TAKISTUSTEGUR*Vx
X(t) = X(t-dt) + (KIIRUS)*dt

X(0) = 0.2

KIIRUS = Vx

JAIKUS =200

MASS = 2

TAKISTUSTEGUR = 0.98

Lisa 3. Matemaatilise pendli programmikood Stellas

FII_TULETIS(t) = FII_TULETIS(t-dt) + (KIIRENDUS)*dt
FII_TULETIS(0) =0

KIIRENDUS = -SIN(KALDENURK_FI1)*9.8/PENDLI_PIKKUS
KALDENURK_FII(t) = KALDENURK_FII(t-dt) + (KIIRUS)*dt
KALDENURK_FI1I(0) =5

KIIRUS = FIl_TULETIS

32



PENDLI_PIKKUS =1
X = SIN(KALDENURK_FI1)*PENDLI_PIKKUS
Y = -COS(KALDENURK_FII)*PENDLI_PIKKUS

Lisa 4. Sumbuvusteguriga matemaatilise pendli programmikood Stellas

FII_TULETIS(t) = FII_TULETIS(t-dt) + (KIIRENDUS)*dt

FII_TULETIS(0) =0

KIIRENDUS = -SIN(KALDENURK_FI1)*9.8/PENDLI_PIKKUS — 2*b*FI|_TULETIS
KALDENURK_FII(t) = KALDENURK_FII(t-dt) + (KIIRUS)*dt
KALDENURK_FI1I(0) =5

KIIRUS = FIl_TULETIS

B=0.4

PENDLI_PIKKUS =1

X = SIN(KALDENURK_FII)*PENDLI_PIKKUS

Y = -COS(KALDENURK_FII)*PENDLI_PIKKUS

Lisa 5. Konkurentsivoimelise ettevotte mudeli programmikood Stellas

X(t)=X(t-dt)+(X_MUUT)*dt

X(0)=1{X kogus}

X_MUUT=IF EELMINE_KASUM>0 THEN 3 ELSE 0 {X kogus ajasammul}
A=50 {Q kogus X koguse kohta}

ALFA=0.6

C=R1*X {Dollarit}

EELMINE_KASUM=KASUM-DELAY (KASUM,DT,0.1)

KASUM=P*Q-C {Dollarit}
MC=(C-DELAY/(C,DT,0.1))/(Q-DELAY(Q,DT,0.1)) {Dollarit Q koguse kohta}
MR=(R-DELAY(R,DT,0.1))/(Q-DELAY(Q,DT,0.1)) {Dollarit Q koguse kohta}
P=5 {Dollarit tihiku kohta}

Q=A*X"ALFA {Q kogus}

R=P*Q {Dollarit}

R1=16 {Dollarit X tihiku kohta}
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Lisa 6. Monopolistliku ettevotte pohimudeli programmikood Stellas

X(t)=X(t-dt)+(X_MUUT)*dt

X(0)=1 {X kogus}

X_MUUT=IF (KASUM-DELAY(KASUM,DT,1))>0 THEN 3 ELSE 0 {X kogus ajasammul}
A=50 {Q kogus X koguse kohta}

ALFA=0.6

C=R1*X {Dollarit}

KASUM=P*Q-C {Dollarit}
MC=(C-DELAY/(C,DT,0.01))/(Q-DELAY(Q,DT,0.01)) {Dollarit Q koguse kohta}
MR=(R-DELAY(R,DT,10))/(Q-DELAY(Q,DT,0.1)) {Dollarit Q koguse kohta}
P=10-0.00338*Q {Miiiigihind on Q funktsioon. Dollarit Q tihiku kohta}
Q=A*X"ALFA {Q kogus}

R=P*Q {Dollarit}

R1=16 {Dollarit X koguse kohta}

Lisa 7. Maksudega monopolistliku ettevétte mudeli programmikood Stellas

X(t)=X(t-dt)+(X_MUUT)*dt

X(0)=1 {X kogus}

X_MUUT=IF (KASUM-DELAY(KASUM,DT,1))>0 THEN 3 ELSE 0 {X kogus ajasammul}
A=50 {Q kogus X koguse kohta}

ALFA=0.6

C=R1*X {Dollarit ajasammul}
KASUM=((P-TOODANGUMAKS)*Q-C)*(1-KASUMIMAKS)-UHEKORDNE MAKS
{Dollarit ajasammul}

KASUMIMAKS=0 {0.0425 on védrtus siis, kui teised maksud on nullid; dollarit kasumi dollari
kohta}

KASUMI_MAKSUTULU=(P*Q-C)*KASUMIMAKS
MC=(C-DELAY(C,DT,0.01))/(Q-DELAY(Q,DT,0.1)) {Dollarit Q koguse kohta}
MR=(R-DELAY(R,DT,10))/(Q-DELAY(Q,DT,0.1)) {Dollarit Q koguse kohta}
NMR=MR-TOODANGUMAKS {Dollarit Q koguse kohta}

P=10-0.00338*Q {Miiiigihind on Q funktsioon. Dollarit Q tihiku kohta}
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Q=A*X"ALFA {Q kogus}

R=P*Q {Dollarit ajasammul}

R1=16 {Dollarit X tihiku kohta}

TOODANGUMAKS=0 {Vaiartus on 0.2 kui teised maksud puuduvad; dollarit Q tihiku kohta}
TOODANGU_MAKSUTULU=TOODANGUMAKS*Q

UHEKORDNE_MAKS=183 {Dollarit ajasammul}

Lisa 8. Turu tasakaalu mudeli programmikood Stellas

X(t)=(t-dt)+(X_MUUT)*dt

X(0)=1 {X kogus}

X_MUUT=AC-MC {X kogus ajasammul}

A=50 {Toodangu kogus sisendi ithiku kohta}
AC=C/Q {Dollarit Q tihiku kohta}

ALFA=13 {Toodangu kogus sisendi iihiku kohta}
C=R1*X {Dollarit}
MC=(C-DELAY(C,DT,1))/(Q-DELAY(Q,DT,0.001)) {Dollarit Q iihiku kohta}
N=(10-MC)/(0.00338*Q) {Ettevotete arv}
P=10-0.00338*N*Q

Q=A*X"2-ALFA*X"3

R1=50 {Dollarit X tihiku kohta}
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