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Sissejuhatus

Uks tihtis idee topoloogia ja kategooriateooria valdades on moistmine, kuidas moni ma-
temaatiline objekt jaotub lokaalseteks tiikkideks, ning vastupidi, kuidas luua mingi glo-
baalne struktuur ainult lokaalsest informatsioonist 1ahtudes. Topoloogias on tuntud mitu
konstruktsiooni, mille abil voib "kleepida" mitut antud topoloogilist ruumi uueks ruu-
miks. Uheks selliseks konstruktsiooniks on Artini kleepimine, mis on kiesoleva bakalau-
reuset60 uurimisobjektiks. Konstruktsioon on nimetatud algebraisti Michael Artini jargi,

kes algselt uuris selle abil toposte ehk teatud kategooriate kleepimist.

Bakalaureuset66 eesmérk on uurida, kuidas kditub Artini kleepimise konstruktsioon to-
poloogiliste muutkondade kontekstis. Uuritakse, kas ja kuidas annab atlastega varustatud
ruume niimoodi kokku kleepida. Selle tegemiseks esmalt defineeritakse Artini kleepimise
konstruktsioon topoloogiliste ruumide puhul ning té6tatakse vélja sellega seotud teooria.

To66 jaotub kolmeks peatiikiks.

Esimeses peatiikis antakse t60s kasutatud moistete definitsioonid topoloogia ja muut-
kondade vallas. Lugejalt on eeldatud ainult alusteadmisi hulgateoorias ja reaalmuutuja
funktsioonide teoorias, ehkki tulevad ka kasuks eelnevad teadmised topoloogia ja funkt-

sionaalanaliiiisi valdades.

Teises peatiikis defineeritakse kahe topoloogilise ruumi X ja Y Artini kleepimine. Sel-
leks uuritakse esmalt, kuidas taastada mone tilemruumi Z = X UY topoloogia, kui on
ette antud ainult lahtise hulga X ja kinnise tdiendhulga Y alamruumi topoloogiad. See-
jarel esitatakse konstruktsioon kahe suvalise loikumatu ruumi X ja Y vahel ning klee-
pimisest tuuakse motiveerivaid néiteid. Peatiikis toestatakse t66 eesmargiks kasulikud
laused, sealhulgas esitatakse kahe pideva kujutuse kleepimise konstruktsioon, mis aitab
muutkondade kontekstile iile minnes kleepida kahte lokaalset kaarti ¢ ja 1. Peatiikk on

suuresti referatiivne.

Kolmandas peatiikis uuritakse, kuidas kditub Artini kleepimine kahe atlasega varustatud

ruumi M ja N vahel. Sarnaselt eelmisele peatiikile vaadatakse esmalt olukorda, kui on



ette antud moni tilemmuutkond L = M U N, ning siis minnakse iile olukorrale, kui on
antud kaks suvalist sama mootmelist muutkonda M ja N. Peatiiki pearohk on atlaste kui
struktuuride kokku kleepimisel. Peatiikk on olemuselt suuresti uurimuslik, sest varasemat

kirjandust muutkondade Artini kleepimisest ei ole autor leidnud.



1 Pohimoisted

Jargnevalt anname t66s kasutatud moistete definitsioonid, mis on enamjaolt mugandatud
teosest (Lee, 2012) ning globaalanaliitisi loengukonspektist (Abramov, 2012). Lugejalt on

ainult eeldatud pohiteadmisi hulgateoorias.

1.1 Topoloogiliste ruumidega seotud moisted

Definitsioon 1.1. Olgu X hulk. Topoloogiaks hulgal X nimetatakse sellist alamhulka-
de kogumit 7 C P(X), mille elemente nimetatakse lahtisteks hulkadeks, kui kehtivad

jargmised omadused:

i) X ja @ on lahtised hulgad;
ii) 16pliku voi lopmatu arvu lahtiste hulkade ithend on lahtine hulk;

iii) 1opliku arvu lahtiste hulkade iihisosa on lahtine hulk.

Seejuures paari (X, 7T) nimetatakse topoloogiliseks ruumiks. Kui hulga X topoloogia on
kontekstist selge, siis kasutatakse ka topoloogilise ruumi terminit lihtsalt hulga X puhul.

Hulka S C X nimetatakse kinniseks, kui X \ S on lahtine.

Naide 1.1. Olgu antud hulk X. Siis diskreetne topoloogia hulgal X on selline topoloogia,
mille puhul nimetatakse iga X-i alamhulk lahtiseks, st Tx = P(X).

Naide 1.2. Meetriliseks ruumiks nimetatakse hulka M koos kaugusfunktsiooniga o :

M x M — R, mis iga x,y, 2 € M puhul rahuldab jargmiseid tingimusi:
i) o(z,y) > 0 (positiivsus), kus vordus kehtib siis ja ainult siis, kui z = y;
i) o(z,y) = o(y,x) (simmeetrilisus);

i) o(z,2) < o(z,y) + 0(y, 2) (kolmnurga vorratus).



Lisaks defineerime iga reaalarvu r» > 0 ja x € M puhul hulga B,(x) ehk lahtise kera

raadiusega v punktis x jargnevalt:

By (z):={y e M:o(z,y) <r}

Siis meetrilise ruumi M topoloogia defineerime kui topoloogia, mille puhul alamhulka
S C M nimetatakse lahtiseks parajasti siis, kui iga punkti € S puhul leidub selline
r > 0, mille puhul B,(x) C S.

Niide 1.3. Olgu antud téisarv n > 1. Tahistame hulga R™ elemendid ehk punktid
n-mootmelises ruumis kui (x!, 22, - -+ 2™). Siis n-maootmeliseks eukleidiliseks ruumiks ni-
metatakse meetrilise ruumi erijuhtu, kus kaugusfunktsioon ¢ : R” x R® — R on ruumil

R"™ defineeritud eukleidiline kaugus:

o((xh, -+ ,2™), (' y") = Vit —y2 + (22— 22+ + (a" — y)2.

Definitsioon 1.2. Olgu (X, 7)) topoloogiline ruum. Punkti p € X umbruseks ruumis X
nimetatakse sellist lahtist hulka U € 7T, mis sisaldab punkti p, ehk p € U.

Definitsioon 1.3. Olgu X topoloogiline ruum. Siis kogumit B lahtistest hulkadest ni-
metatakse X topoloogia baastks, kui iga ruumi X lahtine alamhulk on mingi B elementide

thend.

Naide 1.4. Meetrilise ruumi M topoloogiat voime kirjeldada kui topoloogiat hulgal M,

mille baasiks on voetud lahtised kerad B, (x), kus r > 0, z € M.

Maérkus 1.1. Tihti kui on vaja toestada, et mingi kogum B moodustab ruumi (X, 7)
baasi, on lihtsam néidata, et igas lahtises hulgas U € T iga punkti p € U puhul leidub

selline punkti p imbrus W nii, et W C U.

Definitsioon 1.4. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Mingi ruumi X alamhulga S C X

sisemuseks int x (S) nimetatakse suurimat lahtist hulka ruumis X, mis sisaldub hulgas S.

6



Lause 1.1. Olgu (X, T) topoloogiline ruum. Siis sisemuse vétmise operaator intx :

P(X) — Tx sdilitab loplikke ihisosi, st

VA, B C X :intx(ANB) =intx(A) Nintx(B).

Téestus. Olgu antud A, B C X. Niitame mdlemat pidi sisalduvust.

Hulga AN B sisemuse definitsiooni jargi on sisemus intx (A N B) hulga AN B alamhulk,
tahendab intx (AN B) C AN B C A. Samuti on definitsiooni kohaselt hulk intx (AN B)
ruumis X lahtine. Jérelikult on intx (A N B) mingi lahtine hulk, mis sisaldub hulgas A.
Hulk int x (A) on aga suurim hulgas A sisalduv lahtine hulk, seega intx (ANB) C intx (A).
Analoogselt saame intx(A N B) C intx(B). Kokkuvottes intx(A N B) C intx(A) N
int x (B).

Teisalt, intx (A) ning int x (B) on ruumis X lahtised, jarelikult on lahtine ka nende iihisosa
intx(A) Nintx(B). Samuti intx(A) C A ning intx(B) C B. Sarnaselt eelnevaga saame
intx(A) Nintx(B) C AN B, ehk intx(A) Nintx(B) on mingi lahtine hulk, mis sisaldub
hulgas AN B. intx (AN B) on suurim selline hulk, millest tulenevalt intx (A) Nintx (B) C
intx (AN B). [ |

Definitsioon 1.5. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Hulgal S C X defineeritakse alam-
ruumi topoloogia nii, et hulka U C S loetakse lahtiseks parajasti siis, kui leidub mingi
lahtine hulk V' C X nii, et U = V N §. Seejuures hulka S koos alamruumi topoloogiaga

nimetatakse alamruumiks hulgas X.

Definitsioon 1.6. Topoloogilise ruumi X alamhulkade peret {U;}ier (kus Z on in-
dekseeriv hulk) nimetatakse ruumi X katteks, kui kehtib (J;c7 U; = X ning lahtiseks

katteks, kui iga ¢ € Z puhul on U; ruumis X lahtine.

Definitsioon 1.7. Topoloogilist ruumi (X,7) nimetatakse kompaktseks, kui selle iga
lahtise katte {U;};cz puhul leidub 16plik kate {U,} e 7. Eelnevas Z,J on indekseerivad
hulgad ning hulk J C 7 on 16pliku arvu elementidega. Ruumi X alamhulka S C X

nimetatakse kompaktseks, kui sellel defineeritud alamruum on kompaktne.
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Definitsioon 1.8. Kujutust F' : X — Y kahe topoloogilise ruumi vahel nimetatakse

pidevaks, kui iga lahtise hulga U C Y puhul on U originaal F~1(U) ruumis X lahtine.

Definitsioon 1.9. Kujutust F' : X — Y nimetatakse lahtiseks, kui iga lahtise hulga
U C X puhul on kujutis F(U) ruumis Y lahtine.

Definitsioon 1.10. Olgu kujutus F' : X — Y bijektsioon kahe topoloogilise ruumi
vahel. Siis kujutust F' nimetatakse homdomorfismiks, kui see on pidev ning ka pideva

poordkujutusega F~1:Y — X.

Maéarkus 1.2. Samavaérselt eelneva definitsiooniga on bijektsioon F' : X — Y ho-

moomorfism parajasti siis, kui F' on nii pidev kui ka lahtine kujutus.

Definitsioon 1.11. Hausdorffi ruum on selline topoloogiline ruum (X,7), mille iga
kahe erineva punkti p, ¢ € X puhul eksisteerivad iihisosata lahtised hulgad U,V C X nii,
etpelUijaqelV.

1.2 Muutkonna moiste

Definitsioon 1.12. Topoloogiline ruum M on n-mootmeline topoloogiline muutkond voi

ka topoloogiline n-muutkond, kui:

i) M on Hausdorffi ruum;
ii) ruumis M leidub loenduv baas (st baasis on loenduv arv elemente);

iii) M on lokaalselt eukleidiline ruum, ehk iga punkti p € M puhul leidub:
a) lahtine hulk U C M, mis sisaldab punkti p;
b) lahtine hulk U C R"™;

¢) homéomorfism ¢ : U — U.

Kolmandas tingimuses vaatame hulki U ja U vastavalt ruumi M ja ruumi R™ alamruumi
topoloogiatega. Tingimusest tulenevat paari (U, ¢) nimetatakse muutkonna M lokaalseks

kaardiks voi ka lokaalseks koordinaadististeemiks.



Niide 1.5. Kahemootmelises eukleidilises ruumis on ringjoon S! defineeritud kui
S'={(z,y): 2" +y* =1} CR?

mis on 1-moodtmeline topoloogiline muutkond, sest iga punkti € S! iimbrus on ho-
moomorfne arvtelje R alamhulgaga. Pikemaks toestuseks voib lugeja tutvuda allikaga

(Segal, 2016).

Naide 1.6. Tuntud niide 2-mo66tmelisest topoloogilisest muutkonnast on soorikukuju-

line pind nimetusega toor ning tihistusega 72 (vt joonis 1).

--..
| 7 7552
17483

Joonis 1: Toor. (Wikimedia Commons, 2007)

Definitsioon 1.13. Olgu M topoloogiline muutkond. Siis atlas muutkonnal M on lo-
kaalsete kaartide pere A = {(U;, ;) }icz, seejuures nende kaartide madramispiirkonnad

moodustavad M lahtise katte, st

M:Um

1€T

Jargnevaks definitsiooniks téhistame n-mootmelise kinnise poolruumi H™ ning selle raja

OH", st

H" .= {;17:(1131,132,"' ’xn)eRn:$n20}CRn

OH" := {z = (z',2%,--- ,2™) € R" : 2" = 0}.



Definitsioon 1.14. Topoloogilist ruumi M nimetatakse n-muutkonnaks rajaga, kui M
on Hausdorffi ruum loenduva baasiga, ning iga punkti p € M puhul kehtib tépselt liks

jargmistest tingimustest:

i) leidub lahtine hulk U C M, mille puhul p € U, ning leidub homéomorfism ¢ : U —
U nii, et U on ruumi H" \ OH™ lahtine alamhulk;

ii) leidub lahtine hulk U C M, mille puhul p € U, ning leidub homéomorfism ¢ : U —
U, kus U on ruumi H" lahtine alamhulk ja o(p) € U N 9H".
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2 Artini kleepimine topoloogiate kontekstis

Kéesolevas peatiikis defineerime Artini kleepimise (Artin gluing) topoloogiliste ruumide
vahel. Alampeatiiki 2.1 kirjutamiseks on adapteeritud allika (nLab authors, 2012) tu-
lemused topoloogiliste ruumide kohta ning alampeatiikkides 2.2, 2.3 on toodud moéned
tulemused artiklist (Souza, 2023). Artiklis sonastati tulemused, kasutades kinniste hulka-

de kogumeid, seega peatiikis on tolgitud need tulemused otseselt topoloogiate konteksti.

Olgu meil antud kaks topoloogilist ruumi (X, Tx) ja (Y, 7y). Voime kiisida, kuidas ,kokku
kleepida® ruumidest X ja Y uue topoloogilise ruumi (Z, Tz). Sel juhul Z := X 1Y, kuid

kuidas karakteriseerida topoloogiat 7?7

Markus 2.1. Tahistusega X LY motleme, et me votame hulkade X ja Y loikumatu
tihendi. Teisisonu eeldame, et X ja Y on omavahel I6ikumatud ning siis leiame X LI
Y =XUY. Kui X jaY eiole juba loikumatud hulgad, voime nende asemel vaadata
hulki X* := X x {0} ning Y* := Y x {1}. Moistagi on nendel hulkadel defineeritud
topoloogilised ruumid homéomorfsed vastavalt ruumidega X ja Y. Tehnilise lihtsuse
mottes eeldame jargnevalt, et uurime omavahel loikumatuid hulki X ja Y, aga kasutame

tahistust X LY, et rohutada, et nii tehes ei kitsenda me tildisust.

Triviaalne lahendus on votta ruumide X ja Y kleepimiseks oleks votta nende kokorrutis
(coproduct), st mingi hulk U C X U'Y loetakse lahtiseks parajasti siis, kui U N X on
lahtine ruumis X ning U N'Y on lahtine ruumis Y. Artini kleepimine annab aga teise —

seejuures tildisema — voimaluse topoloogiate kleepimiseks.

Enne Artini kleepimise defineerimist uurime, milline oleks soovitav topoloogia struktuur

hulgal Z =X UY.

2.1 Ruumi 7 = X UY struktuur

Olgu meil antud topoloogiline ruum (Z,7z), uurime Z alamruume X ja VY = Z\ X

(antud vastavate alamruumide topoloogiatega), seejuures eeldame, et X on ruumis Z
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lahtine hulk. Soovime teada, millised hulkade paarid (W, W’) € Tx x Ty moodustavad
kokku kleepides ka lahtise hulga ruumis Z, ehk millal kehtib W U W’ € T5.

Lause 2.1. Mingit hulk S on topoloogilises ruumis Z lahtine parajasti siis, kui S C

intz(S).

Toestus. Alamhulga S sisemus on suurim lahtine hulk ruumis Z, mis sisaldub hulgas
S. Kui S on lahtine ruumis Z, siis on selleks hulgaks S ise, ehk intz(S) = S. Hulga S
sisemus on aga defineeritud kui mingi hulga S alamhulk, tdhendab vordusega samavéérne

tingimus on S C intz(.5). [ |

Antud juhul soovime siis leida sellised paarid (W, W’') € Tx x Ty nii, et WU W' C

intz (W U W’). Selles aitab meid jargmine lause.

Lause 2.2. Olgu antud topoloogiline ruum Z ning alamruumid X jaY = Z \ X nii, et
X on ruumis Z lahtine. Siis hulkade W € Tx, W' € Ty puhul kehtib sisalduvus WUW' C
intz (W UW') parajasti siis, kui W' Cintz (W U W').

Toestus. Tarvilikkus: Olgu WU W’ Cintz(W UW'). Siis ka W/ C W UW’ Cintz(W U
w’).

Piisavus: Olgu W’ C intz (W UW’). Peame meeles, et ruumil X on alamruumi topoloogia,
st leidub mingi V' € Tz nii, et W = X N V. Kuid et eelduse jargi on X lahtine ruumis

Z, siis on ka W kui lahtise hulkade {ihisosa lahtine ruumis Z. Seega W = intz(W) C
intz (W U W), jarelikult ka W U W’ C intz (W U W), [ |

Lause 2.3. Sisalduvus W' C intz(W U W') kehtib parajasti siis, kui kehtib sisalduvus
W' Cintz(WUY)

Toestus. Tarvilikkus: Ilmne, sest W/ C Y.

Piisavus: Olgu W’ C intz(W UY), siis samavaérselt W' = W' Nintz(W UY). Et Y on
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ruumi Z alamruum, siis leidub V € T, : W/ =Y N V. Niud

W' Cintz(W U W’

) —

W' Nintz(WUY) Cintz(WUW') <
(Y NV)Nintz(WUY) Cintz(W U (Y NV)) <=
Y NV Nintz(WUY) Cintz(WUY)N(WUV))

Kusjuures et sisemuse votmise operaator séilitab 16plikke iihisosi (vt lause 1.1) siis

Y NV Aintz(WUY) Cintz(WUY)N(WUV)) <=

YNVNintz(WUY) Cintz(WUY)Nintz(WUV)

Néeme, et YNV Nintz(WUY) Cintz(WUY) ning Y NV Nintz(WUY) CV C

WUV =intz (W U V), seega sisalduvus kehtib ning véide on toestatud.

Kokkuvottes saame, et kokku kleepida sobib paarid (W, W) € Tx x Ty lahtiseks hulgaks
W UW' € Tz parajasti siis, kui W’ C f(W), kus funktsioon f on defineeritud kui

f:Tx — Ty,

W — intz(WUY)NY.

Néaeme muuhulgas, et lahtised hulgad U ruumis X genereerivad lahtised hulgad UU @ €
Tz ning lahtised hulgad V' ruumis Y genereerivad lahtised hulgad X UV € 7.

Kasutame eelnevat motivatsiooniks, kui defineerime kahe suvalise ruumi X ja Y kokku-

kleepimise konstruktsiooni.

2.2 Ruumide X ja Y Artini kleepimine

Definitsioon 2.1. Olgu meil antud l6ikumatud topoloogilised ruumid (X, 7Tx), (Y, Ty)

ning funktsioon f : Tx — Ty, kusjuures eeldame, et jirgmised tingimused on rahuldatud:
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i) f séilitab tervet ruumi, st f(X) =Y

ii) f séailitab 1oplikke iihisosi, st VA, B € Tx : f(AN B) = f(A) N f(B).

Siis defineerime topoloogilise ruumi hulgal X LY nii, et loeme hulga U C X LY lahtiseks

parajasti siis, kui kehtib:

Ll) UNX € Tx;
L2) UNY € Ty;

L3) UNY C f(UNX).

Niimoodi defineeritud ruumi nimetame ruumide X,Y Artini kleepimiseks, ning saadud
ruumi voime tdhistada X + ;Y voi kui konkreetne funktsioon f pole oluline, siis X # Y.

Kui tahame réékida vaid ruumi X # Y topoloogiast, siis tdhistame seda Tx v .
Lause 2.4. Eelnevalt defineeritud hulk Tx 4y on toepoolest topoloogia hulgal X LY .
Téestus. Kontrollime topoloogia aksioome (definitsioon 1.1).
Terve hulk on lahtine (Néitame, et hulk X 1Y rahuldab tingimusi L1, L2, L3):
) (XUY)NX =X € Tx;
i) (XuY)nY =Y € Ty;
i) fF(XUY)NX)=fX)=Y2OY=(XLY)NY.
Seega X UY € Txwy.
T1ihi hulk on lahtine:
) oNX =g e Tx;
i) oNY =2 € Ty,
i) oNY =92 C f(onX).

14



Seega @ € Txwy.
Kinnine Ioplike iihisosade votmise suhtes: Olgu A, B € Tx,+y. Siis
i) ANBNX =(ANX)N(BNX) € Tx, sest nii (ANX) € Tx kui ka (BNX) € Tx;
i) ANBNY =(ANnY)N(BNY) € Ty;
iii) f(ANBNX) = f((ANX)N(BNX)) = f(ANX)Nf(BNX) 2 (ANY)N(BNY) =

ANBNY;

Seega ka ANB € Txwy.

Kinnine mistahes tihendite votmise suhtes: Olgu { A; };e7 pere lahtistest hulkadest ruumis

Txwy. Siis

i) distributiivsuse pohjal (U;ez 4i) N X = U;er(Ai N X) € Tx, sest iga i € Z puhul
(AN X) € Tx;

i) (Uiez Ai) NY =User(AiNY) € Ty

i) VieZ:A,NY C f(A;NX). Sellest tulenevalt
Uuiny)c ¢ (U(AmX)) — (UAZ) NY Cf ((UAZ> mX) .
€L 1€T 1€T €T

Seega ka | J;c7r Ai € Tx iy [ |

Naiide 2.1. Paneme tihele, et kui eelnevas votta kleepimisfunktsiooniks konstantne funkt-

sioon fY, mis on defineeritud kui

fY:Tx—>Ty,
U—Y,

siis kokkukleebitud ruum X +;v Y on tépselt eelnevalt mainitud ruumide X ja Y
kokorrutis. TGepoolest, definitsioonis kleepimistingimus U N'Y C fY(U NX) =Y
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kehtib alati. Seega ainsad tingimused hulga U lahtisuseks kokkukleebitud ruumis on
UNX € Tx,UNY € Ty. Pole ka raske niha, et funktsioon fY¥ siilitab tervet ruumi ning

loplikke iihisosi, seega on tegemist kleepimiseks sobiliku kujutusega.

Niide 2.2. (Richard Pinch, 2018) Uks topoloogias tuntud konstruktsioon on topoloo-
gilise ruumi Aleksandrovi laiend. Idee seisneb selles, et ruumile X lisatakse {iks punkt,
tavaliselt tahistatud oo, ning millest voib vastavalt moelda kui ,punktist lopmatuses®.
Siis hulgal X* = X U {oo} defineeritakse topoloogia nii, et lahtisteks hulkadeks nimeta-
takse koik lahtised hulgad ruumis X ning lisaks koik ruumi X kinniste ja kompaktsete (vt
definitsioonid 1.1, 1.7) alamruumide C' puhul hulgad (X \ C') U {co}. Konstruktsioon on
kasulik muuhulgas selle tottu, et konstrueeritud ruum X* on kompaktne, kui originaalne

ruum X ei pruugi olla.

Téhistame enda eesmérkideks topoloogilise ruumi 1 = {oco}. On selge, et ainus sobiv
topoloogia sellel hulgal on diskreetne topoloogia 71 = {&,00}. Me saame defineerida

Aleksandrovi laiendi 1dbi Artini kleepimise, valides kleepimisfunktsiooniks f, jargmise:

foz3TX_>7-1

0o, kui X \ U on kompaktne;
Uw—

g, muidu.

Kontrollime, et nii defineeritud kujutus on ka kleepimiseks sobilik, ehk see siilitab tervet

ruumi ning loplikke iihisosi:

i) fa(X) = {oo}, sest X \ X = @ on alati kompaktne (16plik kate ongi @);

ii) Olgu AN B € Tx. Siis de Morgani seaduse jargi X \ (ANB) = (X \4)U (X \ B).
Kompaktsuse iiks omadusi on, et kahe kinnise hulga iihend on kompaktne siis ja
ainult siis, kui molemad hulgad on ise kompaktsed. Antud juhul on siis (X \ A) U
(X \ B) kompaktne siis ja ainult siis, kui nii X \ A kui ka X \ B on kompaktsed
hulgad. Nii et toepoolest fo (AN B) = fo(A) N fo(B).
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Vaatame ka iihte konkreetset Aleksandrovi laiendi ndidet. Olgu antud arvtelg ehk euklei-
diline ruum R ning uurime ruumi R* = R U {oo}. Sellise ruumi topoloogia moistmiseks
voime kasutada Heine-Boreli teoreemi, mis vaidab, et kompaktsed hulgad eukleidilises
ruumis on tépselt kinnised ja tokestatud hulgad, ehk 16igud [a,b], kus a,b € R. Siis
Aleksandrovi laiendi konstruktsioonist tulenevalt ndevad punkti co timbrused vilja nagu

hulgad {oco} U (R [a, b]).

Annab niidata, et Aleksandrovi laiend R* on homdomorfne iihikringiga S'. Toepoolest,

homdomorfismiks voime votta stereograafilise projektsiooni laiendi:

¢: 8" = RU{o0},

(l’ y) . {00}7 kui (x7y) = (O’ 1);

x ;
Ty muidu.

Lause 2.5. Olgu ruumis X v Y antud hulgad W € Tx ja W' € Ty. Siis hulga W U W'
sisemus int x -y (W U W) avaldub kujul
intx,_l_y(W U W’) =Wu (f(W) N W’).
Toestus. Peame niitama, et WU(f(W)NW') on suurim lahtine hulk, mis sisaldub hulgas
W UW'. Veendume, et WU (f(W)NW') € Txwy:
H WU(fW)nWH)nNnX =W e Tx;
i) WuU(fW)nw)ny = f(W)NnW’' e Ty, sest nii f(W) € Ty kui ka W' € Ty;
i) (WU(fW)nwH))ny =f(W)nw’ C f(W).

Niiiid valime suvalise hulga D C X UY nii, et D € Txyy ning D C W U W’. Niitame,
et siis kehtib D C WU (f(W)NW'). Et D C WUW' siis DNX C (WUW ) NX =W.

Samamoodi D NY C W'. Teisalt et D on lahtine ruumis X # Y, siis
DNYCfDNX)=f((DNnX)NW)=f(DNX)N f(W),
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millest tulenevalt ka DNY C f(WW). Kokkuvottes
D=(DnX)uDNY)CWuU (W nfWw))
nagu soovitud. |

Teoreem 2.1. Olgu antud topoloogiline ruum (Z,Tz) nii, et Z = X UY ning X on

ruumis Z lahtine ning funktsioon fz, mis on defineeritud kui

TX_>7§/7

Wi—intz(WUY)NY.

Siis X +y7, Y = Z, st nende ruumide alushulgad ning topoloogiad iihtivad.

T'oestus. Ruumide alushulkade kattumine jareldub otse ruumi X +, Y definitsioonist.

Ruumis X +, Y on hulk U lahtine parajasti siis, kui:

1) UNX € Tx;
i) UNY € Ty;
i) UNY C fz(UNX).
Paneme tédhele, et need on tépselt alampeatiikis 2.1 kirjeldatud tingimused hulga U

lahtisuseks ruumis Z. Jaab néidata, et funktsioon fz on sobilik funktsioon kleepimiseks,

st see séilitab tervet ruumi ning loplikke {ihisosi:

F2(X) =intz(XUY)NY =intz(Z)NY = ZNY =Y;

f2(ANB) =int; (ANB)UY)NY

=intz (AUY)N(BUY))NY (distributiivsus)
=intz(AUY)NY Nintz(BUY)NY (idempotentsus, lause 1.1)
= fz(A) N fz(B). u
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X — X

R

Joonis 2: Kujutuste F' ja G kleepimine [F, G|

Y +—Y
F,G]
G

Do F

Teisisonu {itleb lause, et kui lisaks ruumidele X ja Y on antud mingi iilemruum Z nii,
et Z = X UY ning X on lahtine hulk ruumis Z, siis voime leida ruumile Z vastava n-6

kanoonilise kleepimisfunktsiooni fz, st Tx+, v = Tz.

2.3 Pidevate kujutuste kleepimine

Edaspidiseks on kasulik uurida, kuidas kéib topoloogilistel ruumidel X ja Y antud pide-

vate kujutuste kleepimine kujutuseks, mis toimib ruumil X # Y.

Definitsioon 2.2. Olgu antud kokkukleebitud ruum X # Y ning pidevad kujutused
F:X - RjaG:Y — R (siis R on mingi ithine ruum, kus kujutised asetsevad).
Defineerime kujutuste F,G kleepimise [F,G] : X + Y — R punktiviisi jargnevalt (vt
joonis 2):

F(a), kuiae X

[F, Gl(a) =
G(a), kuia€Y.

Teoreem 2.2. Olgu antud kokkukleebitud ruum X +7Y ning pidevad kujutused F' : X —
R ja G:Y — R. Siis kleebitud kujutuse [F,G]: X 'Y — R puhul:

i) [F,G] on pidev parajasti siis, kui iga lahtise U C R puhul kehtib sisalduvus G=1(U) C
f(FH));

it) Kui F ja G on lahtised kujutused, siis ka [F,G] on lahtine.
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Toestus. Toestame teoreemi osades.

Toestame esmalt punkti (i), ehk et sisalduvuse tingimus G=1(U) C f (F~1(U)) on sa-

mavadrne [F, G| pidevusega.
Tarvilikkus: Olgu [F, G] pidev. Siis mingi lahtise U C R puhul originaal [F,G]~}(U) €

Tx+,v- Seega

nagu soovitud.

Piisavus: Olgu G~(U) C f(F~'(U)). Peame naitama, et siis [F,G]""(U) € Tx+,v,

teisisonu et ruumis X +5 Y on [F,G]~}(U) vordne enda sisemusega.
intx,y[F,G]"'(U) = intx4,y (F{(U)UG'(V))

Paneme tihele, et F~1(U) € Tx ning G~1(U) € Ty, seega voime kasutada lauset 2.5

ning saame

iIltX+fy (F_I(U) @] G_I(U))

FHU)u (G U)n f(FHD)))
FYoyuae )

([F.G) 1),

nagu soovitud.

Niitid téestame punkti (ii). Olgu F' ja G lahtised kujutused. Siis iga U € Tx,y puhul
[F,G](U)=F{UNX)UGUNY). Et UNX on lahtine ruumis X, UNY lahtine ruumis

Y ning vastavad kujutused on lahtised, siis on ka kujutiste {ihend lahtine ruumis . W
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3 Muutkondade kleepimine

Kui topoloogiliste ruumide X ja Y kokkukleepimisel on keeruline just ruumide topo-
loogilise struktuuri iihendamine, siis kahe n-muutkonna M ja N kokkukleepimisel peab
arvestama veel lisa struktuuriga, nimelt alamhulkadel antud lokaalsete kaartidega. Nagu
eelnevalt, uurime mingi tilemmuutkonna L = M U N struktuuri, ning proovime konst-

rueerida Artini kleepimise analoogi kahe muutkonna puhul.

3.1 Muutkonna L = M U N struktuur

Lause 3.1. Olgu antud kokkukleebitud ruum M w N kleepimisfunktsiooniga f : Ty —
Tn ning hulgad U € Ty, V € Ty nii, et V C f(U). Siis ruum U v V on ruumi M + N
alamruum vastava alamruumi topoloogiaga, kus kleepimisfunktsioon [ : Ty — Ty on

defineeritud kui

=Sl T = T
W= f(W)NV.

Toestus. Kontrollime esmalt, et f/ = f‘g on sobilik funktsioon kleepimiseks, st siilitab

tervet ruumi ning 16plikke iihisosi:

flp) = fwynv
—V; (V C f(U))
fl(ANB) = f(ANB)NV
=fAnVnfBNV (idempotentsus)

= [l (A) N [ (B).

Niiiid naitame, et ruumil U # V on alamruumi topoloogia. Olgu meil antud ruumis

U # V lahtine hulk W. Peame néitama, et siis leidub mingi S € Ty n nii, et SN (T U
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V)=W.

Et W e Ty, siis WNU € Ty, WNV € Ty (tingimused L1, L2). Tahistame vastavalt
A :=WnNU ning B := WNV. Leiame nendel hulkadel vastavad alamruumi topoloogiad.
Siis leidub selline S4 € Ty nii, et S4NU = A ning analoogiliselt leidub selline Sg € Ty,
et Sp NV = B. Niiiid vottes S := S4 U Sp saame

W=(WnU)yuWwnv)
=AUB
=(SanU)U(SpNV)
=(SaUSp)NUUYV) (S4,Sp ja U,V omavahel l6ikumatud)

—SNUUV).

Jaab néidata, et nii defineeritud S on lahtine ruumis M # N. Kontrollime lahtisuse

tingimusi L1, L2, L3:

i) SNM = (S4USg)NM =S54 €Ty
i) SON=(S4uUSp)NN =S €Tn
iii) Eeldusest, et W on ruumis U # V lahtine, saame tingimusest L3

WV C i wnu)
<= BC f(ANV
= SENV C f(SanU)NV
= SANNVCf(SNMNU)NV (Sp=SNN, Sy=Sn0M)
= SANCHSNM)NV (VCN,UC M)

— SAN C (SN M).

Néaitame niitid teistpidi, et iga alamruumi topoloogias lahtine hulk on ka lahtine ruumis

U+ V. Alamruumi U U V topoloogias on lahtised hulgad téapselt S N (U U V), kus
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S € Tuwn. Kontrollime lahtisuse tingimusi ruumis U H V:

) (SNOUV)NU=8SNU=(SNM)NU € Ty, sest kleepimistingimuse L1 jargi

SN M € Ty ning ruumil U on ruumi M alamruumi topoloogia;
ii) analoogselt (SN (UUV)NV =SSNV =(SNN)NV € Ty;

iii) kleepimistingimuse L3 jérgi:

(SNUUV)NV =(SAN)NV

Viide on toestatud. |

Teoreem 3.1. Olgu antud kaks homdéomorfismi ¢ : U — U ning ¥ V. — V, kus
U, VCR nii, et  on ruumis R lahtine kujutus, st ¢ : U — R on lahtine. Siis kleebitud

kugutus [, ] : U w V — U UV C R on homéomorfism parajasti siis, kui

i) [p, ] on injektiione, ehk kujutuste @, ¥ muutumispiirkonnad on loikumatud;
it) iga lahtise W C R puhul kehtib = (W) C f (¢~ (W));

iti) iga lahtise W € Tugv puhul (W NV) Cintg (e(WNU)Uyp(W NV)),

kusjuures tingimus (i) on samavidrne kujutuse [p, ] bijektiivsusega, tingimus (ii) sama-
vadrne [, ] pidevusega ning tingimus (i) samavddrne [@, 1] lahtisusega ruumis R.
Toestus. Toestame teoreemi osades.

Toestame esmalt punkti (i), ehk et kujutuse [, ¥] injektiivsus on samavéirne selle kuju-

tuse bijektiivsusega. Toepoolest, kui eeldame, et kujutuste ¢, ¥ muutumispiirkonnad on
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16ikumatud, siis saame defineerida péordkujutuse [, 1]~ : UUV — U # V jérgnevalt:

_1 . kui i
ol = § F (W Kast
Y~ 1(a), kuiaeV,

kus o' ja ¥~ on vastavate homdomorfismide péérdkujutused. Samasust ([¢, ]! o

[0,%])(a) = ([, ] o [¢,%]71)(a) = a on lihtne kontrollida.

Tingimuse (ii) samavéérsus kujutuse [p, 1] pidevusega tuleb otse teoreemist 2.2.

Viimaks néitame, et tingimus (iii) ehk sisalduvus
$W V) Cintg (o(W N U) U(W A V)

on samavadrne kujutuse [p, 1] lahtisusega ruumis U U V', kus viimane on ruumi R alam-

ruum. Sellega samavédrselt peame néitama, et
[, V](W) =W NU)Up(WNV)

on ruumis R vordne oma sisemusega. Eelduse kohaselt on kujutus ¢ : U — R lahtine.
Seega et WNU on lahtine ruumis U kleepimistingimuse L1 jargi, siis ¢(WNU) on ruumis
R lahtine hulk. Niiiid voime kasutada lauseid 2.1 ja 2.2, mille kohaselt

oW NU)UB(W N V) = intg (o(W N U)UB(W N V) <=
oW NU)UB(W N V) C intg (o(W N U)UG(W N V) <=

»(WNV) Cintg (p(WNU)UpWNV)),
nagu soovitud. u

Rakendame niitid teoreemi olukorrale, kui meil on antud topoloogiline n-muutkond (L, 77,)
koos atlasega Aj, = {(S;,7:) }iez. Uurime topoloogilise ruumi L alamruume M ja N =

L\ M, kusjuures eeldame, et M on ruumis L lahtine. Siis M on muutkond antud L
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alamruumitopoloogiaga ning /N on ruumi L kinnine atlasega varustatud alamruum, mis

iseenesest ei pruugi olla muutkond.

Tahistame vastavad atlased:

Anr = {(Ui, i) biez = {(S N M, v[snnm) : (S,7) € AL} ning

AN = {(‘vaj)}jEJ = {(SmNa’Y’SﬁN) : (577) € 'AL}

Et N on ruumi L kinnine alamruum, tdhendab antud juhul, et iga kaardi (V ) € Ay
kodomeen V on mingi ruumi R” mitte tingimata lahtine alamruum. Erijuhul voib N olla

niiteks muutkond rajaga (vt definitsioon 1.14).

Mairkus 3.1. Selguse mottes tasub siinkohal defineerida, mida motleme ,atlasega va-
rustatud alamruumi“ all (eelnevalt oleme defineerinud atlase vaid muutkondade puhul).
Olgu N mingi topoloogiline ruum ja A = {(U;, ;) }icz pere sellistest paaridest (U, p),
kus U on lahtine hulk ruumis N ja ¢ hom&omorfism hulga U ja mingi fikseeritud ruumi
R alamruumi vahel, ehk ¢ : U — ﬁ, kus U C R. Kui R = R" mingi taisarvu n > 0

puhul, siis kutsume edaspidi vastavat atlast n-atlaseks.
Definitsioon 3.1. Olgu L, M ja N eelnevas arutluses antud ruumid vastavalt atlastega
Ar, Ay ning Ay Siis vottes kleepimisfunktsiooniks

fo:Tu —Tn, [fr(A)=intz(AUN)NN,

leiame atlase ruumil M 4y, N jérgnevalt: iitleme, et kaart (U 4 V,[p,9]) on atlases

.AM+fLN parajasti siis, kui
1. (U,p) € Aur;
2. (Vo) e Ay voi V = g
3. VCfL(U);
4. [p, 1] on injektiivne;
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5. iga lahtise W C R™ puhul v~ 1(W) C f1, (¢~ 1(W));

6. iga lahtise W € Tyyy puhul (W N V) Cintg (oW NU)Up(W NV)).

Margime, et juhul V' = & voime votta homoomorfismiks ¢ : @ — & ning koik iilejadnud

tingimused kehtivad. See tahendab, et Ay, C Apry i N-

Definitsiooniga 3.1 oleme kirjeldanud atlast, mille lokaalsete kaartide mé&aramispiirkon-
nad on teoreemi 2.1 kohaselt lahtised ruumis L (tingimus 3). Samuti teoreemi 3.1 koha-
selt, et atlase kaardid on homdomorfsed ruumi R™ lahtise alamruumiga (tingimused 4-6).
Kokkuvottes saame, et atlas Aps. N 2 Ar ning vastava atlasega ruum M +7, N on

toepoolest n-muutkond.

Nii leitud muutkonna M +7, N Hausdorfli tingimus kui ka loenduva baasi olemasolu
tulenevad otse ruumi L vastavatest omadustest. Samuti sisalduvusest Apsy N O A
saamegi, et atlas toepoolest katab topoloogilist ruumi M +7, N. Viimased tingimused
aga ei tarvitse olla toesed suvalise kleepimisfunktsiooni f puhul. Seda peame jargnevalt

meeles.

3.2 Muutkondade M ja N kleepimine

Enne kahe suvalise n-muutkonna M ja N kleepimist peame veenduma, millal tdpselt on
muutkonna tingimused (definitsioon 1.12) tdidetud. Tépsemalt, millal on kahe Hausdorffi
ruumi kleepimine ise Hausdorffi ruum, ning millal leidub kahe loenduva baasiga ruumi

kleepimisel samuti loenduv baas.

Lause 3.2. Olgu topoloogilised ruumid M ja N loikumatud Hausdorffi ruumid. Siis ruum
M +¢ N on Hausdorffi ruum parajasti sus, kui iga a,b € M U N puhul leiduvad lahtised
UV CMni, eeUNV =2 jaacUU fU),be VUFfV).

Toestus. Tarvilikkus: Olgu M+ N Hausdorffi ruum. Siis iga a,b € M UN puhul leiduvad

tihisosata lahtised hulgad A, B € Ty4,n nii, et a € A,b € B. Kleepimistingimuse L3
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kohaselt saame

a€A=(ANM)U(ANN)C (ANM)U f(AN M) ning

be B=(BNM)U(BNN)C(BNM)Uf(BnM),

seega et ANM,BNM € Ty, n, siis sobilikud iihisosata hulgad ongi U := AN M ja
V.=BnNnM.

Piisavus: Olgu kahe punkti a,b € M U N puhul antud lahtised tihisosata U,V C M nii,
etacUUf(U),be VU f(V). On kolm voimalikku juhtu:

Kui a,b € M, siis jéarelikult a € U ja b € V. Need hulgad on lahtised ruumis M, seega
need on ka lahtised ruumis M +; N.

Kui a,b € N, siis jarelikult a € f(U) ning b € f(V). Et N on Hausdorffi ruum, leiduvad
mingid U, V' € Ty, U' N V' = &, mis sisaldavad vastavalt punkte a ja b. Niiiid saame
acUUU'NfU)) ningbe VUV 'Nf(V)). Need hulgad on 16ikumatud, ning on lihtne
kontrollida, et need on ka ruumis M +; N lahtised.

Kuia € M jab € N, siis jarelikult a € U ning b € f(V'). Et ruumid M, N on l6ikumatud,
siis on loikumatud ka nende alamhulgad U ning f(V'). Kokkuvottes a € U jab € VUf(V),
mis on omavahel l6ikumatud hulgad. Jalle nditab vahetu kontroll, et need hulgad on ka

ruumis M +; N lahtised. ]

Lause 3.3. Olgu topoloogilistel ruumidel M ja N (vihemalt tiks) loenduv baas. Siis ruu-
mil M w N leidub loenduv baas siis, kui leiduvad sellised loenduvad baasid By = {U;}324
ja By = {V;}52, vastavalt ruumides M ja N nii, et iga lahtise W € Tary N ja iga indeksi
J € N puhul leidub selline indeks i € N nii, et V; C f(U;) ja Ug CW N M.

Téestus. Olgu ruumi M loenduv baas By = {U;}2; ja ruumi N loenduv baas By =
{V;}52, sellised, et iga lahtise W € Tasip n ja iga indeksi j € N puhul leidub selline indeks
i € N nii, et V; C f(U;) ja Uy € W N M. Téhistame niitid pere

B:={U; UV} :V; C f(Uj)}ijen
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ning naitame, et kogum By n := B U Bys on ruumi M + N loenduv baas.

Hulga B konstruktsiooni jargi |B| < |Bas x By/|, kus viimane on eelduse jargi loenduv
hulk, seega ka B on loenduv hulk ning samuti on loenduv tihend BUB); kahest loenduvast

hulgast.

Niitame, et B U By moodustab ruumi M + N baasi. Selleks peame niitama, et iga
lahtise S € Ty n korral leidub igal punktil € S lahtine iimbrus W € B U B) nii, et
x € W C §. On kaks voimalikku juhtu:

Kui z € SN M, siis kasutades kleepimistingimust L1 saame SN M € Ty;. Et pere By on
ruumi M baas, siis tdhendab, et leidub selline ruumis M lahtine U; € By, mille puhul
reW CSNM. Et agaruum M on ruumi M H N lahtine alamruum, siis nii leitud Uj;
on ka ruumis M + N lahtine, ning selgelt kehtib x € U; C SN M C S, U; € BU Byy.

Kui x € SN N, siis kasutades kleepimistingimust L2 saame S NN € Ty. Jille leiame
sellise ruumis N lahtise V; € By, mille puhul z € V; € SN N. Niiiid eelduse kohaselt
leidub selline U; € By nii, et U; € SN M ning V; C f(U;), jérelikult € U; UV, C
(SNM)U(SNN) =S ning U; UV; € B C BU By, nagu soovitud. [ |

Jareldus 3.1. Olgu M topoloogiline n-muutkond koos atlasega Ap; ning N on n-atlasega
AN varustatud topoloogiline ruum (vt mdrkus 3.1). Konstrueerime kokkukleebitud ruumil
M +; N atlase .AM+fN vastavalt definitsioonile 3.1. Paar (M +y N, AM+fN) on n-

muutkond siis, kui

i) iga a,b € M U N puhul leiduvad lahtised U,V C M nii, et UNV = & ja a €
UUfU),beVuUf(V);

ii) ruumides M ja N leiduvad sellised loenduvad baasid By = {U;}2, ja By =
{V;}521 nii, et iga lahtise W € Tayyn ja iga indeksi j € N puhul leidub selline
indeks i € N nii, et V; C f(U;) jaU; CW N M

i11) atlase AM+fN kaartide mddramispiirkonnad moodustavad ruumi M +¢ N lahtise

katte.
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Joonis 3: Kahe 1-muutkonna M, N kleepimise niide.

Eelnev jareldus votab kokku laused 3.2 ja 3.3 ning alampeatiiki 3.1 tulemused. Toepoo-
lest, iildjuhul tekib Aps4,n konstrueerimisel ainult n-6 pseudoatlas, mis ei kata taieli-
kult ruumi M +; N. Tépsemalt tekib probleem kinnise alamruumi N katmisega, sest
Am C Apy,n, aga sama ei kehti {ildjuhul atlase Ax puhul. Kéesoleva t66 autor ei

leidnud ruumi M +¢ N katmiseks sobivat samavaarsustingimust.

Naiide 3.1. Selguse mottes vaatame néidet, mille puhul me teame, et kleebitud ruum ei
saa olla muutkond, ning siis kontrollime jérelduse 3.1 tingimusi. Olgu eukleidilises ruumis
R? antud kaks lahtist joont (lahtise joone all métleme mingi pideva ja lahtise injektsiooni
f:(0,1) — R? kujutist), ehk kaks 1-mootmelist muutkonda M ja N, mis on 16ikumatud,
aga puutuvad punktis p € N (vt joonis 3). Formaalselt on siis punkt p selline, mille puhul
iga lahtise kera B,(p) C R? (vt niide 1.2) korral B,(p) N M # & ning B.(p) N N # @.

Samuti eeldame, et muutkondadel M ja N on ette antud atlased Ap; ja Apn.

Ruumis Z = M U N konstrueerime topoloogia nii, et nimetame lahtiseks iga alamhulga
W, mille puhul leidub ruumis R? lahtine hulk S nii, et W = SN Z. Teisisonu on tegemist
ruumi R? alamruumi topoloogiaga hulgal M UN. Ilmselt ei ole nii konstrueeritud ruum Z
muutkond, sest punkti p iimbruses ei ole ruum homoéomorfne eukleidilise ruumiga. Pole

raske veenduda, et hulk M on ruumis Z lahtine. Niiiid nagu peatiikis 2, leiame ruumile
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Z vordse topoloogilise ruumi M +7, N, kus
fz:Tu—Tn, fz(W)=intz(WUN)NN.

Niitid néitame, et ruum M +;, N ei tdida jarelduse 3.1 tingimust (ii), ehk vastavalt
definitsioonile 3.1 konstrueeritud atlas Az 1N ei kata taielikult ruumi M +;, N. Tép-
semalt tekib probleem selles, et mitte iithegi punkti p timbruse W € TM+fZ ~ puhul ei

leidu sobivat homéomorfismi [p, 1], seega atlas ei kata punkti p.

Toepoolest, olgu antud lokaalsed kaardid ¢ : U — UCR ning ¢ : V — V C R vastavalt
atlastes Aps ja Ay nii, et p € U UV, jarelikult p € V. Seejuures et M ja N on muut-
konnad, siis kaartide sihthulgad U ja V on ruumis R lahtised. Konstrueerime kleebitud
kujutuse [p,?¢] : U H V — R. Eeldame, et kujutuste ¢ ja ¢ muutumispiirkonnad on
16ikumatud (vastasel juhul ei oleks [¢, 1] nagunii atlases Aps+ iy ~). Siis teame, et V on
ruumis R lahtine, aga kleebitud kujutuse originaal [go,w]_l(V) = ¢_1(V) = V ei ole
kleebitud ruumis lahtine. Toepoolest, p € V' C N, aga vastavalt ruumi Z = M +;, N
ning punkti p definitsioonile ei leidu iihtegi lahtist hulka W € Ts4 N nii, et p € W ja
W N M = @. Jarelikult ei ole kujutus [p, 9] pidev ega homéomorfism.
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Kokkuvote

Ké&esolevas bakalaureuset66s uuriti Artini kleepimist ja selle analoogi topoloogiliste n-
muutkondade puhul. Defineeriti Artini kleepimise konstruktsioon kahe topoloogilise ruu-
mi X ja Y vahel, mille abil luua uus ruum X H Y. Seejérel toodi nditeid Artini kleepi-
mise kasutusest, sealhulgas ruumide X ja Y kokorrutise leidmine ja topoloogilise ruumi
Aleksandrovi laiendi leidmine. Samuti toodi vélja, et kui lahutada moni topoloogiline
ruum Z lahtiseks ruumiks X ja kinniseks taiendiks Y = Z'\ X koos vastavate alamruumi
topoloogiatega, siis voib taastada ruumi Z topoloogia, kasutades Artini kleepimise konst-

ruktsioonis kleepimisfunktsiooni

fz:Tx = Ty,

W — intz(WUY)NY.

To66s esitati moodus, kuidas liita kahel ruumil M ja N antud kujutused ¢ : M — R ja
1 : N — R thtseks kujutuseks [p, 9] : M = N — R, ning uuriti, millal on see kujutus

homoéomorfism. Toodi esile iiks t66 pohiteoreeme:

Teoreem 3.1. Olgu antud kaks homdéomorfismi ¢ : U — U ning ¥ : V. — V, kus
U, VCR nit, et p on ruumis R lahtine kujutus, st ¢ : U — R on lahtine. Siis kleebitud
kujutus [, ) : U V. — U UV C R on homdomorfism parajasti siis, kui

i) [p, ] on injektiivne, ehk kujutuste @, ¥ muutumispiirkonnad on loikumatud;
it) iga lahtise W C R puhul kehtib = (W) C f (¢~ (W));

iii) iga lahtise W € Tygv puhul (W NV) Cintg (¢(WNU)Uyp(W NV)),

kusjuures tingimus (i) on samavddrne kujutuse [p, 1] bijektiivsusega, tingimus (ii) sama-

vdadrne [p, ] pidevusega ning tingimus (iii) samavadrne [¢, 1] lahtisusega ruumis R.

Lopuks loodi selle teoreemi abil loodi kogum lokaalseid kaarte kleebitud ruumil M + N,

ehk n-6 pseudoatlas Apry .
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