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Nambu teooria laienemine superruumile

Liihikokkuvote:

Magistritoo toob voéimaliku Nambu teooria iildistuse superruumile R312, koos iil-
distuse aluseks olevate struktuuride, Hamiltoni ja Nambu mehaanika ning superruumi,
kirjeldusega. Uldistuse aluseks on bereziniaan, mis on determinandi iildistus supergeo-
meetrias. Teemad nagu Nambu mehaanika ja supergeomeetria on seletatud lahti piisava

selgusega, et ka valdkonnaga mitte tuttav lugeja saaks materjaliga tutvuda.
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Extension of Nambu’s Theory To Superspace

Abstract:

This master’s thesis presents a possible generalization of Nambu’s theory to a superspace
R312. In addition to that there is a description of the underlying structures like Hamilton
and Nambu mechanics as well as superspace. The basis for this generalization is a
berezinian, a generalized determinant in supergeometry. Subjects like Nambu mechanics
and supergeometry are sufficiently explained, so that a reader who is not familiar with

this subject could also understand this material.
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0.1 Sissejuhatus

1973. aastal andis Jaapani matemaatik Yoichiro Nambu iildistuse tol ajal pea saja aasta
vanusele Hamiltoni mehaanikale [[1]]. Kui 1833. aastal ilmavalgust ndinud Hamiltoni
mehaanika on antud paarismddtmelisel ruumil - faasiruumil R*" - siis Nambu iildistas
selle teooria suvalisele ruumile R™. Uldistuse aluseks oli jakobiaan, mille kaudu defi-
neeriti ruumil R" vektorvili. Erinevalt Hamiltoni mehaanikast, kus on alati antud iiks
hamiltoniaan, kasutab Nambu mehaanika hamiltoniaanide komplekti. Tdpsemalt, ruumil
R™ peab olema antud n — 1 hamiltoniaani. Hamiltoni mehaanika kasulikkus fiilisikas oli
1973. aastaks histi teada. Antud teooria pakub ju lahenduse tervele reale mehaanikast
tuntud probleemidele ning on pannud aluse uutele fiiiisika valdkondadele nagu statistiline
mehaanika ja kvantteooria. Kuigi Nambu mehaanika ei saanud kohe sama edu osaliseks,
on ta praeguseks saanud fiitisikute poolt laialt kasutatavaks tooriistaks. Mainides Hamil-
toni mehaanikat, ei saa mainimata jétta Liouville’i teoreemi - itht Hamiltoni mehaanika
fundamentaalsematest tulemustest. Saab nididata, et Liouville’i teoreem tildistub loomuli-
kult Nambu mehaanikale, millele ka Nambu ise oma algses artiklis osutas. Lisaks sellele
tousevad Nambu mehaanikast samuti esile nii monedki mehaanikast tuntud tulemused.
Nambu mehaanikas tekkiv vektorvili tekitab analoogiliselt Hamiltoni juhuga loomu-
likul viisil Poissoni sulu. Kuid erinevalt Hamiltoni mehaanikast on Nambu-Poissoni
sulg n-aarne. Sellega iildistuvad ka Poissoni sulule seatud tingimused - eelkdige Jacobi
samasus, mis n-aarse sulu korral asendub Filippovi samasusega. Selle iildistuse, n-aarse
Lie algebra, tdi soltumatult Nambust aastal 1985 Vene matemaatik Valeri Terent’evich
Filippov [2]]. Nambu mehaanikast annab pohjaliku iilevaate oma 2008. aastal ilmunud
raamatus Armeenia paritolu matemaatik Leon Armenovich Takhtajan [3]].
Supergeomeetria on matemaatika seisukohalt huvitav maiste, sest leidis esiti kasutust
teoreetilise fiilisika toddes ning alles hiljem, kui nihti tema seost matemaatikas juba
tuntud Z,-gradueeritud algebraga, sai ta populaarseks kaasaegse geomeetria valdkonnaks.

Selles ligi sada aastat vanas teoorias vaadatakse lisaks harilikele kommuteeruvatele

6



koordinaatidele ka antikommuteeruvaid, milleks on Grassmanni algebra moodustajad,
nii nimetatud paarituid koordinaate. Selline ldhenemine vdimaldab ithendada nditeks
bosonviljad (kommuteeruvad) ja fermionvéljad (antikommuteeruvad) {iheks superviljaks.
Suur osa supergeomeetrias kasutusel olevatest moistetest on antud Vene matemaatiku

Felix Alexandrovich Berezini poolt [4].

Magistritdo eesmirgiks on ndidata, artikli [S] eeskujul, kuidas saab laiendada Nam-
bu 1973. aastal ilmunud teooria superruumile. Antud artikli idee on laiendada Nambu
lahenemist asendades jakobiaan bereziniaaniga. Ndeme, et antud ldahenemisel iildistub
superruumile ka Liouville’i teoreem. Seejuures toome dra sinna juurde kdiva matemaati-
lise tausta. Lisaks on piistitatud eesmirk kirjeldada ka artiklis [5] vaadeldatavast juhust

ildisemat, kus Grassmanni algebra on asendatud suvalise kommutatiivse superalgebraga.

Kéesolev t60 on jagatud viieks peatiikiks. Esimene ja kolmas peatiikk pakuvad vaja-
likku maistelist alust iilejddnud kolmele peatiikile, mis moodustavad magistritoo selgroo.
Magistritoé pohiosa on klassikalise Hamiltoni mehaanika kirjeldus koos Liouville’i
teoreemi tOestusega teises peatiikis, Nambu iildistus ning tema poolt tekitatud iildista-
tud Poissoni sulg neljandas peatiikis ning Nambu mehaanika iildistamine superruumile

viiendas peatiikis.

Esimene peatiikk on referatiivne ning pohineb raamatul [6]]. T66d alustame vek-
torviljade defineerimisega. Vaatame vektorvélja esitust reepervéljas, konkreetsemalt

0

, E}' Defineerime siledad

vaatame suunatuletise abil defineeritud reepervilja {8%1, e
vektorviljad ning nditame, kuidas samastub sile vektorvili teisendusega siledatel funkt-
sioonidel. Esimese peatiiki teises paragrahvis uurime vektorvilja integraaljoone mdistet
ning defineerime vektorvilja voo, mis kirjeldab, kuidas ruum vektorvilja mojul muutub.

Vektorvilja voog on tihtsal kohal Liouville’i teoreemi ning selle rakenduste mdistmisel.

Teises peatiiki alguses sonastamegi Liouville’i teoreemi iildisel juhul, mis voimaldab
seda hiljem Hamiltoni mehaanikalt edasi tildistada. Teoreemi tdestus pohineb raamatul

[7]. Teises paragrahvis vaatame Hamiltoni vorrandite poolt tekitatud vektorvilja ning
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esimeses paragrahvis toestatud teoreemi abil nditame, et Liouville’i teoreem kehtib - see

tdhendab Hamiltoni vorrandite poolt tekitatud vektorvili sédilitab ruumala.

Kolmas peatiikk on samuti referatiivne ning pohineb raamatutel [7] ja [8], kuid tasub
mainida, et kdigi lemmade ning teoreemi tdestused on ise tehtud. Alustame Lie algebra
defineerimisega. Seejirel nditame, kuidas Poissoni sulg tekitab vektorviljade vektorruu-
mil Lie algebra. Kolmanda peatiiki kolmandas paragrahvis defineerime Poissoni sulu
faasiruumil ning nditame, kuidas see on kooskdlas varem vaadatud Hamiltoni vorrandite
poolt tekitatud vektorviljaga. Peatiiki 16pus néditame, et kahe sileda funktsiooni Poisso-
ni sulu poolt tekitatud vektorvéli on vordne nende funktsioonide endi poolt tekitatud

vektorviljade Lie suluga.

Neljandas peatiikis toome sisse Nambu mehaanika mdiste. Peatiikk pdhineb Nambu
originaalsel artiklil [[1]. Alustuseks defineerime Nambu vorrandid. Seejdrel nditame,
kuidas tekitavad Nambu vorrandid analoogiliselt Hamiltoni juhuga vektorvilja. Nambu
vektorvilja kaudu defineerime omakorda ternaarse Poissoni sulu. Neljanda peatiiki kol-
mandas paragrahvis niitame, et ruumis R? on Nambu vektorvilja voog méiratud tema
hamiltoniaanide tasemepindade 16ikejoonega ning et iildistatud Poissoni sulg rahuldab
koiki ootuspéraseid omadusi. See tdhendab lineaarsust, kaldsiimmeetrilisust, Leibnizi
reeglit ning iildistatud Jacobi samasust, milleks on Filippovi samasus. Viimase lemma
toestus pohineb enda arvutustel. Paragrahv 10ppeb jidreldusega, et ternaarne sulg tekitab
siledate funktsioonide vektorruumil Lie sulgude pere. Neljanda peatiiki neljandas pa-
ragrahvis saab nédidatud, et ka Nambu vektorvilja voog siilitab ruumala ehk Liouville’i
teoreemi iildistus kehtib ning peatiiki 10petuseks toome éra iihe fiiiisikalise rakenduse,

mis piarineb Nambu enda artiklist.

Kéesoleva magistritdo viimase peatiiki esimeses paragrahvis defineerime supergeo-
meetria pohilised struktuurid. Pohilised mdisted ning tulemused toodud vaid iilevaatlikult
ning iildiselt ilma tdestusteta. Siin vaatame mdisteid nagu superalgebra, Grassmanni al-

gebra, parempoolne tuletis, maatriksite superalgebra, bereziniaan ning superruum. Neist



viimast, superruumi, uurime pohjalikumalt. Veendume kahe lemma abil, et Grassmanni
algebra moodustajatest 0, 0 sdltuvate siledate funktsioonide ruum on kommutatiivne
superalgebra. Lemmade tdestused pohinevad enda arvutustel. Nambu mehaanika ning
superruumi toome kokku tiheks teooriaks viienda peatiiki kolmandas paragrahvis. Siin
toodud idee pohineb artiklil [S]. Defineerime Nambu vorrandid superruumil. Selleks
kasutame determinandi iildistust superruumile - bereziniaani. Saadud vorrandite abil
defineerime ka Nambu vektorvélja superruumil ning toome &ra Liouville’i teoreemi
ildistuse superruumile. Kasutades analoogiat Hamiltoni ning Nambu mehaanikaga de-
fineerime ka superruumil vektorvilja kaudu Poissoni sulu. Toome dra arvutusvalemi
Poissoni sulu leidmiseks. Arvutusmahu suuruse tottu ei tdesta kiill vahetult, et Poissoni
sulg superruumil rahuldab koiki ootuspéraseid tingimusi, kuid pakume kokkuvotliku
pohjenduse, kasutades saadud arvutusvalemit, miks see peab kehtima. T66 10petuseks
pakun iildistuse artiklis [5]] vaadeldavale Poissoni sulule, kus Grassmanni algebra on
asendatud suvalise kommutatiivse superalgebraga. Osatuletiste iildistuseks fikseerime
kolm paarisderivatsiooni ning kaks paaritut derivatsiooni. Uldistatud Poissoni sulu jaoks

toome ka arvutusvalemi, mis podhineb oma arvutustel.



Peatikk 1

Vektorvaljad

Hamiltoni mehaanika uurimiseks annab suurepirased tooriistad vektorviljade teooria.
Seepirast toome ka siin t60s alustuseks dra moned tahtsamad mdisted, mis edaspidi voi-
maldavad loomulikul viisil viljendada Hamiltoni, aga ka Nambu mehaanika struktuure.

Vektorviljade osa pohineb raamatul [6].

1.1 Vektorvilja kirjeldus

Vaatame ruumi R, n € N. Olgu U C R" lahtine alamhulk ja p € U mingi punkt selles

hulgas.

Definitsioon 1.1.1. Vektorvdljaks lahtisel hulgal U C R" nimetatakse kujutust X : p —
X, mis seab igale punktile p € U vastavusse liheselt médratud vektori X,, € R". Vektorit

X, nimetame ruumi R" puutujavektoriks punktis p.

Olgu X suvaline vektorvili ning Ey, Fs, ..., E, € D(U) vektorviljad, mis seavad
igale punktile p € U vastavusse kanoonilise reeperi {(E1),, . .., (E,),}. See tihendab,

et ((E:)p, (E;)p) = 0;j. Kogumit {E4, Es, ..., E,} nimetatakse reeperviiljaks. Seega
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saame vektorvilja X esitada kujul

n

X=> fE. (1.1)

=1

kus fi,..., f. : U — R on sellised funktsioonid, et igas punktis kehtib
Xp = Z fi()(Es)p-
i=1

Olgu {ey, ..., e,} ruumi R™ ortonormeeritud baas. Vaatame erijuhtu, kui vektorvili F;
on konstantne punkti p suhtes ning méairatud valemiga (E;), = e;. Siis on vGimalik
suunatuletise moiste abil ndidata [6]], et vektorvilja F; saab samastada osatuletisega. See

tahendab
0

L = .
3@»

Seega saame valemi (1)) kirjutada kujul

u 0
X = ;fﬁ_x (1.2)

)

Jiargnevas kasutame reepervilja {8%1, e Ber ke
Kui funktsioonid f; on siledad ehk 16pmata diferentseeruvad, siis 6eldakse, et vektor-
vili X on sile. Edasipidi vaatame ainult siledaid vektorvilju. Kdigi siledate vektorviljade
hulka tdhistame D(U). Hulk D(U) on vektorruum [6].
Olgu X vektorvili ja g : U — R sile funktsioon. Defineerime funktsiooni X¢g : U —

R jdrgnevalt:

"9
ngZfiai. (1.3)
=1

Kuna funktsioonid ¢ ja f; on koik siledad, siis ka X ¢ on sile funktsioon. Jarelikult
voime vektorvilja X vaadata teisendusena X : C°(U) — C*°(U), kus C*>(U) téhistab

siledate funktsioonide, méadrmaispiirkonnaga U, algebrat. Seetdttu kasutame edaspidi

funktsiooni (1.3]) jaoks tihistust X (g).
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1.2 Integraaljoon

Definitsioon 1.2.1. Olgu X € D(U). Vektorvilja X integraaljooneks nimetatakse pa-
rameetrilist joont «(t) = (x1(¢), ..., z,(t)) : (a,b) = U, kus (a,b) C R, mis rahuldab

tingimust

kus o/(t) = (2 (t), ..., 2, (t)) on parameetrilise joone kiirusvektor punktis ().

Tekib kiisimus, kas suvalise vektorvilja X € D(U) korral sobiv parameetriline joon
« leidub ning kui jah, siis kas see on ainus. Tuleb vilja, et vastus mdlemale kiisimusele
on jah. Veendume selles. Olgu siis antud suvaline vektorvili X € D(U) ja fikseeritud

t € (a,b). Kasutades valemit (1.2), saame kirjutada

Z fila axz

Kiirusvektori o/ (¢) saame kirjutada vélja punktis «(¢) antud reeperi baasivektorite kaudu,

(1.4)

saades

Z il (3317Z

Kirjutades vorrandi (1.4) vilja koordinaatfunktsioonide kaudu, saame tingimuse X («(t)) =

o/ (t) kirjutada timber vorrandite siisteemina

ry(t) = fi(zi (1), .., 2a(t)),
(1.5)

2 (t) = fula1(t), ., a(t)).
Seega taandub vektorvilja X integraaljoone leidmise iilesanne diferentsiaalvorrandite
stisteemi (1.5)) lahendamisele. Diferentsiaalvorrandite teooriast teame, et selline vorran-

dite siisteem on lahenduv, kusjuures iiheselt lahenduv, kui on fikseeritud algtingimus

a(0) = p. Tdpsemalt, iga p € U korral leidub parajasti iiks vektorvilja X integraaljoon
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a,(t) : (ap,b,) — U, mille korral a,,(0) = p, kus alaindeksiga p tihistame soltuvust
algtingimusest. Defineerime kujutuse F'(¢, x) = a,(t) : U X (ag,b,) — U, mis on sile,

kui vektorvili X on sile.
Definitsioon 1.2.2. Kujutust F'(¢, =) nimetatakse vektorvilja X vooks.

Kujutuse F'(t,z) definitsioonist on selge, et (0, z) = x. Vektorvilja voogu voib
mdista nii, et see annab liikumise hulgas U, kus ajahetkeks ¢ liigub punkt x punkti F'(t, ).
Seega integraaljoon annab punkti liikumise trajektoori, kusjuures punkti liitkumise kiirus
ajahetkel ¢ on médratud vektorvilja abil, vektorina Xp(; ;).

Paneme tihele, et funktsiooni voib vaadata fikseerides iihe kahest parameetrist. Fik-
seeritud ¢t = t, korral kirjeldab F'(¢y, z) hulga U teisendust. Fikseeritud = = z korral

kirjeldab F'(t, zo) punkti = liikumist hulgas U vektorvilja mdju all.
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Peatukk 2

Hamiltoni vorrandid ja Liouville’i

teoreem

Hamiltoni vorrandid on matemaatikas ja klassikalises mehaanikas histi tuntud. Antud
konstruktsioonil pohineb ka Nambu mehaanika, mida vaatame neljandas peatiikis. Liou-
ville’i teoreem on Hamiltoni mehaanika iiks tdhtsamaid tulemusi ning selle iildistumine
Nambu mehaanikale ning ka superruumile annab pohjust nende iildistustega tegeleda.

Jargnev peatiikk pohineb raamatutel [[7] ja [9].

2.1 Liouville’i teoreem

Toome siin dra iihe vomaliku Liouville’i teoreemi tdestuse iildisemal juhul, mis voi-
maldab meil hiljem lihtsalt veenduda selle kehtimises Hamiltoni mehaanikas, aga ka

tildisemalt ruumis R™.

Teoreem 2.1.1. Kui vektorvdilja divergents on null, siis tema voog sdilitab hulga ruumala.
See tihendab, kui div(X) = 0ja D C R", siis D ruumala on suvalise t korral vordne

hulga F'(t, D) ruumalaga.
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Téestus. Tahistame hulga D ruumala v(D) ja F'(t, D) := D;. Siis tehes muutuja vahe-

tuse y = F'(¢,x), saame

V(Dt):/.../dy:/.../det@—i)dx. @2.1)

Kasutades Taylori rida, saame avaldada funktsiooni F'(¢,x) kujul

F(t,x) = F(t,X)]y—0 + — dr 4+ O(t?)

dt It
=x+ X(x)t + O(t2).

Kasutades seda avaldises (2.1]), saame, et

v(D,) = / /det (E + —t + O(t?)) dx

:/.../1+tTr a_x +O(t2)dx.
t_():%(/.../lﬂTr(%—i)+O(t2)dx>

_ /D /DTI(%—@ dx.

Viimane on null siis, kui Tr ( 8—X> = div(X) = 0 ehk vektorvilja divergents on null. [

Seega

dV(Dt>
dt

t=0

2.2 Hamiltoni vorrandite poolt tekitatud vektorvili

Vaatame ruumi R?", koordinaatidega (q; (1), ..., qn(t),p1(t),...,pa(t)) = (q,p). Kui
p vastab punkti positsioonile ja q punkti momendile, nimetame ruumi R*" faasiruumiks.

Olgu faasiruumil antud funktsioon H(q, p, t), mis rahuldab vérrandite siisteemi

oo
aq__p7
oH
o 9
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Funktsiooni H nimetame hamiltoniaaniks. Naeme, et Hamiltoni vorrandid tekitavad loo-

mulikul viisil vektorvilja, kui igale punktile (p, q) seame vastavusse vektori (—%—g, %—Is).

Tdesti, Hamiltoni vorrandite poolt tekitatud vektorvilja X saab siis reepervilja kaudu

vilja kirjutada kujul

o 0HO 0H O
= 0oq dp Op O0q

Veendume, et Hamiltoni vorrandite poolt tekitatud vektorvilja divergents on null. See

(2.2)

kehtib, sest

. 0Xy
div(Xg) =T
v(Xa) r<3(p,q)>
e em e P
0:0pr  0¢.0p,  OpOq  O0pn0gn

= 0.

Sellega oleme ndidanud, et Hamiltoni vorrandite poolt tekitatud vektorvili sdilitab

ruumala ehk Liouville’i teoreem kehtib.
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Peatiikk 3

Lie algebrad

Jargnev peatiikk pohineb raamatutel [7]] ja [8] ja tegeleb pohiliselt Lie algebra aluseks
oleva teooriaga. Tegemist on histi uuritud kaasaegse matemaatika valdkonnaga, mis
koos eelmise peatiikiga voimaldab edasi liikkuda Hamiltoni vorrandite tildistusteni. Mdis-
ted nagu Poissoni sulg voimaldavad meil hiljem veenduda ka vaadatavate iildistuste

sisukuses.

3.1 Lie algebrad

Definitsioon 3.1.1. Lie algebraks nimetatakse vektorruumi L koos temal antud operat-

siooniga |-, | : L x L — L, mis rahuldab tingimusi:
* [A+ AB,C] = [A,C] + A\[B, C] (bilineaarne);
* [A, B] = —[B, A] (kaldsimmeetriline);
* [[A, B],Cl+[[B,C], A] + [|C, A], B] = 0 (Jacobi samasus).

Antud operaatorit nimetame kommutaatoriks voi Lie suluks.
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Niide 3.1.1. Tihistagu sl(n, C) maatriksite X € M,,(C) hulka, mis rahuldavad tingi-
must Tr(X') = 0. Siis sl(n, C) koos operatsiooniga [X,Y] = XY — Y X on Lie algebra
[LLO].

3.2 Poissoni sulg vektorviljadel

Definitsioon 3.2.1. Vektorviljade Poissoni suluks nimetame kujutust [-,-] : D(R) x

D(R) — D(R), mis on antud valemiga
[X,Y]=XoY —YoX.

Siin mdistame kompositsiooni o all vektorviljade kui kujutuste X,Y : C*(R) —

C*°(R), kompositsiooni (1.3).

91 kaudu. Olgu

Kirjutame alustuseks Poissoni sulu vélja reepervilja {8%1, e Bar

X, Y vektorviljad. Teame, et leiduvad sellised siledad funktsioonid f;, g;, 7 € {1,...,n},

et

Seega saame leida
8g "« 0?
XoY = = — i -
Kuna teine liidetav leidub ka Y o X lahtikirjutuses ja funktsioonide korrutamine on

kommutatiivne, saame kokkuvottes

X,Y]=XoY -YoX = ZZ(L%— 8f’>a . 3.1)

= ox; "Ox;

Viimane valem niitab ka seda, et [ X, Y] on tdesti vektorvili, nagu definitsioonis 6eldud

on, kusjuures tema koordinaatfunktsioonid on ( -7, f; gij — g gf)‘; -
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Lemma 3.2.1. Vektorviljade vektorruum koos Possoni suluga on Lie algebra

Toestus. Selle nditamiseks peame kontrollima kolme tingimust. Olgu X, Y, Z vektor-
viljad ja f;, gi, hi, i € {1,...,n}, vastavalt nende koordinaatfunktsioonid reeperviljas.

Olgu X € R. Niitame bilineaarsuse kehtivust. Kuna D(R) on vektorruum, siis

(X + )Y, Z] = ZZ(fer)\gz Oh; hia(fﬁkgi))@

i—1 j—1 0331 ailfj
B Oh,; Oh; af; dgi\ 0

ZZ(L 95y — i axi—Ahia—%)a—%

i=1 j=1

Oh; 8]‘Z u Oh; 891 0

TR PEECEA2)

;;( 0x; Oz ;; xi 8% Oz,
=[X,Z]+ \lY, Z].

Kaldsiimmeetrilisust saab ndidata vahetult
(X, Y]=XoY -YoX=—-YoX-XoY)=-[Y,X].
Jacobi samasuse nditamiseks arvutame kodigepealt esimese liidetava

[X,Y],Z]=[XoY —-Y o X, 7]
=(XoY —-YoX)oZ—Zo(XoY —-YoX)

=XoYo/Z—-YoXo/Z—-—ZoXoY+ZoYolX.

Kuna ZoXoYjaZoYoXningXoYoZjaY oX oZ leiduvad vastavalt [[Y, Z], X|
ja [[Z, X],Y] viljakirjutistes vastasméirgiga, taanduvad nad vélja ning saame Jacobi
samasuse [[X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0. Oleme ndidanud, et lemma viide
kehtib. [

Seega on Poissoni sulu niol tegemist Lie suluga vektorviljade vektorruumis. Edaspidi

nimetame Poissoni sulgu vekorviljadel Lie suluks.
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3.3 Poissoni sulg faasiruumil

Olgu R?" faasiruum, hamiltoniaan H : R?*" — R, ning F' : R?*" — R mingi teine

funktsioon.

Definitsioon 3.3.1. Funktsioonide H ja F' Poissoni suluks nimetame funktsiooni, mis on

antud valemiga
OHOF OHOF

VLI = 5p8q ~ 3q op

Lemma 3.3.1. Kehtib
{H, F} = Xy(F),

kus X on Hamiltoni vorrandite poolt tekitatud vektorviili (2.2)).

Toestus. Tuletame meelde, et hamiltoniaani H ehk temale vastavate Hamiltoni vorrandite

poolt tekitatud vektorvilja kuju reepeviljas on

X _0H d N 0OH 0

"7 9qop " 9poq

Funktsiooni Xy (F') defineerisime (1.3)) jirgnevalt:
~ OF <~ OF
in i 3.2

;fﬁpi+;gaqz' (3.2)
kus f;, g; on vektorvilja Xy koordinaatfunktsioonid _3_57 g—f. Asendades need valemis-
se (3.2)), ndeme, et vordus { H, F'} = X (F') toesti kehtib. O

Lemma 3.3.2. Poissoni sulg rahuldab Leibnizi reeglit.

Téestus. Olgu F, G : R*™ — R antud funktsioonid. Siis
OHO(FG)  OH (FG)

{H, FG} = dp Oq  Oq Op
0H (0F oG 0H (0F oG
=95 (34 Faq) ~ 7 (35C * Fop)
_ (8_H@_F_@_H8_F) (G_H@_G_é‘_Ha_G>F
~\dp dq Oq Op Jop dq 0Oq Jp

= {H,F}G + F{H,G}.
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Sellega oleme nédidanud, et Leibnizi reegel kehtib. 0

Tdestusest on selge, et Leibnizi reeglit saab kasutada ka esimese muutuja suhtes.
Analoogiliselt lemma [3.2.T| tdestusele on lihtne veenduda, et ka funktsioonide Poissoni
sulg on bilineaarne, kaldsiimmeetriline ning rahuldab Jacobi samasust. Olgu niiiid G :

R?" — R mingi teine hamiltoniaan ja talle vastav vektorvili Xg.

Teoreem 3.3.1. Poissoni sulu { H, G} tekitatud vektorviili on vordne vektorviiljade X i

ja X¢ Lie suluga [Xy, Xq|.

Toestus. Teame, et { H, G’} on mingi sile funktsioon méramispiirkonnaga R?". Jérelikult

voime vaadata tema tekitatud vektorvilja X ). Seega peame néitama, et
Xeney = (X, Xl

Asendades lemmas H = {H, G}, saame, et suvalise funktsiooni F' : R*" — R
korral kehtib

{{H. G}, I} = Xy (F). (3.3)
Kirjutame lahti vorduse parema poole. Saame

~gpaa") g ap ")
OH 0G 0H (0G
RN
{2 Ry - 2% )

aq""Top " 9q \op
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Arvutame viimase valemi liitkmed eraldi vilja. Saame

op’" Joq ~ \9p* dq  9pdqdp ) dq
OH{(?G \ 8H(82G OF 8208F)

OH \0G (PHOF  0°H OF\0G
{55~ ( )

9q0p dq  9q? Jp
(2 00 _ (#0082 OF )0
oq’ J op dqdp 9q  dq? Op ) Op
%{% F - @(%3_1” _ ﬁa_F)
oq L Op’ 0q \ 0p? 9q  0pdq Ip

oplaa’ ]~ op dq  0q® Op

ehk koondades litkmed g—g ja g—i jdrgi, saame

0*°H oG  0H 0*G 0*H 0G  0H 0°G\ OF

H G}, F) = o 21 - A R
WH,GL ) (0102 dq ' Op 0adp 0adpdp  0q a102) dq
FHOG OH 3G FH 0G0 #G) o

0q?2 0p 0q O0pdq Opdqdq Op 0q?) dp

Niitid, kasutades vorduseid (T.3) ja (3.3) saame delda, et vektorvili X ¢y esitub reeper-

) ) Js) o) :
Val_]as{6—1)1,...,@,...,Tm,...,ﬁ}kujul

0°H 0G 0H 0*G 0°H 0G O0H 9*°G\ 0

Xneoy = — 4+ — — — | =+
op? 0q Opdqdp Jdqdpdp 0Oq O0p?)dq

<8QH6G 0H 0°G 0°H 0G 0OH 82G) 0

O? Op | 0q Opdq  Opdada  Op O ) Op’

Lie sulule [ X, X¢] vastava vektorvilja leiame samuti reeperviljas {%, a%}' Kehtib

x, 9000 0HO,
= 0pdq 9qop’
0G0 G0
“" Opdq 9qdp
Seega
OH 0*G 0 OH 0G 02 0H 0*G 0 OH 0G 0?
Xy o Xg e N

~ 9p 0pdada ' Op Ip I’  Op O Ip  Op 0q Ipda
OHO*G 0 OHOG 0o? OH 0*G 0  0HOIG 9?

9q 0p® 0q  0q Op dqdp | 0q dqdpdp | dq 9q Ip?’
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Leides analoogiliselt ka X o Xy ning taandades iihised litkmed &ra, saame, et

Op dpdq | 9q dp?  9q 0p® _ Op dpda ) dq
O FG 0GPH OHPG G PH \ o
dq 0qdp  0Op 0q*> Op 0q*> 0q 0qdp /) dp’

2 2 ) 2
XHng_XGoXH:(aHaG 0GPH  OH G aGaH>a

Pidades silmas, et siledate funktsioonide korrutamine on kommutatiivne ja osatuletiste

jarjekord ei ole oluline, on definitsiooni (3.2.1]) jargi ndha, et tdesti

X{H7g} :XHOXG —XGoXH == [XH,Xg]
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Peatiikk 4

Nambu mehaanika

Siiani oleme vaadanud Hamiltoni vorrandeid, mis pohinevad hamiltoniaanil - funktsioo-
nil médramispiirkonnaga R?". Oleme ka niidanud, et hamiltoniaan tekitab loomulikul
viisil vektorvilja ruumis R*". Siin on iiheks kitsenduseks asjaolu, et tegeleme paaris-
modtmeliste ruumidega. Kuid kas oleks voimalik leida mingi hamiltoniaani, Hamiltoni
vorrandite ning neile vastava vektorvilja analoog, mida saab kasutada suvalise, muuhul-
gas paaritumddtmelise ruumi R” korral? Uhe sellise iildistuse pakkus 1973. aastal vilja
Jaapani matemaatik Yoichiro Nambu artiklis [1]]. Antud peatiikis votame kokku artiklis

toodud iildistuse ning anname uue vektorvéljadest ldhtuva kisitluse.

4.1 Nambu vorrandid

Vaatame lihtsuse mottes ruumi R2. On selge, et siin klassikalist hamiltoni mehaanikat
rakendada ei saa. Olgu ruumil R? antud kaks siledat funktsiooni H (z,y, z) ja G(x, vy, 2).
Nambu Kiisitluses on paar H, G klassikalise hamiltoniaani analoog. Uldisemas kisitluses,

ruumis R"”, koosneb hamiltoniaani analoog n — 1 siledast funktsioonist.

Definitsioon 4.1.1. Antud funktsioonide H ja G korral nimetame Nambu vorranditeks
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vorrandite siisteemi

dr  |0(H,G)
dt 1oy, 2) I
dy |0(H,G)
dt 1 9(z,2) I
dz 10(H,Q)
dt 1 o(x,y) I

kus
OH OH
OH,G) [ ay
oz, G  9G
(z,y) g ga
ja vorduste paremal poolel seisavad antud maatriksite determinandid.

4.2 Nambu vektorvili

Paneme tiihele, et Nambu vorrandid seavad igal punktile (z,y,z) € R? vastavusse

(‘0(H,G)‘ P(H,G)’ P(H,G)D
Oy, z) ' 0(z,2) ' O(x,y) 1)
Seega voime funktsioonide paari H, G abil moodustada Vektorv'eilja X(m,c) jargmiselt

X<HG_‘6 ’8w ‘a ‘ay ‘a aaz

Definitsioon 4.2.1. Antud funktsioonide H ja G korral nimetame vektorvilja (4.1)

puutujavektori

4.1)

Nambu vektorvdljaks.

4.3 Uldistatud Poissoni sulg

Oleme varem niidanud, et vektorvilja v3ib vaadata ka teisendusena ruumis C>(R3).
See tihendab, et suvalisele siledale funktsioonile F' : R? — R seab Nambu vektorvili

X(m,q) vastavusse sileda funktsiooni

O(H,G)|OF ‘O(H, G)|0F ’a(H, qQ)|0F
Ny,z) 10z 1 9(z,2) 1oy | O(z,y) 10z

Xe(F) = ’
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On lihtne veenduda, et

|9(H,G, F)
MMWW#?@Z;‘ 4.2)
Toesti,
H, H, H.
WEQFW:G o
o(z,y, 2) z Y z
F, F, F.

- H,G,F. + H,G.F, + H.G,F, — H.G,F, — H,G,F. — H,G.F,

= (H,G. — H.G,)F, + (H.G, — H,G.)F, + (H,G, — H,G,)F.
_Pwﬂ) ‘WHG) ‘mﬁ@
Ay ) T L0z, 2) Y 1 O(a,y)

z-

Definitsioon 4.3.1. Funktsioonide H, G ja F' iildistatud Poissoni suluks nimetame funkt-

siooni, mis on antud valemiga

—ﬂﬁﬂ‘ 4.3)

{H,G. 1} = ’a(‘;(x, Y, 2)

4.3.1 Nambu vektorvilja voog

Olgu parameetriline joon «(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € (a,b) C R, Nambu vektorvilja
X(n ) integraaljoon. See tihendab, et kehtivad tingimused (T.5)

de |0(H,G)
dt 10y, z)
dy |0(H,G)
dt 1 o(z,x) I
dz |0(H,Q)
dt 1 0(z,y) I

Niitame, et integraaljoon «/(t) asub funktsiooni H (z, y, z) tasemepinnal. Tasemepinnaks

nimetatakse vorduse H(x,y, z) = ¢ € R lahendite hulka. Saab niidata, et tasemepind
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on pind [[11]. Ahendades funktsiooni H joonele «(t), tdhistame H |a(t), saame

dHloqy _ 0Hdr  9Hdy  0OHd:
dt Oz dt Oy dt Oz dt

_OH 6(H,G)‘ OH E)(H,G)‘ OH 8(H,G)‘
0z 1 Oy, 2) Oy | O(z,x) 0z | O(x,y)
={H,G,H}

—0

See tihendab, et suvalise ¢ korral on H |a(t) konstantne. Kuna ¢ on suvaline, siis olemegi
saanud, et integraaljoon «(t) asub tervenisti funktsiooni H(x,y, z) tasemepinnal. Ana-
loogiliselt voib niidata, et integraaljoon «/(t) asub funktsiooni G(z, y, z) tasemepinnal.
Seega kattub «(t) funktsioonide H (z,y, z) ja G(z,y, z) tasemepindade poolt médratud
16ikejoone mingi osaga. Sellega oleme niidanud, et Nambu vektorvélja voog F'(t, z) on

maiératud funktsioonide H (x,y, z) ja G(x,y, z) tasemepindade 16ikejoontega.

4.3.2 Uldistatud Poissoni sulu omadusi

Kasutades vordust (4.2)) oleme juba ndidanud, et iildistatud Poissoni sulu jaoks kehtib

lemmaga 3.3.1| samavéidrne tulemus
{H,G,F} = X (F).

Niitame veel, et iildistatud Poissoni sulg sdilitab teisedki Poissoni sulu tihtsamad oma-
dused. Siin tuleb mirkida, et kuna Jacobi samasus on defineeritud kahekohalise sulu
jaoks, kuid iildistatud Poissoni sulg on ternaarne (voi iildisemalt n-aarne), tuleb siin ka
Jacobi samasust iildistada. Seda iildistust nimetatakse Filippovi samasuseks, mis iitleb, et

n-aarne sulg rahuldab tingimust

{Hl7“'JHn—17{F17'"7FTL}}:{{Hh“'JHn—17F1}7F27F3“'7Fn}+

{F\,{Hy,...,Hp1, 5}, F3,...,F,}+ ...+ {F,...,Fh,{H1,...,H, 1, F,,} }.
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Paneme tihele, et kui n = 2, siis taandub Filippovi samasus kujule

{H {Fy, o}y = {{Hy, Fi}, o} + { Py, {Hy Fad )

Kaldstimmeetriat ning lineaarsust kasutades saab niidata, et viimane on samavéirne

Jacobi samasusega.
Lemma 4.3.1. Uldistatud Poissoni sulg

1. on lineaarne koikide argumentide suhtes;
2. on kaldsiimmeetriline;

3. rahuldab Filippovi samasust;

4. rahuldab Leibnizi reeglit.

Toestus. Olgu H, G, F, K siledad funktioonid ruumil R? ja @ € R mingi arv.

1. Niitame, et iildistatud Poissoni sulg on lineaarne viimase argumendi suhtes. Kasu-

tades eespool olevaid tulemusi, saame, et

{H,G,aF + K} = X(ue)(aF + K) =
_ )8(H,G)‘8(aF+K) N )8(H,G)‘6(aF+K) N ‘8(H,G)‘8(aF+K)
Iy, 2) oz 0(z,x) dy d(z,y) 0z
= aX o) (F) + X (K) = a{H,G, F} + {H,G, K},

Stimmeetria jéargi on selge, et tildistatud Poissoni sulg on lineaarne ka teiste argu-

mentide jargi.

2. Kuna maatriksi kahe rea vahetamisel muudab determinant mérki ja

H, H, H,
{H7G7F}: G, Gy G.
F, F, F

on selge, et iildistatud Poissoni sulg on kaldsiimmeetriline.
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3. Niitamaks, et ternaarne iildistatud Poissoni sulg rahuldab Filippovi samasust, on

vaja veenduda, et kehtib

{H,G {F\, F5, F5}}y ={{H,G, F\}, F5, F3} + {F1,{H,G, F5}, Fs} + {Fy, By, {H, G, F3}}
- {F27F37{H7G7F1}} - {F17F37{H7G7F2}} + {F17F27{HaG7F3}}-

Arvutame vorduse paremal pool olevad liikmed. Kehtib

O(H,G, F,
{F27 Fs, {H’ G, FI}} - X(FQ,F:s) <‘M‘>

Az, y,z)
:X(Fz,Fa)(HJ:Gy(Fl) +H G ( ) +H G ( )

- Hsz<F1)a: - Hsz(Fl)z - Ha:GZ(Fl)y)
Leiame viimase vektorvilja argumendiks oleva avaldise osatuletise x jirgi. Kehtib

(HoGy(FY): + HyGo(Fy)o + H.Go(Fy)y — H.Gy(F)e — HyGo(FY). — HiG.(FY),),
= (H,Gy(F).), + (HyG(FY),). + (H.Go(F1),)
— (H.Gy(F\).), — (H,G.(F1).), — (H.G.(F),),
= Hy, Gy(Fr). + HyGyo(FY). + HyGy(F1) 20
+ HyG.(F1)y + HyG oo (F1) e + HyGL(F1) e

(£1)
+ H..Go(F1)y + H.Goo(Fy)y + H.Go(F1)ya

" Gy(F1)ze
Go(F1)
G.(F1)

— H,,G,

(
(

~ H,,G(F), — H
( F)za
(

(

)y (F1)y
) :Gye(F1)z —
). — H)Gpu(F) —
- H,,G.(F1), — H,G.,(F1)

:J:Fly Flyx-

Analoogiliselt saab leida Nambu vektorvilja X f, r,) argumendi osatuletised ka
muutujate y ja z jirgi. Neid on vaja, et kirjutada vilja sulg {F,, 3, {H, G, F1}},
kus muutujate x, y, z permutatsioone arvestades korrutame leitud argumendi osa-

tuletised ldbi funktsioonide F5 ja [ vastavate osatuletistega. Kokkuvottes saame,
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et
{Fy, F3,{H,G, Fi}} = (F2)o(F3)y (Hp-Gy(F1). + HyGy.(Fy). + Ho Gy (FY)z
+ Hy.Go(R)o + HyGoo(F)o + HyG(F) e + Ho.Go(Fy), + H.Go.(F),
+ H.Go(F1)y. — H..Gy(F), — H.G.(F1)y — H.Gy(F1) e — Hy.Go(F1)
— HyGo.(F1). — HyGo(F1).. — Hy.GL(Fy)y — HyG..(F1)y — HyG.(FY)y:)
+ (F)y(Fs): (HoaGy(F1): + HoGyo(F1): + HoGy(F1) 0
+ HyoGo(Fy)o + HyGoo 1) o + HyGo(F)go + HooGo(F1)y + H.G oo (),
+ H.Go(F1)ye — HeaGy(F1)e — H.Gyo(F1)e — H.Gy(F1) e — HyaGo(F1).
— HyGoo(F1): — HyGo(F1) 2o — HpoGL(F1)y — HoGoo(Fy)y — HyGL(F)ya)
+ (F2):(F3)o (HoyGy(F1): + HoGyy(F1). + HyGy(FY).,
+ HyG.(Fy), + H)G.y(F1) + HyGL(F1) gy + HoyGo(Fr)y + H.Gay(F1)y
+ H,G.(F1)yy — H.,)Gy(F1) e — H.Gyy(F1) e — H.Gy(F1) gy — HyyGo(F1)
— H,G.y(F1), — H)G(F1).y — HyyG(F1)y — H,Goy(F1)y — HxGZ(Fl)yy)
— (F2)2(Fs)y (HowGy(F1): + HoGyo(F1): + HyGy(F1) o
+ HyoG.(F1)e + HyGoo(F1)e + HyG(F1)ge + HaoGo(F1)y + H.Goo(F1)y
+ H.Go(F)ye — HeoGy(F1)e — HoGyo(F1)e — HoGy(F1)aw — HyeGo(F1).
— HyGow(F1): — HyGo(F1) e — HewG(F1)y — HoGoo(F1)y — HoGL(FY) o)
— (F2)y(F3)o (He-Gy(F1). + HyGyo(FY). + HoGy(FY)se
+ Hy.G.(F1)e + HyG .. (F1)2 + HyG(F)ee + H..Go(F1)y + H.Go.(F)y
+ H.Go(F1)y: — H..Gy(F1)e — H.Gyo(F1)e — H.Gy(F1) e — HyGo(F1)2
— HyGo.(F1): — HyGo(F1).: — HyoeGL(F1)y — HyG..(Fy)y — HyG.(FY)y:)
— (F2)o(F3): (HuyGy(F1): 4+ HoGyy(F1). + HoGy(FY).y
+ HyG.(Fy), + H) Gy (F1) + HyGL(Fy) gy + HoyGo(Fr)y + H.Gay(F1)y
+ H,G.(F1)yy — H.,)Gy(F1) e — H.Gyy(F1)y — H.Gy(F1) gy — HyyGo(F1)

- HyGwy(Fl)z - HyGw(Fl)zy3B HwyGZ(F1>y - HJ:Gzy(Fl)y - HxGZ<F1)yy)‘



Siit on stimmeetria kaudu lihtne vilja kirjutada ka { H, G, { F\, F», F3}},

{F\,F5,{H,G, F5}} ja{F\, F»,{H, G, F3}}. Paneme tihele, et funktsioonidest,
mis asuvad vélimises sulus, ei voeta kuskil kahe muutuja jargi osatuletist. Seega
{Fy, F3,{H, G, F,}} viljakirjutuses ei saa liidetavad, kus esineb F} kahekordne
osatuletis esineda vastandmirgiga { F, F5, {H, G, F»} } voi { Iy, Fy, {H, G, F3}}
véljakirjutises. Kiill aga, tuleb vilja, et koik iilejddnud liidetavad taanduvad avaldi-

SES
{F27F37{HaG7F1}}_{F17F37{H7GaF2}}+{F17F27{H7GaF3}}

vilja. Alles jadvad vaid need liidetavad, kus alati leidub F}, F5, vdi F3 kahekordne
osatuletis. Nende kdigi summa, digete mirkidega, on vordne suluga { H, G, { F1, F», F3}}.

Seega iildistatud Poissoni sulg rahuldab Filippovi samasust.

4. Arvutame

{H7G7FK} = X(H,G)(FK> =
_ ‘G(H, G)IG(FK) N )8(H, G)‘a(FK) N P(H,G)‘E)(FK)
Ny,z) | Oz d(z,z) | Oy O(z,y) | 0z
= FX(Hg)(K)—i—X(H’(;)(F)K: F{H,G,K}+{H,G,F}K.

Seega iildistatud Poissoni sulg rahuldab Leibnizi reeglit.

Fikseerime sileda funktsiooni F'.

Jireldus 4.3.1. Bilineaarvorm {-,-}r : C®(R3) x C*®(R3) — C*(R?), mis on defi-

neeritud valemiga
{H> G}F = {H7 G> F}7 (4‘4)

on siledate funktsioonide vektorruumi C*°(R?) Lie sulg.
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Tuletame meelde, et Lie sulg peab rahuldama kolme tingimust - bilineaarsus, kald-
siimmeetrilisus ning rahuldama Jacobi samasust. Esimesed kaks jarelduvad vahetult
iildistatud Poissoni sulu vastavatest omadustest. Bilineaarvorm (4.4)) rahuldab ka Jacobi

samasust. Suvaliste funktsioonide H, G, K € C*(IR?) korral on Jacobi samasus

{Ha{G>K}F}F = {{HﬂG}FvK}F+{Gv{H’K}F}F¢>
{H,{G,K,F},F} ={{H,G,F},K,F}+{G,{H,K,F},F} <
0= {K,F,{H,G,F}}—{G,F,{H,K,F}}—i—{H,F,{G,K,F}}.

Kasutades Filippovi samasust saame, et

{K,F.{H,G,F}}={G,F.{K,F,H}} —{H,F.{K,F,G}} +{H,G,{K,F,F}}
={G,F{K,F,H}} —{H,F.{K,F,G}}

ehk toesti

{K,F,{H,G,F}}—-{G,F,{H,K,F}}+{H,F,{G,K,F}} =
={G,F{K,F,H}}—{H,F.{K,F,G}}—{G,F,{H,K,F}}+{H,F,{G,K,F}} =
={G,F,{H,K,F}}—{H,F.{G,K,F}}—{G,F,{H,K,F}}+{H,F,{G,K,F}} = 0.

4.4 Liouville’i teoreem

Hamiltoni mehaanika iiks tihtsamaid tulemusi on Liouville’i teoreem. Néitame, et see
jadb kehtima ka Nambu mehaanika korral. Kasutades teoreemi [2.1.1} piisab Liouville’i
teoreemi tdoestamiseks nididata, et Nambu vektorvélja divergents on null. Olgu H ja G

siledad funktsioonid ruumil R3. Nende poolt tekitatud Nambu vektorvili esitub kujul

0

0z

o - S+ T+

ay " 1o(x,y)
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Leiame vektorvilja Xz ) divergentsi. Kehtib

div( X)) = %(‘MD +@%<’MD L9 (‘MD

Ay, z) 0(z,x) 0z O(z,y)
_ (% (1,6 - 1.6, ) + a% (H.G. — H,G.) + % (H.Gy — H,G.)

= nyGz + Hsza: - Hszy - Hszw + szGa: + HzGa:y
- H,,G. — H,G.y + H,.G, + H,G,. — H,.Gy — H,G,.
=0.

Seega Nambu vektorvili sdilitab ruumala.

4.5 Fiiisikaline rakendus

Nagu teada, on iiks Hamiltoni mehaanika tihtsaid omadusi tema rakendatavus fiiiisikas.
Seega oleks siin asjakohane tuua nidide ka Nambu mehaanika voimalikust fiitisikalisest
rakendusest. Ndide pShineb Nambu artiklil [1]]. Olgu (z,y, z) = T = f(t) impulsimo-
ment ja Iy, I, I3 inertsiteljed. Funktsioonideks H (z,y, z) ja G(x,y, z) valime vastavalt

siisteemi kineetilise energia ja impulsimomendi ruudu, see tihendab

122 2 22
A
AV AR

!
G:§(952+y2+22).

Tihistame nurkkiiruse @ = (wy, wa, ws). Siis kehtib valem (x, y, 2) = (L1wy, Tows, Tsws).

Leiame Nambu vorrandid. Kehtib

dv  |0(H,G)| zy yz
dt Lol | LIy
dy |0(H,G)| wxz zx
dt 1 o(z,x) | Iy L
dz OH,G)| yx wy

dt 1 9(z,y) L I




Kasutades valemit (x,y, z) = ([1wy, Iows, I3ws), saame Nambu valemid kirjutada iimber

kujul
dx
E = I3w3wy — lawows = (13 - [2)0J2w3;
dy
% = Lhwiws — [gwsw; = (Il - [S)szl;
dz
a = Lhwowy — wiwy = (IQ - [1)w1w2;

mis ongi Euleri jdiga keha poorde vorrandid.

34



Peatikk 5

Nambu mehaanika supergeomeetrias

Selle peatiiki esimene pool keskendub peamiselt supergeomeetria ning selle pShimdistete
tutvustamisele. See voimaldab meil peatiiki teises pooles votta juba vaadatud Nambu
mehaanika ning tuua see iile superruumile R3?. Kuna determinandi iildistus - bereziniaan
- on supergeomeetrias juba olemas, on iildistamine vordlemisi loomulik. Samuti saame

veenduda, et iildistusel jadvad alles tdhtsamad omadused, mida seni vaadanud oleme.

5.1 Supergeomeetria

Toome siin dra moned supergeomeetria moisted, mida edaspidises kasutama hakkame.

Materjal pohineb raamatutel [3], [4], [[12]], [13] ja [14]].

5.1.1 Pohimoisted

Definitsioon 5.1.1. Vektorruumi A nimetatakse supervektorruumiks, kui on antud tema

lahutus otsesummaks

A:AO@AD

kus Ay ja A; on mingid ruumi A alamruumid. Alamruumi A, elemente nimetame

paariselementideks ja alamruumi A; elemente paarituteks elementideks. Vektorit a € A
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nimetame homogeenseks, kui a € Ay voia € A;.

Olgu supervektorruumi A homogeensetel elementidel defineeritud kujutus

0, kui a on paaris;
|- [:VouVi = Zy, |a|=

1, kui a on paaritu.
Definitsioon 5.1.2. Supervektorruumi A nimetatakse superalgebraks, kui supervektor-

ruumil on antud assotsiatiivne ithikuga algebraline tehe o, mis rahuldab tingimust
la 0 b] = |a| + |b| (mod 2), (5.1)

kus a ja b on superalgebra A homogeensed elemendid. Superalgebrat nimetatakse kom-

mutatiivseks, kui tema homogeensed elemendid rahuldavad ka tingimust

ab = (—1)l4lllpg, (5.2)

5.1.2 Grassmanni algebra

Definitsioon 5.1.3. Grassmanni algebra, tihistame G", on assotsiatiivne iithikuga al-
gebra iile korpuse K, mille moodustajate siisteemi {6',62,...,0"},n € N, elemendid

rahuldavad tingimust

00 = —070" i, 5 €{1,...,n}. (5.3)

Paneme tihele, et vottes moodustajate siisteemi {6', 62, ... 6"} elementide kdiksu-
gused kombinatsioonid, on pikim nullist erinev korrutis pikkusega n. Tdesti, korrutises
6t ... 9@+ peab vihemalt iiks indeksitest 7 € {1,...,n} esinema kaks korda ning
seosest saame, et 0’0" = —0'0" ehk (0")? = Oigai € {1,...,n} korral. Teiseks pa-
neme tihele, et korrutised 7 . .. 6% ja §°01) .. 970%) kus o on mingi hulga {1, ..., i}
permutatsioon, on lineaarselt sdltuvad. Tdesti, seosest @) saame, et nad erinevad vaid

mirgi poolest. Kokkuvdttes sobib Grassmanni algebra " vektorruumi baasiks votta hulk
{1,0%,...,0", 00>, ....0"07, ... 0" 10" ... 0" .. . 0% ... 60" . . 0"},
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kus1 <4 < ... <1 <n,k <njalon Grassmanni algebra iihikelement. Grassmanni

algebra G" elemente tihistame

F0) = f(6',...,0") =Y fit" —f01+2f19’+ Y [0+ A fiab 0
ICN 1<i<n,
z<]<n

5.4

kus Z C N tihistab hulga N' = {1,...,n} alamhulkasid ja f7r € R.

Lemma 5.1.1. Grassmanni algebra koos lahutusega

Go ={feg": f(0) = E f0", k € NU{0}},
ICN,
|T|=2k

Gr={feg": f0)= > fb", keNU{0}}

ICN,
|Z|=2k+1

on kommutatiivne superalgebra.
Definitsioon 5.1.4. (Parempoolseks) tuletiseks Grassmanni algebral moodustaja ¢’ jirgi

nimetame teisendust == o : G" — G", mis on madratud valemiga

267
— —
0 0
(FO) s = 3 B(07) ).
6 ICN 097
kus % %
(9)8——5]7 (1)%20
ja
— — —
. ) 0 ) ) ) 0 ) ) ) 0
i1 i2 iry_~ _ _ ph k—1(Qk)_—_ _ A l—2 (k-1 lk
(06 %) s = 0 L0 (6%) o — 07 G (65 ) 26 +

5,
+ (=1)HO) 55707 O

Mirgime éra, et Grassmanni algebral saab defineerida ka vasakpoolse tuletise, kus-
juures iga homogeense elemendi f(6) € G" korral

— -
0 OIS

£(8) 5 = —(=1) O 10),

Rdohutame siin, et parempoolse tuletise argumendi kirjutame operaatorist vasakule poole.
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5.1.3 Maatriksite superalgebra

Olgu A superalgebra ja k, [ € N. Olgu maatriks M € Maty;(A) antud blokkmaatriksi

kujul

My M
M- 11 12 ’ (5.5)

Mo Mo
kus maatriksid M ja Moo, mdStmetega k X k ja [ x [, koosnevad superalgebra A paaris
elementidest ning M, ja My, modtmetega k X [ jal x k, koosnevad superalgebra A

paaritutest elementidest. Maatriksite hulka, mis on antud kujul tdhistame Maty, ;(A).
Lemma 5.1.2. Hulk Maty, ;(A) koos lahutusega
[Matkjl(A)]o = {M € Maty;(A) : M2 = My =0},
[Maty(A)], = {M € Maty,(A) : Mi1 = My, = 0}
moodustab superalgebra.
Hulga Maty ;(A) elemente nimetame supermaatriksiteks.

Definitsioon 5.1.5. Supermaatriksi M € Maty;(A), mille alammaatriks My, on regu-

laarne, bereziniaan (ka superdeterminant), tihistame Ber(M ), on

Ber(M) = det(./\/ln — M12M2_21M21) det(M22>_1-

5.2 Superruumi moiste

Vaatame siin ja edaspidi ruumi R? ja kahemddtmelist Grassmanni algebrat G2. Téhistame
Grassmanni algebra moodustajad 6, 6. Vaatleme funktsiooni, mille médramispiirkond
on R? ning viirtused on Grassmanni algebra G2 elemendid. T#histame seda funktsiooni

flx,y, 2,0, 5). Siis Grassmanni algebra struktuurist on selge, et

f('rvywzu 97‘§> = fg(fL’,y,Z) + fl(xvya 2)6 + f2(x7yaz)9_+ f12($7y72)‘9§' (56)
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Definitsioon 5.2.1. Funktsiooni f(z,y, z, §, ) nimetatakse siledaks, kui avaldises (5.6)
on funktsioonid fy, f1, f2 ja fio siledad.

Koigi siledate funktsioonide f(x,, z, 0, #) hulka tihistame C*°(R3, G?). Edaspidi
vaatamegi ainult siledaid funktsioone.

Lemma 5.2.1. Koigi siledate funktsioonide hulk C*>(R3, G*) on assotsiatiivne iihikuga

algebra.

Téestus. Funktsioonide f,g € C*°(R? G?) korrutiseks, tdhistame fg, nimetame funkt-

siooni, mis seab punktile (z,y, z) € R? vastavusse Grassmanni algebra elemendi

f($7y7 Z, 97 é)g($a Yy, z, 9, é) = (fU + fle + f2§+ f129§)(90 + 919 + 92§+ ngQé)
= fogo + (fogr + f190)0 + (fogz + f290)0

+ (fogia + f192 — f201 + f1290)00 (5.7)

Niitame, et defineeritud tehe rahuldab tingimusi

(af + Bg)h = a(fh) + B(gh);
f(Bg+~h) = B(fg) +~(fh),

kus f,g,h € C*(R? G?)jac, 3,7 € R. Arvutame

(af + Bg)h = (afo + Bgo)ho + ((fo + Bgo)h1 + (afi + Bg1)ho)d

+ ((afo + Bgo)ha + (afa + Bga)ho)0
+ ((afo + Bgo)haa + (euft + Bgr)he
— (oufa 4 Bg2)hy + (auf1z + Bgi2)ho ) 00

= a(foho + (foh1 + fiho)0 + (foha + faho)8
+ (fohaa + fiha — fohi + fi2ho)88)
+ B(goho + (goh1 + g1h0)8 + (goha + gaho)8
+ (goha2 + giha — g2hy + g12ho)00)

= a(fh) + B(gh).
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Analoogiliselt saab néidata ka teistpidi distributiivsuse kehtivust. Nditame niiiid, et

korrutamine on assotsiatiivne, see tihendab

f(gh) = (fg)h, (5.8)

kus f,g,h € C*(R3, G?). Leiame vorduse vasaku poole. Tihistame

o = goho, &1 = gohi + g1ho, &2 := goha + g2ho, &12 := gohia + giha — gah + gi2ho,
siis
f(gh) = (fo+ [10 + f20 + f1200)(&o + &0 + &0 + £1200)

= folo + (fo1 + f160)0 + (fola + f2&0)0
+ (foiz + fi&a — fobi + f1260)00.

Leiame ka vorduse (5.8) parema poole. Tahistame

po = fogo, p1 = fog1 + fi90, p2 == fog2 + f290, P12 = fogi2 + fi192 — fa91 + fi290,
siis

(fg)h = (,00 + ,019 + ,029_ + ,01295) (ho + h16 + hgé + hlgeé)

= poho + (p0h1 + p1h0)0 + (pohg + ,02h0)9

+ (pohi2 + prhe — paha + p12ho)00.

Sellega jaib tingimuse (5.8)) niditamiseks veel veenduda, et

fo&o = poho,
fo&i + fi&o = pohi + prho,
fo&a + f2bo = poha + pahyo,

fo&iz + fi&o — f261 + fi12éo = pohiz + pirha — pahi + pighy.
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Need aga kehtivad, sest reaalvédrtustega funktsioonide korrutamine on assotsiatiivne

fogoho = fogoho,
Jogohi + fogiho + figoho = fogohi + fogiho + figoho,

fogoha + foga2ho + fagoho = fogoha + fogaho + fagoho
ja
fogohiz + fogihe — fogahi + fogizho + figoha + fig2ho — fagohi — fagi1ho + fi2goho =
= fogohi2 + fogihe + figoha — fog2h1 — fagohi + fogizho + fig2ho — fag1ho + fi2g0ho.

Seega jiiib veel iile ndidata, et algebral C*°(R?, G?) on iihikelement. Valemist (5.7) on
lihtne niha, et algebra C*°(R?, G?) iihikelemendiks on funktsioon, mille véirtus igas

ruumi R? punktis on Grassmanni algebra iihikelement 1. [

Anname algebra C*(R3, G?) supervektorruumi struktuuri jirgmiselt

[C=(R®,G%)], = {f € CF(R*,G*) : ¥(z,y,2) € R* f(z,9,2,0,0) € G3};
[C’OO(]R?’,(]Q)L ={f e C®R*G? :VY(z,y,2) € R® f(z,y,2,0,0) € G*}.

On lihtne veenduda, et algebra C*°(R?, G?) paariselemendid avalduvad kujul
f = fo+ f1200
ning paaritud elemendid avalduvad kujul
9 =910+ go0.
Siit on nidha, et tdesti
C=(R*,G%) = [C=(R*,G%)], & [C*(R* G*)],.

Niiiid, kui supervektorruumi struktuur on defineeritud, tdhistame homogeense funktsiooni

paarsust | f].

41



Lemma 5.2.2. Algebra C*(R3, G*) on kommutatiivne superalgebra.

Toestus. Niitamaks, et C°°(R3, G?) on ka superalgebra, on vastavalt superalgebra defi-

nitsioonile vaja niidata, et suvalised homogeensed elemendid f ja g rahuldavad seost

G.1)

[fgl = [/ +[g| (mod 2).

Vaatame nelja voimalikku juhtu
1. Olgu f ja g paaris. Siis
|(fo+f1200)(go+91200)| = | fogo+(fogra+f1290)00| = | fo+f1200]4|go+g1200| (mod 2).
2. Olgu f paaris ja g paaritu. Siis
| fo910 + fog20] = | fo + f1200] + 910 + g20] (mod 2).
3. Olgu f paaritu ja g paaris. Siis

| f1900 + f2900| = | f10 + f20] + |go + 91200| (mod 2).

4. Olgu f ja g paaritud. Siis

|(fig2 — f291)00| = | f10 + f20]| + |10 + g20| (mod 2).

Sellega oleme niidanud, et C*°(R3, G?) on superalgebra. Niitamaks, et tegemist
on kommutatiivse superalgebraga, on vaja veel nédidata, et suvaliste homogeensete

elementide f ja g korral kehtib seos (5.2))

fg=(=1)"llgf.
Kasutades iileval vaadatud nelja varianti, on lihtne veenduda, et antud seos kehtib,

kuna ainuke juht, kus fg # ¢f on see, kui f ja g on mdlemad paaritud. Sellisel

juhul aga

fg=(fig2 — f291)99— = —(g1f2 — ngl)eé = (_1)|f“g|gf~

Sellega on lemma tdestatud.
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Algebrat C>°(R?, G?) interpreteerime superruumi R3 funktsioonide algebrana. See
tdhendab - superruum méératakse tema funktsioonide algebra kaudu. See on mittekommu-
tatiivse geomeetria ldhenemine, kus ruum ei ole punktide hulk, vaid ta médratakse tema
funktsioonide algebra kaudu [[15], [16]. Geomeetrilisi objekte, mis tavaliselt defineeritak-
se ruumil vaadatakse siin funktsioonide algebra kaudu. Superruumi R*? funktsioonide

algebrat tihistame edaspidi C>(R31?).

5.3 Nambu vektorvili superruumil

Jirgnev konstruktsioon pohineb artiklil [3]. Kolmemddtmelise ruumi R* Nambu vektor-
villja konstrueerimiseks vaatasime funktsioonide paari (H, G). Superruumi R*? korral ei
ole meil enam tegemist reaalarvuliste funktsioonidega. Siiski, reaalarvuliste funktsiooni-
de algebra on alamalgebra hulgas C>(IR%?). Seepirast fikseerime kaks paarisfunktsiooni

H,G € C3°(R32). Olgu antud ka kaks paaritut funktsiooni ¢, ) € C°(R3?) nii, et

A::‘(?(wb)‘: %P0 = o — ot

vy g

oleks nullist erinev, see tihendab, et maatriks

2
Yo g

on regulaarne. Alaindeksiga 6 (v5i 6) tihistame siin ja edaspidi funktsiooni parempoolset

-
tuletist. See tihendab, et @y = 5o

Definitsioon 5.3.1. Antud funktsioonide H, GG, o, 1) korral nimetame iildistatud Nambu
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vorranditeks superruumil R3? vorrandite siisteemi

dr Ber(a(H’ G,w,@b))’

dt d(y,2,0,0)

i =2 (G )

= Ber@(ii:;”;”)

dQZLO o(H, w’ ‘ )Hf?(wb)‘ ‘8(H,G)H6‘(w,¢)‘>
dt — A2\l O(x 0 a o(x,0) | " 1'0(z,2) 1 9(y,0)
R H il a o+ e st )
dt A 0(z,0 Ay, 2) 10(z,0) 1 1 0(z,2) 11 9(y,0)
kus

0(t) = fu(t)0 + fra(t)9, 0(t) = far (1) + faa(t)0.

Tuletame meelde, et bereziniaan on defineeritud blokkmaatriksitel kujul (5.5), mille

(HG wﬁ)
9(y,2,0.9)

puhul on need nduded tididetud. Viljakirjutatuna avadub antud maatriks blokkmaatrlksma
H, H, | Hy Hj
G, G, Gy Gy
Py P Yo P
¢y q/Jz 7/}9 ’ng
H y H z Yo Lo
Gy Gz % w@
on moodustatud superalgebra C>(IR®?) paariselementidest ja

HG Hé Spy ()Oz
Gy Gi) \w, v.
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O(H,G,p,1)

20 On toesti sobival kujul. Vastavalt funktsioonide ¢

paaritutest elementidest, siis

ja 1) valikule on A # 0 ehk bereziniaani leidmiseks vajalikud tingimused on rahuldatud.

Analoogiliselt saab kontrollida, et ka maatriksite 8(? G, f) ja 8(35 fj ;D ;é’) bereziniaanid on

miiratud. Seega, vastavalt bereziniaani definitsioonile

O(H,G0.0)\ 1. (OH.G) OUH,G) (8(p. )\ 18(p.0)
Ber( a(y,z,gje)) o dt(&(y,@ - w5 69 a(y,z>)'

Paneme tihele, et siin harilik determinant alati leidub, sest maatriksid

ARG) j, OUH,G) (Dls, )y 10l v)
Ay, z) 0(6,0) \ 0(0,0) Ay, z)

on moodustatud paariselementidest, mis on omavahel kommutatiivsed. Tdhistame iildis-

taud Nambu vorrandite paremal poolel olevad funktsioonid parema loetavuse huvides

jargmiselt
-se(Se o)
r<aHG’g)9w)
r@ii;ﬁ;ﬂ)
- (B Seg) njoes . projoes)
o- LS  SA c

Siis saame panna kirja funktsioonide H, GG, ¢ ja 1) poolt tekitatud vektorvilja superruu-
mil R312, Vaatame funktsioonide algebra C>°(R3?) derivatsioone ning intrepeteerime
neid superruumi R3? vektorviljadena. Selles avaldub mittekommutatiivse geomeetria
lahenemine, kus geomeetrilisi objekte ei vaadata ruumil kui punktide hulgal, vaid ruumi

funktsioonide algebra kaudu. Moodustame superruumi R*? vektorvilja jirgmiselt

— —
o) _ a0 o0 0 04, 9
Xt = Ry + S5, + Mg + 557+ 550, (5.9)
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Definitsioon 5.3.2. Vektorvilja kujul nimetame Nambu vektorviiljaks superruumis
R312,

Réhutame siin veel kord, et parempoolse tuletise, moodustajate € ja 0 jirgi, argument
kirjutatakse operaatorist vasakule poole ehk praegusel juhul ei rakendu parempoolne
tuletis mitte funktsioonidele 1 ja © vaid Nambu vektorvilja argumendile. See

tihendab, et suvalise F € C°(R??) korral

— —
(o) py = g8 L QOF  gnoF  FO o, FO
X (F) = S5+ 85+ Mo 0+ =0,

5.3.1 Liouville’i teoreem

Tuletame meelde, et klassikalisel juhul taandub Liouville’i teoreemi tdestus sellele, et
niidata, et vastava vektorvilja divergents on null. Saab vahetult ndidata, et ka Nambu

vektorvilja (5.9) divergents on null [5].

5.4 Poissoni sulg superruumil

Analoogiliselt Nambu mehaanikale indutseerib defineeritud Nambu vektorvili superruu-
mil loomulikul viisil Poissoni sulu. Olgu H, G, F superalgebra C*>°(R3?) paarisfunkt-

sioonid ning ¢, 1) paaritud funktsioonid.

Definitsioon 5.4.1. Funktsioonide H, G ja F' Poissoni suluks parameetrite ¢ ja v jargi

nimetame funktsiooni, mis on antud valemiga

{H,G, F} ) = X5 (F).

(H,G)

Kuna funktsioonid ¢ ja v on tiheselt méératud regulaarse maatriksiga

Yo Pa
Yo g
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siis saame igale regulaarsele maatriksile = € Mato(C5°(R3?)) vastavusse seada Poissoni

sulu {-, -, -}, ), kus

= [P ¥o
Yy Vg
Vahetu kontroll niitab, et kehtib vordus
OH, G, F,p,0)
_H7 G, F — B ( ) ) ) 7_ > )
LG Phew =P S0y 200.0)

mille erijuhuks on varem defineeritud iildistatud Poissoni sulg ruumil R?, kus
superruumi juhul on harilik determinant asendatud bereziniaani ehk superdeterminandiga.
Uldistatud Poissoni sulu saame, kui = on ithikmaatriks. Defineeritud Poissoni sulul
on koik ootuspirased omadused. See tihendab, ta on lineaarne oma argumentide suhtes,
on kaldiimmeetriline ning rahuldab Filippovi samasust ja Leibnizi reeglit. Saab ndidata,

et Poissoni sulu arvutamiseks kehtib valem [5]]
1 1
{H,G, F},p) = Z{H’ G,F} — P{H’ G, F} o0, (5.10)

kus {H, G, F'} on defineeritud nagu iildistatud Poissoni sulg ruumil R3, see tihendab

{H,G,F} = 7;;%f?, (5.11)
ning
(H,G. Fo = a]ii,FHai: -+ Ji?fHa i JéiiFHa 5|
(H,G,F) 8EQF HGF
_’@x% Ha ‘_‘m@a@Ha( ‘_‘ae% Ha ‘

Tahistust { H, G, F'} (., pohjendab jirgmine lemma.
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Lemma 5.4.1. Antud paaritute funktsioonide p, 1), kus A # 0, korral rahuldab ternaarne

tehe

{7 How 1 G (RP) x G (RP) x C5°(R?) — G (R*P)

Jjargmisi omadusi:
1. lineaarsus koikide argumentide suhtes;
2. kaldsiimmeetrilisus;
3. Filippovi samasust;
4. Leibnizi reeglit.
Toestus. Olgu H, G, F € C$°(R3?). Toestus pdhineb maatriksite

J(H,G,F) 0(H,G,F) 0(H,G,F) 0(H,G,F) 0(H,G,F) 0(H,G,F)

INw,y,0) " O(x,0,2) 7 9(0,y,2) = Ow,y,0) O(x,0,2) 90,y,z)
(5.12)

determinantide vastavatel omadustel. Paneme tihele, et maatriksitel on paaritud
elemendid vaid tihes veerus. Kuna paaritud elemendid kommuteeruvad paariselemen-
tidega ja paariselemendid kommuteeruvad oma vahel, siis kdituvad maatriksite (5.12)
determinandid nagu harilikud determinandid. Seega taandub maatriksite puhul an-
tud omaduste niditamine lemma[4.3.T|tGestusele. Seda teades on lihtne veenduda, et antud
omadused on ka sulul {H, G, F'}(,, . Nditame siin Leibnizi reegli kehtivus. Ulejéénud

omadused saab ndidata analoogiliselt. Olgu ka K mingi paarisfunktsioon superruumil.
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Kehtib

0(H,G, FK) J(H,G,FK)
{H’G’FK}WF‘ <8(xy9 Ha ‘ ‘(8@02 Ha ‘

O(H,G, FK) (H,G, FK)

‘ 2(0,y,2) H@ ‘ ‘ Oz, y,0) Ha ‘
J(H,G, FK) (H,G,FK)

_’ (z,0, 2) ‘8 ) ’ 9(0,y,2) H@ ‘

:( 8(HGK HGF)’ )’( )‘
I(z,y.,0) O(z,y,0) d(2,9)
J(H,G,K) (H,G,F I(p

+<F é(m&z ‘ )81}92))’ >‘8 ;H

(H,G,K)| |9(H,G,F) (¢¢)

(F‘aeyz 2(0,y,2) )83:9)

_(FQ(HGK’ ‘ HGF )8@¢)
O(z,y,0) o(z,y,0) J(z,0)

J0(H,G,K) HGF 8((,0@&)

_( o(z,0,2) ‘ ’8:60,2 )8(y9)

J(H,G,K) HGF 8(30@&)

_(F 9.y, 2) ‘ ’863/2 )3(x0)
HGK (g (H,G, K)|1(0, )

- (‘ )‘ ’8x02 (9(y9)’
8(HGK) 8 L) O(H,G,K)||0(p, 1)
2(0,y,2) 110(x,0) o(z,y,0) ‘ J(z, 0)’
_|9H, G, K) 3((90 1/}))’ 0(H, G, K) 3((90 @/J))D

0(x,0, 2 d(y,0 00,y,z O(x,0

8(H<GF) (0,1)) 8(H(GF) (0,))

(’ d(z,y,0) ‘az0’+‘8x92 H@y@)‘
0(H,G, F) 590@0 (H,G,F)|19(p,¢)
8(93/2) O(z, ’ ’ xyH)’@(z@)’

O(H, G, F) (H,G, F)|19(p,
1 0(x,8, 2) Ha ‘ ’aeyz))‘a((:c,e))DK

:F{H G, K}(Wﬁ +{H G, F}w,w
[
Kuna funktsioonid H, GG, F' on paarisfunktsioonid ehk nende osatuletised x, y, z jéirgi
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kommuteeruvad, saab lemma toestust kasutades anda sulu (5.11)) jaoks lemmaga
[5.4.1 analoogilise tulemuse. Need kaks tulemust kokku véttes on lihtne niha, et kehtib

varem toodud véiide

Teoreem 5.4.1. Poissoni sulg {H, G, F},
1. on lineaarne koikide argumentide suhtes;
2. on kaldsiimmeetriline;
3. rahuldab Filippovi samasust;

4. rahuldab Leibnizi reeglit.

5.5 Poissoni sulg superalgebral

Vaatame veel teatud iildisemat juhtu. Olgu A = Ay & A; mingi kommutatiivne su-
peralgebra. Tédhistame ruumi A lineaarteisenduste hulga End(A). On lihtne veenduda

lineaarteisenduste hulk lahutusega
End(A)o ={L € End(A)|L: Vo — VpjaL: Vi — Vi},

End(A); = {L € End(A)|L: Vo= VijaL: Vi Vy}

on superalgebra. Olgu Dy, Do, D3 € End(A)g ja d1,d2 € End(A); mingid derivatsioo-

nid, see tdhendab, nad rahuldavad gradueeritud Leibnizi reeglit
D(ab) = D(a)b+ (—=1)1IPlaD(b).

Téhistame superalgebra A paariselemente w1, uy, ug ning paarituid elemente &, &;. Defi-

neerime analoogiliselt eelmisele peatiikile sulu

(u1,ug, us, &1, &) )

i, — Ber
{UI 2 ug}(§17£2) o (D17D27D3751552)
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Siin peame tihistuse ((”1’“2’“3’51’52)

DDy Ds 552 all silmas supermaatriksit

Dy(u1) Do(uy) Ds(uq) d1(uy)  da(uy)
Dy(ug) Dso(ug) Ds(ug) | 91(uz) da(uz)
Di(us) Da(us) Ds(uz) | 01(us) d2(us)
Di(&) Da(&) Ds(&) | 61(&) 62(&)
Di(&) Da(&) Ds(&) | 01(&) d2(&)

Kehtib valem

1 %
{U17U2>U3}(51,52) = Z{Ub U27U3} - E{ula U2>U3}(51,52) - E{Uhubuz}(gl@),

(5.13)
kus A = 51 (fl)ég(fg) — 52(51)51 (ég), sulud {ul, Ua, Ug} ja {Uh Ua, U3}(§17§2) on definee-

ritud analoogiliselt vorrandis (5.10) olevatega ning

* (U17U27U3) (51752) (51752)
U1, U, U =
O N [ wowal v sl [y
" ’(U1,U2,U3) ‘ (&1,&) 1] (&1, &) ‘(U1>U2,U3)H (&1,&2) ’ (&1,&2)
(5 D2762) D1752 D3761 (5 52)D3> D1752 D2a51>
’(Ul,um 3)” (&1, &) H (&1,62) ’ ‘(U17U2,U3)H (&1, &) H (&1, &) ‘
(D1752751) D2a51 D3752 52aD2a51) D1751 D3;52
u17u27u3 51 fz 51752)
_ . .14
(627517D3 H D1>51 D2752>‘ (5 )
On lihtne néha, et vottes A = C°°(R?2) ning derivatsioonid
P )
1 aCC, 2 — ay7 3 — azv 1 — 86)7 2 — 85

taandub valem (5.13)) kujule (5.10). Tdesti, kuna determinantide korrutises

J(H,G,F)
e 6 ol aCa)

on igas liidetavas kahe paarisfunktsiooni paaritu derivatsiooni, vastavalt 6 ja 0 jirgi,
ning mingi paaritu elemendi, mis on samuti @ ja f lineaarkombinatsioon, korrutis ning

Grassmanni algebras on moodustajate ruut null, on valemis (5.14) kdik liidetavad nullid.
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Kokkuvote

To6s on toodud Nambu teooria iildistus superruumile R3? ning defineeritud Poissoni
sulg superruumil saadud Nambu superruumi vektorvilja kaudu. Antud on ka véimalik
Poissoni sulu, millel on kolm argumenti ja kaks parameetrit, ildistus suvalisele kommuta-
tiivsele superalgebrale. Edasine t66 voiks sisaldada iildistamist Poissoni sulg ning valem
ildisele superalgebrale, kus Poissoni sulul on n argumenti ning m parameetrit.
Samuti oleks tarvis edasises td6s kontrollida Poissoni sulu tingimuste kehtimist antud

valemi liikmetel.
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