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An alternative to expected reward maximization

Abstract:

Reinforcement learning problems can generally be described as follows. The
user quantifies how good each state of some system would be according to their
preferences and some agent, e.g. a robot, must choose actions that lead to states
the user defined as good. More formally, for each state and action, the user picks
a real-valued reward and the goal of reinforcement learning is to automatically
find a strategy, called a policy, which would lead to a high reward sum.

However, actions often do not determine states, but only make some states
likelier than others. In this case, the policy is usually chosen by maximizing
the expected reward. However, in this thesis, I prove that for every probability
p < 1 and constant ¢ > 0, there exists a reinforcement learning problem where
the policy maximizing expected reward gives reward sum Z°, but another policy
would give reward sum Z, where P[Z > Z° + ¢] > p. In other words, the policy
maximizing expected reward can get an arbitrarily smaller reward sum with
arbitrarily high probability (except 1) compared to another policy.

This might not be a desirable property for a policy to have. In this thesis, I define
the smoothened median of a random variable and prove that any policy that
maximizes the smoothened median of the reward sum (instead of the expectation)
does not have this property.
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Lithikokkuvote:

Stiimuloppe iilesandeid saab iildjoontes kirjeldada jargmiselt. Stiimuloppe kasu-
taja kvantifitseerib vastavalt oma eelistustele, kui hea mingi siisteemi iga olek
oleks, ning mingil agendil, néiteks robotil, tuleb valida tegevusi nii, et siisteem li-
iguks kasutaja defineeritud headesse olekutesse. Formaalsemalt kasutaja omistab
igale olekule ja tegevusele mingi reaalarvulise auhinna ning stiimulope eesméark
on automaatselt leida strateegiat ehk eeskirja, mida jargides saaks agent korge
auhindade summa.

Enamasti ei maéra tegevuse valik aga iiheselt olekut, vaid moéjutab iiksnes
erinevate olekute ning seega ka auhindade toenéosuseid. Sel juhul voetakse
tavaliselt eesmirgiks maksimeerida auhinnasumma keskvéiartust. Kuid selles
16put6os toestatakse, et iga tdendosuse p < 1 ning konstandi ¢ > 0 korral leidub
stiimulope tilesanne, mille puhul auhinnasumma keskvaartust maksimeeriv eeskiri
saab auhinnasumma Z°, aga moni teine eeskiri saab auhinnasumma Z, kusjuures



P[Z > Z° 4 ¢] > p. Teiste sonadega auhinnasumma keskvédrtust maksimeeriv
eeskiri voib saada iikskoik kui suure tdendosusega (viljaarvatud 1) ning tikskoik
kui suure konstandi vorra vdiksema auhinnasumma kui méni teine eeskiri.

Selline eeskirja omadus ei ole enamasti soovitav. Selles 16putdos defineeritakse
juhusliku suuruse silutud mediaan ning toestatakse, et auhinnasumma silutud
mediaani maksimeerival eeskirjal ei ole sellist omadust.
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Stiimulope, mediaan, raske sabaga jaotused, Kelly panustamissiisteem

CERCS: P176
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1 Sissejuhatus

Stiimuldppe eesmérk on panna erinevaid agente, néiteks roboteid, automaatselt
valima otstarbekaid tegevusi paljudes erinevates keskkondades. Stiimulope
erineb muust masindppest selle poolest, et agendile ei anta néiteid otstarbekatest
tegevustest, vaid ainult antakse teada auhindade kaudu, milliseid olekuid tuleb
iiritada saavutada tegevuste valikuga.

Enamasti ei méara tegevuse valik aga iiheselt jargmist olekut, vaid mojutab
iiksnes erinevate olekute toendosuseid. Seetottu ei ole enamasti voimalik kindel
olla, kas iiks tegevus viib suuremate auhindadeni kui teine. Sellisel juhul voe-
takse tegevuse valimiseks tavaliselt kriteeriumiks oodatavat auhinnasummat
ehk voimalike auhinnasummade jaotuse keskvéartust ning maksimeeritakse seda
(Sutton and Barto 2018, lk 53).

Selle t66 eesmérk on néidata, et monede tilesannete puhul on moéistlik kasutada
alternatiivset kriteeriumi, mis ei ole kirjeldatav auhinnasumma keskvéértusena.
Selleks kirjeldatakse koigepealt kahte teoreetilist iilesannet ning toestatakse,
et keskvadrtust maksimeeriv agent saab nendes jarjekindlalt vaikse auhinna-
summa. Seejuures simuleeritakse neid iilesandeid (lisas 7.3), et kinnitada, et
matemaatiliselt tuletatud auhinnasumma jaotus iihtib empiiriliste tulemustega.
Seejarel tutvustatakse alternatiivi keskvéédrtuse maksimeerimisele — silutud me-
diaani maksimeerimine. See on Kelly panustamissiisteemi (Kelly Jr. 1956)
iildistus. Toestatakse, et auhinnasumma silutud mediaani maksimeerija saab
iilalpool mainitud kahe iilesandes paremaid tulemusi. Nimelt voib keskvédartuse
maksimeerimine anda iikskoik kui suure toendosusega (viljaarvatud 1) ja kon-
standi vorra véiksema auhinnasumma kui silutud mediaani maksimeerimine, aga
vastupidine ei kehti.

Lisaks annab silutud mediaan voimaluse lahendada {ilesandeid, milles auhinna-
summal on raske sabaga jaotus, millel ei pruugi keskvdartus leiduda. See on
kasulik néiteks finantsis, kuna aktsiate hindadel on tihti raske sabaga jaotus
(Mohtadi and Ruediger 2013).



2 Otsustusprotsessid

2.1 Mis on otsustusprotsess?

Otsustusprotsess on mudel olukorrast, kus mingil agendil tuleb teha otsuseid
ning kus need otsused mdjutavad erinevate tulemuste toendosusi. Olukorda mod-
elleeritakse olekute, tegevuste, auhindade ning nendevaheliste seoste kaudu. Selles
t60s vaadeldakse lihtsuse mottes ainult 16pliku arvu diskreetsete ajasammudega
otsustusprotsesse.

2.1.1 Juku jaatist soomas

Niide 2.1. (jaatis) Jukule meeldib kéige rohkem maasikajéétis, keskmiselt
vanillijaétis ja koige vihem Sokolaadijadtis. Juku meelest on maasikajéitis 2
korda parem kui vanillijiétis ja vanillijddtis 3 korda parem kui Sokolaadijéatis —
néiteks 1 teelusikas vanillijadtist on parem kui 2 teelusikat Sokolaadijaatist, aga
4 teelusikat Sokolaadijadtist on parem kui 1 teelusikas vanillijaétist.

Juku siinnipédeval lastakse tal méngida jargmist mdngu. Ta saab korduvalt valida,
kas teha miindiviset voi mitte. Kui ta valib miindivise, siis ta saab toen&dosusega
0,5 teelusika Sokolaadijéatist ja toendosusega 0,5 teelusika maasikajaatist. Muidu
saab ta kindlalt teelusika vanillijaatist.

Miéngu saab modelleerida otsustusprotsessina, kus agent on Juku, olekud on
valiku tegemine ja erinevate jadtiste saamine, tegevused on miindivise tegemine
vOi mitte tegemine ning auhinnad vastavad erinevatele jéatiste tiilipidele.

2.1.2 Juku ruletilaua aares

Niide 2.2. (rulett) Juku méngib ruletisarnast miangu. Mangu alguses on tal
iiks punkt. Enne igat keerutust saab ta valida, kui suure osa olemasolevatest
punktidest panustada mustale — voib panustada ka murdarvu punkte. Kui tuleb
must, saab Juku panuse vorra punkte juurde, muidu jéab tal panuse vorra
punkte vihemaks. Erinevalt péris ruletist on méng keskmiselt méngija kasuks —
must tuleb iga kord sama téendosusega p € (0,5;1). Mingu 16pus saab Juku iga
punkti eest iihe euro.

Méngu saab modelleerida otsustusprotsessina, kus agent on Juku, igale
keerutusele ja voimalikule punktide arvule vastab iiks olek, igale voimalikule
panusele vastab iiks tegevus ning auhind on punktide arv méngu 16pus.

Sellist méngu on uurinud juba (Kelly Jr. 1956), kuid mitte stiimuloppe kontekstis.

2.2 Otsustusprotsesside formaliseerimine

Kéige levinum stiimulope iilesannete formalisatsioon on Markovi otsustusprotsess
(Markov decision process, edaspidi MDP), mida kirjeldab néiteks (Sutton and
Barto 2018). Formaalselt on MDP 6-korteez (S, A, u,r, h, s1), kus S on olekute



hulk, A tegevuste hulk, u: S x Ax S — [0, 1] dleminekufunktsioon, r: Sx A — R
auhinnafunktsioon, h € N horisont ning s; € S algolek. !

| v

s1 —» ap —» S2 —>» .. —>» S —> O
\—)7‘1 > Th

Joonis 2.1. MDP kulg.

Protsessil on kokku h ajasammu. Iga ajasammu ¢ € [1, h] N Z alguses on agent
olekus s;. Kui agent valib tegevuse a;, saab ta auhinna r, = r(s, a;) ning liigub
olekusse s’ toendosusega u(sy, at, s'), nagu joonisel 2.1. Kuna tdendosuste summa
iile iiksteist vélistavate voimaluste on 1 ning saab olla ainult {iks jargmine olek,

siis peab kehtima
Z u(s,a,s’) = 1.

s'eS

Agendi eesmérk on maksimeerida auhinnasummat

Zr(st,at).

t=1

Mbonikord ei ole igas olekus voimalik iga tegevus voi iga jargmine olek. Siis
tihistatakse voimalike tegevuste hulka olekus s téhisega A(s) € A ning 2
voimalike jargmiste olekute hulk pérast tegevust a € A(s) téahisega

S(s,a) ={s" € S| u(st,ar,s") > 0}.

Niites 2.1 (jadtis) on Juku vaheldumisi olekus, kus ta valib, kas teha miindiviset
— olgu see olek s' — ja ménes olekus, kus ta saab jéaitist. Olgu s2, s3, s* olekud,

kus Juku saab vastavalt Sokolaadi-, vanilli- v6i maasikajaétist. Olekute hulk on
S = {s!,s?, 5% st}
2

Olgu miindivise tegevus a' ja selle mitte tegemine a?. Tegevuste hulk on

A={a!,a?}.

Kui Juku on olekus s! ja teeb miindivise, liigub ta tdendosusega 0,5 olekusse

52 ja tdendosusega 0,5 olekusse s*; muidu liigub ta olekusse s3. Olekust s2,

s3 ja s* liigub Juku olekusse s! soltumata tegevusest. Seega u(s!,al,s?) =

IErinevad stiimuléppe artiklid defineerivad MDP natuke erinevalt. See on iiks véimalik
definitsioon 16pliku horisondi korral.

28iis A = J, o5 A)-



u(st,al, s*) = 0,5, u( 1 a2, s%) = 1 ning iga tegevuse a korral u(s?, a,s!) =

u(s?,a,s') = u(s, a,s') = 1, kus u on iileminekufunktsioon.

Olekus s' ei saa Juku jaitist, mistottu selle auhind on 0. Oleku s? auhind

peaks olema moni positiivne reaalarv — olgu see néiteks 1. Kuna Jukule meeldib
vanillijadtis 3 korda rohkem kui Sokolaadijéitis ning maasikajaétis 2 korda
rohkem kui vanillijaétis, siis oleku s> auhind on 3 ja s* auhind 6. Jarelikult
iga a korral r(s!,a) = 0, r(s?,a) = 1, 7(s®,a) = 3 ning r(s*,a) = 6, kus r on
auhinnafunktsioon.

Kuna Juku valikule jargneb alati jédtise saamine, siis ajasammude arv ehk

horisont h peab olema méni positiivne paarisarv. Algolek on s; = s'.

2.2.2 Ruleti formaliseerimine

Niites 2.2 (rulett) vastab igale keerutusele ehk ajasammule ¢ ning punktide

arvule w iiks olek s. Alguses on Jukul iiks punkt, mistdttu algolek on s = si.

Fikseerigem moni horisont A > 2. Ilmselt saab Juku maksimaalset voimalikku
punktide arvu siis, kui ta panustab koéik punktid ja voidab iga kord. Sel juhul
oleks tema punktide arv 1,2,...,2"~1. Kuna punktide arv on mittenegatiivne
ja maksimaalselt 2", siis voimalike olekute hulk on

S={s"|we[0,2"1],t € [1,h] NZ}.

Minimaalselt saab Juku panustada 0 punkti ja maksimaalselt nii palju, kui tal
on, ning igale panusele vastab iiks tegevus. Seega olekus s}’ voimalike tegevuste
hulk on A(s}’) = [0, w].

Juku voidab panuse juurde kui tuleb must, mis juhtub téendosusega p € (0,5;1).
Kui Juku panustab a punkti olekus st , siis ta liigub toendosusega p olekusse
w—+a

sy" ja toendosusega 1 — p olekusse s;% . Seega iga w > 0,t € [1,h —1]NZ ja
a € [0,w)] korral u(s’, a, sy’ 1") = p ning u(s¥,a, s %) =1—p
Juku saab méngu 16pus ehk olekus s} iga punkti eest ithe euro ehk w eurot,

mistottu r(s)’, a) = w sdltumata tegevusest a. Kuna varasemaid auhindu ei ole,
siis iga ¢t < h korral (s}, a) = 0.

2.3 Tegevuste valimine otsustusprotsessis
2.3.1 Eeskirjad ja trajektoorid

Uldiselt kditub MDP agent mingi eeskirja 7: S — A jérgi — olekus s teeb agent
tegevuse 7(s).> MDP (S, A, u,r,h,s1) ja eeskiri 7 médravad koos protsessi tra-
jektoori ((S1,...,Sh), (A1,...,Ap)), kus S; on olek ja A; on tegevus ajasammul
t juhusliku suurusena. Voimalike olekute jaotust médravad koos esimene olek ja

3Selles t66s kisitletakse lihtsuse méttes ainult deterministlikke eeskirju.



tleminekufunktsioon:

]P[Sl = 51] = 17
vVt € [l,h—1]NZ,Vs € S,Ya € A Vs €S,
P[Sii1 =8| St = s, A = a] = u(s,a,s).

MDP nimi tuleneb sellest, et suurustel S; on Markovi omadus: Nad soltuvad
ainult eelmisest olekust S;_1 ja tegevusest A; 1, mitte millestki varasemast.
Naiteks kui ¢ < t, siis iga s’ € S korral

P[St+1 = S/ ‘ St = St,At = W(St)7sz‘ = SZ'} = P[St+1 = 8/ ‘ St = St,At = W(St)]

Téhistagu (- - | m) tingimust, et agent valib tegevusi eeskirja 7 jargi:

(- |Vt € [LA] NZ, A, = 7(S})).

Kompaktsuse mottes defineeritakse juhusliku suurusena veel auhindade summa
Z7 (s), mida agent saab alates ajasammust 1, kui ta on alguses olekus s ning

jargib eeskirja m:
T, S = 5) .

Kuigi agendi iildine eesmérk on maksimeerida auhinnasummat, eeskirja ei ole
voimalik otse auhinnasumma jargi valida, sest auhinnasumma on juhuslik suurus,
millel ei pruugi olla iithest maksimumi. SeetGttu on eeskirja valimisel tarvis
kasutusele votta moni kriteerium, mille jargi saaks otsustada, milline auhinna-
summa kahest voimalikust jaotusest oleks parem. Tavaliselt voetakse selleks
kriteeriumiks keskvéirtust (Sutton and Barto 2018, 1k 53).

h
77 (s) = (Zr(st,At)

t=t1

2.3.2 Eeskirja valimine

Vidrtusfunktsioon v] : S — R annab vastava auhinnasumma keskvaartust:

v (s) = E[Z7(s)] .

Parimat eeskirja 7° saab valida terve protsessi auhinnasumma keskvéartust
maksimeerides:

> r(Si, Ay)

7° € argmax vy (s1) = argmax E

™
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Joonis 2.2. Kelly panustaja simulatsiooni auhinnasummade kumulatiivse his-
togrammi vordlus teoreetilise jaotusfunktsiooniga niites 2.1 (jaatis). Simulat-
siooni horisont A = 50 ning simulatsiooni jooksutati 5000 korda. Siin x-telg
néitab auhinnasummat ning y-telg niitab toendosust saada iilimalt nii suurt
auhinnasummat.
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Koondumine jaotuse jargi. Olgu X7, Xo,... ja X reaalarvulised juhuslikud
suurused. Olgu Fy, Fy,... ja F: R — [0, 1] nende vastavad jaotusfunktsioonid.
Oeldakse, et suurused X; koonduvad juhuslikuks suuruseks X jaotuse jirgi ning

kirjutatakse
d

X = X,
kui iga « € R korral
tlim Fi(z) = F(x)
—00

ehk iga € > 0 korral leidub ¢; € N, mille puhul

Vit > t1, |Fy(z) — F(z)] < e.

Olgu N (i, 0?) normaaljaotus keskviiirtusega u ja dispersiooniga o2.

Keskne piirteoreem. Olgu X, Xo, ... iiksteisest soltumatud, sama jaotusega
ning 1opliku keskvéartuse ja dispersiooniga juhuslikud suurused. Kui h — oo,
siis

h
> (X, ) L N~ N(0:1).
\/ h Var X1 =1

Jédtise soomisel on ainult oluline, mis tegevust Juku valib olekus s'. Séltumata
tegevuse valikust on {ilejirgmine olek jille s!, mistdttu méjutab tegevus ainult
jargmist olekut. Terve protsessi auhinnasumma keskvadrtus on olekute auhindade
keskvéddrtuste summa, mistottu on ainult tarvis vaadelda méju auhindadele ainult
iihes olekus s'.

Tegevuse a valik olekus s' mingil ajasammul ei méjuta selle ajasammu enda
auhinda —igal juhul r(s*, a) = 0. Kui a = !, siis sdltumatu jirgmisest tegevusest
a’ on jirgmise ajasammu auhind 7(s?,a’) = 1 voi r(s%,a’) = 6, mille keskviidrtus
on u(st;al,s?) - r(s?,a’) +u(st,al,s?) - r(s* a’) = 3,5.

Kui aga a = o2, siis u(s!,a?, s®) = 1 ning 7(s3,a’) = 3. Seega auhinnasumma

keskvaartust vT (s1) mak&meerwad eeskirjad 7, mille puhul 7(s') = a!. Teisisonu
on Jukul keskmiselt parem iga kord valida miindiviset.

Sellist eeskirja 7 jargides on igal teisel ajasammul ¢ saadud auhinnad {iksteisest
soltumatud, sama jaotusega ning 1opliku keskvéértuse ja dispersiooniga juhus-
likud suurused (S, A;). Keskse piirteoreemi kohaselt auhinnasumma jaotus
ldheneb normaaljaotusele:

1
%Var[r(Sg, As)]

(27 - S Eb(s242)]) N ~ N(O0)

Joonis 2.2 néitab head vastavust selle teoreetilise jaotuse ja simulatsiooni tule-
muste vahel. Simulatsiooni kood on lisas 7.3.
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3 Kriteeriumi olulisus

3.1 Keskvaiartuse maksimeerimise puudujaagid

Keskvéértus on levinud kriteerium, kuid néite 2.2 (rulett) parim eeskiri keskvadr-
tuse jargi paneb kahtlema, kas see on alati sobilik. Probleem seisneb selles, et
méng on keskmiselt Juku kasuks, mistottu suurema arvu punktide panustamine
alati suurendab keskvéartust.

Teoreem 3.1. Néites 2.2 (rulett) maksimeerib keskviartust o7 (s1) eeskiri 7°,
mis panustab igas olekus (ja igal ajasammul) koik seni kogutud punktid:

Vsi’ € S, m°(sy) = w.

Toestuse skeem. Eelviimases olekus s}’_; on auhinnasumma keskvadrtus

Uh-1(sh-1) = Pw(w + 7(s5_1)) + (1 = pw)(w — 7(s;_1)),

mida maksimeerib iga w korral valik m(s}’_;) = w, sest p,, > 0,5. Seejuures
oF (8% )) = pu - 2w + 0. Kui ajasammul h — ¢ iga w korral

U;:it(sxft) = 2'pl,w,
siis ka eelmisel ajasammul, h — ¢t — 1, kehtib

7° w _ ot+1, t+1
Vh—y—1(Sh—4—1) = 2" py, " w.

Induktsioon tagurpidi iile ajasammude 16petab toestuse. Téistoestus on lisas
7.1. 1

Kui Juku panustab alati kdik punktid, siis ta peab voitma iga kord, et tal oleks
méngu 1opus positiivne arv punkte. Kuna voidud on séltumatud iiksteisest, iiks
voit juhtub toendosusega p,, ning kokku on h — 1 véimalust voita voi kaotada,
siis toendosus véita iga kord on p/ 1. Horisondi kasvades liheneb see tdendosus
nullile.

Soltuvalt Juku eelistustest on muidugi voimalik, et ta siiski valiks sellise eeskirja,
aga ilmselt voib vihemalt monedel stiimuloppe kasutajatel tekkida soov véltida
eeskirju, mille puhul positiivse auhinnasumma saamise toendosus ldheneb nullile.
Tavalised stiimuloppe algoritmid ei paku aga selleks voimalust.

3.2 Kelly panustamine

Et sellist tulemust véltida, oli Kelly panustamise idee maksimeerida auhinna-
summa enda keskvéartuse asemel punktide kasvukiiruse keskviartust (Kelly Jr.
1956). Uldiselt kui toimub mingi eksponentsiaalne kasv x + €% siis kasvukiirust

kirjeldab arv
ek(z-{-l)
k=1In ( - ) .
e xr
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Teoreemis 3.1 esines mingi eksponentsiaalne kasv, nii et dkki ka punktide kasvuki-

irust kirjeldab arv
w/
In <> ,
w

kus w ja w’ on punktid jirjestikustel ajasammudel ¢ ja ¢t + 1 ehk S; = si°
ning Syy1 = sy ;. Kui Juku panustab a punkti ajasammul ¢, siis w’ on w + a
toendosusega p,, ning muidu w — a. Jarelikult kasvukiiruse keskviértus on

P - In (w:“) +(1—py)-In (wwa>

Pw - In(w + a) + (1 — py) - In(w — a) — In(w).

ehk

Kui sellel on maksimum, siis maksimumis tuletis a suhtes on 0:

DPw _l_pw
w—+a w—a

=0.

Kui a # w, siis py(w—a) = (1 —py)(w+a) ning p,w —pupa = w—puw+a—pya
ja 2pyw —w = a ehk a = (2p,, — 1)w. See vihjab jargmisele strateegiale: igal
ajasammul panustada (2p,, — 1) - 100% kogutud punktidest.

3.2.1 Miks Kelly panustamine paremini toimib?

Olgu iildisemalt 7/ eeskiri, mis panustab f - 100% punktidest igal ajasammul,
kus f € (0,1):
wl(sf') = fu.

Kelly panustaja eeskiri on 7/, kus f = 2p,, — 1.

Olgu W, punktide arv ajasammul ¢; W; = w parajasti siis, kui S; = s}’. Olgu
B; juhuslik suurus, mis on 1 kui agent voitis ajasammul ¢ ja muidu -1; B; =1
parajasti siis, kui Wy, > W;. Seejuures juhuslikud suurused By,..., By_1 on
koik sama jaotusega ning soltumatud iiksteisest ja eeskirjast.

Lemma 3.2. Kui agent jérgib eeskirja 7/, siis

h—1

Wi, = H(l + By f).
=1
Téestus. Kui to = 1, siis Wy, = 1, sest S; = s; = s}. Kui mingi o < h korral

to—1

(W, | 77) = [T 1+ Bef),

t=1

13



Joonis 3.1. Kelly panustaja simulatsiooni auhinnasummade kumulatiivse his-
togrammi vordlus teoreetilise jaotusfunktsiooniga néites 2.2 (rulett). Siin horisont
h = 50, py, = 0,55 ning simulatsiooni jooksutati 5000 korda. Simulatsiooni kood
on lisas 7.3. Siin x-telg nditab auhinnasummat ning y-telg néitab toendosust
saada tlimalt nii suurt auhinnasummat.
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siis
(Wige, | 7)) = (Wi, + B, Ay, | 7F)
= (Wt2 + Bt2th2 | ﬂ-f)
= (1 +Bt2f)(Wt2 ‘ ﬂ-f)

ta—1

=(1+ B, f) H(1+Btf)

t=1
to
H1+Btf

Viide jareldub induktsioonist iile ajasammu ¢5. W

Teoreem 3.3. Niites 2.2 (rulett) saab agent eeskirjaga 7/ auhinnasumma

Z7 (s1) = exp (u(h = 1) + Nyo Vi = 1),

kus oo = E[In(1 + By f)] ja o = \/Var[In(1 + By f)] ning N}, 4N ~ N (0;1), kui
h — oo.

Toestus. Lemma 3.2 tottu

27" (s1) = (r(Sh, An) | 1)
= Wy | =)

1:[ (1+ B:f)

h—1
= exp <ln <H(1 + Btf)))

h—1
= exp (Z In(1+ Btf)>

exp (,u(h -1+ Nhax/hfl_) ,

kus
1 h—1
Np = —— In(1+ B.f) — ).
h U\/m;(n( tf) lu)

Keskse piirteoreemi abil on lihtne naidata, et Np, LHN~N (0;1).m

Teoreemist 3.3 selgus, et eeskirjaga 7/ panustades tekib lognormaalne auhin-
nasumma jaotus — joonis 3.1 néitab head vastavust selle teoreetilise jaotuse
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ja simulatsiooni tulemuste vahel. Seetottu voib olla moistlik maksimeerida
auhinnasumma enda keskvaértuse asemel auhinnasumma logaritmi keskvaartust.
Auhinnasumma logaritmi keskvéiédrtus on p(h — 1), mis kasvab vordeliselt suu-
rusega = E[ln(1 + B1f)] = pw - In(1 + f) + (1 — pw) - In(1 — f). Seda suurust
aga maksimeeribki Kelly panustaja f = 2p,, — 1.

3.3 Virtuaalne keskvaartus

On oluline moista, et logaritm Kelly panustamissiisteemis ei tulene auhinnafunk-
tsiooni kujust. Auhinnafunktsioon ise on lineaarne — r(s}’,a) = w — aga punktide
arv kasvab eksponentsiaalselt, mistottu nende kasvukiirust iseloomustab nende
logaritm. Teisisonu punktid on véartuslikud kahel pohjusel:

1. Kui on rohkem punkte, siis saab juba nende olemasolevate punktide eest
suuremat auhinda.

2. Kui on rohkem punkte mingil ajasammul, siis saab sellel ajasammul rohkem
panustada, mistottu kasvab sellele jargnevatel ajasammudel punktide arv
kiiremini.

Pika horisondi korral on teine pohjus olulisem ning just sellel teisel pohjusel tuleb
eksponentsiaalse kasvu korral maksimeerida punktide arvu logaritmi, soltumata
auhinnafunktsiooni kujust.

Siiski voib arvata, et kui iihel vGi teisel pohjusel tahetakse maksimeerida logaritmi,
siis saab seda formuleerida keskvdirtuse maksimeerimisena, vottes lihtsalt logar-
itmi koikidest positiivsetest auhindadest. Tépsemalt olgu edaspidi 7: S x A — R
virtuaalne auhinnafunktsioon ja r téeline auhinnafunktsioon. Loppeesmérk on
saada toelisi auhindu, nii et eeskirja ™ headust hinnatakse nagu varem toelise
auhinnasumma Z7 (s1) jargi, kuid eeskirja valitakse maksimeerides virtuaalse
auhinnasumma keskvaartust o7 (s1), kus 07 (s) = E[Z’Z (s)] ja

h
77 (s) = (Z (S, A | 7, Sy, = 5)

t=t1
3.3.1 Kelly panustamine virtuaalse keskvairtuse maksimeerimisena

Niites 2.2 (rulett) oleks loomulik lihtsalt kasutada 7(s,a) = In(r(s,a)), aga
kahjuks see ei ole voimalik, sest logaritm nullist ei ole defineeritud — toeline
auhind voib aga olla 0, kui ei ole viimane ajasamm vo6i kui agent panustas
ja kaotas koik punktid mingil ajasammul. Seetottu tuleb kasutada natuke
keerulisemat virtuaalset auhinnafunktsiooni.

Teoreem 3.4. Olgu niites 2.2 (rulett)

—2h kui s = s¢
7(s,a) = < In(r(s,a)) kuir(s,a) >0
0 muidu.
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Vastava virtuaalse auhinnasumma keskvéartuse maksimeerimine on vordvéarne
Kelly panustamissiisteemiga selles néites — virtuaalset keskviartust maksimeerib
eeskiri 7/, kus f = 2p,, — 1.

Toestuse skeem. Kui eelviimasel ajasammul on punktide arv Wj,_; = w > 0 ja
agent valib tegevuse m(s}/_;) = a < w, siis Wj, > 0 ja
E[Z;_1(si_1)] = E[n(Wh) | &, Wh-1 = w]
= E[ln(w + aBp-1)]
= pyIn(w+a) + (1 — py) In(w — a),
mida maksimeerib a = (2p,, — 1)w.

Kui Vt € [1+t1,h],7(s}’) = (2pw — 1w ja 7(s}’) = a, siis sarnaselt lemmaga 3.2
E[Z] (51)] = E[ln(Wy) | 7, We, = w]

h—1
In (UJ + Z AtBt>

t=tq

h—1
In ((eraBtl) <1+ H (1+Btf)>>]

t=1+411

h—1
In <1+ II (1+Btf)>

t=1+411

=E

%,th =w

=E

=E[ln(w+ aBy, )]+ E

)

mille maksimumis jélle a = (2p,, — 1)w. TéistSestus on lisas 7.1. W

Ruleti naites sai Kelly panustamissiisteemi virtuaalse keskvaédrtuse abil
simuleerida, aga jédédtise s06mise puhul annab logaritmiline virtuaalne
auhinnafunktsioon halvemat tulemust, kui lihtsalt keskvddrtuse maksimeerimine.

Lemma 3.5. Olgu niites 2.1 (jaatis)

—2h kui s = s¢
7(s,a) =< In(r(s,a)) kuir(s,a) >0
0 muidu.

Vastava virtuaalse auhinnasumma keskvaédrtust maksimeerib eeskiri 7, mis ei

vali kunagi miindiviset: 7(s!) = a?.

Téestus: Naites 2.1 (jadtis) mojutas auhinda voi jairgmist olekut ainult tegevuse
valik olekus s!. Kuna 7(s!,a) = 0, siis ka 7(s!,a) = 0, sdltumata tegevusest a.

1

Kui a = o, siis jirgmine olek on s? tdendosusega 0{,}5 ja s* tdeniosusega 0{,}5,
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mistottu virtuaalse auhinna keskvaartus on
7(s%,a) - 0,5+ 7(s* a)-0,5=1n(1) - 0,5+ In(6) - 0,5
~ 0+ 1.792-0,5 = 0.896.

2 3

Kui a = a?, siis jirgmine olek on s3, mistdttu virtuaalne auhind on 7(s3,a) =

In(3) ~ 1.099.
Jérelikult 7(s!) = 2. B

Kuna virtuaalse keskvadrtuse maksimeerija ei vali kunagi miindiviset, siis ta saab
igal teisel ajasammul (tGelise) auhinna r(s®, a) = 3 ning kokku auhinnasumma 3,
kui horisont on h. See on aga enamasti vaiksem (toelise) keskvidrtuse maksimeer-
ija voi Kelly panustaja auhinnasummast, mille jaotus ldhenes normaaljaotusele

keskvéartusega 37% .

3.4 Kaheosaline ming

Tahistagu {(p1;21), ..., (Pn;x,)} diskreetset jaotust, mis on juhuslikul suurusel
X, kui iga i € [1,n] NN korral P[X = x;] = p;.

Naiide 3.1. Juku méngib kahe osaga méngu. Esimeses osas méngib ta h;
ajasammu néite 2.2 ruletisarnast méngu. Esimese osa viimasel ajasammul saab
ta vastava auhinna. Seejarel liigub ta néite 2.1 (jaatis) algolekusse ning méngib
veel hy ajasammu, saades vastavaid auhindu.

Otsustusprotsessina on méng jargmine. Olgu horisont h = hy+hs, kus hy, he > 2
ning hy on paarisarv. Olgu algolek s; = si. Olgu jiitise sdomise esimene olek
s} ning Sokolaadi-, vanilli- ja maasikajiétise saamise olekud vastavalt s3, sg, sa.
Olgu olekute hulk

S={s¥|we[0,2"7 1 tc[l,h]NZ}U{s},s2, 50,50}

Olgu tegevuste hulk A(s¥) = [0,w], kui t > 0, ja A(s¥) = {a!,a?} muidu.
Uleminekufunktsioon u(sy ,a,s5) = 1; muidu on iileminekufunktsioon nagu
néidetes 2.1 (jaatis) ja 2.2 (rulett). Auhinnafunktsioon r on nagu néidetes 2.1 ja

2.2.

Lemma 3.6. Niites 3.1 maksimeerib keskvéartust eeskiri 7°, mis esimeses osas
panustab alati kdik punktid ning teises osas alati valib miindivise. Ulalmainitud
virtuaalse auhinnafunktsioonile vastavat keskvaartust maksimeerib eeskiri 7, mis
on esimeses osas vordne Kelly panustamissiisteemi eeskirjaga 7/, kus f = 2p, —1,
ning teises osas ei vali kunagi miindiviset. Kelly panustamissiisteemi jérgi tuleks
kasutada esimeses osas eeskirja 7/ ning teises osas alati valida miindiviset.

Toestus: Esimeses osas valitud tegevused ei saa mojutada teise osa olekuid ega
auhindu, sest esimese osa 1opus liigub Juku alati samasse olekusse, s§. Sarnaselt
ei saa need mojutada ka virtuaalseid auhindu. Jérelikult kahe osa nii toeliste
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kui ka virtuaalsete auhindade summat maksimeerivad samad tegevused, mis
maksimeerivad auhinnasummat néidetes 2.2 (rulett) ja 2.1 (jadtis) eraldi.

Esimeses osa auhindade summa kasvab eksponentsiaalselt horisondi suurenedes,
nagu néites 2.2, ning teise osa auhindade summa lineaarselt, nagu néites 2.1.
Seetottu tuleb Kelly panustamissiisteemi kasutades jargida vastavaid eeskirju,
nagu naidetes 2.2 ja 2.1. R

Kui néiites 2.1 (jédtis) valida alati miindivise ehk 7(s') = a?, siis auhinnasumma

oli
h h
Z7(s1) = §,u + \/gaLh,

kus p = E[r(Sa, A2)], 0 = \/Var[r(Sz, A2)] ning h kasvades Lj, 4N~ N(0;1).
Jarelikult ka néite 3.1 teise osa auhindade summa on sel juhul

ho ha
5 2 +1/ ?UthW

kus pg = B[r(Satn,, Asyn, )] = 3,5 ning o9 = \/Var[r(Sasn, , Ao n,)]-
3hy
b2

2

Kui aga 7(s') = a2, siis auhindade summa on

Kui niites 2.2 (rulett) jirgida eeskirja 7/, siis teoreemi 3.1 kohaselt oli auhinna-
summa

77" (s1) = exp ((h = Du+ VA= ToNy)

kus u = E[In(1 + By f)] ja o = \/Var[ln(1 + By f)] ning N, 2 N. Jarelikult ka
néite 3.1 esimese osa auhindade summa on sel juhul

exp ((hl — 1)#1 —+ v/ hl — 101Nh1) s

kus p1 = E[In(1 + By f)] ja o1 = y/Var[ln(1 + By f)].

Kui néites 2.2 (rulett) panustada igal ajasammul kdik punktid ehk 7(s}’) = w,
siis auhinnasumma oli

Z7(s1) ~ {52, (L=l 00}
Jarelikult ka néite 3.1 esimese osa auhindade summa on sel juhul

Ry, ~ {(plr 15271, (1= pli = 0)}.

w w

Lemma 3.6 tottu saab néites 3.1 keskvidrtuse maksimeerija auhinnasumma

. h hy .
Z7 (s1) = Rp, + ?2/@ + 7202%2,

d . i . " .
kus Ly — N, virtuaalse keskvéidrtuse maksimeerija auhinnasumma

% ~ 3h
Z7 (s1) = exp ((hl — 1D + m01Nhl) + 72,
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kus Nhl 4N , ning Kelly panustaja auhinnasumma

h [ h
ZT(SI) = exp ((hl — 1)/1,1 +Vh — 10’1Nh1) + 72/142 + ?QO'QL}LZ.

Teoreem 3.7. Olgu 7 Kelly panustaja eeskiri, 7° keskvidrtuse maksimeerija
eeskiri ja 7 virtuaalse keskvddrtuse maksimeerija eeskiri. Iga ¢ > 0 ja p € (0;1)
korral leidub MDP, mille puhul samaaegselt P[Z] (s1) > ZT (s1) +¢] > p ja
B[Z7(51) > Z{(s1) + ¢ > p.

Toestuse skeem: Viide kehtib, kui MDP on nagu niites 3.1,
he = {2 exp(2(hy — 1)pr — 24/ hy — Imoy — 21n(3m02))J

ning m ja hy on piisavalt suured. Toestus on lisas 7.1.1

3.5 Kokkuvote

Auhinnasumma keskvéidrtuse maksimeerija saab néites 2.1 (jaétis) sama jaotusega
auhinnasumma, mis Kelly panustaja, aga teoreemidest 3.1 ja 3.3 selgus, et Kelly
panustaja saab peaaegu alati suurema auhinnasumma néites 2.2 (rulett). Teo-
reem 3.4 niitas, et logaritmilise virtuaalse auhinnafunktsiooniga saab virtuaalse
auhinnasumma keskvéiirtuse maksimeerija néites 2.2 (rulett) sama jaotusega
auhinnasumma, mis Kelly panustaja, aga teoreemist 3.5 selgus, et Kelly panustaja
saab enamasti suurema auhinnasumma néites 2.1 (jaatis).

Seega kui kasutada kriteeriumina keskvéartust, tuleks iga stiimulope {ilesande
puhul eraldi uurida, kas tavaline auhinnafunktsioon vo6i moéni virtuaalne auhinna-
funktsioon annab parema tulemuse. See on aga vastuolus stiimulope eesmérgiga
leida igas tilesandes automaatselt kasulikku eeskirja.

Lisaks néitas teoreem 3.7, et iikskoik kui suure toendosuse p < 1 ja konstandi
¢ korral leidub MDP, mille puhul nii tavalise kui ka virtuaalse keskvaértuse
maksimeerija saab vihemalt toendosusega p vihemalt ¢ vorra vaiksemat auhin-
nasummat kui Kelly panustaja. Seega voib monede stiimulope iilesannete puhul
olla soovitav kasutada keskvédartuse maksimeerimise asemel Kelly panustamis-
stisteemi.

4 Silutud mediaan

Kelly panustamine annab moistliku tulemuse eelmainitud méangudes, kuid seda
saab kasutada ainult mangudes, kus toimib mingi korduv panustamine, ning
selle kasutamiseks tuleb iga konkreetse méngu puhul eraldi uurida, milline
on auhinnasumma kasv — néiteks kas on eksponentsiaalne voi lineaarne kasv.
Oleks soovitav kriteerium, mis annaks sarnaseid tulemusi Kelly panustamisele
eelmainitud méngudes, aga tildistuks koikidele stiimulope iilesannetele.
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4.1 Mediaani maksimeerimine

Niites 2.1 (jaétis) kasvas auhinnasumma lineaarselt. Kui maksimeerida selle
keskmist kasvukiirust, siis tekkis auhinnasumma, mis oli séltumatute sama
lopliku keskvadrtuse ja standardhédlvega auhindade summa. Keskse piirteoreemi
kohaselt ldhenes auhinnasumma jaotus normaaljaotusele. Néite 2.1 puhul on
kasvukiiruse keskvéartus vordeline selle normaaljaotuse mediaaniga, mistottu
keskmise kasvukiiruse maksimeerimine on vordvédrne auhinnasumma mediaani
maksimeerimisega.

Néites 2.2 (rulett) kasvas auhinnasumma eksponentsiaalselt. Kui maksimeerida
selle keskmist kasvukiirust, siis tekkis log-normaaljaotusega auhinnasumma.
Naite 2.2 puhul oli kasvukiiruse keskviirtus vordeline auhinnasumma logar-
itmi keskvéddrtusega, mille maksimeerimine on jélle vérdvédrne auhinnasumma
mediaani maksimeerimisega.

Seega iiks voimalus iildistumiseks teistele stiimulope iilesannetele on mak-
simeerida auhinnasumma mediaani Med [Z] (s1)], kus Med[X] on juhusliku
suuruse X mediaan.

4.2 Mediaani puudused

Mediaani maksimeerimine annab moistliku tulemuse kahes eelmainitud néites,
kuid jargmises nédites annab tulemuse, mis ilmselt ei iihti paljude stiimulope
kasutajate eelistustega.

Niide 4.1. (panustamisming) Jukul on valik, kas osaleda panustamisméngus.
Kui ta otsustab osaleda, siis ta saab toendosusega 0,49 iiks miljon eurot ja
vastastikusel juhul kaotab {ihe sendi. Kui ta otsustab mitte osaleda, siis ei juhtu
midagi.

Otsustusprotsessina on méang jargmine. Olgu horisont h = 2. Olgu algolek
s1 = s', s? olek, kus Juku saab miljon eurot, ning s> olek, kus ta kaotab iihe
sendi.

Olgu osalemine tegevus a! ja mitte osalemine o?. Kui Juku valib tegevuse a!,

siis ta liigub tdendosusega u(s!, a?, s?) = 0,51 olekusse s, = s2 ning tdeniosusega
2 siis ta jadb (s.t

u(st, a?, s%) = 0,49 olekusse sy = s3. Kui ta valib tegevuse a

liigub uuesti) algolekusse s', mistottu u(st, al,st) = 1.

Olgu r(st,a) = 0, r(s%,a) = 10° ja r(s3,a) = —0,01. Kui 7(s') = o, siis
auhinnasumma Z7 (s1) jaotus on {(0,51; —0,01), (0,49; 10°)}, mille mediaan on
-0,01. Kui 7(s') = a2, siis jaotus on {(1;0)}, mille mediaan on 0. Seega mediaani
Med [ZT (s1)] maksimeerib méngus mitte osalemine, kuigi sellega oleks ainult oht
kaotada iihe sendi ja arvestatav voimalus vbita miljon eurot.

Probleem tuleneb sellest, et auhinnasumma jaotusfunktsioon on viga jarsk — see
on viartusega 0 kohtadel alla —0,01, touseb jérsult védrtuseni 0,51 kohal —0,01
ning jidb siis tdpselt samaks kuni palju suurema kohani. Jaotusfunktsiooni
saab siledamaks teha lisades auhinnasummale juhuslikku “miira” Sisuliselt kui
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auhinnasumma oleks muidu tapselt —0,01, siis parast miira lisamist on tal sel
juhul voimalus olla monevorra suurem voi vaiksem kui —0,01, mis voib mediaani
tosta tile nulli.

4.3 Silutud mediaan

Olgu juhusliku suuruse X silutud mediaan S[X] = Med[X + M], kus M on
stlumismiira. Pohimotteliselt on palju voimalikke juhusliku suuruse M jaotuse
valikuid, aga lihtsuse mottes olgu sellel normaaljaotus keskvéédrtusega 0 ja
standardhélvega o > 0.

Siinkohal ¢ on vaba parameeter, mis vastab auhinnafunktsiooni subjektiivsele
skaalale. Stiimulope kasutaja peaks valima o sellise vddrtuse, millest suuremad
auhinnad on tema jaoks subjektiivselt suured. Kui koiki auhindu korrutatakse
1dbi mone positiivse konstandiga, siis parameetrit ¢ tuleb korrutada sama kon-
standiga. Viiksema ¢ puhul on silutud mediaan sarnasem tavalisele mediaanile
ning suurema o puhul sarnasem keskviartusele.

Sellisel silumismiiral on moned kasulikud omadused:

 See on pidev juhuslik suurus, tihedusfunktsiooniga fa; : R — [0, 00).

o Iga z € R korral fi;(z) > 0, mistottu jaotusfunktsioon Fy : R — [0,1] on
rangelt kasvav.

e See on stimmeetriline nulli iimber ehk Vo € R, fa;(—z) = fa(x), mistdttu
suurustel M ja —M on sama jaotus ehk Ve € R,P[M < ] =P[-M < ].

Oluline on veel mérkida, et kahe erineva juhusliku suuruse X ja Y silutud
mediaanide arvutamisel tuleb kasutada silumismiirana kaks séltumatut sama
jaotusega juhuslikku suurust, nditeks M ja M°, kusjuures S[X| = Med[X + M]
ning S[Y] = Med[Y + M?].

4.4 Silutud mediaani omadused

Omadus 4.1. Igal juhuslikul suurusel X leidub iihene 16plik silutud mediaan
S[X] € R.

Toestus: Kuna silumismiira on pidev ning pideva juhusliku suuruse summa
teise juhusliku suurusega on alati pidev, siis (X 4+ M) on pidev juhuslik suurus.
Kuna igal pideval juhuslikul suurusel leidub iihene 16plik mediaan, siis leidub ka
Med[X + M]. &

Omadus 4.2. Olgu X juhuslik suurus.

1. S[X] = ¢ parajasti siis, kui P[X + M > ] =P[X + M < ¢] = %
2. S[X] > ¢ parajasti siis, kui P[X + M > ¢] > %
3. S[X] < ¢ parajasti siis, kui P[X + M > ¢| < 3.

Téestus:
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1. Esimene vordus tuleneb sellest, et iga pideva juhusliku suuruse Y korral

P[Y > Med[Y]] = P[Y < Med[Y]] = 3.

2. Olgu S[X] > ¢. Kuna iiksteist vélistavate siindmuste téendosused liituvad,
siis

P[X + M > ¢ =P[X + M > S[X] > + P[S[X] > X + M > d.

Kuna P[X + M = S[X]] = 1, siis
1
P[X+M>C]:§+P[S[X]>X+M>C].

Kuna silumismiira M jaotusfunktsioon on rangelt kasvav, siis ka summa
(X + M) jaotusfunktsioon on rangelt kasvav, mistottu

P[S[X] > X + M > ¢] > 0.
Jarelikult P[X + M > ¢] > 1.
3. Olgu niiid S[X] < ¢. Sarnaselt eelmisele vorratusele
PX+M<d=PX+M<S[X]|<+PSX]|<X+M<(
ZE—HP’[S[X} <X+M<(

2
>1
2

ning summa (X + M) pidevuse tottu

PX4+M>c=1-PX+M<<

DN | =

Oletagem vastuviiteliselt, et P[X + M > c] > I, aga ei kehti S[X] > ¢. Siis

S[X] < ¢, mistottu P[X + M > ¢] < 1 — vastuolu. Jérelikult kui P[X + M >
1

c] > 3, siis S[X] > c.
Analoogiliselt kui P[X + M > ¢] < 1, siis S[X] < c. B
Omadus 4.3. Iga juhusliku suuruse X korral S[—X] = — S[X].
Téestus: Omaduse 4.2 ja silumismiira siimmeetrilisuse tottu

% —P[X + M > S[X]] = P[-X — M < — S[X]] = P[(—X) + M < (—S[X])].

Omaduse 4.2 tottu S[—X] = —S[X]. B

Omadus 4.4. Iga juhusliku suuruse X ja konstandi ¢ € R korral S[X + ¢] =
S[X] + c.

Toestus: Kuna P[X + M > S[X]] = 4, siis ka P[(X 4+ ¢) + M > S[X] + ¢] =
mistottu S[X +¢] = S[X]+c. B
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Omadused 4.5 ja 4.6 on sarnase tdhendusega. Omadus 4.5 sisuliselt tahendab,
et kui X on kindlasti suurem kui Y, siis S[X] > S[Y]. Omadus 4.6 tdhendab,
et kui muutub peaaegu kindlaks, et X, on suurem kui Y, siis S[X,,] muutub
suuremaks kui S[V,].

Omadus 4.5. Olgu X ja Y soltumatud diskreetsed juhuslikud suurused. Kui
P[X > Y] =1, siis S[X] > S[Y].

Téestuse skeem: Leidub ¢ € R, mille puhul P[X > ¢ = 1ja P[Y < ¢] = 1.
Jarelikult S[X] > ¢ > S[Y]. Taistoestus on lisas 7.2. B

Omadus 4.6. Olgu X, ja Y,, soltumatud juhuslikud suurused iga n € N korral.
Kui Je > 0, lim P[X,, > Y, +¢] = 1, siis lirginf(S[Xn] — S[Y,.]) > 0.
n— oo n o0

Toestuse skeem: Leiduvad sellised p ja c,, et piisavalt suure n korral P[X,, >
cn+ gl 2 pja PY, < cn — g] > p ning p valiku tottu S[X,] > ¢, + 55 ja
S[Y,] < ¢n — 15. Téistdestus on lisas 7.2. W

4.5 Silutud mediaani maksimeerimine
4.5.1 Erinevus keskvaartusest

Teoreemis 3.7 selgus, et iga p € (0;1) korral leidub MDP, mille puhul Kelly
panustaja auhinnasumma Zj, on vihemalt tGendosusega p konstandi vorra suurem
nii keskviartuse maksimeerija auhinnasummast Z; kui ka virtuaalse keskvéartuse
maksimeerija auhinnasummast Zh, kui horisont h on piisavalt suur. Omadus 4.6
aga néitas, et kui piisavalt suure h korral on moéni juhuslik suurus X}, tikskoik kui
suure toendosusega p € (0;1) konstandi vorra suurem kui moni juhuslik suurus
Y), siis suure h korral on suuruse X silutud mediaan suurem kui suuruse Y}
oma. See kehtib soltumata silumismiira vaba parameetri ¢ valikust.

Jarelikult nididetes 2.1 (jaatis) ja 2.2 (rulett) on keskvéddrtuse ja virtuaalse
keskvédartuse maksimeerija auhinnasummal véiksem silutud mediaan kui Kelly
panustaja auhinnasummal, mistottu silutud mediaani maksimeerija peab erinema
keskvadrtuse ja virtuaalse keskvdartuse maksimeerijast. Silutud mediaani mak-
simeerija kohta ei kehti analoogiline véide teoreemiga 3.7, kus Kelly panustaja
saab iikskoik kui suure téendosusega konstandi vorra suurema auhinnasumma,
sest siis oleks omaduse 4.6 tottu Kelly panustaja auhinnasummal suurem silutud
mediaan kui silutud mediaani maksimeerija auhinnasummal. Seega silutud medi-
aani maksimeerija auhinnasumma on sarnasem Kelly panustaja auhinnasummale
kui keskvéédrtuse maksimeerija oma.

4.5.2 Erinevus mediaanist

Néites 4.1 (panustamisméng) on auhinnad eurodes. Eeldades, et vihem kui ithe
euro voib pidada viikseks auhinnaks, olgu silumismiira jaotuse parameeter niteks
o = 1. Niites 4.1 oli auhinnasumma Z7 (s1) jaotus {(0,51; —0,01), (0,49; 10%)},
kui valida 7(s') = a! ehk méngus osalemist, ja {(1;0)}, kui valida 7(s!) = a?
ehk mitte osalemist.
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Kui mitte osaleda, siis S[Z] (s1)] = 0, sest P[Z]T(s1) + M > 0] =P[M > 0] = 5

Kui osaleda, siis

P[Z7 (s1) + M > 0] = P[Z] (1) + M > 0| Z](s1) = —0,01] - P[Z] (s )—4)01]
+PIZ] (s1) + M > 0] Z7 (s1) = 10°] - P[Z] (1) = 10°]
=P[-0,01 + M > 0] - 0,51 +P[10° + M > 0] - 0,49

=P[M > 0,01] - 0,51 + P[M > —10°] - 0,49

= (1 — Fp(0,01)) - 0,51 + (1 — Fpy(—105)) - 0,49
~ 0,496 - 0,51 + 1 - 0,49

= 0.74296,

kus F)s on standardse normaaljaotuse jaotusfunktsioon. Kuna P[Z7(s1) + M >
0] > 3, siis S[Z] (s1)] > 0. Jérelikult auhinnasumma silutud mediaan on suurem,
kui méngus osaleda.

Seega silutud mediaani maksimeerimine véimaldab méngus osalemist néites 4.1
(panustamisméng), samas andes sarnaseid tulemusi Kelly panustamisele ndidetes
2.1 (jaatis) ja 2.2 (rulett).

5 Kokkuvote

Stiimuloppes kasutatakse tihti kriteeriumina auhinnasumma keskvaértust, kuid
monede iilesannete puhul saab Kelly panustamissiisteem tulemuse, mis ilmselt
oleks paljudele stiimuloppe kasutajatele soovitavam. Virtuaalse auhinnafunkt-
siooni kasutusega saab osa keskvaédrtuse maksimeerimise probleemidest véltida,
kuid mitte koiki.

Kelly panustamissiisteem véldib neid probleeme, aga samas ei {ildistu koikidele
stiimuloppe iilesannetele. Selles t60s arendati silutud mediaani kriteerium,
mille maksimeerimine annab Kelly panustamissiisteemile sarnaseid tulemusi,
aga iildistub koikidele stiimuloppe iilesannetele ning vildib tavalise mediaani
probleeme.

Edasine t66 saaks uurida, kuidas praktikas arvutada eeskirju, mis maksimeerivad
auhinnasumma silutud mediaani. Uks lihenemine oleks lihtsalt lihendada tervet
auhinnasumma jaotust (Bellemare, Dabney, and Rowland 2023) ning l6pus
maksimeerida jaotuse lahendi silutud mediaani.

Lisaks saaks uurida ilesandeid, kus auhinnasummal on raske sabaga jaotus,
néiteks finantsis, sest jaotuse silutud mediaan alati leidub, erinevalt keskvaartus-
est.
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7 Lisad

7.1 Kriteeriumi olulisus

Lemma 3.8. (Bellmani vorrand) See on tuntud téestus stiimuldppes(Sutton
and Barto 2018). Olgu (S, A, u,r, h,s1) MDP. Iga eeskirja 7, oleku s € S ja
ajasammu t; € [1, h] N Z korral

of (s) =7(s,7(s)) + Z u(s,m(s),s") - vy, ().

s'€S(s,m(s))

Toestus. Koigepealt

vf; (s) = E[Z{, (s)]

h
Z T’(St,At) | ™, St1 = S]

t=t1

=E

= ]E[T(St17Atl) | T, St1 = S] +E

h
Z ’]"(St,At) |7T,St1 = S‘|

t=1+41,

h
Z T(St,At) | 7T7St1 = S] N

t=1-+1%;

sest (A¢, | m, S =s) = (w(Sy,) | St, = s) = 7(s). Nitid

=r(s,m(s)) +E

h
Vi (s) =r(s,m(s)+ > PlSiy, =5 |78, =s|E
s’€S(s,m(s))

t=1+411

ning Markovi omaduse tottu voib éra jitta tingimuse Sy, = s. Jérelikult

i (s) =r(s,m(s)+ Y PSipy, =5 |7 S, =s]-E
s'€S(s,m(s))

=r(sm(s)+ Y ulsw(s)s) - E[Z1,(5)]

s'€S(s,m(s))

=r(s,m(s)) + Z u(s,m(s),s") - vy, (s').0
s'€S(s,m(s))

h
Z (S, A¢) | ™, S144, = 3/1

t=1+11
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Teoreem 3.1. Niites 3.1 maksimeerib keskvadrtust o] (s1) eeskiri 7°, mis
panustab igas olekus (ja igal ajasammul) kéik seni kogutud punktid:

Vs € S, m°(sy) = w.

Toestus. Viimasel ajasammul auhind r(s}’, a) = w ei soltu tegevusest a. Samuti
ei saa sellest tegevusest soltuda jargmiste ajasammude auhinnad, sest neid ei ole.
Jérelikult v6ib auhinnasumma keskvaédrtuse maksimeerimisel sama hésti valida
m°(sY) =a=w.

.o . . e ae ]
Eelviimasel ajasammul on auhinnasumma keskvéartus v}{_l(s}j’_l). Olgu a =

(s ). Kuna (s ,a) = 0 ja of (si') = w, siis lemma 3.8 (Bellmani
vorrandi) jargi
vha(si) = D0 ulsigans) o ()

s'€S(s_,a)
= u(sy_y, 0,507 (w+a) +u(sp_i,a,s7 ") (w—a)
pw(w+a) + (1 —py)(w —a).

Selle tuletis a suhtes on

d 7° w
%vh—l(sh—l) =pw — (1 = pw) = 2pw — 1.

Kuna p,, > 0,5, siis tuletis on alati positiivne ehk mida suurem a on, seda suurem
on vgo_l(s}f_l). Jarelikult voimalikult suure vgo_l(s}b“_l) saamiseks tuleb valida
voimalikult suur a. Kuna a € A(s}_;) = [0, w], siis selleks on 7°(s¥_;) = a = w.
Seejuures v (s 1) = puw(w +w) + (1 — py) (W — w) = 2p,w.

Olgu niiiid ¢; < h, a = 7°(s{’) ning iga t € [1 +t1, h] NZ korral 7°(s’) = w ja
oF” (%) = (2pw)" tw. Lemma 3.8 (Bellmani vorrandi) jirgi

ol (519) = PuwvTig, (575750) + (1= pu)vlyy, (s70)
= (217“7)}1%171 (Pw(w+a) + (1 = py)(w —a)).

Selle tuletis a jérgi on jille alati positiivne, nii et maksimumis 7°(s}!) = a = w
ning

f (s8) = (2p0)" M w.
Induktsioonist tagurpidi iile ajasammude ¢, jareldub, et iga t € [1, h] N Z korral
m(sp) =w. A

Teoreem 3.4. Olgu niites 2.2 (rulett)

—2h kui s = s¢
7(s,a) = < In(r(s,a)) kuir(s,a) >0
0 muidu.
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Vastava virtuaalse auhinnasumma keskvéartuse maksimeerimine on vordvéarne
Kelly panustamissiisteemiga selles néites — virtuaalset keskviartust maksimeerib
eeskiri 7/, kus f = 2p,, — 1.

Toestus. Kui agent panustaks mingil ajasammul koik punktid, siis ta saaks sellel
ajasammul virtuaalse auhinna —2". Maksimaalne voimalik punktide arv méngu
16pus on 2"~ ja nende eest saab virtuaalse auhinna In(2"~!), nii et maksimaalne
véimalik virtuaalne auhinnasumma oleks agendil In(2/~1) — 2" < 2h=1 2" 'mig
on negatiivne. Uldiselt juhusliku suuruse keskvéirtus on iilimalt vordne selle
suuruse maksimumiga, mistottu ka virtuaalse auhinnasumma keskvéaértus oleks
sel juhul negatiivne.

Kui agent panustaks iga kord aga 0 punkti, siis tal oleks viimases olekus {iiks
punkt ning keskviidrtus oleks In(1) = 0 > 2h=1 — 2k Jirelikult virtuaalse
auhinnasumma keskvéértust maksimeeriv eeskiri ei panusta iihelgi ajasammul
koik punktid, sest siis oleks teine eeskiri, mis saavutaks suuremat keskvaartust.
Samuti on igal ajasammul punktide arv w positiivne, sest punktide arv saab olla
0 ainult siis, kui mingil ajasammul panustada koik punktid.

Kui eelviimasel ajasammul on punktide arv Wj,_1 = w > 0 ja agent valib
tegevuse T(s)_,) = a < w, siis Wj, > 0 ja

BIZ_ (s8_1)] = E[(W) | 7, Wis = u]
= E[ln(w + aBp_1)]
= pwIn(w + a) + (1 — py) In(w — a).

Ekstreemumis

d SR Pw 1—py
= — [ Zﬂ— w = e
0 da [Zh-1(si-1)] w+a w—a’

mille ainus lahend on a = (2p,, — 1)w. Kuna p,, < 1, siis teine tuletis

2 2

d2
da?

dp,wa — w? — a® — 2wa —(w—a)
(wraPw—a? ~ @+aPw-ay

E[Zﬁq(sqﬁll)} =

on negatiivne, mistéttu ekstreemum on maksimum ning 7(s}!_;) = a = (2py, —
Dw.

Kui Vt € [1 + t1,h],7(s}") = (2py — 1)w, siis parast ajasammu t; jargib agent
sisuliselt eeskirja 77, kus f = 2p,, — 1. Téahistades %(s;’i) = a, niiiid sarnaselt
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lemmaga 3.2

E[Z] (s)] = E[ln(W,) | 7, Wy, = w]

§ h—1
—E |In <w + Z AtBt> Wy, = w]
L t=t1
r h—1
=FE |In <U} + G,Btl + Z AtBt> %,th = w]
L t=1+t1

=E |In <w + aBtl + Wl+t1 ]. + Bt >
t= 1+t1

r h—1
=E ln<(w—|—aBt1 <1+ H 1+Btf>>]
L t=1+411

=E |In (w—|—aBt1)—|—ln<1+ H 1+Btf>

t=1+t1

In <1+ H 1+Btf)>

t=1411

™, th = U)‘|

=E[ln(w + aBy,)] + E

b

kus teine liidetav ei soltu tegevusest a. Ainult maksimumis kehtib

d ZR (LW
% E[Ztl (Stl )] = 0

ja
? =
a2 E[Z;_1(sp—-1)] <0,
mistottu a = (2p, — 1)w, sarnaselt juhuga t; = h — 1.
Induktsioonist tagurpidi iile ajasammude ¢; jireldub, et 7 = 77, kus f = 2p,, — 1.
[ |
Lemma 3.9. Olguy;,y2 : N— R. Kui lim y;(n) =ocoja lim (y2(n)—y1(n)) =
n—oo n—oo
00, siis iga ¢1, co > 0 korral

lim (€2(™) — ¢1e¥1(™) — ¢y) > 0.
n—oo

Toestus: Kuna lim y;(n) = oo, siis piisavalt suure n korral y;(n) > In(1 + ¢2).
n— oo
Kuna lim (y2(n) — y1(n)) = oo, siis piisavalt suure n korral ys(n) — y1(n) >
n—oo
In(2¢;). Jérelikult piisavalt suure n korral

e¥2(m) _ o ¥ (M) _ oy 5 ey (m)+In2er) _ o ovi(n) _ o)

=2¢1e9 (™ — ¢ e (™ _ ¢y
=e¥1(m _ ¢y

In(1+c2)

>e —c=101
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Teoreem 3.7. Olgu 7 Kelly panustaja eeskiri 7° keskvdartuse maksimeerija
eeskiri ja 7 virtuaalse keskviartuse maksimeerija eeskiri. Iga ¢ > 0 ja p € (0;1)
korral leidub MDP, mille puhul samaaegselt P[Z] (s1) > Z7 (s1) +¢] > p ja
P[Zf(sl) > Z{r(sl) + C] > p.

Toestus: Fikseerigem suvaliselt ¢ ja p. Olgu hi, ho € N ja MDP (S, A, u,r,h =
hi + ha, s1) nagu néites 3.1.

Tuleb niidata, et leiduvad hy, hy, mille puhul P[Z] (s1) — Z (s1) > ¢] > p ehk
h
P [exp (0 = D+ Vs = Tou0n, ) + [ Soa(Ln, = L) = B, > c] >p
ja P[Z7(s1) — Z7 (s1) > ¢] > p ehk

P [exp ((hl - ]-),Ufl + \/}117*10'1]\[]”)
— exXp ((hl - 1),“1 + mglﬁh1)

h [k
+ 72(;;2 -3)+ ?2021/;12 >c

Olgu N ~ N(0;1). Olgu iga m € N korral p,,, = Fnx(m) — Fx(—m). Kuna

lim p,, = 1, siis leidub m, mille puhul
m—0o0

> p.

Fikseerigem selline m.
Olgu
yO(hl):(hl_l)Ml_ hl—lmal,
y1(h1) = (h1 = Dp1 + Vh1 — Imoy
ja
yg(hl) = 2(h1 - 1)#1 -2 hl - 1m01 - 21n(3m02) = 2y()(h1) - 21n(2m02),

kus yo,y1,y2 : N = R. Olgu he = [2exp(y2(h1))], kus |z] on suurim téisarv,
mis ei ole suurem arvust x.

Kuna Np,, Ly, 4N ja hlim he = o0, siis iga € > 0 ja piisavalt suure h; korral
1—00

|F'Ny,, (m)=Fn(m)], [Fx, (=m)=Fn(=m)|, |FL,, (m)—=Fn(m)|,|Fr,, (—m)—Fy(-m)| <e.

Olgu h; edaspidi piisavalt suur, et vorratused kehtiksid € = 172% puhul.
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Kuna hlim yo(h1) = oo, siis piisavalt suure hy korral % exp(yo(h1)) > ¢, mistdttu
1—>00

exp(yo(hn)) > 3 explyo(hn)) +¢
= 2mogexp(—In(3mos)) exp(yo(h1)) + ¢
= 2moy/exp(2yo(h1) — 2In(3moy)) + ¢

= 2mosv/exp(yz2(h1)) + ¢

h
> 2m02\/?2 +e

Kuna lim P[Rj, #0] = lim phi—1 =0, siis piisavalt suure hy korral P[Ry,, =
hl — 00 h1—>00
0] > /p. Niitid

P

[h o
exp ((hl — 1)M1 +Vh — 10’1Nh1) + ?QUQ(L]—L,‘, — th) — Rh1 > C‘|
[ h
=P Jexp ((hn = D1+ v/hn — 1o, )+ oa(Ln, = Lf,) = iy > ¢

Ny, > —m] -P[Ny, > —m]

[h °
> P |exp ((h1 —Dpr — vV ha — 1U1m) + ?20'2(Lh2 —Ly,) — Ry, > C] (Pm —€)

> P |exp(yo(h1)) + \/?02(—7” —m)— Rp, > C] (pm —€)?

> P lexp(yo(h1)) — 2m02\/§— 0> 01 (pm —€)° /P

= (pm_5)3%> Vvt =p,
sest p € (0;1). Seega P[Z](s1) — Z7 (s1) > ¢] > p.

Kuna lim y;(hy) =00 ja lim (y2(h1) — y1(h1)), siis lemma 3.9 tottu
h1—>00 h]-}OO

exp(y2(h1)) > (2 + 2mos) exp(y1(h1)) + ¢,

y2(h1)
2

kui hy piisavalt suur. Kuna y(hy) > , siis

exp(y2(h1)) > 2exp(y1(h1)) + 2moar/exp(y2(h1)) + 2¢
> 2exp(y1(h1)) + 2mazv/exp(y2(h1)) + 2¢ — exp(yo(h1)).

31



Kasutades us — 3 = %

P lexp ((hl — Dyt +Vh — lolNhl)
— exp ((h1 — 1)/1,1 + vV h — 101Nh1)

h [h
+ ?2(/12 -3)+ ?20-2.[/}12 > C]

>P lexp ((h1 — Dy — m01m>
— exp ((h1 — D+ hy — 101m)

ha ha 3
+ 1 =1/ 202m>c](pm—5)

=7 [exp(un()) ~ expln () + PO s oxpa) > ] -
= /p®>p.
Seega P[Z] (s1) — ZT (s1) > c] > p.

Otsitava MDP saab konstrueerida fikseerides piisavalt suure h;. B

7.2 Silutud mediaan
Lemma 4.7. Olgu X juhuslik suurus. Kui P[X > 0] = 1, siis S[X] > 0.

Toestus: Silumismira simmeetrilisuse tottu
PX+M>0=PX>-M=P-M < X]|=PM < X].
Kuna P[X > 0] = 1, siis

]P’[M<X]ZIF’[M<0§X}:IP’[M<O}:%.

Jarelikult P[X 4+ M > 0] > 3. Omaduse 4.2 t5ttu S[X] > 0. W

Omadus 4.5. Olgu X ja Y soltumatud diskreetsed juhuslikud suurused. Kui
P[X > Y] =1, siis S[X] > S[Y].

Toestus: Olgu x° € R viikseim vddrtus, mille korral P[X = z°] > 0, ja y° € R
suurim véartus, mille korral P[Y = y°] > 0. (Need leiduvad, sest X ja Y on
diskreetsed.) Seejuures z° > y°, sest muidu kehtiks

PY > X]>PY =¢°, X =2°] =P[Y =¢°] - P[X =2°] >0,

mis on vastuolus vordusega P[X > Y] = 1.
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Kuna P[X > 2°] = 1, siis P[X —2° > 0] = 1 ning lemma 4.7 kohaselt S[X —°] >
0. Omaduse 4.4 tottu S[X] > z°.

Sarnaselt kuna P[Y < y°] = 1, siis ka P[-Y > —¢°] = P[-Y +¢° > 0] =1
ning S[-Y + y°] > 0. Omaduse 4.3 tottu S[Y — y°] < 0 ja omaduse 4.4 tottu
S[Y] < y°.

Jarelikult S[Y] < y° < 2° < S[X]. &

Lemma 4.8. Olgu X juhuslik suurus ja ¢ > 0. Kui

1

PIX>el 2 spar<a

siis S[X] > 0.
Toestus: Analoogiliselt lemmaga 4.7 P[X + M > 0] = P[M < X]. Niiid

PM < X]| >P[M < X,e < X]
=PM < X |e < X] Ple < X]
>PM<e< X |e< X Ple < X]
=P[M <¢]-P[X >¢]

1 1

PIM <€l 5pmr<a = 2

Y

ehk P[X + M > 0] > 3. Omaduse 4.2 tottu S[X] > 0. B

1
5
Lemma 4.9. Olgu X, ja Y, soltumatud juhuslikud suurused iga n € N korral
ning £ > 0. Kui lim,,o P[X,, > Y, +¢] = 1, siis iga p € (0;1) korral leidub
selline n; € N, et iga n > n; korral leidub ¢, € R, mille puhul P[X,, > ¢, +5] > p
jaPY, <ec,—gl>p

Toestus: Fikseerigem suvaliselt p € (0;1). Kuna lim,, . P[X,, > Y, +¢] =1 ja

1—(1—p)? < 1, siis leidub selline ny € N, et iga n > n; korral P[X,, > Y, +¢] >
— (1 — p)?. Fikseerigem selline n.

Kuna lim,_, o P[X,, > = — §] = 1, siis leidub 2, mille korral P[X,, >z — ] > p.

Olgu z,, suurim selline z iga n € N korral. Kuna x,, on suurim voimalik, siis

3 3
> = > — ) — =
P[X, > z,] = P {Xn > (mn—|— 4) 4] <p
ehk P[X,, < zn] > 1 — p

Analoogiliselt kuna lim, ,. P[Y, < y + 5] = 1, siis leidub y, mille korral
P[Y,, <y + ] > p. Olgu y, véikseim selline y iga n € N korral. Kuna y, on
viikseim voimalik, siis P[Y,, < y,] < p ehk P[Y,, > y,] > 1—p

Oletagem vastuviiteliselt, et mone n > ny korral x,, < y, + . Siis kasutades
suuruste X,, ja Y, soltumatust

P[Y, +& > Xp] > P[Yy, > yn, X < 2] = P[Y,, > ] - P[X,, < 2] > (1 —p)>,
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mis on vastuolus sellega, et P[X,, > Y, +¢| > 1— (1 —p)?. Jirelikult iga n > ny
korral z,, > y, + €.

Olgu ¢, = yn + 5. Igan > ny korral P[X,, > -5 > ¢, + 5] > pja

PY,<y+5<cn—g/=>p N
Omadus 4.6. Olgu X, ja Y,, soltumatud juhuslikud suurused iga n € N korral.
Kui Je > 0, lim P[X,, > Y, +¢] = 1, siis lim inf(S[X,] — S[Y,,]) > 0.
n— o0 n—00
Téestus: Kuna & > 0, siis PIM < 5] > 3. Olgu

1
- c(0:1).
P=opr < £ (0;1)

Lemma 4.9 kohaselt leidub selline n; € N, et iga n > ny korral leidub ¢, € R,
mille puhul P[X,, > ¢, + §] > p ja P[Y,, < ¢, — §] > p. Fikseerigem sellised n;
ja cp.

Kuna iga n > ny korral PP [(Xn —Cn —1g) > %] > p, siis lemma 4.8 kohaselt

S[Xyn — ¢n — 75| = 0 ning omaduse 4.4 tottu S[X,,] > ¢, + 75
Sarnaselt iga n > nj korral P [(Yn —cnt1g) < —1%] > p ehk
€ €
—(Y, — s = >
P{ (Yo —ent75) > 16} =p

mistottu lemma 4.7 kohaselt S[—(Y, — ¢, + 75)] = 0. Omaduse 4.3 tottu
S[Yn — ¢n + 15] <0 ja omaduse 4.4 tottu S[Y,] < ¢, — 75

Jérelikult iga n > n; korral S[X,,] — S[Y,,] > (cn + 75) — (cn — 75) = §- Seega
lim inf,, o0 (S[Xn] — S[¥,]) > £ > 0. W

7.3 Simulatsiooni kood

import math

import random

import numpy as np

from scipy import stats

import matplotlib.pyplot as plt

class Sim:
def __init__(self, n_free, free_pr, n_gauss=None, gauss_pr=0.5,
gauss_low=1.0, gauss_mid=3.0, gauss_high=6.0):

# Number of free ("vaba" in Estonian, not "tasuta") bets (i.e. bets
# with stakes freely chosen by the bettor) and "Gaussian bets" (i.e.
# bets with fixed payoffs)

self.n_free = n_free

self.n_gauss = n_gauss
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def

def

def

# Probability of profiting from each individual free and Gaussian bet;
# determines transition function.

self.free_pr = free_pr

self.gauss_pr = gauss_pr

# Payoffs of Gaussian bets. "mid” is payoff one can get for sure;

# “low” and "high® are potential payoffs if one chooses to take a risk.
self.gauss_low = gauss_low

self.gauss_mid = gauss_mid

self.gauss_high = gauss_high

bet_frac_(self, f):
# “f° is fraction of wealth to bet at each timestep; determines policy.
if £ is Nome:
f =2 x self.free_pr - 1
if £f < 0or £ > 1:
raise ValueError ("Fraction of wealth to bet must be in [0; 1].")

return f

free_last_state_(self, n_samples, f):

# "n_samples” is number of Monte-Carlo samples for computing Z distribution.

f = self.bet_frac_(f)

# Initial state is 1 unit of wealth (for each sample)
s = np.ones(n_samples)

# Total number of states in single realization of MDP
horizon = self.n_free + 1

# Initial state is already s_1, so transition (h - 1) times to get to s_h.
for t in range(1l, horizon):
a=1f*s # Amount to bet
profited = np.random.binomial(size=n_samples, p=self.free_pr, n=1)
sgn = 2xprofited - 1 # 1 if bet profited (i.e. paid off), -1 otherwise.
S += a * sgn # s_(t+1) = s_t + axsgn

# Return final state of each sample.
return s

free(self, n_samples, f=Nomne):

# The last state is the only state with non-zero reward, and
# the reward is linear in wealth, so z = r_h = s_h.

s_h = self.free_last_state_(n_samples, f)

return s_h
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def exp_free(self, n_samples, f=None):
# Here z = r_h = exp(s_h).
s_h = self.free_last_state_(n_samples, f)
return np.exp(s_h)

def take_gauss_mid_(self, maximize_log_reward) :
# 17, "m, “h® contain the quantities being maximized (i.e. the
# "virtual"/auxiliary reward), but shouldn't be used to calculate
# the *actual* reward attained, which might be different.
1, m, h = self.gauss_low, self.gauss_mid, self.gauss_high
if maximize_log_reward:
1, m, h = np.log(1l), np.log(m), np.log(h)

avg = 1 * (1 - self.gauss_pr) + h * self.gauss_pr
return m > avg

def gauss(self, n_samples, maximize_log_reward=False):
if self.take_gauss_mid_(maximize_log_reward) :
# There are “self.n_gauss™ bets, and at each bet, expectation
# is maximized by taking certain payoff of “gauss_mid", for
# a total of "n_gauss * gauss_mid".
z = np.full(n_samples, self.gauss_mid * self.n_gauss)
return z

# Else, the expectation is maximized by taking a risk at each bet.
# The minimum reward one gets after each bet is “gauss_low , so the
# minimum total reward is “gauss_low * n_gauss .

min_z = self.gauss_low * self.n_gauss

z = np.full(n_samples, min_z)

# Now "z~ is initialized to the minimum, so only add to it when one

# gets more than the minimum possible.

d = self.gauss_high - self.gauss_low

for t in range(self.n_gauss):
got_high = np.random.binomial (size=n_samples, p=self.gauss_pr, n=1)
z += d * got_high

# Return total reward sums.
return z

def free_plus_gauss(self, n_samples, f=None, maximize_log_reward=False):
if self.n_gauss is None:
raise ValueError("Must specify number of Gaussian bets.")
s = self.free_last_state_(n_samples, f) # Reward is linear in s’
gauss_z = self.gauss(n_samples, maximize_log_reward)
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z = s + gauss_z
return z

def free_distr_params(self, f=None):
# Theoretical parameters of asymptotic log-normal distribution of
# wealth from free betting
f = self.bet_frac_(f)
if £ ==
return -math.inf, math.inf

# Else mean of corresponding normal distribution (log of wealth)
# is E[1n(1 + Bxf)] and variance is Var[ln(1l + Bx*f)].

lg_p = np.loglp(f)

lg_m = np.loglp(-f)

pr_m = 1 - self.free_pr

mean = self.free pr * 1g p + pr_m * 1lg_m

# Var[X] = E[(X - E[X])"2]

lg_p —= mean

lg_m -= mean

var = self.free_pr * 1g p * 1g_ p + pr_m * 1lg m *x 1g m

# Variance is only multiplied by "n_free’, not "n_free*n_free”,
# because terms in sum of wealth are independent. (See central
# limit theorem.)

return self.n_free * mean, np.sqrt(self.n_free * var)

def gauss_distr_params(self, maximize_log_reward=False):
if self.take_gauss_mid_(maximize_log_reward):
mu = self.n_gauss * self.gauss_mid
sigma = 0 # Get middle payoff for sure.
return mu, sigma

pr_1 = 1 - self.gauss_pr
mean = self.gauss_pr * self.gauss_high + pr_1 * self.gauss_low

# Var[X] = E[(X - E[X])"2]
h = self.gauss_high - mean
1 = self.gauss_low - mean
var = self.gauss_pr * h * h + pr_ 1 * 1 *x 1

return self.n_gauss * mean, np.sqrt(self.n_gauss * var)
def cmp_free_hist_theory(z_samples, mu, sigma):

# Compare histograms of generated samples (i.e. empirical distribution)
# with theoretical log-normal probability density function and CDF.
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#z_samples = np.minimum(z_samples, 40.0) # "Zoom in" plot.
z_min = np.amin(z_samples)

z_max = np.amax(z_samples)

z_range = np.linspace(z_min, z_max, num=200)

z_pdf = stats.lognorm.pdf(z_range, s=sigma, loc=0, scale=np.exp(mu))
z_cdf = stats.lognorm.cdf(z_range, s=sigma, loc=0, scale=np.exp(mu))

# plt.subplots()

# plt.plot(z_range, z_pdf)

# bins = np.logspace(np.logl0(0.1), np.logl0(1000.0), 30) # Want linear axis, but log b:
# plt.hist(z_samples, density=True, bins=bins) # 40.0 is likely close to max

plt.subplots()
plt.plot(z_range, z_cdf)
plt.hist(z_samples, density=True, bins=200, cumulative=True)

def cmp_gauss_hist_theory(z_samples, mu, sigma):
# Compare histograms of generated samples (i.e. empirical distribution)
# with theoretical Gaussian probability density function and CDF.
z_min = np.amin(z_samples)
z_max = np.amax(z_samples)
z_range = np.linspace(z_min, z_max, num=200)
z_pdf = stats.norm.pdf(z_range, loc=mu, scale=sigma)
z_cdf = stats.norm.cdf(z_range, loc=mu, scale=sigma)
# plt.subplots()
# plt.plot(z_range, z_pdf)
# plt.hist(z_samples, density=True, bins=200)
plt.subplots()
plt.plot(z_range, z_cdf)
plt.hist(z_samples, density=True, bins=200, cumulative=True)
seed = 123

random. seed (seed)
np.random.seed(seed)

sim = Sim(n_free=50, free_pr=0.55, n_gauss=50)
# 2.2

z_samples = sim.free(n_samples=5000)

mu, sigma = sim.free_distr_params()
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cmp_free_hist_theory(z_samples, mu, sigma)

#2.1

z_samples = sim.gauss(n_samples=5000)

mu, sigma = sim.gauss_distr_params()
cmp_gauss_hist_theory(z_samples, mu, sigma)

# 3.1
plt.subplots()
plt.hist(sim.free_plus_gauss(n_samples=5000, maximize_log_reward=False), bins=200)

# 2.1

plt.subplots()

plt.hist(sim.gauss(n_samples=5000, maximize_log_reward=True), bins=200)
plt.show()
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