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Lorwort,

ﬂlie borliegende Sdrift, weldhe bie Elemente ber analytijchen
Gcometrie in der Cbene enthilt, ift beftimmt, al8 Qeitfaden fitr ben
erften Untervicht diefes Yehrfaches in den oberen Klaffen hoherer Lehr-
anftalten zu dienen. Eine ftete Riickficht auf dicfen Bwedt Hat bie
Betradptungen mit Audjdhluf alles befjen, was billiger Weife bdem
afademifdhen BVortrage anheimfallt, auf dbag Nothwenbdigjte und Widy-
tigite in bem grofen ebiete ber analytijhen Geometrie befdyrantt,
und bdag Streben be8 Verfafjers hervorgerufen, UeberfichtlichEeit des
wifjenfchaftlich Dbehandelten Gegenftandes mit der mbglichjten Ein-
fachheit unb Cvidbeny ber Darftellung und mit cimer fiiv den praftijden
Gebraud) bequemen dupern Cinvidtung bes Leitfadens zu vereinigen.
Den  eingelnen  Abjdnitten find ahlreiche Veifpiele und Aufgaben
angefiigt, weldhe die Anwenbbarfeit der allgemeinen Gefehe nadyveifen
und zu beren Cinitbung und Befeftigung im Gedddyinifje dienen
foﬁen , 3ugleih aber dem Lehrer cin augreichended Material fiir einen
etiva beabfidhtigten umfafjenbeven Untervidht darbieten werden, Die
meiften bicfer Aufgaben find fo angelegt, baf zu ihrer Lbfung eine
blog medhanifdhe Subftitution in bdie allgemeinen Formeln Feincswegs
ausreidht, fondern cine volljtandige, felbftbewufte Auffajjung des theo-
retijjen  Theil8 nothwendig wird, o dafy ihr vidtiges durd) bden
1* -



Sdhitler gefundenes Rejultat jugleich) einen Beweis fitr beffen geifti-
ge8 Cindbringen in bdie vovhergehenden analytijen Entwidelungen
abgeben biivfte. Gegen den bei der Veurtheilung dicfer Scrift viel-
leicht Taut werbenden Wunfdy nad) einer Darftellung bes Gegen-
ftanbes, weldhe wvon cinem Hohern Oefichtspuntte ausgehend unter
Anberem bdie Cigenjdhaften aller Kegeljdinitte duvd) die Discuffion
pev allgemeinen Oleichung deg zweiten OGrades wifdhen zwei Ba-
viabeln ableitet, fei bemerft, daff fibevall bie eigentliche ufgabe bdev
Scbule, nimlid) die bloge Cinfiithrung des Anfingers in dic Hhitheve
Geometrie, um WMafjtabe in dev Auswahl und Vehandlung des
Stoffes gedient hat. Daf die Darftellung in diefer Begichung das
Ridjtige getvoffen hat, geht fowwol aus den vielfachen glinftigen Beur-
theilungen e Lehrbudies, wie aus feinem allgemeinen Gebraudye in
ben inldndijhen Gymnafien und aug ver BVerbreitung, weldhe dafjelbe
chenfo wie einige der dibvigem Lehrbiiher bes Verfajjers aud)
in Deutjhland, Oejterveich) und Fum Theil durdy Ucherjebungen
in Rufland und Franfreidh gefunden Hat, zur Geniige Horvor. Jn
der vorliegenden dritten uflage find daher grofeve Wenberungen nicht
vorgenommen worden; die Berbefjerungen beziehen {ich blog auf eine
jorgfdltige NRevifion bes Tertes, auf cinige Bereinfadhungen, durdy
weldhe in manden Cntwicelungen grifeve Kitvze und Evibeny herbei-
gefithrt wurden, und auf einen jovgjaltigeren Drud in angemefjener
dufern Ausjtattung.

Dorpat im Januar 1880.
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Einleitung.

21, Die analphtifde Geometrie befteht in der Anivendung ber
Afgebra auf geometrifdhe Uufgaben, inbem fie biefe mitteld arithmetifdher Ope-
rationen aufldfen lefhrt.

Da ndmlid) alle Raumgrdfen, wenn man fie durd) ein gleichartiges,
al3 Ginbeit gewdhites Maf gemeffen dentt, fid) al8 Baphlengrbfen barftellen, fo
fonnen alle avithmetifchen Operationen auf gleidhe Weife an Linien, Fladen und
RKorpern, wie an Bahlengrifen audgefithrt werben.

Der Gang, den man bei der Anivendung der Wlgebra auf die Lbjung
geometrifer Probleme befolgt, ift im Allgemeinen nachftehender. Man ftellt Fu-
bbrderft bie in einer Aufgabe gegebenen geometrijhen Grbfen durd) bdie Besie-
Hung auf eine gleidhartige Ginheit avithmetifd) dav, und benennt fie dburd) ihre
Bahlenwerthe felbft, fo daf man affe 3. B. unter der Linie a biejenige verfteht,
weldhe erfdjeint, wenn die Lingeneinfheit a Mal genommen wirdh, Die ald bes
fannt borauBgefehten Grbfen begeidhnet man gewdhnlich durd) die Budyftaben
a,b,c..., die gefuchten bagegen meiftend durd) X, y, z, iobei die Mafeinheit,
obfchon fie an fich eine willfinrfiche ift, doch fiir alle Grifen einer und berfelben
Betradhtung unverdndert bHleiben muf, iweil andernfalld die erhaltenen Bahlen-
werthe al3 ungleidartig fic) mit einanber nidt vergleichen liefen. — Man
penft fih nun bie Uufgabe in einer entfprechenden Figur geldft, und fudht mit
Hilfe allgemeiner geometrijcher Wahrheiten aud ihren Bedingungen eine obder
mehre Gleichungen zwifden dben befannten und unbefannten Grdfen abzuleiten,
b. b, die gegebenen Bebingungen felbjt in einer Gleichung audzufprecdhen, was
man dbie Uebertragung der geometrifdhen Aufgabe in bie algebraifdye Beidhenfpradye
su nennen pflegt. Die erhaltene Gleihung (Bjt man algebraifch) auf, wodurd) bdie
gefuchte Grbfe aud den gegebenen Grifen beftimmt vivd, und natinlich) eben-
fall3 al3 eine, auf die Mafjeinheit ber Yetern fid) beziehenbe, Bahl zu Hetracdhten
iff. Gnbdlid) fithrt man bad auf dem Wege der Redhnung gefundene Refultat
foieber in pag Gebiet der Geometrie dbadurc) juritf, dafy man mit dben gegebe-
nen Rinien Conftructionen vornimmt, weldhe den durd) die algebraifdhen Beidjen
angebeuteten Operationen vollfommen entfpredjen, inbem Ddafjelbe Berhdltnif,
mwelded unter den gegebenen geometrifdhen Grofen befteht, nothwenbdig aud) unter
pen fie reprdfentivenden Bahlen ftattfindet. Jebe ausd der fdhliefilichen Conftrucs
tion hervorgegangene geometrifhe Grdffe mufy, wenn fie durd) dad u Grunbde
gelegte Map gemeffen wird, die nimlidhe Bahl erzeugen, welde vorher die arith-
metifdje Lbjung gegeben Hat.



Fiir bas Bilben und Anfeben ber Gleidhungen faffen fich feine allge-
meinen Regeln geben, da diefed mehr Sadje der Uebung und ber Urtheilstraft
ift, und oft viel Scharffinn erfordert, wihrend bdie geometrijhe Conijtruction der
erhaltenen algebraifdhen Formeln vorzitglich fich) durd) Unterricht erfldren 1dRt.

Wir wollen fogleid) zeigen, wie die Formeln, auf welde bie algedrai-
fhe Rechnung meiftend fihrt, conftruivt werden fBnnen.

2 2. Um X =a - b 3u conftruiren, aljo eine gerabe Linie zu be-
fdreiben, Deren Bahlenwerth der Summe ber Jahlenwerthe a und b weier ge-
gebenen Linien gleid) fei, braud)t man nur diefe lehteren geradlinig an einanber
au fefen, fo ift die erfaltene gange Linie die gefudhte.

23 Sl x=a—Mb, alfo die Differens ziveier gegebenen Geraben
a und b conftruirt werden, fo trage man (iwie bie erfte Figur § 4 zeigt) auf
einer belichigen Geraben AB, bon einem beftimmten Unfang@puntte A ausgehend,
bie Linie AE=a, und von E qus ritdivdrt3 bie Linie ED—=Db ab. Jft nun
a>b, fo ift bie pofitive Linie AD bdie verfangte Linie x. Wire aber a=Dh,
fo fiele D in A, und x witrbe nur durc) eimen Punft dargeftelt werden. Jit
endlid) a <b, fo wird (wie die dierte Figur seigt) der Endpunft D ber Linie
b iiber die Linie a hinaugreichen, und bie Linie AD, weldje auf ber entgegen-
gefetyten Seite bed Auzgangspunfted A fiegt und baher negativ ift, bie gefudyte
Linie x bdarftelfen.

2 4. Um x=ae—b su conftruiven, trage man (Fig. 1) auf dbem

einen Schentel einesd belichigen Winteld BAC die Linien
AD=¢c, und AE =D ab, auf bem anbern Schentel
bie Linte AG = a, 3iehe DG, und zu diefer Linie auj
E eine Parallele EF, {o ift AF al8 vierte Proportin=
nale zu ¢, a, b bie gefudjte Gerabe; benn quid
AD : AG = AE : AF ober c:a = b : AF
folgt, bafy AF —= % 0.

Wire ein Factor b negativ, fo trage man
(Fig. 2) ¢ unbd a wie vorhin auf, dbagegen b jeht nidyt
auf bie pofitive Ridhtung des Schenteld AB, fondern
auf feine Verldngerung rivdwirts, fo dap aljo AE=~b
ift, und ziehe 3u DG aud E bdie Pavallele EF, fo ijt
bie gefuchte Linie AF megen ifhrer Lage auf der nega-
tiven Midhtung bed Schenfeld AC negativ. Da

/\ ADG co AEF, {o ift ¢c:a = — b : AF, folg-
lig AF = — % = X. Wenn ferner Heide Facto-

ren a und b negativ find, und fie baher (Fig. 3) auf die ricdfwdrtd verldn-
gerten Schentel ded < BAC aufgetragen werben, wihrend AD = c eine
pofitive Lage hat, fo findet man fiir x bdie pofitive Gerabe AF. Sind endlid)
a unb b pofitiv, aber ¢ negativ, fo erhdlt man, wie bie bierte Figur
seigt, wieber eine negative Linie AF fiir x.

Man fieht, ie fich Hier durd) die Conflruction die arithmetifhe Regel
bon ben BVorjeichen eined Productd und eined Quotienten Deftatigt.



2
2 5. Der Ausdbrud x = % ift nur ein befonbderer Fall der vorfer-

gehenben Aufgabe, inbem man hier ebenfalld die vierte Proportionale su b, a, a
3u fudgen hat. Wenn b > a ift, fo fann man aud) (Fig. 2 6) itber AC = Db
einen Hafbfreid befchreiben, und nadhpem man AD = a al8 Sehne eingetragen
hat, aud D bdie Linie DB | AC jiehen; algbann it AC: AD = AD: AB

ober b:a =a:AB, alfo AB =12 —x

2 6. Sn dem Yusbrud x = Jab Dbegeidhnet x die mittlere Pro-
portionate wifden a und b. Auf einer unbeftimmten Geraben nehme man da-
her BA=a, BC = Db, und befdreibe um AC einen RKreid, a——
fo ift bie dur) B auf AC gezogene Senfredyte BD gleicy x, »——D

weil aud a:BD = BD : b folgt BD — }Jab =x. Die n‘
Linie BE 1ijt bagegen, wegen ihrer entgegengefeten Lage nad) A C

unten, gleid) — J/ab, inbem hier & : — BE= — BE: b, "

woraud fid) ergieht (— BE)® = ab, aljo — BE = Vab, E
ober BE = — J ab.

G3 Ydfit fih iibrigens x =) ab aud) fo conftruiren, baf man bon
ber grofern Rinie a, welde jest, um bdiefelbe Figur beizubehalten, durd)y AC
vorgeftellt fei, ein Stiid AB = b abfdyneidet, undb in dem Halbfreife diber
AC aus B die BD | AC, und auferbem die Berbindbungslinic AD zieht, o
algbann a : AD = AD : b, folglih AD = Jab = x fein wird.

2 7. D Uusprud x = Ja* 4 b ftelit die Hypotenufe eined
redhtiw. Dreiect3 vor, deflen Katheten a und b find. Wenn man daher die Ge-
raben a und b unter einem rechten Winfel an einanber felt, fo ift bie ibhre
Gnbdpunfte verbinbenbde Linie die gefudhte.

2 8. Der Ausdrud x = Ja® — b fellt die eine RKathete eined
redhto. Dreiectd dar, in weldem a bdie Hypotenufe, und b die andeve Kathete ift.
Man geidhne daher (Fig. 2 6) einen rechten Winfel ABD, made den einen Scjentel
AB = b, und durdichneide aus A mit bem Rabiud AD = a ben andern
Sdentel in D, fo it BD = Ja® — b*=x. Man fann aud) iiber a einen
Halbtreis befdyreiben, und von dem einen Eudpuntte feined Durdymefjers die Linie b
al3 Sehne eintragen, fo wdve die andere Sefhne zwifhen dem Enbdpunite ber
erfern und dem andern Endpunfte des Durdymefiers gleic) x, weil der Winkel
swifdjen beiben Sehnen ein rechter ift. Cndlid) ERt fih aud), bda Va*— b*
=V (a + b) (a — b) ijt, bie mittlere Proportionale iwijdhen ben beiden
Linien a -~ b und a — b conftruiven (2 6).

2 9. SBicle Formeln laffen verfchiedene Gonftructionen zu, wie iir
fhon im Borhergehrnden gefehen Haben; das einfadhjte und elegantejte Berfahren
su ergreifen, feht aber eine gewifie Gefchidlichteit voraus. Fiir bie nadhfolgenden
Ausdritcte foll bev geeignetite Weg fury angedeutet werben.

P, Loy 3¢ h2ab "cd : i
1) Fix x.= EL 3 fege man X = 5= - 5+ g conftenire erft
L5 TR m, dann - n, endlich x = 2.

Je f



abe abe

2) %utx:m fetie man x = d(e ’ f_g_ 7 IE)' con=
ﬂtuirei;ii:m' llali—n e+ m-—n=p, enbhd;x=idbpio
e e abed - abed
3) @i x = M f@se man X hkp

4§t x = a,V— fege man x = V( )b

5) Wenn x = Va? = be ift, fo conftruire man et Y'be = m,

und dann x = Ja*+m®

6) it x — Va® + b? + c? hat man erft a? 4 b? = m?, und
algbann x = V'm? 4 c? ju finden.

7) Wenn x = %Vcd +e2— 124 g% fo hat man nad) einanber
cd=m, e —f?*=n%n?+ g*=p? Vm? + p?=q, und endlihx = —:—q
su finben,

8) Biir x — Va-'s—T:‘)’%-ﬁ)st fee man x =l/ (ﬁ —c+ 2b)

B8 il 5 I8

9) Fitr x = V + be — ———fetge man x—‘/d,2 e . undek

___V ( +ﬁ_§if. ag

S L
10) B x=ab |/ 1, + % fgemn x= )/ @t + b —

Vaq + (3’_‘%@)2 ober Va (a + i—,b

¢ 10. Bur weitern Uebung migen folgendbe Beifpicle dienen:

1)x=(a+b+?%f) - Ys(c+ d. 2) x=731(a+ 2%b—"*c)

()Sab b P i i uin® ¥
S %= /(a—l—b) 4)X—-6;7-5—b;+b‘- 2m. 5)X—m




___ab __ abc+de”—g?® abe? — a®b?
6)x_2ctm' 4% B mn Dy TabeF ¢d
__a’—b)*? e 18 _ 3a*--a’h —be
9) x = —— — 53 (a—0,9b 10) x = o T
11) x = Jab — c¢d — }/ mn. 12) x = Ya*4Db24c?4d?— e’
13) x = Jab—3cd 4ag — 2mn. 149 x = a + Y J2b*—c’

15) x=a) 'fe. 16) x=a(V2+1). 17) x = J/a? + 2bc =) a*— 2bc.

18) i x. &5 V‘w +"%‘. 19) X=Va2 + b2 4+ b VDb® + 4al

20) ¥ == Vaﬁb b 5 21) = ab [% +V%+—;:—,_

a + d

2 11, DBet allen bidherigen Conftructionen wurbe dad Mafy, durd) wel=
ded bie Linien gemefjen, die Bahlen a, b, c... gaben, unberitcffichtigt gelaffen,
wovon ber Grund in ben folgenden Paragraphen erfldrt werben foll.

Gin algebraifder Auddbrud hHeifft Homogen von der 1, 2,

... ten Ordbnung, wenn die Multiplication eined jedben feiner

%ucbftaben purd) irgend eine Zah! n gleidhbebeutend ift mit ber

é))tuIttphcahon ped gangen Auddbrudsd entfpredend durd bie 1, 2,
. te Potenz von n,

a,+bc
auaibr

Ordnung, weil an 4+ 2bn = (a + 2b) n, und

Die Ausbdritfe a + 2b und ———— f{indb Homogen wvon Der erften

a’n® 4 bnen __ a? + be

an — bn = a—b"
: g At - abt i a®n®—anb?n?
iff. Homogen von der ziveiten Orbnung ijt , indem sy ==
3¢ 3cn
al—ab® .
—. n?ift.
3¢ i

Gin Homogener Ausbruc ber erflen Orbnung, 3. B. a — 3b 4 ¢ giebt

fich al8 foldjer daburd) zu erfennen, bafy jeded feiner Glieber aud einem Bud)-
4 3__ g2
ftaben befteht, oder wenn er ein BVrud) ift, wie %b ober abc3+b‘70_c ¥p , bafs
pie Anzahl der Factoren in jedbem Gliede bed Jahlerd um eind grdfer ift, ald in
jebem Gliebe bed Mennerd, wobei bie etwa vorfommenden Hefondern Zahlen un=
beriidfichtigt bleiben, ober endlid), wenn er unter dem Beichen der Quabdratmurzel
fteht, wie 3. B. va_‘if_"_g;, pafp in jedem Gliede bes Bihlerd iwei Factoren
2a +

mehr alg in jebem Gliede bed Mennerd vorfommen,




2 12. Wenn fidy die Ginbeit dndert, durd) weldhe die Linien gemeffen,
bie Bahlen a, b, c... geben, fo muf offenbar aud) der Jahlenwerth diefer Li-
nien ein anberer werden, fo baff fiir ein n Mal fHeinered oder grifered Mafy im
umgefehrien Berhaltnifie die Bahlenwerthe n Mal grifer ober fleiner werben.
®iebt 3. B. eine Linie, auf bad Mafy 1 bezogen, den Jahlenwerth a, fo ivitrde

diefelbe Linie, auf dad Maf % bezogen, ben Zahlenwerth an haben, oder allge=
mein: ein n Mal fleinered ober grifered Maf iwitrbe den Bahleniverth a einer
Linie entfprechend in an nber% beriwandeln, und umgefehrt ftellt an, auf dad Maf

i beogen, biefelbe Linie bor, ald a and Had Mafy 1 beanget{.
Begiehen wir alfo {dmmitlide, in einem Hhomogenen Yusdruc, 3. B,
vorfommenden Sahlenwerthe auf ein n Mal Heinered Maf, fo erhalten

anbn .- . -ab
an +bn- a+b

ab
a+b
ir

.1, fo baf mithin dber Werth ded gangen Auddbruds

n Mal grofer wird. Weil fih aber der Bahlenmwerth ﬁl_)—b.n jebt auf ein
n Mal fleinered Mafy bezieht, fo ftellt ev biefelbe Linie bor, wie die Zahl ;i%

auf dad urfpringlidie Mafy 1 beogen, Hieraud geht nun Hevvor, daf bei ho-
mogenen Wusdbriiden bder erften Drdbnung die Uenbdberung bded
Mapesd feine Wenderung der durd) {ie vorvgeftellten Linien Her=
betfithrt, und baher dad Maf bHei ihrer Conftruction alsd gleid-
giltig unbervitd{idhtigt bleiben fann,

Aehnliche Vemerfungen faffen fih) fiir die Homogenen Ausdritfe bder
iveiten und dritten Ordbnung in BVesug auf bad Flachen- und Kbrpermaf
machen.

2
2 13. Gin nidht Hhomogener Ausbrud, 3. B. a+Tbc giebt fir ein

2n2 2,12
n Mal fleineres Maf an+2nn . FPO (lf)ncn
grifern Bahlentwerth, wad doch erforderlich mwdve, wenn dagd neue Refultat, auf
ein n Mal fleinered Maf begogen, bdiefelbe Linie darftellen follte, weldhe man
erhdlt, wenn bad Maf unverdndert geblieben wire, und daher muf bei der
Conftruction eines jedben nidht Homogenen usdruds dad Maf
immer bevitdfichtigt werden. Jn einem foldhen Falle fann man die Maf-
einfeit, etiva mit m begeinend, fo oft al8 Factor zu dben Gliedern 3. B. dHed

2 2
obigen Ausbruds hingujehen, daf bdiefer bie Fovm m—;_n*ll‘g

nen Ausdruds erhdlt, wasd in feinem Werthe nichtd dndert, dba m = 1=m?, und
itberhaupt jede Poteny von 1 gleid) 1 ift, und alddann fann man ben Yusddruck
in ber Weife eined homogenen conjtruiven.

.1, affo nidht einen n Mal

eined hHomoge-
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3 14, Um x = ab ju conftruiren, fei auffer a und b die Mak-
einfeit m = 1 gegebern, und it nun X = %b gefelt, fo braudht man nur
31 m, a, b bie bierte Proportionale gu fuden (2 4).

2 15, GStatt X = % fege man X = ‘%‘" und fudje 3u b, a, m die
bierte Proportionale.

216, Um x=a", rbr x =a?’
ju conftruiren, trage man (Fig. 1) auf bem
einen Schentel bed Winteld A die Linte AE
=a, und auf dem andern Schentel die Linie
AD=m=1, jowie AF =a ab, 3iehe DE
und aus F die Parallele FG, fo it AD:AE
— AF:AG, oder 1:a=a:AG, alfo
AG=—a2 3ieht man ferner DG, und aud
Foie FH| DG, fo it AD:AG= AF: i £
AH, aljo AH = a3 /N —% 38

-

.
~
~ -
,,,,,
oy

Auf diefe Weife fann man jede
ganze Poteng conftruiven, und aud
geometrifih zeigen, bafy von einer negativen Bafiz, 3. B. — a, eine gerade Po-
tenj pofitiv, eine ungerabe dagegen mnegativ ift. - Trdgt man ndmlid) (Fig. 2)
etif AD=m=1 ab, bann auj bdie riiwdrtd verfdngerten Sdjentel die Linien
AE —a und AF =a, 3ieht ED und aus ¥ bdie FG || ED, fo it & ADE
oo AFG, aljo AD: AE — AF: AG, ober 1: —a = — a:AG, folglid)
AG = (—a)? = a% Wenn man ferner DG ieht, und aud F bie FH || DG, fo
iit A ADGooAFH, alfp AD:AG=AF: AH, ober 1:a’=—-a:AH, und
pafer AH = — ad.

2 17. Gtatt x = Va fete man X = }am, wo m = 1 ift, und
conftruire bie mittlere Proportionale awifden a und m. Gine ieberholte An-
wendung bdiefed BVerfahrend fithrt auf bie @Gonftruction der 4, 8, 16... ten
Wurzel. Dagegen laflen fid) joldhe Wurgelgriden, beren Wurzelegponent Feine
Potenz von 2 ift, 3. B. bie 3,5,6,7.. . e Wurel, nicdht geometrifh darftellen.

2 18. Madjftehende Ausdritde verfuche man durd) geeignete Einfithrung
ber Mafeinheit bomogen von ber evften Ordbnung zu madjen.
1 a’b + cd ) 2a® + b? — ¢° 3) 2a* el
e*g —gp 2a° — b + ¢? 3° 24V3"®

abe + a? b? ] be at g8 b,
®) o gy T 109i8) Va+—5— 7 V?+éb_ -

AAARAANAANAANAAASNAA



Analptifche Uufldfung geometvifdher
Aufgaben

§ 19. Jn ein Dreied ABC, von mweldem die Bafis AC =
a, imd Ddie Dohe BH="> gegeben find, ein Quadrat etngujdyreiben,
mgIcI)eB mit einer Seite auf dev Bafid des Dreiedd ruht, wahrend
feine beiden oberen Gden in den Seiten ded Dreiedts liegen.

B Wir betradyten bie Aufgabe ald gelbit,

y X\_\ alfo bag Quabrat DF eingefdhrieben, unbd judjen

D o~ dann 3wifden ben Lintena und b, und der Seite

~~~~ g2 o DE be3 Quabdratd eine Beziehung auf, die fid)

A CHE T ¢ & == afgebraifd) ausdriiden (Aft.— Die gefudhte Linie

DE ober KH fei gleid) x. Danun DE||AC, o
ift AC:DE=BH:BK,obera:x=>b:b—x,
ab
a-+b’
Bur Gonftruction diefer Formel trage man auf bdie VWerlingerung von AC bdie
Linie HL=AC =a, und LM == BH =", 3iehe MB und augd L bdie Linie
LK ||MB, woburd) man auf BH ben Punft K erhdlt, durd) weldyen die, bad Qua-
brat Deftimmende, Linie pavallel mit AC gejogen iverden muf; benn e8 ift
ab

HM:HL = BH:KH, ober a+b:a—b:KH, folglig KH = =7 = x.

folglid) bx =ab —ax, alfox =

§ 20. Jn der Seite AB eined geqebenen Dreiedd ABC einen
Puntt von folder Lage 3u finden, daf die durd) ihn jur Seite BC
pavallel gezogene Linie DE einer gegebenen Geraden m- gleich fei.

A iy Sieht man bdie Aufgabe ald gelbft, und

o 0 D af3 den gefuchten Punft an, fet man ferner

c B/ AB =a, BC = Db, und nimmt BD = x fiir bie
ST R | G\ unbefannte Gntfernung be8 Punftes D von B,
R —— K foift AB:BC= AD:DE, ober a:b == (a —X):m,
folglidh x = “(bb_ M) 1m nun diefen Yusdrud zu confrruiven, mache man

CF = m, unb 3iehe aud F die FD| CA, o erhdlt man ben gefudhten Puntt D;
benn e8 ift alddbann BC: AB=BF:BD, obet b:a=(b—m):BD, aljo BD =
a(b—m)
e =

Wenn m < b, fo it 2= pofitiv, und D fiegt gwifdhen A und B.

Fitr m=D ift %’“—) =0, b. §. D fillt in B, und BC feloft leiftet der Glei-

dung Genitge. Wenn endli) m > b, fo ift x = — 2 (bb_m)=a (mb_ b), und
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D fiegt nicht mehr von B gegen A hin, fonbern in ber entgegengefebten Ridhtung.
Rerldngert man daher AB, AC und CB, madit CG = m, 3ieht GH/||AC, jo it

jegt H ber gefuchte Punft, und bie ju BC patallele Linte HK == m. Denn e3
ift BO:AB=BG :BH, ober b:a=m — b:BH, aljo BH — 2%~ =x,

§ 21. Gine gegebene gevade Linie a fo in wei Theile ju
theilen, daf Dad gropeve Stid Ddie mittlere Proportionale swifdyen
ber gangen Linie und dem Fleinern Stiide fei.

Bezeidhnet man das grifere Stitct mit x,

alfo bas fleinere mit a— X, fo iff a:x =X:a—X,

T E
alfo x=— 3 iVaF + 2—1’ Run nehme man  ——
eine Rinie AB = a, ervidhte in B die Senfredhte .~ >

BC = %-, befreibe aus B mit CB einen & Ao B
Rreis, siehe aud A dburd) C die AE, und madye AF = AD, fo ift AC =

VA FBO = |/a + &, u DC =2, folglig AF — AC — DC
=—%+ Va2 + —“”4—2— Ferner ift AR — AC + CE; ‘/a.2 + {—+»§—:

alfo — AE = — —62”———‘/&“ + 5

ber anbere Werth von X, weldjer aber, weil er negativ ift, hier, o von einer
Sheilung bie Rede ift, feine Vebeutung hat, und nur pann gelten fann,
wenn die Uufgabe allgemeiner fo aufgefaft twwird: Wuf ber Geraben
AB=a einen Puntt zu finden, deffen Abjtand von dem einen End-
punfte A die mittfeve Proportionale ift 3wifden dex ganzen Linie
AB unbd feinem Abfande vbon dem anbdern Endpuntte B. — Dap
ber Punfte ' der fo verallgemeinerten Aufgabe geniigt, erhellet aus bem Borher-
gehenben, und trigt man die Linie AE, weil fie negativ ift, von A aug auf bie
Berlingerung von AB nad) (ints, fo baf AG=AE ift, jo geniigt aud) ber
Runft G ber Aufgabe. Denn aud der Proportion AE: AB=AB:AD folgt
AE 4+ AB: AE=AB 4 AD: AB, ».5. BG:AG=AE ober AG: AB.

§ 22. Gine gegebene gerade Linie a in giwei Theile u theilen,
devenn Quadrate fid) verhalten wie m: n.

2

63 fei ber eine Theil x, fo ift ber anbere a —x, und eil (a—f_x—)—,

alym

~ Vm+Vnw
sur Gonftruction zu Haben, erft bie mittlere Proportionale p wifdhen m und n
2

beftimmen, fo ift p*=mn, aljo aud) p*m==m"n, ober %=%T' miglg —

. .ok . .
et IO IE aae Wenn fir nun, um einen homogenen Augdrud

, wad fid) leicdht conftruirven IdRL.

=£, und daher X =
P P+ m
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Dem Sinne der Yufgabe gemdfy liegt der gefudhte Punft wifden
ben Enbpuntten der Geradben a. Stellt man aber die ufgabe allgemeiner: Yuf
einer Geraden a einen Punft fo ju beftimmen, dbafy die Quabrate
feiner Gntfernungen von den beiden Enbdbpunften ber Geraben a
fid) verhalten wie m:n, fo fann der gefuchte Runft auch auf der Verldn-
gerung der Geraden liegen, und begeicg)net man die fleinere Cntfernung mit x,

ad o 5 4 X m B
affo die grbfiere mit a + x, {o ift PR Loy und daber dburd) bdie ndmlide

am

I

Bereinfadyung wie vorhin x

p—m’

Anm. Die porftehende Aufgabe findet in Der Naturlehre eine widhtige Aniven-
bung. Die Attractiondfrajt der Himmeldtorper wirft im geraden BVerhaltnife ihrer
Majjen und im umgefehrten BVerhiltnife der Quabdrate ifhrer Eutfermungen. Verhalten
fid) mun die Mafjen zweier Himmelstorper, deven Entfernung e ift, wie m: 1, und judt
man in ber awijhen beiden Kbrpern gezogenen Limte den Punft, tveldher bon beiden
gleich ftart angegogen tird, jo twiirde man, falld k und k’ die Grofe ihrer Wttractions-

taft, x und e —x bdie Cnifernungen des fraglichen Puntted von den Kbrpern bezeid-
nen, Haben

e 1 T
kiki= i § e und weil k =k’ fein foll,
bl Ylos )
x2 (e — x)¥

eV/m
Ym + 1°

Nimmt man an, dafy die Mafje der Erde 81 Mal grifer ift al3 die ded Monbes,
;o ift x = 0,9¢, d. §. in der zwijdhen Erde und Nond ?eaogenen Rinie beherrjcht die Schiver-
raft Der Grde 9 Jehutel derfelben, und die Schwerfraft Ded Monbed ein Jehutel.

oder =1, aIfO .

XZ
)

§ 23. Gin redytwintliges Dreiet ju conftruiven, von weldem

pie Hypotenufe =a, und die Summe der beiden Katheten = b ge-
geben {ind.

a1 Bezeidhnen wir die eine Kathete mit x, fo ift die

A& andere b —x, alfo x2 + (b — x)? = a?, und baher

l x=1Y2(b+} 2a*-b?). Nunnehme maneineLinie AB=a,

und erridjte in B die Sentredite BC =4, fo it AC =1/ 2a%

.. ]| Ulgdann befdhreibe man itber AC einen Halbfreid unbd lege

.\ ™| AD=D al3 Selhne hinein, fo it CD=)/2a®—Db"% Nimmt

@0 man endlic) DE=CD, fo it AE=b —}/2a°—b?, aljo

/o AE ober AF= /o (b—}/2a®—b?) ber eine Werth fiir

x, und daher DF =b —"/a (b—) 2a®—b%) = Ya (b +} 2a’—Db*) bder an-

pere Werth fitr x. BVefdhreibt man daher itber AB einen Halbfreis, trigt AG =
AT a3 Sehne Hinein, und ieht BG, fo ift ABG dad verlangte Dreied.

Wenn 2a2 =D»b? alfo }2a*—Db* =0 wire, foifx= —;-, fo baf

alfo ein gleidjchentliges Dreiect entjteht, und wdre 2a’<<b? fo ift die Aufgabe
unmbglid).
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§ 24. Die Wurzeln der Gleihung x2ax==+b?2 ju con-
ftruiven, twelde die allgemeinfte Fovrm der unveinen quadratifchen
Oleihungen mit einer UMnbefannten darftellt.

Die vier berfhiedenen in bdie allgemeine Fovmel ufammengefaften
Gleidhungen geben die Auflbjungen:

Dx=—3x)5+v px=tx)/Ftw
3)x=—?7-*_-‘/%-—b2 nx=2a)2_

1) Um bden erften Ausdrud fitr x 3u conftruiven, nehme man eine
Geradbe AB=a, erichte in B bdie Senfredhte BF =D, verbinde F mit ber
Mitte C von AB, und befdhreibe aus C mit CF einen Halbfreis, fo find BD
unb — BE bie beiben Werthe von x. Denn, weil

BO =%, CD=CE=CF = VOB FBP =)/ % + v,

fo it BD=CD—CB=— 24 |/ 4 p

a a’
—BE=-(B+ 0B =—4— [/ ¥4
2) Die beiben Wurgeln in der weiten Auflbfung unterfdeiden fidh von
benen ber erften nur durd) die umgefehrien Vorzeihen; alfo ift jeht

BE = 5+ ]/94— + b2 bagegen -— BD = %—V—‘;—q- b2

3) Um fitr die Gonftruction der dritten Auflbjung diefelbe Figur zu be-
nugen, fei jebt ED =a. Befdjreibt man nun aud der Mitte C ber ED iiber
ED ecinen Halbfreis, fdneidet von bem auf ED fenfrechten Radiug CG ein Stitd
CH =0 ab, 3ieht ausd H die FK || DE, undb aug den Durd)fd)nittdpunften F
und K bie Senfrechten FB und KA auf DE, fo find — BD und — BE
bie Deiben Werthe von x. Denn, weil

CD=CF=CE= 4, CB=|/CFF—BF~|/2 s o ip
a BE e
—BD =— (CD—CB) =— 5+ |/ 2Ty,
i _— e :-———--—a——— 32
BE = — (CE 4 CB) e A

4) Sn der bierten Aufldfung gelten ivieber diefelben Wurzeln, ivie in
ber Dritten, aber mit umgefehrten Borgeidjen; daher ift jeht

BE = —;— +V%z— b?, bagegenBD:—g-—V-‘f; — bt
Die Gonftruction der Wurgeln in den beidben eriten Fillen ift immer
mbglich, mweil V—Zi + b2 nie imagindr werben fann, Dagegen (it fid) die Con-

ftruction in ben beiben fehtern Fallen nur bann bewerfitelligen, wenn —;— o T A

2
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Fir —;—<b ift dieWurzelgrbfe imagindr, und FK ioird den Kreid weder {hneiden
a

nod) Derithren, Fir % =D, ift bie Wurzelgrde == 0, baher in 3) X = — —-

und in 4) x=—g—. Wenn alfo CH = CG, jo ift FK eine Tangente im Puntte

G-, unbd beidbe Durd)jdnittdpuntte F und K fallen in G zufammen, fo daf
BD = BE = CD — - wirb,

§ 25. Bon einem Halbfreife ift der Durdhmefler AB =a
gegeben, und durd) B ift auf AB eine Senfrechte ervichtet; man foll
in derfelben einen Puntt C voun folder Lage finden, dah, wenn man
AC jieht, da8 auferhalb des Halbfreifes liegende Stiid CD eine ge-
gebene Grofe b hat.

Dentt man fid) den Punft C gefunden, und zieht BD, fo ift /\ ABD
oo ABC, affo AD: AB=AB: AC, ober, wenn AC mit x begeichnet iird,
Xx—b:a=a:x, folglih x* — bx:aﬁ, und daher

X = 10b 4+ Va4 Yab*

Wenn man nun auf der Senfrediten BC ein Stiid BE =
/ob nimmt, und AE 3ieht, fo it AR — J/AB? + BE?=
\ Va® 4 ¥ab? und verfingert man AE, 613 EF = BE =1/2b
_Spioitd, [o it
. AF=1b+Va’ + Vab® = x.
Be[dyreibt man daher aud A mit AF einen RKreid, welder
bie Sentrechte in C fdneidet, fo ift AC = x, und folglich C der gefuchte Puntt, —
Da Val41/ab?> 'ab, fo ift ber andere Werth /ab — Va? 4 ab? negativ,
und fann deffalb hier, bei bev BVejtimmung der abfoluten @tnse per Linie CD,
feine Bebeutung haben,

§ 26. Jn einem Kreidquadranten ACB, deffen Radiud = a
gegeben ift, einen Kreid u bejdyreiben, welder die beiden Radien
und den Bogen ded Quadvanten bevithrt.

Der Mittelpuntt ded gefuchten Kreifed muf offenbar

auf der Halbirungslinie CD bed < ACB liegen. @3 fei nun
B R per Mittelpuntt bed gefuchten Kreifes, ferner EF_ A Cund
G EG 1 CB, {0 it DE = EF =EG = FC=CG, und wenn
DE = x gefest wird, CE=a—x. Weil aber CE? = EF?
C +FC*'=2.EF? ober (a — x)?=2x% fo ift x* 4 2ax =
a?, folglih x = — a+ |/2a% — Man ervidhte jeht aus A
auf AC bie Genfted)te AH, meid)e bie bethnqexteCD inH {dyneidet, fo tft oﬁenbar

= V2d — a ift, fo hmucbt man blog DE = DH 3u ne[)mm um ben §Bun‘t E
su erhalten, — Sdyneidet man ferner auf be\ Berlangerung von CH ein Stitc
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DK=CH+ CD ab (wobei wir und den Punft K weiter fortgeritclt denfen, ald
die Figur zeigt), fo ift DK al8 negativ zu betradyten, inbem ber pofitive Werth
bon X, ndmlich) DE, von D aus redyt3, dagegen DK in entgegengefelster Richtung
abgetragen worden; folglid) it DK=—()/2a2 + a)=—a - }/2a® der anbere
Werth von x, und K ber Mittelpunft eines Kreifed, welder mit DK befdyrie-
Den, ebenfalld bie Deiden Radbien unbdb den BVogen bed Quadranten, leftern aber
auferhalb Dberithrt,

2 27, Aufgaben ur eigenen Aufldfung.

1) Gine gegebene Gevade um ein joldhed Stiick zu verldngern, dbafy bas Qua-
brat itber demfelben gleich jei bem NRechtect aus der gegebenen Linie und der verlingerten
gangen Linte.

9) Gine gegebene gerabe Rinie a fo in gwei Theile zu theilen, daf bas Redytec
aus beiden Theilen einem gegebenen NRedjted be gleich fet.

3) Gin Redhtect zu conjtruiven, wenn die Diffevenz a feiner beiden zujammen-
ftofsenden Seiten, jowie jein Fladeninhalt b* gegeben find.

4) Gin Quadrat zu finden, weldhed zu einem gegebenen Duadvat ein bor-
gejchriebenes BVerhiltnify Hat.

el 5) Das arithmetijhe und geometrijche Mittel ztweier Kreife durch Kreife dar-
suftellen.

6) UAn ztwei excentrijdhe RKreife eine Tangente zu ziehen.

7) Die gemeinjdhaftliche Grundlinie und die Hihen zweier Dreiecte find gege-
ben; man joll itber einer gegebenen Gevaden ein Dreiedt conftruiven, twelded dasd geo-
metrijche Mittel zwijdhen jenen beiden Dretecen jei.

8} Bon einem rechtw. Dreiect ift die Hypotenufe und dasd zu derjelben gehd-
rige Hbhenperpendifel gegeben; man joll die Linge der Katheten Dejtimmen und das
Dreiect conjtruiven.

9) Gin Dreiect, deflen BVajiz b und deffen Hohe ¢ gegeben |find, duvd) eine
per Bafis parallele Linie in iwei Theile zu theilen, die fic) verhalten wie m :n.

10) Gin Redytect zu conjtvuiven, das einem gegebenen Rechte dhnlic), aber
nur Halb fo grofs fei al8 diejed.

11) @3 ijt ein Kreid gegeben und ein Punft auferhalb defjelben; man joll
aud bdiejem Punfte eine Secante jo ziehen, daff dasd fnnerhalb ded Kreifes liegende Stiid
berjelben eine porgejdricbene Grdpe Hat.

12) @8 find zwei Punfte auferhalb einer geraben Linte gegeben; man joll
auf diefer ben Punft beftimmen, weldjer von jenen beiben Puntten gleid) tweit entfernt ift.

13 Quuerhalb eines gegebeuen Dreietd den Punft zu finden, in weldem bie

emeinjdhaftliche Spipe der drei einander gleidhen Dreiecte liegt, die iiber den Seiten bes
veiectd bejdjrieben tverden.

14) Sn einen gegebenen Kreid lein Rechted eingujdyreiben, teldhes einen
gegebenen Flacheninhalt Hhat.

15) Aus dem Rabdiug eined Kreifes die Seite ded eingejdjriebenen rvegelm
15 et zu finben.

2*
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BVon der Methode Der €oordinaten.

2 28, Um bdie Lage eined ober mehrer Puntte
in einer Gbene zu beftimmen, ift ein fefter Standpuntt er-
forderlich, von weldjem man bei der BVeftimmung der Punfte
audgeht, oder in Veziehung auf weldhen die Lage derfelben
eben eine Deftimmte wird, Um daher einen folden Stand-
punft zu erbalten, nimmt man zwei beliebige fich {chnei-
, benbe gevabe Linien XX und YY’, bie Coordbinatenazen
genannt, an, weldhe nad) allen Seiten in’s Unendliche fortgehend, die Ehene, in
welder fie Yiegen, in vier unendlidge Rdume oder Regionen theilen, die man
in ber Meihenfolge XAY, YAX', X'AY’, Y'AX al3 die erfte, ieite, dritte
und vierte Region u begeichnen pflegt. Soll nun die Lage irgend einesd Puntte P
in ber Gbene ber Yzen angegeben erden, fo zieht mau aud P zwei Linien mit
pen Agen parallel, ndmlid) PQ || YY’ und PM || XX, und enn jeht die
Grbge der Abfhnitte AQ und AM auf den Agen befannt ift, fo fennt man
aud) die Lage bed Punfted P, indem man blod durd) Q und M zwei Parallele
mit den Uren u ziehen braucht, deven Durd)jchnittdpuntt ber zu beftimmende
Punft fein jird,

Die beiden, ben Punft P DLefrimmenden Geraden AQ und AM nennt
man die Coorbinaten desd Puntted P, und giwar AQ die Abfciffe, und AM
pie Ordinate. Der Durd)jdhnittd8puntt A der beiden Yren wird der Anfangs-
punft ber Coordinaten genannt. Die Aye XX, auf weldjer die Abfciffen vom
Anfangdpunfte aud genommen werben, heift die AbLfciffenare, bdie anbdere
Are YY' bagegen die Ordbinatenare, und der bon bHeiden Wren in der erften
Region gebilbete Winfel XAY ber Coordinatenwinfel. Je nadhbem bdiefer
Wintel ein rechter ober jdhiefer ift, erhdlt man ein ved)twintligesd oder ein
fdiefwintliges Coorbinatenjyftem. WBeide Syjteme begeichnet man mit
pem gemeinfamen Namen bder Paralleleoordinaten. Wir erden im Fol-
genben meiftend dad rechtivintlige Syftem anwenbden, und unter ben Coordinaten
eined Puntted immer rechtwintlige verftehen, wenn bad Gegentheil nicht auss
oritdlid) Demerft oird.

229, &So fange aber nur die abfolute Grife der Coordinaten AQund AM
angegeben ird, bleibt der Punft P nod) gemiffermafen unbefimmt, da Heide
Abfdhnitte auf entgegengefelten Seiten ded nfangdpunttesd liegen fonnen, und
mithin dem ndmliden Coordinatenpaare eigentlid) vier ver{d)iedene Lagen P, P/, P,
P peflelben Puntted entfprechen. Man betvrachtet daher alle auf der Axe XX’
rechtd von A Tiegenden Abfciffen ald pofitiv, alfo die (infs von A Yiegenden
ald negativ, und ebenfo alle auf der Are YY' oberhalb A fiegenden Or-
binaten alg pofitiv, folglich) bie unterhalb A liegenben al3 negativ, mie
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man aud) die Deiben Seiten jeber der Dbeiden gen {elbft vom Punfte A aus
al® dbie pofitive und negative Axe zu Dbegeichuen pflegt. Demnad) Haben alle
Punfte in ber erften Region pofitive Coordinaten, in Dder ziveiten aber negative
Abfciffen und pofitive Orbinaten, in ber britten negative Coordinaten, und endb=
lich in Der bierten pofitive Abfcifien und negative Ordbinaten, fitr welden Beichens
wedfel wir in der Trigonometrie Dei den Vorzeihen ded Cofinud und Sinud
in ben bier Quabranten ded RKreifes etwad vollfommen Analoged finden.

Denft man fid) nun durd) ivgend eine Einheit die Coordinaten eines
Deliebigen Punfted gemefien, o ift diefer durc) die mit ihren Vorzeichen verfehenen
Bablenwerthe derfelben vol(ftdndig beftimmt, wobei man gewdhnlid) bie Abjcifie
allgemein durd) x, und bie Ordinate durd) y vorftellt, fo daf man 3. B. unter
ber Beeichnung , Puntt (x, y)* denjenigen Puntt su verftehen hat, deffen Abfcifje
pen Werth + x, und beflen Ordinate den Werth + y hat, der alfo in ber
erften Region Yiegt. Gbenfo Hedeutet (5, — 3) ben Punft, deffen Abfciffe = 5 Cin-
heiten, und beffen Orbdinate = — 3 Ginheiten ift, welder folglich in bder vierten
Region fiegt. Fiir alle in der Abfciffenaze liegenten Puntte ift offenbar y = o,
und fiir fammtliche Punfte der Orbinatenaxe x=o0. Daher begeichnen bie
Symbole (x, 0), (0, —y), (0,0) diejenigen Puntte, weldhe der Reihe nac) auf
ber pofitiven Ufciffenaze, auf der negativen Ordinatenage, und im Anfang A
per Goordinaten liegen.

2 30. Gine andbere Methode gur BVefimmung  pr """,
eines Punttes P Defteht davin, daf ein fefter Puntt A, 7
~ weldpen man den Pol nennt, und eine von demfelben [ ™
auggehende fefte Gevadbe AX, bie Polaraxe, angenommen A gj— :

werben, und dann bie Lage dbed Puntted P, durd) feine 3 j,f" NS
Gutfernung AP von dem Pole, welde Leitftrahl oder o ,.'.‘ﬁ',,,
Rabdiusd vector Heifst, und dburd) den 3wifden Polarage = ==

und Leitirahl liegenden Wintel v, welden man Polarwinfel nennt, beftimmt
with. Die Deiden Grifen, der Leitftrahl und der Polarwinfel werden mit dem
RNamen Polarcoordbinaten des Puntted P bezeichnet. Jieht man PQ J AX,
foift AQ = AP.cos v, und PQ=AP.finv, fodaf AP.co5 v und AP.finv
bie Stelle der Abfciffe und ber Ordbinate redhtiwvinfliger Coordinaten bvertreten.

Wenn mit AP aug A ein Kreid befdyrieben wird, {o erhellet fogleid,
daf ber Puntt P, ohne baf fich die abjolute Grdfe feiner Polarcoorbinaten dn-
bert, an bier verfdiedenen Stellen, ober in allen vier Quadranten Tliegen finne.
Bur Befeitigung einer folden Unbeftimmiheit nimmt man daber immer an, daf
ber Polarmwinfel nur mit der pofitiven Polaraxe AX gebildet, und nady einerlei
Ridhtung hin big 360° fortgezdhlt werde, worand folgt, daf der Leitftrahl und
ber Winfel unter allen Umftdnden ald pofitive Grbfen anzufehen find. Liegt
per Punft P in ber Polarage felbft, fo iff v= 0, und liegt er im Pole A, {o
it v=0 unb AP = 0/

§31. Oft erfdheint e3 gwedmdfig, die Coordinatenagen mit anderen, fiir
gewife analytijhe Unterfuchungen oder Wufgaben bequemer Tiegenden zu vertau-
fchen, b, B, eine Coordinaten=BVerwandlung borzunehmeu, ywobei natitrlich
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bie Lage der Agen ded neuen Syjtemd zu denen bed alten angegeben fein muf.
Wir wollen folhe Trangformationen in einigen Aufgaben behandeln.

Die Agen zeier vedhtmintligen Syfteme XAY und TOU
find einander parvalfel, und bder Anfangdpunft O Dded zmweiten
Syftems Hhat in Vezug auf bad ervite Syjtem bdie Coordinaten a
und b; man foll aug ben Coordinaten AQ =x, PQ=y eines
Puntted P im erften Syftem, die Coordinaten OR=t, PR=nu
deffelben Puntted im zweiten Syftem finbden.

DaOR = AQ —a, und PR=PQ — b, o
¥ g hat man die Formeln

. P t=x—aumbu=y—bh.
0 ol _mp dge der Punit O in O, alfo in ber gweiten Region,
by B fo wdve a negativ, und mithin wie vorhin t—=x— (—a)

Ala Q X  =x + a, und wiirbe O in ber dritten Region etwa

o | o~ in O Yiegen, fo wdren a und b negativ, und daher

t=x—(—a)=x-4a ub u=y — (—b) =

y 4+ b. Wenn ferner P zwwifdhen beiden Ordinatenaren in P’ liegen ioiirbe,

fo wdre t in Bezug auf bag neue Syftem negativ, und — t = a — x, alfe
wieberum t = x — a.

Wenn bie Ordinatenage beiber Syfteme in einander liegen, o ift a = o,

alfo t=x, unbd fallen die bjcifjenagen zujammen, fo it b = o, und daher

W= ¥

2 32, Die Abfciffenazen zweier vediwintligen Syfteme
XAY und TOU bilden mit einander ben Winfel v, und der An-
fangspuntt O bed zweiten Syftems Hhat in Bezug auf das erfte
Syftem bie Coordbinaten a und b; man foll bie Coordbinaten
AQ=x, PQ=1y cines Punftes P im erften Syjtem bdurd bdie
Goordbinaten OR=t, PR = u beffelben Puntted im jzweiten
Syftem augdritden und umgetehrt,

Bieht man RM 3§ PQ, RS} AX, ON || AX, fo ift < NOT = v = QPR,
und AQ=a+ ON—MR=a-+ OR5v - PR finv, alfo

X=a-tsv—ulfinv (1)
Femer ift PQ=Db + NR 4+ MP =Db + OR fin v 4+ PR 05 v, alfo
y=b-4tfinv4 ucesv (@)
Wenn man nun aud (1) und (2) erfp u, und dann t vy p
eliminirt, fo finbet man \
t-——(x——s{)) 05 v=_—y—Dh)finv (3) \p e
0= —_ — — i 4
(y—Db)essv— (x—a)finv (4) M/{
Fitr den Fall, wo die Anfangspunfte A und O i A ey |
beiber Syfteme in einanber fiegen, ifhre Ab= a_ {b x
feiffenazen aber wie vorhin den < v bilden, Qs

it a==o0 und b=o0, fo daf die voranjtehenden For
meln fibergehen in
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(5) x=tewsv—ufiny undb y=tfinv4ucosv 6)
(7) t=xcsvFxfiny und u=ycosv—xfinv (8).

2 33, Die Anfangspuntte fowol al8 bie Abfciffenagen
jeier Syfteme, eines rehtwinfligen XAY unbd einesd {dhiefwintligen
XAU, liegen in einanber, und bie Orbinatenaye desd 3weiten Sy«
jtem® bifoet mit ber Abfeiffenaze bed erften einen Wintel XAU=vV;
man folf bie Goordinaten AQ=x, PQ=y eines Punftes P im ers
ften Syftem durd) bie Coordinaten AR=t, PR=u beffelben Puni-
tes im zweiten Syftem ausdriiden und umgelehrt.

Da AQ =AR +RQ=AR -+ PR sV, PQ=PR finv, fo ift
(1) x=t4ucsv und y=ufinv (2)
Durd) Glimination der Grife u ausd (1) und (2) und durdh
Umformung ber Gl (2) erhdlt man
R i b 34 bl 4
3) =X fn v undb u finv 4 a }in'X
Man {ibergeugt fich Yeiht, bdafy bdiefe Formeln immer gelten, fvenn auch) ber
Wintel v ftumpf ift, und der Punft P irgend weldje anbere Lage einnimmt.

g ) P
A

§ 34. (Fig. §30). Die Polarcoordinaten eined Pun’ftes P
feien v und AP=r, unbd ber ol werde jum Anfangdpuntt, fomwie
bie Polarare yur Abfciffenaze eined rvedhtwintligen Syfjtems ange=
nommen; man foll aus ben Polarcoordinaten die redtwinfligen
Goordinaten AQ=x, PQ=y befjelben Puntted finden, und um-
gefehrt.

G3 ergeben fich Hier unmittelbar die Formeln:
) X=rcsv und y=rfinv (2)
(3) r=)LFy* md tgv=-1 (4

X
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Die Gleichung der geraden Linie.

8§ 35. Jebe gerabe ober frumme Linie (dft fidh af8 eine ftetige Folge
von Puntten betvadyten, die man durd) ihre Coordinaten auf ein beliebiges Azen-
fyftem Deziehen fann, Soll nun iberhaupt eine Linie fich einer matbemattfc[;en
Unterfudhung und Betrachtung unterwerfen laffen, fo barf fie nicht blo8 ein gang
willfivlicher, rvegellofer Bug fein, fonbern ed muf in ber Ridtung, in weldper
ihre Punfte auf einanbder folgen, ein beftimmtes, fitr bie gange Ausbehnung dev
Linie geltended Gefef fth) zu erfennen geben. Solde gefesmdafige Linien
find unter andern bdie gevabe Linie und bdie Kreidfinie, indem ber durd) feine
ftetige Vewegung bdie Linie befdhreibende Punft bei der erften fortwdbrend bie
urfpriingliche Ridhtung beibehdlt, bei der anbern dagegen immer von einem und
pemfelben Puntte gleid) weit entfernt bleibt.

Da nun bad Bilbung3gefes einer Linie fih aud) jededmal in den Co-
ordinaten aller ihrev Punfte offenbaven mufy, fo judt die analytijdhe Geometrie
im Allgemeinen den Bujommenhang zwifden ber Abfciffe und ber Ordinate
jebed Punfted der Linie zu erforfden und in einer Gleidhung auszufpredyen, weldpe,
umgefehrt, gang allgemein dag Gefely angiebt, nad) weldem fi) ausd jeder belie-
bigen Abfciffe bie zugehbrige Ordinate finden (dft, fo daf mithin durd) einen
eingigen algebraifdhen Yuddruc die Linie in ihrer ganzen Yusdehnung genau
dyaratterifict und beftimmt wird. Gin jolched allgemeines, algebraifd) ausgedriitted
Gefey 3wifchen ben Coordinaten eined jeben Punfted einer geradben oder Frummen
Linie, heift ihre Gleidhung, foiwie andererfeitd eine Linie, welche alle bie Puntte
enthalt, deven Coorbinatenmwerthe einer Gleidhung genitgen, der geometrifde
Ort ber festern genannt wird, Wad indbejonderd bie gerade Linie betrifit, o
mitfien die Coordinatenmwerthe aller ifhrer Punfte ihre Gleidhung identifd) ma-
den, und umgefehrt alle Punfte, welde diefer Vedingung Genitge leiften, in
einer geraben Linie (iegen.

§ 36. Man joll die Gleihung der gevaden Linie finden.

G2 fei dag Stitd AD, telded eine

c gerabe Linie BC bon ber Ordinatenage abjchnei-

p}/ pet, gleid) b, und ber bon ihr mit der Ab{cifjenage

gebilbete Winfel CEX =w. Bieht man nun aus

Bl Z " R’ Deliebigen Punften P, P’, P, ber Geraben

v ‘B ( bie Orbinaten PQ, P'Q’, P“Q"..., fo find AQ,

X PP i 1] Q".,Q" AQ’, AQ'... bie entfprechenden Qib[ctﬁen diefer

o Punfte, unb 1ft DH yparalfel AX gezogen, und

Y mithin aud) <« CDH = w, fo ergiebt fich aus
per Wehnlichfeit ver Dreiede, daf

N o RS

DR DR PR

x




19

Dad BVerhdltnif %%, welded die Katheten aller Dreiede DPR, DPR/... 3u ein-

ander haben, und dad offenbar fiir die gange Audbehnung der unbegringt gebadyten
Linie BC beftinbig bleibt, ift bie trigonometrijhe Tangente bed Winfeld w,

und bezeidynet manllg—g ober tg w ber Rilrze wegen mit a, fo giebt jene Reihe

ber gleichen Berhaltnifie folgende Gleidhungen:

PR =3a.DR, P'R'=.a. DR/ PR —g CIRE. .. iober

PQ —b=a.AQ, PQ —b=a.AQ, P'Q'—b=a.AQ"..
b, h. man erhdlt bie um b verminbderte Ordinate eined jeden Puntted ber Geraben,
wenn man die ADL{ciffe deffelben mit der Tangente ded Winfeld8 w multiplicit,
Alle diefe Gleichungen Yaffen fich aber in eine eingige zufammenfaffen. Denn
Degeichnet man iberhaupt die Coordinaten eined Punfted dber Linie BC durd)
x und y, auf welden Punft {ich aud) x und y beiehen migen, jo ift immer
y — b=ax, ober
v = ax + b.

Died ift alfo die allgemeine Gleihung der gevadben Linie, welde von
per Ordbinatenare dad Stitd b abfdneidet, und mit der Abfcif-
fenare einen Wintel bildet, beffen Tangente a ift

Eine gevabe Linie fann im Alge-
meinen bie dier verfdyiebenen, in der neben-
ftehenden Figur dargeftellten Lagen im Axen-
fyftem Haben, obei aber unter dem Winfel w
3iwifchen ber Geraden und der Abfciffenaxe im=
merv derjenige 3u verftehen ift, weldjer nber-
Halb der Abfciflenaze liegt unbd mit feiner
Winfelbffnung nad) der pofitiven Seite diefer
Aze gerichtet ift, mwie bie Wintel CEX,C'E'X,
C“E'X, CEX. Je naddbem nun der Winfel w {pif oder ftumypf ift, wird
feine Tangente a pofitiv odber negativ, unbd in jedem bdiefer beiden Fille fann
bie Gerabe entweber die pofitive ober die negative Orbinatenaze {dhneiden, woraus
bier verjchiedene Beidjenwedyfel fitr die Gleihung ber Geraden Hhervorgehen, die
fid) in einen eingigen Uusdbrud y= + ax + b zufjammenfafien Yaffen.

¢ 37. Ware fitr eine geiviffe gerabe Rinie dag Ordinatenftitd b= 1,
undb w=63° 26'5,8", alfo a==2, fo hdtte man al3 Gleidung diefer Geraden
y=2x+ 1, weldje, wenn x =0, 1,2,3 ... gefeht wird, entfprechend y =1, 3, 5,7...
giebt, und itrbe man je ywei jufammengehorende Goordinaten auftragen, fo er-
hielte man eine beliebige Unzahl von Punften der geraben Linie. MNimmt man
fitr X negative MWerthe, 3. B. X = — /s, — o, — 1, —2...,, fo erhdlt man
y=",0, — 1, — 3..., und fonnte, auf AX’ fortgehend, alle Punkte ded un=
terhalb ber Abfciffenaxe liegenben ThHeild ber unbegranzten Geraden finben.

¢ 38, Wenn in ber allgemeinen Gleihung y = ax 4 b bder geraben
Linte b =0 ift, fo erhdlt man
Y = ax
ald Gletdung einer geraden Linie, weldhe durd) den Anfangdpuntt
ber Coordbinaten geht, und mit der Ub{ciffenare einen Wintel
bilbet, beffen Tangente a ift.
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Hier ift a pofitiv odber negativ, je nadydem bder Wintel w fpik oder
ftumpf ift. Durd)jchneidet 3. V. eine Gerabe die Abjciffenaze im Anfangdpuntt
unter einem Winfel von 71° 33 54,18, o ift beflen Tangente gleich 3, folglich
bie Gleichung diefer Geraden y=3x. Fitr pofitive Ab{ciffeniverthe, 3. B.x=1,2, 3...
erhalt man y =3,6,9..., aljo pofitive Ordinaten, und durch wirfliched Auftragen
biefer Goorbinatenpaare fiefe fid) eine beliebige Anzahl bon Puntten ded in ber
erften Region liegenden Theild ber geraben Linie finden. Fiir negative Abjcifjen-

werthe, 3. B.x=—1, — 2... wlre y = — 3, —6..., woraud man die Punfte
ber Geraben in Der britten Region Deftimmen fbnnte, Wenn bdagegen w =
10826/ 5,82, alfo a=—3 ift, fo findbet bie Gleidung y = — 3x ftatt,

welde filv X —= =1, 4= 2... giebt y =3, 5 6..., fo dbaf alfo bie pofitiven
Nbfciffenn nebft den entfprechenden mnegativen Orbinaten bon ber geraden Linie
Punfte in der bierten Region, hingegen die negativen Abjciffen mit ihren pofiti=
pen Ordinaten Punfte in der jiveiten Region geben. — Bur Conftruction ber
beiden Geraben y =+ 3x ift bag Goorbinatenpaar x=1, y =+ 3 am be=
quemften, eldhged aufgetragen, den Punft angiedbt, durd) welden man bdie den
Anfangdpunft durdhfhneidende Gervade zu legen Hat.

: § 39, Die Gleihung y=ax -+ b, in eldher die Hefondern Werthe
bon & und b bie jede3malige Gerabe bon allen andern Geraben unterfcheiden,
seigt, Daff ur Vejtimmung einer geradben Linie immer zwet Bedingungen er-
forberlich find. JIn ber Gleidjung y = ax ift bie eine diefer Vebingungen darin
enthalten, baf die Gerabe dburd) ben Unfangdpuntt der Coordinaten geht.

Will man nun aud gegebenen Werthen fitr a und b bdie gerade Linie
conftruiven, fo Y@ft fid) die Gleidhung y = ax + b auf eine anbdere, fiiv diefen
Bivedt duferft bequeme Form bringen. Vegeichnet man ndmlid) mit ¢ dbad Stick
per Abfciffenaxe, welched die gerade Linie von ihr abjdneidet, fo ift (Fig. 2 in

§36) — % =a, wo bad negative Beichen fteht, weil Dei jeber mbglidhen Lage
per Geraben entiveder nur eine bon den Grbfen a, b, ¢, oder alle drei zugleid)
negativ find, Seht man alfo — E ftatt a in die Gleidung y=ax-b, fo

erfdjeint y = — li—x -+ b, ober
A = i
 Spraits T 1,

welded bie Gleihung einer geraden Linie ift, die bon ber Ordina-
ten= und Abfciffenare bie Stitdfe b und c¢ abjcdhneibdet.

Wenn eine Linie bon ber Orbinatenare ein Stitdf = 4 Einbeiten ab-
{chnetdet, und mit ber Abfciffenare einen Winfel von 63° 26/ 5,8 bilbet, o ift
ihre Gleichung y =2x - 4, ober—’;— —- ’2‘ = 1, Bur Confteuction {hneibe man

dafher von der pofitiven Opdinatenare ein Stitd = 4, und bon bder negativen
Abfciffenare ein Sttt = 2 ab, und fege durch) biefe Durd)jdynittdpuntte eine
Gerabe. — Durd)jchneidet ferner eine Gerade bie pofitive Orbinaten= und

Abfeiffenare in den Cutfernungen 5 und %, jo ift ihre Gleidjung —’5-1-3; = 1,
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ober y= —2x 4 5. Der Winfel w betrdigt 116° 33 54,2, weil feine Tan-
gente = — 2 ift.

§ 40. Wird in der Gleidhung y==ax + b der Coefficient a==0, fo ift
v=Db die ®leidung einer mit der Abjeiffenare parallelen Linie,
weldge fich in bem Ubjtande b oberhaldb oder unterhalb biefer Upe erftvedt, je
nacdhbem b einen pofitiven ober mnegativen Werth hat; benn iwie grof man
aud) X annimmt, fo ift dod) immer y==>b. Ware guglei) b =10, fo witrde
y=0 bie Gleihung einer Geraben fein, welde mit der Abfcifjenare zu=
fammenfallt,

Begeidhnen wir ferner dad durd) die gerade Linie auf der Abfciffenare
abgefhnittene Stitd mit ¢, {o ijt (§ 39) — %:a, ober b = —ac, fo daf

bie Gleidung y=ax -+ b in y = ax — ac ober X = % + ¢ itbergeht.
Wird nun ber Winfel jwifdjen der Geraben und der Abfciffenare gleid) 90°,
alfo beffen Tangente a=0c9, fo ift x=% +c b h. x=-ec dDie Gleidung

einer mit ber Orbinatenare paralfelen Linie in bem Abftande ¢, denn
fitr jeben Werth von y bleibt x = ¢. Wird aud) ¢ =0, fo ift x=10 bie
®leidhung einer mit der Ordinatenare gufammenfallenden Linie.

8 41. Aus einer unbeftimmien Gleidung allein, 3. B. y=ax + b,
(6t fich befanntlich weder ber Werth von X, nod) von y beftimmen, und e it
Teidht eingufefen, baf die allgemeine Gleidjung einer Linie ftetd eine unbeftimmte
fein muf. Denn eine foldhe (dft fiir x und y unendlich viele Werthe u,
und giebt damit cine unendliche Menge von Punften, bdie badburd), daf man
per Abfciffe nad) und nac) wenig von einanber verjdhiedene Werthe Deilegt, Des
liebig nahe an einander gefunden werden fomnen, wovaud die Miglidhleit dev
wirflien Conftruction einer befiebigen Linie deutlid) herborgeht.

Ferner enthilt die Gleiung y = ax + b 3ivei verjdjiedene Arten bon
@rbfien, indem x und y fitr jeben diefer Gleicjung entfprechenden Punft andere
Werthe annehmen, wihrend a und b fiir alle Punfte einer und berfelben Line
bie nimliden Werthe behalten. — Man nennt itberhaupt Grdfen, bdie obhne
ihre Bebeutung zu dnvern, einer fteten Zunafhme oder Abnahme fihig find, ver=
dnderlidye (variable) und begeidynet fie gewdhnlich dburdhy... %, y, 7, wahrend
folje Grbfgen, bie immer Den nimlichen Werth behaltew, wwie aud) bie mit ihnen
in Berbindbung ftehenden verdnderfichen Grbfen zunehmen ober abnehmen migen,
beftindige (conftante) gemannt, und meift dburd) a, b, c.. Degeichnet twer=
pent,  Jn einem RKreife 3. B. ift ber Nadiud eine beftindige, dagegen eine Sehne
eine verdnderliche Grdfe.

§ 42. Alle Linien werden nad) dem jedbedmaligen Grabe ihrer Gleichun-
gen in verfhiebene Orvonungen eingetheilt. Man mnennt eine Linie bon bder
1, 2, 3...ten Ordbnung, je naddem ihre Gleidung vom 1, 2, 3.. . ten Grade
iff. — Die gerabe Linie ift bemnad) eine Linie der erften Ordnung, aber aud
jebe ®feidung bed erften Grabded zwifden zwei verdnberfiden
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Grdfen x und y ftellt ivrgend eine gerabe Linie vor, b h. e3 giebht
immer eine gerabe Rinie, von beren {dmmt{iden Puntten bie Coorbinatenmwerthe
ftatt x und y gefet, der Gleichung geniigen, und umgetehret: alle diefer Gleidjung
geniigenden Goorbinatenierthe gehbren ben Punften ber geraden Linie an. €3
[Gfit fich namlich die allgemeinfte Form einer foldhen Gleidhung, Ay + Bx+ C=0,
worin A, B, C alle mgliden pofitiven ober negativen Coefficienten ober felbft
Null fein fBnnen, immer auf dben Ausdrud der Gleidung der gBeraben ﬁigie Uz

ritdfithren.  Denn durd) Divifion mit A erhalt man y = — e R
und et man der Einfachheit wegen —- % = a und — % = b, o i

y = ax 4+ b, in welder Form man die Gleidhung der geradben Linie er-
fennt.

§ 43. Man foll die Gleidung der geraden Linie finden,
welde duvd) rei gegebene Punkte (x', y) und (x“, y) hindurchgeht.

Da y=ax + b die Gleidung ift fiir alle mdglihen geradben Linien,
fo muf fie aud) fitr biejenige Gerade gelten, weldye durd) jene Punfte Hindurch=
geht. Selt man alfo die Coordinateniverthe x’, y* und x, y* nad) einanbder fitr
x und y, fo erhdlt man y'=ax’4 b und y“=ax” + b, aus welden beiven
Gleidhungen man findet
yl___ yu
x/— x"

‘ 1"
> [
x/— x/

Die Subftitution biefer Werthe in bie Gl y=ax 4 b giebt

yl il ’(/ ’I T yll xlyll i xl/y/
woxr B R) SR = T R S e

a = unb b =y’ — o o

y—y'=

.

Die Gleidung einer Gervaden, welde durd) die Puntte (— 1, + 2) und
(—3, 4+ 4) gept, it y = —- X 4 1.

§ 44. Man foll die Gleihung der geraden Linie finden,
welde durd) den Punkt (x/, y') geht, und der durd) die Gleidyung
y=ax 4 b’ gegebenen Gevaden pavallel it. :

Damir die Gleidung fiir alle mbgligen Geraden, ndmlid) y=ax-}b...(1)
ingbefonderd biejenige Linie vorftelle, weldhe durch den vorgefdyricbenen Punkt der
gegebenen Linie parallel Iduft, miifen blog die Grifen a und b folde Werthe
ethalten, weldhe diefen Webingungen entfpredhen. Da nun bdie Linie durd) den
Puntt (X', y) gehen foll, o fefe man x’, y* ftatt x,y in die GL. (1), wodurd)
bie Gleidung y'=ax’ - b entjteht, aus welder b =y’ — ax’ folgt. Sub-
ftituirt man diefen Werth fitr b in die GL. (1), fo erhdlt man y= ax + y’'—ax’ ober

—y =a(xX—x ¢
alg bie Gleidung einer geraden Linie, welde durd) den Puntt
(x'y’) geht. Weil ferner biefe Linie mit der Linie y = a‘x 4 b’ parallel fein
foll, unbd daber Dbeibe Linien einen gleidh) grofen Winfel mit der Abfeiffenaye
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bilden miiffen, fo Hat man nodh) in die GL (2) a’ fitr & au fehen, mwodurd
man erhalt
y—y=a (x-—x/) ().
Die Gleichung einer durd) den Puntt (4,5) mit der Linie y = 3X + 2 parallel
faufenden Geraden ift y = 3X — 7.

§ 45. G8 find jrwei gerade Limien duvdh ihre Gleidmgen
y=ax 4b und y=a’x 4 b’ gegeben; man joll die Coordinaten
ihres Durdhfchynittdpuntted finden.

Fitr ben Durdhidhnittdpuntt mitflen die Coordinaten x und y in beiben
®leichungen bdicfelben Werthe haben. Vejtimmt man baher aud beiben Gleichungen
x und y, fo findet man

b -1 ab’ — a’b
X——a-'—__—a,unby———————

SWenn beide Linien mit der Abfciffenare gleiche Winkel bilben, alfo aud)

¢ : b’ — ab’ — a‘b
a=a’, und daher a — a’'=o ift, fo ift x= =0, UMby=——F(— =
Sn diefem Falle find aber aud) die Linien paraflel, deren Durchidhynittapuntt
man fid) unendlich tweit entfernt vorftellen fann.

Der Durd)fhnittdpuntt der Linien y = 3x 4 1 und y=x—2 hat
bie Goordinaten — 3/ und — 7/a.

§ 46. G8 find 3wei gerade Linien ourd) ihre Gleidyungen
y=ax-+b ud y=a'x+ b’ gegeben; man foll den Winfel v
finden, weldyen fic mit einander bilden.

G3 feien m und n die Winfel, ‘weldje bon den ge- Y
gebenen Qinien mit ber Abjciffenave gebilvet werden, fo baR
tgm = a’ und tgn=a ift. Wenn nun a’'>a, affo aud
m > 1, jo ift v=m — n, und baber

tgm —tgn __ a'—a | — nA /m X

gv=1g lmmn)z1-}-tgm.tgn_ 14 aa’
Da bie Grbfen b und b’ feinen Einfluf auf bie Neigung ber beiben
Linien Haben, fo fonnte man bdiefe, jede parallel mit fich felbft, in den Anfangl-
punft A verfoben benfen, und zur Vefiimmung des Winfeld v aud pie Glei-
dungen y=ax und y = a’x nehmen.
a’—a

Wenn 1 4 aa’ = 0 ift, fo ift gV = —5— =9, folglich v = 90°,
b.h. bie Linien ftehen auf einanbder fenfredpt. Ausd 14 aa’ =0 folgt
1

!
i

b. h. fiir bie fenfrecdite age aweier Linien 3u einander muf die eine Tangente
immer ben reciprofen ¥Berth ber andern mit entgegengefeptem Borzeichen haben.
Renn 3. B. a— s ift, fo muf a’= — %/ fein. Wiren dagegen bie Linien
patalfel, fo wiitbe a’ = a, und dbaher < v=0 fein.
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Damit fi) bie beiben Linien y—ax 4+ b und y=a’x -} b’ unter
einem beftimmten Winfel, etiva 45° beflen Tangente gleidh 1 ift, {chneiden,
fonnen nicht beide Coefficienten a und a’ beIiebige QBertf)e annehmen, weil qus

ber, in biefem Falle ftattfindenden Gleidhung 1 = a‘, , wenn 3. B. a gege-
-I a

o

ben ift, folgt, baf &’ = fem muf.

Die Tangente ded Winfeld v §nnicf)en den Geraden y — 8x — 2und y =
4x + B ift gleid) '/1s, und daher v=4°28'55",

§ 47. Man foll die Gleihung der gevaden Linie finden,
toelhe durch) den Punft (x', y*) geht, und auf der, duvd) die Glei-
dung y 4 a’x 4 b’ gegebenen Geraden fenfredht fteht.

Die Gleidhung einer Geraben, welde durd) den Punft (x/,y*) geht, ift
(% 44, 2) diefe : y—y’'=a (x—x). Selit man nun, damit bie Linien
aud) auf einander fenfredht {tehen (2 46), a = — —1—, fo hat man

y-y=—2 (x = x),

§ 48. €8 f{ind drei Punfte A, B, C durd) ihre Coordinaten
(0,0), (x,y), (x,y') gegeben; man foll den IJnhalt ded Dreieds ABC
finden.

Der Punft (0,0) liegt im Unfang bder Aren.
WBezeidhnet man bdie drei Seiten ded Dreiedd mit a,b,c,
bent St BAX mit m, ben <c CAX mitn, aljo den <r BAC
; mitm—n, {o ift nad) einem befannten Sale der Trigonometrie
L x/\ABC="sbe.fiu (m - n)

D E AABOzl/abC(fnm cu@n—cném fiu n).

Da aber finm =, cosn—’g,coémv— yREn =210 i

/\ ABC = Y2be (’c'—’: - ?{) = + o X'y — XY,
o bdadjenige Vorzeihen zu nehmen ift, welded den Yugdvuct fitr den JInhalt
pe3 Dreiedd pofitiv madt.

§ 49. (Fig. §48). Aud den Coordinaten (x, y) und (x', y')
sweier Puntte B und C foll ihre Entfernung a, fowie der Winfel w,
elchen die BVerbindungslinie BC mit ver Abfciffenage bildet, ge-
funden terden.
Bieht man BF || AX, fo ift aud) <c OBF = w, und BF =x' —x,
CF =y —y, folglich
a =& —x+0G—y"

I



25

Bur Veftimmung ded Winfeld w Hhat man

=17 . dowel e -
tgw-—x,_x ober finw — —— ober co8 w= T

Die Entfermung der Puntte (— 2, 4 5) und (- 4, — 3) betréigt 10, und
beven Berbindungslinie bildet mit der Abjciflenare einen Winfel von 126° 5 11,65,

§ 50. Man foll die fenfrechte Cnifernung ecined gegebenen
Puntted (x’, y) von der Geraden y=ax 4 b finden.

Die Gl ber Geraden, welde durd) den Punft (X', y) geht, und aquf
ber Geraben y=ax + b fenfrecht fteht ijt (§ 47)

1
el M St i oo 3
Au3 bdiefer und der gegebenen Gleidhung findet man
__ay'—ab+4x _ b+ a%y’ 4 ax’ ]
X = —W und y—‘—‘——aﬂ_{_‘l-—, aIfU lft ﬂud}
g dExtb—y) . a4y
X X = _——aT—,_—l- und ) —y= W .

Die Subftitution diefer Werthe in den Ausdrudt (2 49) V(&' — x)? + ' —y)"
giebt fitr die Entfernung
ax’ 4+ b —y’

+ a2 41
o immer dagjenige Boreidjen zu nehmen ift, weldes den ganen Ausdruct
pofitiv macht,

Die Cntfernung des Punftes (— 2, + 3) von ber Geraden y=X + 1
betvigt 2 1/'2.

§ 51. Wan foll innerhalb der Schentel eines gegebenen
Wintel8 CAX = w cinen Punft P fo beftimmen, daf die von ihm
auf die Schenfel gefillten Senfredhten PB und PD fid) verhalten
tvie 1 : m.

Man nehme AX gur Abfeiffenare und A jum Anfangspuntte, wnd fese
AB=xunb PB=y. Da in dben rechtio. Dreiecten CAB und CDP ber < O
gemeinjdaftlid) ift, fo it < CPD = CAB = w, ferner BC = x . tg w,
CP=BC—y=x.tgw—y, PD=CP . c08 w=(xtgW—7y) co8 w. Nad
ber Aufgabe ijt PB: PD =1 :m, folglidh) my = (xtgw — y) c08 w, und mweif

tgw={%% ift, fo it my =x fin w — y co8 w, und daber
R AR
Y= + 3w’

Diefe Gleidhung giebt eine unendfiche Menge von Punften,
welde alle ber Aufgabe geniigen, und gehirt einer geraden
Linie an, welde die Abjciffenare im Anfangspuntte unter
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: : e finw : ¢ : y
einem Winfel fdhneidet, beffen Sangentem e g ift.  Wird baher diefe Linie

conftruirt, fo Bat jeder ihrer Punfte die verlangte Cigenfdaft, b. h. bie Linie it
ber geometrifthe Ort ded gefudhten Punftes,

2 52, Uufgaben ither bie Gleidung der geraben Linie

1) Die Gleidhungen der beiden durch den Anfang der Coordmaten gefenden geraden
Qinient zu finden, welde mit der bjcifjenage die Wintel von 45° und 108° 46’20 bilden.

2) Die Gleidjung der Geraden zu finden, welde die negative Ordinatenare in
der Cntfernung 5 Ginheiten, und die Abjcifjenare unter 132°25 jdhneidet.

3 Man conftruive die Gleidungen x = — /sy, y + 4= "ux, *ry —8=-x,
¥ = x.tg 153°26' 5’ 82,
) 4) Weldjen Winfel bilbet eine Gerade mit der Abjcifjenare, wenn fie die Ab-
feiffen- und Ordinatenage in den Abftinden 3 und 4 durdyjdyneidet ?

5) Man joll die beiben Geraden conftruirven, welde von der Ordinatenaye ein
Gtiid = — 3 abjdyneiben, und mit der Abjcifjenaye Wintel bilden, deren Tangente = 1

und = Vs find.

6) Cine Gerade dyneidet von der negativen Abjciffenaye ein Stiid = c ab,
und bildet mit ifr einen <C = v; man foll die L. ber Geraden finben.

7) Gine gerade RQinie durchjdhneidet die bjciflenare in der Entfermung = 3
unter einem Wintel, deflen Tangente — — V' s ift; man foll die fpipen Wintel des
bon ber geraden Limie mit den Aren gebildeten Dreiectd beftimmen, und bdie Liinge ded
abgejdynittenen Gtiided der Orbinatenage angeben.

8) Man conjtruive die Gleidhung y =xtgv —mtgv, fiir welde v = 1385°
m = — 3 jein foll.

9) Sn welchen Punften jdhneidet die Gerade y = — /2x — 3 bdie Wren?

10) Man joll die Gleihungen der beiden Geraden finden, von weldhen die eine
mit der Ordinatenaye parallel die negative Abjciffenare in dem Abjtande 5 jdhneidet, die
anberve dbagegen parallel mit der Abjciffenaze durch den Punft (0,7) Hindurdhgeht.

11) Qn welchen Puntten iq)neibet eine, dburd) die Punfte (10,9) und (7,— 6)
gehende Gerade die Coorbinatenagzen?

12) Wie grof ift dber jtumpfe Winfel, den eine Gerade, deven iwei Punfte bdie
Coordinaten (3,2) und (— 1, — 2) Hhaben, mit der Ordinatenage bildet, und wie tweit find
jene beiben Punfte bon einander entfernt?

13) Gine Rinie jhneidet die Abjcifjenare in dem Abjtande 1 unter 135°; wenn
nun wei Punfte derjelben die Ordinaten 2 und 4 Haben, welde Werthe Hhaben die Ab-
fciffen diefer Punfte?

14) Die Gleidung der geraden Linie zu finden , twelde durd) den Pumft
(— x’, y') geht, und mit der Abjcifienare den Wintel v bildet.

15) Sn teldhen Punften durchjhneiden fich die Geraben y = 4x — 8 und
y = 2x — 8¢

16) Wenn eine gerade Linie die Aren in den Abftinden /s und — 7 durdy-
jchneidet, in weldjen Abjtanden twerden bdie Aren von zwei anbern, mit ifhr parallelen
Qien gefdnitten, bvon welden bdie eine durch) den Punft (54), die andere durch den
Punft (4,5) hindurdgeht ?
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17) Die Orbinate y’ eined Punfted ijt {;egeben; wie qrofy ift bdie au%ef;ﬁrige
Abiciffe, deven Enbpuntt in der Geraden liegt, weldhe durc) die Sgunfte{m, n) und (p,q)
hindurdygeht ?

18) Die Gleichungen stveier Geraden feien y —ax 48 und y — 3x; twelden
Werth muf a Haben, wenn beide Geraden mit einander einen Wintel von 45° bilden follen?

19) Wenn die beiden Geraben y = mx —1 und y=x+2 fich in dem Puntte
(*l2, "/2) {dyneiden follen, weldjen bejondern Werth mup alddann m annehmen ?

20) Die eine Spie eines Dreieds liegt im Anfang der Ayen, und bdie beiden
anbdern Gpien haben die Coordinaten (3,4) und (6,8); man beftimme den Winfel, wel-
dyen jede Ceite des Dreiectd mit der Abjcifjenaxe bildet, ferner den Jubhalt und bie drei
Seiten des Dreiecds.

21) Wie grof ift ber Sinud ded Winfeld, den eine durd) die Puntte (—1,3)
und (— 8,1) gehende Gerade mit der Abjcifjenare bildet?

22) Wenn (Fig. § 51) PD = 2. PB und <C BAP = 19° 6/23,77" ijt; wie
grof ift ber Winfel w?

23) @8 find (%x’g. § 48) awei Punfte B (x,y) und C (x/, y') gegeben; man
joll auf der Geraden BC die Goordinaten (t, u) degjenigen Punfted beftimmen, defjen
Entfernungen von B und C fid) verhalten tie m: n.

24) Die Gleidung der gevaben Linie fitr Polarcoordinaten zu finden.

Die Gleichung der Kreislinie.

§ 53. Die Gleihung der Kreidlinie ju finden.

Ded RKueifes Rabdiug fei gleidh) r und die Goordinaten feined Mittel-
punfted jeien AB=a, BC=b. Wenn nun fiir einen beliebigen Punft P
ber Rreislinie die Coordinaten AQ=x, PQ =1y find, und der Durcjmeffer
DF || AX gejogen wird, fo hat man

CE? + PE? = CP*, ober (AQ — AB)? 4 (PQ — BC)? = CP?, affo
(x—a)+ (y—b)=r?
al8 bie allgemeine Gleidyung der Rreislinie, in welder bie Grifen a

und b pofitiv und negativ fein Fonnen, wad bavon abhingt, in weldher Region
ber Aren ber Mittelpuntt C belegen ift.

Die Gleidung giebt, nacd) y aufgeldft, die Formel
y=0b+Vr'—(x—a)
in welder, wie aud) die Figur zeigt, niemald x>a -+ r
und X << a —r fein barf, bamit wivtlich ein Punft ber Kreis-
linie erbalten werbe. Jft 3. B. a=3, b=2,r=1, und
fest man X=a —r=2, fo giebt bie Formel y =2, b. h.
ben Punft D, und fegt man x=a 4r==4, fo gicht fie
y=2, b. . ben Punft F. Fitr alle ywifchenliegenden Werthe von X, 3. B. 3
3
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giebt bie Formel in Folge ihred boppelten Borzeidend zwei Werthe fitr bie
Orbinate, y=24 1=3 unb y=2 — 1=1, alfo 3wei verfdhiedene Puntte
ber Kreiglinie, welde fo wie etwa die Punfte P und P’ liegen, ndmlich) der eine
oberhalb, und der anbere unterhalb ded Durdymeffers DF, aber in berfelben Sent-
redten auf der Are AX. Fir x =23, it y=2 LYo V3 u. i w. Geht
man aber itber die Werthe X = 2 und x =4 hinaus, und fefgt 3. B. x =1
ober = 5, fo ity = 2+ — 3, aljo imagindr. 68 ift Har, daf, wenn
man X alle mbglichen Werthe von 2 Hig 4 annehmen YGft, und bie zugehi-
rigen Werthe von y berechnet und auftrigt, alle Puntte einer Kreiglinie, deven
Radiug 1 ift, vidhtig sum Vorjdein fommen,

2 54, Gt dbie Abfciffenare AX mit dem Durdymefler DF zufammen,
und liegt A in D, in weldem Falle b=10, a=r ijt, jo verwandelt {ich
x—a)!+ (y—Db)2=r? in die Gleidung (x — r)* 4 y*>=1r" ober

v = 2rx — X’
welde die Sdeitelgleidung der Kreiglinie genannt wird.

Aus der Umformung y= =+ J/x (2r — X) und aud der Figur felbjt
aeht Herbor, bafy fitr negative Abjciffen und fitr x > 2r feine Punkte der Kreisd-
linie erhalten fverden, wie {ih) biefed dnrd) ein beftimmtes Veifpiel, etwa r =3,
pollfommen deutlid) madjen (GBt, wo X nur alle migliden Werthe von 0 Hid
2r = 6 annehmen fann.

2 55. Wenn der Anfangdpunft A in den Mittelpuntt C Hed Kreifed
fallt, aljo a=0 und b =0 witd, o giebt die allgemeine GI, der Kreisdlinie
folgenbe Gleidung

x'+y’=1r?

eldje die Mittelpunttdgleidhung der Kreidlinie Heifit.

Aug derfelben folgt y = =+ /12 — x*, und Formel und Figur zeigen,
daf x nur alle Werthe von —r big - r erhalten fann, indem fiir x> +1
bie Ordinate y imagindv wird,

2 56, Die allgemeine G, der Kreidlinie (x — a)? + (y — b)*=r?,
weldje drei beftindige Grifien a, b, r enthalt, zeigt, daf zur vollfommenen Ve-
ftimmung eine3 Kreifed drei Vebingungen erforderfich find. Jn der Scheitel=
gleidjung und Mittelpuntidgleidhung find wei diefer Vedbingungen bereitd bavin
enthalten, daff ber Kreid durc) swei beftimmte Punfte, namlic) bei jener burch
(0,0) und (2r,0), Dbei diefer burd) (r,0) und (— r,0) geht, fo baf fitr biefe
beiden Fdlle blog die BVeftimmung bded Werthesd fiir r ur Feftjtellung bded
Kreifed audveicht,

2 57. Durd) Auflbjung der Klammern erhilt man aud bder allge-
meinen Gf, Dbed RKreifed x*4 y*— 2ax - 2by =r?*— a? b%, mworaud
hervorgeht, dbafp bie Kreidlinie eine Rinie ber jiweiten Ovdnung ift (¢ 42).
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Die allgemeinfte Gleidung bes zweiten Grades 3wifdhen zwei per-
inberlidhen Grogen Ax*+4 By? 4+ Cxy 4 Dx +Ey +F =0 nimmt fite
A=1, B=1 (ober itberhaupt A =B) und C =0 bdie Form an x* 4 y*
+Dx+ Ey = —TF, und jebe Gleichung von diefer Form entfpricht
einer Kreiglinie.

2 2
Denn avbirt man auf beiven Seiten (2~ ) 4 (£ ), fo expitt man
x* + Dx + "aD? + y* 4 Ey + Y4E? = Y4D? 4 Y4E* — F, ober
D¢ E?
+5)+(0 + 3) = o +E—1m),

und wenn man diefe Gl mit (x — a)? + (y — b)2=1r? vergleicht, fo fieht
man,ﬂ[z biefelbe einer Rreiglinie angehdrt, fitr weldje ber Radius gleich
2 YD B —4F ift, und der Mittelpuntt die Goorbinaten a — — oD unbd
b = — E Hat.

2 58. Gin Kreid, fitr welden die Coordinaten bHed Mittelpunttesd a=2
b==— 1 find, und der Radius r="/z ift, hat die GL. (x — 2)? + (y+ 1)*=%
ottt X2 A-y? —dx 4 2y = — s,

Wire ferner die Gl 9x* 4 9y* — 6xX 4 36y = — 21 3ur Conftruc-
tion gegeben, fo bividire man fie juerft, um die Goefficienten bon x* und v auf
1 gu bringen, burd) 9, aljo x* 4 y* — %/sx + 4y = — /5, und fee beider-
feits bie Quabdrate dev Halben Goefficienten von x und y, alfo (Y/3)® und 22
hingu; wodurd) man erhdlt
X2 —25x + o+ y 44y + 4=="/o+ 4—"/s0ber (x - 1/3)2 + (y42)2=16/s,
Cnbdlid) befdyreibe man aud bem Punfte, befen Coordinaten (Y3, — 2) find,
mit einem Radiug gleid) V%0 =*/5 einen Kreis.

§ 59. Man foll die Gleichung der Kreidlinie finden, relde
durd) drei gegebene, nicht in gevader Linie liegende Puntte (=, v,
(", ¥y, (x, y"*) bindurdygeht.

€3 fommt hier bavauf an, bie Grdffen a, b, r in ber allgemeinen
®L. bes RKreifes, (x — a)® 4 (y —b)?=1r".. (1) den Bedingungen der Auf-
gabe gemdR zu Dbeftimmen. Nimmt man nun ur Vereinfadung der Auflbfung
ben Puntt (x'“, y) felbft al® Anfang, und (ift die Abjciffenare purd) den
Punft (x”, y") gehen, wodurd) x*, y, y* gleih 0 werden, und fest man,
ba ber Kreid durd) ben Anfang der Aren geht,

in (1) x=10, y=0, fo entfteht a? + b2=1r2 (2),

und fubftituirt man biefen Werth fitr r? in (1), fo ergiebt fidh
x4 y? — 2ax — 2by =0 (3)
Um nod) die Grdfen a und b fo zu beftimmen, baff ber Rreis aud) durch) die
Puntte (x', y9, (X", y) geht, fege man in (3) fiir X und y erft x’, y’, bann
X", 0, fo erhdlt man
4) x? 4 y? — 2ax’ — 2by’ = 0 und x'® — 2ax“ =0 (5)
30
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Aud (5), (4), (2) ergiebt fih nun |

x' ] 12 il <12 +2 12 __ xix! 2 !
a=—,b=x +y XX, 1"—_-(-}{—-)+(X +y - ),
2 2y’ 2 2y

und dburd) Subftitution biefer Werthe in (1) erhdlt man
x/2 + y/2 — X'x?

. y=0, 6
¥y b 4 (6)

xlz + ye__xxu P

Gin Qrei3, der durd) die Puntte (0,0), (1,0). (1,)/3) geht, hat die GL x*+y*
—x—yyY8=0ober (x—"'1)+ (y—"YB)*'=1

§ 60. Man foll die Coordinaten der Duvdyjchnittdpuntte
eined gegebenen Rreifed x2 4 y2 =r? mit einer gegebenen Geraden
y =ax 4+ b finden.

Da die Goordinaten der Durchidhnittdpuntte fitr beibe Linien biefelben
find, fo Hat man blo3 x und y aud bHeiden Gleichungen zu beftimmen. Wenn
man daher den Werth von y* aud ber zweiten G in die evite fubftituirt, und
bie dadurd) erhaltene GL. nad) x aufldjt, ferner ben fo filv x gefundenen Aus-
bruct in die jweite Der gegebenen Gleichungen fet, fo findet man

_ —ab+Vr*ai+1)—b? __b+alr*@+1) - b
g a?+ 1 P R a’+41

Wegen bes doppelten Borgeidhensd erhilt man im Allgemeinen ivet ver-
{chiedene Abfeiffen und Ordinaten, b. h. die gerade Linie durd)jdyneidet den Kreid
in zwet Puntten, Wenn r2 a® 4- 1) =Db? iit, fo giebt 8 nur einen gemein:
{haftlichen Punft fiir beibe Linten, b. h. bdie Gerade ift eine Tangente besd
Rreifes.  Fiw 12 (a2 4 1) << b? werben x und y imagindr, d. §. beidbe Linien
treffen einanber gar nidht.

Der Kreid y2 4 x?=1 witd von der Geraben y=x) 8 — V' 8 in den
beiden Puntten (1,00 und (Y2, — 2 ) 3) gejdnittenn, von der Geraden y=xV s
—2V s in dem Punfte (Y2, — % Y 8) beriihrt, und von der Geraden y =x 42
gar nidt erreicht,

§ 61. Gin Kreid it duvd) feine Mittelpunttdgleichung
x2 4 y2=r? gegeben; man joll 1) die Gleihung der Secante,
eldye Den Kreid in den gegebenen Punften M (x/, y/) und P (x, y*)
fdmeidet, und  2) Ddie Gleihung der Tangente fiiv den Punkt
M (x/, y*) finden.
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Die GL der durd) (x, y') und (x, y*) ge- s 4Y
henben Geraden ift (2 43) »
¥ y‘=§l:§ﬂ (X P Xl) (l) X T
r A X
Die Gleidung x* + y*==1? giebt fitr diefe Punite pW
(2) x42+y12____r2 unb Xu2+y112____r'z (3) S K

Subtrahirt man (3) von (2), fo ift
(xﬂl_xuz) + (y/'!__yn'z)zo pher (X/+ Xll) (X/_Xl/)+(y/+yu) (yl__yll ___0/
y, iz y,, o x’ _{< x'
aIfD TR "'W.
Diefes in (1) fubftituirt, giebt al8 Gleihung der Secante
$- xl + xll
-yl + -yll
2) Denft man fich) die Secante Ss um den Puntt M gedreht, 63 P mit

M zujammenfalt, fo wird Ss jur Tangente Tt, und vie G, (4) giebt, ba jeft
X' =X, y' =y ift, sur Gleidung der Tangente

6 y—y=— ;
wo (6) badurd) entfteht, daf aus (5) folgt xx’ + yy' = x* + y? mnd
X"+ y?=r*ift. Der Goefficient — %’ ift die trigon., Tangente ded bon
Tt mit der Abfciffenare gebilbeten Winteld T, und wird pofitiv, wenn ent:
foeber X’ oder y’ negativ ift.

y-y= (x - x) (4

(x — x') ober XX'+4 yy'=1r? 6)

g 62. Um den Durdpfdhnittspuntt T der Tangente mit der Abfciffen-
age gu finben, fege man in (5) oder (6) y==0, fo ijt

r?
X =;=AT‘

§ 63. Fiir da3 Stiid MT der Tangente von ifhrem Berithrungs-
punfte (X, y*) bi8 zum Punfte (;-,, 0) hres Durdhjchnitted mit der Abfeiffen-
are hat man (3 49) dben Yusdruct

V(§ — x’)2+ y'? ober %l/(r‘2 —_ x”).2+ x?y% und da in (2)

F-xt=y it MT = i—j-‘/y’g + x2, alfo

/

W A
MT =X,
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Cine Secante, welde einen Kreid, deffen Rabdiusd 1 ijt, in den beiden Puntten
x/=0,3826834, y'=09238794 und x“=1, y“=0 jdnetdet, Hhat die Gleidung
y = — 14966058 x + 1,4966057. Cine Tangente, welde denjelben Kreid in dem erften
Bunfte berithrt, hat die Gl y = — 0,0414213 x + 1,0823922, und {dneidet von der
Abjciffenage ein Stitc gleid) 2,613126 ab, wihrend ihre Linge wijden beiden Treffungs-
puntten 2,4142133 betrigt.

§ 64 Man foll Ddie Coordinaten de8 Beriihrungspunttes
eined gegebenen Kreife8 x? 4 y2=r? mit einer Tangente finden,
telche von einem auferhald des Kreifed gegebenen Punfte (a, b) an
denfelben gejogen twird.

Wenn x', y’ die Coordinaten bed Vevithrungdpunttes begeichnen, fo ift
(2 61, 6) bie Gl ber Tangente yy’ + Xx’=r".. (1), Weil nun bdie Tan-
gente burd) (a, b) und der Kreid dburd) (x'y’) geht, jo hat man

@ by! + ax’' =1 mp x4 yi—r2 3)
Wirh jebt der aud (2) Hergeleitete Werth von y’* in (3) gefelt, und ausd der
paburd) erhaltenen GI. x' beftimmt, und bavauf ber gefunbene Ausbrud fiir x’
in (2) fubjtituirt, fo finbet man
e ar®+brfa?+b*—r* | br*Farfaif0i—1"

vy a? 4 b* £ g a* 4 b? :
o dag Doppelte Vorgeichen immer auf jwei Berithrungdpuntte fithut,

Die aud dem Puufte (2,0) an den Kreid8 vom Radiusd 1 gezogene Tangente
bevithrt denjelben im Puntte (Y2, Y1) oder im Punfte ("2, —) %}

2 65, ufgaben itber die Gleichung der Kreisdlinie.

1) Die @Iei%lqlng De3 Kreifes zu finden und zu conjtruiven, defjen Radius
gleidh 6 ijt, und defjen Mittelpuntt die Coordinaten (2, —5) hat.

2) Die Gleidungen x* 4 y* — 2x + 4y = 20 und 4x* 4 4y* — 2x 4
24y -+ 80 = 0 zu conftruiren.

3) Cin Kreid geht burdé den nfangdpuntt der Coordinaten und jdhneidet von
per Abjeiffen- und Ordinatenage die Stitde — 1 und — /3 ab; man joll ben Kreid mit
$ilfe feiner Gleihung conftruiven.

4) @3 find drei Punfte (1, 1), (— 1, 1), (I, — 1) in einem rvechtw. Ayen-
Lt)ftem gegeben, deffen Anfangspuntt in Bezug auf ein andered red)tw. Shitem bdie Coor-

inaten (— J/2,0) hat, wdahrend die beiden Abjcijjenayen einen Wintel von 45° bilden
man foll die Kreislinie, tweldhe durc) die gegebemen Punfte geht, durd) eine Gleichung
fiiv Dad giweite Syjtem ausbdriicen und conjtruiven.

5) Man foll die Lage ded Rreifes x* 4 y*=1 zu den bdrei gevaden Linien
y=—x, y=—x—V2 y—2 analytijd) beftintmen 1nnd geometrijhy nadwetjen.
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6) Weldje gemeinjdhaftlichen Punfte hat der Kreid x* + y* = 1 mit den geraben
i1 b4 /
Qinien 1,4966057 + x=1und y — x.tg 157° 80’ 4 1,08239222

7) Die BVafis -eines Dreieds fei gleid) /2 und der Winfel an der Spife ent-
Balte 45°; man joll die Rage der Spipe bejtimmen.

8 Ueber einer Linie gleich) 5 Fup ein Dreied u bejhreiben, deffen beide an-
bern Geiten bas Verhiltnify 2: 3 Haben.

9) Die Gleidhung fitr die gemeinjdhaftliche Secante weter Rreije x?+4 y? = r?
und (x — a)? + (y — b)? = r'* zu finden.

Die Parabel.

2 66. Die Parabel ift eine Frumme Linie von folder Bes
fhaffenheit, bafy jeder ihrer Puntte von einer gegebenen geraben
Linte und von einem gegebenen Puntfte gleid) weit entfernt ift.

(Fig. § 68). Jft olfo F ber gegebene Punft und LI die gegebene
Gerabe, fo fiegt ber Punft P in der Pavabel, wenn FP bder auf LL‘ fent-
rechten Linie PM gleid) ijt.

Der gegebene Punft F heifit der Brennpuntt (Focus), die Linie
LL’ bdie Leit- ober Richtlinie (Directrir), und jebe von dem Brennpuntte
an bdie Parabel gezogene Gerabe FP ein Leitftrahl ober Radiusd vector.
Gine durc) den BVrennpunft F' fenfredht auf bdie Reitlinie gezogene und itber den
Prennpuntt hinausd verlingerte Gerabe BX heift die Are, und ihr Durd-
fdnittdpuntt A mit ber Parabel, welder nach dem Begriffe diefer Linie von
bem Brennpunfte und der Leitlinie gleid) weit entfernt ift, der Sdheitel der
Porabel. Jebe der Are parallele Gerade wird ein Durdymeffer, und ihe
Durdhfchnittdpunft mit der Parabel der Sdjeitel bdeffelben genannt, Jebe
gerade Linie, weldje zwei beliebige Punfte der Parabel mit einanbder verbinbdet,
heifpt eine Sefhne berfelben.

¢ 67. Die burd) ben Vrennpuntt F gehende, auf ber Are fentredhte
Sehne CD witd ber Pavameter der Parabel genannt, und gewdhnlid) durd
p begeichnet. Der Pavameter ift fitr die Pavabel gany daffelbe, waz etwa bder
Radiug fiir ben Kreid ift. Je grofer der Pavameter ift, bdefto jhneller ent-
fernen fid) bie Deiden Bieige Der Parabel von der ye.

Bieht man and C und D Sentredhte auf LL!, {o iff CF=CE=FB
=DG = DF, undb AB=AF, folglif AB=AF =14CD, b. h. bie
Leitlinie fowol al8 ber Brennpuntt ift von dem Sdeitel um Ya
oed Parameterd, alfo der Brennpunft von ber Leitlinie um ben
halben Parameter entfernt.
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§ 68, Die Parabel ju befdhreiben, tenn der BVrennpuntt
F und die Leitlinie LL' gegeben find.

¥ 1) Man ziehe durd) F auf LI/ eine Senfredhte
P / BX, und Hhalbire BF in A, fo erhdlt man die Are AX
> und den Scheitel A ber Parabel. Durd) einen beliebigen
< Punft Q ber Aye ervidhte man auf biefelbe ecine Sent-
7/ rechte, befdhreibe mit BQ aug F einen Kreid, welder jene
'"' Senfredite in P und p {chneidet, fo find P und p zwei
Puntte bder Parabel. Denn jzieht man PM und pm
fenfrecht auf LI, fo ift

FP=Fp=BQ=PM=pm. Je mehr Punfte man auf
diefe Weife Deftimmt, befto genauer (At fich durd) diefel-
ben die Parabel jiehen.

2) Durd) die ftetige Bewegung eined Puntted
it eine Parabel Dbefdhriedbén, wenn ein rvechtwintliger
Wintelhafen mit dem einen Schentel DE an ber Leitlinie
hingleitet, wdhrend ein Faden, bon ber Linge ded andern
Sdentetd DC mit dem einen Gnde im Brennpunite F,
und mit bem anbern in C befeftigt, mitteld eined [ing3
pem Sdenfel DC fortgefithrten Beichenitifted ftetd ftvaff
gehalten wird, Die bon bem Stifte befdyriebene Linie ijt
eine Parabel, weil jeber Puntt derfelben, 3. B. P, offen-
bar bon ber Leitlinie und von bem Brennpunfte gleidh
weit abfteht. Jur Befdyreibung ded untern Jweiged muf
man den Winfelhafen umlegen.

§ 69. (Jig. § 68). Die Gleidhyung der Pavabel zu finden,
enn die Are AX gur Abjciffenage und der Scheitel A jum Anfang
der Coordinaten genommen toird.

Die Goordinaten einesd befliebigen Punfted P der Parabel feien AQ=x,
PQ =1y, ber Parameter CD = p; algbann ift (§ 67)

FP=BQ=AQ + AB=x + Yip, FQ =AQ—AF=x —/ap, und weil
PQ? =FP? — FQ? ober y2 = (X + Yap)? — (x — Yap)?, fo ift
¥!=pxober y = Jpx.

Sn biefer @Y. find x, y bevdnberliche Grbfien, wdhrend p fitr alle Punfte der
Parabel denfelben Werth behalt, und immer ald pofitiv zu betrachten ift.

2 70. (Jig. § 68). Aud der Gl y — 4+ px, mwelde zeigt, daf
die Parabel eine Linie Der ziweiten Ordbnung ift, laffen fid) die Cigenjdhaften
per Parabel ableiten.

1) Fitr jeben negativen Werth von X wird y imagindr. Die Pa-
rabel Tiegt bafher nur auf einer Seite der durd) den Sdheitel A
gehenden Ordinatenaye,
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f 2) §iiv x=10 ift aud) y=o0. Fiir jede pofitive Abfciffe giebt bdie
Gleihung immer jwei gleiche, aber entgegengefelte Ordinaten, die mit den Ab-
feifien wachfen und mit bdiefen unendlidh grof werden, denn filr X = oo wird
aud) y=+oc. Die Parabel geht alfo vom Scheitel an ju beiden
Seiten der Axe vi1lig auf einerlei Weife in’8 nendlide fort, und
fann, aufler im Sdeitel, die Are nidht fdneidven, indem fie fich viel-
mehr immer weiter auf beiben Seiten von bderfelben entfernt. Jebe Selhne,
weldye auf dber Are fentredt fteht, wird von diefer halbirt.

3) Bebeuten x, y und x’, y’ die Coordinaten jweier beliebigen Punfte
ber Parabel, fo ift y? = px und y* = px,, mithin y:y?=x2x’, b B. die
Quabrate der Ordinaten verhalten fid) wie die ugehbrigen Ab-
feiffen. Da alfo bie Ordinaten wie die Quabratwurgeln ber Abfeiffen und
mithin immer weniger sunchmen, je grofer leltere werden, fo biegen fich bie
Sdjenfel der Rarabel bejtindig gegen bdie Are, und ndbhern fich unaufhbrlidy
bem %graﬂeﬁémué mit bdiefer, ifre hohle Seite allenthalben ber Are 3u-
wendend,

4) Aud y* =px folgt Xx:y —=y:p, b. §. die Ordinate eined
beliecbigen Punttes ift die mittlere Proportionale zmwifden ber
gugehdrigen Abfciffe und bem Parameter, oder der Parameter ift
bie dbritte ftetige Proportionale zur Abfciffe und Orvinate eines
jedben Puntted der Parabel,

5) Der Rabdbiug vector v=PF irgend eined Puntted P
ber Parabel ift immer der um /s bed Parameterd p vermehrten
Abfciffe diefed Puntted gleid). Denn aus v'=PQ*+ FQ*=
PQ'+ (AQ — AF)* =y’ + (x — Yap)® = px + (x ~ Yap)* folgt
Yy=X t_ '/aDp:

6) Fiir die Abfciffe AF = '/ap giebt die GL bder Parabel alz DOrs
binate CF == '/ap, b. b. bie burd) den Brennpunft gehende Orbdis
nate ift bem halben Pavameter gleid.

§ 71. (Pig. § 68). Die Gleidhung der Parabel ju finden,
tenn die Aye AX gur Abfeiffenage und der Brennpuntt F jum An-
fang der Coordinaten genommen twird.

Fitr einen beliebigen Punft P feien die Ordinaten FQ —=x, PQ =1y.
Segt man fiir den Scheitel A ald Unfang ber Coordinaten AQ=x’, fo ift
X' =Yap + X (2 67), und mweil y® = px’, fo ift

Y:i=p (x + "/ap).

§ 72. Die Parabel ju conftruiven, deren Parameter p = AB
gegeben ift.
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Die BVerldngerung von BA nehme man
afd Aze und A al3 den Scheitel ber Pavabel an,
ervichte burch Deliebige Punfte Q, Q' .. der Axe
fentrechte Linien, bejdhreibe iiber BQ, BQ'... ald
Durdymefiern ﬁrelfe, meIc[)e bie burd) A auf dbie

X ge erridytete Sentredyte in C, C* .., ¢, ¢
fdhneiden, unbd jiehe bdurh btefe SBunfte pataﬂe[
sur Aze Linien, weldye die buxct) Q, Q’... gezo-
genen Senfredhten in P, P’..., p, p’. . fdyneiden
werben ;  fo find bie fetern Punfte fammthcb
Puntte ber Parabel. Denn begeihnet man eine

ber Senfrechten, 3. B. PQ mit y, unbd bdie jugehibvige Abjciffe AQ mit x,

fo hat man, weil AC*= AB . AQ ijt, y®=px, weldjes die GI. der Pa-
vabel ift. Die Beidhnung der Pavabel wird defto genauer ausdfallen, je mehr

Punfte man auf die befchriebene Weife gefunden Hhat.

§ 73. (TFig. § 74). Gine Tangente der Parabel ift im Allge-
meinen eine gerabe Linie, mwelde mit diefer nur einen Punft, den Verit}h-
rung8puntt, gemein hat, fonjt gang auferhald der Pavabel liegt. — JIng-
befonderd feifr dbagd Stitd PT der Tangente vom Berithrungdpunfte Hid ur
Aze die Tangente, ferner dad zwijdjen ihr und der Ordinate eingefdhlofjene
Stiid TQ bdie Subtangente, o iie bdie im Berithrungdpuntte auf bie
Tangente fenfredyt i3 zur Wre gezogene Gerade PN bdie Normale, endlid)
bag 3wifdhen biefer und der Orbinate liegende Stiid NQ ber Are die Sub-
normafe, — alle biefe Linien in BVejug auf den Punft P der Pavabel ge-
nommen,

§ 74. Die Gleidung der Tagente Tt zu finden, mweldye
durdy cinen gegebenen Punft P (x4 y) einer duvd) ihre Gleichung
y2 = px Dbeftimmten Pavabel hindurdygeht.

Die GL. der durd) P und nod) einen zweiten
Punft M (X, y*) bder Parabel gehenden Gevaden

it (§ 43)
: fne "m-r) (1)
Da P und M in der Parabel y*==px liegen, o ift audh
(2)  yP=px' umd y“r=—=px” (3).
Subtrahivt man (3) von (2) und fegt y2 —y?=(y' + y) (y' -y,

fo it ;:—:i—:: = ﬁt_)-ym. Diefed in (1) gefest, giebt ald G1. der Secante Ss
y~y—5+y,@—X) (4)

Lift man jegt durd) Drehung der Secante um P den Punft M mit P zufam-
menfallen, fo wirh y“==y’, und bdie Gl. (4) giebt ald8 Gleicdhung der Tan-
gente Tt
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¢) y-y'=75( x}oryy'=8 (x+x) ©)

o (6) dabdurd) entjteht, baf man (5) mit y’ multiplicict und dann y*2 = px’ feist.

§ 75. (Fig. § 74). Man foll die Tangente, Subtangente,
Novmale und Subnormale fiiv einen gegebenen Punft P (x', y') der
Pavabel beftimmen.

1) Man febe in ¢ 74, (6), um bdie Abfciffe des Durchfehnittzpunttes
T ber Tangente mit ber Abfciffenaye 3u erhalten, y=o, fo erhalt man x =—x/,
affo, wenn PQ 1 AX ift, AT = AQ, und daher TQ=2. AQ, oder

Subtangente TQ = 2x/,
b. h. bie Subtangente eines Punttes it immer der doppelten AbH-
feiffe beffelben gleich.

2) @iir bie Tangente PT giebt dasd rechtm. Dreied PQT
PT?*=TQ*+ PQ* = 4x'? + y"?=4x'? 4 px’' =x' (4x' + p), alfo

Tangente PT = Vx' (4x' + p).
Da PT* = x'(4x' 4 p) = 4x'(X' + '/ap) und X' -4 Yap ber Rabdiusd vector
bed Verithrungdpunftes P ift (§ 70, 5), fo ijt die Tangente eined Punt-

ted bie mittlere Proportionale zwifdhen bder vierfacdhen Abfciffe
und bem Radiusd vector beffelben Punftes,

3) Fiir die Subnormale NQ folgt aus dem recdhtin. Dreied TPN
TQ:PQ =PQ: NQ ober 2x':y'=y': NQ, aljo

i Be px’ 1
Subnormale NQ= 3 = ;- = Yap.

Die Subnormale ift alfo immer bem halben Parameter gleid) und
daher eine Deftindige Grife.

4) Gndlid) it PN>=PQ? 4+ NQ2 =y’ + "/ap® = px’ + Yap?
=p (X' + Yap), alfo
Normale PN =Vp & + Yap),
b. h. bie Mormale eined Punftes ift immer die mittlere Propor-

tionale zwifdhen dem Parameter und dem Rabiug vector deffelben
Punites.

§ 76. (Fig. § 77). Duvch einen gegebenen Punft P der
Parabel eine Tangente an diefelbe fu 3ichen.

Man nehme auf der riidwdrts verlingerten Axe das Stitd AT gleid)
ber Abjciffe AQ bdes Punftes P, und jziehe durd) T und P die Gerade Tt,
fo ift diefe die verlangte Tangente, da in Folge bder Gonftruction die Sub-
tangente TQ = 2AQ ift (§ 75, 1).
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8 77. 1) 68 ift AF = Yap (3 67) und AT =

p AQ=x, folgli) TF =x+ Yap = FP (§ 70, 5),

B mithin * FPT=TFTP, b. §. der Winfel, welden

per nad) einem beliebigen Punfte P der Parabel

gezogene Radiusd vector mit der Tangente Tt

X beffelben Puntted bilvet, ift gleid) dem Wintel,
pen pie Tangente mit der Uyxe einfchlieft.

2) Wirdb durd) P bdie Linie LB || AX gezogen, fo ift < L'PT =
FTP = FPT, b. §. bie Tangente Hhalbirt ben Wintel, ben eine
burd)y ben Berithrungdpuntt gur re pavallel gezogene Gerabe
mit bem Leitftrahl ded Berithrungdpunttesd bildet.

3) Hieraus ergiebt fich eine andere Yuflbjung der Aufgabe (§ 76),
purd) einen gegebenen Punft P dber Parabel eine Tangente zu
stehen. — Fallt man ndmlidh von P auf bie Leitlinie eine Senfrechte PL/,
sieht LF, und durd) beren Mitte C die Linie CP, wodburd) der Wintel L'PF
halbirt wird, fo ift CP bdie verlangte Tangente.

§ 73. Die Cigenjchaft der Rarabel, zufolge weldjer die Winfel BPt und FPT
%}eid) find, inbem jeber %Ieid) L/PT ijt, it der Grund, weBhald man den Punft F den
vennpuntt nennt. Dentt man fich ndmlich einen pavabolijden Hohljpiegel, weldher
entfteft, wenn jid) ber Bogen AP der Parabel wm die Are Herumdreht, jo iwerden alle
parallel mit der UAyxe auf die inneve Flade de3 Spiegeld fallenden Lichtjtrahlen von dem-
felben nad) dem Gejepe der Optif von der Gleid)heit des Einfalls- und Reflerionswintels
fo guviidgerworfen, dap fie fich in bem Puntte F berveinigen, wo eine folde Hibe entjteht,
baﬁ6 ein entziindbarer Gegenjtand wirflich) entziindet twird. Umgefehrt werden alle von
einem leuchtenden Punfte in F audgehenden Lchtitrahlen parallel mit der Aye zurviic-
geworfen, jo baf durd) einen parabolijden Spiegel, wie man ihn 3. B. auf Leucdytthiivmen
?ft antrifit, eine ftarfe Crleudhtung auf einen bejtimmien Gegenjtand geworfen werden
an.

§ 79. Durd) einen auferhalb der Parabel gegebenen Puntt
P eine Tangente an die Pavabel u ziehen.

Man befdreibe aud P mit PF al3
M T/ Rabiug einen RKreid, welder die Leitlinie in
{ |56 M und m f{dneidet, ziehe aud M und m jwei
N ) Rarallele mit der Are, welde die Parabel in
i T und t {dhneiben, und verbinbe P mit T

w4 und t, fo ift PT fowol al8 Pt bdie verfangte

& W Tangente, weil wegen Gleidhheit aller Seiten
Oy ;. X basd AN TPM2TRE; «aljs <c MTP=FTP

it (§ 77, 2) und ebenjo bdie Gleichheit de
Winfel mtP und FtP nadygewicfen werden fann. ;

§ 80. Den Abjdnitt ACE der Pavabel ju berecdynen, tel-
der bon der Axe und von einem Bogen nebjt der Ordinate feines
GEndpunftes begranst oird.
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Man iehe aud A die AF | AE, aus C die CF_L AF, ferner
aus einem andern Punfte B des Bogens AC bdie BD | AE und BG | AF,
endlid) die Sefne BC. Sept man AE=x, CE=y, AD=1x/, BD =y,
fo it

X il yn

Trapyy BE= (y-+y) . 255, ober weil ¢ 69) x=2", x' = L

by B i A ) o uf & SO denr N
Trape; BE = (y + y). " e - . e Ferner
4 A, L s Dpgee BB py b ¥
Trape; CG = x4+x). wpr alfo 8G- 115 5 pilmH KO
Dentt man fid) nun die Punfte B und C unendlich nahe an .
einander, fo geht y4y’ in 2y, und x 4 x’ in 2x itber, und ¥ i
pann ijt G

o B o e i
o T R alfo BE=2, CG. i

Betradhtet man die gangen innern und duffern Riume ACE - D P

undb AFC al8 aud einer fehr grofen Anzahl folder Trapege Deftehend, {0
folgt, baf ACE boppelt fo grof ift, ald AFC, alfo daf

ACE = %/s Redited AE . CE = */5 xy.

§ 81. @8 ift die Seite a eine8 Wiirfeld gegeben; man
foll die Seite de8 doppelt fo grofen Wiirfeld durd) Conftruction
finden.

Man ziehe bie Linien AQ und AR auf einander fenfredht, und Be-
fdreibe mit A al8 Sdeitel, AQ als Are, 2a al8 Parameter eine Parabel
ABP, fo wie mit A af8 Sdeitel, AR al38 Are und a ald8 Parameter eine
Parabel ACP. Jft nun P bder Durdyjchnittdpuntt beider R
Parabeln, und ieht man aug P auf AQ und AR jwei L
Senfredhte, fo it B

PR =AQ=x, AR=PQ=y.

Nad) der Natur ber Parabel (§ 70, 4) ift ’
PQ?=2a.AQ ober y> = 2a.x A= 0
PR?*=a.AR ober x2=a.y, i

folgliy x* =a? y* = a?. 2ax, ober x% = 2a?,
mithin ift AQ bie gefudhte Seite des Wirfels.

Diefesd im Alterthum beriihmte Problem tird gewdhnlich bad Delif de ge-
nannt, teil dag Ovafel 3u Delog bet Gelegenteit einer Peft befohlen Haben foll, den
Altar des Apollo, der ein Wiirfel war, n?ne Berdnderung feiner Geftalt zu verdoppeln.
Durd) die blofse Clementargeometrie laht jich die Aufgabe nicht (bfen.
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Die Gllipfe

2 82. Die Cllipfe ift eine frumme Linie von folder Be-
{daffenheit, baf bie Summe der Entfernungen PF und Pf eines
jeben ihrer Punfte P von zwei gegebenen Puntften F und f un-
perdnbderlid ift.

(Fig. § 83.) Die beiden gegebenen feften Punfte F und f Heifen
pie Brennpunfte, Jedbe von einem bder Vrennpunfte an bdie Ellipfe ge-
gogene Gerade FP ober fP ioird ein Leitftrahl oder Radiusd vector ge-
nannt.  Die durd) die Brennpunfte gezogene, auf beiben Seiten von der Ellipfe
begrangte Geradbe AB ird bdie grofe Are ober Hauptare, ihre Mitte C
ber Mittelpuntt, und bie duvd) den Mittelpuntt auf die grofe Are fenfrecht ge-
sogene, auf beiben Seiten von der Ellipfe begrdngte, Gevabe DE bie fleine
Are ober Mebenaye bver Gllipfe genannt. Die Punfte A und B fHeifen
bie Scheitel ber grofen, bdagegeu D und E bdie Scheitel ber fleinen Age.
Jede durd) den Mittelpuntt gejogene, auf Deiden Seiten von ber Ellipfe
begrangte Gerade heipt ein Durchmefjer; ihre Durdfchnittdpunite mit bder
Gllipfe werden bdie Sdjeitel bdeflelben genannt. Der Abftand der Brenn=
puntte vom Mittelpuntte, CF oder Cf, wird die Greentricitdt genannt,
und gewdhnlid)y mit e Dbegeidhnet. Die duvd) einen ber Vrennpunite fenfrecht
sur Hauptage gezogene Sehne GH bder Gllipfe heifgt der Parameter derfelben,
Man pilegt benfelben durd) p zu bezeichnen.

§ 83. Aus der Crflavung der Gllipfe ergeben
fidg mehre Folgerungen:

1) 63 ift AF 4+ Af=BF -+ Bf, ober, wenn
man Ff von beiben Seiten wegnimmt, 2AF = 2Bf,
folglih AF =Bf, b. §. die Sdeitel der grofen
Ayxe find von den Dbeiden VBrennpunften gleid
weit entfernt.

2) Da AC=BC, fo it CF=Cf, b. 5. dber Mittelpunft fer
Glfipfe fteht von den VBrennpuntten gleid) weit ab, und die Ent-
fernung der beiben Brennpunfte von einander ift daher gleidh der
boppelten Gyeentricitat, alfo gleich 2e.

3) Bezeidhnet man die Summe ber Entfernungen eined jeben Puntted
per Gllipje von ben Vrennpunften mit 2a, fo ift AF + Af=2a, und weil
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AF = Bf, fo ift aup AB=2a, b. §. bie Summe bder Deidben Leit-
frrahfen eines jeben Punttesd ift ber Hauptare der Gllipfe gleid,

4) Da A DCF 2DCf, affo DF = Df ift, und weil DF 4 Df
= AB, aljo DF ober Df gleidy '/eAB ift, fo folgt, baf jeber per beiden
Sdeitel ber fleinen Aye von den Bremnpunften um die Halbe
grofe Axe entfernt ift. Audy ergiebt fid) hievaus, baf die Fleine Agye
bon ber groflen Hhalbirt wivd.

5) ©elt man bie halbe grofe Are AC=a, alfo aud) DF = a,
ferner bie halbe fleine Are CD="D, und bdie Gycentricitit CF =e, fo ift
b* = a®— e® und e —a® — b*, fo baf alfo die fleine und bie grofe Ane
und bdie Gyeentricitdt fi) gegenfeitig beftimmen,

§ 84. (Fig. § 83). Die Gllipfe 3u befhreiben, wenn die
grofe Are AB, und die Brennpuntte ¥, £ gegeben find,

1) Man nehme auf AB zwifden F und t einen befiebigen Punft Q
an, befdhreibe aud F mit AQ, und davauf aus f mit BQ jwei RKreife, fo ijt
ihr Durdhfdynittspuntt ein Punft der Gllipfe, weil die Summe feiner Gntfer-
nungen von ben BVrennpunften gleid) AB ift (§ 83, 3). Je mehr Punfte
man auf biefe Weife beftimmt, befto genauer iRt fich die Gllipfe Defdyreiben,
Wenn Q einer der Brennpunite ift, 3. V. F', fo ift ber Perithrungdpunft A
ber Rreife ein Punft der Gllipfe. Ndhme man aber Q jwifhen A und F,
ober wifdgen B und f an, fo iwiiden fid) die Kreife nicht {chneiden, alfo
feinen Punft der Ellipje geben.

2) Man befeftige in den Vrennpunften F und f die beiden Gnden
eined Fadend, bdeflen Linge gleih AB ift. Wenn man nun einen Beidynen-
ftift , ber ben Faben immer gefpannt erhdlt, um die Brennpuntte Herumfiihrt,
fo bejdreibt er eine Glipje, da die Summe der beiden Abjtanbe eined jeden
burd) ben Stift begeichneten Punftes von den Brennpuntten gleid)y AB ift.

S 85. (Fig. § 83). Die Gleichung der Cllipfe u finden,
wenn die Hauptage AB gur Abjciffenage, und der Wittelpunft C um
Anfang der Coordinaten genommen wird.

Die Coorbinaten eines beliebigen Puntte8 P ber Gllipfe feien CQ =x,
PQ =1y et man bdie grofe Are AB = 2a, bie Heine Are DE — 2b,
bie Gycentricitit CF — Cf=e, fo it FQ =e + x, fQ = e — x, FP s
fP = 2a, und bdie rechtw. Dreiede FPQ und fPQ geben

FP =Yy i e+ 0% P = V¥ F (e —x)5, alfo ift
Vy*+ (e + x% + Vy*+ (e — x,2 = 2a, ober
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V¥ + (e—x)° = 2a—)y® + (e + x)?, und quabrirt

aVy?+ (e + x)* = a® 4 ex, und abermald quabdrirt
a‘lyﬂ + (a"l —d e:) X'Z — aQ (ag T ev.’)'
Da aber a? — e? = b2 ift (2 83, 5), fo hat man
aty?+4 b2x*=a’b*® ober%: -+ %; =1
ald Mittelpunttdgleidhung der Ellipfe.

§ 86. (Fig. § 83). Aud der eben gefunbenen Gleidhung, weldye
seigt, dafp die Gllipfe eine Linie ber zweiten Ordbnung ift, folgt

2 b2 e 2 b (] 2
Yo —X ober y = + | a* — X%

Hierausd laffen fidh die Cigenfdaften ber Ellipfe ableiten.

1) Seit man x = + a, fo it y=o0. Die Ellipfe jdneidet
alfo bie grofe Axe zwei Mal (in den Punften A und B), unbd ift
eine in fid) felbft uriidfaufende frumme Linie.

2) §itr x > -+ a wird y imagindr, b. §. die Gllipfe liegt gany
3m£id;en swei durd) A und B auf dbie groffe Aze ervidteten Seni-
red)ten,

3) Da bie Gl y =+ %‘va2 — X2 zu jeber Abfciffe zivei einanber

gleidge, aber entgegengefete Ordinaten giebt, und y feinen Werth nidht dnbdert,
penn man — X fiir x fet, fo folgt, dbap die Gllipfe bon jeder der
beiven Uren in zwei congruente Theile getheilt wird.

4) Gept man x gleid) der Gyeentricitdt, alfo x2=e? —=a* — b?
(§ 83, 5), fo erhilt man die in einem der Brennpunfte ervichtete Ordinate

y =%; folglid) ift ber Pavameter p = %:—2. Dafiir (At fid) aud) {dyreiben

p::%’i; ober 2a:2b=2b:p, b. §, der Parameter ift die dritte Pros
portionale 3u ber grofen und fleinen Age,

5) Wenn man in ber Gl a’y* 4 b2x* =a®b* feht a=Db, woraus
folgt, baff a® — b2 —e? = o ift, fo erhdlt man die Gl x* + y* =a* eined
Rreifes, beflen Rabdiug a ift (§ 55). Der Kreid fann affo als eine
GIllipfe betradtet werdben, beren beide Aren gleid find, ober
perven Grcentvicitdt Null ift.

Denft man fih die Cyeentricitit e einer Gllipfe immer Fleiner
werben, fo ndbern fid) aud) bie Dbeiben DBectoren eined Punfted immer
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mehr, fo bafy, wenn e = o wird, die Punfte F und f in C, fo wie bie Bec-
toren in eine gerade Linie, mweldhe gleidy a ift, zufammenfallen. Sn diefem
Falle it die Gntfernung eines jeben Puntted der Ellipfe von ihrem IMittel-
bunfte gleiy a, und die Glipfe alfo ein Kreis, beflen Radiug bdie grofe oder
fleine Halbage ift.

¢ 87. VBefdyreibt man aus dem Mittelpuntte C einer Ellipfe mit der
halben grofen Are AC =a cinen RKreid, wund conftvuivt ju einer beliebigen
Adfciffe CQ = x bie gebbrigen Ordinaten PQ=y undb P'‘Q=1y" beider
Curoen, fo geben bie Gleidhungen der Cllipfe (2 86) und bes RKreifes (3 55)

¥ - %Vaz —x? y= Va,2 — x2%, alfo

Y:y=Db:a==2b:2a,
b. §. bie gu gleidher ABfciffe gehbrigen Ordina- A
ten der Gllipfe und ded um ihre grofe Age be-

fdriebenen Kreifes verfhalten fid), wie die Fleine
Aze zur grofen.

Dieraus ergiebt fid) folgender Sak: Wenn alle Ordinaten
eined Rreifed (oder einer €llipfe) in bemfelben Berhaltniffe
getheilt mwerben, o Yiegen bie Theilpunite wieder in einer
Cllipfe,

§ 88. (Fig. § 87). Gine Gllipfe 3u befdyreiben, twenn die
beiden Azen AB und DE gegeben find.

Man Defdyreibe {ther AB al3 Durdymefler einen Kreid, und theile
beliebig viele Ordinaten P'Q, p'g... biejes Rreifes in dem Berhiltnifie
CF: CD, fo liegen alle fo erhaltenen Theilpuntte P, p... in der gefudyten
Cllipfe (2 87), welde fih befto genauer befdyreiben 14Ft, je mehr Punfte auf
biefe Weife beftimmt worden find.

¢ 89. (Fig. § 87). Fiir die Deiden beliebigen Punfte P (x, y)
und p (x', y) ver Gllipfe giebt bdie Gleidung bder feftern (§ 86)

b el —:—, a? — x2) und y2 = % (a.2 - x’“), affo ift
yiy?t=(a®—x%:(a? - x)=@+x)(a—x):(a+x) (& —x’), ober
¥ :y?=AQ.BQ:Aq.Bq
b. . Bei jeber Gllipfe verfhalten fid) die Quabdrate ber Ordinaten,

wie bie Redytedfe aus den Abfdnitten, in welde bdie grofe Are
burd) bie Orbdinaten getheilt wird.

4
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§ 90. (Fig. § 83). Diec Gleihung der Cllipfe s finden,
wenn die Hauptage AB ur Abjeiffenare und der Scheitel A gum
Anfang der Coordinaten genommen toird.

Bei der Herleitung der Mittelpunttdgleichung (§ 85) wurde die Ab-
feiffe CQ eines beliebigen Punftes P gleich x gefept. Fiir die jebt ju finbenbe
Sdeitelgleihung begeidmet aber x die Abfeiffe AQ beflelben Puntted, wih-
rend bie Ordinate PQ =y ungedndert bleibt., Weil nun CQ = AQ — AC
ift, fo braudt man nur AQ — AC, b. h. x — a fiir CQ ==X in die Mittel-

punftagleihung y? = —:; a? — x“) au feken, todurd) man erhalt

. 2 g 9b? 2 2
y2=—§—2— (2ax—-x9) == % X —};— : »xa~.
Da aber ber Parameter p —= 2—:1 ift, (§ 86, 4), fo ift

ger _ px?
Yi=px— S

§ 91. Wenn in der eben gefundenen Gf. a immer grdfer wird, |

fodfrend X abnimmt oder wenigftend nicht wicht, fo ndbert fich biefelbe immer
mehr der G ber Parabel y* = px (§ 69). Die Geftalt der Ellipfe
ndfhert fidh) alfo in der Nihe ihrer Sdheitel defto mehr der Geftalt
ber Parabel, je grifer die grofe Axe ift

3 92. (Fig. § 93). Die Venennungen Tangente, Subtangente, Not-
male und Subnormale gelten fitr die Glipfe im gleidhen Sinne, ivie fitr bdie
Parabel (§ 73). Jft Tt eine Tangente im Punfte P, ferner PN J Tt, und

PQ 1 AB, fo heift PT bdie Tangente, TQ die Subtangente, PN bie

?Etot;naIe, und NQ bdie Subnormale in Bejug auf den Punft P der
[ipfe.

§ 93, Die Gleidung der Tangente Tt zu finden, tvelche
burd) einen gegebenen Puntt P (x/, y*) einer duvch ihre Mittelpunkts-
gleihung a2y2 4 b2x2 = a?b? beftimmten Cllipfe hinduvchgeht.

Die Gf, der durd) P und einen ziveiten Punft M (x, y*/) gehenbden
®eraden ift (§ 43) y —y' = —}Z,I-___—y; (x s x‘) vee (1) DaP und M

X
in ber Glipfe Yiegen, fo ift aud) (2)... a?y’? + b>x‘? = a®bh?, und
adyl’s - DIx8 =—=a2bt s, . UB)

Subtrahivt man (3) von (2), fo erhdlt man
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g il 51T B gl : ‘ M-t
Fo g T (e y,—TYTI. @IEfe@ mn (1)
gefelt, giebt bie Gleidhung der Secante Ss s
PR S X

R e . i S G
y—yl= a“’y'-}-y”'(x x)...(4)
Lt man jest durd) Drehung der Secante den Puntt M mit P aufammens
fallen, woburd) X = x’ und y” =y’ wirb, fo ergiebt fidh aus (4)

S
R R

y—y =— %;—: (x—x’) ober a®yy’ 4 b*xx’=a%y’* -} b?x'?,
folglic), mit Ridficht auf (2), ald Gleidhung der Tangente Tt
a’yy’ + b2xx’'— a?bh? (5)

§ 94. (%Fig. § 93). Man foll die Tangente, Subtangente,
RNovmale und Subnovmale fir einen gegebenen Puntt P (x', y') der
Cllipje beftimmen.

1) Geft man in g 93, (5), um die Abfcifie ves Durchjdhnitt@punttes
T ber Tangente mit der Abfciffenaye ju erhalten, y = o, fo findet man

x=;+f. Da nun CT =x, CO =x/, alfo TQ =x — X/, {o ift

Subtangente TQ = az;xm
2) 63 ift PT*=PQ2+ TQe=y"* 4+ @ =X wny weil (2 86)

2 /
y'r = %;(aﬂ e xln)’ affo (3,'2 e Xﬂz) = a;)y“ , fo Hat man
4,74 i/
PTe=y + 3 = v (b*xe +aty2), lf
Sangente PT — bf;, ‘/b“x’2 + aty'e,

3) 68 it TQ: PQ—=PQ:NQ ober *—X" .y y/:NQ,

xl
: y'e . .. b2 :
folglic NQ=%,, und weil (3 86) y'* = a—,(a?—x’“), fo ift
Subnormale NQ = b;f .

£) Gubligy it PN*—=PQ2 4 NQu—y'a 4 VX200 05" o,

Mormale PN = %Vajy” -+ bix'e,
40
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§ 95, (Fig. § 93). Die Subtangente TQ = a.;x ift bon ber
fleinen Are b unabhingig. Alle iiber AB al3 Hauptare mit belie-
bigen fleinen Azen Defdhriebenen Gllipfen (und felbft der Kreid
ald Gllipfe mit zmwei gleidhen Uren) Haben alfo fitr Punfte bon
einerfet Abfciffe aud) einerfei Subtangente, folglidh) fdhneidben
fidh dbie Tangenten biefer Punfte alle in demfelben Puntte ber
perldngerten Hauptage.

§ 96. Durd) einen gegebenen Punkt P der Gllipfe eine
Tangente an diefelbe gu ziehen.

1) (Fig. $ 93). Man bHefdhreibe {iber der Hauptare AB al3 Durd)-
meffer einen Kreid, ziehe die Ordinate PQ bded gegebenen Punfted, und ver-
lingeve Diefelbe, bi3 fie ben Kreid in einem Punfte [dneidet, den mwir und
purd) K Degeichnet denfen. Bieht man nun durd) K an ben Kreid eine Tan-
gente, weldye bie Hauptare der Cllipfe in T fdyneiden mag, fo ift PT bdie ge-
judhte Tangente ber Glipfe (§ 95).

2) Man jiehe bie Vectoren FP und fP
1 perlingere FP dtber P hinaud, und Hhalbire bden
s, N < fPN bwd) PT, fo ift PT bdie gefudhte Tan-
‘ gente. Denn fhdtte PT aufer P nod) einen 3wei-
5% o fen Punft R mit der Gllipfe gemein, {o nehme
F I f B man PN = Pf, und jiehe RF, Rf, RN. Da
< . TPf—="TPN, .alln aud).<r fPR = NPR,, fo
it AfPRXNPR, alfo Rf=RN. eil aber P und R in bder Gllipfe
liegen, fo ift (§ 82) PF + Pf = RF - Rf, ober FN = RF + RN, mwa3
unmbglid) ift, fo daff alfo PT aufer P feinen Punft mit der Ellipfe gemein
Haben fann.

§ 97. Aud ber Conftruction der Tangente (§ 96, 2) ergiebt fid,
baff X {PT (= NPT) = FPR ift, daff alfo die Tangente mit den
nad) bem VWerithrungspunite gezogenen Vectoren gleide Win-
fel bifbet.

Qn einem elliptijhen Getodlbe oder einem elliptijchen  Hohlfpiegel twerden
baber alle pon dem einen Vremmpunfte audgehenden Sdhall-, Lidht- und Warmejtrahlen
fo guritdgetworfen, daf fie fich iﬁmmt[id) in bem anbern Brennpunfte wieder vereinigen,
worin die BVenennung der Puntte F und £ ald Brennpunite ihren Grund Hat.

§ 98. (Rig. § 96). Durd) einen auferhalb der Elipfe ge-
gebenen Punft M eine Tangente an diefelbe u ziehen.
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Man befdyreibe aus M mit Mf, und aus F mit AB zwei Rreife,
und berbinve ihren Durdyidynittspuntt N mit F, fo ift der Puntt P, wo NF
bie Gllipfe fdneidet, ber gefudhte Vevithrungspunft, und pbaher MP bie ver-
langte Tangente. Denn weil NF = AB = FP + fP, {o ift fP = NP,
und weil Mf = MN, fo ift A\ fPM == NPM, alfo < fPM = NPM, folg-
lih MP eine Tangente § 96,2). Da fih die aus8 M und F befdhriebenen
Kreife aufer N' nod) in einem zweiten Puntte fdyneiven, o Yaffen fih von jebem
Puntte auBerhald der Gllipfe zwei Tangenten an bdiefelbe sehen,

§ 99. (Fig. § 87). Den Flacheninbalt einer Cllipfe zu be-
rechnen, deren Agen, AB = 2a, DE = 2b, gegeben find.

Wenn iiber der grofen Are AB ald8 Durdhmefler ein Kreid befchriehen
ift, fo berhalten fid) (§ 87) bie su gleicdher Abjciffe CQ gehbrenden Ordinaten
PQ und P‘Q der Gllipfe und bes RKreifed mwie b :a. Werben zwei Abjcifien
CQ und Cq unenbdlich wenig bon einander verfd)ieden, alfo bie entfprechenden
Orbinaten unendlid) nahe an einanber genommen, fo Taffen fidh bdie Fldchen-
tiume Pq und P’q al8 Redytedte anfehen, ielde fidh mwegen gleicher Grund-
finte, wie ihre Hihen PQ und P'Q, alfo aud) wie b :a verhalten, Stellt
man fih nun ben Fladenraum (E) der Ellipfe und den Flidhenraum (K) ded
Rreifed aud einer unenbdliden Menge foldper fleiner, einander entfprechender
Rechtecte beftehend vor, fo wird ficd) aud) die Summe aller Rechtece der Ellipfe
3u ber bed RKreifed verhalten, wie b:a, b. h. e8 wirh fein BE: K=D:a,

aipo B = - K. Da aber befanntliy K — a*x, fo ift E = abx, b. .

ber Flddheninhalt einer Gllipfe ift gleidh bem Probdbucte ifhrer
beidben Halbagen, multiplicirt mit der Sah! =

Bedeutet r die mittlere Proportionale zwifden a und b, fo ift r2=ab.
alfo E=r%z, b b ber Fladjeninhalt einer Ellipfe ift gleich) der
Fladye eined Kreifed, deffen Radbiug die mittlere Proportionale
swifden ifhre beidben Halbayxen ift
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Die Hoyperbel

2 100, Die Hyperbel ift eine frumme Linie von folder
Befdaffenheit, daf der Unterfdhied der Guntfernungen Pf— PF
eined jeben ihrer Punfte P von jwei gegebenen Punften f und F
unverdnderlid) ift.

Die Hyperbel befteht aud zwei von ein-
(K anber getrennten Bweigen, bdie aber immer ald
i Theile einer eingigen Ffrummen Linie zu be-
tradjten find. Die beiden feften Punfte f und
fi 1 F Deifen die Brennpuntfte, Jebe von einem

NG fl 4 per Brennpuntte an die Hyperbel gezogene Gerabde,

A FQQ fP ober FP witd ein Leitftrahl oder Ra-
biug vector genannt. Jieht man durc) bdie
. beiden Vrennpunfte eine gevadbe Linie, {o wird
berjenige Theil bderfelben, mwelcher zwifdhen ben
Peiben Durdjdhnittdpunfren A und B mit ber
Hyperbel Yiegt, die grofe Wre ober Hauptare, und ihre Mitte C bder
Mittelpuntt ver Hyperbel genannt. Die Punfte A und B find bdie Sdheitel
ber grofien re. Jebe durd) bden Mittelpuntt gezogene, auf Dbeidben Seiten
pon ber Hyperbel Hegringte gevade Linie heift ein Durdymeffer; ihre Durch-
{hnittdpunfte mit der Hyperbel Heifen bdie Scheitel deflelben. Die Entfer:
nung ded Mittelpuntted bon jebem Dbder beiden Brennpunfte wird die Eycen-
tricitdt genmannt, unbd immer mit e Degeichnet. Die durd) einen der Brenn-
puntte fenfrecht auf die Hauptare gezogene Sehne GH bder Hyperbel Heifpt der
Parameter derfelben, und wird immer durd) p vorgeftellt,

§ 101. (Fig. 2 100). Aud dem Vegrifie der Hyperbel ergeben fich
mehre Folgerungen:

1) 63 ift Af — AF=BF — Bf und mwenn man von beidben Seiten
AB wegnimmt, Bf — AF = AF — Bf, ober 2Bf= 2AF, aljo AF = Bf,
b. h. die Sdheitel ber groflen Are find von bden Brennpunften
gleich) weit entfernt,

2) Hieraud folgt, daf der Mittelpuntt C von den VBrenn-
punften glefd) weit abfteht, fo dbaf alfo die Entfernung der Vrenn-
punfie bon elwanbder der doppelten Gyreentricitit 2e gleid ift
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3) Begeihnet man Dden Unterfhied bder Entfernungen eined jeben
Puntted der Hyperbel bon den Bremnpunften mit 2a, o it Af— AF = 2a,
und weil AF = Bf, {o it AB==2a, b. §. der Unter{dyied ber Reit-
ftrahlen eined jeben Puntted ber Hyperbel ift der Hauptare bers
felben gleid.

4) Da fP — FP = 2a, in dem /\ fPF aber fP — FP < Ff
ift, fo ift 2a << Ff, b, §. die Hauptare der Hypevbel ift immer Fleiner
al8 bie boppelte Gyreentricitdt,

2 102. WBei der Gllipfe (§ 83, 5) fteht die fleine Are in einer ol
den Beztehung ur Hauptaye und zur Greentricitdt, bdaff a® — e* =Db* ift.
Obfdon bie Hyperbel eigentlih nur eine Are Hat, fo febt man aud) Hier
e? — a2 =Db? oder e?=a? -+ b? und nennt b bie fleine Halbare, obder
2b die Fleine Aye der Hyperbel, wodurd), iwie wir fpdter fehen werben, eine
groe Uebereinftimmung in ber Vetradhtung bder Hyperbel mit der Ellipfe herbeis
gefithrt fird, '

1m bie Heine Halbare b = J/e? — a? darzuftellen, erridhte man (Fig.
2 100) durd) pen Mittelpunft C auf die grofe Axe eine Senfrechte und durd-
fdneide biefe aud einem der Scheitel A mit CF =-e al8 Radiugd in zwei
Quntten D und B, o it CD = OE = }e? — a® = b, folglid) DE bdie
fleine Age.

§ 103. (Rig. § 100). Die Hyperbel ju befchreiben, wenn die
grofe Aye AB, und die Vrennpuntte F, f gegeben find.

, 1) Man nehme auf der verldngerten grofen e redhtd3 von F oder
{intd von t einen beliebigen Punft Q' an, befdhreibe aud f mit BQ', und
parauf aus F mit AQ’ 3wei Kreife, fo ift jeder ihrer beiben Durchfhnittapuntte,
3 B. P, ein Punft der Hyperbel, mweil der Unterfdhied feiner Entfernungen
pon den Brennpunften gleich AB ift. Uuf bdiefe Weife laflen fid) beliebig
piele Puntte der Hyperbel finden. Befdhreidt man aus F mit BQ’, und bdarauf
aus f mit AQ’ 3wei RKreife, fo giebt ihr Durdjdnittspuntt p einen Punft
bed andbern Bweige2 der Hyperbel. MNimmt man Q' in einem der Vrennpunite
F felbft an, o berithren fich die Kreife A und B. Fitr Punfte zwifdyen beiden
Brennpunften itrden fich die Kreife nicht mehr trefen, alfo aud) feinen Puntt
ber Hyperbel geben,

2) Dad eine Gnbde eined Lineald, bdeffen Kante fK vorjtelle, fei um
pen Brennpuntt £ beweglid), wihrend das eine Eude eined Fadend, weldyer
um AB Hivger ald bad Lineal fK ift, in dem Bremnpunfte K, bad anbdere
Gnde aber an dem Lineal in K befeftigt ift. IWird bad Lineal aufwdrtd ober
abwdrtd bewegt, indem man den Faden mittels eined Beichnenftftes immer
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gefpannt an dad Lineal andritdt, o befchreibt der an dem RLineal fortgleitende
Stift die Halfte eined Jweiged bder Hyperbel, ba ber Unterf)ied bder Entfer-
nungen eined jeden durch) bden Stift begeidyneten Punfted P von ben Brenn-
punften gleich AB ift. Die andere Halfte des vedhten Jweiged wird auf bdie-
felbe Weife befdyrieben, und den linfen Fweig der Hyperbel erhdlt man, wenn
man bag Lineal um F Dewegt.

§ 104. (Fig. § 100). Die Gleichung der Hyperbel zu finden,
wenn die Hauptaye AB Fur Abjciffenage, und der Wittelpunft C um
Anfang der Coordinaten genommen tird.

Die Coordinaten eined beliebigen Puntted P der Hyperbel feien CQ =x,
PQ =1y et man die grofie ye AB = 2a, die fleine Halbare = b, bie
Gyeentricitit CF = Cf=e, fo it fQ =x + ¢, FQ =x—e¢, fP — FP
= 2a, und die rechtw. Dreiede fPQ und FPQ geben

fP =Yy + &+ e FP= )y + (x — e)", alfo ift (3100)
Vy'+ &+ e — Vy+ & - e = 2a, ober

Vyt+ x+e)'=2a+Vy® + (x — e)?, und quadrirt
aly* + (x — e)® — ex — a?% und abermal8 quabrirt

aﬂyﬂ e (elz brims a:) XQ —_— a‘l (e‘l s a"!)'
Da aber e? — a® = b2 ift (3 102), o Hhat man
ary —bix = —a’h? gher . Y =1
Y i obe PR R

ald Mittelpunttdgleidhung der Hyperbel.

§ 105. (Fig. § 100). Aus dber GI. a’y® -— b2%x® = — a®h?, welde
seigt, bafy bie Hyperbel eine Linie ber jweiten Ordnung ift, folgt

b2 b
Y=y (x2 4 a“) ober y = =+ —;‘/x‘z — at,

Hievaus Yaffen fih die Cigenfdhaften der Hyperbel ableiten,

1) Unter der GI. ber Hyperbel find beide Bweige derfelben enthalten,
inbem fitr pofitive x Dber ecine Zweig, und fiir negative x bder anbere Biweig
erhalten ioird. WBeide Jweige hat man daher ald Theile einer einzigen Curve
3u Detvachten.

2) Fir X < -+ a with y imagindr, Die Hyperbel fiegt alfo
gang auferhaldb zmweier durd) A und B auf die grofe Are errvich-
teten Sentredten,
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3) Get man x==+a, fo if y=o0, b. . bie Hyperbel fhnei-
bet bie Hauptare zwei Mal in den Punften A und B.

4) Die Gleihung der Hyperbel zeigt, daf zu jeder Abfeiffe zwei
gleidje, aber entgegengefefte Ordinaten gehbren, und mweil der Werth ven y
fi) nidht dnbdert, wenn man — x ftatt x felt, fo find die Orbinaten in gleidhen
Abftinden vom Mittelpuntte einander gleid). Da ferner ber abfolute Werth
bon y mit dem abfoluten Werthe von x fortwdhrend widit, fo erfennt man,
baf fid) jedber ber beiben Bweige der Hyperbel bon dber Are auf
beiben Seiten vb{lig auf einerlei Weife ohne Enbe immer mehr
entfernt, und bie beiben Zweige einanber congruent find.

5) ©et man x gleid) ber Gyeentricitit, alfo x*=e?=a" + b®
(§ 102), fo erhdlt man bie bdurd) einen ber Brennpunfte gehendbe Orbinate
y=bT; folglich) ift der Parameter p == %, alfo aud p=%)d— ober 2a:2b
=2b:p, b. h. ber Parameter ift die dritte Proportionale ju ber
grofen und fleinen Axe.

6) Wenn man in der GL a’y® — b2x® = — a?h" feht a=Db, fo
erhdlt man y> =x* - a* a3 Gleidung einer gleidhfeitigen Hyperbel, d. h.
einer foldjen, beren beide Aren einanber gleid) find. Die aleichfeitige Hyperbel
ift unter ben Hyperbeln daffelbe, wad der Kreid unter dben Ellipfen ift.

§ 106. (Fig. § 1000, Denft man fih iiber berfelben Hauptaye

AB = 2a 3wei Hyperbeln von verfdhiedenen Fleinen Aven b und b’ befdyrieben,
und zu einer befiebigen Abfciffe CQ = x bdie gugehirigen Ordinaten y und y’
beider Hyperbeln conftruirt, fo ift

= % x? — a? und y’=-]%—‘/x2 — a? alfo

yiy=Db:b'=2b: 20,
b. §. die 3u gleicher Abfciffe gehdrigen Ordinaten zweier, mit der-
felben Hauptare, aber mit verfdhiedenen Mebenagen, befdriebenen
Hyperbeln verhalten fid) wie die Nebenaren.

Hieraud ergiebt fich folgender Sal: Theilt man alle Ordinaten
einer Hyperbel in bemfelben Verfhdltniffe, fo fiegen die Theil-
punfte wieder in einer Hnperbel.

§ 107. (Fig. § 100). Fiir bie beiden Dbeliebigen Punite P (x, y)
und P (%, y) dber Hyperbel giebt bie GI. der letern (2 105)

yi= %:- (x* — a¥) b y? = % (x? — a%), aljo it

yiyt=(x*—a?):(x?— at)=(x 4 a) (x —a): (X' + a) (x'—a) ober

l = S R S = .,..a-,-!;:v:r--‘-i‘l!
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3ty i=="R0 A0 RO, ALY,
b. h. beijeder Hyperbel verhalten {id) die Quabrate der Orbinaten,
wie die Redhtede ausd den Entfernungen der Orbinaten von den
beiben Sdeiteln A und B,

§ 108. (Fig. § 100). Die Gleihung der Hyperbel 3u finden,
wenn die Hauptaze AB jur Abjciffenage und der Scheitel A zum
Anfang Der Coordinaten genommen twird,

Um bie gefudhte Scheitelgleidung su evbhalten, braud)t man nur
X - a ftatt x in die Mittelpuntidgleiung y? = % (x2 —a® 3u jubftitui-
ren, woburd) man erfhdlt

b2 2 2
y =2 (2ax 4 x) =22 g B X

g
und joeil ber Parameter p ——-2%2 ift (§ 105, 5), fo ift

px?

I
Y. PR e

2 109. Aus der eben gefundenen GI. geht Hervor, daf, je fleiner x
und je grifer a ift, defto fleiner % wird, bdaff alfo die GI. fi) unter biefer
Borausdfehung immer mehr der Gl. y® == px der Pavabel ndihert. Die Ge-
ftalt eined jeben Zweigesd der Hyperbel in der Nihe des Sheitel’d

nifert fid) alfo defto mehr der Geftalt einer Parabel, je grifer
bie Hauptage ber Hyperbel angenommen witrd.

2 110. (Pig. § 112). Jft Tt eine Tangente im BVerithrungdpuntte
P, ferner PQ 1. AN, und PN | Tt, fo heifit PT bdie Tangente, TQ
bie Subtangente, PN die Wormale, NQ die Subnormale — in Bejug
auf ben Punft P der Hyperbel,

§ 111. Die Gleihung der Tangente u finden, weldhe durd
einen gegebenen Punft (x', y*) einer durd) ihre Mittelpunttdgleidyung
a?y? — b2%x2 = — a2b? beftimmten Hyperbel hindurchgeht.

e die Hyperbel 1dft fich die GL der Tangente auf diefelbe Weife
finden , ivie fiiv die Cllipfe (§ 93). Ginfacher ift aber folgender Weg. Die
&1, der Hyperbel zeigt eine auffallende Mebereinftimmung mit der Gl a’y? 4
bx® = a®b? der Gllipfe (§ 85), fo daf, wenn man in diefe b ) — 1 ftatt
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b, oder — b? ftatt b? fest, die GI. der Hyperbel erfdheint, Nun fanben wir
(2 93, 5) al3 Gl der Tangente der Ellipfe a’yy’ 4 b?xx’ = a’h? unbd wird
in diefelbe — b* fitr b® gefest, fo erhalten iir af8 GI. ber Tangente ber

Hyperbel
alyy' — bixx’ = — a’b?

§ 112. Die Tangente, Subtangente, Normale und Sub-
normale fiiv einen gegebenen Punft P (x, y*) dev Hyperbel zu be-
ftimmen.

Die G der Tangente (3 111) giebt fiir y =0 bie Abjciffe de3
Durdfdnittdpunttes T der Tangente Tt mit der Abfciffenaze, ndmlid) CT =
o 5;1,; und weil TQ = x' — x, fo ijt

s RS

Subtangente TQ = Sl

xl

Yuf diefelbe Weife wie bei ber Cllipfe (2 94)
findet man aud) DHier

Sangente BT = —E%,—Vb“x’“‘+ %8 bl

b2x’

Subnormale NQ = —-—

1 B ———
Notmale PN = P oA Va‘y“+b4x’9'

§ 113, (Fig. § 112). Die Subtangente TQ = x”;a’ ift bon

per Heinen Are unabhingig  Alle itber AB al8 Hauptare mit belie-
bigen fleinen Aren Defdhriebenen Hyperbeln Hhaben alfo fitr
Puntte von einerlei Abfciffe aud) einerlei Subtangente, folglid
fdhneidben fidhy die Tangenten bdiefer Punfte alle in bemfelben
Punfte dber Hauptare.

§ 114. (Fig. § 112). Durch einen gegebenen Punft P der
$Hyperbel eine Tangente an Ddiefelbe ju 3ichen.

1) Begeichnet man die Abfeiffe CQ bed Punktes P mit x, fo ift fitr
2.-g2 Ay

biefen Punft (2 112) die Subtangente = = xa -—=(x+a’;x 2 BQ'C'QAQ '
b. b. gleih) ber vierten Proportionafen zu der Abfeiffe und den Entfernungen
per Orbinate bed Beriihrungdpuntted von ben beiben Sceiteln ber Hyperbel.
Da alfo dbie Subtangente aus a und x leicht conftruirt werden fann, fo braudht
man nur ihren Gndpunft T, welder gugleid) ber Durdjdnittdpuntt der Tan-
gente mit ber Abjciffenare ift, mit P zu verbinden, um bie verfangte Tans
gente zu erhalten,
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2) Man ziehe die BVectoren Pf und PF, und Halbive den < FPf
purdy PT, fo ift PT bdie gefuchte Tangente. Denn hatte PT aufer P nod
einen zweiten Punft R mit der Hyperbel gemein, fo nehme man PO = PF,
unbd-sziehe RF, Rf, RQ. . Dar< TPF = TPO, .alip audy x FPR =WFK;
fo it A\ FPR 2 OPR, alfo RF = RO. Weif aber P und R in dber Hy-
perbel liegen, fo ift (2 100) Pf PF = Rf - RF, ober Pf - PO = Rf
— RO, b. §. Of=Rf - RO oder Of + RO = Rf, wasd unmiglid) it,
und ba fidy eben fo zeigen lagt, dbag PT aufer P feinen Punft mit dem an-
bern Biveige ber Hyperbel gemein hat, o ift PT eine Tangente ber Hyperbel,

§ 115, (Fig. § 112\ Berldngert man fP nad) D, jo ergiebt fich aus § 114

2, bah <r FPT = fPT= DPt ift. Sn einem BHyperbolijchen $Hoblipiegel veveinigen fic)
baf)et alle Sdjall-, Licht- ober Warmejtrahlen, welde von dem einen Brennpunfte f aus-
geben, obder aud) auf den Gpiegel jo auffallen, daf fie itber diefen hinaus verldngert
gedacht, dpurd) f g%en wiirden, twieder in dem anbern Brennpunfte F. Diefed Hat Ver-
anlafjung zu der Venennung %rennpunfte gegeben,

§ 116. (Fig. § 112). Durdh) einen auferhalb der Hyper-
bel gegebenen Punft M eine Tangente an Ddiefelbe 3u 3iehen,

Man befdyreibe aud M mit MF, und aud f mit AB 3wei Rreife,
und verbinbe thren Durdhichnittdpuntt O mit £, fo ift der Punft P, wo fO
bie Hyperbel fdhneibet, der gefudyte BVerithrungdpuntt, und daher MP bie ver-
{angte Tangente. Denn weil {O = AB = fP — FP, {o it FP = OP,
und weilf MF = MO, fo ift /\ FPM = OPM, folglidy MP eine Tangente
(§ 114, 2). Da fid) die aus M und f befdriebenen Kreife aufer O nod) in
einem zweiten Punkte fneiden, fo laffen fid) von M zivei Tangenten an bdie
Hyperbel 3iehen.

§ 117, Unter einer Afymptote der Hyperbel verfteht man eine un-
begringte gerabe Rinie, welcher fich die Hyperbel immer mehr und mehr ndbert,
ohne jemald mit derfelben ufammengutreffen.

Man ervidhte durch A eine Senfredhte auf

- / bie grofie Are AB, fo baf AD == AE =D ift,
0 { und ziehe dburd) C und D, fowie burcf) C und B
f gerade Linien, iwelhe man fih in’s Unendlide
perfdngert borftelle.  Hieranf ziehe man bdurd
einen Deliebigen Punft Q ber Are bie Senfredhte
M, und Jege CQ =%, PO=y, QM =7,

fo it y2=2r(x* — a2), uno weif CA:AD

= CQ:QM, ober a:b=x:z, fo it z2==—

ober 22 = X Folgliey ift 22 — y* = "’x’

b*x"

-+ b’=D? ober (z+y) (z—y) -—b'2

//"’
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mithin z — y = zb’ it man nun die Abfeiffe x in’8 Unendlidhe wad-

fen, fo werden auc) z und y, afjo audh) z 4+ y in’s Unendlidhe wadpfen, folg-
2
fid) wird ber Brud) ?2—‘{’ beflen Bihler beftindig ijt, in’g Unendlide ab-

nehmen, fann aber nie Null werdben. Da mithin z — y, d. h. die Differens
swifdhen ben Ordinaten der Linie CM und ber Hyperbel fitr einerlei Abfcifje
penn X in’s Unendliche wddht, in’s Unendliche abnimmt, ofhne jemald Null
su mwerden, fo ift CM eine Ufymptote der Hyperbel, und weil diefed von CN
eben fo gilt, fo hat die Hyperbel zwet Afymyptoten, bdie fih nad) dbem angege-
benen Berfahren immer feidht finden laffen.

Der von ben Afymptoten eingefdlofene Winfel DCE tird ber Afpm-
ptotenmwinfel genannt. Bei ber gleidyfeitigen Hyperbel ift a =Db, ober
CA = AD, alfo &= ACD = ADC = 45°, folglid) < DCE == 90", alfo ber
Afymptotenivinfel ein red)ter.

§ 118. (Fia. § 117). Die Gleidhung der Hyverbel gu finden,
wenn man ihre beiden Afymptoten ald Coordinatenagen und den
Mittelpunft C al8 Anfang der Coordinaten annimmnt,

Die Gonftruction der Linien DE und MN fei wie in ¢ 117. Bon
einem befiebigen Punfte P der Hyperbel ziehe man PO || CN, unbd fehe feine
Goorbinaten CO=1x, PO =y. Da PO || CN und DE | MN, fo ijt

NP:CO =PM: OM = DE: CD unp MP: PO =DE:EC=DE:CD,

alfo aus beiden Proportionen: NP. MP: CO . PO = DE*: CD%. Jn § 117
war aber (z -+ y) 1z — y»=b?% b b (QM + PQ) (QM — PQ) = (QN
-+ PQ) MP —=NP.MP =Db?, undb weil DE=2b und CD*=CA*+
AD? = a? 4+ b? ift, fo Bat man b?:xy = 4b%:a% -4 b?, folgli al3
Afymptotengleidung der Hyperbel

xy = s (a® + b*)

2 119, (Fig. ¢ 117). Die Afymptotengleidung zeigt, dap das
Produft ausd jedber Abfciffe in bie sugehbrige Ordinate eine be-
jtinbige ®rbfe ift. Diefe beftindige Grbfe '/s (a* 4 b*) mnennt man bie
Potenz der Hyperbel. In einer gleichfeitigen Hyperbel ift die Poteny gleid)
Yarigab == taind,

Bieht man aud A bie Linie AG | CN, fo it DE : CE = AD:AG,
affo aud) DE? : CE? = AD?: AG? ober 4b®:a% 4 b?=Db : AG*. Man
at alfo AG? = Ya (a® + b?), und wenn AH || CM, fo ift eben fo AH?®
=1 (a® + b?). Das Quabdrat der ausd dem Sdeitel parallel
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mit einer Afymptote big sur andern Afymptote gezogenen Linie
ift alfo gleich ber Potensz dber Hyperbel. Fiir die gleidhjeitige Hyperbel
aeht dad Parallelogramm AGCH in ein Quabdrat itber, deflen Inhalt folglich
pie Poteny einer foldjen Hyperbel darftellt,

2 120. (Fig. § 117). Sdneidbet eine gerabe Linie KL bdie
Hyperbeldfte und die Afymyptoten, fo {ind die 3wei Stiide PK und
SL bderfelben zwifden den Afymptoten und den Hyperbeldften
einanbder gleid.

Man ziehe PO und ST den beiden Afymptoten pavallel, fo ift
PK:PO =KL:CL = 8K : CT, affo PK = "0 % Femer
SL:ST — KL : CK — PL: CO, afjo SL = —=:FL_ 4o

CO
PX_FO-SK .0, unb meil (2 119) CO.PO=CT. ST, fo ift

PK :SL = SK : PL, alfo aud) PK : SL =SK — PK: PL — 8L, b. i.
PK : SL = PS: P53, folglif PK = SL.

§ 120. (Pig. § 117). Cine Hyperbel 3u bejdyreiben, twenn
die beiden Afpmptoten und ein Punft P der Hyperbel gegeben find.

Man  3iehe durd) P jzivifhen den beiden Afymptoten eine beliebige
Gerabe LK, und nehme SL = PK, fo ift S ein zweiter Punft der Hyperbel
(2 120). Jndem man burc) P beliebig viele gerabe Linien jieht, fann man
auf biefe Weife beliebig biele Punfte der Hyperbel finben, und bdaher bdiefe
befchreiben.
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Bemerfungen iiber die Linien der jweiten
Ordnung.

§ 122, Qinien ber zweiten Orbnung find bder Kreid, bdie Parabel,
bie Glipfe und bdie Hyperbel, bda ihre Gleidhungen vom weiten Grade
find (2 42).

Conftruivt man itber einer gemeinfdhaftlichen %bfciﬁenage, pont bem=
felben Sdheitel aud und mit dem ndmlichen Parameter, bie Gleichungen ber

Parabel y* = px, der Ellipje y* = px — I%z, und ber Hyperbel y?* = px

-+ p%f, fo Daf fite die beiben leftern Linien bie Hauptaze 2a bie ndmlide ift,

fo hat offenbar fitr einerfei Abfciffe x die Gllipfe die Fleinfte, dbagegen die Hy-
perbel die grdfte Ordinate y, wdhrend bie Ordinate y der Parabel fid) wi-
{dpen Dbeiden befindet, wovaud folgt, dafy bie Parabel zwifden den beiden an-
bern Linien Yiegt, und zwav die Hyperbel bdaritber, bdie Ellipfe aber darunter
weggeht.

Wie jene Gleihungen ferner geigen, ift dad Quadrat der Ordinate
eined befiebigen Puntted bei der Parabel gleic) bem Redpted aud dem Para-

meter und der Wbfciffe jened Punftez, bei ber Ellipfe um 1-%2 fleiner, und bei

ber Hyperbel um p—;; grbfer af3 diefes Rechted. Hievausd erfldven fid) bdie

Namen jener bret Linien, indem dasd Wort Pavabel auf eine Gleid)heit,
Gllipfe auf einen Mangel, Hyperbel auf einen Weberfdhuf hindeutet.

Seht man o = g, fo bridt die GL y* = px + qx* die Hyperbel,
Parabel und Gllipfe zugleidh) aud, je naddem bie GrdBe q pofitiv, Null ober
negativ ift.

§ 123. Die Linten der iweiten Ordnung entftehen aud), wenn man
einen geradben ober fdjiefen Regel durd) eine Ebene auf eine gewiffe Art fdnet-
bet, fo baf ndmlich die Linie, in welder die RKegelfliche von ber Ebene ge-
fdnitten ird, eine bon jemen Linien bdarftellt. Ausd diefem Grunde werden
per Rreid, bie Parabel, die Gllipfe und bdie Hyperbel aud) Kegelfdhnitte
genannt, und war indbefonderd mit diefem Namen bdie brei lehtern Linien
begeidynet.

Die Stereometrie Yehrt, daf ber Durd)fdnitt eined Kegeld durd) eine
feiner Grundflide parallele Gbene jebderzeit einen Kreid giebt. Hier foll ge-
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seigt erben, mwie die Parabel, die Gllipfe und die Hyperbel auf dhnliche
Weife entjtehen, mwobei wir der Ginfachheit wegen nur ven geraden Kegel bes
tradyten wollen, indem fic) diefelben Betrachtungen alddann fehr leiht aud) auf
ben {dyiefen Kegel werden anmwenbden lafjen,

§ 124, @3 fei FSE eine bdurd) bie Are bed
Regeld gelegte, alfo auf der Bafiz deffelben fenfrecht fte-
hende Gbene. Durd) einen Deliebigen Punft A ber
Seite SKF be3 RKegeld ziehe man eine der anbern Seite
SE parallefe Rinte AQ, und fege burd) biefelbe eine
auf der Gbene FSE fenfrefte Gbene, fo ift ber Durch-
{dnitt MAP berfelben mit ber Regelfldche eine Parabel.
Man durd)jdneive die Ebene MAP an einer beliebigen
Stelle durd) eine ber Grundflidhe bed RKegeld parallele
Ghene CMDP, welde demnad) ein Kreid ift, auf weldhem bdie Gbene FSE
fenfredyt fteht, unb sieche AB | CD.  Der Durdhfdhnitt MP bder beiben auf
per Gbene FSE fenfredhten Gbenen MAP und CMDP ijt auf ber Gbene
FSE, affo aud) auf ben in bdiefer Gbene Yiegenden Geraden AQ und CD
fenfredt, folglich hat man

0Q:PQ=PQ:DQ ober PQ* = CQ.DQ = CQ . AB.

Da aber SB ober SA: AB=AQ:0Q, affo 0Q = 2242 o ip

AB.AQ.AB__AB:
e iy W

und wenn man AQ =x, PQ =y, %}; =7p f{ekt, o ift y* = px,
weldher Augdrud mit der frither gefunbenen GL der Parabel itbereinftimmt.

2 125, Sdneidet man bden Kegel mit einer auf ber Gbene FSE,
welde durd) die e ded Kegeld gelegt ift, fenfrechten Gbene auf folde Weife,
bafy bie beidben Seiten FS und ES bed Kegeld gejdynitten werden, o ift der
Sdnitt MAPE eine Gllipfe. Man benfe fi) ndmlic) die Gbene MAPE
purd) eine ber Grundfldde bed3 RKegeld parallele Gbene CMDP gefdynitten,
weldje folglich ein auf der Gbene FSE fenfrec)t jtehender Kveid ijt, unbd ziehe
AB || CD. Da nun, eben fo tie in 124, MP auf AE und CD fenfredyt

fteht, fo Hat man

CQ:PQ=PQ:DQ ober PQ*= CQ.DQ.
Da aber AE:FE =AQ:CQ, aljo CQ = e 3 FE, und
AE:AB = EQ:DQ, afjo DQ — AB- EQ, o ift

PQ? AQ.FE AB.EQ AB.FE AQ EQ
AL TR MY T

E Seft man AE = 2a, AQ=x, alfo EQ =23 — X,
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ferner PQ =y und A]Z‘EFE =D, fo erhdlt man die GI. Her Ellipfe

x(2a — x) Lopx?

8- i
e e s

§ 126. Denft man fi) die Linie BG, welde bie Regelfldcde be-
fdyreibt, von ber Spike S bes Regeld aus nad) beiben Seiten Hin gang unbe=
gringt, fo entftehen 3wei in S einanber entgegengefete Kegelfldgen. it nun
FESGH eine burd) die Arve pes Kegels gelegte, alfo auf deflen Grundfldche
jenfrechte Gbene, und fdyneivet man ven Kegel mit einer auf diefer Ghene fent-
redyten Gbene fo, baf beide Seiten SF und SG gefdnitten werden, fo ift der
Sdnitt eine Hyperbel, von welder der eine Biweig in ber Fldche des untern,
ber anbere in ber Fliche des obern Regels liegt, Man durd)jchneive den un=
tern: Kegel mit einer ber Grundildche befjelben parallelen Gbene CMDP, unbd
giche AB und KL parallel gu CD, fo ift, wie in § 124, MP auf AQ und
CD fenfredht, folglich

CQ: PQ = PQ : DQ ober PQ*—CQ: DQ.

Da aber AK:KL=4Q:0Q, affo 0Q =AL-KL
AK:KQ=AB:DQ, alfo DQ — 25K 1, i3
PQ? — AQ.KL AB.KQ__ AB-KL AQ.KQ

T R ST R T
Set man AK =2a, AQ =x, alfp KQ=2a + x, fer-
ner PQ =y und AZ‘I:(L =P, {o ethdlt man bie G per

2 2
Evperbel y2 —p . XEED_py y px,

§ 127. Aus 23 124, 125, 126 geht folgende Bemerfung BHervor:
Wenn (Fig. § 124) die Durchichnittslinie AQ ber beiben Gbenen FSE und
MAP mit der einen Seite FS pes Kegeld einen Winfel FAQ Dbifbet, weldjer
gleid) ift bem Winfel ASB an ber Spie, fo entjteht eine Parabel. Sft
bagegen (Fig. ¢ 125) < FAQ > ASB, fo entfteht eine Glfipfe, oder falld
AQ || FE ift, ein freis. Wenn endlic) (Fig. ¢ 126) <x FAQ < ASB i,
{o entjteht eine Hyperbel,
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§ 128. Aufgaben.

1) Wenn ein fpier Winfel w (Fig. § 51) eined rvedhiw. Dreiectd gegeben ift,
bi[e‘ é)inie'@atbete (AB) fo u beftimmen, baﬁg bag Dreied einem gegebenen Quadrate b?
gleich fei.

2) Man joll durd) einen gegebenen Punft eine Gerade ziehen, welde et
parallele Linien fo jdneidet, daf das zwijden lepteren liegende Stiick eine vorgejdhrie-
bene Grofe Habe.

3) Durd) einen gegebenen Punft (x’, y’) eine gerade Linie fo i giehen, daf
die burd) fie abgejdynittenen Stiicte der Coordinatenaren ein Rechted gletch eimem gege-
benen Quabrate b? bejtimmen.

4) Wenn bdie Gleidhungen der Schentel eined Winfels gegeben find, bdie Glei
dung der Geraden ju finden, welche jenen Wintel Halbirt.

5) Weldjen Winfel bilben die beiden Geraden y = x —2 und y=mx + 3
mit einanber, und welden Werth muf der Coefficient m Haben, wenn jener Winfel a)
90° und b) 60° betragen joll?

6) Der Abjtand a ziveier Punfte A und B ijt gegeben; man foll einen dritten
Runtt P von jolher Qage finben, dafy, twenn er mit A und B verbunbden mird, bdie
Diffeeny der Quadrate diefer BVerbindungslinien einem gegebenen Duabdrate b? gleid) fei,
alfo AP?*—BP!=D»"

7) Man foll auf dem einen Schenfel eined gegebenen Winfeld den Punft be-
ftimmen, weldjer von dem andern Schenfel einen gegebenen Abftand Hat.

8) Gine gerabe Linie jdhneidet von der Abjcifjenaze ein Stiif —1 ab, und
bilbet mit der pofitiven Ordinatenage in einem Punfte M einen Winfel pon 135°. Wenn
nun auf threm in der zweiten Negion liegenden Theil ztvei Punfte N und P eine joldhe
Lage haben, daf NM = /2, und PM = }/8 ijt, welche Coordinaten haben bdiefe Puntte?

9) Man foll jeigen, daf die drei gevaden Linien y =2x+ 3, y=38x 44,
y =4x 4 5 cinen gemeinjdhajtlichen Durchjchnittdpuntt Haben.

10 Man verjudje die Gleihung y '8 = sin 30° (52355_,— V3) auf eine
8
sur Conjtruction der gerabden Linie bequeme Form zu bringen. ;
11) €3 find zwei Qinien y =x 41 und y =2x - 2 gegeben; man foll in
ber Gleihung y = ax 4 3 den Werth von a jo Dbejtimmen, daf die hierdurd) ausge-
britte Linie durd) den Durchjdhnittdpuntt der beiden vorigen geht.

12) €3 it ein Winfel gegeben, und innerhalb defjelben ein Punft; man foll
einen Kreid bejdjreiben, der beide Schenfel berithrt und duvd) den Punft geht.

13) Der Abjtand 2a weier Punfte A und B ift gegeben; man joll den geom.
Ort eined dritten Punttes P von der Bejdjaffenfeit finden, daff, wenn er mit A und B
perbunden wird, die Summe der Quabdrate diefer BVerbindungslinien einem gegebenen
Quadrate b? gleid) jei, aljo AP*4 BP?*=:b*

14) Wenn ein Winfel und der aus einem, innerhalb defjelben liegenden, Puntte
Defchricbene Rreid gegeben find, einen Kveid zu bejdhreiben, welder den gegebenen Kreid
und beide Schentel de3 Winteld beritfrt.
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15) €3 foll analytijd) Detviefen twerden, daf der Winfel im Halbireife ein
Redyter ift.

16: Die Polargleidung der Rreidlinie ju finden.

17 Wenn von einer Parabel aufer der Qeitlinie a) eine Tangente und em
Puntt, oder b) zwei Punfte, oder ¢) der Parameter und ein Punft, odber d) eine Tan-
gen;ie gnb beven Berithrungspuntt gegeben jind, die Are und den Sdeitel der Parabel
3u finden.

18) Wenn dber Brennpuntt und zwet Punfte der Parabel gegeben {ind, bie
Parabel zu bejchreiben,

19) Der Brennpuntt und die Leitlinie einer Parabel find ge%eben; man joll
bon etnem Punfte der iiber den Scheite! Hinaus berldngerten Are eine Tangente an bdie
Parabel ziehen.

20) Man foll die Lingen der Tangente, Gubtangente, Normale und Sub-
normale eines Punttes, deffen Ordinate y — 11,625 ift, in einer Parabel berechnen, deren
Parameter p=23"Ys ift.

21) Weldje Ordinaten erhdlt man fiiv die Abjeifien 1, 3, 5 einer Parabel,
deren Parameter == 6,45 ijt?

22) Man foll den Flacheninhalt des Abjdhnittes beredhnen, twelcher von efuer
Abjciffe = 3 Fup, der ugehdrigen Ordinate, und dem Bogen einer Parabel begringt
toird, deren I y? = 3x gegeben ift.

23) Jn einer Parabel (Fig. § 72) verhalten fich die Abjeiffe AQ zur Orbi-
nate PQ wie 2 : 3. Man foll hieraus den Abjchnitt P’Ap’ berfelben Deftimmen, welder
von einer der Ordinate PQ parallelen Sehne = 12 Fufs begrdngt wird.

24) Wenn der Fladjeninhalt eines Parabeljegmients PAp (%Fig. § 72) 8
Quabdratzoll betrigt, defjen Sehne Pp die Are redytwinflig 8 Boll vom Scheitel A
fneidet, die Sefhne Pp zu berechnen.

25) Man jolf eine Cllipje bejdjreiben, a) wenn ihre Hauptare und eine Tan-
gente, b) twenn die Hauptare und ein ;ﬁunft der Cllipje, c) wenn die Brennpunfte nnd
eine Tangente, d) wenn bie Brennpunfte und ein Puntt der Cllipje gegeben jind.

26) Wenn die beiden ren einer Cllipje gegeben find, bdie Brennpunfte zu
beftimmen und bdie Cllipje zu bejchreiben.

27) €3 jollen fiir eine Gllipje, bderen beide Aren 16 und 11 Boll betragen,
bie Drbinaten bevedhnet werden, weldje zu den Abjcifjen x =0, 1, 2, 8 Boll ber Mittel-
punttsgleichung gehoren,

28) Ueber einer gegebenen, gemeinjdaftlichen Grundlinie eine beliebige An-
3abl von Dreiecten zu bejdreiben, deven beide anderen Geiten sufammen immer einer
gegebenen Rinie gleic) find.

29) Den Fladjeninhalt einer Ellipje su bevednen, deren Agen 6,08 und 3,99
Boll betragen.

30) FWenn bie beiden Aren einer Cllipje gegeben find, einen Kreis 3u finben,
welder der Cllipfe an Flacheninfalt gleich ift.

31) Bon einem Punfte der verlingerten Hauptare eine Zangente an bie
Ciipfe gu giehen.

32) Fiir eine Cllipfe. deren Aren 21,34 und 7,89 Jolf betragen, die Orbinaten
gu bevehnen, mweldje den Abjeiffen x =0, 1, 2, 3 Joll der Sdeitelgleichung entiprechen.
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33) Der Parameter einer Cllipje betrigt 4,62 und die Nebenare 6,73 Joll;
ie grof ijt die Hauptage ?

84) Jn einer Clfipje find bie beiden Bectoren eine3 Punfte3 240 und 368
Qinien {ang, und die Cyrcentricitdt betrdgt 0,0943 Linien; man_fjoll die grofie und bie
fleine Halbare beftimmen.

35) Gin Rreid und eine Elipje Haben gleichen Flacheninhalt = 684 Duadrat-
fufp, und die beiden Aren der Cllipje verhalten iid? wie 8:3. Wie grofy fiud die beiden
Agen der Cllipje und der Durchmefjer desd Kreifes ?

36) Bwijchen b n Scyenfeln eines rechten Winfeld L'LQ (Fig. § 77) bewegt
fidh ete gevade Linie jo, daf ihre Endpuntte F und L' an denfelben hingleiten, und
go glich dte Qinie FL’ anfangd mit dem Sdenfel LQ, zulept mit bem Sdjenfel LL’ zu-
ammenfdallt; man foll die frumme finie bejtimmen, iwelhe ein beftimmter in FL’ an-
genommener Puntt C bejdyreibt.

37} Man joll eine Hyperbel bejdyreiben, a) wenn ifhre beiden Aren, b) wenn
die Hauptare und ein Punft der Hyperbel, ¢) wenn die Brennpunfte und eine Tan-
gente, d) wenn der Mittelpuntt, eine Ajpmptote und jwei Punfte der Hyperbel, ¢) wenn
eine Afhmptote und drei Punfte der Hyperbel, ) wenn ein Vrennpuntt, eine Tangente
und eine Ajymptote gegeben find.

38) Fiir eine Hyperbel, deren Aren 16 und 10 Fufy betragen, die Ordinaten
3u i[uel:erf’[)nen, weldje den Abfciffen x=0, 6, 8, 10, 12 %u% ber Muttelpunttsgleichung
entjpredjen.

39) Welde Ordinaten entjprechen den Abjcijfjen x =0, 8%, 60%/s Fup der
Mittelpunttdgleihung einer gleichjeitigen Hyperbel, deven Aze 6,85 Fup betrdgt?

40) Ueber einer gemeinjdjaftlichen Grundlinie mehre Dreiecte zu bejdreiben,
beren 3twei anbere Seiten immer diejelbe vorgejcdhriebene Differens Haben.

41) Aus einem ‘Punfte Dder DHauptare eine Tangente an die Hyperbel
3 ziehen.

42) Die Hyperbel zu conjtruiven, a) twenn ifhre Potenz gegeben ift, b) wenn
die Ajymptoten und die Hauptare gegeben find.

43) Wie Heifien die usdbriide fiir die Tangente, Subtangente, Normale und
Gubnormale einer gleichjeitrgen Hyperbel?

44) Man verlangt die Vevednung der gu x =1, 2, 3 Joll gehorenden
Ordinaten der Scheitelgleichung fitr diejenige Hyperbel, in iwelcher die Axen 5,6 und 4,5
Boll betragen.

45) Wm eine gleidhieitige Hyperbel, deven Are = 9 gsuﬁ fein joll, zu con-
fteuiven, berechne man die ju den Abjeifjen x = 0, 4, 9'/s Fup gehorenden Ordinaten

Dorpat, 1879.
Deud von . Lookmonn's Bud- und Steindenderei.
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