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Vorwort.

Di vorliegende Schrift, welche die Elemente der analytischen
Geometrie in der Ebene enthält, ist bestimmt, als Leitfaden für den

ersten Unterricht dieses Lehrfaches in den oberen Klassen höherer Lehr—-

anstalten zu dienen. Eine stete Rücksicht auf diesen Zweck hat die

Betrachtungen mit Ausschluß alles dessen, was billiger Weise dem

akademischen Vortrage anheimfällt, auf das Nothwendigste und Wich—-

tigste in dem großen Gebiete der analytischen Geometrie beschränkt,

und das Streben des Verfassers hervorgerufen, Uebersichtlichkeit des

wissenschaftlich behandelten Gegenstandes mit der möglichsten Ein—-

fachheit und Evidenz der Darstellung und mit einer für den praktischen

Gebrauch bequemen äußern Einrichtung des Leitfadens zu vereinigen.
Den einzelnen Abschnitten sind zahlreiche Beispiele und Aufgaben
angefügt, welche die Anwendbarkeit der allgemeinen Gesetze nachweisen
und zu deren Einübung und Befestigung im Gedächtnisse dienen

sollen, zugleich aber dem Lehrer ein ausreichendes Material für einen

etwa beabsichtigten umfassenderen Unterricht darbieten werden. Die

meisten dieser Aufgaben sind so angelegt, daß zu ihrer Lösung eine

blos mechanische Substitution in die allgemeinen Formeln keineswegs

ausreicht, sondern eine vollständige, selbstbewußte Auffassung des theo—-

retischen Theils nothwendig wird, so daß ihr richtiges durch den
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Schüler gefundenes Resultat zugleich einen Beweis für dessen geisti-

ges Eindringen in die vorhergehenden analytischen Entwickelungen

abgeben dürfte. Gegen den bei der Beurtheilung dieser Schrift viel—-

leicht laut werdenden Wunsch nach einer Darstellung des Gegen—-
standes, welche von einem höhern Gesichtspunkte ausgehend unter

Anderem die Eigenschaften aller Kegelschnitte durch die Diseussion
der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades zwischen zwei Va—-

riabeln ableitet, sei bemerkt, daß überall die eigentliche Aufgabe der

Schule, nämlich die bloße Einführung des Anfängers in die höhere
Geometrie, zum Maßstabe in der Auswahl und Behandlung des

Stoffes gedient hat. Daß die Darstellung in dieser Beziehung das

Richtige getroffen hat, geht sowol aus den vielfachen günstigen Beur—-

theilungen des Lehrbuches, wie aus seinem allgemeinen Gebrauche in

den inländischen Gymnasien und aus der Verbreitung, welche dasselbe

ebenso wie einige der übrigen Lehrbücher des Verfassers auch

in Deutschland, Oesterreich und zum Theil durch Uebersetzungen
in Rußland und Frankreich gefunden hat, zur Genüge hervor. In

der vorliegenden dritten Auflage sind daher größere Aenderungen nicht

vorgenommen worden; die Verbesserungen beziehen sich blos auf eine

sorgfältige Revision des Textes, auf einige Vereinfachungen, durch

welche in manchen Entwickelungen größere Kürze und Evidenz herbei—-

geführt wurden, und auf einen sorgfältigeren Druck in angemessener

äußern Ausstattung.

Dorpat im Januar 1880.
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Einleitung.

31. Die analytische Geometrie besteht in der Anwendung der

Algebra auf geometrische Aufgaben, indem sie diese mittels arithmetifcher Ope—-
rationen auflösen lehrt. 7 1

Da nämlich alle Raumgrößen, wenn man sie durch ein gleichartiges,
als Einheit gewähltes Maß gemessen denkt, sich als Zahlengrößèn darstellen, so
können alle arithmetischen Operationen auf gleiche Weise an Linien, Flächen und

Körpern, wie an Zahlengrößen ausgeführt werden.

Der Gang, den man bei der Anwendung der Algebra auf die Lösung
geometrischer Probleme befolgt, ist im Allgemeinen nachstehender. Man stellt zu—-

vörderst die in einer Aufgabe gegebenen geometrischen Größen durch die Bezie—-
hung auf eine gleichartige Einheit arithmetisch dar, und benennt sie durch ihre
Zahlenwerthe selbst, so daß man also z. B. unter der Linie a diejenige versteht,
welche erscheint, wenn die Längeneinheit a Mal genommen wird. Die als be—-

kannt vorausgesetzten Größen bezeichnet man gewöhnlich durch die Buchstaben
a,b, c..

-
die gesuchten dagegen meistens durch x, y, Z, wobei die Maßeinheit,

obschon sie an sich eine willkürliche ist, doch für alle Größen einer und derselben
Betrachtung unverändert bleiben muß, weil andernfalls die erhaltenen Zahlen—-
werthe als ungleichartig sich mit einander nicht vergleichen ließen. — Man

denkt sich nun die Aufgabe in einer entsprechenden Figur gelöst, und sucht mit
Hilfe allgemeiner geometrischer Wahrheiten aus ihren Bedingungen eine oder

mehre Gleichungen zwischen den bekannten und unbekannten Größen abzuleiten,
d. h. die gegebenen Bedingungen selbst in einer Gleichung auszusprechen, was

man die Uebertragung der geometrischen Aufgabe in die algebraische Zeichensprache
zu nennen pflegt. Die erhaltene Gleichung löst man algebraisch auf, wodurch die

gesuchte Größe aus den gegebenen Größen bestimmt wird, und natürlich eben-

falls als eine, auf die Maßeinheit der letztern sich beziehende, Zahl zu betrachten
ist. Endlich führt man das auf dem Wege der Rechnung gefundene Resultat
wieder in das Gebiet der Geometrie dadurch zurück, daß man mit den gegebe—-
nen Linien Constructionen vornimmt, welche den durch die algebraischen Zeichen
angedeuteten Operationen vollkommen entsprechen, indem dasselbe Verhältniß,
welches unter den gegebenen geometrischen Größen besteht, nothwendig auch unter

den sie repräsentirenden Zahlen stattfindet. Jede aus der schließlichen Construe—-
tion hervorgegangene geometrische Größe muß, wenn sie durch das zu Grunde

gelegte Maß gemessen wird, die nämliche Zahl erzeugen, welche vorher die arith—-
metische Lösung gegeben hat.
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Für das Bilden und Ansetzen der Gleichungen lassen sich keine allge-
meinen Regeln geben, da dieses mehr Sache der Uebung und der Urtheilskraft
ist, und oft viel Scharfsinn erfordert, während die geometrische Construetion der
erhaltenen algebraischen Formeln vorzüglich sich durch Unterricht erklären läßt.

Wir wollen sogleich zeigen, wie die Formeln, auf welche die algebrai-
sche Rechnung meistens führt, construirt werden können.

32. Um x—a— b zu construiren, also eine gerade Linie zu be—-

schreiben, deren Zahlenwerth der Summe der Zahlenwerthe a und b zweier ge—-

gebenen Linien gleich sei, braucht man nur diese letzteren geradlinig an einander

zu setzen, so ist die erhaltene ganze Linie die gesuchte.
z33. Soll x—a —h, also die Differenz zweier gegebenen Geraden

a und b construirt werden, so trage man (wie die erste Figur ẽ 4 zeigt) auf
einer beliebigen Geraden AB, von einem bestimmten Anfangspunkte A ausgehend,
die Linie ARa, und von V aus rückwärts die Linie D—hb ab. Ist nun

a—b, so ist die positive Linie AD die verlangte Linie xk. Wäre aber a —b,
so fiele Din A, und x würde nur durch einen Punkt dargestellt werden. Ist
endlich a b, so wird (wie die vierte Figur zeigt) der Endpunkt D der Linie

b über die Linie a hinausreichen, und die Linie AD, welche auf der entgegen-
gesetzten Seite des Ausgangspunktes A liegt und daher negativ ist, die gesuchte
Linie x darstellen.

4 un x— zu construiren, trage man (Fig. ) auf dem

einen Schenkel eines beliebigen Winkels BAOC die Linien
AD —c, und AR h ab, auf dem andern Schenkel
die Linie AG—a, ziehe DG, und zu dieser Linie aus

E eine Parallele EH, so ist AP als vierte Proportio—-
nale zu c, a, b die gesuchte Gerade; denn aus

AD: AG — AR: A pbder c:a—b:AV

Bfolgt, daß AP— x is

c Märe ein FKaetor h neWäre ein Factor b negativ, so trage man

(Fig. 2) e und a wie vorhin auf, dagegen b jetzt nicht
auf die positive Richtung des Schenkels AB, sondern
auf seine Verlängerung rückwärts, so daß also AP—— b

ist, und ziehe zu DG aus E die Parallele EEH, so ist
die gesuchte Linie AR wegen ihrer Lage auf der nega—-
tiven Richtung des Schenkels AOC negativ. Da

AADG AFEL, so ist e:a—— b: AR, folg-

lich AF — —rã — Xx. Wenn ferner beide Facto—

ren a und b negativ sind, und sie daher (Fig. 3) auf die rückwärts verlän—-

gerten Schenkel des — BAO aufgetragen werden, während AD — e eine

positive Lage hat, so findet man für x die positive Gerade AVP. Sind endlich
a und b positiv, aber c negativ, so erhält man, wie die vierte Figur
zeigt, wieder eine negative Linie AN für x.

Man sieht, wie sich hier durch die Construction die arithmetische Regel
von den Vorzeichen eines Products und eines Quotienten bestätigt.
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35. Der Ausdruck Xx — — ist nur ein besonderer Fall der vorher—-

gehenden Aufgabe, indem man hier ebenfalls die vierte Proportionale zu b, a, a

zu suchen hat. Wenn b—a ist, so kann man auch (Fig· ẽ6) über AO— b
einen Halbkreis beschreiben, und nachdhem man AD — a als Sehne eingetrageu
hat, aus D die Linie DB LAO ziehen; alsdann ist AO: AD— AD: AB

oderb: a —a:AB,alloAB——x.
; 36. In dem Ausdruck x — Pah bezeichnet x die mittlere Pro-
portionate zwischen a und b. Auf einer unbestimmten Geraden nehme man da—-

her BA—a, BO— b, und beschreibe um AC einen Kreis, —

so ist die durch B auf AOC gezogene Senkrechte BD gleich x,

weil aus a: BD — BD: b folgt BD — Vab —x. Die

Linie BB ist dagegen, wegen ihrer entgegengesetzten Lage nach
unten, gleich— Vab, indem hier a: — BU— — BE: b,

woraus sich ergiebt (— B)* — ab, also — BE — Vab,
oder BE —

— Vab.
Es läßt sich übrigens x— ab auch so construiren, daß man von

der größern Linie a, welche jetzt, um dieselbe Figur beizubehalten, durch AC

vorgestellt sei, ein Stück AB — b abschneidet, und in dem Halbkreise über

AC aus B die BD LAO, und außerdem die Verbindungslinie AD zieht, wo

alsdann a: AD — AD: h, folglich AD — Vab —xsein wird.

37. Der Ausdruck x — a“ —b“ stellt die Hypotenuse eines

rechtw. Dreiecks vor, dessen Katheten a und b sind. Wenn man daher die Ge—-
raden a und b unter einem rechten Winkel an einander setzt, so ist die ihre
Endpunkte verbindende Linie die gesuchte.

38. Der Ausdruck x —a— hẽ stellt die eine Kathete eines

rechtw. Dreiecks dar, in welchem a die Hypotenuse, und b die andere Kathete ist.
Man zeichne daher (Fig. 6) einen rechten Winkel ABD, mache den einen Schenkel
AB — h, und durchschneide aus A mit dem Radius AD — a den andern

Schenkel in D, so ist BD — Va· — b“ —x. Man kann auch über a einen

Halbkreis beschreiben, und von dem einen Endpunkte seines Durchmessers die Linie b

als Sehne eintragen, so wäre die andere Sehne zwischen dem Endpunkte der

erstern ünd dem andern Endpunkte des Durchmessers gleich X, weil der Winkel

zwischen beiden Sehnen ein rechter ist. Endlich läßt sich auch, da a“ — b?“

—V(a b)(a— h) ist, die mittlere Proportionale zwischen den beiden

Linien a — b und a — b construiren (ʒ 6).
309. Viele Formeln lassen verschiedene Constructionen zu, wie wir

schon im Vorhergehenden gesehen haben; das einfachste und eleganteste Verfahren
zu ergreifen, setzt aber eine gewisse Geschicklichkeit voraus. Für die nachfolgenden
Ausdrücke soll der geeignetste Weg kurz angedeutet werden.

u11 e 4 —
1 Für x—E setze man

;
construire erst

2 ab me .»
3— . dann — —n, endlich —
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abe abec
2) Für x——— setze man x — — — ——, con-

de —fg —hk tg hkal 2)
m Eaas PnnmtcS
—

bed abed
3) Für x — pea sezke man x— — ———

efg — hky ikp
ef (E; )

Für aV- setze man x—V

5) Wenn x — a — be ist, so construire man erst /be—m,
und dann x — Va“— m.

6) Für x— Va? — b- —& hat man erst a? 4 b — m?, und

alsdann x — Vm — & zu finden.

7) Wenn x— ed —& so hat man nach einander

Ved—m, e? —f—n, 8— Vmp-q, und endlichx——
zu finden.

n —as —b-e —2 2a-
7

28) Für X — setze man x — v— v)
2a — b

9 Für x—Vtbe — Esete man x-V +ere —E2
—

be def—Va6—— 9.

10) Für x—aV + 2 setze man x— V a 2
Va — Eery oder Va E + 2n

210. Zur weitern Uebung mögen folgende Beispiele dienen:

Ix— (ab + 30) — /(c M. 2)x— (a +b— c).

3x — E —/(a4b). 0x b— 2m. Ox—
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4b abede —g? abe? — a- b?

u — — abe e

a—b- .n 3a? —ab—be
9X———— /s (a 0,9b. 10) X — —ab—b 1

1) x — Vab —eã — Vmn. 1 3x—V e e.

13) X — Vab—zcd —as — 2mn. 10x a + V—.

15) x— aV/·. 16) x—a (V2+l). Ix— Va ff2be ⁊Va 2be.

2

a- +b- bm 19 .X:— a- —b- 7 b- 4a2.18) X— 4 —
) V +V +

V/ab — ed 1 1 b
20 X — 21) - —

ab — 1 —4l

211. Bei allen bisherigen Constructionen wurde das Maß, durch wel—-
ches die Linien gemessen, die Zahlen a, b, e... gaben, unberücksichtigt gelassen,
wovon der Grund in den folgenden Paragraphen erklärt werden soll.

Ein algebraischer Ausdruck heißt homogen von derl, 2,
3... ten Ordnung, wenn die Multiplication eines jeden seiner
Buchstaben durch irgend eine Zahl n gleichbedeutend ist mit der

Multiplication des ganzen Ausdrucks entsprechend durch die 1,2,
3... te Potenz von n.

22

Die Ausdrücke a+ 2b und r sind homogen von der ersten

a-nt 4 bnen a Hbe
2bn — —————Ordnung, weil an — 2bn —(a— 2b) n, und

——
: —h

n

2 3 2

ist. Homogen von der zweiten Ordnung isto—r indem u— en
;

3c 3cn
as— ab

2:

7: n ist.

Ein homogener Ausdruck der ersten Ordnung, z. B. a — 3b 4 e giebt
sich als solcher dadurch zu erkennen, daß jedes seiner Glieder aus einem Buch—-

: ab abe 42c?— a-h
staben besteht, oder wenn er ein Bruch ist, wie

— oder — ah

die Anzahl der Factoren in jedem Gliede des Zählers um eins größer ist, als in

jedem Gliede des Nenners, wobei die etwa vorkommenden besondern Zahlen un-

berücksichtigt bleiben, oder endlich, wenn er unter dem Zeichen der Quadratwurzel

steht, wie z. B. VE daß in jedem Gliede des Zählers zwei Factoren
2a +

mehr als in jedem Gliede des Nenners vorkommen.
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312. Wenn sich die Einheit ändert, durch welche die Linien gemessen,
die Zahlen a, b, c... geben, fo muß offenbar auch der Zahlenwerth dieser Li—-
nien ein anderer werden, so daß für ein n Mal kleineres oder größeres Maß im

umgekehrten Verhältnisse die Zahlenwerthe n Mal größer oder kleiner werden.
Giebt z. B. eine Linie, auf das Maß 1 bezogen, den Zahlenwerth a, so würde

dieselbe Linie, auf das Maß 1 bezogen, den Zahlenwerth an haben, oder allge-
mein: ein n Mal kleineres oder größeres Maß würde den Zahlenwerth a einer

Linie entsprechend in an oder — verwandeln, und umgekehrt stellt an, auf das Maß

— bezogen, dieselbe Linie vor, als a ans das Maß 1 bezogen.

Beziehen wir also sämmtliche, in einem homogenen Ausdruck, z. B.

2 vorkommenden Zahlenwerthe auf ein n Mal kleineres Maß, so erhalten

4 anbu ab ;
wir —1n — n, so daß mithin der Werth des ganzen Ausdrucks

n Mal größer wird. Weil sich aber der Zahlenwerth en jetzt auf ein

n Mal kleineres Maß bezieht, so stellt er dieselbe Linie vor, wie die Zahl 2
auf das ursprüngliche Maß 1 bezogen. Hieraus geht nun hervor, daß bei ho—-
mogenen Ausdrücken der ersten Ordnung die Aenderung des

Maßes keine Aenderung der durch sie vorgestellten Linien her—-
beiführt, und daher das Maß bei ihrer Construetion als gleich—-
giltig unberücksichtigt bleiben kann.

Aehnliche Bemerkungen lassen sich für die homogenen Ausdrücke der

zweiten und dritten Ordnung in Bezug auf das Flächen- und Körpermaß
machen.

2

13. Ein nicht homogener Ausdruck, z. B. wr giebt für ein

; 21n2 h261n2

n Mal kleineres Maßmrren urer .n, also nicht einen n Mal

größern Zahlenwerth, was doch erforderlich wäre, wenn das neue Resultat, auf
ein n Mal kleineres Maß bezogen, dieselbe Linie darstellen sollte, welche man

erhält, wenn das Maß unverändert geblieben wäre, und daher muß bei der

Construction eines jeden nicht homogenen Ausdrucks das Maß
immer berücksichtigt werden. In einem solchen Falle kann man die Maß—-
einheit, etwa mit m bezeichnend, so oft als Factor zu den Gliedern z. B. des

2 2

obigen Ausdrucks hinzusetzen, daß dieser die Form 2 eines homoge—-

nen Ausdrucks erhält, was in seinem Werthe nichts ändert, da m — 1 —m?, und

überhaupt jede Potenz von 1 gleich 1 ist, und alsdann kann man den Ausdruck
in der Weise eines homogenen construiren.
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314. uUm x — ahb zu construiren, sei außer a und b die Maß—-

einheit m— 1 gegeben, und wird nun X — gesetzt, so braucht man nur

zu m, a, b die vierte Proportionale zu suchen ( O.

215. Statt x — t setze man x — un und suche zu b, a, m die

vierte Proportionale.

216. Um Xx—a“, oderx—a
zu construiren, trage man (Fig. 1) auf dem

einen Schenkel des Winkels A die Linie AR

—a, und auf dem andern Schenkel die Linie

AD—m —l, sowie ARa ab, ziehe DE
und ausP die ParalleleVG, so ist AD: AE

— AP: AG, oder I:a—a: AG, also
AG— a-. Zieht man ferner DG, und aus

F die PA DG, so ist AD: AG— AF:

AH,also AH — a-.

Auf diese Weise kann man jede
ganze Potenz construiren, und auch
geometrifsch zeigen, daß von einer negativen Basis, z. B. — a, eine gerade Po—-

tenz positiv, eine ungerade dagegen negativ ist. Trägt man nämlich (Fig. 2)

erst AD—m—l ab, dann auf die rückwärts verlängerten Schenkel die Linien

ARa und AP—a, zieht ED und aus P die FG ED, so ist GADE

& AFG, also AD: AR— AP: AG, oder 1: —a — — a: AG, folglich
AG — (—a)? — a-. Wenn man ferner DG zieht, und aus F die VH DG, so

ist GADGæAFH, also AD: AG—AP: AH, oder 1:a?——a:AH, und

daher AH — — 8-.

317. Statt x— Va setze man x — am, wom —1 ist, und

construire die mittlere Proportionale zwischen a und m. Eine wiederholte An—-

wendung dieses Verfahrens führt auf die Construction der 4,8, 16... ten

Wurzel. Dagegen lassen sich solche Wurzelgrößen, deren Wurzelexponent keine

Potenz von 2 ist, z. B. die 3,8, 6,7...te Wurzel, nicht geometrisch darstellen.

3 18. Nachstehende Ausdrücke versuche man durch geeignete Einführung
der Maßeinheit homogen von der ersten Ordnung zu machen.

ab ed 2a2 4 b— e? 28 a

n
e?g —gp 22a — — zh- H

2+V3

abe 4a-b? V be 1 e v-c-.

n ina i
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Analytische Auflösfung geometrischer
Aufgaben.

S 19. In ein Dreieck ABOC, von welchem die Basis AO —

a, und die Höhe BH — b gegeben sind, ein Quadrat einzuschreiben,
welches mit einer Seite auf der Basis des Dreiecks ruht, während
seine beiden oberen Ecken in den Seiten des Dreiecks liegen.

B Wir betrachten die Aufgabe als gelöst,
also das QuadratDV eingeschrieben, und suchen
dann zwischen denLinienaund h, und der Seite

—. DE des Quadrats eine Beziehung auf, die sich
—PR algebraisch ausdrückenläßt.—Die gesuchte Linien rc L

DRoderKH sei gleich x. Da nun DR AOC, so
ist AO:DE — BH: BK, odera:x—b:b—x,

folglich bx — ab — ax, also x —27
Zur Construetion dieser Formel trage man auf die Verlängerung von AOC die

Linie AL—AO—a, und LM -—— BH b, ziehe MB und aus L die Linie
LK MB, wodurch man auf BH den Punkt K erhält, durch welchen die, das Qua—-
drat bestimmende, Linie parallel mit AC gezogen werden muß; denn es ist

HM: HL— BH: KH, oder a —b:a—b:KH, folglich KH 2
8 20. In der Seite AB eines gegebenen Dreiecks ABO einen

Punkt von solcher Lage zu finden, daß die durch ihn zur Seite BO

parallel gezogene Linie DE einer gegebenen Geraden m gleich sei.

A —— Sieht man die Aufgabe als gelöst, und

v..
D als den gesuchten Punkt an, setzt man ferner

—lB - AB —a, BO— b, und nimmt BD—x für die
— — unbetannte Entfernung des Punktes D von B,
—*x so ist AB: BO AD:DE, obder a:b— (a —x):m;

folglich X—er — Um nun diesen Ausdruck zu construiren, mache man

COF — m, und ziehe aus V die EDOA, so erhält man den gesuchten Punkt D;

denr es ist alsdann BO: AB—BV:BD, oder b:a — (b—m): BD, also BD —

a (b —m)
—f — x

- ;

Wenn m Qh, so ist er positiv, und D liegt zwischen A und B.

Für m—h ist “— —o, d. h. D fällt in B, und BO selbst leistet der Glei-

chung Genüge. Wenn endlich m—b, so ist x— —ee———e— und
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D liegt nicht mehr von B gegen A hin, sondern in der entgegengesetzten Richtung.

Verlängert man daher AB, AOC und CB, macht OG — m, zieht GHAC, so ist

jetzt H der gesuchte Punkt, und die zu BO parallele Linie HK— m. Denn es

i BO: AB —BG:BH oder b:a—m-b: BH also BU — — —x.

8 21. Eine gegebene gerade Linie a so in zwei Theile zu

theilen, daß das größere Stück die mittlere Proportionale zwischen
der ganzen Linie und dem kleinern Stücke sei.

Bezeichnet man das größere Stück mit x,

also das kleinere mit a —x, soista:x—xX:a—x,

also x=——2 V& + * Nun nehme man

eine Linie AB—a, errichte in B die Senkrechte

Bo— — befchreibe aus B mit OB einen

Kreis, ziehe aus A durch O die AL, und mache AP — AD, sfeo ist AO—-

—BO—V& und DO2, folglih AP —AO— DO

—— 1 E Ferner ist AB —AO 4 OOE —Væ+ +2

also — AE — — ——Væ +—
der andere Werth von x, welcher aber, weil er negativ ist, hier, wo von einer

Theilung die Rede ist, keine Bedeutung hat, und nur dann gelten kann,
wenn die Aufgabe allgemeiner so aufgefaßt wird: Auf der Geraden

ABa einen Punkt zu finden, dessen Abstand von dem einen End—-

punkte A die mittlere Proportionale ist zwischen der ganzen Linie

AB und seinem Abstande von dem andern Endpunkte B. — Daß
der Punkte F der so verallgemeinerten Aufgabe genügt, erhellet aus dem Vorher—-

gehenden, und trägt man die Linie AR, weil sie negativ ist, von A aus auf die

Verlängerung von AB nach links, so daß AG—AL ist, so genügt auch der

Punkt & der Aufgabe. Denn aus der Proportion AV: AB—AB:AD folgt
AR— AB: AEZAB 4 AD: AB, b.h. BG: AG— AR oder AG:AB.

8 22. Eine gegebene gerade Linie ain zwei Theile zu theilen,
deren Quadrate sich verhalten wie m:n.

Es sei der eine Theil x, so ist der andere a —x, und weil n
—2, so itx— Wenn wir nun, um einen homogenen Ausdruck

zur Construction zu haben, erst die mittlere Proportionale p zwischen m und n

bestimmen, so ist p· —mn, also auch p·m—m?n, oder —— folglich —

—— und daher X — was sich leicht construiren läßt.
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Dem Sinne der Aufgabe gemäß liegt der gesuchte Punkt zwischen
den Endpunkten der Geraden a. Stellt man aber die Aufgabe allgemeiner: Auf
einer Geraden a einen Punkt so zu bestimmen, daß die Quadrate
seiner Entfernungen von den beiden Endpunkten der Geraden a

sich verhalten wie m:n, so kann der gesuchte Punkt auch auf der Verlän—-
gerung der Geraden liegen, und bezeichnet man die kleinere Entfernung mit x,

also die grbßere mit a—x, so ist — und daher durch die nämliche

Vereinfachung wie vorhin x — a

Anm. Die vorstehende Aufgabe findet in der Naturlehre eine wichtige Anwen—-
dung. Die Attractionskraft der Himmelskörper wirkt im geraden Verhältniße ihrerVeasen und im umgekehrten Verhältniße der Quadrate ihrer Entfernungen. Verhalten
sich nun die Massen zweier Himmelskörper, deren Entfernüng e ist. wie m:1, und sucht
man in der zwischen beiden Körpern gezogenen Lime den Punkt, welcher von beiden

stark angezogen wird, so würde man, falls k und k“ die Größe ihrer Attractions—-
raft und e—x die Entfernungen des fraglichen Punktes von den Körpern bezeich-

nen, haben

.

1 — 4t22
—5

und weil k — Kk“ sein soll,

m n *: eVm
t

; Nimmt man an, daß die Masse der Erde 81 Mal größer ist als die des Mondes,
so ist x — 0,9e, d. h. in der zwischen Erde und Mond regenen Linie beherrscht die Schwer—-
kraft der Erde 9 Zehntel derselben, und die Schwerkraft des Mondes ein Zehntel.

F 23. Ein rechtwinkliges Dreieck zu eonstruiren, von welchem
die Hypotenuse—a, und die Summe der beiden Katheten — b ge—-
geben sind.

c r Bezeichnen wir die eine Kathete mit x, so ist die

D andere b —x, also x? —(b— x) — a?, und daher

— hx— /(—V2a b. Nunnehme man eineLinie AB—a,
und errichte in B die SenkrechteBOa, so ist AO—2a-.

— Asdann beschreibe man über AC einen Halbkreis und lege

3 E * ADhb als Sehne hinein, so ist OO—/2ab“ Nimmt

—— e man endlich DUN — OD, so ist AR—b —/2a“—b2 also
»

1/2 AR oder AP— /2(b—V2a —bs der eine Werth für
x, und daher DF —b —l (—V2a —5 — w+l 65 der an-

dere Werth für x. Beschreibt man daher über AB einen Halbkreis, trägt AG—-

AP als Sehne hinein, und zieht BG, so ist ABG das verlangte Dreieck.

Wenn 2a? —b-, also V2a—b·—o wũre, so istx— , so daß

also ein gleichschenkliges Dreieck entsteht, und wäre 2a —b?, so ist die Aufgabe
unmöglich.
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8 24. Die Wurzeln der Gleichung x? ax— —b? zu con-

struiren, welche die allgemeinste Form der unreinen quadratischen
Gleichungen mit einer Unbekannten darstellt.

Die vier verschiedenen in die allgemeine Formel zusammengefaßten
Gleichungen geben die Auflösungen:

7 —7
D— — — 11 »— —V r

—1 x——r
1N Um den ersten Ausdruck für x zu construiren, nehme man eine

Gerade ABa, errichte in B die Senkrechte BP—b, verbinde E mit der

Mitte O von AB, und beschreibe aus O mit OP einen Halbkreis, so sind BD
und — BH die beiden Werthe von x. Denn, weil

BO ——, CD—oß— cr — VOR Br —V
se i B —M—B— —

— r
8—1 —

—— 6 on——— E —

2 Die beiden Wurzeln in der zweiten Auflösung unterscheiden sich von

denen der ersten nur durch die umgekehrten Vorzeichen; also ist jetzt

BE— —l3 — b-, dagegen —BD — 12 b.

3) Um für die Construction der dritten Auflösung dieselbe Figur zu be—-

nutzen, sei jetzt ED—a. Beschreibt man nun aus der Mitte O der ED über

ED einen Halbkreis, schneidet von dem auf ED senkrechten Radius OG ein Stück

CHA — b ab, zieht aus H die FK DHE, und aus den Durchschnittspunkten F
und K die Senkrechten PB und KA auf DE, so sind — BD und — BE
die beiden Werthe von x. Denn, weil

——-— 2
e ;CD—CrF—E—3 CB— /c Br — se is

a 7

—BD—— CD — 0B) —— —+V2
;

;
—BE— —(OE — 0B) —— —r-

4) In der vierten Auflösung gelten wieder dieselben Wurzeln, wie in

der dritten, aber mit umgekehrten Vorzeichen; daher ist jetzt

BR— — —b- dagegen bp— —
—

b-.

Die Construction der Wurzeln in den beiden ersten Fällen ist immer

möglich, weil V 2 4 bh- nie imaginär werden kann. Dagegen läßt fich die Con-

struction in den beiden letztern Fällen nur dann bewerkstelligen, wenn — — b ist.
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Für —-b ist dieWurzelgrbße imaginär, und FK wird den Kreis weder schneiden

noch berühren. Für —— b, ist die Wurzelgröße —O, daher in 3) x— — 2
und in 4) x— —. Wenn also OH — OG, so ist PK eine Tangente im Punkte

G, und beide Durchschnittspunkte P und K fallen in G zusammen, so daß
BD — BE — OD — wird.

F 25. Von einem Halbkreise ist der Durchmesser AB —a

gegeben, und durch B ist auf AB eine Senkrechte errichtet; man soll
in derselben einen Punkt O von solcher Lage finden, daß, wenn man

AOC zieht, das außerhalb des Halbkreises liegende Stück OD eine ge—-
gebene Größe b hat.

Denkt man sich den Punkt C gefunden, und zieht BD, so ist AABD
ABC, also AD: AB — AB: AO, oder, wenn AC mit x bezeichnet wird,

X—b:a —a:x, folglich x 2 — bx—a?, und daher
X eb —Va — —

Wenn man nun auf der Senkrechten BO ein Stück BE—

/2b nimmt, und AR zieht, so ist AR— VAB·— 8—

x Va“ — /ab- und verlängert man AR, bis EP — BE— /2b
Hpwird, so ist

: AP—/2b—Va- b — x.

B Beschreibt man daher aus A mit AP einen Kreis, welcher
die Senkrechte in O schneidet, so ist AO—x, und folglich C der gesuchte Punkt. —

Da Va? b- — /eb, so ist der andere Werth /ab — Va- —b- negativ,
und kann deßhalb hier, bei der Bestimmung der absoluten Größe der Linie OD,
keine Bedeutung haben.

8 26. In einem Kreisquadranten AOB, dessen Radius — a

gegeben ist, einen Kreis zu beschreiben, welcher die beiden Radien
und den Bogen des Quadranten berührt.

2
Der Mittelpunkt des gesuchten Kreises muß offenbar

auf der Halbirungslinie OD des — ACB liegen. Es sei nun
— B 17n ao Mi 2 Git.2 ornan AE derMittelpunkt des gesuchten Kreises, fernerPAQCund

EG 108 so istPN — E— EG — FOS OG, unb wenn

DE—X gesetzt wird, ON—a —x. Weil aber ON-— N
—ro— . -, oder (a — — 2x* so ist x- — 2ax —

a-, folglich x — — a — /2a-. — Man errichte jetzt aus A
auf AO die Senkrechte AH, welche die verlängerteOD inH schneidet, so ist offenbar
AOCO— AH—a, und OH — VAOAH—P2a-. Da nun DA—CH—OD

— V2a“ — a ist, so braucht man blos DE — DH zu nehmen, um den Punkt B

zu erhalten. — Schneidet man ferner auf der Verlängerung von OH ein Stück
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DK— OH 4 OD ab (wobei wir uns den Punkt K weiter fortgerückt denken, als
die Figur zeigt), so ist DK als negativ zu betrachten, indem der positive Werth
von x, nämlich DE, von D aus rechts, dagegen DL in entgegengesetzter Richtung
abgetragen worden; folglich ist DXKR——(/2a?4 )—— a — V2a- der andere

Werth von x, und K der Mittelpunkt eines Kreises, welcher mit DK beschrie—-
ben, ebenfalls die beiden Radien und den Bogen des Quadranten, letztern aber

außerhalb berührt.

327. Aufgaben zur eigenen Auflösung.

1 Eine gegetene Gerade um ein solches Stück zu verlängern, daß das Qua—-

drat über demselben gleich sei dem Rechteck aus der gegebenenLinie und der verlängerten
ganzen Linie.

N Eine gegebene gerade Linie a so in zwei Theile zu theilen, daß das Rechteck
aus beiden Theilen einem gegebenen Rechteck be gleich sei.

3) Ein Rechteck zu construiren, wenn die Differenz a seiner beiden zusammen—-
stoßenden Seiten, sowie sein Flächeninhalt b- gegeben sind.

O Ein Quadrat zu finden, welches zu einem gegebenen Quadrat ein vor—-

geschriebenes Verhältniß hat.

seell
5) Das arithmetische und geometrische Mittel zweier Kreise durch Kreise dar—-

zustellen.
6) An zwei excentrische Kreise eine Tangente zu ziehen.
7 Die gemeinschaftliche Grundlinie und die Höhen zweier Dreiecke sind gege-

ben; man soll über einer gegebenen Geraden ein Dreieck construiren, welches das geo—-
metrische Mittel zwischen jenen beiden Dreiecken sei.

8) Von einem rechtw. Dreieck ist die Hypotenuse und das zu derselben gehö—-
rige Höhenperpendikel gegeben; man soll die Länge der Katheten bestimmen und das

Dreieck construiren.
9) Ein Dreieck, dessen Basis b und dessen Höhe e gegeben sind, durch eine

der Basis parallele Linie in zwei Theile zu theilen, die sich verhalten wie m: n.

10) Ein Rechteck zu construiren, das einem gegebenen Rechteck ähnlichl, aber

nur halb so groß sei als dieses.
11 Es ist ein Kreis gegeben und ein Punkt außerhalb desselben; man soll

aus diesem Punkte eine Secante so ziehen, daß das innerhalb des Kreises liegende Stück

derselben eine vorgeschriebene Größe hat.
12) Es sind zwei Punkte außerhalb einer geraden Linie gegeben; man soll

auf dieser den Punkt bestimmen, welcher von jenen beiden Punkten gleich weit entfernt ist.
18 Innerhalb eines gegebeuen Dreiecks den Punkt zu finden, in welchem die

veitae Spitzé der drei einander gleichen Dreiecke liegt, die über den Seiten des

reiecks beschrieben werden.

14) In einen gegebenen Kreis lein Rechteck einzuschreiben, welches einen

gegebenen Flächeninhalt hat.
15) Aus dem Radius eines Kreises die Seite des eingeschriebenen regelm

15 ecks zu finden.
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Von der Methode der Coordinaten.

228. Um die Lage eines oder mehrer Punkte
in einer Ebene zu bestimmen,ist ein fester Standpunkt er—-

forderlich, von welchem man bei der Bestimmung der Punkte
ausgeht, oder in Beziehung auf welchen die Lage derselben
eben eine bestimmte wird. Um daher einen solchen Stand—-

punkt zu erhalten, nimmt man zwei beliebige sich schnei-
dende gerade LinienXX und VV,, die Coordinatenaxen

genannt, an, welche nach allen Seiten in's Unendliche fortgehend, die Ebene, in

welcher sie liegen, in vier unendliche Räume oder Regionen theilen, die man

in der Reihenfolge XAX, VAX“, XAX, VAX als die erste, zweite, dritte

und vierte Region zu bezeichnen pflegt. Soll nun die Lage irgend eines Punkte P
in der Ebene der Axen angegeben werden, so zieht mau aus P zwei Linien mit
den Axen parallel, nämlich PQ sVV und PMXX,, und wenn jetzt die

Größe der Abschnitte AQ und AM auf den Axen bekannt ist, so kennt man

auch die Lage des Punktes P, indem man blos durch Q und M zwei Parallele
mit den Axen zu ziehen braucht, deren Durchschnittspunkt der zu bestimmende
Punkt sein wird.

Die beiden, den Punkt P bestimmenden Geraden AQ und AM nennt

man die Coordinaten des Punktes P, und zwar AQ die Abseisse, und AM
die Ordinate. Der Durchschnittspunkt A der beiden Axen wird der Anfangs—-
punkt der Coordinaten genannt. Die Axe XX, auf welcher die Abscissen vom

Anfangspunkte aus genommen werden, heißt die Absecissenaxe, die andere

Axe VV dagegen die Ordinatenaxe, und der von beiden Axen in der ersten
Region gebildete Winkel XAV der Coord inatenwinkel. Je nachdem dieser
Winkel ein rechter oder schiefer ist, erhält man ein rechtwinkliges oder ein

schiefwinkliges Coordinatensystem. Beide Systeme bezeichnet man mit

dem gemeinsamen Namen der Parallelcoordinaten. Wir werden im Fol—-
genden meistens das rechtwinklige System anwenden, und unter den Coordinaten

eines Punktes immer rechtwinklige verstehen, wenn das Gegentheil nicht aus-

drücklich bemerkt wird.

229. So lange aber nur die absolute Größe derCoordinatenAQ und AM
angegeben wird, bleibt der Punkt P noch gewißermaßen unbestimmt, da beide

Abschnitte auf entgegengesetzten Seiten des Anfangspunktes liegen können, und

mithin dem nämlichen Coordinatenpaare eigentlich vier verschiedene Lagen P, P“, P“,
P“ desselben Punktes entsprechen. Man betrachtet daher alle auf der Axe XX“

rechts von A liegenden Abseissen als positiv, also die links von A liegenden
als negativ, und ebenso alle auf der Axe VV oberhalb A liegenden Or—-
dinaten als positiv, folglich die unterhalb A liegenden als negativ, wie
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man auch die beiden Seiten jeder der beiden Axen selbst vom Punkte A aus

als die positive und negative Axe zu bezeichnen pflegt. Demnach haben alle

Punkte in der ersten Region positive Coordinaten, in der zweiten aber negative
Abseissen und positive Ordinaten, in der dritten negative Coordinaten, und end—-

lich in der vierten positive Abseissen und negative Ordinaten, für welchen Zeichen-
wechsel wir in der Trigonometrie bei den Vorzeichen des Cosinus und Sinus

in den vier Quadranten des Kreises etwas vollkommen Analoges finden.

Denkt man sich nun durch irgend eine Einheit die Coordinaten eines

beliebigen Punktes gemessen, so ist dieser durch die mit ihren Vorzeichen versehenen
Zahlenwerthe derselben vollständig bestimmt, wobei man gewöhnlich die Abseisse
allgemein durch x, und die Ordinate durch y vorstellt, so daß man z. B. unter

der Bezeichnung „Punkt (x, )“ denjenigen Punkt zu verstehen hat, dessen Abseisse
den Werth — x, und dessen Ordinate den Werth — y hat, der also in der

ersten Region liegt. Ebenso bedeutet (5, — 3) den Punkt, dessen Abscisse — 5 Ein—-

heiten, und dessen Ordinate — — 3 Einheiten ist, welcher folglich in der vierten

Region liegt. Für alle in der Abseissenaxe liegenden Punkte ist offenbar y—o,
und für sämmtliche Punkte der Ordinatenaxe Xx— 0. Daher bezeichnen die

Symbole (x, 0), (0, — , (0, 0) diejenigen Punkte, welche der Reihe nach auf
der positiven Aseissenaxe, auf der negativen Ordinatenaxe, und im Anfang A
der Coordinaten liegen.

230. Eine andere Methode zur Bestimmung ——
i.2 P at..l K 10 1: 4

eines PunktesP besteht darin, daß ein fester Punktt A, —
welchen man den Pol nennt, und eine von demselben/ *4;
ausgehende feste Gerade AX, die Polaraxe, angenommen — —
werden, und dann die Lage des Punktes P, durch seine —
Entfernung AP von dem Pole, welche Leitstrahl oder 4 52
Radius vector heißt, und durch den zwischen Polaraxe. ——

und Leittrahl liegenden Winkel v, welchen man Polarwinkel nennt, bestimmt
wird. Die beiden Größen, der Leitstrahl und der Polarwinkel werden mit dem
Namen Polarcoordinaten des Punktes P bezeichnet. Zieht man PQ AX,
so ist AQ — AP.cos v, und PQ— AP.sin v, so daß AP.cos v und AP.sinv
die Stelle der Abscisse und der Ordinate rechtwinkliger Coordinaten vertreten.

Wenn mit AP aus A ein Kreis beschrieben wird, so erhellet sogleich,
daß der Punkt P, ohne daß sich die absolute Größe seiner Polarcoordinaten än—-

dert, an vier verschiedenen Stellen, oder in allen vier Quadranten liegen könne.

Zur Beseitigung einer solchen Unbestimmtheit nimmt man daher immer an, daß
der Polarwinkel nur mit der positiven Polaraxe AX gebildet, und nach einerlei
Richtung hin bis 3600 fortgezählt werde, worans folgt, daß der Leitstrahl und

der Winkel unter allen Umständen als positive Größen anzusehen sind. Liegt
der Punkt P in der Polaraxe selbst, so ist y — 0, und liegt er im Pole A, so
ist y —0 und AP—o—o:

831. Oft erscheint es zweckmäßig, die Coordinatenaxen mit anderen, für
gewiße analytische Untersuchungen oder Aufgaben bequemer liegenden zu vertau—-

schen, d. h. eine Coordinaten-Verwandlung vorzunehmeu, wobei natürlich
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die Lage der Axen des neuen Systems zu denen des alten angegeben sein muß.
Wir wollen solche Transformationen in einigen Aufgaben behandeln.

Die Axen zweier rechtwinkligen Systeme XAV und TOV
sind einander parallel, und der Anfangspunkt O des zweiten
Systems hat in Bezug auf das erste System die Coordinaten a

und b; man soll aus den Coordinaten aQ—xPQ— eine-

Punktes P im ersten System, die Coordinaten OR—t, PR—u
desselben Punktes im zweiten System finden.

Da OR — AQ— a, und PR—PQ—b, so
0 hat man die Formeln

e r t—X—a und u—y—b.

0 o mw Läge der Punkt Oin O“, also in der zweiten Region,

A b so wäre a negativ, und mithin wie vorhin t —x— (—a)
:

ü X —x 4a, und würde Oin der dritten Region etwa

e 16
in O“ liegen, so wären a und b negativ, und daher
t—xX—(— a) —xX —a, und u — y — (—d) —

y — b. Wenn ferner P zwischen beiden Ordinatenaxen in P“ liegen würde,
so wäre t in Bezug auf das neue System negativ, und — t — a — x, alse
wiederum t — x — a.

Wenn die Ordinatenaxe beider Systeme in einander liegen, so ist a — 00,
also t —x, und fallen die Abseissenaxen zusammen, so ist b — 00, und daher
u—

32. Die Abseissenaxen zweier rechtwinkligen Systeme
XAV und TOU bilden mit einander den Winkel v, und der An—-

fangspunkt O des zweiten Systems hat in Bezug auf das erste
System die Coordinaten a und b; man soll die Coordinaten

AaAQ—x, PQ—y eines Punktes E im ersten System durch die

Coordinaten OR—t, PR—u desselben Punktes im zweiten
System ausdrücken und umgekehrt.

Zieht man RUPQ, RSAX, ON sAX, so ist 2 NOT —v — QPR,
und AQ—a—ON— MR—a 4 OR cosv — PR siuv, also

x—a—tcos v— usinv 0
Ferner ist PQ— b 4 NR— MP — b — OR sin v — PR cos v, also

y—b4tsinv ucosv 2)
Wenn man nun aus (1) und (2) erst u, und dannt yr p
eliminirt, so findet man

3 A k
t—(— a) cos v — (y — b) siuv (3)
u— (— b)eosv —(— sin v )

Für den Fall, wo die Anfangspunkte A und O
beider Systeme in einander liegen, ihre Ab-4
scissenaxen aber wie vorhin den —yv bilden,
ist a—o und b—o, so daß die voranstehenden For-
meln übergehen in
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(5) x—t cosv— usinv und y—tsinv —ucosv O

75 t—xcosv4xsiny und u—ycosv—xsinv (8).

333. Die Anfangspunkte sowol als die Absecissenaxen

zweier Systeme, eines rechtwinkligen XAV und eines schiefwinkligen
XADU, liegen in einander, und die Ordinatenarxe des zweiten Sy—-

stems bildet mit der Abscissenaxe des ersten einen Winkel XAVU—v;
man soll die Coordinaten AQ—x, PQy eines Punktes P imeer—-

sten System durch die Coordinaten AR—t, PR—u desselben Punk—-

tes im zweiten System ausdrücken und umgekehrt.

Da AQ — ARRQ—AR4PR cos v, PQ— PRsiu v, so ist

x—t+ucosv und y—usinv 2)

Durch Elimination der Größe u aus (1N) und (2) und durch
Umformung der Gl. (2) erhält man

——— —sr
und u—

—
sinv

Man überzeugt sich leicht, daß diese Formeln immer gelten, wenn auch der

Winkel v stumpf ist, und der PuaktP irgend welche andere Lage einnimmt.

8 34. (Fig. S 30). Die Polarcoordinaten eines Punktes P

seien v und APr, und der Pol werde zum Anfangspunkt, sowie
die Polaraxe zur Abseissenaxe eines rechtwinkligen Systems ange—-

nommen; man soll aus den Polareoordinaten die rechtwinkligen
Coordinaten AQ—x, PQ—y desselben Punktes finden, und um—-

gekehrt.

Es ergeben sich hier unmittelbar die Formeln:

M X—r cosv und yrsinv 2)

(5) r—/Vx —y und tgv —:— O



18

Die Gleichung der geraden Linie.

8 35. Jede gerade oder krumme Linie läßt sich als eine stetige Folge
von Punkten betrachten, die man durch ihre Coordinaten auf ein beliebiges Axen—-
system beziehen kann. Soll nun überhaupt eine Linie sich einer mathematischen
Untersuchung und Betrachtung unterwerfen lassen, so darf sie nicht blos ein ganz

willkürlicher, regelloser Zug sein, sondern es muß in der Richtung, in welcher
ihre Punkte auf einander folgen, ein bestimmtes, für die ganze Ausdehnung der

Linie geltendes Gesetz stch zu erkennen geben. Solche gesetzmäßige Linien

sind unter andern die gerade Linie und die Kreislinie, indem der durch seine
stetige Bewegung die Linie beschreibende Punkt bei der ersten fortwährend die

ursprüngliche Richtung beibehält, bei der andern dagegen immer von einem und

demselben Punkte gleich weit entfernt bleibt.

Da nun das Bildungsgesetz einer Linie sich auch jedesmal in den Co—-

ordinaten aller ihrer Punkte offenbaren muß, so sucht die analytische Geometrie
im Allgemeinen den Zusammenhang zwischen der Absecisse und der Ordinate

jedes Punktes der Linie zu erforschen und in einer Gleichung auszusprechen, welche,
umgekehrt, ganz allgemein das Gesetz angiebt, nach welchem sich aus jeder belie—-

bigen Abseisse die zugehörige Ordinate finden läßt, so daß mithin durch einen

einzigen algebraischen Ausdruck die Linie in ihrer ganzen Ausdehnung genau
charakterisirt und bestimmt wird. Ein solches allgemeines, algebraisch ausgedrücktes
Gesetz zwischen den Coordinaten eines jeden Punktes einer geraden oder krummen

Linie, heißt ihre Gleichung, sowie andererseits eine Linie, welche alle die Punkte
enthält, deren Coordinatenwerthe einer Gleichung genügen, der geometrische
Ort der letztern genannt wird. Was insbesonders die gerade Linie betrifft, so
müssen die Coordinatenwerthe aller ihrer Punkte ihre Gleichung identisch ma-

chen, und umgekehrt alle Punkte, welche dieser Bedingung Genüge leisten, in

einer geraden Linie liegen.

F 36. Man soll die Gleichung der geraden Linie finden

Es sei das Stück AD, welches eine
gerade Linie BC von der Ordinatenaxe abschnei-
det, gleich b, und der von ihr mit der Abseissenaxe
gebildete Winkel CONX —w. Zieht man nun aus

beliebigen Punkten P, P“, P“... der Geraden
die Ordinaten PQ, PQ P“Q“.9,so sind AQ,
AQ, AQ.. die entsprechenden Abseissen dieser
Punkte, und ist DH parallel AX gezogen, und

mithin auch — CDH — w, so ergiebt sich aus

der Aehnlichkeit der Dreiecke, daß
PR PR“ P“R“

VR DR PR—



19

Das Verhältnißrn, welches die Katheten aller Dreiecke DPR, DP“R“... zu ein—-

ander haben, und das offenbar für die ganze Ausdehnung der unbegränzt gedachten
Linie BO beständig bleibt, ist die trigonometrische Tangente des Winkels w,

und bezeichnet man ER oder tg w der Kürze wegen mit a, so giebt jene Reihe

der gleichenVerhältnisse folgende Gleichungen: 7 ;
PR a. DR, — DR Pl— a. DR vder

PQ ba. AQ. PQ—ba AQ. PQ— —a. AQ
d. h. man erhält die um b verminderte Ordinate eines jeden Punktes der Geraden,
wenn man die Abseisse desselben mit der Tangente des Winkels w multiplicirt.
Alle diese Gleichungen lassen sich aber in eine einzige zusammenfassen. Denn

bezeichnet man überhaupt die Coordinaten eines Punktes der Linie BO durch
x und y, auf welchen Punkt sich auch X und y beziehen mögen, so ist immer

— b —ax, oder
— ax + b.

Dies ist also die allgemeine Gleichung der geraden Linie, welche von

der Ordinatenaxe das Stück b abschneidet, und mit der Abseis—-
fenaxe einen Winkel bildet, dessen Tangente a ist.

Eine gerade Linie kann im Allge— y
meinen die vier verschiedenen, in der neben— i
stehenden Figur dargestellten Lagen im Axen—-

—
—

system haben, wobei aber unter dem Winkel w ce 3 —
zwischen der Geraden und der Abseissenaxe im- — — x

mer derjenige zu verstehen ist, welcher ober— — Du b- X
halb der Abseissenaxe liegt und mit seiner Aet-
Winkelöffnung nach der positiven Seite dieser r— 1—
Axe gerichtet ist, wie die Winkel ORX,OVX, —

O“EX, O“EX. Je nachdem nun der Winkel w spitz oder stumpf ist, wird

seine Tangente a positiv oder negativ, und in jedem dieser beiden Fälle kann
die Gerade entweder die positive oder die negative Ordinatenaxe schneiden, woraus
vier verschiedene Zeichenwechsel für die Gleichung der Geraden hervorgehen, die

sich in einen einzigen Ausdruck y—— ax — b zusammenfassen lassen.
37. Wäre für eine gewisse gerade Linie das Ordinatenstück b—l,

und w—63o 265,8“, also a—2, so hätte man als Gleichung dieser Geraden
y—2xX+ 1, welche, wenn Xx—0,1,2,3... gesetzt wird, entsprechend y—l, 3, 5,7..
giebt, und würde man je zwei zusammengehörende Coordinaten auftragen, so er—-

hielte man eine beliebige Anzahl von Punkten der geraden Linie. Nimmt man

für X negative Werthe, z. B.x— — /la, — l», — 1,—2..., so erhält man

Y—“2,o, —l, — 8..., und könnte, auf AXfortgehend, alle Punkte des un-

terhalb der Abseissenaxe liegenden Theils der unbegränzten Geraden finden.

38. Wenn in der allgemeinen Gleichung y—ax—b der geraden
Linie b —0 ist, so erhält man

V — ax

als Gleichung einer geraden Linie, welche durch den Anfangspunkt
der Coordinaten geht, und mit der Abseissenaxe einen Winkel
bildet, dessen Tangente a ist.
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Hier ist a positiv oder negativ, je nachdem der Winkel w spitz oder

stumpf ist. Durchschneidet z. B. eine Gerade die Abseissenaxe im Anfangspunkt
unter einem Winkel von 71 3354,18“, so ist dessen Tangente gleich 3, folglich
die Gleichung dieser Geradeny—3x. Für positive Abscissenwerthe, z. B. x—1,2,3...
erhält man y —3,6,9..., also positive Ordinaten, und durch wirfliches Auftragen
dieser Coordinatenpaare ließe sich eine beliebige Anzahl von Punkten des in der

ersten Region liegenden Theils der geraden Linie finden. Für negative Abseissen—-
werthe, z. B.x— — 1, — 2... wäre y — — 3, —b6..., woraus man die Punkte
der Geraden in der dritten Region bestimmen könnte. Wenn dagegen w —

1080265,82“, also a ——3 ist, so findet die Gleichung y — — 3X statt,
welche füürx— —l, —2... giebt y — — 3, — 6.. so daß also die positiven
Abscissen nebst den entsprechenden negativen Ordinaten von der geraden Linie
Punkte in der vierten Region, hingegen die negativen Abseissen mit ihren positi—-
ven Ordinaten Punkte in der zweiten Region geben. — Zur Construction der

beiden Geraden y — — 3x ist das Coordinatenpaar Xx— 1, y — — 3 am be—-

quemsten, welches aufgetragen, den Punkt angiebt, durch welchen man die den

Anfangspunkt durchschneidende Gerade zu legen hat.

; 8 39. Die Gleichung y—ax+b, in welcher die besondern Werthe
von a und b die jedesmalige Gerade von allen andern Geraden unterscheiden,
zeigt, daß zur Bestimmung einer geraden Linie immer zwei Bedingungen er—-

forderlich sind. In der Gleichung y—ax ist die eine dieser Bedingungen darin

enthalten, daß die Gerade durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht.

Will man nun aus gegebenen Werthen für a und b die gerade Linie
construiren, so läßt sich die Gleichung y — ax 4 b auf eine andere, für diesen
Zweck äußerst bequeme Form bringen. Bezeichnet man nämlich mit c das Stück
der Abseissenaxe, welches die gerade Linie von ihr abschneidet, so ist (Fig. 2 in

836) — 2 — a, wo das negative Zeichen steht, weil bei jeder möglichen Lage
der Geraden entweder nur eine von den Größen a, b, c, oder alle drei zugleich

negativ sind. Setzt man also — - statt a in die Gleichung y—ax—b, so

erscheint y — —be — b, oder

—2 *

— 1,
welches die Gleichung einer geraden Linie ist, die von der Ordina—-

ten- und Abseissenaxe die Stücke b und c abschneidet.

Wenn eine Linie von der Ordinatenaxe ein Stück — 4 Einheiten ab—-

schneidet, und mit der Abseissenaxe einen Winkel von 630 26“ 5,8“ bildet, so ist

ihre Gleichung y —2x— 4, oder ———— 1. Zur Construction schneide man

daher von der positiven Oxdinatenaxe ein Stück — 4, und von der negativen
Abseissenaxe ein Stück — 2 ab, und lege durch diese Durchschnittspunkte eine
Gerade. — Durchschneidet ferner eine Gerade die positive Ordinaten- und

Abseissenaxe in den Eutfernungen ö und /, so ist ihre Gleichung —— 1,
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oder y——2x —5. Der Winkel w beträgt 1160 33 54,2“, weil seine Tan—-

gente — — 2 ist.

8 40. Wird in der Gleichung y—ax + b der Coefficient a—o, so ist
y—b die Gleichung einer mit der Abseissenaxe parallelen Linie,
welche sich in dem Abstande b oberhalb oder unterhalb dieser Axe erstreckt, je
nachdem b einen positiven oder negativen Werth hat; denn wie groß man

auch x annimmt, so ist doch immer y— b. Wäre zugleich b—o, so würde

y—o die Gleichung einer Geraden sein, welche mit der Abseissenaxe zu—-

sammenfällt.

Bezeichnen wir ferner das durch die gerade Linie auf der Abseissenaxe

abgeschnittene Stück mit e, so ist (S 39) — — oder b ——ac, so daß

die Gleichung y — ax 4 b in y— ax — ae oder x— e übergeht.

Wird nun der Winkel zwischen der Geraden und der Abseissenaxe gleich 900,

also dessen Tangente a—, so ist x—L +4e, d.h. x— e die Gleichung

einer mit der Ordinatenaxe parallelen Linie in dem Abstande e, denn

für jeden Werth von y bleibt x— c. Wird auch e —O, so ist x—o die

Gleichung einer mit der Ordinatenaxe zusammenfallenden Linie.

8 41. Aus einer unbestimmten Gleichung allein, z. B. yax —b,
läßt fich bekanntlich weder der Werth von x, noch von y bestimmen, und es ist
leicht einzusehen, daß die allgemeine Gleichung einer Linie stets eine unbestimmte

sein muß. Denn eine solche läßt für x und y unendlich viele Werthe zu,

und giebt damit eine unendliche Menge von Punkten, die dadurch, daß man

der Äbseisse nach und nach wenig von einander verschiedene Werthe beilegt, be-

liebig nahe an einander gefunden werden können, woraus die Möglichkeit der

wirklichen Construction einer beliebigen Linie deutlich hervorgeht.

Ferner enthält die Gleichung y— ax b zwei verschiedene Arten von

Größen, indem x und y für jeden dieser Gleichung entsprechenden Punkt andere

Werthe annehmen, während à und b für alle Punkte einer und derselben Linie

die nämlichen Werthe behalten. — Man nennt überhaupt Größen, die ohne
ihre Bedeutung zu ändern, einer steten Zunahme oder Abnahme fähig sind, ver—-

änderliche (bariable) und bezeichnet sie gewöhnlich durch.. . Z, y, 2, während
solche Größen, die immer den nämlichen Werth behalteu, wie auch die mit ihnen
in Verbindung stehenden veränderlichen Größen zunehmen oder abnehmen mögen,
beständige (constante) genannt, und meist durch a, b, e.. bezeichnet wer—-

den. In einem Kreise z. B. ist der Radius eine beständige, dagegen eine Sehne
eine veränderliche Größe.

8 42. Alle Linien werden nach dem jedesmaligen Grade ihrer Gleichun-
gen in verschiedene Ordnungen eingetheilt. Man nennt eine Linie von der

L2, 3...ten Ordnung, je nachdem ihre Gleichung vom 1,2, 8.. .ten Grade

ist. — Die gerade Linie ist demnach eine Linie der ersten Ordnung, aber auch
jede Gleichung des ersten Grades zwischen zwei veränderkichen
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Größen x und y stellt irgend eine gerade Linie vor, d. h. es giebt
immer eine gerade Linie, von deren sämmtlichen Punkten die Coordinatenwerthe
statt X und y gesetzt, der Gleichung genügen, und umgekehrt: alle dieser Gleichung
genügenden Coordinatenwerthe gehören den Punkten der geraden Linie an. Es

läßt sich nämlich die allgemeinste Form einer solchen Gleichung, Ay—Bx—Oo—o,
worin A, B, C alle möglichen positiven oder negativen Coefficienten oder selbst
Null sein können, immer auf den Ausdruck der Gleichung der geraden Linie zu—-

rücführen. Denn durch Division mit A erhält man y ——x——,
und setzt man der Einfachheit wegen — E— a und — e — b, so ist
y— ax — b, in welcher Form man die Gleichung der geraden Linie er—-

kennt.

F 43. Man soll die Gleichung der geraden Linie finden,
welche durch zwei gegebene Punkte (x, y) und (x“, y) hindurchgeht.

Da y— ax 4b die Gleichung ist für alle möglichen geraden Linien,
so muß sie auch für diejenige Gerade gelten, welche durch jene Punkte hindurch-
geht. Setzt man also die Coordinatenwerthe x“, y“ und x“, y“ nach einander für
x und y, so erhält man y' — ax“ b und y“— ax“ 4b, aus welchen beiden

Gleichungen man findet

a ——
— —

*

—
1

und b y y
x“

-
—

:

·x1

Die Substitution dieser Werthe in die Gl. y — ax — b giebt

— — —x oder y — .x 1 E
Die Gleichung einer Geraden, welche durch die Punkte (— 1, — 2) und

— 3, — H geht, ist y — — X4l.

8 44. Man soll die Gleichung der geraden Linie finden,
welche durch den Punkt (x, y) geht, und der durch die Gleichung
y— ax b gegebenen Geraden parallel ist.

Damit die Gleichung für alle möglichen Geraden, nämlich y—ax-b.. .(1)
insbesonders diejenige Linie vorstelle, welche durch den vorgeschriebenen Punkt der

gegebenen Linie parallel läuft, müssen blos die Größen a und h solche Werthe
erhalten, welche diefen Bedingungen entsprechen. Da nun die Linie durch den
Punkt (x, y) gehen soll, so setze man x“, y' statt x,y in die Gl. (1), wodurch
die Gleichung y' — ax“ — b entsteht, aus welcher b —y“—ax folgt. Sub—-

stituirt man diesen Werth fürb in die Gl. (1), so erhält man y —ax— y —ax oder

——a «— x 2
als die Gleichung einer geraden Linie, welche durch den Punkt
(y) geht. Weil ferner diese Linie mit der Linie y—ax 4 b parallel sein
soll, und daher beide Linien einen gleich großen Winkel mit der Abseissenaxe
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bilden müssen, so hat man noch in die Gl. (2) a für a zu setzen, wodurch
man erhält

— a (x— 95 (8).

Die Gleichung einer durch den Punkt (4,5) mit der Linie Y — 3xX 42 parallel

laufenden Geraden ist y — 3X — 7.

& 45. Es sind zwei gerade Linien durch ihre Gleichungen
y—ax 4b und y—ax 4 b gegeben; man soll die Coordinaten

ihres Durchschnittspunktes finden.

Für den Durchschnittspunkt müssen die Coordinaten X und y in beiden
Gleichungen dieselben Werthe haben. Bestimmt man daher aus beiden Gleichungen
xund - so sindetman.

—

—
— unb ab —-r

—a —

— —:

Wenn beide Linien mit der Abseissenaxe gleiche Winkel bilden, also auch
; b— b ab — a/b

a—a, und daher a — a—o ist, so ist x— —— — , undy— —
—.

In diesem Falle sind aber auch die Linien parallel, deren Durchschnittspunkt
man sich unendlich weit entfernt vorstellen kann.

Der Durchschnittspunkt der Linien y — 3X4 1 und y—xX—2 hat
die Coordinaten — und — l/-.

F 46. Es sind zwei gerade Linien durch ihre Gleichungen
y— ax4b und yax 4 b gegeben; man soll den Winkel v

finden, welchen sie mit einander bilden.

Es seien m und n die Winkel, 'welche von den ge—-

gebenen Linien mit der Abseissenaxe gebildet werden, so daß
tgm—a und tgn—a ist. Wenn nun a—a, also auch

m—n, so ist y — m — n, und daher

—

151n—tn —:
a — 14- aa

Da die Größen b und b“ keinen Einfluß auf die Neigung der beiden

Linien haben, so könnte man diese, jede parallel mit sich selbst, in den Anfangs—-

punkt A verschoben denken, und zur Bestimmung des Winkels v auch die Glei—-

chungen y — ax und y — ax nehmen.

Wenn 14 aa — 0 ist, so ist tsv—

—

— —, folglich v — 905,

d.h. die Linien stehen auf einander fenkrecht. Aus 14 aa—O folgt

a— — 5
a

d. h. für die senkrechte Lage zweier Linien zu einander muß die eine Tangente
immer den reciproken Werth der andern mit entgegengesetztem Vorzeichen haben.
Wenn z. B. a — ?/a ist, so muß a— —

? sein. Wären dagegen die Linien

parallel, so würde a—a, und daher v—o sein.
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Damit sich die beiden Linien y — ax — b und y— ax 4 b“ unter

einem bestimmten Winkel, etwa 450, dessen Tangente gleich 1 ist, schneiden,
können nicht beide Coefficienten a und a“ beliebige Werthe annehmen, weil aus

der, in diesem Falle stattfindenden Gleichung 1 — —— wenn z. B. a gege—-

ben ist, folgt, daß a! — L sein muß.

Die Tangente des Winkels v zwischen den Geraden y — 8x — 2 und y —

4x —5 ist gleich /is, und daher v — 423 55“.

8 47. Man soll die Gleichung der geraden Linie finden,
welche durch den Punkt (x, y) geht, und auf der, durch die Glei—-
chung y — ax—b' gegebenen Geraden senkrecht steht.

Die Gleichung einer Geraden, welche durch den Punkt (x, y) geht, ist
44,2) diese: y —y—a (— x). Setzt man nun, damit die Linien

auch auf einander senkrecht stehen (? 46), a — —22 so hat man

r—— (- ).

8 48. Es sind drei Punkte A, B, O durch ihre Coordinaten

(0,0), ,), &,y) gegeben; man soll den Inhalt des Dreiecks ABO

finden.
Der Punkt (0,0) liegt im Anfang der Axen.

Bezeichnet man die drei Seiten des Dreiecks mit a,b,e,
den XBAX mit m, den — CAX mitn, also den BAC

mitm—n, so ist nach einem bekannten Satze der Trigonometrie
x AABO /be. sin (m —n)

D AABO /æbe (sin m. cos n — cos m.sin m).

Da aber sinm— D, cosn—, eosm— , sin n — so ist

AABO-be (2) y — x9.

wo dasjenige Vorzeichen zu nehmen ist, welches den Ausdruck für den Inhalt
des Dreiecks positiv macht.

8 49. (Fig. S 48). Aus den Coordinaten (x, y) und (x, y)
zweier Punkte B und O soll ihre Entfernung a, sowie der Winkel w,

welchen die Verbindungslinie BO mit der Abseissenaxe bildet, ge—-
funden werden.

Zieht man BB sAX, so ist auh OBP —w, und BR—x —x,

OF — y“ — y, folglich
a—V6 6 —.
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Zur Bestimmung des Winkels w hat man

— 7 — —;—tgw— —eber sinw—— ober cos ——

Die Entfernung der Punkte (— 2, — 5) und (— 4, — 3) beträgt 10, und
deren Verbindungslinie bildet mit der Abscissenaxe einen Winkel von 12652 11,65“.

F 50. Man soll die senkrechte Entfernung eines gegebenen
Punktes (x, y) von der Geraden y — ax4 b finden.

Die Gl. der Geraden, welche durch den Punkt (x, y 9 geht, und auf
der Geraden y — ax b senkrecht steht ist (H 47)

1
— —— —2175

Aus dieser und der gegebenen Gleichung findet man

—a—ab +- b 4 ay —ax ;

X—

— — und
— also ist auch

e
1

— —7
—1—

Die Substitution dieser Werthe in den Ausdruck (49) V— 6—

giebt für die Entfernung
ax'—b—y
—Va—l

wo immer dasjenige Vorzeichen zu nehmen ist, welches den ganzen Ausdruck
positiv macht.

Die Entfernung des Punktes (— 2, — 3) von der Geraden y— X 41
beträgt 2 V2.

F 51. Man soll innerhalb der Schenkel eines gegebenen
Winkels CAX— w einen Punkt P so bestimmen, daß die voön ihm
auf die Schenkel gefällten Senkrechten PB und PD sich verhalien
wie 1: m.

Man nehme AX zur Abseissenaxe und A zum Anfangspunkte, und setze
AB—x und PB— y. Da in den rechtw. Dreiecken CAB und ODP ber -0
gemeinschaftlich ist, so ist 2 OPD — CAB — w, ferner BO — x. tg w,
CP —BO—y—x .tgw —y, PD—OPcos w— (xtg w—y) cos w. Nach
der Aufgabe ist PB: PD— 1: m, folglich my — (xtgw — y) cos w, und weil

tgw—sun ist, so ist my — x sin w— y cos w, und daher

—nv
—

1 — cosw
Diese Gleichung giebt eine unendliche Menge von Punkten,
welche alle der Aufgabe genügen, und gehört einer geraden 4Linie an, welche die Abseissenaxe im Anfangspunkte unter“
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einem Winkel schneidet, dessen Tangente 2 ist. Wird daher diese Linie

construirt, so hat jeder ihrer Punkte die verlangte Eigenschaft, d. h. die Linie ist
der geometrische Ort des gesuchten Punktes.

352. Aufgaben über die Gleichung der geraden Linie.

—

H Die Eleune der beiden durch den Anfang der Coordinaten gehenden geraden
Linien zu finden, welche mit der Abseissenaxe die Winkel von 45 und 10846 20 bilden.

2) Die Gleichung der Geraden z finden, welche die negative Ordinatenaxe in
der Entfernung — 5 Einheiten, und die Abscissenaxe unter 132025 schneidet.

3, Man construire die Gleichungen x— — /3x, —4— “/ox, y— 3 —x,

—x.t2 153265 82.

4) Welchen Winkel bildet eine Gerade mit der Arlrisenere. wenn sie die Ab—-
seissen- und Ordinatenaxe in den Abständen 3 und 4 durchschneidet?

5) Man soll die beiden Geraden construiren, welche von der Ordinatenaxe ein
Stück — — 3 abschneiden, und mit der Abscissenaxe Winkel bilden, deren Tangente — 1

und — Vs sind.

6) Eine Gerade schneidet von der negativen Abseissenaxe ein Stück — e ab,
und bildet mit ihr einen — — v; man soll die Gl. der Geraden finden.

7) Eine gerade Linie durchschneidet die Abscissenaxe in der Entfernung — 8

unter einem Winkel, dessen Tenaent —— V/ ist; man soll die spitzen Winkel des
von der geraden Linie mit den Axen gebildeten Dreiecks bestimmen, und die Länge des
abgeschnittenen Stückes der Ordinatenaxe angeben.

8) Man construire die Gleichung y—xtgv— m tgv, für welche v — 1850
m — —3 sein soll.

9 In welchen Punkten schneidet die Gerade y—— /x — 3 die Axen?

10) Man soll die Gleichungen der beiden Geraden finden, von welchen die eine
mit der Ordinatenaxe parallel die negative Absecissenaxe in dem Abstande 5 schneidet, die
andere dagegen parallel mit der Abscissenaxe durch den Punkt (0,7) hindurchgeht.

11) In welchen Punkten schneidet eine, durch die Punkte (10,9) und (7,—6)
gehende Gerade die Coordinatenaxen?

12) Vie groß ist der stumpfe Winkel, den eine Gerade, deren zwei Punkte die
Coordinaten (3,2) und (— 1,—2 haben, mit der Ordinatenaxe bildet, und wie weit sind
jene beiden Punkte von einander entfernt?

18) Eine Linie schneidet die Absecissenaxe in dem Abstande 1 unter 1359; wenn

nun zwei Punkte derselben die Ordinaten 2 und 4 haben, welche Werthe haben die Ab—-
scissen dieser Punkte?

14) Die Gleichung der geraden Linie zu finden, welche durch den Punkt
(— *x, geht, und mit der Abseissenaxe den Winkel v bildet.

15) In welchen Punkten durchschneiden sich die Geraden y — 4x — 3 und
y— 2x — 3?

16) Wenn eine gerade Linie die Axen in den Abständen “// und — 7 durch—-
schneidet, in welchen Abständen werden die Axen von zwei andern, mit ihr parallelen
Linien geschnitten, von welchen die eine durch den Punkt (5,4), die andere durch den
Punkt (4,5) hindurchgeht?
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17) Die Ordinate y“ eines Punktes ist grgeben: wie groß ist die zugehörigeaeile deren Endpunkt in der Geraden liegt, welche durch die gren n) und (p,q
hindurchgeht?

18) Die Gleichungen zweier Geraden seien y —ax8 und y — 3x; welchen
Werth muß a haben, wenn beide Geraden mit einander einen Winkel von 450 bilden sollen?

19) Wenn die beiden Geraden y — mx —1 und y—x42 sich in dem PunkteCl-, /2) schneiden sollen, welchen besondern Werth muß alsdann m annehmen?

20) Die eine Spitze eines Dreiecks liegt im Anfang der Axen, und die beiden
andern Spitzen haben die Coordinaten (3,4) und (6,8); man bestimme den Winkel, wel—-
chen jede Seite des Dreiecks mit der Abscissenaxe bildet, ferner den Inhalt und die drei
Seiten des Dreiecks.

21) Vie groß ist der Sinus des Winkels, den eine durch die Punkte (—1,8)
und (— 8,1) gehendẽ Gerade mit der Abseissenaxe bildet?

22) Wenn (Fig. 5 51) PD —2. PB und & BAP — 19 628,77“ ist; wie
groß ist der Winkel w?

28) Es sind (Fig. 8 48) zwei Punkte B (x,y) und O (, y) gegeben; man
soll auf der Geraden BC hie r it, u) desjenigen Punktes bestimmen, 'dessen
Entfernungen von B und O sich verhalten wie m: n.

24 Die Gleichung der geraden Linie für Polarcoordinaten zu finden.

Die Gleichung der Kreislinie.

F 53. Die Gleichung der Kreislinie zu finden.

Des Kreises Radius sei gleich r und die Coordinaten seines Mittel—-
punktes seien AB—a, BO—hb. Wenn nun für einen beliebigen Punkt P
der Kreislinie die Coordinaten AQ—x, PQ—y sind, und der Durchmesser
DF sAX gezogen wird, so hat man

OE? — PE- — OP, oder (AQ — ABY— PQ — BO) — OP- also
(X—a) ( — b)—r-

als die allgemeine Gleichung der Kreislinie, in welcher die Größen a
und b positiv und negativ sein können, was davon abhängt, in welcher Region
der Axen der Mittelpunkt O belegen ist.

Die Gleichung giebt, nach y aufgelöst, die Formel

— —IV
— —

1 —
in welcher, wie auch die Figur zeigt, niemals x—a4r
und X — a —x sein darf, damit wirklich ein Punkt der Kreis-
linie erhalten werde. Ist z. B. a —3, b—2, r—l, und

setzt man x— a—r 2, so giebt die Formel y —2 d. hi a——— x
den Punkt D, und setzt man x— a —r—4, so giebt sie 2

—2, d. h. den Punkt E. Für alle zwischenliegenden Werthe von x, z. B. 3
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giebt die Formel in Folge ihres doppelten Vorzeichens zwei Werthe für die

Ordinate,y—2 — I—3 und y — 2 — I—l, also zwei verschiedene Punkte
der Kreislinie, welche so wie etwa die Punkte P und P“ liegen, nämlich der eine

oberhalb, und der andere unterhalb des Durchmessers DH, aber in derselben Senk—-

rechten auf der Axe AX. Für x— /, iist — / IV/- u.s.w. Geht
man aber über die Werthe Xx— 2 und X—4 hinaus, und setzt z. B. X —1
oder — 5, so isty —2 —V— 3, also imaginär. Es ist klar, daß, wenn

man x alle möglichen Werthe von 2 bis 4 annehmen läßt, und die zugehö—-
rigen Werthe von y berechnet und aufträgt, alle Punkte einer Kreislinie, deren

Radius 1 ist, richtig zum Vorschein kommen.

254. Fällt die Abseissenaxe AX mit dem Durchmesser DE zusammen,
und liegt Ain D/ in welchem Falle b—o,, a 7r ist, so verwandelt sich
—a)“ —( — b)- —r* in die Gleichung (X—r)“ —y— x? oder

y — 2rx — x?,

welche die Scheitelgleichung der Kreislinie genannt wird.

Aus der Umformung y— — Vx (2r—x) und aus der Figur selbst
geht hervor, daß für negative Abseissen und für X — 2rx keine Punkte der Kreis-
linie erhalten werden, wie sich dieses dnrch ein bestimmtes Beispiel, etwa r —3,
vollkommen deutlich machen läßt, wo x nur alle möglichen Werthe von 0 bis

2rx — 6 annehmen kann.

355. Wenn der Anfangspunkt A in den Mittelpunkt O des Kreifes
fällt, also a — 0 und b — 0 wird, so giebt die allgemeine Gl. der Kreislinie

folgende Gleichung
x — — — r-,

welche die Mittelpunktsgleichung der Kreislinie heißt.

Aus derselben folgt y — —r —x und Formel und Figur zeigen,
daß x nur alle Werthe von —r bis 4—r erhalten kann, indem für X——r
die Ordinate y imaginär wird.

3 56. Die allgemeine Gl. der Kreislinie (—2) — (y — )—r?,
welche drei beständige Größen a, b, r enthält, zeigt, daß zur vollkommenen Be—-

stimmung eines Kreises drei Bedingungen erforderlich sind. In der Scheitel-
gleichung und Mittelpunktsgleichung sind zwei dieser Bedingungen bereits darin

enthalten, daß der Kreis durch zwei bestimmte Punkte, nämlich bei jener durch
(0,0) und (2rx,o), bei dieser durch (x,O) und (— x,O) geht, so daß für diese
beiden Fälle blos die Bestimmung des Werthes für r zur Feststellung des

Kreises ausreicht.

357. Durch Auflöbsung der Klammern erhält man aus der allge—-
meinen Gl. des Kreises x?— y“ — 2ax — 2by — r?— a? b-, woraus

hervorgeht, daß die Kreislinie eine Linie der zweiten Ordnung ist (ẽ 42).
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Die allgemeinste Gleichung des zweiten Grades zwischen zwei ver—-
änderlichen Größen Ax“ — By“ — Oxy —Dx— Ey — — 0 nimmt für
A—l, B—l (ober überhaupt A—B) und O—o die Form an x? 4 y-
+Dx+ Ey——E, und jede Gleichung von dieser Form entspricht
einer Kreislinie.

— —

Denn addirt man auf beiden Seiten ) (2) „so erhält man

x 4— Dx 22 D — + Ey — 412 4D-+ R 2
— F„oder

E+2 6—) 0 —

und wenn man diese Gl. mit (— a)? — (— b —r? vergleicht, so sieht
man, daß dieselbe einer Kreislinie angehört, für welche der Radius gleich

D—E— ist, und der Mittelpunkt die Coordinaten a— — D und
b —

— /H hat.

2 58. Ein Kreis, für welchen die Coordinaten des Mittelpunktes a—2
b — —1 sind, und der Radius r —/2 ist, hat die Gl. (— 22 — (— H—-
„der x— y—4x4 25 — — .

Wäre ferner die Gl. 9x? — 9y“ — 6x — 36y — — 21 zur Construc-
tion gegeben, so dividire man sie zuerst, um die Coefficienten von x und y auf
Izu bringen, durch 9, also x 4 y? —zx — 4 — — 7/, und setze beider-
seits die Quadrate der halben Coefficienten von X und y, also (/ und 22
hinzu; wodurch man erhält
x— x Ht/+y —4y 14— /44— /oder (x /) (—2)— /.
Endlich beschreibe man aus dem Punkte, dessen Coordinaten (/3, —2 sind,
mit einem Radius gleich V“/ 5 — /z einen Kreis.

8 59. Man soll die Gleichung der Kreislinie finden, welche
durch drei gegebene, nicht in gerader Linie liegende Punkte (x, y9,

) “ x) hindurchgeht.
Es kommt hier darauf an, die Größen a, b, r in der allgemeinen

Gl. des Kreises, (— a —(y — b)? —r-. (1) den Bedingungen der Auf—-
gabe gemäß zu bestimmen. Nimmt man nun zur Vereinfachung der Auflösung
den Punkt (x“, y“) selbst als Anfang, und läßt die Abseissenaxe durch den
Punkt (&“, y) gehen, wodurch x“, y“, y“ gleich 0 werden, und setzt man,
da der Kreis durch den Anfang der Axen geht,

in () X—o, yO, so entsteht a? 4 b —r? (2),
und substituirt man diesen Werth für r? in (h, so ergiebt sich

x?—y —2ax—2by—yÿ — 2ax — 2by — 0 ( 3)

Um noch die Größen a und b so zu bestimmen, daß der Kreis auch durch die

Punkte (, y, &, y“ geht, sete man in (3) für xX und y erst x', y“, bann

x“, 0, so erhält man

(4) x y“ — 2ax — 2by — 0 und x“ — 2ax“ — 0 65)
3*
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Aus (5), (O, (2) ergiebt sich nun

—x“ 23: + — “ —x“
2

x —y“ — xx“ 2

ee ——— - E—+ —) '

und durch Substitution dieser Werthe in (1) erhält man

12 — 771

2r— yO. )

Ein Kreis, der durch die Punkte (0,0), (1,0). 4, /5) geht, hat die Gl. x?—yx?

—xX—yVB—o oder (x—/) +— V 51.

& 60. Man soll die Coordinaten der Durchschnittspunkte
eines gegebeneu Kreises x? — y? —r? mit einer gegebenen Geraden

y— ax b finden.

Da die Coordinaten der Durchschnittspunkte für beide Linien dieselben
sind, so hat man blos x und y aus beiden Gleichungen zu bestimmen. Wenn

man daher den Werth von y“ aus der zweiten Gl. in die erste substituirt, und

die dadurch erhaltene Gl. nach x auflöst, ferner den so für x gefundenen Aus—-
druck in die zweite der gegebenen Gleichungen setzt, so findet man

2 —1 0— b—al«
—

a—l
— — a—l

Wegen des doppelten Vorzeichens erhält man im Allgemeinen zwei ver—-

schiedene Abseissen und Ordinaten, d. h. die gerade Linie durchschneidet den Kreis
in zwei Punkten. Wenn r? (a? 41)— b? ist, so giebt es nur einen gemein—-
schaftlichen Punkt für beide Linien, d. h. die Gerade ist eine Tangente des

Kreises. Für r? (a? —l)—b? werden x und y imaginär, d. h. beide Linien

treffen einander gar nicht.

Der Kreis y? x?— 1 wird von der Geraden y—x// 8 — V3B in den

beiden Punkten (1,0 und (/2, — 2 /5) geschnitten, von der Geraden y —x/ 3

—2V /in dem Punkte (/-, — V8) berührt, und von der Geraden y—x 42

gar nicht erreicht.

& 61. Ein Kreis ist durch seine Mittelpunktsgleichung
x24y?—r? gegeben; man soll 1) die Gleichung der Seecante,
welche den Kreis in den gegebenen Punkten M (x, y) und P (“,y)
schneidet, und 2 die Gleichung der Tangente für den Punkt
M (x, y) finden.
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Die Gl. der durch (x, y) und &“, y“) ge
henden Geraden ist 43)

— — «—x M

Die Gleichung x —y? —rl? giebt für diese Punkte

2) x2y—r und x“ y“ —r (3)

Subtrahirt man (3) von (2), so ist

6—x“ + o —y“2 — —x9 — 0+x9 — —o,

als —o ——
x

3

mx“ —1 E11

Dieses in (1) substituirt, giebt als Gleichung der Secante
- + x“

——
— — v“

1 ) (O

2) Denkt man sich die Secante 8s um den Punkt M gedreht, bis P mit
M zusammenfällt, so wird 8s zur Tangente Tt, und die Gl. (4) giebt, da jetzt
x“—Xx, y“ —y ist, zur Gleichung der Tangente

(5) —y —— E —x) obder xx7—r (6)

wo (6) dadurch entsteht, daß aus (5) folgt xx yy —x“ 4 i

x+ y- —r! ist. Der Coefficient — ist die trigon. Tangente des von

Tt mit der Abseissenaxe gebildeten Winkels T, und wird pofitiv, wenn ent—-
weder x oder y“ negativ ist.

62. Um den Durchschnittspunkt T der Tangente mit der Abseissen—-
axe zu finden, setze man in (5) oder (6) y—o, so ist

X
—

— AT

8 63. Für das Stück MT der Tangente von ihrem Berührungs—-
punkte (, y) bis zum Punkte — 0) ihres Durchschnittes mit der Abseissen—-
axe hat man (3 49) den Ausdruck

VE —*) — wder V—x) +x2y-, und da in (2)

— —y ist, MT— Van x2, also

ur — .
*
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Eine Secante, welche einen Kreis, dessen Radius 1 ist, in den beiden Punkten
x— 0,3826834, y — 0,9238794 und x“—l, y“ —0 schneidet, hat die Gleichung
— — 14966058x4— 1,4966057. Eine Tangente, welche denselben Kreis in dem ersten
Punkte berührt, hat die Gl. y— — 0,04142183 x — 1,08283922, und schneidet von der

Abscissenaxe ein Stück gleich 2,618126 ab, während ihre Länge zwischen beiden Treffungs-
punkten 24142183 beträgt.

F 64. Man soll die Coordinaten des Berührungspunktes
eines gegebenen Kreises x?— y? —r? mit einer Tangente finden,
welche von einem außerhalb des Kreises gegebenen Punkte (a, b) an

denselben gezogen wird.

Wenn x“, y die Coordinaten des Berührungspunktes bezeichnen, so ist
61, 6) die Gl. der Tangente yy xx—r.. (1). Weil nun die Tan--

gente durch (a, b) und der Kreis durch (y) geht, so hat man

2) by ax —r und — (5)

Wird jetzt der aus (2) hergeleitete Werth ron y“ in (3) gesetzt, und aus der

dadurch erhaltenen Gl. x“ bestimmt, und darauf der gefundene Ausdruck für x

in (2) substituirt, so findet man

—
ar·—br/abr brZarV—

—

a+b
— —b /

wo das doppelte Vorzeichen immer auf zwei Berührungspunkte führt.

Die aus dem Punkte (2,0) an den Kreis vom Radius 1 gezogene Tangente
berührt denselben im Punkte (/-, /4) oder im Punkte (“-, — .

265. Aufgaben über die Gleichung der Kreislinie.

; H Die Gleianns des Kreises zu finden und zu construiren, dessen Radius
gleich 6 ist, und dessen Mittelpunkt die Coordinaten (2, —5) hat.

2 Die Gleichungen x? — y? —2x — 4y — 20 und 4x? —4y* —2x +
24y — 830 — 0 zu construiren.

3) Ein Kreis geht eurd den Anfangspunkt der Coordinaten und schneidet von
der Abscissen- und Ordinatenaxe die Stücke —1 und —/8 ab; man soll den Kreis mit

Hilfe seiner Gleichung construiren.
O Es sind drei Punkte (1, H, — 1, D, ¶, — H in einem rechtw. Axen-

tem gegeben, dessen Anfangspunkt in Begug auf ein anderes rechtw. System die Coor—-
inaten (— /2,0) hat, während die beiden Äbscissenaxen einen Winkel von 45“ bilden;

man soll die Kreislinie, welche durch die gegebenen Punkte geht, durch eine Gleichung
für das zweite System ausdrücken und construiren.

5) Man soll die Lage des Kreises x?— y?—l zu den drei geraden Linien

Y——x, ——x— V2,y— 2 analhtisch bestimmen nnd geometrisch nachweisen.
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6) Welche gemeinschaftlichen Punkte hat der Kreis x? —y? —1 mit den geraden
; —

1LinienT066057 —x —1 und y — x.tg 157 30 — 1,0828922?

7) Die Basis eines Dreiecks sei gleich /2 und der Winkel an der Spitze ent-

halte 45; man soll die Lage der Spitze bestimmen.
8 Ueber einer Linie gleich 5 Fuß ein Dreieck zu beschreiben, dessen beide an—-

dern Seiten das Verhältniß 2:3 haben.
9) Die Gleichung für die gemeinschaftliche Secante zweier Kreise x? y'—r?

und ( — a — ( — b) — r? hzu finden.

Die Parabel.

266. Die Parabel ist eine krumme Linie von solcher Be—-
schaffenheit, daß jeder ihrer Punkte von einer gegebenen geraden
Linie und von einem gegebenen Punkte gleich weit entfernt ist.

cFig. ß 68). Ist olso P der gegebene Punkt und LL“ die gegebene
Gerade, so liegt der Punkt P in der Parabel, wenn VPP der auf LI“ senk—-
rechten Linie PM gleich ist.

Der gegebene Punkt F heißt der Brennpunkt (Foecus), die Linie
LL“ die Leit- oder Richtlinie (Directrix), und jede von dem Brennpunkte
an die Parabel gezogene Gerade PP ein Leitstrahl oder Radius vector.
Eine durch den Brennpunkt P senkrecht auf die Leitlinie gezogene und über den

Brennpunkt hinaus verlängerte Gerade BX heißt die Axe, und ihr Durch—-
schnittspunkt A mit der Parabel, welcher nach dem Begriffe dieser Linie von

dem Brennpunkte und der Leitlinie gleich weit entfernt ist, der Scheitel der
Parabel. Jede der Axe parallele Gerade wird ein Durchmesser, und ihr
Durchschnittspunkt mit der Parabel der Scheitel desselben genannt. Jede
gerade Linie, welche zwei beliebige Punkte der Parabel mit einander verbindet,
heißt eine Sehne derselben.

2 67. Die durch den Brennpunkt F gehende, auf der Axe senkrechte
Sehne OCMD wird der Parameter der Parabel genannt, und gewöhnlich durch
p bezeichnet. Der Parameter ist für die Parabel ganz dasselbe, was etwa der

Radius für den Kreis ist. Je größer der Parameter ist, desto schneller ent—-

fernen fich die beiden Zweige der Parabel von der Axe.

Zieht man ans O und D Senkrechte auf LL“, so ist OP—OR— FB
PNDG D, und AB— AR, folglih AB—A— C b . die

Leitlinie sowol als der Brennpunkt ist von dem Scheitel um

des Parameters, also der Brennpunkt von der Leitlinie um den

halben Parameter entfernt.
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g 68. Die Parabel zu beschreiben, wenn der Brennpunkt
F und die Leitlinie LL' gegeben sind.

1) Man ziehe durch V auf LI“ eine Sentkrechte
BX, und halbire BB in A, so erhält man die Axe AX
und den Scheitel A der Parabel. Durch einen beliebigen
Punkt Q der Axe errichte man auf dieselbe eine Senk—-

rechte, beschreibe mit BQ aus H einen Kreis, welcher jene
Senkrechte in P und p schneidet, so sind P und p zwei
Punkte der Parabel. Denn zieht man PM und pm
senkrecht auf LL-, so ist
Pr—FPp— BQ=PM— m. S3e mehrt Punlie man auf
diese Weise bestimmt, desto genauer läßt sich durch diesel—-
ben die Parabel ziehen.

2) Durch die stetige Bewegung eines Punktes
wird eine Parabel beschriebèn, wenn ein rechtwinkliger
Winkelhaken mit dem einen Schenkel DE an der Leitlinie

hingleitet, während ein Faden, von der Länge des andern

Schenkets DO mit dem einen Ende im Brennpunkte F,
und mit dem andern in O befestigt, mittels eines längs
dem Schenkel DO fortgeführten Zeichenstiftes stets straff
gehalten wird. Die von dem Stifte beschriebene Linie ist
eine Parabel, weil jeder Punkt derselben, z. B. P, offen-
bar von der Leitlinie und von dem Brennpunkte gleich
weit absteht. Zur Beschreibung des untern Zweiges muß
man den Winkelhaken umlegen.

F 69. (Fig. F 68). Die Gleichung der Parabel zu finden,
wenn die Axe AX zur Abseissenaxe und der Scheitel A zum Anfang
der Coordinaten genommen wird.

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes P der Parabel seien AQ—x,
PQ y, der Parameter OD —p; alsdann ist (8 67)

FP—BQ—AQ AB—x 4 /ap, FO— AQ—AFx — /ap, und weil

PQ — FP?— FEQ- oder y- — (x 4 /p) — & — /p) so ist

y 2 — P X y — 1 x12

In dieser Gl. sind x, y veränderliche Größen, während p für alle Punkte der

Parabel denselben Werth behält, und immer als positiv zu betrachten ist.

270. (Fig. 8 68). Aus der Gl. y —A—Ppx, welche zeigt, daß
die Parabel eine Linie der zweiten Ordnung ist, lassen sich die Eigenschaften
der Parabel ableiten.

1 Für jeden negativen Werth von X wird y imaginär. Die Pa—-
rabel liegt daher nur auf einer Seite der durch den Scheitel A

gehenden Ordinatenaxe.
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2) Für x—o ist auch y —O. Für jede positive Abseisse giebt die
Gleichung immer zwei gleiche, aber entgegengesetzte Ordinaten, die mit den Ab-

seissen wachsen und mit diesen unendlich groß werden, denn für X— œ wird
auch y— —. Die Parabel geht also vom Scheitel an zu beiden
Seiten der Axe völlig auf einerlei Weise in's Unendliche fort, und
kann, außer im Scheitel, die Axe nicht schneiden, indem sie sich viel—-

mehr immer weiter auf beiden Seiten von derselben entfernt. Jede Sehne,
welche auf der Axe senkrecht steht, wird von dieser halbirt.

3) Bedeuten x, y und x“, y die Coordinaten zweier beliebigen Punkte
der Parabel, so ist y·—px und y“— px,, mithin y?:y— x-x, d· h. die
Quadrate der Ordinaten verhalten sich wie die zugehörigen Ab—-
scissen. Da also die Ordinaten wie die Quadratwurzeln der Abseissen und
mithin immer weniger zunehmen, je größer letztere werden, so biegen sich die

Schenkel der Parabel beständig gegen die Axe, und nähern sich unaufhöorlich
dem Parallelismus mit dieser, ihre hohle Seite allenthalben der Axe zu—-
wendend.

41) Aus y— yx folgt X:y— y:p, d. h. die Ordinate eines

beliebigen Punktes ist die mittlere Proportionale zwischen der

zugehörigen Abscisse und dem Parameter, oder der Parameter ist
die dritte stetige Proportionale zur Absecisse und Ordinate eines

jeden Punktes der Parabel.

5) Der Radius vector v —PR irgend eines Punktes P
der Parabel ist immer der um /a des Parameters p vermehrten
Absecisse dieses Punktes gleich. Denn aus v — PQ? —FQ —

ro — —AN* —y?— & — —px (& —/ p folgt
—XstHlap.

6) Für die Abseisse AP — /4p giebt die Gl. der Parabel als Or—-

dinate CP— /2p, d. h. die durch den Brennpunkt gehende Ordi—-
nate ist dem halben Parameter gleich.

F 71. (Fig. F 68). Die Gleichung der Parabel zu finden,
wenn die Axe AX zur Abseissenaxe und der Brennpunkt F zum An—-
fang der Coordinaten genommen wird.

Für einen beliebigen Punkt P seien die Ordinaten FQ—x,PQ— y.
Setzt man für den Scheitel A als Anfang der Coordinaten AQ—x;, so ist
X— 4p + 67), und weil y· — Ix. so ist

v — p (x — p.

8 72. Die Parabel zu construiren, deren Parameter p— AB

gegeben ist.
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Die Verlängerung von BA nehme man

als Axe und A als den Scheitel der Parabel an,

errichte durch beliebige Punkte Q, Q ..
der Axe

senkrechte Linien, beschreibe über BQ. BQ“... als

Durchmessern Kreise, welche die durch A auf die
X

Axe erxrichtete /Senkrechte· inC, O ae. e·

schneiden, und ziehe durch diese Punkte parallel
zur Axe Linien, welche die durch Q, Q“··· gezo—-

genen Senlkrechten in L, P.. p, p“.· · schneiden
werden; so sind die letztern Punkte sämmtlich

Punkte der Parabel. Denn bezeichnet man eine

der Senkrechten, z. B. PQ mit y, und die zugehörige Abseisse AQ mit x,
so hat man, weil AO— AB .AQ ist, y- — px, welches die Gl. der Pa—-
rabel ist. Die Zeichnung der Parabel wird de—to genauer ausfallen, je mehr
Punkte man auf die beschriebene Weise gefunden hat.

E73. (Gig. 8 74). Eine Tangente der Parabel ist im Allge-
meinen eine gerade Linie, welche mit dieser nur einen Punkt, den Berüh—-
rungspunkt, gemein hat, sonst ganz außerhalb der Parabel liegt. — Ins—-

besonders heißt das Stück PT der Tangente vom Berührungspunkte bis zur
Axe die Tangente, ferner das zwischen ihr und der Ordinate eingeschlossene
Stück TQ die Subtangente, so wie die im Berührungspunkte auf die

Tangente senkrecht bis zur Axe gezogene Gerade PN die Normale, endlich
das zwischen dieser und der Ordinate liegende Stück NQ der Axe die Sub—-

normale, — alle diese Linien in Bezug auf den Punkt P der Parabel ge—-
nommen.

8 74. Die Gleichung der Tagente Tt zu finden, welche
durch einen gegebenen Punkt P (x, y) einer durch ihre Gleichung
y- px bestimmten Parabel hindurchgeht.

Die Gl. der durchP und noch einen zweiten
Punkt M (&“, y) der Parabel gehenden Geraden

ist (8 43)

y—y—I « — .

Da P und M in der Parabel y — px liegen, so ist auch
2) x —p und y—— x1113).

Subtrahirt man (3) von (2) und setzt y“—y“tœ— (+y9 0— 59,

so ist — : Dieses in (N gesetzt, giebt als Gl. der Secante 8s

—r— —— —

Läßt man jetzt durch Drehung der Secante um P den Punkt M mit P zusam—-
menfallen, so wird y“ — y“, und die Gl. (4) giebt als Gleichung der Tan—-

gente Tt
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) — ——— x 3 oder y — ( +xs (6)

wo (6) dadurch entsteht, daß man (5) mit y“ multiplieirt und dann y“ —px setzt.

F 75. (Fig. 8 74). Man soll die Tangente, Subtangente,
Normale und Subnormale für einen gegebenen Punkt P (x y) der
Parabel bestimmen.

1) Man setze in ð 74, (6), um die Abseisse des Durchschnittspunktes
T der Tangente mit der Abseissenaxe zu erhalten, y—o, so erhält man x ——x,
also, wenn PQ LAX ist, AT— AQ, und daher TQ— 2. AQ, oder

Subtangente TQ—2x,
d. h. die Subtangente eines Punktes ist immer der doppelten Ab—-
seisse desselben gleich.

2) Für die Tangente PT giebt das rechtw. Dreieck PQT
PT?—TQ* PQ— 4x +y—4x—px — x (4x + »), also

Tangente PT—Vx ( ».
Da PT— x(4x — )— 4x(x+ /ap) und x — /ap der Radius vector
des Berührungspunktes P ist (8 70, 5), so ist die Tangente eines Punk—-
tes die mittlere Proportionale zwischen der vierfachen Abseisse
und dem Radius vector desselben Punktes.

3) Für die Subnormale NQ folgt aus dem rechtw. Dreieck TPN

TQ:PQ— PQ: NQ oder 2x':y'—y:NQ, also

Subnormale N— — hv.

Die Subnormale ist also immer dem halben Parameter gleich und

daher eine beständige Größe.

1 Endlich ist PN?— PQ— NQ?—y“ — ap? — px + ap?
—P(& ap), also

Normale PN—Vp & — p),
d. h. die Normale eines Punktes ist immer die mittlere Propor—-
tionale zwischen dem Parameter und dem Radius vector desselben
Punktes.

8 76. (Fig. 8 77). Durch einen gegebenen Punkt P der
Parabel eine Tangente an dieselbe zu ziehen.

Man nehme auf der rückwärts verlängerten Axe das Stück AT gleich
der Abseisse AQ des Punktes P, und ziehe durch T und P die Gerade It,
so ist diese die verlangte Tangente, da in Folge der Construction die Sub—-

tangente TQ— 2AQ ist (8 75, 1.
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7. 1N E 5 ist a— 440 (567) und AT —

AQx, folalih T—x—p — RP(B 70,51
mithin FPT— FTP, d. h. der Winkel,we bchen
der nach einem beliebigen Punkte P der Parabel
gezogene Radius vector mit der Tangente ITt

desselben Punktes bildet, ist gleich dem Winkel,
LAr

wen vie Tangente mit der Axe einschließt

2) Wird durch P die Linie L'B sAX gezogen, so ist — LPT—-
FTIP—FET, d. h. die Tangente halbirtzden Wintel, den eine

durch den Berührungspunkt zur Axe parallel gezogene Gerade
mit dem Leitstrahl des Berührungspunktes bildet.

3) Hieraus ergiebt sich eine andere Auflösung der Aufgabe (S 76),
durch einen gegebenen Punkt P der Parabel eine Tangente zu
ziehen — Fällt man nämlich von P auf die Leitlinie eine Senkrechte PL“,
zieht LE, und durch deren Mitte O die Linie OP, wodurch der Winkel L'PF

halbirt wird, so ist OP die verlangte Tangente.

8 78. Die Eigenschaft der Parabel, zufolge welcher die Winkel BPt und FPT

ts sind, indem jeder gleich LPT ist, ist der Grund, weßhalb man den Punkt F den

rennpunkt nennt. Het man sich nämlich einen parabolischen Hohlspiegel, welcher
entsteht, wenn d der Bogen AP der Parabel um die Axe herumdreht, so werden alle
parallel mit der Axe auf die innere Fläche des Spiegels fallenden Lichtstrahlen von dem—-

selben nach dem Erete der Optik von der Gleichheit des Einfalls- und Reflexionswinkels
so zurückgeworfen, daß sie sich in dem Punkte F vereinigen, wo eine solche Hitze entsteht,
daß ein entzündbarer Gegenstand wirklich entzündet wird. ungeterrt werden alle von

einem leuchtenden Punkte in F ausgehenden Lichtstrahlen parallel mit der Axe zurück—-
geworfen, so daß durch einen parabolischen Spiegel, wie man ihn z. B. auf Leuchtthürmen

eit antrifft, eine starke Erleuchtung auf einen bestimmten Gegenstand geworfen werden
ann.

8 79. Durch einen außerhalb der Parabel gegebenen Punkt
P eine Tangente an die Parabel zu ziehen.

Man beschreibe aus P mit PR als
Radius einen Kreis, welcher die Leitlinie in

M und m schneidet, ziehe aus M und m zwei
Parallele mit der Axe, welche die Parabel in

T und t schneiden, und verbinde P mit 7
und t, so ist PT sowol als Pt die verlangte
Tangente, weil wegen Gleichheit aller Seiten

das ATME TPR/ allo MIP—FT
ist 677, 2) und ebenso die Gleichheit der

Winkel mtP und EtP nachgewiesen werden kann

8 80. Den Abschnitt AOR der Parabel zu berechnen, wel—-

cher von der Axe und von einem Bogen nebst der Ordinate seines
Endpunktes begränzt wird.
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Man ziehe aus A die APLANR, aus O die OFL AF, ferner
aus einem andern Punkte B des Bogens AC die BD LANR und BG lAPF,
endlich die Sehne 80. Setzt man AP—x, OE—y, AD—x“, BD —y,
so ist

Trapez BR— (y4y) . — , oder weil (69 x—— x— 2
Aa 6— I—7Trapez BE —(y — *

— —
Ferner

—
a — BEiTrapez OG —(x —x9s.

—
also 115

Denkt man sich nun die Punkte B und OC unendlich nahe an

einander, so geht y—y' in 2y, und x xin 2x über, und
bann lt

B 2 — —2, alo BE—2. OG.
Betrachtet man die ganzen innern und äußern Räume AOCE
und AFO als aus einer sehr großen Anzahl solcher Trapeze bestehend, so
folgt, daß AOCR doppelt so groß ist, als AFO, also daß

ACR — /s Rechteck AR. OR — / xy.

8 81. Es ist die Seite a eines Würfels gegeben; man

soll die Seite des doppelt so großen Würfels durch Construction
finden.

Man ziehe die Linien AQ und AR auf einander senkrecht, und be—-
schreibe mit A als Scheitel, AQ als Axe, 2a als Parameter eine Parabel
ABP, so wie mitA als Scheitel, AR als Axe und a als Parameter eine
Parabel AOP. Ist nun P der Durchschnittspunkt beider
Parabeln, und zieht man aus P auf AQ und AR zwei
Senkrechte, so ist

PR— AQ —x, AR— PQ;y.
Nach der Natur der Parabel (8 70, 4) ist

PQ? 2a. AQ oder y?—2a.x
PR?—a.AR ober x·— a.y,

folglih x“ — a? y· — a-. 2ax, oder x- — 2a-,

mithin ist AQ die gesuchte Seite des Würfels.

Dieses im Alterthum berühmte Problem wird eremlin das Delische ge—-
nannt, weil das Orakel zu Delos bei Gelegendeit einer Pest eonler haben soll, den
Altar des Apollo, der ein Würfel war, otne eränderung seiner Gestalt zu verdoppeln.
Durch die bloße Elementargeometrie läßt sich die Aufgabe nicht lösen.
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Die Ellipfe.

282. Die Ellipse ist eine krumme Linie von solcher Be—-

schaffenheit, daß die Summe der Entfernungen PB und Pf eines

jeden ihrer Punkte P von zwei gegebenen Punkten F und kun—-

veränderlich ist.

(Fig. $ 83.) Die beiden gegebenen festen Punkte P und k heißen
die Brennpunkte. Jede von einem der Brennpunkte an die Ellipse ge—-

zogene Gerade PP oder fP wird ein Leitstrahl oder Radius vector ge—-
nannt. Die durch die Brennpunkte gezogene, auf beiden Seiten von der Ellipse
begränzte Gerade AB wird die große Axe oder Hauptaxe, ihre Mitte O
der Mittelpunkt, und die durch den Mittelpunkt auf die große Axe senkrecht ge-

zogene, auf beiden Seiten von der Ellipse begränzte, Gerade DK die kleine

Axe oder Nebenaxe der Ellipse genannt. Die Punkte A und B heißen
die Scheitel der großen, dagegeun D und E die Scheitel der kleinen Axe.
Jede durch den Mittelpunkt gezogene, auf beiden Seiten von der Ellipse
begränzte Gerade heißt ein Durchmesser; ihre Durchschnittspunkte mit der

Ellipse werden die Scheitel desselben genannt. Der Abstand der Brenn—-
punkte vom Mittelpunkte, OV oder Ck, wird die Excentricität genannt,
und gewöhnlich mit e bezeichnet. Die durch einen der Brennpunkte senkrecht
zur Hauptaxe gezogene Sehne GH der Cllipse heißt der Parameter derselben.
Man pflegt denselben durch p zu bezeichnen.

8 83. Aus der Erklärung der Ellipse ergeben
sich mehre Folgerungen:

1N Es ist AP— Af— BP + Bf oder, wenn

man Ff von beiden Seiten wegnimmt, 2AP—2Bt,
folglich AP—Bt, db h. die Scheitel der großen
Axe sind von den beiden Brennpunkten gleich
weit entfernt.

2) Da AO BC, so ist — d h der Mittelpunkt der

Ellipse steht von den Brennpunkten gleich weit ab, und die Ent—-

fernung der beiden Brennpunkte von einander ist daher gleich der

doppelten Excentricität, also gleich 2e.

3) Bezeichnet man die Summe der Entfernungen eines jeden Punktes
der Ellipse von den Brennpunkten mit 2a, so ist AP4 Afk—2a, und weil
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AF — Bf, so ist auh AB—2a, d. h. die Summe der beiden Leit—-
strahlen eines jeden Punktes ist der Hauptaxe der Ellipse gleich.

41) Da ADOF EDCt, also DP —Df ist, und weil DP 4Df
— AB, also DV oder Dt gleich /AB ist, so folgt, daß jeder der beiden
Scheitel der kleinen Axe von den Brennpunkten um die halbe
große Axe entfernt ist. Auch ergiebt sich hieraus, daß die kleine Axe
von der großen halbirt wird.

5) Setzt man die halbe große Axre AO—a, also auch DP —a,
ferner die halbe kleine Axe CD—b, und die Excentricitt OP—e, so ist
b“— a·— e“ und e· —a? — h-, so daß also die kleine und die große Axe
und die Excentrieität sich gegenseitig bestimmen.

F 84. (Fig. F 83). Die Ellipse zu beschreiben, wenn die
große Axe AB, und die Brennpunkte V, k gegeben sind.

1) Man nehme auf AB zwischen P und t einen beliebigen Punkt Q
an, beschreibe aus P mit AQ, und darauf aus k mit BQ zwei Kreise, so ist
ihr Durchschnittspunkt ein Punkt der Ellipse, weil die Sümme seiner Entfer-
nungen von den Brennpunkten gleich AB ist (8 83, 3). Je mehr Punkte
man auf diese Weise bestimmt, desto genauer läßt sich die Ellipse beschreiben.
Wenn Q einer der Brennpunkte ist, z. B. B, so ist der Berührungspunkt A
der Kreise ein Punkt der Ellipse. Nähme man aber Q zwischen A und F,
oder zwischen B und k an, fo würden sich die Kreise nicht schneiden, also
keinen Punkt der Ellipse geben.

2) Man befestige in den Brennpunkten V und k die beiden Enden
eines Fadens, dessen Länge gleich AB ist. Wenn man nun einen Zeichnen-
stift, der den Faden immer gespannt erhält, um die Brennpunkte herumführt,
so beschreibt er eine Ellipse, da die Summe der beiden Abstände eines jeden
durch den Stift bezeichneten Punktes von den Brennpunkten gleich AB ist.

8 85. (Fig. F 83). Die Gleichung der Ellipse zu finden,
wenn die Hauptaxe AB zur Abseissenaxe, und der Mittelpunkt O zum
Anfang der Coordinaten genommen wird.

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes P der Ellipse seien CQ—x,
PQ—y Sett man die große Axe AB —2a, die kleine Axe DV — 2b,
die Excentricität OP — COk —e, so ist FQ—e —x, Q— e—x, FP +
fP — 2a, und die rechtw. Dreiecke FPQ und fPQ geben

FP—V —V — also ist
Vr Fe V — 2a, oder
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V— — 2a—Vy —x und quadrirt

aVy(9— a 4 ex, und abermals quadrirt

a2y· (a —e)x— a (a- — e-).

Da aber a? — e· — bẽ ist ( 83, 5), so hat man

—

*
—aybx—a-b oder 1

als Mittelpunktsgleichung der Ellipse.

8 86. (Fig. 8 83). Aus der eben gefundenen Gleichung, welche
zeigt, daß die Ellipse eine Linie der zweiten Ordnung ist, folgt

21—
a

—— 3a 2 —
L

Hieraus lassen sich die Eigenschaften der Ellipse ableiten.

1) Setzt man Xx— —a, so ist y— 00. Die Ellipse schneidet
also die große Axe zwei Mal (in den Punkten A und B), und ist
eine in sich selbst zurücklaufende krumme Linie.

2) Für x — 4 a wird y imaginär, d. h. die Ellipse liegt ganz

zwischen zwei durch A und B auf die große Axe errichteten Senk—-

rechten.

3) Da die Gl. y — ã—x- zu jeder Abseisse zwei einander

gleiche, aber entgegengesetzte Ordinaten giebt, und y seinen Werth nicht ändert,
wenn man — X für x setzt, so folgt, daß die Ellipse von jeder der

beiden Axen in zwei congruente Theile getheilt wird.

4 Setzt man x gleich der Excentrieität, also x? —e?— a“ — h-

-6 83, 5), so erhält man die in einem der Brennpunkte errichtete Ordinate

y — folglich ist der Parameter p— e Dafür läßt sich auch schreiben

— oder 2a:2b —2b:p, d. h. der Parameter ist die dritte Pro—-

portionale zu der großen und kleinen Axe.

5) Wenn man in der Gl. a?y? — b·x — a-b“ setzt a—b, woraus

folgt, daß a· —b·—e· — o ist, so erhält man die Gl. x· —y' — a eines

Kreises, dessen Radius a ist (8 55). Der Kreis kann also als eine

Ellipse betrachtet werden, deren beide Axen gleich sind, oder

deren Excentricität Null ist.

Denkt man sich die Excentriceität e einer Ellipse immer kleiner

werden, so nähern sich auch die beiden Veectoren eines Punktes immer
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mehr, so daß, wenn e — o wird, die Punkte P und k in C, so wie die Vec—-
toren in eine gerade Linie, welche gleich a ist, zusammenfallen. In diesemFalle ist die Entfernung eines jeden Punktes der Ellipse von ihrem Mittel-—
punkte gleich a, und die Ellipse also ein Kreis, dessen Radius die große oder
kleine Halbaxe ist.

87. Beschreibt man aus dem Mittelpunkte O einer Ellipse mit der
halben großen Axre AO — a einen Kreis, und construirt zu einer beliebigen
Abscisse OQ— x die gehbrigen Ordinaten PQy und PQ— y beiber
Curven, so geben die Gleichungen der Ellipse (ẽ 86) und des Kreises (ʒ 55)

— P—x y— Va — x also

:—b:—2b: 2a.
d. h. die zu gleicher Abseisse gehbrigen Ordina—-
ten der Ellipse und des um ihre große Axe be—-
schriebenen Kreises verhalten sich, wie die kleine
Axe zur großen.

Hieraus ergiebt sich folgender Satz: Wenn alle Ordinaten
eines Kreises (oder einer Ellipfe) in demselben Verhältnisse
getheilt werden, so liegen die Theilpunkte wieder in einer
Ellipse.

F 88. (Fig. F 87). Eine Ellipse zu beschreiben, wenn die
beiden Axen AB und DH gegeben sind.

Man beschreibe über AB als Durchmesser einen Kreis, und theilebeliebig viele Ordinaten PQ, pa... dieses Kreises in dem VerhältnisseOP: CD, so liegen alle so erhaltenen Theilpunkte P, p... in der gesuchtenEllipse ( 87), welche sich desto genauer beschreiben läßt, je mehr Punkte auf
diese Weise bestimmt worden sind.

289. (Fig. 8 87). Für die beiden beliebigen Punkte P (x,und p (, y) der Ellipse giebt die Gleichung der letztern (8 86)

( — ) u (—x, ate is

:y—(a— x): (a? — x) — (a —x) (a — ): (a + x) (a — x), oder

y:y — AQ. BQ: Aq. Bq
d. h. bei jeder Ellipse verhalten sich die Quadrate der Ordinaten,
wie die Rechtecke aus den Abschnitten, in welche die große Axe
durch die Ordinaten getheilt wird.
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F 90. (Fig. F 83). Die Gleichung der Ellipse zu finden,
wenn die Hauptaxe AB zur Abseissenaxe und der Scheitel A zum
Anfang der Coordinaten genommen wird.

Bei der Herleitung der Mittelpunktsgleichung (F 85) wurde die Ab—-

seisse OQ eines beliebigen Punktes P gleich x gesetzt. Für die jetzt zu findende

Scheitelgleichung bezeichnet aber x die Abseisse AQ desselben Punktes, wäh—-
rend die Ordinate PQ—y ungeändert bleibt. Weil nun OQ —AQ —AO

ist, so braucht man nur AQ— AC, d. h. X— a für OQ—x in dieMittel-—

punktsgleichung y“ — 2( — x) zu setzen, wodurch man erhält

—
b?

2

— (a —x) 1»
a

2
X —

rr
!

*
——

Da aber der Parameter p— 2r ist, ( 86, H, so ist

2— P X
a

8 91. Wenn in der eben gefundenen Gl. a immer größer wird,
während X abnimmt oder wenigstens nicht wächst, so nähert sich dieselbe immer

mehr der Gl. der Parabel y· —px (8 69). Die Gestalt der Ellipse

nähert sich also in der Nähe ihrer Scheitel desto mehr der Gestalt
der Parabel, je größer die große Arxe ist.

3 92. (Fig. 8 93). Die Benennungen Tangente, Subtangente, Nor—-

male und Subnormale gelten für die Ellipse im gleichen Sinne, wie für die

Parabel (8 73). Ist Tt eine Tangente im Punkte P, ferner PNLTt, und

PQL AB, so heißt PT die Tangente, TQ die Subtangente, PN die

Nernere: und NQ die Subnormale in Bezug auf den Punkt P der

ipse.

8 93. Die Gleichung der Tangente Tt zu finden, welche
durch einen gegebenen Punkt P (x, y) einer durch ihre Mittelpunkts—-
gleichung a?y? 4— bx? — ah- bestimmten Ellipse hindurchgeht.

Die Gl. der durch P und einen zweiten Punkt M (&“, y“) gehenden

Geraden ist G4) y — —— (— x)..· M. Da P und x

in der Ellipse liegen, so ist auh (). .. a?y“ — b-x“—a-b-, und

aty“ —bx — a-b-.. 1.

Subtrahirt man (3) von (2), so erhält man
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— v
7

—— 1— —

—— Dieses in )

gesetzt, giebt die Gleichung der Secante 8s

—
a * — x“

—.—7——a- 15 7 8 x) · 0

Läßt man jetzt durch Drehung der Secante den Punkt M mit P zufammen—-
fallen, wodurch x“ — x und y“ — y wird, so ergiebt sich aus (4)

——— 22 E—) oder a·yy' b-xx—a-y b-x“-,

folglich, mit Rücksicht auf (2), als Gleichung der Tangente Tt

ayy bxx— a-b- (5)

F 924. (Fig. 93). Man soll die Tangente, Subtangente,
Normale und Subnormale für einen gegebenen Punkt P (x, yü der
Ellipse bestimmen.

1) Setzt man in ʒ 93, (5), um die Abscisse des Durchschnittspunktes
T der Tangente mit der Abseissenaxe zu erhalten, —O,/ so sindet man

2

22 Da nun OT —x, CO—x, also TQ—x—x, so ist

Subtangente TQ——

2Es ist PT—PQ· T—y“ — und weil (ẽ 86)

a — ( — x-) — ———„also l
-

PT—

x) ex

y- ay

;

b—
12

—— hbe

;
r

man

b·x“+ — a ) also

Tangente PT — —Vr — ay-.

2) Es ist TQ: PQ—PQ:NQ oder — :y— y: NQ,
folglich x — und weil ( 86) y (—x·), so ist

Subnormale NQ— E
412 4172 bx--4) Endlich ist PN— PQ- INQ— y e also

Normale PN— Pay- — b-x.

4*
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8 95. (Fig. 8 93). Die Subtangente TQ— —— ist von der

kleinen Axe b unabhängig. Alle über AB als Hauptaxe mit belie—-

bigen kleinen Axen beschriebenen Ellipsen (und selbst der Kreis
als Ellipse mit zwei gleichen Axen) haben also für Punkte von

einerlei Abscisse auch einerlei Subtangente, folglich schneiden
sich die Tangenten dieser Punkte alle in demselben Punkte der

verlängerten Hauptaxe.

8 96. Durch einen gegebenen Punkt P der Ellipse eine

Tangente an dieselbe zu ziehen.

HN (Fig. S 93). Man beschreibe über der Hauptaxe AB als Durch—-
messer einen Kreis, ziehe die Ordinate PQ des gegebenen Punktes, und ver—-

längere dieselbe, bis fie den Kreis in einem Punkte schneidet, den wir uns

durch K bezeichnet denken. Zieht man nun durch K an den Kreis eine Tan—-

gente, welche die Hauptaxe der Ellipse in D schneiden mag, so ist PT die ge—-
suchte Tangente der Ellipse (8 95).

2) Man ziehe die Vectoren FP und P
verlängere PP über P hinaus, und halbire den

feN durch PTL, so ist PT die gesuchte Tan—-

gente. Denn hätte PT außer P noch einen zwei—-
ten Punkt R mit der Ellipse gemein, so nehme
man PN— Pf, unt ziehe R, Rf, RN. Da

7—

TPf-— TIN, also auh fPR— NPR, so
istAR NPR,also Rf— RN. Weil aber P und Rin der Ellipse
liegen, so ist ( 82) PF — Pf— RE 4— Rtf, oder FN — RF — RN, was

unmöglich ist, so daß also PT außer P keinen Punkt mit der Ellipse gemein
haben kann.

8 97. Aus der Construetion der Tangente ( 96, 2) ergiebt sich,
daß 17 (— NPT) — PIR ist;- daß also die Tangente mit den

nach dem Berührungspunkte gezogenen Vectoren gleiche Win—-
kel bildet.

In einem elipte Gewölbe oder einem elliptischen Hohlspiegel werden
daher alle von dem einen Brennpunkte ausgehenden Schall-, Licht- üund Wärmestrahlen
so zurückgeworfen, daß sie sich fenmtlin in dem andern Brennpunkte wieder vereinigen,
worin die Benennung der Punkte F und k als Brennpunkte ihren Grund hat.

F 98. (Fig. F 96). Durch einen außerhalb der CEllipse ge-
gebenen Punkt M eine Tangente an dieselbe zu ziehen.
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Man beschreibe aus M mit Mf, und aus F mit AB zwei Kreise,
und verbinde ihren Durchschnittspunkt N mit F, so ist der Punkt P, wo N
die Ellipse schneidet, der gesuchte Berührungspunkt, und daher MP die ver—-

langte Tangente. Denn weil NE— AB— VP fe, so ist ?l — NE,
und weil Mf — MN, so ist HfPM ENPN, also — fPM— NPN, folg-
lich MP eine Tangente 8 96,2,. Da sich die aus M und B beschriebenen
Kreise außer N noch in einem zweiten Punkte schneiden, so lassen sich von jedem
Punkte außerhalb der Ellipse zwei Tangenten an dieselbe ziehen.

F99 (Fig.· 87). Den Flächeninhalt einer Ellipse zu be—-
rechnen, deren Axen, AB — 2a, DE — 2h, gegeben sind.

Wenn über der großen Axe AB als Durchmesser ein Kreis beschrieben
ist, so verhalten sich (8 87) die zu gleicher Abseisse OQ gehbrenden Ordinaten

PQ und PQ der Ellipse und des Kreises wie b:a. Werden zwei Abseissen
CQ und Oq unendlich wenig von einander verschieden, also die entsprechenden
Ordinaten unendlich nahe an einander genommen, so lassen sich die Flächen—-
räume Pq und PA als Rechtecke ansehen, welche sich wegen gleicher Grund—-
linie, wie ihre Höhen PQ und P“Q, also auch wie b: a verhalten. Stellt
man sich nun den Flächenraum (N) der Ellipse und den Flächenraum (K) des
Kreises aus einer unendlichen Menge solcher kleiner, einander entsprechender
Rechtecke bestehend vor, so wird sich auch die Summe aller Rechtecke der Ellipse
zu der des Kreises verhalten, wie b: a, d. h. es wird sein B: K—hb: a,

also D — —K. Da aber belanntlich K— a-x, so ist D— abx, d. h.
der Flächeninhalt einer Ellipse ist gleich dem Produete ihrer
beiden Halbaxen, multiplicirt mit der Zahln.

Bedeutet r die mittlere Proportionale zwischen a und b, so ist r? —ah.
also Pr·æ, d. h. der Flächeninhalt einer Ellipse ist gleich der

Fläche eines Kreises, dessen Radius die mittlere Proportionale
zwischen ihre beiden Halbaxen ist.
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Die Hyperbel.

3100. Die Hyperbel ist eine krumme Linie von solcher
Beschaffenheit, daß der Unterschied der Entfernungen Pk— PF
eines jeden ihrer Punkte P von zwei gegebenen Punktenk und F

unveränderlich ist.

Die Hyperbel besteht aus zwei von ein—

L ander getrennten Zweigen, die aber immer als

Theile einer einzigen krummen Linie zu be—-

trachten sind. Die beiden festen Punkte k und

B heißen die Brennpunkte. Jede von einem

der Brennpunkte an die Hyperbel gezogene Gerade,
fP ober PPwird ein Leitstrahl oder Ra—-

dius vector genannt. Zieht man durch die

beiden Brennpunkte eine gerade Linie, so wird
derjenige Theil derselben, welcher zwischen den

beiden Durchschnittspunkten A und B mit der

Hyperbel liegt, die große Axe oder Hauptaxe, und ihre Mitte O der

Mittelpunkt der Hyperbel genannt. Die Punkte A und B sind die Scheitel
der großen Axe. Jede durch den Mittelpunkt gezogene, auf beiden Seiten

von der Hyperbel begränzte gerade Linie heißt ein Durchmesser; ihre Durch—-

schnittspunkte mit der Hyperbel heißen die Scheitel desselben. Die Entfer—-
nung des Mittelpunktes von jedem der beiden Brennpunkte wird die Excen—-
tricität genannt, und immer mit e bezeichnet. Die durch einen der Brenn—-

punkte senkrecht auf die Hauptaxe gezogene Sehne GH der Hyperbel heißt der

Parameter derselben, und wird immer durch p vorgestellt.

8 101. (Fig. ẽ 100). Aus dem Begriffe der Hyperbel ergeben sich
mehre Folgerungen:

N Es ist Af — AP—BP — Bf, und wenn man von beiden Seiten
AB wegnimmt, Bf — AP— AP — Bt, oder 2Bf— 2AF, also AP — Bt,
d. h. die Scheitel der großen Axe sind von den Brennpunkten
gleich weit entfernt.

2) Hieraus folgt, daß der Mittelpunkt C von den Brenn—-
punkten gletch weit absteht, so daß also die Entfernung der Brenn—-
punkte von ėnander der doppelten Exeentricität 2e gleich ist.
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3) Bezeichnet man den Unterschied der Entfernungen eines jeden
Punktes der Hyperbel von den Brennpunkten mit 2a, so ist Afk—AP— 2a,
und weil AP— Bf, so ist AB—2a, d. h. der Unterschied der Leit-

strahlen eines jeden Punktes der Hyperbel ist der Hauptaxe der—-

selben gleich.

42) Da t — FP— 2a, in den Afr- aber ?— P — Vtr

ist, so ist 2a — Ft, d. h. die Hauptaxe der Hyperbel ist immer kleiner
als die doppelte Exeentricität.

3 102. Bei der Ellipse (F 83,5) steht die kleine Axe in einer sol-
chen Beziehung zur Hauptaxe und zur Excentrieität, daß a? —e?— h“ ist.
Obschon die Hyperbel eigentlich nur eine Axe hat, so setzt man auch hier
e· — a?— b- oder e?— a? — b- und nennt b die kleine Halbarxe, oder

2b die kleine Axe der Hyperbel, wodurch, wie wir später sehen werden, eine

große Uebereinstimmung in der Betrachtung der Hyperbel mit der Ellipse herbei-
geführt wird.

Um die kleine Halbaxe b — /e?—& darzustellen, errichte man (Fig.
3 100) durch den Mittelpunkt O auf die große Axe eine Senkrechte und durch—-
schneide diese aus einem der Scheitel A mit ON— e als Radius in zwei

Punkten D und N, so ist OD — OR — Ve — a — h, folglich DE die

kleine Axe.

F 103. (Fig. F 100). Die Hyperbel zu beschreiben, wenn die

große Axe AB, und die Brennpunkte B, k gegeben sind.

1 Man nehme auf der verlängerten großen Axe rechts von B oder

links von t einen beliebigen Punkt Q“ an, beschreibe aus k mit BQ“, und

darauf aus V mit AQ zwei Kreise, so ist jeder ihrer beiden Durchschnittspunkte,
z. B. D, ein Punkt der Hyperbel, weil der Unterschied seiner Entfernungen
von den Brennpunkten gleich AB ist. Auf diese Weise lassen sich beliebig
viele Punkte der Hyperbel finden. Beschreibt man aus H mit BQ, und darauf
aus k mit AQ zwei Kreise, so giebt ihr Durchschnittspunkt p einen Punkt
des andern Zweiges der Hyperbel. Nimmt man Q“ in einem der Brennpunkte
F selbst an, so berühren sich die Kreise A und B. Für Punkte zwischen beiden

Brennpunkten würden sich die Kreise nicht mehr treffen, also auch keinen Punkt
der Hyperbel geben.

2) Das eine Ende eines Lineals, dessen Kante fK vorstelle, sei um

den Brennpunkt k beweglich, während das eine Ende eines Fadens, welcher
um AB kürzer als das Lineal fkK ist, in dem Brennpunkte E, das andere

Ende aber an dem Lineal in K befestigt ist. Wird das Lineal aufwärts oder

abwärts bewegt, indem man den Faden mittels eines Zeichnenstiftes immer
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gespannt an das Lineal andrückt, so beschreibt der an dem Lineal fortgleitende
Stift die Hälfte eines Zweiges der Hyperbel, da der Unterschied der Entfer—-
nungen eines jeden durch den Stift bezeichneten Punktes P von den Brenn—-

punkten gleich AB ist. Die andere Hälfte des rechten Zweiges wird auf die—-

selbe Weise beschrieben, und den linken Zweig der Hyperbel erhält man, wenn

man das Lineal um N bewegt.

8 104. (Fig. F 100). Die Gleichung der Hyperbel zu finden,
wenn die Hauptaxe AB zur Abseissenaxe, und der Mittelpunkt O zum
Anfang der Coordinaten genommen wird.

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes P der Hyperbel seien OQ —x,
PQ—y. Setzt man die große Axe AB — 2a, die kleine Halbaxe —b, die

Exeentricitt ON — Of —e, soist ?Q —x —e, Q — x —e, ?? “ VFrP

— 2a, und die rechtw. Dreiecke kPQ und FPQ geben
tP —V«0 P—Vy &—& also ißf (ẽ 100)

V —V &e— 2a, ober

VrF 0 —2a4V&—e, und quadrirt

aV F&—— ex — a-, und abermals quadrirt

a-y — (e? —a) x 2 —— a- (e? — a2).
Da aber e? — a — b- ist ( 102), so hat man

ay— b-x a2hb oder 2 7 b
— 1

als Mittelpunktsgleichung der Hyperbel.

8 105. (Fig. 8 100). Aus der Gl. a?y? — bx? — — a-h?, welche
zeigt, daß die Hyperbel eine Linie der zweiten Ordnung ist, folgt

22 C
— aa

Jd 2; a

Hieraus lassen sich die Eigenschaften der Hyperbel ableiten.

1) Unter der Gl. der Hyperbel sind beide Zweige derselben enthalten,
indem für positive x der eine Zweig, und für negative x der andere Zweig
erhalten wird. Beide Zweige hat man daher als Theile einer einzigen Curve
zu betrachten.

2) Für x—— a wird y imaginär. Die Hyperbel liegt also
ganz außerhalb zweier durch A und B auf die große Axe errich-
teten Senkrechten.
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3) Setzt man — —a, so ist y 0, d. h. die Hyperbel schnei—-
det die Hauptaxe zwei Mal in den Punkten A und B.

4) Die Gleichung der Hyperbel zeigt, daß zu jeder Abseisse zwei
gleiche, aber entgegengesetzte Ordinaten gehören, und weil der Werth von y

sich nicht ändert, wenn man —x stattx setzt, so sind die Ordinaten in gleichen
Abständen vom Mittelpunkte einander gleich. Da ferner der absolute Werth
von y mit dem absoluten Werthe von x fortwährend wächst, so erkennt man,

daß sich jeder der beiden Zweige der Hyperbel von der Axe auf
beiden Seiten völlig auf einerlei Weise ohne Ende immer mehr
entfernt, und die beiden Zweige einander congruent sind.

5) Setzt man x gleich der Excentricität, also x? —e· —a“ —b-

-102), so erhält man die durch einen der Brennpunkte gehende Ordinate

y—; folglich ist der Parameter p — also auch p— oder 2a:2b

—2b:p, d. h. der Parameter ist die dritte Proportionale zu der

großen und kleinen Axe.

6) Wenn man in der Gl. a?y? — b-x? — — a-h setzt a—b, so

erhält man y —x* — a“ als Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, d. h.
einer solchen, deren beide Axen einander gleich sind. Die gleichseitige Hyperbel
ist unter den Hyperbeln dasselbe, was der Kreis unter den Ellipsen ist.

8 106. (Fig. ß 100. Denkt man sich über derselben Hauptaxe
AB — 2a zwei Hyperbeln von verschiedenen kleinen Axen b und b“ beschrieben,
und zu einer beliebigen Abseisse OQ — x die zugehörigen Ordinaten y und y“
beider Hyperbeln construirt, so ist

—— bV 2 2 —
b

2 2—l— un — -—- also

yi — b:b b: 28h

d. h. die zu gleicher Abscisse gehörigen Ordinaten zweier, mit der—-

selben Hauptaxe, aber mit verschiedenen Nebenaxen, beschriebenen
Hyperbeln verhalten sich wie die Nebenarxen.

Hieraus ergiebt sich folgender Satz: Theilt man alle Ordinaten

einer Hyperbel in demselben Verhältnisse, so liegen die Theil—-
punkte wieder in einer Hyperbel.

8 107. (Fig. 100). Für die beiden beliebigen Punkte P (&, H
und P (&, y) der Hyperbel giebt die Gl. der letztern 105)

—
e

—a?a2) und y- -142
— a- ) also ist

P:y— (— a):( —a— ( — a):x +a)&— a) oder

11
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:— BQ AQ BQ. AQ

d.h. beijeder Hyperbel verhalten sich die Quadrate der Ordinaten,
wie die Rechtecke aus den Entfernungen der Ordinaten von den

beiden Scheiteln A und B.

F 108. (Fig. 8 100). Die Gleichung der Hyperbel zu finden,
wenn die Hauptaxe AB zur Abseissenaxe und der Scheitel A zum
Anfang der Coordinaten genommen wird.

Um die gesuchte Scheitelgleichung zu erhalten, braucht man nur

X— a statt x in die Mittelpunktsgleichung y“ — 23 (—a) zu substitui—-
ren, wodurch man erhält — n

—
;

Gax +
b

2 2 e:

—a
1

und wei —
—il der Parameter p — 05, 5), so ist

3 L a!

2 109. Aus der eben gefundenen Gl. geht hervor, daß, je kleiner x

und je größer a ist, desto kleinerr wird, daß also die Gl. sich unter dieser

Voraussetzung immer mehr der Gl. y— px der Parabel nähert. Die Ge—-
stalt eines jeden Zweiges der Hyperbel in der Nähe des Scheitels
nähert sich also desto mehr der Gestalt einer Parabel, je größer
die Hauptaxe der Hyperbel angenommen wird.

2110. (Fig. 8 112). Ist Tt eine Tangente im Berührungspunkte
Pferner PQLAN un N lt o heißt P 7 die Tangeute, rQ
die Subtangente, PN die Normale, NQ die Subnormale — in Bezug
auf den Punkt P der Hyperbel.

8 111. Die Gleichung der Tangente zu finden, welche durch
einen gegebenen Punkt (x y) einer durch ihre Mittelpunktsgleichung
a2y? — b?x? — — a2h- bestimmten Hyperbel hindurchgeht.

Für die Hyperbel läßt sich die Gl. der Tangente auf dieselbe Weise
finden, wie für die Ellipse (H 93). Einfacher ist aber folgender Weg. Die

Gl. der Hyperbel zeigt eine auffallende Uebereinstimmung mit der Gl. ay? —
bx“ — a?h? der Ellipse (S 85), so daß, wenn man in diese b /— 1 statt
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b, oder —h“ statt b“ setzt, die Gl. der Hyperbel erscheint. Nun fanden wir

( 93, 5) als Gl. der Tangente der Ellipse a?yy“ — b·xx — ah?, und wird

in dieselbe — b“ für b- gesetzt, so erhalten wir als Gl. der Tangente der

Hyperbel : : —7

ay— b2xx a2b

F 112. Die Tangente, Subtangente, Normale und Sub—-

normale für einen gegebenen Punkt P (&, y) der Hyperbel zu be—-

stimmen.

Die Gl. der Tangente ( 111) giebt für y — 0 die Abseisse des

Durchschnittspunktes T der Tangente Tt mit der Abseissenaxe, nämlich OT —

x— ; und weil: VQ— x—x,so st

Subtangente TQ — 2

Auf dieselbe Weise wie bei der Ellipse (- 94)
findet man auch hier

Tangente 17 —V — in

Subnormale NQ— er
1— — —

Normale PN — Va

8 113. (Fig. $ 112). Die Subtangente TQ — — 2 ist von

der kleinen Axe unabhängig Alle über AB als Hauptaxe mit belie—-

bigen kleinen Axen beschriebenen Hyperbeln haben also für

Pünkte von einerlei Abscisse auch einerlei Subtangente, folglich

schneiden sich die Tangenten dieser Punkte alle in demselben
Punkte der Hauptaxe.

8 114. (Fig. S 112). Durch einen gegebenen Punkt P der

Hyperbel eine Tangente an dieselbe zu ziehen.

1) Bezeichnet man die Abseisse CQ des Punktes P mit x, so ist für
2—4 —

diesen Punkt (ʒ 112) die Subtangente — — Mhn ;

d. h. gleich der vierten Proportionalen zu der Abseisse und den Entfernungen
der Ordinate des Berührungspunktes von den beiden Scheiteln der Hyperbel.
Da also die Subtangente aus a und x leicht construirt werden kann, so braucht
man nur ihren Endpunkt DT, welcher zugleich der Durchschnittspunkt der Tan—-

gente mit der Abseissenaxe ist, mit P zu verbinden, um die verlangte Tan—-

gente zu erhalten.
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2) Man ziehe die Vectoren Pk und PP, und halbire den & FPf

durch PV, so ist PN die gesuchte Tangente. Denn htte PT außer E noch
einen zweiten Punkt R mit der Hyperbel gemein, so nehme man PO — PP,
und ziehe RE,Rf RO.Da TPF —TPO, also auch PR— OPR
so istAFPREOPR, also RP— RO. Weilaber P und Rin der Hy-
perbel liegen, so ist ( 100) P? Pr—Rf— RR, oder Pf — PO— Rf
— RO,-. h. Of— Rf— ROoderOf 4RO Rf was unmbglich ist,
und da sich eben so zeigen läßt, daß PT außer P keinen Punkt mit dem an—-

dern Zweige der Hyperbel gemein hat, so ist PT eine Tangente der Hyperbel.

8 115. (Fig. S 112). Verlängert man 1P nachD, so ergiebt sich aus 8 114

2, daß — FPT — f PT— DPt ist. In einem hyperbolischen Hohlspiegel vereinigen sich
daher alle Schall-, Licht- oder Wärmestrahlen, welche von dem einen Brennpunkte k aus-

gehen, oder auch auf den Spiegel so auffallen, daß sie über diesen hinaus ertinaertgedacht, durch f deren würden, wieder in dem andern Brennpunkte F. Dieses hat Ver—-

anlassung zu der Benennung Brennpunkte gegeben.

8116. (Fig. 8 112). ODurch einen außerhalb der Hyper—-
bel gegebenen Punkt M eine Tangente an dieselbe zu ziehen.

Man beschreibe aus M mit ME, und aus fk mit AB zwei Kreise,
und verbinde ihren Durchschnittspunkt O mit k, so ist der Punkt P, wo O
die Hyperbel schneidet, der gesuchte Berührungspunkt, und daher MP die ver—-

langte Tangente. Denn weil IMO Aß —IP — FP, so ist FP— OP,
und weil MP — MO, so ist A FPM SOPM/ folglich MP eine Tangente
( 114, 2). Da sich die aus M und k beschriebenen Kreise außer O noch in

einem zweiten Punkte schneiden, so lassen sich von M zwei Tangenten an die

Hyperbel ziehen.

8 117. Unter einer Asymptote der Hyperbel versteht man eine un—-

begränzte gerade Linie, welcher sich die Hyperbel immer mehr und mehr nähert,
ohne jemals mit derselben zusammenzutreffen.

Man errichte durch A eine Senkrechte auf
die große Axe AB, so daß AD — AR —b ist,
und ziehe durch O und D, sowie durch O und E

gerade Linien, welche man sich in's Unendliche
verlängert vorstelle. Hieranf ziehe man durch
einen beliebigen Punkt Q der Axe die Senkrechte
MN, undb seze OQ—x, PQ*y, QM 2.

so ist y·—( — a), und weil CA: AD

0Q QM ver a:b x:2 so ist —,
br 2 : b 2 2

oder 2· — . dolglich ist 2? —y·——
—
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mithin 7— y— 12 Läßt man nun die Abseisse X in's Unendliche wach-

sen, so werden auch Z und y, also auch 2 y in's Unendliche wachsen, folg—-
-2

lich wird der Bruch —— dessen Zähler beständig ist, in's Unendliche ab—-

nehmen, kann aber nie Null werden. Da mithin 2—y, d. h. die Differenz
zwischen den Ordinaten der Linie OM und der Hyperbel für einerlei Abseisse
wenn x in's Unendliche wächst, in's Unendliche abnimmt, ohne jemals Null

zu werden, so ist OM eine Asymptote der Hyperbel, und weil dieses von ON
eben so gilt, so hat die Hyperbel zwei Asymptoten, die sich nach dem angege—-

benen Verfahren immer leicht finden lassen.

Der von den Asymptoten eingeschlossene Winkel DON wird der Asym—-
ptotenwinkel genannt. Bei der gleichseitigen Hyperbel ist a —b, oder
CA — AD, also — ACOD — ADO— 45—, folglich Q DOR — 90', also der

Asymptotenwinkel ein rechter.

F 118. (Fig. 8 117). Die Gleichung der Hyperbel zu finden,
wenn man ihre beiden Asymptoten als Coordinatenaxen und den

Mittelpunkt O als Anfang der Coordinaten annimmt.

Die Construction der Linien DV und MN sei wie in ẽ 117. Von

einem beliebigen Punkte P der Hyperbel ziehe man PO CN, und setze seine
Coordinaten 00—x, PO —y. Da PO ON und DE MN, so ist

NP: CO— PM:OM— DE:OD und MP: PO — DE:EO—DE:OD,

also aus beiden Proportionen: NE. MP: CO. PO — DE-: OD-. In 8 117

war aber (2 4 N2—y —b- d. h. (QM — PQ) QM— PQ— (QN
—eQ MP— NP.M — b“, und weil DE—2b und OD?— CA*——
AD a? 4b- ist, so hat man b-:xy — 4b-:a — b-, folglich als

Asymptotengleichung der Hyperbel

xy — (a 4b)

3119. (Fig.ʒ 117). Die Asymptotengleichung zeigt, daß das

Produkt aus jeder Abseisse in die zugehörige Ordinate eine be—-

ständige Größe ist. Diefe beständige Größe /a (a“ — b·“) nennt man die

Potenz der Hyperbel. In einer gleichseitigen Hyperbel ist die Potenz gleich
Ua 20 — /20-.

Zieht man aus A die Linie AG s ON, so ist DE: OE— AD: AG,
also auch DE: OR· — AD-: AG oder 4b-: a- —b·—b : AG-. Man

hat also AG* — /4 (a· 4 b-), und wenn AH sON, so ist eben so AH?*

—/4 (a· b). Das Quadrat der aus dem Scheitel parallel
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mit einer Asymptote bis zur andern Asymptote gezogenen Linie

ist also gleich der Potenz der Hyperbel. Für die gleichseitige Hyperbel
geht das Parallelogramm AGONH in ein Quadrat über, dessen Inhalt folglich
die Potenz einer solchen Hyperbel darstellt.

2120. (Fig. & 11. Schneidet eine gerade Linie Kldie

Hyperbeläste und die Asymptoten, so sind die zwei Stücke PK und

SL derselben zwischen den Asymptoten und den Hyperbelästen
einander gleich.

Man ziehe PO und ST den beiden Asymptoten parallel, so ist

PK: PO— KL: CL — SK: CI, also PE—- Ferner

SL: ST — KL: OK — PL: 00, also SL — L, also

K— A und weil (ẽ 119) COO. PO—OT. Sl, so ist

PK: SL — SK: PL, also auch PK: SL— SK — PK: PL—SL, d.i.

PI: SL P8: Pa, folglih PKR— BL.

8 120. (Fig. 8 117). Eine Hyperbel zu beschreiben, wenn

die beiden Asymptoten und ein Punkt D der Hyperbel gegeben sind.

Man ziehe durch P zwischen den beiden Asymptoten eine beliebige
Gerade LK, und nehme SL— PK, so ist 8 ein zweiter Punkt der Hyperbel
( 120). Indem man durch P beliebig viele gerade Linien zieht, kann man

auf diese Weise beliebig viele Punkte der Hyperbel finden, und daher diese
beschreiben.
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VBVemerkungen über die Linien der zweiten

Ordnung.

F 122. Linien der zweiten Ordnung sind der Kreis, die Parabel,
die Ellipse und die Hyperbel, da ihre Gleichungen vom zweiten Grade

sind 42).

Construirt man über einer gemeinschaftlichen Abseissenaxe, von dem—-

selben Scheitel aus und mit dem nämlichen Parameter, die Gleichungen der

Parabel y? — px, der Cllipse y“ —yx — &, und der Hyperbel y“ —px

so daß für die beiden letztern Linien die Hauptaxe 2a die nämliche ist,

so hat offenbar für einerlei Abseisse x die Ellipse die kleinste, dagegen die Hy—-
perbel die größte Ordinate y, während die Ordinate y der Parabel sich zwi—-
schen beiden befindet, woraus folgt, daß die Parabel zwischen den beiden an—-

dern Linien liegt, und zwar die Hyperbel darüber, die Ellipse aber darunter

weggeh. — — ;
—

Wie jene Gleichungen ferner zeigen, ist das Quadrat der Ordinate
eines beliebigen Punktes bei der Parabel gleich dem Rechteck aus dem Para—-

meter und der Abseisse jenes Punktes, bei der Ellipse um re kleiner, und bei

der Hyperbel um re größer als dieses Rechteck. Hieraus erklären sich die

Namen jener drei Linien, indem das Wort Parabel auf eine Gleichheit,
Ellipse auf einen Mangel, Hyperbel auf einen Ueberschuß hindeutet.

Setzt man 2 — q, so drückt die Gl. y“ — px + qx* die Hyperbel,

Parabel und Ellipse zugleich aus, je nachdem die Größe q positiv, Null oder

negativ ist.

8 123. Die Linien der zweiten Ordnung entstehen auch, wenn man

einen geraden oder schiefen Kegel durch eine Ebene auf eine gewisse Art schnei—-
det, so daß nämlich die Linie, in welcher die Kegelfläche von der Ebene ge—-

schnitten wird, eine von jenen Linien darstellt. Aus diesem Grunde werden

der Kreis, die Parabel, die Ellipse und die Hyperbel auch Kegelschnitte
genannt, und zwar insbesonders mit diesem Namen die drei letztern Linien

bezeichnet.

Die Stereometrie lehrt, daß der Durchschnitt eines Kegels durch eine

seiner Grundfläche parallele Ebene jederzeit einen Kreis giebt. Hier soll ge—-
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zeigt werden, wie die Parabel, die Ellipse und die Hyperbel auf ähnliche
Weise entstehen, wobei wir der Einfachheit wegen nur den geraden Kegel be—-

trachten wollen, indem sich dieselben Betrachtungen alsdann sehr leicht auch auf
den schiefen Kegel werden anwenden lassen.

8 124. Es sei PSE eine durch die Axe des
Kegels gelegte, also auf der Basis desselben senkrecht ste—-
hende Ebene. Durch einen beliebigen Punkt A der

Seite SP des Kegels ziehe man eine der andern Seite

SE parallele Linie AQ, und lege durch dieselbe eine

auf der Ebene VBSE senkrechte Ebene, so ist der Durch—-
schnitt MAP derselben mit der Kegelfläche eine Parabel.
Man durchschneide die Ebene MAP an einer beliebigen
Stelle durch eine der Grundfläche des Kegels parallele

Ebene CMDP, welche demnach ein Kreis ist, auf welchem die Ebene FSR

senkrecht steht, und ziehe ABsOOD. Der Durchschnitt MP der beiden auf
der Ebene PSH senkrechten Ebenen MAP und OMDP ist auf der Ebene

FSE, also auch auf den in dieser Ebene liegenden Geraden AQ und CD

senkrecht, folglich hat man

cQ: rQrPQ:DQ ober PQ— CQ. DQ— CQ AB.

Da aber SB oder SA: AB AQ:CQ, also OOQ— so ist
AB.AQ.ABAB?rq — — — — AQ.

und wenn man AQ—x, PQy, —p setzt, so ist y? — px,

welcher Ausdruck mit der früher gefundenen Gl. der Parabel übereinstimmt.

3125. Schneidet man den Kegel mit einer auf der Ebene FBSN,
welche durch die Axe des Kegels gelegt ist, senkrechten Ebene auf solche Weise,
daß die beiden Seiten FBs und Es des Kegels geschnitten werden, so ist der

Schnitt MAPE eine Ellipse. Man denke sich nämlich die Ebene MAPE
durch eine der Grundfläche des Kegels parallele Ebene CMPDP geschnitten,
welche folglich ein auf der Ebene PBSHE senkrecht stehender Kreis ist, und ziehe
AB sCD. Da nun, eben so wie in ð 124, MP auf AR und OCD senkrecht
steht, so hat man

oq: eQ — PQDQ oder PQ-— OQ DQ.

Da aber AV: FE — AQ: CQ, also OQ — a d
und

AE:AB EQ:DQ, also DO—E so ist

Pq —

AQ. FE AB.EQ AB.FE AQ.EQ
—a 1 —

E Setzt man AR — 2a, AQx, also EQ —2a— x,
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ferner PQ—y und — ;X
E —b, so erhält man die Gl. der Ellipse

2— xX — px?
——r — —

S 126. Denkt man sich die Linie EG, welche die Kegelfläche be-
schreibt, von der Spitze S des Kegels aus nach beiden Seiten hin ganz unbe—-
gränzt, so entstehen zwei in 8 einander entgegengesetzte Kegelflächen. Ist nun
FVESGH eine durch die Axe des Kegels gelegte, also auf dessen Grundfläche
senkrechte Ebene, und schneidet man den Kegel mit einer auf dieser Ebene senk—-rechten Ebene so, daß beide Seiten SP und 8G geschnitten werden, so ist der
Schnitt eine Hyperbel, von welcher der eine Zweig in der Fläche des untern,der andere in der Fläche des obern Kegels liegt. Man durchschneide den un—-
tern Kegel mit einer der Grundfläche desselben parallelen Ebene COMDP, undb
ziehe AB und KL parallel zu OD, so ist, wie in $ 124, MP auf AQ unb
OD senkrecht, folglich

OQ: PQ — PQ: DQ oder PQ— CQ: DQ.
—

4.KiDa aber AK: KL— AQ: CQ, also CQ —

;
— ; 4B.xKQ ;AKX: KQ— AB: DQ, also t so ist

rq — AKL ABKQABKL AQKQ
4 1 41— 27 — PL

—

Setzt man AK—2a, AQx, also EQ 20 Ix.
ner PQ—y und ArK —p, so erhält man die Glner L—y und

—
— p- so erhält man die Gl

— x(Ca—x) -

Hyperbel y? — p. — — —x+ ra

S 127. Aus ?ẽ 124, 125, 126 geht folgende Bemerkung hervor:Wenn (Fig. 8 124) die Durchschnittslinie AQ der beiden Ebenen VSN undMAP mit der einen Seite EPB bes Kegels einen Winkel FAQ bildet, welchergleich ist dem Winkel ABBB an der Spitze, so entsteht eine Parabel. Istdagegen (Fig. ẽ 125) -— FAQ — ASB, so entsteht eine Ellipse, oder fallsAQ FE ist, ein Kreis. Wenn endlich (Fig. ʒ 126) FAQ — ASB ist,so entsteht eine Hyperbel.
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81258. Aufgaben.

H Wenn ein spitzer Winkel w (Fig. 8 51 eines rechtw. Dreiecks gegeben ist,

die int Kalhete (AB) so zu bestimmen, n das Dreieck einem gegebenen Quadrate b?

gleich sei.

2 Man soll durch einen gegebenen Punkt eine Gerade ziehen, welche zwei
parallele Linien so schneidet, daß das zwischen letzteren liegende Stück eine welne zwer
bene Größe habe.

3) Durch einen gegebenen Punkt (x, y) eine gerade Linie so zu ziehen, daß
die durch sie abgeschnittenen Stücke der Coordinatenaxen ein Rechteck gleich einem gege-
benen Quadrate b- bestimmen.

4 Wenn die Gleichungen der Schenkel eines Winkels gegeben sind, die Glei—-
chung der Geraden zu finden, welche jenen Winkel halbirt.

5) Welchen Winkel bilden die beiden Geraden y—x— 2 und y— mx — 8

mit einander, und welchen Werth muß der Coefficient m haben, wenn jener Winkel a)

90 und b) 60 betragen soll?
6) Der Abstand a zweier Punkte A und B ist gegeben; man soll einen dritten

Punkt P von solcher Lage finden, daß, wenn er mit A und B verbunden wird, die

Disferen- ber Quadrate dieser Verbindüngslinien einem gegebenen Quadrate b gleich sei,
also AP —BP— b.

7) Man soll auf dem einen Schenkel eines gegebenen Winkels den Punkt be-
stimmen, welcher von dem andern Schenkel einen gegebenen Abstand hat.

8) Eine gerade Linie schneidet von der Abseissenaxe ein Stück — 1 ab, und
bildet mit der positiven Ordinatenaxe in einem Punkte M einen Winkel von 135“. Wenn
nun auf ihrem in der zweiten Region liegenden Theil zwei Punkte N und P eine solche
Lage haben, daß NM — /2, und FM— J/8 ist, welche Coordinaten haben diese Punkte?

9 Man soll zeigen, daß die drei geraden Linien y —2x4—3, y —3x —4,
y—4Ax —5 einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt haben.

10 Man versuche die Gleichung yV3—sin 80- tv3) auf eine

zur Construction der geraden Linie bequeme Form zu bringen.

11) Es sind zwei Linien y —x4—l und y— 2x —2 gegeben; man soll in
der Gleichung y — ax43 den Werth von a so bestimmen, daß die hierdurch ausge-
drückte Linie durch den Durchschnittspunkt der beiden vorigen geht.

19H Es ist ein Winkel gegeben, und innerhalb desselben ein Punkt; man soll
einen Kreis beschreiben, der beide Schenkel berührt und durch den Punkt geht.

13) Der Abstand 2a zweier Punkte A und B ist gegeben; man soll den geom.
Ort eines dritten Punktes P von der Beschaffenheit finden, däß, wenn er mit A und t

verbunden wird, die Summe der Quadrate dieser Verbindungslinien einem gegebenen
Quadrate b' gleich sei, also AP?— BP?—b?.

14 Wenn ein Winkel und der aus einem, innerhalb desselben liegenden, Punkte
beschriebene Kreis gegeben sind, einen Kreis zu beschreiben, welcher den gegebenen Kreis
und beide Schenkel des Winkels berührt.
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15) Es soll analyhtisch bewiesen werden, daß der Winkel im Halbkreise ein
Rechter ist.

16 Die Polargleichung der Kreislinie zu finden.

171 Wenn von einer Parabel außer der Leitlinie a) eine Tangente und ein
Punkt, oder b) zwei Punkte, oder e) der Parameter und ein Punkt, oder d) eine Tan—-
gente und deren Berührungspunkt gegeben sind, die Axe und den Scheitel der Parabel
zu finden.

18) Wenn der Brennpunkt und zwei Punkte der Parabel gegeben sind, die
Parabel zu beschreiben.

19 Der Brennpunkt und die Leitlinie einer Parabel sind erren: man sollvon einem Punkte der über den Scheitel hinaus verlängerten Axe eine Tangente an die
Parabel ziehen.

20 Man soll die Längen der Tangente, Subtangente, Normale und Sub—-
normale eines Punktes, dessen Ordinate y — 11625 ist, in einer Parabel berechnen, deren
Parameter p — 3'- ist.

21) VWelche Ordinaten erhält man für die Abseissen 1,3, 5 einer Parabel,deren Parameter — 6,45 ist?

22) Man soll den Flächeninhalt des Abschnittes berechnen, welcher von eiuer
Abseisse — 3 Fuß, der zugehörigen Ordinate, und dem Bogen einer Parabel begränztwird. deren Gl. y — 3X gegeben ist.

23) In einer Parabel (Fig. 8 72) verhalten sich die Abscisse AQ zur Ordi—-nate PQ wie 2: 3. Man soll hieraus den bschnitt PAp derselben bestimmen, welchervon einer der Ordinate PQ parallelen Sehne — 12 Fuß begränzt wird.

29 VWenn der Flächeninhalt eines Parabelsegments PAp (&ig. 8 72) 6
Quadratzoll beträgt, dessen Sehne Pp die Axe rechtwinklig 8 Zoll vom Scheitel A
schneidet, die Sehne Pp zu berechnen. ;

25) Man soll eine Ellipse beschreiben, a) wenn ihre Hauptaxe und eine Tan—-
gente, b) wenn die Hauptaxe und ein Funtt der Ellipse, e) wenn die Brennpunkte nnd
eine Tangente, d) wenn die Brennpunkte und ein Puntkt der Ellipse gegeben sind.

26) Wenn die beiden Axen einer Ellipse gegeben sind, die Brennpunkte zubestimmen und die Ellipse zu beschreiben.
27) Es sollen für eine Ellipse, deren beide Axen 16 und 11 Zoll betragen,

die Ordinaten berechnet werden, welehe zu den Abscissen &—O, 1,2,8 Zoll der Mittel-
punktsgleichung gehören.

28) Ueber einer gegebenen, gemeinschaftlichen Grundlinie eine beliebige An—-
zahl von Dreiecken zu beschreiben, deren beide anderen Seiten zusammen immer einer
gegebenen Linie gleich sind.

29) Den Flächeninhalt einer Ellipse zu berechnen, deren Axen 6,08 und 3,99Zoll betragen.
30) Wenn die beiden Axen einer Ellipse gegeben find, einen Kreis zu finden,

welcher der Ellipse an Flächeninhalt gleich ist.
31) Von einem Punkte der verlängerten Hauptaxe eine Tangente an die

Ecipse zu ziehen.
32) Für eine Ellipse. deren Axen 21,34 und 7,89 betragen, die Ordinaten

zu berechnen, welche den Abseissen x—ö, 1, 23 Zoll der Scheitelgleichung entsprechen.
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33) Der Parameter einer Ellipse beträgt 4,62 und die Nebenaxe 6,73 Zoll;
wie groß ist die Hauptaxe?

34) In einer Ellipse sind die beiden Vectoren eines Punktes 240 und 368

Linien lang, und die Excentricität beträgt 0,0948 Linien; mansoll die große und die

kleine Halbaxe bestimmen.

35) Ein Kreis und eine Ellipse haben gleichen Flächeninhalt — 684 Quadrat-
fuß, und die beiden Axen der Ellinse verhalten L wie 8: 38. Wie groß sind die beiden
Axen der Ellipse und der Durchmesser des Kreises?

36) Zrishen d n Schenkeln eines rechten Winkels ILLQ (Fig. 8 77) bewegt

sich eine gerade Linie so, daß ihre Endpunkte F und 1“ an denselben hingleiten, und

k glich die Linie Fl“ antans- mit dem Schenkel LQ, zuletzt mit dem Schenkel LL“ zu—-
ammenfällt; man soll die krumme Linie bestimmen, welche ein bestimmter in FL“ an--

genommener Punkt C beschreibt.

37); Man soll eine Hyperbel beschreiben, a) wenn ihre beiden Axen, b) wenn
die Hauptaxe und ein Punkt der Hyperbel, e) wenn die Brennpunkte und eine Tan—-
gente, d) wenn der Mittelpunkt, eine Asymptote und zwei Punkte der Hyperbel, e) wenn

eine Asymptote und drei Punkte der Hyperbel, f) wenn ein Brennpunkt, eine Tangente
und eine Asymptote gegeben sind.

38) Für eine Hyperbel, deren Axen 16 und 10 Fuß betragen, die Ordinaten
zu berechnen, welche den Abscissen x—o, 6,8, 10, 12 Fuß der Mittelpunktsgleichung
entsprechen.

39 Welche Ordinaten tprenen den Absecissen x —O, 3s, 60“/ʒ Fuß der
Mittelpunktsgleichung einer gleichseitigen Hyperbel, deren Axe 6,85 Fuß beträgt?

40) Ueber einer gemeinschaftlichen Grundlinie mehre Dreiecke zu beschreiben,
deren zwei andere Seiten immer dieselbe vorgeschriebene Differenz haben.

41) Aus einem Punkte der Hauptaxe eine Tangente an die Hyperbel
zu ziehen.

42) Die Hyperbel zu construiren, a) wenn ihre Potenz gegeben ist, b) wenn
die Asymptoten und die Hauptaxe gegeben sind.

43) Wie heißen die Ausdrücke für die Tangente, Subtangente, Normale und
Subnormale einer gleichseitigen Hyperbel?

44) Man verlangt die Berechnung der zu x—l, 2, 83 Zoll gehörenden
Ordinaten der Scheitelgleichung für diejenige erbed in welcher die Axen 5,6 und 4,5
Zoll betragen.

45) Um eine gleichseitige Hyperbel, deren Axe — 9 pub sein soll, zu con—-

struiren, berechne man die zu den Abseissen x — 0,4, 9/ Fuß gehörenden Ordinaten

Dorpat, 1879.

Iruck von H. Kagkmanns Huch- und Steindruckerei.


	höhere Lehranstalten
	sehrbücher desselben Verfassers
	Vorwort.
	Inhalt.
	Einleitung.
	Chapter
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	Von der Methode der Coordinaten.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	Die Gleichung der geraden Linie.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	Die Gleichung der Kreislinie.
	Untitled
	Untitled
	Die Parabel.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	Die Ellipfe.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Die Hyperbel.
	Untitled
	:— BQ AQ BQ. AQ
	Untitled
	Untitled
	VBVemerkungen über die Linien der zweiten Ordnung.
	Untitled
	Untitled
	Untitled






	Illustrations
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled


