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Gravitatsioonilained itildrelatiivsusteoorias ja

skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriates

Antud tO06s uurime gravitatsioonilainete peamisi omadusi iildrelatiivsusteoorias ja
arvutame lainete energia-impulsi pseudotensori Jordani—Fierzi—Bransi-Dicke (JFBD)
teoorias. Esmalt anname teoreetilise iilevaate gravitatsioonilainete ja nende omaduste
jareldumisest iildrelatiivsusteooria vorranditest, vaadates héiritusarvutusi lineariseeritud
gravitatsiooniteoorias.  Seejdrel anname iilevaate lainete keerulisemate omaduste
matemaatilisest péritolust tdielikus iildrelatiivsusteoorias liihilainelise ldhenduse meetodil.
Samuti kirjeldame kvadrupoolvalemi tuletamist, mis annab aimu lainete allikate olemusest.
Tutvustame skalaar-tensortiilipi gravitatsiooniteooriaid ja lineariseeritud gravitatsioonilaineid
Bransi-Dicke (BD) teoorias. Originaalse panusena veendume, et meie viljavorranditest
avalduv pseudotensor BD teoorias tuleb dige. Seejirel leiame véljavorranditest pseudotensori
JFBD teoorias.

Mirksonad: gravitatsioonilained, energia-impulsi  pseudotensor, skalaar-tensortiiiipi
gravitatsiooniteooriad
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kvantmehaanika, relatiivsus, gravitatsioon, statistiline fiilisika, termodiinaamika.

Gravitational waves in general relativity and scalar-tensor

theories of gravity

We examine the main properties of gravitational waves and find the stress-energy pseudotensor
of the waves in the Jordan—Fierz—Brans—Dicke (JFBD) theory. We start with a theoretical
overview on the derivation of gravitational waves and their properties from the linearized
equations of general relativity. Then we give an overview of the mathematical origin of more
complicated properties of the waves using the shortwave approximation. We also describe the
derivation of the quadrupole formula, which describes the sources of the waves. We introduce
scalar-tensor theories of gravity and linearized gravitational waves in the Brans—Dicke (BD)
theory. As an original contribution, we verify that our field equations give the correct result in
the BD theory. Then we find the pseudotensor in the JFBD theory using the field equations.
Keywords: gravitational waves, stress-energy pseudotensor, scalar-tensor field theories of
gravitity
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Sissejuhatus

Gravitatsioonilaineid on teoreetiliselt ennustatud iildrelatiivsusteooria raames juba 20. sajandi
algusest ning t60d nende olemasolu kinnitamiseks katselise mootmisega alustati juba
1960-ndatel [1]. Detektorite vorgustik suutis esmakordselt otseselt mddta gravitatsioonilaineid,
mis tekkisid kahe musta augu liitumisel, 2015. aastal [2]. Neid on tuvastatud veel viiel

modtmisel, sealhulgas kaksiktihede kokkutiirlemisel [3].

Eksperimentaalsete  andmete ja  teoreetiliste  teadmiste  vOrdlemine  vdimaldab
gravitatsioonilaineid uurida pdhjalikumalt kui kunagi varem, tuues selle valdkonna kaasaja
teaduse esirindele. Kiesoleva to6 iiheks eesmirgiks on mdista gravitatsioonilainete olemust
ja nende eeldatavate fiitisikaliste omaduste matemaatilisi aluseid. Sellel eesmaérgil tutvustame
to0 esimeses peatiikis gravitatsioonilainete jareldumist iildrelatiivsusteooria viljavorranditest
ja saadud tulemustest avalduvaid pdhilisi fiilisikalisi omadusi nii lineariseeritud kui tdielikus
ildrelatiivsusteoorias. Alapeatiikk 1.3 ,,Tédieliku iildrelatiivsusteooria gravitatsioonilained”

pohineb peamiselt raamatul [4], kui pole viidatud teisiti.

Tulevikus voivad olla vdimalikud gravitatsioonilainete teatud fiilisikaliste kiitumiste
mootmised, mis oleksid kontrolliks laiendatud gravitatsiooniteooriatele, niiteks
skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriatele. Selliseid kditumisi méérab lainete energia-impulsi
(pseudo)tensor [5]. Antud t66s hindame lainete energia-impulsi pseudotensorit iildisemas

Jordani-Fierzi—Bransi—-Dicke (JFBD) teoorias, kus parameeter w = w(®) ei ole konstantne.

Teises peatiikis tutvustame teoreetilise sissejuhatusena skalaar-tensortiiiipi
gravitatsiooniteooriaid ning lineariseeritud gravitatsioonilaineid Bransi-Dicke (BD) teoorias.
Originaalses arvutuslikus osas veendume, et meil kasutusel olevatest viljavOrranditest
leitav pseudotensor BD teooria raames on kooskdlas teiste allikatega. Seejirel leiame
viljavorranditest teist jarku héiritustega pseudotensori JFBD teoorias. Eelduste kohaselt voiks
pseudotensori avaldisse lisanduda parameetri w(®) vidhemalt esimest jirku tuletisega dw/d®

liige.



Peatiikk 1
Gravitatsioonilained itildrelatiivsusteoorias

Uldrelatiivsusteoorias erineb gravitatsioon teistest klassikalistest jdududest. Gravitatsioon pole
lihtsalt aegruumis leviv vili, vaid on seotud aegruumi enda geomeetriaga ning avaldub selle
koverusena [6]. Uldrelatiivsusteooriat kirjeldavad vorrandid viivad ka gravitatsioonilainete

olemasoluni.

1.1 Sissejuhatus iildrelatiivsusteooriasse

Meetrika g, on teist jarku siimmeetriline tensor, mis Kirjeldab aegruumi geomeetriat. See
voimaldab kirjeldada vabade osakeste liikumist, defineerides koveral aegruumil geodeetilise
joone ehk ,liihima teepikkuse”. Selline on kiirendamata osakeste trajektoor [6]. T60s kasutame

Minkowski meetrika mérgikokkulepet 7, = diag(—1, 1, 1, 1) ning loomulikke iihikuid, kus ¢ = 1.

Koveras aegruumis ei ole vektorid lihtsalt aegruumi kahe punkti tihendajad. Igas aegruumi
punktis on oma puutujatasand, kus vektorid asuvad. Christoffeli siimbol on suurus, mis
voimaldab iihendada vektorid iihe punkti puutujapinnal sellele lihedal asuvate vektoritega,

liigutades vektoreid puutujapindade vahel [7]. See avaldub meetrika kaudu kui [6]

1 g,
58 p(a,ugvp"'avgp,u _apg,uv)- (L.D)

=5

Kovariantne tuletis on tensor-operaator, mis on kdvera aegruumi iildistus osatuletisele.
See tagab soOltumatuse koordinaatidest, eemaldades komponentide koordinaatide valikust

pohjustatud muutuse. Nii saab kirjeldada vektorite toelist muutust [8]. Kovariantset tuletist



tahistatakse kui T},., vO1 V,T),,. Christoffeli siimbolite kaudu avaldub see tildkujul kui [6]

MM _ H1H2 ML AUl 2 g Ak
VoT Vivas vy T 0T Vive v +Fa~lT vivpey t rmlT vivyey T (1.2)
_TA R _TA pHIH2 R ’
avy Ava-evy avy ViAo

Koveras aegruumis vektor paratamatult muutub litkudes suletud joonel algpunkti tagasi.
Muutus soltub valitud trajektoorist, sest erinevad trajektoorid ,katavad” koverust erinevalt
[6]. Seetdttu saab iildrelatiivsusteoorias vorrelda vektoreid ja siindmusi vaid viga lokaalselt.
Riemanni tensor on aegruumi kdverust kirjeldav tensor, mis véljendab vektori infinitesimaalsel
nihutamisel tekkinud muutust [9]. Christoffeli siimbolite kaudu avaldub tensor kui [7]

R,

=0T =0, +T0 T, —T T (1.3)

A= vo v HO
Ricci tensor on ahendatud Riemanni tensor. Tensoritel saab ahendada vabalt valitud indekseid,
kuid Christoffeli stimbolitest koostatud Riemanni tensoril on siimmeetriate tottu ainuke
soltumatu ahendus [7]
_ pl
RﬂV =R pav: (1.4)
Ricci skalaar ehk koOveruse skalaar on Ricci tensori jédlg, mis kirjeldab tdielikult

kahemddtmelise aegruumi kdverust [6]
R=R,=¢"Ry. (1.5)
Einsteini tensor on defineeritud kui [9]

1
Guy =Ry = ig#vR- (1.6)

Neljamootmelises ruumis on Einsteini tensor podratud jdljega versioon Ricci tensorist, kuna
selle saab avaldada kui R, = Gy, — %ng . See tdhendab samade omadustega tensorit, mille jilg
on vastasmargiga [6]. On voimalik néidata, et iildistades Poissoni vorrandit Newtoni potentsiaali
jaoks iildrelatiivsusteooriale omastele tensorsuurustele, on tulemuseks Einsteini vorrand [7].
See on teist jirku mittelineaarne viljavorrand meetrika g, jaoks [9] lihikutes, kus Newtoni

gravitatsioonikonstant on G = 1:
Gy =8nT,. (1.7)

Energia-impulsi tensor T}, kirjeldab aine, kiirguse v6i muu energiat ja impulssi aegruumis

[6].



1.2 Lineariseeritud teooria gravitatsioonilained

Gravitatsioonilainete esmasest olemusest annab aimu lineariseeritud gravitatsiooniteooria.
Tegemist on lihtsustava teooriaga, kus aegruumi meetrikat késitletakse eraldi tausta ja
hiiritusena. Taustaks on esialgu kdveruseta Minkowski aegruum, mida ei mdjuta mateeria
ega teised jouviljad. Héiritus véljendab gravitatsioonivilja olemasolu [4]. Sellest voib mdelda
kui vilja amplituudist [10]. Selline 1dhendus kehtib vaid gravitatsiooni allikast kaugel, kus
vili on nork. Allikat ennast uurida ei saa. Eeldatakse, et allikas on lokaliseeritud ja tekitab
ideaalselt perioodilist lainet. See tdhendab, et ei vaadelda allika energia kadu lainete tekkimisel.
Lineariseeritud teooria ei arvesta ka gravitatsioonilainetest tekkinud kdveruse mdju lainetele
endile [4]. Kehade liikumiskiirusele ega gravitatsioonivélja konstantsusele ajas piiranguid ei
seata [6].

1.2.1 Lineariseeritud viljavorrandid

Norga gravitatsioonivilja tingimus tdhendab viikest aegruumi kdverust. Sellest tulenevalt saab
lildise meetrika esitada kui Minkowski taust-aegruumi meetrika 7,,, millele lisandub viikene

koverusest tulenev hiritus 7, [6]

& =M +hyy, |y < 1. (1.8)

Kuna £, on viike, saab eirata selle esimesest astmest korgemaid litkmeid ehk lineariseeritakse
vorrandid Ay, suhtes. Aegruumi kontravariantne meetrika avaldub seosega g = n*¥ — h*” [7].
Seega kontra- ja kovariantne héiritus on seotud kui A, = —h*". Hiirituse indekseid tdstab ja

langetab lineariseeritud teoorias 1, ja 7*”, mitte {ildine aegruumi meetrika [11].

Meetrikale (1.8) vastavad Ay, suhtes lineariseeritud Christoffeli siimbolid avalduvad kui [8]

1
wo_ 1L
M=3

_ % (Ophd' +Bah ) = hap).

" (9phay +Oahpy — yhap) =

Analoogselt, Ricci tensori puhul omavad tdhtsust vaid Christoffeli siimbolite tuletised, sest

viljasuuruste korrutis annab vaid meetrika hiirituse kdrgemaid astmeid [4]:

Ruy = 0,1, =, =

1
=3 (Badyh, +0aByuh," — Dod hyy = By0,h).



Suurus h on hdirituse hy, jilg ehk h = hY, = naﬁhaﬁ. Ricci skaalar R = g"R,,, avaldub

lineariseerituna h,,, suhtes kujul R = "R, [6].
Esitades Einsteini vorrandi (1.7) 1., ja hy, kaudu, arvestades Einsteini tensori definitsiooni

(1.6), on tulemus [4]

80y + %Dy — 0% Ohyy — 8,0, h—
Ny (P07 o — Pph) = 167 Ty, (1.9)

Eeltoodud vorrandid saab viia lihtsamale kujule defineerides pooratud jédljega héirituse [8]

1
=Nuvh.

hyy = hyy — 3

Et kehtib omadus ;LW = hyy, siis h=—hja hyy = Bﬂv - %quh- Lineariseeritud Einsteini vorrand

pooratud jéljega hairituse kaudu on [4]
—00a iy — 1y PO hap + 0Dy + 0O yhye = 167 Ty

Neid vorrandeid saab lihtsustada sobivate kalibratsioonidega. Uldrelatiivsusteoorias on lubatud
infinitesimaalsed koordinaaditeisendused x*' = x* + &*(x), kus & on samas suurusjargus
kui Ay, [7]. Lineariseeritud gravitatsioonil on sellest tulenevalt kalibratsioonivabadus
hyy — h/’w = hyy — 04éy — 0,€, [9]. Kalibratsiooniteisendus fzﬂy jaoks on [12]

Ty = By =By = 0= Oy + @6 b — K =h+20°,

On voimalik valida selline &4, mis oleks lahendiks vorrandile 649,.¢, = 8“1_1#1, [7]. Jattes edaspidi

tahistuses primmi dra, annab see tingimuse [6]
Do M =0, 3 hye = 0. (1.10)

Selline  kalibratsioon, mida elektromagnetismi  eeskujul  nimetatakse  Lorentzi
kalibratsioonitingimuseks, on leitav igal fiiiisikalisel juhul, mistottu ei kaotata iildsust
seda rakendades [4]. Osatuletise kommutatiivsusesest on selgelt ndha, et sellise

kalibratsioonitingimusega on lineaarse teooria viljavorrandid 16puks kujul [4]
—0%¢ hyy = 167 Ty (1.11)

Kasutades Minkowski ruumi d’ Alemberti operaatorit 0“0, =0 = —0%/0r> +8%0x% + %/ 8y2 +0%/07%



voib selle kirjutada ka kujul
—Ohyy = 167 Ty, (1.12)

Et meetrika héiritus A, on gravitatsioonivilja amplituud, siis suurusest %, voibki mdelda
kui gravitatsiooniviljast. Antud viljavorrandi, mis on sisult teist jirku diferentsiaalvorrandid,
lahendid kirjeldavad norku gravitatsioonilaineid. Mittetriviaalsete allikate korral on lahendite

saamine keerukas ning 16plikult iihest tulemust ei leidu [4].

1.2.2 Tasalaine lahend vaakumis

Gravitatsioonilainete liitkumist vaakumis, kus 7}, = 0, kirjeldab valemi (1.12) alusel

lainevorrand —Dflﬂv = 0. Lihtsaim lahend on monokromaatiline tasalaine [7]
ljl”y — % I:A/Jv eik<yxly:| .

R tihistab komplekssuuruse reaalosa. A,, on laine amplituud ning k, on lainevektor.

Lainevorrandist —Dﬁw = 0 ning Lorentzi tingimusest (1.10) kehtivad vastavalt [4]
kok® =0, Auok® =0.

Esimesest tingimusest voib vilja lugeda, et gravitatsioonilaine liigub valguskiirusel [6]. Teine

tingimus nditab, et tegemist on ristlainega [12].

Amplituudil A, on iildiselt kiimme vabadusastet ning ristlaine tingimus A,,k® = 0 fikseerib
nendest neli [7]. Kalibratsioonitingimuse (1.10) rakendamine annab meile veel vabaduse
o&* = 0 piires valida vektori & = —iCHexp(ikox®) neli vddrtust CH, mis mdidravad ka
amplituudi neli komponenti. Sellise kalibratsiooni saab tdpselt paika panna valides iihikulise
4-kiiruse u, kus wu,u* = —1, ning ndudes, et kehtiks A, u” = 0. See fikseerib kolm A,
vabadusastet. Veel iihe vabadusastme saab fikseerida ndudes A, jiljevabadust ehk Al u=0
[4]. Tasapinnalisele gravitatsioonilainele jadb seega kaks vabadusastet, mis on kooskdlas teistel
kaalutlustel raamatus [6] saadud vabadusastmete arvuga. Need vabadusastmed ilmnevad laine

polarisatsioonidena.

Minnes iile Lorentzi taustsiisteemi, kus u = (1,0,0,0), avalduvad tingimused
Auak® = Ay u” = A", = 0 kujul [4]

ho=0,  Ojh;=0,  hy=0. (1.13)



Tensorit, mis tdidab tingimusi (1.13) nimetatakse ristlaineliseks jéljevabaks tensoriks.
(TT)
ij

TT (ingl. transverse-traceless) kalibratsiooniks [6]. Sellises kalibratsioonis on ainult ruumilised

Kalibratsiooni, kus A, taandub ristlaineliseks jéljevabaks osaks £ ", nimetatakse vastavalt

komponendid % nullist erinevad. Ruumilisel TT-tensoril puudub divergents ehk tegu on
ristlainega. Samuti on selle jilg Ay = h vordne nulliga. Sellest tulenevalt 4, = 1_1#1, [4]. TT
kalibratsiooni saab leida ainult vaakumsiisteemi korral [6].

Vaatlusel on laine, mis liigub z-telje suunas, sagedusega w = k* = [k + &7 + 2. Tingimustest

(1.13) jireldub, et lainevorrandi lahendi hg,T) mittetriviaalsed komponendid on [4]

VY
hgT) _ hgT) —R [Axe_i“’(t_Z)]. (1.14)

AT = _pID — R [ A, e—iw(t—z)]’

Seega saab gravitatsioonilaine jagada kaheks erineva lineaarse polarisatsiooniga komponendiks,
kus A, ja Ax on vastavad amplituudid. Analoogselt elektromagnetlainega voib lainet esitada ka
kahe ringpolarisatsiooni kaudu [6].

Kui laine polarisatsioonivektoriga e, paneb test-osakese vOnkuma x-tasandis
ning e, y-tasandis, siis Uhikpikkusega lineaarselt polariseeritud tensorid on
e, =e,®e.—e,®e, ning ex = e, e, + e, ®e,. Gravitatsioonilaine mdju test-osakestele
saab koige lihtsamalt kirjeldada vaadeldes laine litkumissuunaga risti Xxy-tasandil ringis
asuvaid osakesi. Joonis 1.1 [6] néitab, kuidas muutuvad osakeste geodeetilised kaugused
polarisatsiooniga e laine méodumisel (joonis 1.1a) ja polarisatsiooniga e, laine moddumisel
(joonis 1.1b).

SigloTeInInIe

(a) Polarisatsioonile e, vastav osakeste litkumine

OLOCOLO

(b) Polarisatsioonile e, vastav osakeste liikumine

Joonis 1.1: Gravitatsioonilainete mdju vastavalt polarisatsioonile raamatust [6].
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1.3 Taieliku iildrelatiivsusteooria gravitatsioonilained

Lineariseeritud gravitatsiooniteooria annab edukalt edasi gravitatsioonilainete esmased
fuiisikalised omadused ning on védga hea lihendus lokaalselt. See ei ole siiski voimeline
kisitlema lainete keerulisemat olemust.

Aegruum koverdub mateeriast ning muudest energiatest, aga ka gravitatsioonilainete tottu.
Seepdrast ei ole taust-aegruum ideaalselt tasane. Gravitatsioonilaine muutub puutudes kokku
nende koverustega. Selle lainepikkus muutub ehk toimub gravitatsiooniline punanihe, samuti
toimub refraktsioon. Pulsslainel tekivad tagasihajumisest ,,sabad”, mis liiguvad pulsi taga
valguskiirusest aeglasemalt. Selline efekt toimub ka tasases taust-aegruumis lainete enda
tekitatud aegruumi koverusest. Need mojud on lokaalselt viga viikesed ning neid tuleb
arvestada alles aegruumi taustkdveruse R skaalal.

Gravitatsioonilained kannavad &ra energiat gravitatsioonikiirgusena. Lineaarses teoorias
kirjeldatud ideaalselt perioodiline laine ei saa reaalsuses tekkida, sest allikas kaotab energiat

ning saab parimal juhul kiirata vaid peaaegu perioodilist lainet.

Tipseid gravitatsioonilaine lahendeid on mitmeid, mis on enamasti matemaatiliselt viga
keerukad. Koikide iilaltoodud aspektide hoomamist on raske saavutada kompaktses vormis.
Onneks saab iilalnimetatud lainete fiiiisikalist sisu kirjeldada ka tiielikus iildrelatiivsusteoorias
teatud ldhendusega. Tapset lahendit saab kasutada alusena gravitatsioonilise kiirguse
uurimiseks, tuletades kiirgust ja selle energiat kirjeldavad valemid. Kéesolev alapeatiikk

pohineb allikal [4], kui ei ole viidatud teisiti.

1.3.1 Liihilaineline liihendus

Vaatlusel on vaakum taust-aegruum, mille kdveruse suurusjirk on R. Gravitatsioonilaine
amplituud on A ning noéutud on tingimuse A < 1 kehtimine. Samuti kehtigu tingimus 1/R < 1,
kus 4 = A/2r on taandatud lainepikkus. Tadpse lahendi analiiiisist jareldub, et laine karakteerne
pikkus 1 on palju vdiksem kui tausta karakteerne pikkus R, mis vdimaldab lainet taustast
eristada. Kasutusel on koordinaadisiisteem, milles saab aegruumi meetrika jagada kdverusega

taustaks ja hiiritusteks:

8uv = &uv + My (1.15)

Antud koordinaadisiisteemis on hiirituse amplituud .A. Tausta meetrika g,, muutub skaalas

> ‘R, héiritus muutub 1 skaalas. Téhistades tiilipilise vdirtuse ,,~” iilatdhisega, rohutamaks, et
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tegemist ei ole tipse seosega, saab neid omadusi matemaatiliselt viljendada kui

~ .
huv < 8uv A, aagyv < %, aah,uv ~ %
Ricci tensor avaldatuna meetrika (1.15) kaudu on
Ry = REY +RO) () +RE) () + viga,
Siin Riﬁ) on Ricci tensor taust-meetrika jaoks ning
1, ~ = . . L
RY)(h) = 3 (=¥ V=V Vi oy + 9 ¥y By + 9% Vs hay ) (1.16)

1. - I I i
RL?(h):E[Evﬂhaﬁ Vo h + h (VY hap+ Vg Vo iy = Vg Vy o = Vs ¥y oy ) +
- - - - 1~ - - -
+vﬁhya(vﬁhaﬂ—Vahﬁﬂ)—(vﬁh“ﬁ—ivah)(vth+V,,hw—vahw)]. (1.17)

Suurus V tdhistab kovariantset tuletist taust-meetrika 8,y suhtes. Tasub dra mirkida, et
ilaltoodud Ricci tensori litkmete suurusjirgud on

.A3

2
2 A :
wa)(l’l) ~ ?, viga ~ ?

A

1
R (h) ~ =

Liihilainelise 1dhenduse sisuks on leida ligikaudsed lahendid vaakumi viljavorranditele R,,, = 0.

Selleks jagatakse Ry, kolmeks osaks ning pannakse nad koik vorduma nulliga.

1. Esiteks voetakse A suhtes lineaarsed komponendid nulliks, mis annab lineaarse teooriaga
analoogsed vorrandid. Et taust-aegruumi koverdumine gravitatsioonilaine mojul ei esine
lineaarses teoorias, siis g, €i ole lineaarne A suhtes. Sobivaks liikmeks on RLIV (h).
Kiill aga vdib hy,, sisaldada mittelineaarseid A parandusi, mida ei tohiks kaotada. Need

tahistatakse eraldi j,, ning voetakse
Rin)(h) =0

See on lineaarsete gravitatsioonilainete A, liikumisvorrand, analoogselt vorrandiga
(1.9). Sarnaselt saab selle esitada f_zw, = hy — %gﬂvh kaudu. See annab viie
liidetavaga vorrandi. Lihtsustamiseks kasutatakse taaskord vastava koordinaadimuutuse
abil kalibratsioonitingimust vV, fzﬂ“ = (0, mis kaotab kaks liiget. Samuti arvestatakse, et

arvutused ei ole tiielikult tipsed. Uks vorrandi liikkmetest on arvutuse vea suurusjirgus
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A3/ 2%, mistdttu pole méistlik seda arvestada. Alles jiib

M AvAA (B) 7ap _

VEVo hyy +2Raﬂﬁv h'7 =0
See vorrand kirjeldab gravitatsioonilainete interaktsiooni taust-aegruumiga. Sellest
avalduvad gravitatsiooniline punanihe — lainete sageduse muutus gravitatsiooni ehk
aegruumi kdveruse mojul — ning polarisatsiooni pdodumine, pikkadel lainepikkustel ka
tausthajumise mojul ,,sabade” teke. Kuni lained on norgad (A < 1) kehtib see vorrand nii

suurtel kui viiksestel lainepikkustel.

. Teiseks eraldatakse ,tasane” osa, mis muutub laine karakteersest pikkusest 1 palju
suuremal skaalal, ning viikeste muutuste skaalal ,,kare” osa. Et sellist eraldust saavutada,

voetakse keskmist iile mitme lainepikkuse. ,,Tasane” osa avaldub kui
B 2 .
R+ (R2 () + viga=0

Vorrandist on niha, et gravitatsioonilained tekitavad taust-aegruumil koverust. Selguse

eesmirgil saab vorrandi kirjutada iimber kujul
~ 1
B ~ GW
Gur =R~ §R<B>gw =81 T ", kus (1.18)

Ty = —% [(RL?(h)) - % (R@)(h))gﬂv]. (1.19)

Siin T;ﬁw) on gravitatsioonilainete efektiivne energia-impulsi pseudotensor. Selle
leidmiseks peab arvestama, et gravitatsioonilainete energiat ei saa vaadata lokaalselt,
vaid ainult globaalselt. Samuti ei saa energiat lokaliseerida iihte lainepikkusesse. Seega
tuleb T;,S’W) hindamiseks keskmistada iile mitme lainepikkuse. Selleks kasutatakse
Brilli-Hartle’i keskmistamist. Sellisel keskmistamisel kovariantne tuletis kommuteerub
ning gradiendi keskmine on null. Nendest omadustest tulenevalt on voimalik integreerida

ositi, liigutades tuletist iihelt A-It teisele:

(V5(Vah b)) =0, (1.20)

Keskmistamise omaduste rakendamine toob kaasa teatud ebatdpsused. Kovariantse
tuletise kommuteerumisel tekib viga suurusjirgus ~ (1/R)> ning gradiendi keskmise

nulliks votmisel viga ~ 1/R.
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Asendades teist jirku héiritustega Ricci tensori (1.17) valemisse (1.19) ning kasutades
keskmistamise omadusi, saab néidata, et teine liige avaldises (1.19) on null, <R(2)(h)> =0.
Rakendades kalibratsioonitingimust vofzﬂ” =0 ning TT teisendust, mis annab h =0, tuleb

gravitatsioonilainete energia-impulsi pseudotensor

ow _ 1 g5 &=

TS = 37T(V,mc,ﬂvvlﬂﬁ). (1.21)
Energia-impulsi pseudotensori vea suurusjirk on keskmistamisest ~ A/R. Sellisel
tapsusel omab gravitatsioonilainete energia-impulsi pseudotensor samasugust rolli
taust-aegruumi koverdumisel nagu iga teine energia-impulsi tensor. Jddvusseadustes
kiitub see samuti nagu tavaline energia-impulsi tensor — kehtib ?,,Tégw) =0+ viga, kus
viga on lithilainelisel 1dhendusel ebaoluline.

3. Viiikseid fluktuatsioone hoomav ehk ,kare” osa avaldub mittelineaarseid parandeid j,,

sisaldava RLIV)( J) ja keskmistatud Rl(lzv) (h) kaudu:
R () + R (h) ~ (Rf}J(h)) + viga=0.

Vorrandist on ndha, kuidas gravitatsioonilaine 4 tekitab korgema astme parandeid j
iseenda suhtes. See niitab, et laine interakteerub iseendaga. Seega gravitatsioonilainete

kokkusaamisel nad mojutavad teineteist.

1.3.2 Gravitatsioonikiirguse allikad

Kdige otsekohesem on uurida aeglaselt liitkuva allika kiirgust peaaegu newtonlikus siisteemis.
Alguses on allika kohta eelduseks vaid tema isoleeritus. Aegruum muutugu asiimptootiliselt

tasaseks allikast kaugel ning koordinaadisiisteem koos sellega.

Gravitatsioonivilja amplituud 4, = g,, — 1,y defineeritakse selliselt, et see kehtiks igal pool,
sealhulgas allika sees. Sarnaselt varasemaga saab defineerida ka Ay, = hy, — %nﬂvh. Norga vilja
korral, néiteks allikast kaugel, on iluv sama gravitatsioonivéli, mis lineariseeritud teoorias. Kui

vili on tugev, tavaliselt allika sees, ei ole praegusel Eﬂv mingit seost lineariseeritud teooriaga!

Kiirguse valemite tuletamiseks on vaja leida hy,, kaudu varem Kirjutamata jidnud tipsed
Einsteini  véljavorrandid. Selleks on tarvis kirjutada lineaarse teooria viljavorrand
(1.11) Maxwelli vorranditega 0,F"Y = 4xJ* sarnasele kujule, et mugavalt leida
elektromagnetismi  eeskujul integraaltulemusi. Tensorile F*” sobivaks analoogiks
on HHrYB = —(I_z"”n“ﬂ+i_z“ﬁn”"—f_zm’n“ﬁ—i_z”ﬂn‘”). Lineaarne vorrand tuleb  kujul

6580H““"ﬁ = 16x TH*'. Téapse lahendi saamiseks lisatakse mittelineaarsed parandid. Et
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c?ﬁ@aH”‘Wﬂ on Einsteini koverustensori G*” lineariseeritud ldhend, siis mittelineaarsed

komponendid avalduvad vahega
167" = Q0o H*™"P —2G*” . (1.22)

Siin #¥ on gravitatsioonivilja energia-impulsi pseudotensor, mis sisaldab A"’ teises
vOi korgemas astmes. #” on pseudotensor, sest see teiseneb nagu tdeline tensor vaid
lineaarteisendustel. Viljavorrandites tdidab energia-impulsi tensori 7+ rolli niitid keerukam

TH = (T + ). Tdpne vorrand avaldub, arvestades ka tingimust 8071#“ =0, kui
NP0, I = —167(TH + ). (1.23)

Tuleb meeles pidada, et #*” on niiiid laiendatud definitsiooniga.

Tépne lahend vorrandile (1.23) on

- . W (t—Ix— " 4 THY 4 v
vay=a [T X X) oy A e (1.24)
Q |x —x’| o |x-x|

Integreerimine kiib iile tasase kolmemoodtmelise ruumi Q, kus dx' =dx"dx¥ dx* . |x—x’| on
punktide x ja x’ vaheline eukleidiline kaugus (3 ;(x/ — x/)?)1/2 [10]. Indeks ,ret” tihendab

suuruste vaatlemist hilinevas aegruumi punktis (¢, x/') = (t—|x - x’|, x/").

Lisandugu eeldus, et R suurune allikas liigub aeglaselt, R <« 1. Téhistagu r kaugust
koordinaatide alguspunktist, mis asugu allika sees. Aeglaselt liikuvatel siisteemidel panustavad
hilinevatesse integraalidesse a) mateeria allikas, kus 7*” # 0 ning b) gravitatsiooniline allikas
suurusega L, mis on vahemikus R < L < A, sest seal panustab pseudotensor # veel
mirkimisviirselt. Allika ldhialal (R < r < 1) viheneb pseudotensori osa kui 1//* ning
kiirgusalas (r > 1) kui 1/r?. Nende panus avaldub alles iile pikema aja ja kiirgamisprotsessi
el mojuta.
Eeldusega /R ~ 1/L < 1 saab teguri ﬁ integraalis (1.24) ritta arendada x’/r astmetena:
R (1, x) = 4 f [TH (Xt =)+ (2t —1)]dx
! (1.25)

x/

+0{2— f x” [T”V(x',t—r)+t“"(x',t—r)]d3x'}.
r<a

Avaldada tasub  kiirgusvili h(.iT), sest just see sisaldab gravitatsioonilainete
levikuinformatsiooni. h%n = I_Z%T) koostamiseks on vaja vaid ruumilisi komponente 7/,

millele vastab integraali sees pingejaotus 77/% + /¥, Edasiseks arvutamiseks kasutatakse tipset
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seost V,T#Y = 0, mis annab 0,(T*" + V) = 0 [4]. Sellest jireldub, et (')MT”i = 0 voib lahti
kirjutada kui 997" = -0, T ning 6,17'“0 =0 kui 997 = -9, 7*0. Kasutades neid seoseid on
voimalik tuletada vajalik 77% + #/* avaldis [10]

Gravitatsioonivélja allika kvadrupoolmoment on defineeritud kui
L= f |70 %)+, 0)| </ B

Seega saab kirjutada

L 1d%1
T 4 Ry Py = 2 2K
f( Vd&x=3"0

Eeldusel, et siisteem on peaaegu newtonlik ehk gravitatsiooni panus koguenergiasse on viike,
kehtib

2~ (8,0) ~ E ~ MTOO <TY = 1.0= | TO0 x)x/ *dx
J R4 R JK\E) = ) .

Siin on ® gravitatsioonivilja skaalarpotentsiaal, kusjuures ® ~ %, ning M ja R vastavalt allika
mass ja suurus. Allika sees on 1t/ ~ |0 DO D] ~ T%|®|. Vorrand (1.25) avaldub kujul

_ d* 1t - J*
h‘”(t,x)=%—Jk( r)+0[1(—|T |+|<I>I)§M]:

r dr? 7\ 700

2d% i (t - Jk
:_M 1+0 D+M z .

r dr? TO R |R

saamiseks tuleb

Koiki eeldusi arvestades saab viimase osa lugeda vihetidhtsaks. Otsitava B%T)

indekseid langetada taust-meetrikaga n;,, = d;,. Seejdrel saab kasutada radiaalselt liikuvate

lainete projektsiooni-operaatorit Py, = Oy, — iy, Kus n; = x/r, et leida TT osa.

2 15 =)

(TT),, o _ T _ p 'y
Wy (t,x)—; e . kus [ —P]lllumk_EP]k(leIml)~

Viline vaatleja ei saa otseselt modta kvardupoolmomenti, mistdttu on mdistlik see asendada

taandatud kvadrupoolmomendiga

1 - 1
Lji = I~ §5jkl = f(TOO + foo) (X]xk - g(sjkrz)dBX.
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Kuna kehtib I;ZT) = J%T), siis avaldub gravitatsioonilainete kvadrupoolvorrand 16puks valemiga

2 P =)

- 1.26
r dr? ( )

(TT) —
hjk (t,x) =
Valemis esinev £j langeb tidpselt kokku tidhe Kkatseliselt moddetava taandatud

kvadrupoolmomendiga, mis tuleneb tdhe potentsiaalist ® siigaval ldhialas r < 1.

Elektromagnetismi eeskujul saab analiiiisida gravitatsioonilise kiirguse olemust. Aeglaselt
muutuva massijaotuse kiirguse saab jagada multipoolide reaks. Mass on jddv suurus, mistottu
puudub monopoolne kiirgus. Massi dipoolmoment ja voolu dipoolmoment on vastavalt
vordelised siisteemi impulsi ja nurkimpulsiga, mis on samuti jddvad suurused. Seega peab
gravitatsioonilist kiirgust tekitama kvadrupoolmoment [10]. Valem (1.26) kinnitab seda

jareldust.

Stddrilise siimmeetriaga massijaotuse kvadrupoolmoment on konstantne [10]. Jarelikult
gravitatsioonilaineid ei kiirga sfiirilise siimmeetriaga mateeria jaotus. Samuti ei kiirga
siimmeetrilised protsessid ja litkumine. Lainete tekkeks on vaja asiimmeetrilist massi liitkumist.
Suur osa kosmoses toimuvaid protsesse on piisavalt asiimmeetrilised, nditeks kaksiktidhtede

orbiidid teineteise suhtes [13].
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Peatiikk 2

Gravitatsioonilained skalaar-tensortiiupi

gravitatsiooniteoorias

Uldrelatiivsusteooria on matemaatika mottes tensorteooria, kuna selles on gravitatsioonvili
esitatud meetrilise tensorviljana. Kui g on neljam0dtmelise aegruumi meetrika gg,
determinant, R on Ricci skalaar ning G on Newtoni gravitatsioonikonstant, siis kirjeldab

ildrelatiivsusteooriat Einsteini-Hilberti mgjufunktsionaal [6]

SGR = ﬁ d*x V-gR.

Skalaar-tensorgravitatsioon on alternatiivne {ildrelatiivsusteooria laiendus, mille kohaselt
panustab gravitatsioonivilja lisaks tensoriaalsele komponendile ka skalaarne vili [14]. Uks
esimesi motivatsioone selle arendamiseks oli iildrelatiivsusteooria puudulik iihildus Machi
printsiiga, mille kohaselt lokaalseid inertsiaalseid joude vOib tdlgendada kaugest, vaatleja
suhtes kiirendusega allikast pdrineva gravitatsiooni mdjuna. Seda probleemi saab lahendada
skalaarse interaktsiooni lisamisega. See voib kaasa tuua gravitatsioonikonstandi G muutumise
vastavalt massijaotusele [15]. Lihtsaim ja levinuim skalaar-tensorviljateooria on nende ideede
pohjal arendatud Bransi-Dicke (BD) teooria. Tensorviljaks on fiilisikaline meetrika g, ning
fundamentaalne skalaarvili on tdhistatud kui ®@. Teooria ainus vaba dimensioonitu parameeter
on konstant w, mille piirviirtusel w — oo taastub iildrelatiivsusteooria. Vastav mojufunktsionaal
avaldub kujul [16]

16G

Kosmoloogia ja kvantviljateooria arenguga on tulnud juurde mitmeid kiisimusi, nditeks

universumi inflatsioon, tumeenergia olemus ja gravitatsiooni iihildamatus kvantfiiiisikaga,
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millele iildrelatiivsusteooria ei anna tdielikke iiheseid vastuseid. See toetab laiendatud ja

alternatiivsete teooriate kandepinda [17].

Kodige iildisemal kujul avaldub skalaar-tensortiilipi gravitatsiooniteooria mdjufunktsionaal

summana gravitatsioonilisest, puhtalt skalaarsest ja ainelisest osast, mis ei sdltu skalaarviljast

[6]:
1
Sst= fd4x V=8 [f(¢)R h Eh(@gﬂvvﬂfﬁvvﬁb U@ +Ly|.

Siin f(¢), h(¢) ja U(¢) on teooriat defineerivad funktsioonid, kusjuures U(¢) on iildine
skalaarvilja potentsiaal ning L) on aine lagranziaan [6]. Bransi—Dicke teooria iildistust, kus
w = w(D), nimetatakse Jordani-Fierzi—Bransi—Dicke (JFBD) teooriaks. Selle mdjufunktsionaal
avaldub eeltoodu eeskujul kui [18]
1 ®
SIEBD = TG d*x \/—g[ R — Mé’ QI*D— 167G - V(D®)+ Ly |- (2.1)
Newtoni gravitatsioonikonstanti G asendab skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooni puhul efektiivne

gravitatsioonikonstant Geg = G/® ning iildrelatiivsusteooria taastub tingimusel ® = const = 1.

Skalaar-tensorteooria viljavorrandid on leitavad variatsioonarvutustega. Mojufunktsionaali

(2.1) varieerimine meetrika g, ja skalaarvilja @ jérgi annab vastavalt [18]

w+1 w gpv dw
R, = — T, ———0,T|+V,0,0+—0,0,0— L)
W= 87rG( e 2w+3gﬂv )+ 10y +c1)6“ 0y 10 6d®6‘ [Yy) + 02
87TG 2w+1 871G dV )
@ Map+3) T3 D
1 dw dv
O = T—-——0,00°D+1 O— -2V||. 2.
00 = —— 871G d@aa 0D + 67rG( 5 v)] (2.3)

Vorrandites tihistab 7, tavalist aine energia-impulsi tensorit ja T selle jilge.

2.1 Lineariseeritud Bransi—Dicke teooria

Gravitatsioonilainete tuletamine ning uurimine skalaar-tensorviljateooria lineaarses ldhendis
on viga sarnane {ildrelatiivsusteoorias tehtuga. Eesmirgiks on saada aimu skalaarvilja
olemasolust tulenevatest muutustest. Selleks vaatame artiklis [12] ldbitehtud tuletamist.
Alguses on kasutusel JFBD teooria mojufunktsionaaliga (2.1) vaakumsiisteemi korral, kus

taust-aegruumile lisandub viikene héiritus. Taustaks on Minkowski aegruum 7,, koos
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skalaarvilja konstantse viértusega ¢p. Olgu ¢o ka potentsiaali V miinimum, mis tdhendab, et
kehtib V =~ —ag? = % ~ —2ag, kus ¢ on skalaarvilja hiiritus. Erinev potentsiaal vorreldes
artikliga [12] tuleneb efektiivse gravitatsioonikonstandi teistsugusest definitsioonist. Aegruumi

meetrika g,, ning skalaarvili ® koos lineaarsete héiritustega on [12]

8uy = Nuv + tha

q):(p()+g0.

(2.4)

Tahistades ¢ = ¢/¢o ja m? = a /(2w + 3) avalduvad héirituste suhtes lineariseeritud
viljavorrandid (2.2) ja (2.3) kujul

1
Ry — EU”VR = =00\ + 1,00, (2.5a)
oy = 167G - m*y. (2.5b)

Uleminek BD teooriasse, eeldades w = const ja V =0, toob kaasa tingimuse a = 0 ehk m? = 0.
Vorrand (2.5b) on siis lihtsalt Oy = 0 [12].

Defineerides asjakohase gravitatsioonivélja kirjeldava suuruse ﬁw on voimalik viia vodrrand
(2.5a) samale kujule nagu iildrelatiivsusteoorias. Sellist soovi tdidab skalaar-tensorviljateoorias
hyy kuju [5]
- 1. 5
hpv = hpv - Eguvh -8 =
1

= huv - Enuvh — .

(2.6)

Meetrika héiritus avaldub poordteisendusest kujul /1, = 1_1#1, - %n,uvl_@ — NwY, Kusjuures
h=n""hy, = —h—4y ja h = —h— 4. Vorrandid (2.5) on iilaltoodud téhistustes [12]

Oy — 040 hay — 0y 0% oy + 1y 00 o = 0,

oy =0.

Neid saab taas lihtsustada rakendades infinitesimaalse koordinaaditeisenduse x*' = x* + &+
vabadust. Analoogselt esimese peatiikkiga saame kalibratsioonitingimuse 6‘%/’” = 0.
Skalaarviljale kehtib tingimus ¢ — ¢’ = . Edaspidi jdetakse tihistustes primmi &ra.

Lorentzi kalibratsioonis on véljavorrandid seega

Ohy,y =0, Oy =0.
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Viljavorrandite lihtsaimad lahendid on taas tasalained [12]

o = R [ A €45
v =R|a eikax“].

Analoogselt alapeatiikiga 1.2.2 kehtivad ka siin lainevektorile k% ja amplituudile A,
viljavorrandist ja kalibratsioonist tingimused k,k® = 0, k*A,, = 0. Amplituudi vabadusastmete
hindamisel on taas lubatud tdiendav kalibratsioon O&* = 0, mis digustab valikut 4, = —%ﬁ +.
Sellise tingimusega on & = 2y ja h = 2y ning niieme, et Bﬂv = hyy [12]. Erinevalt esimesest
peatiikist ei ole £, skalaar-tensorvilja puhul jiljevaba. Voimalik on vaid eraldada jéljevaba
osa, mis avaldub analoogselt esimese peatiiki tulemusega (1.14). Sellele lisandub skalaarviljaga

seotud jélje osa.

Vaadeldes z-telje suunas liikuvad lained & = (k,0,0,k) ja tdhistades jdljevaba osa lained kui

W (t+z) ja h®(t + 7), saame gravitatsioonilaineteks [12]
hi(t+2) = KOt +2)- €5 + B0 +2)- e +yt+2) €. 2.7)

Laine esimesed kaks komponenti annavad iildrelatiivsusteooriast tuttavad e, ja ex
polarisatsioonid, mida kirjeldab joonis 1.1. Viimane liige (¢ + z) - 5 on skalaar-tensorteooriast
tulenev skalaarne polarisatsioon. Motleme taas test-osakestele, mis asuvad ringis laine
litkkumissuunaga risti oleval xy-tasandil. Joonis 2.1 [6] nditab, kuidas muutuvad osakeste

geodeetilised kaugused polarisatsiooniga e, laine moddumisel.

Joonis 2.1: Skalaarse polarisatsiooni mOju raamatust [6].
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2.2 Gravitatsioonilainete energia—impulsi pseudotensor

Bransi-Dicke teoorias

Peatiikis 1.3 defineerisime liihilainelises ldhenduses gravitatsioonilainete energia-impulsi
pseudotensori, mis kirjeldas lainete mgju taust-aegruumile. Taastades valemitesse Newtoni
gravitatsioonikonstandi G, avaldub pseudotensor iildrelatiivsusteoorias valemitega (1.19) ja
(1.21) kui

- [<R(2)> ;<R<2>>gﬂv] - (AL, 2.8)

Leiame gravitatsioonilainete energia-impulsi pseudotensori BD teoorias. Kdésitleme
vaakumsiisteemi, kus potentsiaal on V = 0. Vtame aegruumi meetrika kujul g, = 1, + hyy ja
skalaarvilja kujul ® = ¢g + ¢, kus ¢ on konstantne. Meetrika hiirituste teist jirku liikmetega

Ricci tensori keskmine avaldub valemist (1.17) Minkowski taust-aegruumi puhul kui

(R2(m) = <

1
500 hap Oy h + h™ (0, Opy hap + Op Doy oy — O By hagy = O Oy ey ) +

+ 0% 1, (0 oy — B i) - (aﬁ heP — %aa h) (y Prags + Oy hary = B Py D

Leiame R,(fv) keskmise fzm, kaudu, kus fz,w sisaldab skalaarvilja osa vastavalt valemile (2.6).
Meetrika hiiritus avaldub sealt kui Ay, = Ay, — %nﬂvl_z — Ny, mille saame otse asendada

eelnevasse valemisse:
- 1 - - 1 .- - 1 .-
(R ) = < ( Oyhap = 110ph =g A = S0 Ph=11"P) + (W = S0 PR =1y
- 1 - - 1 - - 1 -
: [ava,u(haﬁ - Enaﬁh - 77@/3‘#) + aﬁaa(huv - Eﬂuvh - va‘ﬁ) - 6Bav(hay - Eﬂauh - na,u'ﬁ)_
_ 1 - - 1 - - 1 .
- 6[38# (ha/v - Enavh - 77011/'/’)] + 63(;1 — 577 ah - Uv“lﬂ) [aﬁ(ha,u - Ena'uh - na,u‘/’)_

_ | B 1
ol — 5T = )| [958 = SR ) - S0 (~R-ap)]

- 1 - - 1 - - 1 -
: [av(ha'u - Ena,uh - na,u‘//) + au(hav - Enm/h - nav'ﬁ) - 6(1/(]7/11/ - Enyvh - qul/’)])>-

Arvestame, et lahti korrutamisel puhtalt fzﬂv ja selle jilge h sisaldavad liikmed avalduvad
samasugusel kujul nagu {iildrelatiivsusteoorias. Samuti lihtsustuvad need litkmed vastavate
keskmistamise omaduste ja kalibratsioonide rakendamisel samale kujule, mis on toodud

esimeses peatiikis, mistottu ei pea me neid eraldi leidma.
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Liheme iile TT Kalibratsiooni, kus 8k, = &h,, = 0 ja h = 0. Skalaarvilja ¢ = ¢/
sisaldavaid litkmeid saab lihtsustada kasutades keskmistamise omadust <<,06yavcp> = <—8#<,08V90>.
RLZV) keskmine avaldub I6puks kujul

(RE ) = (RD[(hV)]) + <%aﬂ¢ayw - n,,yawaaz//>. (2.9)

See ei ole skalaarvilja kogu panus Ricci tensorisse. Gravitatsioonilainete efektiivse
energia-impulsi pseudotensori leiame, kui liidame meetrika hiiritusest leitud Ricci tensorile

veel skalaar-tensorteooria viljavorranditest lisanduva energia-impulsi pseudotensori osa.

Skalaar-tensorteooria viljavorrandid avaldistest (2.2) ja (2.3) on BD teoorias kujul

1
R, V,0,®+ %aﬂq)ayop . 00=0. (2.10)

-

Asendame skalaarvilja ® = ¢( + ¢ esimesse vorrandisse:

u = ayav(¢04'¢)+'

0u(p0+¢) 0y(¢o + 90)] :

w
(po+¢) (po+¢)

1
Poty

Arvestame, et ¢g on konstantne ja selle tuletis on null. Tingimus % < 1 vdoimaldab meil

arendada Taylori ritta:

1
el
Yo ¢

1 90)
0,00+ ———=|wd,wo,
uovy (900 "02 uP Oy

0
1 ©® w we we?
= —0,0,p— —26M8V90+ —Zaﬂgo Oy — —36”90 0y + —46#90 Oy
&..H &) 0 L) %o
L. jarku 2. jirku 2. jirku korgemat jirku = 0

Skalaar-tensor teooria véljavorranditest avaldub hiirituste teist jarku sisaldav Ricci tensor kui
) _ W ¥
R = 0,00y — 0,0y,
0 0

Vorrandi parem pool kiditub kui skalaarvélja energia-impulsi (pseudo)tensor vastavas

ldhenduses, mis liitub varem leitud <RLZ,,) (h)> poolt tekitatud energia-impulsi pseudotensorile.

Hairituste teist jarku litkmeid sisaldav efektiivne Ricci tensor avaldub summana

1 w
(2) @[ (1)N2 1 p LA 14 14 ¥
(R2) = (RZ[(h )]>+<2aﬂ(—¢0)av(_¢0) nﬂyaa(_wo)aa(—%%—Qoéawaygo —¢%aﬂav¢>.
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Skalaarvilja osa teise liikme saab kirjutada kui (0%@d,¢) = (—pd%04p) = (—¢-Op), mis on
viljavorrandist O¢ = 0 null. Viimases litkmes saame rakendada sama keskmistamise omadust
kujul (¢8,0,) = (~9,00,), mis annab kokku

(R () = <R§ﬁ)[(h<1>)2] + iz(w +1, S)aﬂ¢av¢>.

%o
Nieme, et Ricci skalaari keskmine <R(2)> on null, kuna vastavalt esimesest peatiikist ja

véljavorrandist Op = 0

(RP[(n")*]) =0, <§(w + 1,5)nﬂvaﬂ¢av¢> =0

0

Gravitatsioonilainete efektiivne energia-impulsi pseudotensor BD teoorias avaldub analoogselt
valemiga (2.8), kuid gravitatsioonikonstant G asendub efektiivse gravitatsioonikonstantiga

Gef = G/D ~ G/¢g. Energia-impulsi pseudotensor avaldub 16puks kujul

(GW) _ (TT) 4 708
Ty 327TG <8 h 0 h(TT) (2)(4a) + 6)6ﬂg08,,g0> . (2.11)

Tulemus on kooskolas artiklis [5] leitud gravitatsioonilainete energia-impulsi pseudotensoriga
BD teoorias. Meie tulemuses on vaid liikmete vahel miinus ja artiklis [5] on pluss. See
erinevus tuleb skalaar-tensorteooria viljavorrandite definitsioonist, mis on artiklis antud meiega

vorreldes vastupidise mérgiga.

2.3 Gravitatsioonilainete energia—impulsi pseudotensor

Jordani—Fierzi-Bransi—-Dicke teoorias

Gravitatsioonilainete energia-impulsi pseudotensori leidmiseks JFBD teoorias rakendame
analoogset tuletuskiiku eeltooduga. Votame taas meetrika kujul g, = 1, + hy,y ja skalaarvilja
kujul @ = ¢ + ¢, kus ¢ on konstantne. Meetrika hiirituste teist jarku liikmetega Ricci tensori

keskmine valemist (1.17) avaldub samuti valemina (2.9):
1
(30} = (R0 2]) +{ 30,000 - 00,0

Uldisemas JFBD teoorias ei ole parameeter w enam konstantne, vaid funktsioon skalaarviljast

24



w = w(®P). See on voimalik arendada Taylori ritta kujul

dw

1 d*w
RN s w
dD 2

(I):gpo B E E

w:wo+w1g0+w2(,02+---, kus wi =

D=p

Skalaar-tensorteooria viljavorrandid vaakumsiisteemis ilma potentsiaalita on

1 w gyv dw
Ruv = 6 Vpav(b+ aaﬂq)avq)— 4w+6dEaa®6a®]’
1 dow o
D<D——2w+3%80[(1)6 O.

Asendame skalaarvilja ® = ¢o + ¢ ja parameetri w = wo + W@ + Wy > esimesse

viljavorrandisse:

_ 1 wo + w1 @ + Wy ¢ 8w
(ot | % (go+¢) M2 4o+ 6

w1 0qp0%p]|.

uv

Niéeme, et sulgude sees teisel liikkmel d,p0,¢ on juba hiirituse teist jarku korrutis. Seega
w1 ¢ ja wr@?® annavaid vaid kdrgemat jirku liikmeid, mille loeme nulliks. Sama kehtib ka
véljavorrandi viimase litkme kohta kuna ﬁ saab arendada Taylori ritta, kus w; ¢ ja ws ¢?
tulevad kordajateks. Samuti saame viimases litkmes g,, asendada tausta-meetrikaga 7,,, sest

héiritus A, tekitaks juba kolmandat jirku liikkme. Seega

1 () 1 "2 Yy
Ry~|—-=]|00p+|——-— 0up Oy — ————w1 0 3% | =
a (soo 903) Hove (900 gog)“’“ KO 2w +3) 1Y
1 ® wo My
= . —0,0yp— =0,0,p+—0,90yp— —————w] Oep3¥p.
20 uOvp (2) uoveyp 90% up OyP 2(2w0+3)w1 a0 @
1. jarku 2. jirku 2. jirku 2. jarku
Teist jarku héiritustega Ricci tensori <R;(12v)(h)> avaldub kui
1 Nuv1
RE)) = (= (wo+ 1)3updvp+ =03y ). 2.12
(RS <¢%(wo )00, 22awg 3P0 (2.12)

Uurime niitid teist viljavorrandit. Asendades sisse skalaarvilja ja w rittaarenduse, arvestades

eeltoodud w1 ¢ ja w» ¢? kohta kiivaid kaalutlusi, saame

1
2wp+3

Op = w10 d%e.

Vérrandi vasakul pool on tuletised esimest jirku skalaarvélja hiiritusest, paremal pool aga teist
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jarku liige. Hiirituse ¢ jaoks on vOrrandi parem pool vordne nulliga:
9,0 =0. (2.13)

See viljavorrand on mittetriviaalne alles siis, kui tuua skalaarvilja lisaks lineaarsele héiritusele
¢ = ¢V ka eraldi teist jirku hiiritus ¢@: @ = gy + ¢V + ¢?. Sellisel juhul kehtiks

@ _ 01800 3%V,

O
14 2w +3

Kiill aga saame Brilli-Hartle’i keskmistamisel kirjutada (0,0 9%¢) = (—¢ d,0"p), mis vorrandi
(2.13) pohjal annab tulemuseks nulli ning seega keskmistatud Ricci tensoris rolli ei méingi.

Lisaks avaldub energia-impulsi pseudotensor vaid lineaarsete hiirituste astmete kaudu [5].

Skalaarvélja viljavorrandist (2.13) jareldub, et Ricci tensori keskmise avaldise (2.12) viimane
liige on null. Ndeme, et JFBD teoorias tuleb skalaar-tensorteooria viljavorranditest lisanduv
osa identne BD teoorias lisanduva liikkmega. Gravitatsioonilainete efektiivne energia-impulsi

pseudotensor JEBD teoorias on

GW) %0 Z(TT) 4 7 1
T, " = onG <6ﬂhaﬁ 8yh?fT) - 97(2)(40)0 + 6)(9ﬂ<,0(9v<,0>. (2.14)

Oleme joudnud jireldusele, et sellises ldhenduses ja TT kalibratsioonis ei ole
gravitatsioonilainete energia-impulsi pseudotensori mottes erinevust w = const ja w = w(D)

vahel. Tuletis w; avaldub pseudotensoris alles kolmandat jiarku litkmete arvestamisel.

Artiklis [5] oli toodud neli erinevat voimalust arvutada gravitatsioonilainete energia-impulsi
(pseudo)tensor ja ndidatud, et iildrelatiivsusteoorias ning BD teoorias annavad need kdik sama
tulemuse, kiesolevas to0s vastavalt valemid (1.21) ja (2.11). Me kasutasime JFBD teoorias
pseudotensori (2.14) arvutamisel iihte neist neljast voimalusest, nimelt hiiritud viljavorrandite
meetodit. Huvitavaks uurimiseks tulevikus saab veel arvutada ng’w) JFBD teoorias iilejddnud

kolmel meetodil, et kontrollida, kas ka antud juhul annavad kdik neli meetodit sama tulemuse.
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Kokkuvote

Uurisime gravitatsioonilainete kirjeldamist tildrelatiivsusteoorias ja nende pohilisi fiitisikalisi
omadusi. Esmalt vaatasime lineariseeritud gravitatsiooniteoorias hdirituse ehk gravitatsiooni
viljavorrandite tuletamist, mille jaoks saime vaakumsiisteemi korral kirja panna tasalainelise

lahendi. Sealt jéareldus, et gravitatsioonilainetel on kaks erinevat polarisatsiooni.

Seejdrel vaatasime sarnast tuletuskdiku tédielikus iildrelatiivsusteoorias lithilainelise 1ihenduse
korral. Lainete amplituudi suhtes lineaarsed liikmed niitasid, et lained interakteeruvad
taust-aegruumiga, mis voib muuta nende sagedust voi polarisatsiooni. Taandatud lainepikkusest
suuremal skaalal muutuv mittelineaarne osa toi sisse lainete energia-impulsi pseudotensori, mis
kirjeldas lainete rolli taust-aegruumi koverdumisel. Viiksemate muutustega mittelineaarne osa

nditas, et lained interakteeruvad ka iseendaga.

Uurisime pogusalt gravitatsioonikiirguse allikaid peaaegu newtonlikus siisteemis. Sellest
jareldus, et gravitatsioonikiirgus on kvadrupoolne ning laineid tekitavad piisavalt

asiimmeetrilised protsessid ja liikumised, néiteks kaksiktdhtede orbiidid teineteise iimber.

Tutvusime skalaar-tensortiilipi gravitatsiooniteooria pdhimdttega ning tdime vilja Bransi—Dicke
(BD) ja Jordani-Fierzi—Bransi-Dicke (JFBD) teooriad, mis erinevad parameetri w vastavalt
konstandiks ja skalaarvilja funktsiooniks defineerimise poolest. Vaatasime esimese peatiikiga
analoogset BD teooria lineariseeritud ldhendust, kus gravitatsioonilainetele lisandus veel

kolmas, skalaarne polarisatsioon.

Arvutuslikus osas kasutasime artiklis [18] antud véljavorrandeid veendumaks, et nendest leitav
pseudotensor klapib BD teooria varasema tulemusega. Seejirel leidsime gravitatsioonilainete
energia-impulsi pseudotensori iildisemas JFBD teoorias, kus parameeter w pole konstantne.
Osutus, et paranduslitkmed ldhevad korgematesse ldhenditesse, teine ldhend ei muutu ning

pseudotensor on samal kujul nii BD kui ka JFBD teoorias.
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