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GEOMEETRTIA

I. PIANIMEETRIA
e A B T B W G DR s

1. Sirgjoon, kiir, sirgl&ig. Geomeetria kédsitlemisel 1l&h-

tutakse tavaliselt kolmest pShikujundist, milleks on punkt,
8irgjoon ja tasapind. Pbhikujundite t¥htsamad omadused on
Jérgmised.

L&bi fthe punkti A 1sheb tasapinnal 13pmata palju sirgjoo-
ni (joonis 1). Seda sirgjoonte kogumit nimetatakse girgete kim-
buks keskpunktiga A, I#bi kahe punkti A ja B liheb ks ja ai-
nult ks sirge AB (joonis 2)., Sellest jireldub, et kui kahel

sirgjoonel on kaks ithist punkti, siis on neil

k8ik punktid tthised, s.t. sirged ythtivad. Kui

kahel sirgjoonel leidudb ainult ks tthine punkt,

siis Beldakse, et nad 1l¥ikuvad selles punktis

(joonis 3), Kaks sirgjoont saavad 1¥ikuda aimlt

tlhes punktis, sest kui neil leiduks kaks tthist
Joonis 1, punkti, siis nad ithtiksid,

L&bl kolme punkti A, B ja C, mis ei asetse tthel ja samal
sirgel, 1lzheb fiks ja ainult Uks tasapind (joonis 4), Kui sirgel
ou tasapinnaga kaks ithist punkti, siis sirge k¥ik punktid aset-
sevad sellel tasapinnal ehk, lithemalt, sirge asetseb sellel

tasapinnal, Ka Seldakse siis, et tasapind 1#bib sirget., Hiiteks
tasapind ABC 1#bib sirget BC (joonis 4).

A
fic 8 Iy
& A

Joonis 2, Joonis 3. Joonis &4,

Punkt, mis asetseb sirgel, jaotab selle sirge kaheks kii-
reks, Niiteks sirgete kimbm keskpunkt A (joonis 1) jaotab kim-
bu iga sirge kaheks kiireks, mist¥ttu sirgete kimpu nimetatakse
ka kiirte kimbuks, Kiir on seega sirgjoone osa, mis on {helt
poolt piiratud punktiga - selle kiire otspunktiga.
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Sirgjoone kaks punktl jaotavad selle sirge kolmeks osaks:
kaheks kiireks ja ttheks sirgl¥iguks ehk, ltthemalt, 13iguks,
L¥ik on seegd kahe punktiga - 18igu otspunktidega - piiratud
osa sirgjoonest (joonis 2), Kaht kiirt, mis tekivad sirgjoone
jaotamisel kahe punktiga, nimetatakse ka 18igu pikendusteks
Ule tema tthe ja teise otspunkti,

Tasapinnal asetsev sirge jaotab selle tasapinna kaheks

ooltasapinnaks, nditeks sirge BC jaotab tasapinna ABC kaheks
pooltasapinnaks, milledest ilhel asetseb punkt A (joonis 4).

2, Sirgldikude summa_ja_vahe. Kasutades liikumise m¥istet
saab defineerida kahe 1¥igu vSrdsuse m¥istet ja viimase abil
18ikude summa ja vahe m¥istet.

Kahe 18igu AB ja CD summaks nimetatakse kolmandat 1¥iku
MN, mille saame, kui vabalt v8etud sirgel mirgime 13igud ME=AB
Ja KN = CD nii, et punkt N asetseb 1¥igu MK pikendusel Hle
punkti X (joonis 5):

MN = AB + CD, i
Kui liidetavad 13igud on vdrdsed, siis

A B punkt X (joonis 5) on 1¥igu MN keskpunkt.
A Samal viisil on v&imalik leida ka roh-
o kem kul kahe 13igu summat,
- e Kahe 13igu AB ja CD vaheks nimetatak-
i K N se kolmandat 13iku MN, mille liitmisel 1¥i-
Joonis 5, guga CD saadakse 18ik AB, L¥ikude AB ja CD

vahe saamiseks tuleb vabalt v¥etud sirgel m#rkida 1¥igud
ME = AB ja KN = CD nii, et punkt N asetseks 1¥igul MK ehk, tei-
- 8iti, punkt N asetseks punktide M ja K vahel (joonis 6):
MN = AB - CD,
Eul lahutamine osutub v¥imalikuks (s.t. kui on v¥imalik,
et punkt N satub punktide M ja X vahele), siis 1¥ik AB on
suwurem kui 1¥ik CD:

AB>CD. FreEra
Vastasel juhul kas AB = CD v3i
e et
AB <CD, ¢ b
W b K
Joonis 6.



3, Nurk. Nurgaks nimetatakse kujundit, mis koosneb kahest
fthise otgga;ktiga kiirest, Neid kiiri nimetatakse nurga haara-
deks ja nende ihist otspunkti nurga tipuks. Kul nurga haarad
moodustavad sirge, siis nurke nimetatakse sirgnurgaks,

Kui kahel nurgal on iiks haar ilihine ja teised haarad
moodustavad sirge, siis nurki nimetatakse kdrvunurkadeks
(nurgad 1 ja 3 joonisel 10). -

Xasutades liikumise m¥istet saab defineerida nurkade v3rd-
suse m¥istet: kaht nurka nimetatakse v¥rdseiks, kui neid saad
paigutada teineteise peale nii, et nad t#thtivad, s.t, ithe nurga
tipp ja haarad tthtivad vastavalt teise nurga tipu ja haaradega.

Niisugune nurga ABC paigutamine te-

A K maga v3rdse nurga KIM peale v¥id
toimuda kahel viisil (joonis 7):
/ / kas nii, et haar BA tthtidb haaraga
B RS E M 1K (ja BC haaraga IM) v¥i haar BA
fihtib haaraga IM (ja BC siis haara-

Joonis 7, ga 1K),
On selge, et sirgnurgad on vdrdsed.

( joonis 8) nimetatakse kolmandat nurka MIN, mille saame, kui
vabalt vSetud sirge LK punkti I juurde ehitame nurgad<KIM=<AOR
je LKLN = LCPD nii, et punktid M ja N ei asetse ithel ja& samal
pool sirgest IK:
L MLN =/KIM + /ZKLN = {AOB + /CPD.
Kérvunurkade summa on sirgnurk.

Kahe nurga AOB ja CFD

vaheks nimetatakse kol-
mandat nurka MQN, mille
liitmisel nurgaga CFD

saadakse nurk AOB (joo=-
nis 9):

Joonis 8.

m
JMQK = ZAOB; 4NQK = LCPD; A c "
LMQN = {MQK - ZNQK = Jooniay
= LAQB - /CFD, , K
0 B P Do




Kui liidetavad nurgad on vdrdsed, siis kiir IK joonisel8
on nurga MLN poolitaja.

Sirgnurga poolitamisel saadakse kaks vbrdset nurka, mi-
da nimetatakse tidisnurkadeks.

thenduses nurga lahutamisega nurgast saab nurkade kohta
defineerida m¥isteid "on suurem" ja "on vidiksem",

5. Tippnurgad. Kaht nurka nimetatakse tippnurkadeks, kui
ithe nurga haarad on teise nurga haarade pikendusteks iile nurga
tipu, Kahe sirge 1¥ikumisel tekib kaks tippnurkade paari (/1
jas2 ning /3 ja/hk joonisel 10).

Tippnurgad on v¥rdsed, sest kui
n¥iteks tippnurkadega 41 ja £2 jooni-
3 sel 10 1liita nende ithine k¥rvugurk / 3,
siis saame kaks sirgnurka, mis teatavas-

i %1 on vdrdsed:
LA +/43 =42 +/3;
Joonis 10, lahutades v¥rduse pooltest 4 3 saame:

Y g a4

$2, Kol manrk

1. Kolmnurk, tema elemendid. Kolmnurgaks nimetatakse ku-
jundit, mis tekib kolme mitte ithel sirgel asetseva punkti ithen-
damisel sirgl¥ikudega., Need punktid on kolmnurga tipud ja neid
tthendavad sirgl¥igud on kolmnurga kiiljed. Iga tipu juures on
kolmnurga ks nurk (sisenurk), mille saame, kui tipust vilju-
vat kaht killge pikendame iile nende mittelthiste otspunktide
(nditeks Z A joonisel 11),

C ; .

o c

A B HP M
Joonis 11, Joonis 12,

Kolmrurga igast tipust viljuvad (peale kitlgede) kolm tiht-
sat joont: mediaan, k3rgus ja bisektor.

6



Kolmnurgs mediaaniks nimetatakse sirgl¥iku, mis ithendad
kolmnurga tippu vastaskiilje keskpunktiga (AM joonisel 12),

Kolmnurga k3rguseks nimetatakse ristl¥iku, mis on t3mma-
tud tipust vastaskiiljele v¥i selle pikendusele (AH joonisel 12)

Kolmnurga bisektoriks nimetatakse kolmnurga nurga pooli-
taja 18iku nurga tipust kuni vastaskiiljeni (AP joonisel 12).

Kolmnurga kiilgi, nurki, mediaane, kdrgusi ja bisektoreid
nimetatakse tema elementideks.

2. Kolmnurkade liigid. Kolmnurki liigitatakse killgede jir-

gl ja nurkade jirgl, Killgede jirgi on kolmnurk kas isekiilgne
(kui k¥ik kiiljed on eri pikkusega) v¥i v3rdhaarne (kui kaks
killge on v¥rdsed), Viimase alaliigiks on v¥rdkiilgne kolmnurk,
8.0, kolmurk, mille k¥ik ktiljed on vdrdsed. V8rdhaarse kolm-
nurga kaht v¥rdset killge nimetatakse kolmnurga haaradeks ja
kolmandat kiilge aluseks. Aluse vastasnurka nimetatakse kolmnur-
ga tipunurgaks ja aluse lzhisnurki alusnurkadeks. Tipunurga ti-
pust t¥mmatud kdrgus on lihtsalt v¥rdhaarse kolmnurga kdrgus,

Nurkade j#rgl on kolmnurk kas teravnurkne (kui tema k¥ik
nurgad on teravnurgad) v¥i tiisnurkne (kui tema iiks nurk on
t#isnurk) v¥i néirinurkne (kui tema iks nurk on niirinurk), Terav-
ja niirinurkseid kolmnurki nimetatakse m&nikord ka kaldnurkse-
3255 kolmnurkadeks,

3. Vipdbsscse kolsuurgs ouedysed. TUestame, et yirdhaar-
ses kolumurgas

1) tipunurga bisektor on ihtlasi aluse mediaan ja kolmnur-

ga k¥rgus;

2) alusnurgad on v¥rdsed.

T8estuseks eceldame, et kolmnurgas ABC (joonis 13) AC = BC
Ja CD on bisektor, s.t., £ ACD = ZBCD, P8trates kolmnurga ACD
Umber kiilje CD kolmnurga BCD peale ndeme, et killg CA ldheb piki
killge CB (sest / ACD =4 BCD), tipp A langeb thte. tipuga B (sest
CA = CB) ja killg AD langeb ithte kitljega BD (sest D j#i endise-
le kohale). Sellest j#reldub, et

1) AD = BD, sut. CD on kolmnurga mediaan;




2) {ADC =, BDC on tdisnurk (sest
nende summa on sirgnurk), seega
CD on kolmnurga kdrgus;

3) L CAD =/ CBD, s.t, alusnargad
on v¥rdsed,

D Jireldus. V3rdkiilgses kolmnur-
Joonis 13, gas

1) igast tipust t¥mmatud bisektor on ihtlasi mediaan ja
k¥rgus;

2) k¥ik nurgad on v3rdsed.

§3. Eolmnurkade v3rdsus

1.Xolmnurkade ydrdsuse_tunnused. Kaht tasapinnalist kujuun-
dit, n#iteks kaht kolmnurka, nimetatakse kongruentseiks ehk
v3rdseiks, kui neid saab paigutada teineteise peale nii, et nad
fthtivad., On selge, et kolmnurga iga element on vdrdne temaga
kongruentse kolmnurga vastava elemendiga ja, Umberpddrdult, ka-
he kolmnurga k&igi vastavate elementide v¥rdsusest jireldub
nende kolmnurkade kongruentsus. Jirgnevad teoreemid n#itavad,
et kolmnurkade kongruentsust saab kindlaks teha juba kolme so-
biva elemendi v3¥rdlemisega.

1) Esimene tunnus. Kui tthe kolmnurga kaks kiilge ja nende
vahel olev nurk on vastavalt vdrdsed teise kolmnurga kahe kiilje
Ja nende vahel oleva nurgaga, siis kolmnurgad on vdrdsed.

Eeldus. AB = A'B', AC = A'C',
{BAC = /B'A'C*,
Viide. A ABC =AA'B'C*,
T8estus. Paigutame mIttes kolm-
A i '

nurga ABC kolmnurga A'B'C' peale

Joonis 14, nii, et tipp A tthtiks tipuga A'

Ja killg AC satuks kifljele A'C*, Siis tipp C tthtib tipuga C°,
sest AC = A'C', killg AB satub killjele A'B*, sest /BAC=/B'A'C?,
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ja tipp B thtib tipuga B', sest AB = A'B', Seega tthtivad ka
kitljed BC ja B'C' ning kolmnurgad ABC ja A'B'C*', mistdttu vil-
de on tdestatud. :

2) Teine tunnus. Kui tthe kolmnurga killg ja selle lihismur-
gad on vastavalt vdrdsed teise kolmnurga ithe kiilje ja selle l¥-
hisnurkadega, siis kolmnurgad on vdrdsed,

Eeldus. AC = A'C', /CAB = /C'A'B', /ACB =/ A'C'B!' (joo=
nis 14)0

Viide. AABC = AA'B'C’,

Tdestus. Paigutame m¥ttes kolmnurga ABC kolmnurga A'B'C'
peale nii, et tipp A ithtiks tipuga A' ja killg AC satuks kiilje-
le A'C', Siis tipp C ihtib tipuga C', sest AC = A'C', killg AB
satub kiiljele A'B', sest LCAB =/ C'A'B', ja kiillg CB satub kiil-
jele C'B', sest LACB = ZA'C'B', Et kaks sirget 1¥ikuvad ainult
tthes punktis, siis tihtivad ka tipud B ja B'. Seega kolmnurgad
on v3rdsed.

3) Kolmas tunnus, Kui ilhe kolmnurga kolm kiilge on vasta-
valt vdrdsed teise kolmnurga kolme kiiljega, siis kolmnurgad on
vrdsed. :

B B’

Eeldus. AB = A'B', AC = A'C',
BC = B'C*,
Viide., AABC =AA'B'C',
T¥estus. Paigutame mdttes kolm-
A G 7' nurga ABC kolmnurga A'B'C* k&r-
4 vale nii, et tipp A thtiks ti-
puga A' ja kiilg AC satuks kill=
B, jele A'CY, Siis tipp C #htid
Joonis 15, tipuga C', sest AC = A'C’, ja
kolmnurk ABC tuleb asendisse A'B,C' (joonis 15), Uhendades
punktid B' ja B, saame kaks v¥rdhaarset kolmnurka A'B'B, Ja
C'B'By, milledel on ithine alus B'By. Et v3rdhaarse kolmnurga
alusnurgad on vdrdsed, siis &£1 = 42 ja 43 =4 4, seega ka
L A'B'C! =LA'B1C' = L ABC,
Niild jdreldub kolmnurkade ABC ja A'B'C' v¥rdsus esimese tunnu-
se pdhjal.

2, Teoreem kolmnurga vilisnurgast. Kolmnurga viélisnurgaks

nimetatakse kolmnurga nurga (sisemurga) k¥rvunurka, Niiteks
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kolmnurga ABC vdlisnurk tipu C juures on ZBCD (joonis 16), Ka-
sutamata paralleelide aksioomist jdrelduvat teoreemi kolmnur-
ga nurkade summa kohta, saab t3estada jirgmise teoreemi:

kolmnurga vilisnurk on suurem igdst temaga mitte k¥rvuti
asetsevast sisenurgast.

T8estuseks t¥mbame kolmnurga ABC tipust A mediaani AE ja
pikendame seda punktini P nii, et AE = EF (joonis 16), Uhenda-
des punktid F ja C saame kolmnurga FCE, mis kolmnurkade v&rd-
suse esimese tunnuse jirgi on v¥rdne kolmnurgaga ABE, Seega on
v8rdsed ka nende vastavad nurgad /B = LECT, Et £ ECT on vaid
osa. vilisnurgast BCD, siis vHlisnurk on suurem sisenurgast B,
mis el asetse temaga k¥rvuti. Analoogiliselt saab t¥estada
véidet ka sisenurga A kohta. B F

Jéreldus. Kolmnurgas v&ib

- 0olla ainult ks nurk tdisnurk 3
v8i ntirinurk, sest (joonis 16)
kui £ ACB » 90°, siis . D
LBCD < 90°, seega £ A<90° ja A C
£B<90°, Joonis 16,

§4.,Seosed kolmnurga kitlgede
W nmekade vanel

1. Kolmnurgs suurem killg_ ja_selle vastasmrk. Kolmnurgas
on: B o

1) ¥¥rdsete kiilgede vastas vdrdsed nurgad ja, timberpssr-
dult, vdrdsete nurkade vastas v¥rdsed kiiljed;

2) suurems kiilje vastas suurem nurk ja, Umberpssrdult,
suurems nurga vastas suurem killg,

T¥estug. 1) Kui kolmnurgas ABC kaks kitlge on v¥rdsed, Ht-
leme AC = BC, siis kolmnurk on vdrdhaarne ja v¥rdsete kiilgede
vastasnurgad on alusnurgad; kuld nende v3rdsus on juba t¥esta-
a2, 3)%,

Eyiide § 2, 3 tdhendab ¥piku k#esoleva peatiiki paragrahvi
2 punkti 3.
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2) 0lgu kolmnurgas ABC killg AC suurem kui kiilg BC (joo-
nis 17). T8estame, et siis ~ ABC > ZBAC. Selleks mirgime kiil-
jel AC 138igu CD = CB ja ithendame punkti D punktiga B, Tekki-
nud kolmnurk CDB on vdrdhaarne, mistdttu 41 =42, Et £2 kui
kolmnurga ABD vilisnurk on suurem kui / BAC, siis ka 41 on
suurem kui £ BAC. Kuid Z1 on osa nurgast ABC, tZhendab ka
/ABC >/ BAC,

3) Eeldame niitld, et kolmnurgas ABC kaks nurka on v3rdsed,
iitleme £ A = 4B, ja t8estame, et siis ka nende vastaskiiljed on
v¥rdsed, s.t. BC = AC. Nende klilgede kohta on ¥ige iiks kolmest
viitest: kas :

BC) AC v¥i BC CAC v3i BC = AC, C
Antud kolmnurga kohta esimene vidide
ei ole Jige, sest sellest jHrelduks
otsese teoreemi pShjal, et LA >LB,
mis on eeldusega vastuolus, Niisamu-
t1 el ole ¥ige teine viide, Ainsa,
v¥imalusena jssb pisima viide BC = AC, 8
mis pole vastuolus eeldusega, Joonis 17,

Analoogiliselt saab vastuviiteliselt t¥estada ka, et suu-
rema nurga vastas on suurem killg.

Jireldus, Tdisnurkses kolmnurgas on k¥ige pikem kiilg hii-
potenuus; niirinurkses kolmnurgas on kJige pikem kiilg niirinurga
vastaskiilg,

2, Kolmnurga kahe kiilje summa_ja_vahe, Xolmnurga iga ka-

he kiilje summa on suurem kui kolmas kiilg ja vahe on viiksem
kui kolmas killg.

T¥estame, et kolmnurgas ABC, kus AB on k3ige pikem killg,
AC + CB) AB (muudel juhtudel on véide summa kohta iseenesest-
m¥istetav), Pikendame kiilge AC tile ti-
b pu C 1digu CD = CB v3rra ja ithendame
punktid D ja B (joonis 18). Tekkinud
kolmnurgas ABD on £ AED> LD, sest
LABD> 41 ja L1 = {D, Et kolmnurgas ABD
A R suurema nurga ABD vastas on suurem kiilg,
siis AD > AB ehk AC + CD> AB ehk
Joonis 18, AC + CB2AB,
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Lahutades selle v¥rratuse pooltest kord CB, teine kord AC, saa-
me:

AC 2 AB -~ CB ja CB> AB - AC.
(Kui kolmas kiilg on kolmnurga k¥ige pikem killg, siis viéide va-
he kohta on iseenesestm¥istetav.)

Vaadeldud teoreem annab t8kked kolmnurga kolmanda kiilje
pikkusele, kui keks kiilge on antud. Nditeks, kui killg a = 8 cm
ja b = 6 cm, sils killje ¢ pikkps on jirgmisest vahemikust:

(8-6)cem¢c <(84+6)cm
ehk
2 cm <c <14 om,

nurkset kolmnurka on v8rdsed kui

1) ilhe kolmnurga kaatetid on vastavalt v3rdsed teise kolm-
nurga kaatetitega;

2) ithe kolmnurga kaatet ja selle juures olev teravaurk on

vastavalt v8rdsed teise kolmnurga kaateti ja selle juures oleva

teravnurgaga;

3) the kolmnurga hiipotenuus ja fiks kaatet on vastavalt

v8rdsed teise kolmnurga hiipotenuusi ja ithe kaatetiga;

4) tthe kolmnurga hilpotenuus ja iiks teravnurk on vastavalt
v3rdsed teise kolmnurga hiipotemuusi ja ithe teravnurgaga.

Esimene ja teine tunnus jérelduvad vastavalt illdisest kolm-
nurkade v¥rduse esimesest ja teisest tunnusest (sest tiisnurk
fihes kolmnurgas on vdrdne tiisnurgaga teises kolmnurgas),

Kolmanda tunnuse t¥estamiseks oletame, et kolmnurkade ABC
Ja A'B'G* nurgad C ja C' on tdisnurgad ning AB = A'B! ja
BC = B'C' (joonis 19), Paigutades kolmnurga ABC nii kolmnurga

R 2]
A A\ AB AB’
) —. 0 (':l
A £ Al [ A, A e

Joonis 19, Joonis 20,
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A'B'C' k¥rvale, et tipp B ithtib tipuga B' ja BC lzhedb piki kiil-
ge B'C', ndeme, et kolmnurkade teised kaatetid satuvad tthele
sirgele, Nii saame v¥rdhaarse kolmnurga A'A,B', milles k¥rgu-
seks on B'C', Et vdrdhaarse kolmnurga k¥rgus poolitab aluse,
siis A'C' = A1b'. Kuid siis on v¥rdsed ka antud kolmnurkade
kaatetid AC ja A'C' ning kolmnurkade v¥rdsus jareldub #ldisest
kolmnurkade vdrdsuse kolmandast tunnusest,

Neljanda tunnuse t¥estamiseks oletame, et kolmnurkade ABC
ja A'B'C' nurgad C ja C' on tdisnurgad ning AB = A'B' ja
£A = £A' (joonis 20). Paigutame kolmnurga ABC nii kolmnurga
A'B*C' peale, et tipp A tthtid tipuga A' ja nurk A nurgaga A',
kus juures killg AB liheb piki kiilge A'B', Siis tipp B tihtidb ti-
puga B', sest AB = A'B', ja tipp C tipuga C', sest vastasel
juhtumil tipust B' oleks t¥mmatud sirgele A'C' kaks ristsirget,
mis teatavasti pole v¥imalik. Vastavate tippude ihtivusest jé-
reldub, et kolmnurgad ABC jJa A'B'C' on vdrdsed.

4. Bigt1¥igy_ja kaldl¥igy omadused. Vaatleme thest ja sa-
mast punktist M sirgele s t¥mmatud ristldiku MN ja kaldldike
MA, MB, MC ning viimaste projektsioone NA, NB, NC (joonis 21),
Nende 1&ikude kohta kehtivad jargmised teoreemid:

1) rist1¥ik on lithem igast kaldl¥igust;

2) v¥rdsetele projektsioonidele vastavad v¥rdsed kaldl¥i-

gud ja, imberpsdrdult, v¥rdsetel kaldl¥ikudel on vdrdsed pro-
jektsioonid;

3) suuremale projektsioonile vastab
suurem kaldldik ja timberp8drdult,
suuremal kaldldigul on suurem

projektsioon.
; § Teoreemi 1 kehtivus jireldub

A N B G sellest, et kaldldik kui t#isnurkse
Joonis 21, kolmnurga hiipotenuus on selles kolm-

nurgas k¥ige pikem killg, seega pikem kui kaatetiks olev rist-
13ik.

Teoreemi 2 t¥estus: kul AN = BN, siis AANM = A BNM (esi-
mese tunnuse p¥hjal), jsirelikult MA = MB; iimberpssrdult, kui
MA = MB, siis AANM = ABNM (t#isnurksete kolmnurkade v¥rdsuse
kolmanda tunnuse pShjal), jérelikult AN = BN,

A
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Teoreemi 3 t¥estamiseks eeldame, et NC > NA, ja vHidame,
et MC > MA, Pssrates kolmnurka ANM iimber kaateti MN sirgnurga
v¥rra, saame ta asendisse BNM, kus B on punktide N ja C vahel
(sest AN = BN < NC). Kuid siis on kolmnurgas MBC nurk B niiri-
nurk, sest tema kdrvunurk on teravnurk. Et niirinurga vastas
on kolmnurgas kdige suurem kiilg, siis MC > MB ja seega ka
MC > MA, P88rdteoreemi on kerge t3estada vastuviditeliselt.

§ 5. P'ank $:1de g ome s tr il A eed
kohad

1. Punktl geomeetrilise koba m¥iste. Antud omadusega punk-
t1 geomeetriliseks kohaks tasapinnal nimetatakse punktide kogu-
mit (itht v¥i mitut joont), mille igal punktil on antud omadus,
kuid tasapinna ithelgi muul punktil seda omadust el ole., Nziteks
tasapinnal antud punktist antud kaugusel oleva punkti geomeet-
riliseks kohaks on ringjoon, mille keskpunktiks on antud punkt
Ja raadiuseks antud kaugus, sest selle ringjoone iga punkt on
antud punktist antud kaugusel, kuid tithelgi tasapinna muul punk-
til seda omadust ei ole,

2. Sirglfigu keskristsirge. Kahest antud punktist 4 ja B
v3rdsetel kaugustel asetseva punkti P geomeetriliseks kohaks
tasapinnal on sirgl¥igu AB keskristsirge (joonis 22),

' Valime 18igu AB keskristsirgel mingi punk-
ti P ja tdestame, et PA = PB, Selleks ithen-
dame punkti P punktidega A ja B, Tekib kaks
tédisnurkset kolmnurka 4 PAK ja A PBK, mis
on v¥rdsed, sest nende kaatetid on vasta-
valt v¥rdsed, Jirelikult PA = PB, Saab tSes-
tada, et ithelgi tasapinna punktil Q viljas-
pool sirget PK seda omadust ei ole: AQ # BQ.

3. Nurgapoolitajs. HNurga AOB haaradest v¥rdsetel kaugus-

tel oleva punkt}_P geomeetriliseks kohaks tasapinnal on nurga-
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oolitaja (joonis 23). T¥mbame nurga AOB

poolitaja, valime sellel mingi punkti P ja

t¥estame, et PA = PB, kus PA L 0A ja PBLOB.
P » mekkinud tiisnurksed kolmnurgad AOP ja BOP

=) on v3rdsed, sest neil on ithine hiipotenuus
0 0P ja vdrdsed teravnurgad tipu 0 juures
Joonis 23, (§ 4, 3, tunnus 4), Jarelikult PA = PB,

Saab t¥estada, et tasapinna {ihelgi punktil viljaspool nure
gapoolitajat seda omadust ei ole.

§6 PORhilTiged konstrultsiloeons=
Hlesandead

1. 4p3ed.ouzecge, YUrdes, puces logusgisuing. Olgn . aubed
nurk ABC, Selleks et joonestada
sirge s punkti P juures antud

nurgaga ABC vdrdne nurk, mille A R

ilks haar on sirgel s, t¥mbame y

punkti B iimber vabalt valitud p
raadiusega kaare, mis 1¥igaku & ¢ le
nurga haarasid BA ja BC vasta-

valt punktidest D ja E. Sama Joonis 24,

raadiusega t¥mbame kaare ka punkti P iimber, saades sirgel s
punkti Q. Seejidrel tImbame punkti Q iimber kaare raadiusega

QR = DE nii, et ta 18ikaks punkti P imber t¥mmatud kaart., Nen-
de 18ikepunkti R l#biva kiire PR Jja sirge s vaheline nurk QFR
on v3rdne nurgaga ABC, sest A DBE = ARPQ (kolmanda v¥rdsuse
tunnuse p&hjal).

2. Antud nurga poolitamine. Antud nurga ABC poolitamiseks
t¥mbame punkti B kui keskpunkti Umber vabalt
valitud raadiusega kaare, mis 1¥igaku nurga
haarasid punktides D ja E. Viimaste timber
Joonestame kaks kaart, mille raadiused on
v¥rdsed ja mis on suuremad kui pool E ja D
vahelisest kaugusest. Libi kaarte l¥ikepunke
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ti F minev kiir BF on nurga ABC poolitaja, Nurkade ABF ja FBC
v3rdsus jireldub kolmnurkade DBF ja EBF vdrdsusest.

3. L¥igu_poolitamine. T¥mbame antud laigu AB otspunktide
A ja B iumber ithe ja sama raadiusega kaared, mille raadius on
suurem kui pool 1¥igust AB, Need kaared 18ikugu punktides C

ja D. Neid punkte 1#Zbiv sirge CD on 13igu AB keskristsirge,
sest konstruktsiooni jérgi punktid C ja D on vdrdsetel kaugus-
tel 1¥igu otspunktidest A ja B (§ 5, 2). L¥ikudes lﬁiguga AB

punktis M, keskristsirge poolitab selle,

; I

p

2
o
o
o U2
>®
——
[

Joonis 26, Joonis 27.

antud punkt P asetseb antud sirgel 5 (joonis 27), siis Jooneq-
tame selle punkti kui keskpunkti timber ringjoone, mis 1¥igaku
sirget s punktides A ja B, Seejirel joonestame punktide A ja B
timber kaared ilhe ja sama vabalt valitud raadiusega (mis on suu-
rem kui AP), Uhendades nende 1¥ikepunkti C punktiga P, saamegl
otsitava ristsirge: CPLls, sest ta on 1¥igu AB keskristsirge.
Kui punkt P asetseb viljaspool
sirget s (joonis 28), siis tSmbame punk-
ti P kuil keskpunkti iimber kaare, mis
L 13ikab sirget s kshes punktis A ja B,
Edasi toimime nagu eelmisel juhtumil,

p

c
> 5. EKolmnurga konstrueerimine.

1) Olgu antud kolmnurga kolm killge a,
Joonis 28, b ja ¢ (joonis 29). Kolmnurga konstruee=—
rimiseks kanname mingile sirgele s iihe antud kiilgedest, nditeks
¢, Tekkinud 18igu AB otspunktide timber t¥mbame kaks kaart, iihe
raadiusegé a, telse raadiusega b, Uhendades kaarte ithe 1¥ike-
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punkti C punktidega A ja B, tekib otsitav kolmnurk ABC.
Ulesanne on lahenduv, kui
a-b<eca+h,
kus a > b,

_——a-———‘ s a

7 / | ___‘b

¢ ¢
Joonis 29. Joonis 30. Joonis 31,

2) Olgu antud kolmnurga iiks kiilg a ja selle lihisnurgad
@ 32 ¥ (joonis 30). Kolmnurga konstrueerimiseks kanname 1¥i-
gu a mingile sirgele s ja joonestame saadud 1¥igu BC = a ots-
punktide B ja C juurde antud nurgad ﬂ ja ¥, nagu niidatud
joonisel 30. Nende nurkade teiste haarade 1¥ikepunkt olgu A.
Otsitav kolmnurk on ABC. Ulesanne on lahenduv, kui nurkadeﬁ
ja ) summa on viiksem kui sirgnurk.

3) 0lgu sntud kolmnurga kaks killge & ja b ning nende va-
helolev nurk ) (joonis 31). Kolmnurga konstrueerimiseks joo=-
nestame vabalt valitud punkti C juurde nurgaga ) v¥rdse nurga
ja mirgime selle haaradel 1¥ikudega a ja b v¥rdsed 1¥igud
CA =D ja CB = a, L¥ikude teiste otspunktide A ja B ilhendami-

sel tekib otsitav kolmnurk ABC. Ulesanne on lahenduv, kui
nurk x-on vdiksem kui sirgnurk,

§7. Sirgete paralleelsus

1. Paralleelsete _Ssirgete_ m§;§ 2. Kaht sirget nimetatak.--

se paralleelseteks, kui nad asetsevad fihel tasapinnal ja ei
13iku., Niiteks tasapinnal tthe ja sama sirge s kaks ristsirget®
u ja v on paralleelsed (joonis 32): u || v.

T




uw
s 4/2 s
AL
- 4/3
EIE S A o R 5/e t
8]7
Joonis 32, Joonis 33.

Paralleelide aksioom: 1#bi punkti, mis asetseb viljaspool

antud sirget, 14heb ainult Uks sirge, mis on paralleelne antud
sirgega.

sirge 1¥ikamisel kolmanda sirgega tekib iiks paar v¥rdseid kaas-
nurki v8i ilks paar v3¥rdseid pSiknurki v¥i kaks lzhisnurka, mil-
lede summa on sirgnurk, siis need kaks sirget on paralleelsed.

Vaatleme t8estust iga eelduse puhul eraldi.

1) Eeldus. Olgu fiks paar kaasnurki vBrdsed, néiteks
{1 = £5 (joonis 33).

Viide. snt.

T8estus. TIestame vastuviiteliselt, oletades et sirged s
Ja t 18ikuvad. Kui 1¥ikumine toimub sirgest u vasakul, siis
tekib kolmnurk, mille ttheks vilisnurgaks on 41 ja temaga mit-
tekdrvuti asetsevaks sisenurgaks (5. Vilisnurga omaduse (§ 3,
2) pdhjal <1 > L5, mis on vastuolus eeldusega, Kui 13ikumine
toimub sirgest u paremal, sils tekib kolmnurk, mille ttheks Vi
lisnurgaks on £ 7 ja temaga mittek¥rvuti asetsevaks sisenurgaks

L3s Seega £ 7> £3. Bt L7 = &5 ja £3 = £1 kul tippnurgad,

siis £ 52 {1, Xa see tulemus on eeldusega vastuolus., Seega
mele oletus sirgete s ja t 1¥ikumisest oli vale ja jhb tle,
et s || t,

Analoogiliselt t8estame viidet mistahes kahe kaasnurga
v¥rdsuse korral,

2) Eeldus. Olgu tiks paar pSiknurki vdrdsed, n#iteks
41 = 7 (Joonis 33).

Viide. = i t.

T¥estus. Bt L5 = 47 kul tippnurgad ja eelduse jirgi ka

1= L7, sids L1 = £5, Kuld £1 ja L 5 on kaasnurgad ja
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nende v¥rdsuse korral on sirged s ja t paralleelsed, nagu #sja
t¥estasime.

Analoogiliselt tSestame viidet mistahes kahe p¥iknurga
v¥rduse korral,

3) Beldus. Olgu &3 + 46 = 180°,

Viide s |l t.

T¥estus. Et £ 5 + 46 = 180° kui k¥rvunurgad ja eelduse
jargi ka L3 + L6 = 180°, siis 43 = /5. Kuid £ 3 ja L5 or
p¥iknurgad ja nende v¥rdsuse korral on sirged s ja t paralleel-
sed, nagu juba tdestatud.

3. Paralleelide konstrukisioon. Joonestada antud sirgega
s paralleelne sirge t 18bi punkti A, mis asetseb viljaspool
antud sirget.
[ Al t Joonestame sirge AB, kus B
y on sirge s vabalt v¥etud punkt,
Ja konstrueerimine punkti A juurde
nurga 1, mis on v¥rdne nurgaga 2

2

s ning moodustab sellega p¥iknurkade
/B EER paari (§ 6, 1). Nurga 1 teise haa-
Joonis 34, ra pikendamisel iile tipu A saame

sirge t, mis on paralleelne sirgega s, sest nende 13ikamisel
sirgega AB tekib paar v¥rdseid p&iknurki.

§8, Vastavalt paralleelsete
Ja vastavalt ristuvate
haaradega nurgad
1. Yagtavely parallgeleets Lsaradegs purged. Yastavalt
paralleelsete ja sama- (v¥i vastand)suunaliste haaradega nur-
gad_on v3rdsed.

Vaatleme alul vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste
haaradega nurki (£1 ja £ 2 joonisel 35), Nzitame, et 41 =42.
Selleks pikendame nurkade kaht mitteparalleelset haara 1¥ikumi-
seni. Nende 13ikepunkti juures leiduv nurk 3 (joonis 35) on
v8rdne nurgaga 1 ja ka nurgaga 2, kui kaasnurgad paralleelide
Juures; jérelikult 41 = & 2,
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Joonis 35. Joonis 36,

5524

0lgu nurkade haarad vastavalt paralleelsed ja vastandsuu-
nalised (joonis 36). Pikendame nurkade kaht mitteparalleelset
haara 18ikumiseni; siis £2 = (4 ja L1 = £3 kul kaasnurgad
paralleelide juures, Kuid 43 = <4 kui tippnurgad, jireli-
kit 1= g2,

Kui vastavalt paralleelsete haaradega nurkade tthed haarad
on samasuunalised, teised vastandsuunalised, siis nurkade summa
¥3¥rdub sirgnurgaga.

Olgu antud kaks vastavalt paralleelsete haaradega nurka

¢1 ja &2, mille ithed haarad on samasuunalised, teised aga
vastandsuunalised (joonis 37). Pikendanud nurkade kaht haara
1¥ikumiseni, saame,et £1 = 43 kuil kaasnurgad paralleelide
juures ja (3 + 42 = 180°, sest L2 ja L3 on vhlised lahis-
nurgad paralleelide juures, Asendades viimases v¥rduses 43
temaga v¥rdse nurgaga 1, saame:
£1 + L2 = 180°,

, : :
- |
! 7‘&" 4 1 ]
/ 4!
/472—" > 2
Joonis 37. Joonie 38, Joonis 39.

2. Yegtavalt rigtuvate besradegs purgad. Yastavalt ristu-
vate haaradega nurgad on vrdsed v¥i nende summa on sirgnurk,

1) Olgu 41 ja 42 (joonis 38) kaks vastavalt ristuvate
haaradega nurka, mis m¥lemad on teravnurgad v¥i mlemad niiri-
nurgad. Joonestame nurga 1 tipu juurde nurga 3 nii, et tema
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haarad on vastavalt paralleelsed ja samasuunalised nurga 2
haaradega, Siis £ 3 = {2 ja nurga 3 haarad on vastavalt risti
nurga 1 haaradega, Sellest j#reldub:
L3+ L4 = 90°%
¢1+ La = 90°
Jarelikult 41 + (L4 = L3 + L 4 Ja seega
LYl ew 2,

2) 0lgu 41 ja 42 (joonis 39) vastavalt ristuvate haara-
dega nurgad, milledest 41 on terav- ja 42 niirinurk. TSestame,
et

L1 + L2 = 180°,

Selleks kasutame nurga 2 k¥rvunurka 4 3, mille haarad on
samuti vastavalt rigti nurga 1 haaradega, kuid mis on terav-
nurk, nagu &1. Eelmise t¥estuse p¥hjal (1 = (3. Et nurgad 2
ja 3 on k¥rvunurgad, siis

L3+ L2 = 180°,
Asendades selles vdrduses nurga 3 temaga v¥rdse nurgaga 1,
saame:

L1+ ¢2 = 180°,

3. HBulkpurga sisenurkade summa, Tdestame esmalt, et kolm-
nurga sisenurkade summa on 180°,
T¥estuseks paneme 1#bi kolmnurga tipu B
D B g kiiljega AC paralleelse sirge DE. Siis
LDBA + LABC + L CBE = 180°,
Kuid L DBA = L BAC ja LCBE = £ ACB kui pSiknur-
gad paralleelide DE ja AC juures, Asendamisel
A C saame:

Joonis 40, {BAC + LABC + { ACB = 180°,
Hulknurga sisenurkade summa on (n - 2) - 180°, kus n on
hulknurga tippude arv.

¢
T¥estuseks t¥mbame hulknurga tthest tipust,

néiteks tipust A,diagonaalid (joonis 41), Need D

Jaotavad hulknurga n - 2 kolmnurgaks, kus n on

hulknurga tippude arv, Nende kolmnurkade sise- A £

nurkade summa v¥rdub hulknurga sisenurkade sum-

maga, sest hulknurga nurgad on kas kolmnurga Joonis 41.
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nurkadeks v¥i koosnevad neist. Nende nurkade summa
s = (n - 2). 180°,
Néiteks 12-nurga sisenurkade summa 8y, = 10 + 180° = 1800°.

§.9, R:BBpEWIL LK Trapets

1 Robpkliliku_ omadused. RY0pkiilikuks nimetatakse neli-
nurka, mille vastaskiiljed on paralleelsed, Niiteks nelinurk
ABCD (joonis 42) on roopkiilik, kui ABJ| CD ja AD|l BC,
RE6pkiilliku tdZhtsamad omadused on jéargmised.
I. Roopkiiliku vastaskilljed on vdrdsed, vastasnurgad on
v3rdsed ja iga killje 1lshisnurkade summa v3rdub sirgnurgaga.
Eeldus. ABliDC ja AD| BC (joonis 42).
Viaide. 1) AB = DC; AD = BC;
2)LA = LC; LB = LD;
3)LA +LB = 180°  jne.
T¥estus. Diagonaal BD jaotab rodpkilliku
AN kaheks v¥rdseks kolmnurgaks: A ABD =
= A CDB, sest kiillg BD on neil thine,
{1 =44 Ja L3 = L2 kui pSiknurgad

A ) I‘D paralleelide juures, Seega ka AB = CD,
AD = BC ja LA = LC, kui vdrdsete kolm-
Joonis 42, nurkade vastavad elemendid., Et 41 = L &4

ja £2= (3, siis ka L1+ 42 = L4 + L3 ehk LB= (D,
Edasi saame, et LA + LB = 180° kui paralleelide AD ja BC
1¥ikamisel saadud lshisnurkade summa,

Podrdteoreem, Kui kumeras nelinurgas vastaskiiljed on v¥rd-
sed v3i kaks vastaskillge on v¥rdsed ja paralleelsed, siis see
nelinurk on ré8pkiilik,

T¥estus. 1) Oletame, et kumera nelinurga ABCD killgedest
AB = CD ja AD = BC (joonis 42), Siis kolmnurkade v¥rdsuse
kolmanda tunmuse pShjal

AABD = ABCD.
Seega {1 = L4 ja £3 = L2 Xul v¥rdsete kolmnurkade
vastavad nurgad. Kuid siis AB| CD ja BC|{ AD, sest nende sirge-
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te 1¥ikamisel sirgega BD on tekkinud v¥rdsed p3iknurgad. Vas-
taskillgede paralleelsuse t¥ttu ABCD on rospkilik.
2) Olgu samas nelinurgas AD = BC ja AD|| BC (joonis 42).
Siis AABD = ACDB, sest kiilg BD on neil ithine, AD = BC eeldu-
se pShjal ja L3 = L2 kui pJiknurgad eelduses antud parallee-
lide juures., Jirelikult ka 41 = 44 ja seega ABJ| CD,
II. R80pkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist.
T¥estus. ABOC = A AOD (joonis 43),
) ; —5—C sest BC = AD kui rotpkiliku vastaskiil-
jJed, &1 = L2 ja L3 = L4 kui pSik-
nurgad paralleelide juures. Jirelikult
OC = OA ja 0B = 0D kui v¥rdsete kolm-

A )
D nurkade vastavad kiiljed.
Joonis 43, Pyordteoreem. Kui nelinurga diagonaa-

1lid poolitavad teineteist, siis nelinurk on rddpkillik.

P¥estus. Kui nelinurgas ABCD (joonis 43) A0 = OC ja DO=0B,
siis AAOD = ACOB esimese v3rdsuse tunnuse p¥hjal, Sellest
ndeme, et AD = BC ja 41 = 42, mist¥ttu AD( BC. Seega ABCD on
r$6pkiilik, sest tal leidub iikks paar paralleelseid ja v¥rdséid
vastaskiilgi.

2. Blgtkiilike, roubl ja rundu omadused. 4) pyetiulikuks

==s=S====
nimetame rsdpkiilikut, mille nurgad on tdisnurgad,
Ristkiilikul on k&ik r8dpkitliku omadused. Iisaks sellele
on ristktilikul j&rgmine eriomadus:

ristkiiliku diagonaalid on v3rdsed.

B o) AB
S

A D D c
Joonis 44, Joonis 45,

T¥estus. A ADB = ADAC (joonis 44), sest need on tHismurk-
sed kolmnurgad vastavalt v3rdsete kaatetitega: AD = DA ja AB=DC.
Seega ka AC = BD,

2) Rombiks nimetatakse rdspkilikut, mille kiiljed on v¥rd-
sed, Jirelikult on rombil ka k¥ik rdspkilliku omadused. Kuid
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peale selle on tal veel jHrgmine eriomadus:

rombi diagonaalid on teineteisega risti ja poolitavad
rombi nurki.

T¥estus. A ABO = ACBO (joonis 45), sest BO on nende kolm=
nurkade tthine kiilg, AB = BC kui rombi kiiljed ja A0 = 0C, sest
r5dpkilliku diagonaalid poolitavad teineteist. J¥relikult
L1 = L2, millest ndeme, et ACLBD, ja .3 = L4, s.t. diago-
naal poolitab nurga B, )

Analoogiliselt jireldub kolmnurkade BOC ja DOC vdrdsusest,
et diagonaal AC poolitab nurga C.

3) Ruutu v¥ime defineerida mitmeti, n#iteks:

ruut on romb, mille nurgad on téisnurgad;

ruut on v3rdsete killgedega ristkiilik.

Jarelikult on ruudul roopkiiliku, ristkiiliku ja rombi oma=~
dused. Ruudu diagonaalid'poolitavad teineteist, on v¥rdsed, on
risti ja poolitavad ruudu nurki,

3. Trapets. Trapetsiks nimetatakse nelinurka, mille kaks
vastasklilge on paralleelsed, kuid teised kaks kiilge ei ole pa=-
ralleelsed.

Trapetsi paralleelseid vastaskulgi nimetatakse trapetsi
alusteks (AB ja CD joonisel 46), mitteparalloelseid vastaskiil-

gl aga haaradeka (AD Ja BC). m

Joonis 46, Joonis #7.

Kui trapetsi haarad on v¥rdsed, siis trapetsit nimetatake
se v¥rdhaarseks, Kui itks haaradest on alustega risti, siis
trapets on tdisnurknme,

V8rdhaarse trapetsi aluse lihisnurgad on_v3rdsed ja dia-
gonaalid on v¥rdsed.

T¥epoolest, kui nelinurgas ABCD (joonis 47) AB(/ DC ja
AD = BC, siis joonestades CE |(AD saame rgspkiiliku ADCE, ja
scega AD = EC, Eelduse AD = BC t¥ttu jéreldub ntitid, et EC = BC,
seega

(ABC = LBEC = 4BAD,
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Kuid siis AABC = A BAD kolmnurkade vdrdsuse esimese tun-
nuse pdhjal, jérelikult AC = BD,

§10, Kolmnurga keskl1l&ik,
frapetsi keskl3ik

1. Kolmnurga keskl¥ik. Sirgldiku, mis {ihendab kolmnurga
kahe killje keskpunkte, nimetatakse kolmnurga keskl¥iguks.
Kolmnurgal on kolm keskl¥iku.

Kolmnurga iga keskl¥ik on paralleelne kolmnurga fthe kiil-

Jega ja v¥rdub poolega sellest kiiljest.
T¥estus. Olgu DE kolmnurga ABC keskl3ik (joonis 48), s.t,

AD = DC ja BE = EC. Joonestades BF|l AC
ja pikendades keskl¥iku DE 1¥ikumiseni
selle paralleeliga, saame kolmnurga
BEF, mis on vdrdne kolmnurgaga CED
D E _§F  (II tunnuse p¥hjal), Nende kolmmurkade
v¥rdsusest jdreldub, et
DE = EF ja DC = BF,

Kuid siis
A B DE = 4 DF ja AD = BF,
Joonis 48, viimane eelduse AD = DC t¥ttu, Niid

n¥eme, et nelinurk ABFD on ridpkiilik, sest tema vastaskiil jed
AD ja BPF on paralleelsed ja v¥rdsed. Kuid siis ka DF ja AB on
paralleelsed ja v3¥rdsed, seega

DE[IAB ja DE = y AB,
Jéreldus. Sirge, mis 1#bib kolmnurga iihe kiilje keskpunk-

t1 (D joonisel 48) ja on paralleelne teise kiiljega (AB), poo=-
litab kolmanda ktilje (BC).

2. Irapetsi kesk
mitteparalleelsete va
petsi keskl¥iguks,

8ik. Sirgl¥iku, mis ithendab trapetsi

181
staskillgede keskpunkte, nimetatakse tra-
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te poolsummaga,
A{/, W[\\\\\\ T¥estus. Olgu nelinurgas ABCD
~__ (joonis 49) AD|BC, AE = EB jJa
A D G DF = FC. T3estame, et siis
Joonis 49, ADIIEFBC Ja EF = % (AD + BC).
Selleks joonestame sirge BF kuni 1dikumiseni kiilje AD pikendu=~
sega punktis G, Tekkinud kolmnurgad ABCF ja AGDF on v3rdsed,
sest CF = FD eelduse pShjal, LBFC = LDFG kui tippnurgad ja
LCBF = LD&F kui pdiknurgad paralleelide juures, Jirelikult
BF = FG ja BC = DG, Seega 18ik EF on keskl¥iguks kolmnurgas
ABG, mist¥ttu EP||AD ja EF = 4 AG ehk EF = 5(AD + DG) =
= (AD + BC).
Jireldus. Sirge, mis poolitab trapetsi tthe haara ja on
paralleelne alustega, poolitab ka teise haara,

B C Trapetsi keskl¥ik on alus-
4//’<::::::::X tega paralleelne ja v¥rdub alus-
5 F

3. I8igu_jagtamine v¥rdseteks osadeks. Olgu vaja sirgl¥ik
AB jaotada n#éiteks kolmeks v¥rdseks osaks (joonis 50).

A M K B Ulesande lahendamiseks joo-
nestame 18igu otspunktist A va-
balt kiire AC (mis moodustab
13iguga AB mingi nurga) ja pai-
gutame sellele alates punktist
A& xolm vdrdset 13iku: AD = DE=EF,
Edasi tthendame punktid F ja B
ning joonestame 1&bi punktide D

Joonis 50, Ja E sirged DM ja EN nii, et
DM || BN (i FB,

Et kolmnurga AEN kiilje AE keskpunktist D on joonestatud
18ik DM} EN, siis AM = MN (§ 10, 1, jéreldus). Analoogiliselt
saame trapetsist DFBM, et MN = NB (§ 10, 2, jsreldus). Seega
on 18ik AB jaotatud kolmeks v3rdseks osaks:

AM = MN =°‘NB,

Uldiselt: kui nurga (BAC, joonis 50) iihel haaral on v3etud
rida v¥rdseid 1¥ike (AD = DE = EF = ,..) ja nende otspunktidest
on t¥mmatud rida paralleele, mis 1¥ikavad nurga teist haara,
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siis ka teisel haaral tekib rida v¥rdseid 13ike (AM = MN =
= KBG...).

§11. Ringioohn

tist antud kaugusel asetseva punkti geomeetrilist kohta tasa-
pinnal, See antud punkt on ringjoone keskpunkt (O joonisel

51) ja 1¥ik, mis ithendab keskpunkti ringjoone mingi punktiga,
on ringjoone raadius (0A), Ringjooned on £

v8rdsed, kui on v3rdsed nende raadiused.
Ringjoone mingit kaht punkti tthendav A
1¥ik on ringjoone k331 (BC). K381 1#bi
ringjoone keskpunkti on diameeter (DE). 0!
Diameeter on kdige suurem k¥8l. Ringjoo-
ne osa tema kahe punkti vahel nimetatak- (o}
se ringjoone kaareks. D

Ringjoonega piiratud tasapinna osa B
on ring. Joonis 51,

2. Kesknurk, sellele vastay k¥31_ja_kaar. Kesknurgaks ni-
metatakse ithe ja sama ringi kahe raadiuse vahelist nurka. Iga-
le kesknurgale vastab iikks kaar ja, timberpsdrdult, igale kaare-
le iikks kesknurk, Kaare otspunkte ilhendab iiks k¥81 - sellele
kaarele vastav k881, Umberpssrdult, iga k¥31lu otspunkte ilhenda-
vad kaks kaart, milleks k¥8lu otspunktid jaotavad ringjoone.
Kui teisiti pole 8eldud, siis diameetrist viiksemale k38lule
vastavaks kaareks loeme neist kahest kaarest selle, mis on

poolringjoonest viiksem,

Diameeter, mis on risti k¥3luga, poolitadb k¥¥lu ja selle-

le vastava kesknurga.
T¥estus. Olgu diameeter AB risti k¥3luga CD (joonis 52).

Siis diameetri 13ik OK on vdrdhaarse kolmnurga COD kdrguseks,
seega ka bisektoriks ja mediaaniks (§2, 3). Jirelikult £COK =
= {DOK ja KC = KD,
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Kahe raadiusega ja ringjoone kaarega piiratud osa ringist
nimetatakse ringi sektoriks.

Teoreem, Kui ilhes ja samas ringis v31 vdrdsetes ringides

1) kesknurgad on v8rdsed, siis on vdrdsed ka neile vasta-
vad kaared ja k¥8lud, kusjuures viimased on ringl keskpunktist
v8rdsetel kaugustel;

2) kaared on v¥rdsed, siis on v3rdsed ka neile vastavad
kesknurgad ja k¥3lud, kusjuures viimased on ringl keskpunktist
v8rdsetel kaugustel. :

Joonis 52, Joonis 53,

T¥estus. Olgu ithes ja samas ringis kesknurk AOB v3rdne
kesknurgaga COD (joonis 53). Pédrame sektorit AOB iimber kesk-
punkti 0 kunl raadius OB tthtib raadiusega 0C, Siis punkt A lan-
geb lhte puaktiga D (sest &4 AOB = 4COD). Seega {thtib kaar AB
kaarega CD ja k381 AB k581uge~QD,‘famut1 thtivad k¥3lude kesk-
punktid E ja P, jérelikult AB = CD, AB = CD ja OE = OF,

Analoogiliselt saab tSestada teoreemi teist osa, Kui kesk-
nurgad on antud kahes erinevas, kuid v¥rdsetes ringides, siis
paigutame ihe ringi teise peale ja jédtkame t¥estust endisel
viisil,

3. Bingjoone puutuja. Sirget, millel on ringjoonega ainult
ilks tihine punki, nimetatakse ringjoone puwutujaks. Seda tthist
punkti nimetatakse puutepunktiks. Niisuguse sirge olemasolu nii-

tab jérgmine teoreem,
Rui sirge on risti raadiusegs selle otspunktis ringjoonel,

siis on ta ringjoone puutuja.
Olgu AM.LOA, kus A on raadiuse otspunkt ringjoonel (joo=~

nis 54), T8estame, et punkt A on sirge AM ja ringjoone ainus
thine punkt, s.t. AM on ringjoone puutuja.
28



T¥epoolest, sirge AM muud punktid B, C, ... asetsevad ringjoo-
ne keskpunktist 0 kaugemal kui punkt A, sest ristldik OA.on
lithem igast kaldl¥igust OB, 0C, ... (§4, 4). Bt OA on ring-
joone raadius, siis punktide B,
C, ... kaugus ringl keskpunktist M A8 G N
on suurem kui raadius, s,t, nad
asetsevad viljaspool ringjoont.

Psrdteoreem. Kui sirge on

ringjoone puutuja, siis on ta 0
risti puutepunkti t¥mmatud raa- Joonis 54,
diusega.

T¥epoolest, kui sirge MN on ringjoone puutuja punktis A,
siis raadius OA on vihim nendest 1¥ikudest OA, 0B, OC, +0s ,
mis tthendavad keskpunkti 0 sirgjoone MN punktidega, ja seepd-~
rast OAL MN,

4, Eolmnurga siseringjoone_keskpunkt. Kolmnurga sisse joo-

EZ=Z=IZI====

nestatud ringjooneks ehk sisering-
jooneks nimetatakse ringjoont,
mis puudutab kolmnurga kilgi (joo-
nis 55). Siseringjoone keskpunkt 0
peab asetsema v¥rdsetel kaugustel
kolmnurga kiilgedest: OP = 0Q = OR.
Et killgedest AB ja AC vdrdsetel
kaugustel asetseva punktl geomeet-
riliseks kohaks on nurga A poolita-
Joonis 55, Ja, siis punkt O peadb asetsema sel-

le nurga poolitajal, Analoogilisel pdhjusel ta peab asetsema
nurga B poolitajal. Need kaks nurgapoolitajat 1&8ikuvad punk-
tis 0, mida 1#bib ka nurga C poolitaja,

Seega kolmnurgs sisse joonestatud ringjoone keskpunkt
agetseb nurgapoolitajate 1¥ikepunktis.

5. Eolmupsgs tmberriasgiocns keskpunkt. Kolmmurga timber
joonestatud ringjooneks ehk Umberringjooneks nimetatakse ring-
joont, mis 1#bib kolmnmurga tippe (joonis 56)., Selle ringjoone
keskpunkt 0 peab asetsema vdrdsetel kaugustel kolmnurga tippu-

dest: A0 = BO = CO, Et iga punkt, mis on tippudest A ja B v¥rd-
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setel kaugustel, asetseb kiilje AB
keskristsirgel, siis ka punkt 0 aset-
seb kiilje AB keskristsirgel. Niisamu-
ti punkt O peab asetsema killje BC kesk-
ristsirgel. Kiillgede AB ja BC keskrist-
sirgete 1¥ikepunkti 18bib ka killje AC
keskristsirge.

Seega kolmnurga iimber joonestatud
ringjoone keskpunkt asetseb klilgede

Joonis 56. keskristsirgete 13ikepunktis.
Jareldus, L¥bi kolme punkti, mis ei asetse ithel sirgel,

lZheb iiks ja ainult tiks rinjoon.

AR 'Naurgad gl

saldab niisama palju nurgakraade, -minuteid ja -sekundeid,
kuipal ju vastav kaar sisaldab kaarekraade, -minuteid ja - se-
kundeid, siis deldakse, et

kesknurka m¥¥dab temale vastav kaar.,

Nurka, mille moodustavad kaks {thise otspunktiga k881u, ni-
metatakse piirdenurgaks (L ABC joonisel 57).

Oeldakse, et piirdenurk toetub kaarele, mis asetseb tema
haarade vahel (joonisel 57 kaarele AC).

Piirdenurka m¥3dab pool kaarest, millele ta toetub.

T8estus. Tuleb vaadelda kolme jirgmist v¥imalust,

Joonis 57, Joonis 58, Joonis 59,
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1) Ringjoone keskpunkt O asetseb piirdenurga ithel haaral,
titleme haaral BC (joonis 58). Uhendades punktid A ja 0 raadiu-
se A0 abil, saame v¥rdhaarse kolmnurga ABO, milles LABO = LBAO.
Et L AOC on selle kolmnurga vilisnurk, siis £ AOC =4 ABO+ LBAO=
= 2 &ABO = 2 & ABC, millest &L ABC = -2-LAOC.

Et kesknurka AOC m88dab kaar AC, siis piirdenurka ABC
md3dab pool kaarest AC,

2) Ringjoone keskpunkt on piirdenurga ABC sees (joonis 59)
V8ttes abiks diameetri BD saame: LABC = LABD + LDBC, Et nurka
ABD md3dab pool kaarest AD ja nurka DBC pool kaarest DC, siis
nende summat, s.o. murka ABC m¥¥dab kaar

~
% AD + % ﬁE = %(55 + ﬁb) = % AC,

Joonis 60, Joonis 61, Joonis 62,

3) Ringjoone keskpunkt asetseb viljaspool piirdenurka ABC
(joonis 60).

V3ttes abiks diameetri BD saame: & ABC = {DBC - 4 DBA,

Seega nurka ABC m83dab kaar %ﬁ - %Dl = %(]5?! - DA) = %A?},
mida oligil tarvis tSestada.

Jdéreldused.

1) Uhele ja samale kaarele AC toetuvad piirdenurgad AB,C,
AB,C, AB,C,... on virdsed, sest igatiht neist md¥dab pool kaa-
rest AC i;joonia 61). '

2) Diameetrile AB toetuv piirdenurk ACB on tdisnurk, sest
teda m¥¥dab pool poolringjoonest, s.o. kaar, mis sisaldadb 90°
(joonis 62),

2. Burk, pille tipp asetseb ringjoone sees v¥i_ viljaspool
Tingjoont.
Teoreem 1. Nurka, mille tipp asetseb ringjoone sees, m33dab
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kahe kaare poolsumma, milledest ilks asetseb nurga haarade va-
hel, teine aga haarade pikenduste vahel (joonis 63).

Teoreem 2, Nurka, mille tipp asetseb viljaspool ringjoont
ja mille haarad 1¥ikavad ringjoont, m¥Sdab nurga haarade vahel
asetseva kahe kaare poolvahe (joonis 64),

T8estus 1. T¥estus 2.

Joonis 63, Joonis 64,

Uhendades punktid A ja D saame A ABD, milles vaadeldav
nurk ABC on
vilisnurgaks. Seeplrast sisenurgaks, Seepirast
{ABC = LADC + L DAE, LABC = L ADC -4 DAE,
Et L ADC ja L DAE on piirdenurgad, siis nurka ABC m¥3dab
kaar

~ 1 ~ ~

%E&-&% E--E(A’E-O-I?B). %AC-%D -%(rC-ITE).

3. Puptuja_ja_k¥¥lu_vabelinme nurk.
Puutuja ja k¥3lu vahelist nurka m¥¥dab pool selle nurga
Bees _asetsevast kaarest.

A ¢ 8 A ¢ 8
0 40
D E
Joonis 65, Joonis 66,
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Erijuhtumil, kui k851 1%bib ringjoone keskpunkti (joonis
65), on &ACD = 90°, Pool kaarest CD on 180° : 2 = 90°, seega
teoreem on kehtiv,

Juhtumil, kui k581 CD ei 1%bi ringjoone keskpunkti (joo-
nis 66), joonestame abijoonena diameetri CE. Siis
LACD = LACE - L DCE, !

Et nurka ACE eelneva pdhjal m¥3dab pool kaarest CDE ja
nurka DCE kui piirdenurka m88dab pool kaarest DE} siis nurka
ACD m33dab kaar 5 CDE - 5 DE = E(CDB - DE) = 7 Ch.

4. Pyutuje koustruesrimine ringjoonele YHllaspeel Iing-
Jdogot_antud punktist. Olgu antud ringjoon keskpunktiga 0 ja
v&ljaspool ringjoont punkt A, millest on vaja t¥mmata puutu-
jad antud ringjoonele (joonis 67), Ulesande lahendamiseks joo-
nestame 1¥igu 0A keskpunkti K iimber uue ringjoone raadiusegs
# OK = KA, Uus ringjoon 13ikab an-
tud ringjoont kahes punktis, mis
olgu C ja D, Sirged AC ja AD ongi
otsitavad puutujad, sest &L OCA ja

& ODA on uue ringjoone diameetri-
le toetuvad piirdenurgad, seega
tiisnurgad, Niisiis kumbki sirge-
test AC ja AD on risti antud ring-
joone ithe raadiusega selle ots-—
punktis ringjoonel, seega nad on
antud ringjoone puutujad,

Joonis 67

§13. L8t kxvwde vErdeltsus

1. Ubigng¥duga_ja_uhismf¥dute_ 1¥igud. Kahe 1¥igu AB Js CD
Uhism¥¥duks nimetatakse niisugust kolmandat 13iku M, mie me-
hub tH#isarv korda nii 18igusse AB kuil ka 1¥igusse CD, Niiteks

Joonisel 68 kujutatud 1¥ik MN on 1¥ikude AB ja CD tthism33t,
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gest AB = 4 MN ja CD = 3 MN, Kui MN on 18ikude AB ja CD tthis-
m¥¥t, siis on seda ka 1&ik
MN : n, A : —oB
kus n on mistahes naturaalarv, Sel 4 D
juhtumil on 1&ikudel AB ja CD 18p=
mata palju Uhismd3Ste.
Kshe antud 18igu AB ja CD this- Joonis 68.

n33du (kui see on olemas) leiame jhrgmiselt.

Paigutame vidiksema 18igu CD suuremale 18igule AB mingi n
korda nii, et jiski ei oleks (kui see on v¥imalik) v3i jazk
EB on viiksem kui 1¥ik CD (joonis 69). Kui jaski ei teki, siis

Mo————ON

A SEBLL S e

G

.
Joonis 69,
13ik CD ongi antud 1&ikude tthism¥¥t ja AB = n . CD. Kui tekibd
jask, siis
AB=n « CD + EB.

Viimasel juhtumil paigutame jiigi EB teisele 18igule CD
jélle mingl tdisarv m korda nii, et jidki ei oleks (kui see on
v8imalik) v8i nii, et teine juik FD ¢ EB, Kui teine j#ik on
nully siis 1¥ik EB on antud 1¥ikude ithism¥3t, sest sel juhtumil

CD = m « EBj

AB=ne+.m=+ EB+ EB= (nm+ 1) EB,

Kui teine jadk FD el ole null, siis

CD=m e+ EB + FD,

Edasi paigutame teise jiigl FD esimesele jé#dgile EB mingi
arv p korda nii, et uut jHski ei teki (kui see on v3imalik)
v3i nii, et kolmas jisk GB < FD. Kui kolmas jhsk osutub nulliks,
siis teine j#dk FD on antud 18ikude ithism¥3t, sest siis

EB=p . FD;

CD=m«+EB+ FD =mep-FD + FD = (mp + 1)FD;

AB=n-CD+ EB = n(mp + 1)FD + p. FD = (nmp + n + p)FD,

Kuil kolmas jiik el ole null, sils jitkame jidkide leidmist
endisel viisil. Seejuures v¥ib juhtuda tiks kahest: kas jHskide
jadal tuleb 1¥pp v8i seda 1¥ppu ei tule, Kui jédkide jadal tu~
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leb 18pp, siis viimane nullist erinev j#ék on antud 13ikude
thism¥¥t, ja antud 18igud on seega uhismBBdﬁga 18igud. Kui
jatkide jada ei 13pe, s.t. kui 13ikude kirjeldatud paigutami-
sel ikka tekib jazk, siis 1¥ikudel thism33tu ei leidu - 1¥i-
gud on tthism33duta,.

Saab t¥estada, et nditeks ruudu killg ja diagonaal on ithis-
m¥8duta 1¥igud, samuti vrdkiilgse kolmnurga killg ja k¥rgus.

seks tuleb esmalt defineerida 1¥igu pikkuse m¥iste.

Leidugu 13igul AB ja ithikuks vSetud 1¥igul CD thismddt
MN ja mahtugu see tthism¥8t m korda 1¥igusse AB ja n korda ithik-
13igusse CD:

2, L¥ikude_suhe. Mistahes kahe 18igu suhte defineerimi-

AB=:m «MN; CD =n « MN,

Siis 1%¥igu AB pikkuseks fithiku CD korral nimetatakse
arvu % . Et m ja n on naturaalarvud, siis % on ratsionaal-
arv:

hikuga #thism¥¥dulise 18igu pikkus v#ljendub ratsionaal-
arvuna.

Kui m33detaval 18igul ja ithik1l¥igul tthism¥Stu ei leidu,
siis saame 1¥igu pikkust m#zrata ligikaudselt kuitahes suure
tipsusega, Selleks leiame esmalt naturaalarvu n, mis n#itadb
mitu korda thik1¥ik #limalt mahub antud 1¥igusse, siis natu-
raalarvu m, § 9, mis niitab mitu korda ;U ithik13igust mahubd
fthikldigu paigutamisel tilejiddnud 13igusse, siis naturaalarvu
m, § 9, mis naitab, mitu korda ygy Uhikl3igust mahub 1§ Uhik-
18igu paigutamisel ilej#ddnud 13igusse jne, Nii tekkiv arvude
Jada

N, Wy, My, My, oo
el 13pe, sest vastasel korral m¥3detaval 13igul ja thikl¥igul

leiduks hismd8t. See arvude jada annab ithe 1¥pmatu kiimnend-
murru

n, Wy My My .ea,
mis viljendub antud 18igu AB pikkust antud tthiku CD korral,
See 13pmatu kiimnendmurd ei saa olla perioodiline, sest siis

13ikudel AB ja CD leiduks ithism8¥t, Et 18pmatu mitteperioodi-
line kiimnendmurd on irratsionaalarv, siis
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tthikuga tihism¥¥duta 18igu pikkus vidljendub irratsionaal-
arvuna,

0lgu niitd mingid kaks 18iku AB ja CD m¥¥detud ithe ja sama
tthikuga ja nende m¥8tarvudeks saadud p ja q:

AB = p tthikut; CD = q tthikut.

L¥ikude AB ja CD suhteks nimetatakse nende m3¥tarvude su-
het, kui 1¥igud on m¥¥detud ithe ja sama ithikuga:

AB : CD =p ¢ q.
See suhe on ratsionaalarv, kui 18ikudel AB ja CD leidub
tthismd¥t, ja irratsionaalarv, kui 1¥ikudel ei leidu ithism3Stu.

3 ggggg;;ggg=;§}gg§. Olgu antud kaks rida teineteisele
vastavaid 13ike, n#iteks kahe samanimelise hulknurga kiiljed:
8y, by, 6y dy eeey hj
8%y Dy QY s e g itia
Kui vastavate 1¥ikude suhted on v3rdsed, s.o. kui

b

c
e T el RSl R T L

wie

siis tthe rea 13ike nimetame v3rdelisteks teise rea 1¥ikudega.
Vdikseim 1¥ikude arv, mille kohta saab tarvitada m3istet "vir-
delised", on neli: 1¥igud a ja b on vdrdelised 1¥ikudega a' ja
b', kui

il %v .
Virdeliste 18ikude juivat suhet 2, = 2, = ... = k nimetatakse
nende 13¥ikude v¥rdeteguriks.

V3rdeliste 1¥ikude konstrueerimine pShinebd jérgmisel nn,
kiirteteoreemil (joonis 70).

Kui nurga haarad 1¥igata paralleelsete sirgetega, siis

1) 1¥igud, milleks paralleelid jaotavad nurga ithe haara,
on vdrdelised 1¥ikudega, milleks' nad jaotavad nurga teise
haara:

0A AB BC
OX+ = I7BT = BIg7 = -

2) kolmnurgad, mis paralleelid eraldavad nurgast, on vir-
deliste kiilgedega:
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S ROBS o L AR
OoBY " BBV

T8estuseks 1¥ikame nurga MOM' haarasid esmalt kahe paral-
leeliga AA' || BB' ja t¥estame, et OA : OA' = AB : A'B',

L¥igud OA ja AB on kas {thism¥¥duga v¥i ilhism¥¥duta. Kui
neil leidub ihism¥¥t ja see mahut
18iku OA m kogga ning 1¥iku AB n

m
korda, siis g =3 -

Edasi jaotame 1J8igu OA m v¥rdseks
osaks ja AB n samapikaks osaks,
Joonestades 1#bi jaotuspunktide

N‘\ d\ sirgega AA' paralleelsed sirged,
tekivad ka nurga teisel haaral OM*
Joonis 70. v3rdsed 13igud (§ 10, 3), mida 1¥i-
gus OA' on m tilkki ja 13igus A'B' n tilkkki. Niisiis
Saadud kahest vdrdest jireldub, et

A\
£5 - Xvpr enk §fv - T

mida oligl vaja t8estada.

Kui 13ikudel OA ja AB ihism3¥t puudub, siis jaotame
18igu OA esmalt 10-ks, siis 100-ks jne. vdrdseks osaks ning
paigutame saadud osa 1¥igule AB niimitu korda, nagu ta mahub,
Joonestades 1#bi jaotuspunktide endiselt sirgega AA' paralleel-
sed sirged, nieme, et nurga teisel haaral saame ka vSrdsed
1¥igud, kusjuures nende arv 1¥ikudel OA' ja A'B' on vastavalt
v3rdne vdrdsete 1¥ikude arvuga 1¥ikudel OA ja AB, Sellest ji=-
reldame, et haaradel saadud 1¥igud ka niiid on v3rdelised.

Kui nurga haarad 13¥igata veel uute paralleelidega CC?,
DD* jne.,siis v3rdsete suhete rida pikeneb:

Teoreeml teise poole t¥estamiseks asendame saadud virrete
rea esimeses v¥rdes AB temaga v¥rdse vahega 0B - OA ja A'B' te-
maga v¥rdse vahega OB' — OA' ning vahetame selles virdes vilis-
liikmed., Saadud v¥rde
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OB! - OA' _ OB — OA

m3lema poolega liidame arvu 1; siis saame vbrde

OB' 0B

Ox:: ™ Ok 2
mille liikmed vastupidises jHrjekorras annavad viite teise poo-
le esimese v¥rde:

% - % ()

Edasi joonestame punktist A abisirge AB"(( OM' ja rakendame nur-
ga 0BB' haaradel tekkinud 1dikude v¥rdelisust:

OA B"B!
0B = J
ehk, et B"B' = AA',

QA _ AAY
0B = BBV
Viimane v¥rre koos v¥rdega (&) annabki teoreemi teise poole
vaite:
OA _ OA*' _ AA*
0B " 0B' " BB °
Vastuviiteliselt saab t¥estada jirgmise kiirteteoreemi pt¥rd-
teoreemi:
kui kaks sirget 1¥ikavad nurga haarasid nii, et 18igud nur-
ga tipust tthe sirgeni on v¥rdelised 18ikudega nurga tipust tei=-
se sirgeni, siis need sirged on paralleelsed,

4. L¥igu_jaotamine osadeks, wis_on v¥rdelised antud 1¥iku-
dega. Teoreem nurga haarade l¥ikamisest paralleelsete sirgete-
ga v¥imaldab lahendada sirkli ja joonlaua abil jHirgmist lilesan=-
~ net,

Antud 18ik p jaotada n osaks (joonisel 71 kolmeks osaks),
mis on v3rdelised antud 1¥ikudegs 8., 8,3 .e0y8 o

Ulesande lahendamiseks v¥tame vabalt mingi nurga 0 ja pai-
gutame selle ithele haarale (alates tipust) 1¥igu OP = p, tei-
sele haarale (ka alates tipust) aga jirjestikku 1¥igud

81, 82, .o o,ano
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Joonis 71,

Uhendades 13ikude summa 8y + 8, + coe + 8 otspunkti An punk-
tiga P ja joonestades saadud sirgele paralleelid 1&bi punktide
Agy Ay eenyd 4, jaotubd 13ik OP n osaks, mis on v3rdelised

13ikudega a,, Byy eeesd .

§14, Hulknurkade sarnasus

1. Hulknurkade sarnasuse mfiste. Kaht hulknurka nimetatak-
se sarnasteks,kui tthe hulknurga nurgad on vastavalt vdrdsed
teise hulknurga nurkadega ja vastavalt v8rdsete nurkade lzhis-
ktiljed on v¥rdelised, Niisiis, hulknurgad ABCDE (joonis 72) ja
A'B'C'D'E' on sarnased, kui LA = {A', {LB= (B', LC =LC"
LD = LD', LE = LE' jl

AB BC CD
X'B» < BigY T TIOT ¢ nTET ETIT
Kahe sarnase hulknurgs vas-
tavate kiilgete suhet nimetatakse
nende hulknurkade sarnasustegu-
riks,
Hulknurkade sarnasust mér-
gltakse siimboligan~~.

Joonis 72, Konstrueerida antud hulk-
nurgaga ABCDE sarnane hulknurk on k¥ige lihtsam sarnasusteisen-
duse abil (joonis 73):

1) 1#bi vabalt v¥etud punkti S (sarnasuskeskpunkti) ja
antud hulknurga ABCDE tippude joonestame abisirged SA, SBy ...;

2) iihel abisirgel, n#iteks sirgel SA,v¥tame punkti A' (va-
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balt, kui hulknurkade sarnasustegur pole antud) ja joonestame
sellest 1¥igu A'B' || AB kuni abisirgeni SB;

Joonis 73.

3) punktiét B' joonestame 1¥igu B'C' Il BC kuni abisirgeni
SC', jatkates niiviisi t86d kuni jSuame viimase abisirge punk-
tini E', mille tthendame punktiga A', Kiirteteoreemi p¥hjal

BA 7o AR S GBI LG RR T8 - SE
§K+ = I'5'" ST " BYOY < 5¢v < -e- % BV
Kiirteteoreemi pd¥rdteoreemi pShjal jireldudb niiiid vSrdest

%%, = gg-r, et ka AOE'"AE Ja seega g%—r = %'Eg“

Allakriipsutatud suhetest on n#ha, et hulknurga ABCDE kiile
jed on v3rdelised hulknurga A'B'C'D'E' vastavate kiilgedega. Ka
on {the hulknurga iga nurk vastavalt v3rdne teise hulknurga iihe
nurgaga kui kaks vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste
haaradega nurka. Seega

ABCDE ~ A'B'C'D'E"',

2. Eolmourksde sarnasuge_tummused. Vastavalt hulknurkade
sarnasuse definitsioonile 4 ABC~ADEF (joonis 74), kui on tii-
detud jdrgmised tingimused:

LA ={D; LB= LE; LC = LF

C
¥ ; %
AB BC _AC .
DE " ¥F * DF
Kolmnurkade sarnasuse tun-
A U0

E nused n¥itavad, et kui neist
Joonis 74, v¥rdustest +teatud kaks on keh-
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tivad, siis on ka teised kehtivad, s.t. kolmnurgad on sarna-

sed, Need tunnused on jHrgmised,
Kaks kolmnurka on sarnased, kui

1) iihe kolmnurga kaks kiilge on v¥rdelised teise kolmnur-
ga kahe kiiljega ja nende kiilgede vahelised nurgad on v¥rdsed;
2) ithe kolmnurga kaks nurka on vastavalt v¥rdsed teise

kolmnurga kahe nurgaga;
3) ithe kolmnurga kolm kiilge on vdrdelised teise kolmnur-

ga_kolme kiiljega.
T8estus. 0lgu antud, et (joonis 75)

N

Joonis 75.
1) 2) 3)
AB : DE = AC : DF; LA = LD; ﬁ’%%=%-
LASLD. LB‘ LB.

Mérgime kolmnurga ABC kiiljel AB punkti K nii, et AK = DE
ja joonestame sirge XL || BC. Siis
AOABC~ A AKL,
sest nende nurgad on vastavalt vSrdsed (miks?) ja kiiljed on
kiirteteoreemi pdhjal vdrdelised: 3

AB _ AC _ BC
7 s ohecy b iR

V3rreldes neid vdrdeid eeldustes (juhtumitel 1 ja 3) antud vdrre-
tega ndeme, et tehtud konstruktsiooni t3ttu on kolmnurkades
AXL ja DEF jargmised ktiljed vdrdsed:

AX = DE; AK = DE; AKX = DE;
AL = DF; AL = DF;
KI:=EF0

V&ttes niilid arvesse eeldustes antud nurkade v¥rdsust saame, et
AAKL = ADEF.
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Et AABC on sarnane ithega kahest v¥rdsest kolmnurgast,
siis on ta sarnane ka teisega:
A ABC~ ADEF.
Jareldus, Sarnaste kolmnurkade killgede v¥rdelisusest jé-
reldub, et ihe kolmnurga mistahes kahe killje suhe v¥rdub teise
kolmnurga vastavate kiilgede suhtega,

(O Teoreem kolmuurgs sisenvrga_poolitajast.
Kolmnurga sisenurga poolitaja jaotab wvastaskiilje 18iku-
deks, mis on vdrdelised selle nurga lihiskiilgedega.
T¥estus. Olgu AD kolmnurga ABC nurga A poolitaja (joonis

76). T3estame, et

% = %—g . Selleks joonestame sirge
/ " BE || AC kuni 1¥ikumiseni nurga A poo-
B« jb litajaga punktis E, Siis teise sarna-
\ sustunnuse p¥hjal
4 BDE ~ A CDA,
jérelikult
. BD _ CB |

Joonis E76. BE Tl

Et kolmnurgas ABE kiilje AE l#hisnurgad on v3rdsed (miks?),
sils BE = BA, Ulalsaadud v¥rdest jareldub niitid, et

BD _ CD
BL " 7K °

§15. Meetrilised seosed kolnm
R TENSr e riangils

==zm=z===sS=assSs ====

nurkse kolmnurga ABC téisnurga tipust C tSmmata kdrgus hiipote-

nuusile (Jjoonis 77), siis kolmnurk Jaotub kaheks kolmnurgaks,

mis m8lemad on sarnased antud kolmnurgaga ja seega ka teinetei-

sega, sest nende kolmnurkade nurgad on vastavalt v¥rdsed:
AACD~ 4O CDB~ A ABC,

@ !gg;g;;gggg_ggg§ed_§§,gsnurl_cses kolmnurgas. Kui téis-
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Nende kolmnurkade sarnasusest jé-
reldub kolm t#@htsat ‘teoreemi.

1) Teoreem k¥rgusest. Kirju-
tame v¥rde, mille liikmeteks on
sarnaste kolmnurkade ACD ja CDB
kaatetid:

AD CD
TD " IB
ehk
ch = AD . DB, Joonis 77.

Taisnurkse kolmnurga hiipotenuusile joonestatud k¥r on
kaatetite projektsioonide geomeetriline keskmine (ehk keskmine
v8rdeline), \

2) Eukleidese teoreem. Kirjutame v¥rde, mille liikmeteks
on kolmnurkade ACD ja ABC hiipotenuusid ja ithed kaatetid:

AC AB
% bl 1)
ehk ‘
o+ Pt P )]
Analoogiliselt saaksime kolmnurkadest CBD ja ABC:
Bc% = BD - AB. €3]

Tiisnurkse kolmnurga kaatet on oma projektsiooni ja hﬁpo—
tenuusi geomeetriline keskmine.

3) Piutagorase teoreem. Liites v¥rduste (1) ja (2) vasta-
vad pooled ja viies paremal ithise teguri AB sulgude ette, saa-
me (rakendades v¥rdust AD + BD = AB):

Ac? + BC? = AB.

Taisnurkse kolmnurga kaatetite ruutude summa v¥rdub hiipo-
tenuusi ruuduga. _

TZhistame tdisnurkse kolmnurga joonelemente ithe tZhega
Jargmiselt:

hilpotenuus AB = ¢; kdrgus CD = h;

kaatet AC = b; kaateti b projektsioon AD = g;
kaatet BC = a; kaateti a projektsioon BED = f,
Nende tzhiste abil viljenduvad vaadeldud seoses jargmiselit.
2 2 2

1) Putagorass teoreem: a“ + b° = ¢“,
2) Eukleidese teoreem: al a cf; v = cge
3) Teoreem k¥rgusest: nl = £,

Lisaks neile £ + g = ¢
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2, Kolmnurga teravnurga vastaskillje ruut_ja niirinurga

vastastkillje_ruut. 0lgu kolmnurgas ABC nurk A teravnurk (joo-
nis 78). T¥mmates k¥rguse tipust C saame Piitagorase teoreemi
pdhjal avaldada kiilje BC ruudus
0% e CDR e PP,
Bt CD? = AC® - AD® ja DB = AB - AD, siis
BczzAca-A.‘D2+(AB-A_D)C2=A02+ABZ—2AB-AD.

(¥

A D B D A B
Joonis 78. Joonis 79,
Kolmnurgas teravnurga vastaskiilje ruut v3rdudb filejszmud kahe
kitlje ruutude summaga, millest on lahutatud kahekoxrdne korru-
tis, mille teguriteks on iiks killg ja selle kiilje 1¥ik teravnur-

ga_ tipust k¥rguse aluspunktini,
Kui samal viisil avaldame niirinurga vastaskiilje ruudu,

siis saame (joonis 79):
B2 = D2 + DB2 = AC? - D% + (AB + AD)? = AC? + AB? + 24B - AD,
sest 13ik DB on niitid 18ikude AB ja AD summa, kuna teravnurga
puhul ta on nende vahe,

Kolmnurgas niirinurga vastaskiilje ruut vrdub tilejsnud

kahe kiilje ruutude summaga, millega on liidetud kahekordne

korrutis, mille teguriteks on iiks kiilg ja selle 13ik niirinur-
ga tipust k¥rguse aluspunktini,.

V3rdelised_18igud ringis. Kui 15bi punktl, mis asetseb
v

e
ringjoone sees v¥i viljaspool ringjoont, on t¥mmatud ringjoone
13ikajad, siis nende 18ikajate osade korrutised on v3rdsed
(m¥istes 1¥ikajate osade all nende fthise punkti ja ringjoone
vahelisi 13ike).

V8tame 1#bi punkti S, mis asetseb ringjoone sees (joonis
80) v¥i viljaspool ringjoont (joonis 81) kaks meelevaldset 13i-
kajat AB ja CD ning t8estame, et SA « SB = SC * SD.

Viite t¥estamiseks tthendame punktid A ja D, samuti ka C
Ja B, Siis A SAD~ A SCB, sest tthe kolmnurga nurgad S ja D

g=
i
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Joonis 80, Joonis 81,

on vastavalt v¥rdsed teise kolmnurga nurkadega S ja B (D ja
B on vdrdsed kui piirdenurgad, mis toetuvad kaarele AC). Kolm-
nurkade sarnasusest jéreldub, et nende vastavate kiillgede suh-
ted on v3rdsed: AD e

SA : SC= SD : SB se ¢34,
ehk

SA « SB = SC * SD.

Kui vilise 1¥ikepunkti puhul 13ikajat CD pssrata imber
18ikepunkti S kuni 1¥ikajast saab puutuja, siis 1¥ikaja osadest
saab puutuja 13ik p = SP (joonis 81) ja

SA « SB = p°:

1¥ikaja osade korrutis v¥rdub puutuja 13igu ruuduga.

4. Nioeds sveldiste koustruktsjoenid. On mutmd 15igwd o,
b ja c. NSutakse konstrueerida sirkli ja joonlaua abil 13igud,
mille pikkus on m##ratud jérgmiste avaldistega:
2
Va® & ba;\/;? - ¥%; 9%; 2 \ ab.

1) olgu x =Va® + v%; siis x° = &° + b°, millest nahtub,
et x on tidisnurkse kolmnurga hiipotenuus, kui kaatetid on a
ja b (joonis 82),

Joonis 82, Joonis 83, Joonis 84,
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2) Olgu x = Vaz - b2; siis x2 = 32 - b2 ja 12 + b2 = a2,
millest néhtub, et x on tZisnurkse kolmnurga teine kaatet, kui
hiipotenuus on a > b ja iiks kaatet on b (joonis 83),

3)Eui x %2 y sils ab=cx, nil et ¢ : a = b : x, mis~
t3ttu 18iku x nimetatakse 1¥ikude ¢, a ja b neljandaks v¥rde-
liseks. Tema konstruecerimine toimub kiirteteoreemi p&hjal
(joonis 84), v¥ttes nurga O vabalt.

i

4) Kui x = %—, siis rakendame eelmist konstruktsiooni
(joonis 84), v3ttes selles b = a,

5) Kui x = |/ab, siis x> = abehka : x=x : b, nii et
X on 18ikude a ja b keskmine v¥rdeline ehk geomeetriline kesk-
mine., Geomeetrilist keskmist konstrueerime kas tH#isnurkse
kolmnurga k¥rguse kohta kiiva teoreemi (joonis 85) v&i Euklei-
dese teoreemi (joonis 86) alusel (kasutades t¥siasja, et diameet-
rile toetuv piirdenurk on tdisnurk):

[z el
L __ql__————-l
Joonis 85, Joonis 86.

§ 16, Korrapédrased hulknurgad

1. Korrapirase hulknurga m¥iste. Jaotame ringjoone n vird-

seks kaareks, kus n » 2, ja ilhendame naaberjaotuspunktid k¥&lu-
de abil. Saadud k3¥lhulknurga kiiljed on vSrdsed kui vdrdsetels
kaartele vastavad k¥¥lud (§ 11, 2) ja nurgad on v¥rdsed kui
v3rdsetele kaartele toetuvad piirdenurgad (§ 12, 1), Nende ka-
ne omaduse t¥ttu seda hulknurka nimetatakse korrapiraseks n-nur-
gaks. Keskkooli kursuses vaadeldakse ainult kumeraid hulknur-
ki (tzhtviisnurk on kiill korrapirane, kuid mitte kumer hulk-
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nurk; ruut on korrapirane kumer hulknurk).

Ringjoont, mis 1%bib korrapirase hulknurga k¥iki tippe,
nimetatakse tema imberringjooneks. Umberringjoone keskpunkt
asetseb v¥rdsetel kaugustel mitte ainult hulknurga tippudest,
vaid ka selle kiilgedest (v3rdsete v¥rdhaarsete kolmnurkade k¥r-
gused), mist¥ttu teda nimetatakse lihtsalt korrapirase hulknur-
ga keskpunktiks. Keskpunkti kaugus kiilgedest on raadiuseks
korrapirase hulknurga siseri oonele, s, o. Tringjoonele,
mis puudutab hulknurga k¥iki kiilgi (joonis 87). Siseringjoone
raadiust r (0K joonisel 87) nimetatakse ka korrapiirase hulknur-
g3 apoteemiks ja imberringjoone raadiust R (0A joonisel 87)
hulknurga raadiuseks.

25
ggggggggtrimine. Korrapirase hulknurga sise= ja umberringjoone
tthist keskpunkti, s.o. hulknurga keskpunkti v¥ib leida mitmel
viisil. ¥

1) Konstrueerime kahe lzhisnurga poolitajad (§ 5, 3). Nen-
de 1¥ikepunkt, mis on v¥rdsetel kaugustel hulknurga killgedest,
on ithtlasi hulknurga keskpunktiks,

2) Konstrueerime kahe mitteparalleelse killje keskristsir-
ged (§ 5, 2). Nende 1¥ikepunkt, mis on vdrdsetel kaugustel hulk-
nurga tippudest, on iihtlasi hulknurga keskpunktiks,

3) Konstrueerime ithe nurgapoolitaja ja sellega mitteristu-
va killje keskristsirge. Nende 1¥ikepunkt on hulknurga keskpunk-
tiks,

Ndide., Konstrueerida antud korraparase viisnurga iimber-
ringjoon ja siseringjoon,

Lahendus. Joonestame niiteks nurga A
poolitaja ja kiilje AE keskristsirge. Nen-
de 1¥ikepunkt 0 on mSlemate ringjoonte
keskpunktiks, Umberringjoone raadiuseks

R on punkti O kaugus tipust A, sisering-
¥D jdone raadiuseks r on punkti O kaugus
sirgest AE:

R=04 ja 1 =0K

Joonis 87.
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3. Eorrapsiraste_ithenimeliste_hulknurkade sarnasus.

Korrapirased ithenimelised (ithesuguse kiilgede arvuga)
hulknurgad on sarnased ja nende Umberm¥33dud suhtuvad nii, nagu
vastavad kiiljed, raadiused v¥i apoteemid,

Definitsiooni kohaselt (§ 14, 1) on hulknurgad sarnased
siis, kui nende nurgad on vastavalt vdrdsed ja v¥rdsete nurka-
de lshiskiiljed on vd¥rdelised, Iga kumera n-nurga sisenurkade
summa on (n - 2) « 180° (§ 8, 3), korrapirase n-nurga iga si-

0
senurk on seega 2= 2n : 180_ | Jurelikult iga korrapirase

hulknurga nurgad on vastavalt v¥rdsed teise, eelmisega sama-
nimelise hulknurga nurkadega. Et kummagi hulknurga kiiljed on
omavahel v3rdsed (AB = BC = ... = FA Jja A'B' = B'C' = ,,.3
= F'A', joonis 88), siis on ka kiilgede suhted v¥rdsed:

AB BC FA

E'BY  BTCT ° FAr

Sellega on tdestatud korrapiraste ithenimeliste hulknurka-

de sarnasus.

Joonis 88,
Leiame iimberm¥3tude suhte:
u _AB+ BC+ ..o +FA_n . AB AB_ |
u' = ETBTBICTr. e AT - n e A'BY " K7D
Kolmnurgad AOK ja A'0'K' (joonis 88) on sarnased, sest
nende nurgad on vastavalt v¥rdsed., Saame:

0A 0K AK _ 24K AR R
OTK' = O7RY ® X'¢Y © Z°R' T X7B T u'

Oleme t¥estanud, et korrapiraste ithenimeliste hulknurkade imber-
m33dud suhtuvad nii, nagu nende kiiljed, raasdiused vdi apoteemid.
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S 4% Kior r.aip i reas et nd kn gy g R

kil je avaldamine s is e~

g U nberring o one ra s
diuse kaudu

1. Ruudu ku1§. Ruudu ABCD siseringjoone raadius r = 0K

ja imberringjoone raadius R = 0D (joonis 89), On ilmne, et
ruudu kiilg a vdrdub siseringjoone diameetriga: a = 2r, Kiilje a
avaldamiseks iimberringjoone raadiuse kaudu kasutame v¥rdhasr-
set tdisnurkset kolmnurka ABD, mille_ teravnurgad on 45° : a =
2R -+ sin 45°, Teades, et sin 45° = —%, saame: a = R + V2,

C

nurk 4AOB = g

60°, siis on ka kumbki alusnurk 60° ja kolmnurk on v8rdkiilgre.

Jérelikult kolmnurk AOB (joonis 90) on v¥rdkiilgne ja a = R.
Et OK on v¥rdhaarse kolmnurga k¥rgus, siis AK = g . See

kdrgus poolitab ka tipunurga: 4 AQK = %‘-@ = 30°, AK avaldame

téisnurksest kolmnurgast AOK : 2 = r . 4o, 30°, Teades.' et
= . ’
tan 30° = 1.3, saame: :_%2.

49




.

3. Kgrrap#rase_kolmnurga killg. Korrapirase kolmnurga
6

= 120°, V¥rdhaarse kolmnurga AOC k¥rgus

+]
OK poolitab tipunurga AOC: L AOK = %‘2.. -

=60°, TEisnurksest kolmnurgast AOK avaldame

kesknurk £ AOC =

g algul siseringjoone, seejirel tmberring-
joone raadiuse kaudus g = r tan 60°;

3 = R sin 60°, Teades, et tan 60° = V3 ja

sin60°=?, saame: a = 2 rV3; a =R V3,

Joonis 91, Tulemused niitavad, et korrapirase
kolmnurga i{imberringjoone raadius v¥rdub siseringjdone diameet-
riga.

§418, Hulknurga pindalas

Pindalatthikuks v¥etakse ythikruudu pindala, s.o. fihikupike
kuse kiiljega ruudu pindala, M¥¥ta kujundi pindala tihendab
leida, mitu pindalathikut (ruutithikut) "mahub® sellesse kujun—
disse, Paljude geomeetriliste kujundite pindala saab leida
kaudsel teel, m33tes teatud pikkused ja arvutades pindala vas-
tava valemi abil,

tdisarvuna (joonis 92), siis jaotame ruudu kaks lzhiskillge a
v3rdseks osaks ja joonestame 1#bi jaotuspunktide ruudu killge-
de paralleelid. Saame & .a ruudukest, millest igatthe kiiljeks
on pikkusithik ja pindalaks seega pindala-
hik, J¥relikult ruudu pindala S = a2,
2) Kul ruudu kiilje pikkus a viljendub
murdarvuna g , siis v¥tame uueks pikkustihi-
| kuks & estalgsest pikkusthikust. Ruudn
\ kiilje pikkus v#ljendub siis tdisarvuna p
N\ —  ja pindala on p° uut ruwttthikut. Uks esi-
Joonis 92. algne pindalatihik sisaldadb q.q = q2 uut
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pindalauhikut. Jirelikult ruudu pindala esialgsetes pindalatthi-
kutes on P-z = (2) LBl valaendub endiselt kiilje pikkuse
rundunn. Joonieel 93 ruudu kulg a= 2 %

V¥tame uueks pikkusithikuks 3 esialgsest pikkus-
tthikust. Ruudu kiilje m¥3tarvuks on siis 7 ja
pindala m¥¥tarvuks 49, Uusi pindalatithikuid mahub
esialgsele pindalaithikule 32 = 9, Jirelikult
Joonis 93, ruudu pindala m¥¥tarvuks esialgsetes ithikutes
on 42 - sk, _
3) Kui ruudu kiilje pikkus a v#ljendub irratsionaalarvuna,
siis asendame arvu a tema ratsionaalse li#hisviirtusega 2, mil-

le vdime v¥tta iga soovitgd tdpsusega, Ruudu pindala ligikaud-

seks m¥¥tarvuks on siis BZ . V¥tame aksioomina, et ruudu pind-

ala tipseks m¥¥tarvuks kg sel juhul on kiilje pikkuse m¥&tarvu
ruaut: S = 32. (Sageli on ruudu kiillje m¥¥tarvuks irratsionaal-
arv, pindala m¥8tarvuks aga ratsionaalarv, Niiteks ruut kiilje
pikkusega v2 pikkustihikut omab pindala 2 rumttthikut),

2, Rigtkiiliku pindala. Olgu antud ristkiilik ABCD, mille
alus on a ja k¥rgus b (tiis-, murd- v¥i irratsionaalarvud).
Otsitav ristkilliku pindala olgu S. Pikendame ristkiiliku k¥iki
kiilgl iille tithe otspunkti teise kiilje pikkuse vdrra ja tiienda-
K Q I. me joonist nii, et saame ruudu AKLH
//’ (joonis 94), mille kiilje pikkus on

Z a + b, pindala seega (a + B,
s ;ﬁ;: ruut koosneb kahest v¥rdsest ristkuli-
//, kust killgedega a ja b, ruudust kiilje-

/// ga 2 ja ruudust kiiljega b, Ruudu AKLM
pindala v8rdub kahe vdrdse ristkiiliku
//// ;2225/ Jja kahe ruudu pindala summaga: (a2 + )2

ER =325b2523ehk82+23b+b2=

Joonis 9%, = a + b + 25, Saame: S = a .« b,

Ristkiiliku pindala v¥rdub tema aluse ja k¥rguse korrutisega.

>U'W
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ja k¥rgus BE = h (joonis 95). Pikendame kiilge AD ja joonestame

B ¢ A D
h h i
A ﬁ_ (’ B ¢ [ ¢
b—a— '
Joonis 95, Joonis 96,

tipust C kdrguse CF, Et tdisnurksed kolmnurgad ABE ja DCF on
v¥rdsed (AB = CD; BE = CF = h), siis on roopkiilik ABCD ja rist-
kiilik BEFC vdrdpindsed, Uhtlasi on neil alused v¥rdsed ja k¥r-
gused v¥rdsed, Jarelikult ka roopkiiliku pindala v¥rdub tema
aluse ja kdrguse korrutisega:

S =8 ¢ h,

tippudest A ja C nende tippude vastaskiilgedega paralleelsed sir=-
ged. Saadud rodpkiiliku ABCD pindala vdrdub tema aluse BC = a ja
k3rguse h korrutisega. Et kolmmurgad ABC ja ADC on v3rdsed,
siis v8rdub kolmnurga ABC pindala S poolega r&dpkliliku ABCD
pindalast:

s a « h
= -—-2-— »

Et a on ihtlasi kolmnurga alus ja h on kdrgus, siis ]go_]_._m-_-
nurga ‘pindala vdrdub aluse ja se poole rrutisega.

Kolmnurga pindala saab avaldada tema killgede a, b ja ¢
kaudu. Selleks avaldame kolmnurga ABC (joonis 96) k¥rguse h
tema kiilgede kaudu. Eeldades, et 4B on teravnurk, saame:

v = 2% + ¢ - 2a0”(§ 15, 2), millest .
PG o
o' = A g A | .

Kolmnurga k¥rgus avaldub siis jirgmiselt:

h =\/02 Gisks - \/c2 - gi"'_ﬂg;?flza
4a

# z%\/mzcz St AR 2%\/(2“)2 S (el vin? ontyR
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Lahutades tegureiks juurimismérgi all oleva ruutude vahe,

saame:
(2ac)2- (a2 + 02 - b2)2 = (2ac + a“ + 02 - bz)(aac-aa-c2 + b2)=
= [(32 + 2ac + 02) ¥ sz . [b2 = (a2 - 2ac + 02)] =
=(a+c+b)a+c-b)b+a=0c)(b=-2a+c)s
=(a+bD+ec)a+bD+o-2b)(a+Db+oc-2)a+b+o0-~2a)=
=2p ¢ (2p = 2b)(2p - 2¢)(2p - 23a) =
= 16 p(p - a)(p - ¥)(p - ¢),
kus 2p = a + b + ¢ (kolmnurga timbermd¥t).

Jarelikult

n = 4= \[160(p - a)(p = ) = ¢) = 2 \/p(p - a)(p - ) ( p - 0%

Korrutades leitud k¥rguse kolmnurga poole alusega, saame-
gl nn, Heroni valemi
S =Vp(p =2a)(p =-b)p =c).

2

5. Irapetsi_pindala. Trapetsi ABCD (joonis 97) diagonaal
AC jaotab trapetsi kaheks kolmnur-

S b ¢ gaks, Trapetsi pindala S v¥ime vaa-
delda nende kolmnurkade pindalade
h h summana:
beh ,8,.h_a+h ,
A Vo o Cpetym e TR e
a - Seega trapetsi pindala v¥rdub alus-

Joonis 97. te poolsumma ja k¥rguse korrutisega.
Et (§ 10, 2) trapetsi keskl¥ik 1 = 2%

—>— , siis trapetsi pind-
' ala v¥rdub keskl¥igu ja kdrguse korrutisega:

S = 1n,

¢ nurga tipud tema keskpunktiga 0 (joonis

98), saame n v¥rdset v¥rdhaarset kolm-

B D nurka. Uhe kolmnurga pindala

0 Sy = a—,(_‘,—r, kus r = OK on hulknurga
apoteem. Hulknurga pindala s=::-L§-r =

s e ELTI . Et na vidljendab hulknurga

timberm¥3tu u, siis
R L
fls

Joonis 98,
93




Korrapirase hulknurga pindala v¥rdub #imberm3¥du ja apoteemi
poole korrutisega.

kade nindalad suhtuvad nii, nagu nende va-tavate kiilgede ruu-
dud.

T¥estame teoreemi esmalt kolmnurkhde kohta, Olgu A ABC~
~ AA'B'C' (joonis 99). Leiame nende pindalade suhte:

A
|
A b |
b h
5 B C' .U : g'
b e ] e O ——————=
Joonis 99,
SaB b S AT e W
SAthcl %_'5' s U ot R

Kolmnurkade ABC Jja A'B'C' sarnasusest jHreldub ka kolmnurkade
ACD ja A'C'D' sarnasus (ithe kolmnurga kaks nurka on vastavalt
v3rdsed teise kolmnurga kahe nurgaga). Seetdttu

h
s { Semie

s.t. sarnaste kolmnurkade vastavad k¥rgused suhtuvad nii, nagu

nende vastavad kiiljed. Seepidrast ka %T = %T Jja

S a2
5 cBncv (a')
kus k = a : 2' on kolmnurkade vastavate kiilgede suhe, Avaldades
B!
8
Cl

A A

£ 1

E D

Joonis 100,
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tthe kolmnurga pindala teisg kaudu, saame
Sapc = ¥ * Saepege-

Vaatleme niiiid sarnaseid hulknurki ABCDE ja A'B'C'D'E’,
Tikeldame nad kahest vastavast tipust E ja E' joonestatud dia-
gonaalide abil kolmnurkadeks (joonis 100), Siis

QABE~ A A'B'E' (sest hulknurkade sarnasuse t¥ttu
LA = LA' ja AB : A'B' = AE : A'E);

A EBC~ 4 E'B'C' (sest hulknurkade ja eelmiste kolmnurka-
de sarnasuse t¥ttu 4LEBC =LE'B'C' ja BE : B'E' = BC : B'C');
AEDC~ AE'D'C* (sestsD =LD' ja ED : E'D' = CD : C'D* hulk-
nurkade sarnasuse t¥ttu).

Niisiis, sarnased hulknurgad on tilkeldatud paariti sarnas-
teks kolmnurkadeks, milledel on hulknurkadega iiks ja sama sar-
nasustegur:

Y NONTy L
AYEY. = PTCT. T VDY ¢
" Jirelikult ;
Sy = K * Spipipeg

2 "
Sgpc = ¥ * Sgipeges
Sgep = ¥ * Sgrcpr.
Liites nende vi¥rduste vastavad pooled, saame
2
Syer * Sgnc * Seep = ¥ (Spepere * Sgemegr * Sgegepe)
ehk
S = k2 9 By
kus S on hulknurga ABCDE pindala ja S' on hulknurga A'B'C'D'E'
pindala,

§19., R1ngJoone Pl kkus I8 ringt
pindala

1. BRingjoone_pikkuse m¥iste. Sirgl¥iku saab v¥rrelda tei-

se, ithikuks v3¥etud sirgl¥iguga, sest sirgeid saab teha ithti-
vaiks, K¥verjoone pikkuse leidmine otsese vdrdlemise teel pik-
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kusithikuga pole v¥imalik, sest mingit sirgldiku ja kdverjoone
18iku ei saa teha iihtivaiks, Seepdrast on vajalik defineerida,
mida mdistame ringjoone pikkuse all.

Definitsioon. Ringjoone pikkuseks loetakse piirvdirtust,
millele l#dheneb selle ringjoone sisse joonestatud korrapirase
k¥31lhulknurga (v3i selle ringjoone iimber joonestatud korrapi-
rase puutujahulknurga) imberm¥¥t hulknurga kiilgede arvu t¥kes-
tamatul kahekordistamisel, ¥

Kui ringjoone pikkust tidhistada tihega C ja korrapidrase
k¥31lhulknurga limberm¥¥tu tihega u,, siis antud definitsiooni
saame kirjutada kujul

C=1lim u
nae o

kus n kasvab nii, et omandab viirtused p, 2p, 4p, 8py...

)

2. Ringjoone_pikkuse_valem. Ringjoone pikkuse valemi tu-

letamiseks joonestame ringjoone sisse korrapirase k¥§lkuusnur-—
ga (joonis 101). Kui ringi raadius on R, siis k331lkuusnurga

Joonis 101,
killg AB = a5 = R, Umbermd¥t ug = 6R; imbermd¥du ja ringi

diameetri suhe ;g = 3, Poolitame kuusnurga kiilgedele vasta-
vad kaared ja kahekordistame hulknurga kiilgede arvu, Saame
korrapirase kaksteistnurga. Leiame kaksteistnurga kiilje 845,
tema iimberm¥&du u,, ja suhte ;%3-
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Pool kaksteistnurga killjele vastavast kesknurgast

(o]
LAOK = 52800 = 450,

Tdisnurksest kolmnurgast AOK

a
-%= R+ sin 15°;

2,5 = 2R « sin 15° 2% 2R - 0,2588.
Korrapirase kaksteistnurga iimberm33t
w, = 12 * 2R + 0,25923,106 + 2R;

suhe %%3,106.

Kahekordistame uuesti korrapdrase hulknurga kiilgede arvu
Ja leiame iilalantud viisil korrapérase 24-nurga kiilje pikkuse
8540 iimbermd&du u,, Jja suhte E%ﬁ . Samuti v¥ime leida ka kor-
rapirase 48-nurga, 96-nurga, 192-nurga jne, imbermdddud. Arvu-
tuste tulemused on esitatud jérgmises tabelis,

R Thulknurga | K38Ibulknurga KEBTRUIKIUTES | gupe oB
killgede arv n | killje pikkus a umberm¥dt w, 2R
6 R 3. 2R 3

12 2R sin 15° 3,106 « 2R 3,106

24 2R sin 7°30° 3,132 « 2R 3,132

48 2R sin 3%5¢ 3,139 « 2R 3,139

96 2R sin 1952130" | 3,141 - 2R 3,141

192 2R sin 56'15% 3,141 « 2R 3,141

Kui jatkame killgede arvu kahekordistamist, siis saadud
korraparaste hulknurkade timberm$¥dud erinevad jirjest vihem
ringjoone pikkusest (olles sellest viiksemaks).

Tabelist n#htub, et ringjoone pikkuse leidmiseks tulebd
diameeter korrutada teatud arvuga, mille esimesed kohad on
3, 1, 4, Seda arvu tihistatakse kreeka tihega T ja selle ligi-
kaudne viirtus on 3,14, Seega ringjoone pikkust C vdib arvuta-
da valemi abil C = 2KR v¥1 C =Wd, kus d on ringi diameeter.

On v¥imalik t¥estada, et arvT on irratsionaalarv (13pma-
tu mitteperioodiline kiimnendmurd)., Suurendades hulknurga kiilge—
de arvu ja arvutuste tipsust v¥ime saada arvule T jarjest tip-
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semaid 1shisvisrtusi, Praktilisteks arvutusteks piisab harili-
kult vidrtusest 3,14,

millele liheneb selle ringi sisse kujundatud korrapirase k¥3l-
hulknurga (v¥i selle ringi timber kujundatud korrapirase puutu-
jahulknurga) pindala, kui hulknurga killgede arvu t¥kestamatult
kahekordistada,
Kui korrapirase k¥¥lhulknurga pindala mirkida tihega Sn
Ja ringi pindala tZhega S, siis antud definitsiooni saame kir-
jutada kujul ' :
S=1limsS_
] n-oo
Joonestame antud ringjoonesse, mille raadius on R, korra-
‘pirase k¥¥lhulknurga, mille kiilgede arv on n (joonis 102).
Korrapdrase n-nurga pindala

g RS

5, = g (§ 18, 6). Kui hulk-
nurga kiilgede arvu t¥kestamatult
kahekordistada, siis umberm3dt li-
heneb ringjoone pikkusele 2T R.
Leiame, millele lzheneb apoteem
r = OK (joonis 102),

Et kolmnurga iga kiilg on viik-

A q\ / sem teiste killgede summast, siis

. 0B < OK + KB ehk R<T + -3 ehk
a,
Joonis 102, R -r<-—3. On selge, et a mumtubd

killgede arvu t¥kestamatul kahekordistamisel kuitahes viikeseks.
Seepédrast muutub ka raadiuse R ja apoteemi r vahe kuitahes vii-
keseks. Jarelikult apoteemi r piirvisrtuseks on R ja korrapirase
n-nurga pindala piirviirtus on gil%r:_g =TR®, Oleme saanud va-
lemi ringi pindala arvutamiseks:
s =TR?.
Kui pindala avaldada diameetri D = 2R kaudu, siis saame

valemi

102
S BEJLD 3
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II. STEREOMEETRIA

§@ Tasapinna risteirge

- Sirge_ja_tasspimna ristsels. Sirget nimetataks -

na rlstsirgeks kui ta on risti sellg tasapinna iga airgega

(§4, 2). Sirge ja tasapinna ristseisu tunnust viljendab jirg-

mine teoreem.,

Kui tasapinda 18ikav sirge on risti selle tasapinna mingi

kahe 1¥ikuva sirgega, siis on ta risti selle tasapinnaga.
T8estus. Olgu tasapinda oll¥ikav sirge ul s ja ult

(joonis 103),kus s ja t on kaks
18ikuvat sirget, mis asetsevad
tasapinnal ot , T¥estame, et u

on risti tasapinna o mistahes

kolmanda sirgega v, Selleks pa-
neme 1#bi sirge u ja tasapinna
o{18ikepunkti 0 sirged s', t°'

Ja v', mis on vastavalt paral-
leelsed sirgetega s, t ja v.
Siis uls' ja ult' vastavalt
kiivsirgete vahelise nurga de-
Joonis 103, finitsioonile (§ 4, 2).

V¥tame sirgel u punktid A ja B nii, et 0OA = 0B, T¥mbame
tasapinnal sirge, mis 18ikab sirgeid s', v' ja t' vastavalt
punktides E, D ja C., Uhendame saadud punkt:l.d punktidega A ja
B. Vaatleme tekkinud kolmnurki,

A AOC = ABOC ja AAOE = A BOE kui tdisnurksed kolmnurgad
vastavalt vdrdsete kaatetitega. Nende kolmnurkade v¥rdsusest
Jéreldubdb, et

AC = BC ja AE = BE.
Niiid nZeme, et :
OACE = ABCE,
sest ithe kolmnurga kolm kiillge on vastavalt vdrdsed teise kolm=-
nurga kolme kiiljega. Nende kolmnurkade v¥rduse t¥ttu 4L ACE =

= (L BCE, *y{“b?( Acte e /Myy/uuya ‘—GVJW st

’

barcini paer /u%‘vj"g‘“"‘f(
) 44X mi ou A /7“’ il o+ 3¢
el ok \/(wgyrf/m,«’/’ X




Edasi, {ACD = ABCD, sest neis on vastavalt v8rdsed kaks
ktilge ja nende vaheline nurk, Sellest j#reldub, et AD = BD,

L8puks, 4 AOD = ABOD, sest neis on vastavalt vdrdsed kolm
killge. Seega 4 AOD = & BOD, Et need nurgad on kdrvunurgad,
siis kumbki neist on tdisnurk. Kuid siis u L v' ja jarelikult
ka u lv, 3

Nii nZeme, et sirge u on risti tasapinna o iga sirgega,
tihendab,ta on tasapinna ristsirge.

~ Vdljaspool tasapinda antud punktist A tasapinnale t¥mma-

tud ristsirge u (joonis 103) ja tasapinna 1¥ikepunkti O nime-
tatakse punkti A projektsiooniks tasapinnal, Sirget, mis ei
ole risti ega paralleelne tasé_pgiriha‘éa,“nimetatal‘(se selle ta—
sapinna kaldsirgeks. Sirge Ja tasapinna A l5ikepunkt1 nime-
tatakse sirge alusgunktiks tasapinnal.

2. Teoreem kolmest ristsirgest. Tasapinnal asetsev sirge,
mis on risti kaldsirge projektsmonigaWZf&Efrée ]
endaga. s

3 Tdestus. ‘Eeldame, et sirge t on tasapinna o kaldsirge
ja punkt A on selle aluspunkt (joonis 104). T¥mbame kaldsir-
ge mingist punktist B tasapinnale ol ristsirge u, mille alus-
punkt olgu C. Sirged t ja u miiravad uue tasapinna, millel
asetseb ka kaldsirge projektsioon v= AC. .

: Tasapinna & sirge s on risti tasapinna ristsirgega u

(§ 1, 1). Kuid sirge s on eelduse jirgi risti ka kaldsirge t
projektsiooniga v, Tdhendab, ta on risti tasapinnaga ABC, sest
ta on risti selle tasapinna kahe 13ikuva sirgegé u ja v. Kuid
siis on ta risti selle tasapinna iga sirgega: s 1 t.

Joonis 104, Joonis 105,

60



Analoogiliselt t8estatakse ka pdordteoreem:
tasapinnal agsetsev sirge, mis on risti tasapinna kaldsir—
gega, “on Tisti ka kaldsirge projektsioconiga.

TER TS S S ——

§@ Pra radil eel-snsl e wwes

@ Sirge_ja_tasapinna paralleelsus. Sirget ja tasapinda
nw*hi neil ei leidu ithtki ithist
punkti, Sirge ja tasapinna paralleelsuse tunnust viljendab

jédrgmine teoreem .

nal asetseva sirgega, siis ta on na;ralleelne selle tasapmnaga.
T Eeldus. Sirge § ei asetse tasapinnal oL ; “sirge t asetseb
tasapinnal e ; s || t (joonis 105).

Viide. slliots

T8estus. Et sirged s ja t on paralleelsed, siis nad aset-
sevad {thel tasapinnalﬁ . Tasapinnad ok jaﬁ 18ikuvad mssda
sirget t. Kui sirge s 1Jikaks tasapinda ol mingis punktis P,
siis P peaks asetsema ka tasapinnalﬁ (sest sirge s asetseb
tasapinnalﬁ ), seega ta peab asetsema tasapindade o jaﬂ 18i-
ke joonel t, Kuid see ei ole v@&imalik, sest s on paralleelne
sirgega t. Jaib iille, et s on paralleelne o{-ga.

Jéreldus. Kui sirge, mis asetseb tihel kahest 1¥ikuvast

rtasapinnastl on paralleelne teise tasapinnaga, siis ta on pa-

ralleelne nende tasapindade IBikesirgega. ‘
TSepoolest, kui sirge 8 (Joonis 105), mis asetseb tasa-
pinnal ﬂ ja on paralleelne tasapinnagact , ei oleks paral-
leelne nende tasapindade 18ikejoonega t, siis sirged s ja ¢
18ikuksid, sest nad asetsevad ithel ja samal tasapinnal /4 . L¥i-
kumise korral sirgete 1¥ikepunkt peab asetsema nii tasapinnald .
kui ka tasapinnalp s 8.0, 8irge s peaks 1¥ikuma tasapinnagael

Kuid see on vastuolus eeldusega, mist¥ttu sirge t peab olema
paralleelne sirgega s,

22 Kahe_tasapinna paralleelsus. Kaht tasapinda nimetatak-
se paralleelseteks, kui neil ei leidu ithtki thist punkti.
o7




Nilsuguste tasapindade olemasolu n#itab jirgmine teoreem.
Kui ithe tasapinna kaks l8ikuvat sirget on parallgelsed

teise tasa Dinnag N ‘siis need tasapinnad on paralleelng.

Beldus. Tasapinna ot sirged s ja t

>A( 18ikuvad; Bllﬁ ja t[[[l (joonis 106).
A s Viide. oL!Iﬂ.

T¥estus. Tasapinnad ©¢ ja (3 kas 1%¥i-
/ kuvad v¥i on paralleelsed., Kui nad

1¥ikuvad, siis vihemalt ilks neist sir-
geist (kas s v¥i t) 1¥ikab nende tasa-

Joonis 106, pindade 1¥ikesirget (teine v¥ib olla
sellega paralleelne) ja seega ta 1¥ikab ka tasapindaﬁ . See
on aga vastuolus eeldusega, Jirelikult tasapinnad ei v¥i 1¥i-
kuda, vaid nad on paralleelsed,

§@ Kahetahulised nurgad.
Riagttesapinnad

. Kahetahulised nurgad_ja_nende m¥¥tmine. Sirge, mis

asetseb tasapinnal, jaotab selle kaheks ‘pooltasapinnaks, mis

vidljuvad sellest sirgest. Kawmnmwﬂ,

mis vdljuvad thest ja samast sirgest s, moodustavad kujundi,
mida nimetatakse w (joonis 107). Sirget s
nimetatakse kahetahur;i___é:nurga servaks ja pooltasapimﬁ ol

ja é kahetahulise nurga tahkudeks. Seda kahetahulist nurka ti-
histatakse kas siimboliga dszvm o(ABﬁ v8i d.p.

A
(3
é
B
Joonis 107. Joonis 108.
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T8mbame kahetahulise nurga serva s mingist punktist A
(joonis 108) kummalgi tahul ristsirged servale. Nende sirgete
vahelist nurka BAC nimetatakse kahetahulise nurga joonnurgaks., (1 ]
Kahetahulise nurga joonnurga suurus ei s¥ltu punkti A asuko-
hast serval s, Nii on 4 BAC =/B'A'C' sest nende haarad on
vastavalt paralleelsed ja samasuunalised,
Kaks kahetahulist nurka loetakse v¥rdseiks, kui neid saab
teineteise sisse paigutada ni:l., et nad iihtivad; vastasel kor-
ral loetakse viiksemaks see nurk, mis moodustab osa teisest
nurgast, <ado AeeGoes ‘ﬂ-c (Cgeind” Loeed /\.Léa/‘t [ ot -
Analoﬁﬁsvﬁ nurkadega tasapinnal v¥ivad ka kahetahuli—
sed nurgad olla kdrvunurgad, tippnurgad jne. Kui kaks kahetahu-
list k¥rvunurka on v¥rdsed, siis kumbagi neist nimetatakse ka-
hetahuliseks t#éisnurgaks,
Kui kahetahulised nurgad on vdrdsed siis on vBrdsed ka
nende joonnur ad. A s

Eeldua.e(s/!: o 51@‘. Nur-

gad ABC ja A1B 01 on vas-—
tavalt kahetahuliste nur-
A kade oLs(Q ja oy s, [l1 joon-
nurgad (joonis 109).
- Viide. LABC = LA,B,C,.
T8estus. Asetame sirge s,

Joonis 109. sirgele & nii, et punkt B1
langeb kokku punktiga B ja pddrame teist kahetahulist nurka {im-
ber sirge s kuni pooltasapinnad o(1 ja 1 tthtivad vastavalt pool-
tasapindadega oL;]aﬂ (see on v¥imalik, sest need kahetahulised
nurgad on vdrdsed), Siis nurga A1B1C 1 haaravad iihtivad vasta-
valt nurga ABC haaradega, sest pooltasapindadel o jap saab
18bi punkti B tSmmata ainult uhe sirge, mis on risti sirgega s,
Jirelikult

0

Podrdteoreem. Kui kahetahuliste nurkade joonnurgad on
v¥rdsed, siis on v¥rdsed ka kahetahulised nurgad. Rt

Kui kahetahulise nurga | m88tﬂhikuks vKtame niisuguse kahe-
tahulise nurga, mis vastab joonnurga m¥¥tithikule, siis kaheta-
hulist nurka m33dab tema joonnurk,
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() Risttasspinnad. Kaht tasapinda nimetatakse teineteise

risttasapindadeks, kui nad 1¥ikudes moodustavad kahevahulise
taisnurga. Kahe tasapinna ristseisu tunnus on jirgmine: kui

tasapind 1#bib teise tasapinna ristsir et, siis on ta risti
seﬁe tasaninnaga,

=" Eeldus. BDld ; sirge BD on tasapinnal (3

(joonis 110).

viide. o L.

T¥estus.T¥mbame tasapinnal oL 1#bi punkti B

sirge BE risti tasapindade o« ja‘}l&ikesir-

gega AC., Et BDA A, siis BDL AC ja LEBD

on kahetahulise nurgae(ﬁ joonnurk. See joon=

Joonis 110. nurk on tdisnurk, sest BD L BE (§ 1, 1).

Seega of L '3. -

K otud boraprmes K Lovnaals 4P Lk ,’7.,,,

{ﬂ"ff/fﬂ" M’/ Iu  Qeeed .éme/ﬂ/wmw 25

/L‘

/
5@. Nurk sirge jJa ta"sapinna
yoahels Bl ives irgete Vvahegs

line nurk

ja selle kaldsirge s, mis 1¥ikab tasapinda ol punktis A (joonis
111). Tasapinnal ol asetsevad sirged, mis l#bivad punkti 4,
moodustavad sirgega s mitmesuguse suurusega nurki. Neist iiks on
viikseim, nagu nahtub jargmisest ‘teoreemist,

T Meravnurk, mille moodustab kaldsirge oma projektsiooniga
tasapinnal, on viikseim nurk selle sirge ja mistahes teise
sellel tasapinnal asetseva sirge vahel, :

T8estuseks oletame, et sirge s mingist punktist B on t¥m-
matud tagapinnale ol ristl¥ik BC. Siis sirge t = AC on sirge s
projektsioon tasapinnal k. Olgu sirge u mistahes teine sirge
tasapinnal o 18bi punkti A, NZitame, et siis

. L BAC < LBAD.
Selleks v¥tame sirgel u 18igu AD = AC ja ilhendame punktid D
Ja B; siis BC ¢ BD, sest punktist B tasapinnani t3mmatud rist-

1) Nurk_sirge_ja_tasapinna_vahel. Olgu antud tasapind ol
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13ik on viiksem kui kaldl¥ik. Kolmnurkades ABC ja ABD on ilks
killg AB tthine, AC = AD ning BC £ BD; jhrelikult ZBAC < 4BAD,

S
Joonis 111, Joonis 112,

Nurka BAC nimetatakse sirge s ja tasapinna £ vaheliseks
nurgaks. Seega sirge ja tasapinna vaheliseks nurgaks nimeta-

tatakse teravnurka sirge ja tema projektsiooni vahel..

Eahe_kiivsirge vaheline murk. Kaht sirget, millest el
saa 1hbi panna tasapinda, nimetatakse kiivsirgeteks,

Kahe kiivsirge s ja t vahelise nurga saamiseks paneme lé-
bi mingi punkti C' sirged s' ja t' nii, et s'| s ja t' |l ¢
(joonis 112). Sirged s' ja t' asetsevad iihel tasapinnal ja
moodustavad nurga o4, mida nimetamegi kiivsirgete s ja t vahe-
liseks nurgaks, Selle nurga suurus ei s¥ltu punkti C' asukohast,
sest kui niidatud viisil ehitame punkti C" Jjuures nurga (', siis
ol=ol' kui vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste haaradega
nurgad .

Seega kahe kiivsirge vaheliseks nurgaks nimetatakse nurka
nende sirgetega paralleelsete sirgete vahel, kul viimased l#bi-
vad ttht ja sama punkti, Selle nurga leidmiseks piisab, kul va-
lime n#iteks sirgel s punkti C ja 1#bl selle paneme sirge t1
paralleelselt sirgega t.

Kul kahe kiivsirge vaheline nurk on t#isnurk, siis Seldak-
se,et kiivsirged ristuvad. :
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§ 5., ‘P ril B.0'8

(s.0. tasaplnna tukkldega piiratud keha), mille kaks tahku

on vastavalt vdrdsete ja paralleelsete killgedega hulknurgad ja
filejasnud tahud on r&dpkilikud (joonis 113). Neid hulknurki
(ABCDE ja A'B'C'D'E') nimetame
prisma pShjadeks ja roopkiili-
kuid killgtahkudeks. L¥igud AB,
B0 "vivie g  REBYLN BYCS -5 0N
prisma pShiservad, 13igud

AA' = BB* = ... = EE' aga killg-
servad,

L¥iku, mis ithendab prisma
kaht mitte tthele tahule kuulu-
vat tippu, nimetatakse prisma

Joonis 113, diagonaaliks (n#it. AC'). Ta-
sapinda, mis 18bib kaht mitte ithele tahule kuuluvat kiilgserva,
nimetatakse prisma diagonaaltasapinnaks (n#it. ACC'A'), P¥hja-
de vahelist kaugust nimetatakse prisma k¥rguseks (00'),

Prismasid liigitatakse:

1) piist- ja kaldprismadeks (plistprisma kﬁlgservad on pSh-
jadega risti ja killgtahkudeks on seega ristkillikud);

2) korrapsrasteks ja mittekorrapirasteks (korrapiraseks
nimetatakse pistprismat, mille p¥hjadeks on korrapirased hulk-

nurgad);
: 3) vastavalt pShjadeks oleva hulknurga J§r51 kolmnurkse-
teks, nelinurkseteks jne,

Kergesti v¥ib veenduda, et n-nurksel prismal (n 2 3) on
n + 2 tahkw, 2n tippu, 3n serva, n(n-3) diagonaali ja

5£2!=L2) diagonaaltasapinda,

2. Priswa_kiilgpindala. Prisma killgpindalaks nimetatakse
tema killgtahkude pindalade summat,
Prisma 1¥ikamisel kiilgservaga ristuva tasapinnags saadak-

se 1¥ige, mida nimetatakse ngiigg ristl¥ikeks (A B C DB,
6




Joonis 11#? Joonis 115,
joonisel 114), Ristl¥ike kiiljed on prisma kiilgtahkudeks oleva-
te révpkiillikute k¥rgusteks, kui alusteks v¥tta killgservad.

Prisma killgpindala v¥rdub tema ristl¥ike timberm¥3du ja

killgserva korrutisega,
T¥estus. Killgpindala saamiseks liidame kiilgtahkude pind-

alad:
*iig Bia + o+ t .
Sk = AA AB + BB B C coe EE E A:o

Et prisma killgservad on v3rdsed, siis
8y = AA'(AOBO + BCy + een * Evo).
Jéreldus. Et piistprisma ristl¥ikena v¥ib vaadelda tema
p8hja Jja killgserv on prisma k¥rguseks, siis plistprisma kiilg-
pindala vBrduh tema pShja iimberm¥¥du ja k&rguse korrutisega.

nimetatakse rddptahukaks, Rdoptahuka k8ik kuus tahku on r66p-
kiilikud,
R66ptahuka vastastahud on vbrdsed ja paralleelsed.
T8estus, Tahud ABB'A' ja DCC'D' (joonis 115) on paral-
leelsed, sest (§ 2, 2) ABII DC ja BB'|l CC'. Need tahud on vbrd-
sed, sest AB = DC ja BB' = CC' (kui rddpkiilikute vastaskiiljed)
ning / ABB' = {DCC' kui vastavalt paralleelsete ja samasuuna-

liste haaradega nurgad.
R8Sptahuka diagonaalid.l®ikuvad {ihes ja samas pumktis,

mis poolitab.iga diagonaali.
T3estus., Nelinurk A'BCD' (joonis 116) on r8dpkilik, sest

tema vastaskiiljed A'D' ja BC on paralleelsed ja v¥rdsed, See-
ga rdtptahuka diagonaalid A'C ja D'B 1¥ikuvad ja poolituvad
punktis 0 kui rddpkilliku A'BCD' diagonaalid,

Et ka nelinurk ACC'A' on rddpkilik, siis résptahuka dia-
gonaalid AC' ja A'C samuti 1l3ikuvad ja 1¥ikudes poolitavad
teineteist, Kuid diagonaali A'C xeskpunktiks oli punkt 0, jH-
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relikult same punkti peab l¥bima ka AC', Analoogiliselt saab
t¥estada, et ka diasgonasl DB' 1¥bib punkti O, :

2 ¢
1
k>
N | \
(FHEY B'
i
] \
i \\
by AR SRS
,”Q\ r\ (2
// \\ \ .
{\ N
A B
Joonis 116. Joenis 117,

be §%§§§2§E§§=2%2§2§§§§%§2=25&225' Pustrisptahukat, mil-
le p¥hjadeks on ristkilikud, nimetatakse risttahukaks. Tema
fthest tipust ldhtuva kolme serva pikkust nimetatakse risttahu-
ka m¥Stmeteks (pikkus, laiuns, kdrgus).

Risttahuka diagonaali ruvt vSrdub tema kolme m¥3tme ruu-

tude summaga,
T¥estus.Tdisnurksest kolmnurgast ABD (joonis 117)
8% = 4B% + AD%.

Samuti on ABDD* tiisnurkne, nii et
(80*)? = B0% + (0')? .
FNeist v¥rdustest saame, et
(800)° = aB% + AD® + (DD')°,
Et DD' = AAt', siis (8D')2 = AB° + 402 + (aA')°,
Jireldus, Risttahuka diagonaalid on v3rdsed,

§6. PUuramiiad

%e gggamiidi kirjeldug. Piramiidiks nimetatakse hulktahu-

kat, mille ttks tahk on hulkmurk (pdhi) ja teisteks tahkudeks
on thise tipuga kolmnurgad (kilgtahud),

Piramiid tekidb mitmetahulise nurga 1¥ikemisel tasapinnaga,
mis 1¥ikab nurga k3iki servi, Plramiidi kitlgtahkude tthist tip-
pu S nimetatakese piramiidi tipuks (joonis 118), Tipust p3hjale
t¥mmatud ristl¥ik on pramiidi k¥rgus.
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Joonis 118, Joonis 119,

P8¥hja diagonaali ja piliramiidi tippu l#bivat tasapinda nimeta-
takse pliramiidi diagonaaltasapinnaks (nziteks BDS joonisel
118).

Piiramiidi nimetatakse korrap#raseks, kul tema p¥hjaks on
korrapirane hulknurk ja k¥rguse aluspunktiks on p¥hja keskpunkt.
Korrapirase piiramiidi kiilgservad on vdrdsed ja seega kiilgtahku-
deks on v¥rdsed v¥rdhaarsed kolmnurgad. Korrapirase piiramiidi
killgtahu k¥rgust nimetatakse puramiidi apoteemiks (SE jooni-
sel 119),

Kui uramiidllai ata 8h a a aralleelae tasapinnaga, siis

1) killgservad ja k¥rgus jaotuvad v¥rdelisteks osadeks;
2) 13ige on pShjaga sarnane hulknurk;

3) 13ike pindala ja pdhja pindala suhtuvad nagu vastavate pli-

ramiidide k¥rguste ruudud.
T8estus. 1) L¥ike kiljed A'B', B'C',...,
on vastavalt paralleelded p¥hja kiilgede-
ga AB, BC, ... mistdttu kiirteteoreemi
pShjal (I pt., § 13, 3) killgservadel on
tekkinud v¥rdelised 13igud (joonis 120):
SA* . SB' - SC*

o m = m = m =2 e
Samal phjusel on ka

3 4 SB' _ S0'
Joonis 120, ; B'B'

ehk
SA?' SB! SC* S0*
e Sl B Rl
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2) Kolmnurkade ABS ja A'B'S, BCS ja B'C'S sarnasusest
Jjdreldub, et

AB BS B3« B
B = 5 J2 B5 <Fier o
millest
AB_ _ BC
ARV = BICY
Niisamuti saame, et
BC cS cS CD

BicT = 018 98 TTE T TOT 0
millest

BC CD
BIEC " OTHYC"
Nii saame, et
AB BC GB DR
ZvBv = BTG+ = TIDT - DET T cee

Ka on nende hulknurkade nurgad A ja A', B ja B', ... vastavalt
v8rdsed kui paralleelsete ja samasuunaliste haaradega nurgad.
Seega pdhi ja 1¥ige on sarnased hulknurgad,

3) Et sarnaste hulknurkade pindalad suhtuvad nagu vastava-
te kiilgede ruudud, siis

S 2
e A‘B!
B
b
S_ on pliramiidi pdhja pindala ja 51 pShjaga paralleelse 1¥ike

pindala, s >
Et AERY. o TRAS . AOEE S RSN B 2
ER. T DR T THS S; 352'

Piramiidi pdhjaga paralleelne 1Jige jaotab pliramiidi kaheks
osaks, L¥ike ja pShja vahele jidvat osa nimetatakse tilvipiira-
miidiks (ABCDEA'B'C'D'E'). Paralleelseid +tahke nimetatakse
ttiviptiramiidi p¥hjadeks, P¥hjadevahelist kaugust (00') nimeta-
takse tivipiiramiidi k&rguseks, Tiivipliramiidi kiilgtahkudeks on
- trapetsid ja pdhjadeks sarnased hulknurgad,

Eui 1¥igatav pliramiid on korrap#rane, sils saame korrapé-
rase tilvipliramiidi. Selle kiilgtahkudeks on v3rdhaarsed trapet-
sid ja pShjad on korrapirased hulknurgad.

Jireldus. Kui kahel piiramiidil on v¥rdsed k¥rgused ja v¥rd-
sed pShja pindalad, siis neil on vdrdsed ka pdhjaga paralleelse-
te 1¥igete pindalad, kui 1¥iked on tehtud p¥hjast #thel ja samal
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kaugusel, sest siis on 13iked ka piiramiidi tippudest vdrdsetel
kaugustel, ja seega 3, omaduse thJal kummagi 18ike pindala

2
0'S

§ == .35.
0s P

vipiiramiidi) kiilgpindalaks nimetatakse tema kiilgtahkude pind-
alade summat,

Korrapirase piiramiidi killgpindala on v3rdne p¥hja iimber-
m¥8du ja piliramiidi apoteemi poole korrutisega.

Kulgtahkude vdrdsuse t¥ttu kiilgpindala Sk v8rdub tihe kiilg-
tahu pindala ja killgtahkude arvu n korrutisega (joonis 119):

S, =n .+ 2558 o F (nBC) - sE.

Et nBC on pShja Umbermd¥t ja SE pliramiidi apoteem, siis teo-
reem on t¥estatud.

Analoogiliselt leiame korrapirase
tivipliramiidi kiilgpindala (joonis
121):

5 AB + A'B!' ¥
sk_n.._z__'FF'_
- DAB + nA'B' FF
= = i}

Et n AB ja nA'B' on tiivipliramiidi
pShjade timberm3¥dud, siis

Joonis 121,
korrapérase tiivipiiramiidi kiilgpindala v¥rdub pShjade fimber-

m33tude poolsumma ja tHvipliramiidi apoteemi korrutisega.

§7. Prisma, piramiildi Ja tavi-
pUramiial rannala

1. Risttahuka ruumala. Ruumalaithikuks v¥etakse ithikkuubi

ruumala, s.o. niisuguse kuubi ruumala, mille serva pikkus v¥r-
dub pikkusithikuga. Ruumala m¥Starv n#itab, mitu korda keha
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ruumala on ruumalaithikust suurem v¥i missuguse osa ta sellest
moodustab, Et mitte eksida ruumalaiihikute vahelistes seostes,
tuleb teada, et kahe ruumalaithiku suhe v¥rdub vastavate pikkus-
tfihikute suhte kuubiga, Vastavalt sellele

1 m> = 1000 dm’

1 am’ = 1000 om’
1 cm3 = 1000 mm3

1 am’> = 1000 000 mm3,

Risttahuka ruumala v¥rdub tema kolme m¥3tme korrutisega
(v¥i tema p¥hja pindala ja k¥rguse korrutisega).
T8estus. 8) Kui risttahuka mE8tmed avalduvad tiisarvudes
(ndit. a = 6, b = 3, ¢ = 4, joonis 122), siis risttahuka saab
tilkeldada kuupideks servaga 1 ithik, P¥hjale
mahub ab ithikkuupi. Kihte, millest igatiks
o sisaldab ab ithikkuupi, on c. Jirelikult
risttahukas sisaldab abe ithikkuupi, nii et
tema ruumala V= a * b ¢« ¢, Et a + b on rist-
tahuka pShja pindala ja c tema k3rgus, siis

o
v o
T

a v8rdub ruumala ka pdhja pindala ja k¥rguse
Joonis 122, korrutisega.
b) Kul iikski risttahuka m3Stmetest on murdarvuline (a =,%,
b= ﬁ, c = %}, siis v¥ib need murrud teisendada ithenimelisteks
mgs ns ngr et
(a = ‘ans’ b = %ﬁ, c = a-g;) ja v¥tta uueks pikkusihikuks o=

esialgsest pikkustihikust., Uus ruumalaithik moodustab siis

(E%EI3 esialgsest, Niild on m33tmed t#isarvulised ja ruumala

V = mgs « pns . ngr uvut ruumalaithikut ehk

mgs * pns , ngr _ mgs , pns , ngr g
e 3 ® nas ° nas ms-2°b.o

(ngs)”’ .
esialgset ruumalatthikut.
Olgh niiteks a = %, b= % ja ¢ = 1, Uhenimeliste murdudena
S0 a 12 15 1 -
a =15 b 1= jJac = 15 VEtame uueks pikkusithikuks 15 esi

algsest; uus ruumalaithik moodustab siis —13 esialgsest ruumala-
tthikust, Risttahuka m3Stmed uutes uhikutlﬁ on: a = 10; b = 123
¢ = 15, Ruumala V = 10 « 12 « 15 = 1800 uut ruumalaithikut ehk
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i o L3 i
_;;3 o R 1 esialgset ruumalaithikut.

c) V¥ib olla, et risttahuka m3¥tarvudest m¥ni on irratsio-
naalne, Et teoreem kehtib iga risttahuka puhul, millel on irrat-
sionaalsete servapikkuste asemel nende kuitahes tiépsed murdarvu-
lised lZhisv#irtused, siis loeme ta kehtivaks ka irratsionaal-.
sete servapikkuste puhul.

2. Cavalieri printsiip. Itaalia matemaatik Cavalieri

(elas 17. saj.) avaldas viite, nn, Cavalferi printsiibi, mis
v3imaldab tuletada valemeid paljude kehade ruumalade arvutami-
seks,

Kui kahel kehal on v3rdsed k¥rgused ja 'v¥rdsed pShjapind-
alad ning nende 1¥ikamisel p¥hjadega paralleelsete tasapindade-
ga, mis on pShjadest samal kaugusel, saadakse v¥rdset ala-
dega 18iked, siis on v¥rdsed ka kehade ruumalad.

Selle vdite sisu selgitamiseks v¥ib 1¥igata ithe virna nii-
teks ruudu-, teise kolmnurga- ja kolmanda ringikujulisi papitii-
kikesi nii, et laua tasapinnast samal kaugusel asetsevad papi-
tiukikesed oleksid vbrdsete pindaladega . K¥igi kolme virna
poolt moodustatud kehad on Cavalieri printsiibi jargi vdrdsete
ruumaladega, Uksk¥ik kuidas ithes virnas olevaid papitilkkikesi
ilksteise suhtes ka nihutada, nende poolt moodustatud keha

f
Ll J__ 'l

1|
e i %
) 1 - T SN
1% ——
|| | AT PR e
{ i | L il

Joonis 123,

h

ruumala ei muutu (ithtlasi ei muutu pShja pindala, k¥rgus ja
mistahes k¥rgusel tehtud 1¥ike pindala).

3. Prisma_ruumala, Prisma ruumala v¥rdub pShia pindala

ja k¥rguse korrutisega, samuti ka ristl¥ike pindala ja killg-

gserva korrutisega,
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a) 0lgu prisma pdhja pindala Sp ja k8rgus h, Paigutame
selle prisma p¥hja tasapinnale risttahuka, mille pdhja pindala
on samuti Sp ja k¥rgus h (joonis 124). Trisma ja risttahuka
1¥ikamisel p¥hjaga paralleelse tasapinnaga tekivad pShjaga vdrd-
sed hulknurgad.

Joonis 124,

Seega prisma ja risttahukas on Cavalieri printsiibi jirgl vdrd-
sete ruumaladega. Sellest jareldubki, et ka prisma ruumala

1 G R - ™
AT e

b) L8ikame kaldprisma kuigservadega ristuva tasapinna abil
kaheks tahkkehaks ( joon.125a) ja asetame {the neist teise pea-
le nii, et kaldprisma iilemine ja alumine p¥hi thtivad (joonis
125 b). Nii saame kaldprismast pilstprisma, mille pdhjaks on

Joonis 125
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kaldprisma ristl¥ige ja mille k¥rgus v¥rdub kaldprisma killg-
servaga., Et keha ruumala tiikeldamisel ja saadud osade teistsu-
gusel kokkupanekul ei muutu, siis on tekkinud piistprisma ja an-
tud kaldprisma v3rdsete ruumaladega, Jirelikult kaldprisma
ruumala vdrdub ristl¥ike pindala ja kiilgserva korrutisega,

4, Puramiidi ruumala. Piiramiidi ruumala valemi tuletami-
seks mérgiag esmalt, et

kui kahel piiramiidil on v3rdsed k¥rgused ja v¥rdsed p¥hja
pindalad, siis neil on ka v¥rdsed ruumalad,
sest tehtud eeldusel on neil v3rdsed pShjaga paralleelsete 1¥i-
gete pindalad, kui 1¥iked on p¥hjadest v¥rdsetel kaugustel
(§ 6, 2, jareldns) ja seega Cavalieri printsiibi jirgi on ka

ruumalad v3rdsed,

Joonis 126, Joonis 127,

Tuletame nfiild valemi kolmnurkse ptiramiidi ruumala arvutamiseks,
Selleks ehitame pliramiidi TABC pShjale ABC prisma, mille

tiheks kiilgservaks on piiramiidi kiilgserv TA (joonis 127). Selle
prisma ruumala v¥rdub p¥hja pindala S ja k6rguae h korrutisega,
Kui prismast eraldada antud piiramiid, siis jiib jirele nelinurk-
ne piramiid, mille tipuks on T ja pShjaks rsspkiilik BB'C'C. Tip-
pu T ja pShja diagonaali B'C libiv tasapind jaotab selle ptira-
miidi kaheks v¥rdse ruumalaga piiramiidiks TB'CB ja TB'CC' (m3le-
ma k¥rguseks on tipu T kaugus tahu BB'C'C tasapinnast; pShjade
B'CB Ja B'C'C pindalad on v3rdsed, sest kolmnurgad B'CB ja

CB'C on vdrdsed). Kui aga piiramiidi TB'C'C (ehk CTC'B') p¥hjana
vaadelda prisma p¥hja TC'B' (vastavaks k¥rguseks on antud plra-
miidi k3rgus h), siis nieme, et ka piiramiidide TB'C'C ja TABC
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ruumalad on abiteoreemi jirgi vdrdsed., Seega k3ik kolm vaa-
deldud piliramiidi on v3rdsete ruumaladega ja ilhe pliramiidi
ruumala v¥rdub iihe kolmandikuga vastava prisma ruumalast:

V=-13-Sh.

Hulknurkse piiramiidi saame tilkeldada kolmnurkseteks pii-
ramiidideks. Selleks joonestame pShja mingist tipust diago-
naalid (AD ja AC, joonis 128). L¥ikame piiramiidi tasapindade-
g8, mis l#bivad neid pdhja diagonaale ja pliramiidi tippu. Tek-
kivad kolmnurksed piiramiidid, millel on ithine k¥rgus h ja mil-
le pShjade pindalad olgu S1, 82, ...,Sn. Hulknurkse piliramiidi
ruumala v8rdub nende pilramiidide ruumalade summaga:

VagSh+gSh+ cou+gShagh(s,+5,...45,) = 5 sn.
Seega iga pliramiidi ruumala v¥rdub iithe kolmandikuga pshja pind=-

ala ja k8rguse korrutisest:

1
V = = sh.
s

Joonis 129,

5. Tuyvipliramiidi ruumala. Olgu tiivipiiramiidi pdhjade
pindalad S1 Jja S2’ kdrgus h, Tdiendame selle tiivipliramiidi
tdisptiramiidiks (joonis 129),. Siis tilvipiiramiidi ruumala v¥ime
vaadelda tédispliramiidi ja tdienduspiiramiidi ruumalade vahena,

Tdienduspitramiidi k¥rguse x avaldame seosest (§ 6, 2):

-———-—-2-12 32 ehk E———x = Jé—:a-—
(h + x) 3; i ng
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Sellest

x\[s, = n\[s, + x\[s,,

h\/_
\I‘ -\5,
Tivipiiramiidi ruumala
V=%S1(h+)‘:)—%52x=

=§-s1h+%x(s -s)=1s1h+% h\fsé(s-l-sz):

vs, -\S

g, BT 0 Y 3
Vs V5,

, .}h[s-1 +\5,( s, +V'§2)] = 40 (5, +\[5;5, + 5,)

Saime valemi

seega

jh(s +\8,5, +sz).

Tulemuse v8ib sdnastada jargmiselt: tuivipiliramiidi ruumala
v8rdub kolme pliramiidi ruumala summaga, kui pliramiidide k¥rgu-
sed on v¥rdsed antud titvipiiramiidi k¥rgusega ja p¥hjade pind-
alad on vdrdsed ithel tiivipiiramiidi alumise pShja pindalaga,
teisel illemise pShja pindalaga ja kolmandal nende p¥hjade pind-
alade geomeetrilise keskmisega,

§8, Silindr 1,7 ko o0nnee ja tilvis
koonusese kWlgpilaundala ja
ruumala

keha, mis tekib ristkuliku (ABCD) p66r1emiae1 iimber {ihe kulje
(AD, joonis 130). Silinder on piiratud kahe ringiga (silindri
pShjad) ja silindri kiilgpinnaga.

2) Koonuseks nimetatakse keha, mis tekib tdisnurkse kolm-
nurga (ABC) ptdrlemisel Hmber tthe kaateti (AC, joonis 131).
Koonus on piiratud ithe ringiga (koonuse p¥hi) ja koonuse kiilg-

pinnaga,
g




Joonis 130, Joonis 131,

3) Tiivikoonuseks nimetatakse keha, mis tekib tadisnurkse
trapetsi pdorlemisel limber alustega ristioleva haara (AD, joo-
nis 132). Tivikoonust vbib defineerida ka kehana, mis tekib
koonuse 18ikamisel pShjaga paralleelse tasapinnaga. Tiivikoonus
on piiratud kahe ringiga (tiivikoonuse pShjad) ja tiivikoonuse

kiilgpinnaga, 2. Kiilgpindala. Silindri, koonuse ja tiivie

koonuse kiilgpind ei ole tasane ega koosne
tasapinnalistest kujunditest. Nimetame
neid kbverpindadeks., Nende pindala ei saa
madrata thikruudu pindalaga vbrdlemise

»c teel (nagu hulknurga pindala),

Nende kehade kiilgpindalad defineeri-

Joonis 132, me jérgmiselt, Silindri (koonuse, tiivikoo-

nuse) kiilgpindalaks nimetatakse selle keha sisse kujundatud

~ Joonis 133,
ala piirvidirtust prisma (pliramiidi, tiivipliramiidi) pBhiservade
arvu t6kestamatul kasvamisel,

Korrapdrase prisma kiilgpindala vb6rdub teatavasti pShja iim-
bermdbdu ja kbrguse korrutisega (§ 5, 2). Prisma pShiservade ar-
vu t8kestamatul suurenemisel on pShja limbermb8du piirvadrtuseks
ringjoone pikkus; kSrgus ei muutu (joonis 133,a). Jérelikult si-
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1indri kilgpindala v¥rdub pShja timberm¥¥du ja k¥rguse korru-
tisega:
e R

Taispindala saamiseks tuleb killgpindalaga liita pShjade

pindalad:

S = 2iRh + 2T R% ehk § = 2T R(R + h).
Silindri pinnalaotus koosneb kahest v¥rdsest ringist ja rist-
kilikust (joonis 134). ,

Korrapirase piiramiidi kiilgpind=-
ala v3rdub teatavasti pShja iimber-
m3%du ja apoteemi poole korrutise-
ga (§ 6, 3). Piramiidi pShiservade
arvu t¥kestamatul suurendamisel
on p¥hja iimberm¥8du piirividirtuseks
ringjoone pikkus, Apoteemi piirviir-
tuseks on koonuse moodustaja 1 (joo=
nis 133,b), sest moodustaja (TB) ja
apoteemi (TK) pikkuste vahe v¥ib
saada kuitahes viikeseks (kolmnurga

Joonis 134, kahe killje vahe on viiksem kolman-
dast killjest, seega TB -~ TK {BK = %5- 5 korrapirase hulknurga
kiilg AB aga v8ib kiilgede arvu t¥kestamatul suurendamisel saada
kuitahes viikeseks). Seega koonuse killgpindala v¥rdub pShja iim—
bermd¥du 27 R Jja moodustaja 1 poole korrutisega:

Sk =TR1 .

THdispindala saamiseks tuleb kiilgpindalaga liita p¥hja pind-

ala:

S = WR1 + TR ehk S =WR(1 + R).
Koonuse pinnalaotus koosneb ringist ja niisuguse ringi sek-
torist, mille raadiuseks on moodustaja (joonis 134).

A

2

Joonis 135.
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Selle sektori kaare pikkus on g%%%-°oL= 2T R, kus ok on

sektori nurk kraadides. Siit saame seose R, 1 jad vahel:
1-scl= 360 R.

Korrapirase tiivipliramiidi killgpindala teatavasti vdrdub
pdhjade iimbermd¥tude poolsumma ja apoteemi korrutisega (§ 6,3).
P¥hiservade arvu t¥kestamatul suurendamisel on pShjade iimber-
m38tude piirvidirtusteks vastavate ringjoonte pikkused ja apo-
teemi piirviirtuseks tivikoonuse moodustaja 1 (joonis 133, c).
Jarelikult tiivikoonuse kiilgpindala v¥rdub p¥hjade iimberm¥tu-
de poolsumma ja moodustaja korrutisega:

S = (2TR + 2Tr)l ehk 5, =TI(R + 1.
Taispindala saamiseks tuleb kiilgpindalaga liita p¥hjade pind-
alad:
$ =T1(R + ) +7BZ +@r°.
Tiivikoonuse pinnalaotus koosneb kahest ringist raadiuste-
ga R ja r ning rbnga sektorist(joonis 136).

Joonis 136,

metatakse selle keha sisse kujundatud korrapirase prisma (pii-
ramiidi, tiivipiiramiidi) ruumala piirvisirtust pShiservade arvu
t8kestamatul kasvamisel,

Prisma ruumala V = Sp *h (§ 7, 3) ja puramiidi ruumala

V= % S_e«h (§ 7, 4). Korrapirase prisma v¥i ptiramiidi p&hi-

servade arvu tSkestamatul suurendamisel on pShja pindala S
piirvasirtuseks ringi pindala % R (joonis 133, a ja b); kdrgus
ei muutu, Vastavalt definitsioonile vdrdub silindri ruumala
pShja pindala  ja k¥rguse korrutisega:

Y=%R2 ¢« h,
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Koonuse ruumala v¥rdub ithe kolmandikuga p¥hja pindala ja k&r-
guse korrutisest
V= 3%R%,

Tuvipiramiidi ruumala V = %h(s1 + VB38, + 85) (§ 7, 5).
P¥hiservade arvu t¥kestamatul suurendamisel on pShjade pindala-
de piirviirtusteks vastavate ringide pindalad T r2 ja® R? (joo-
nis 133, ¢). Asendades S, ja S, vastavate piirviirtustega
saame tiivikoonuse ruumala arvutamiseks avaldise

V= %- h (17r2 +Vi2r232 +’17112)

V= +%n (#° + B + B?).

Valemi v¥ib s¥nastada jhrgmiselt.

Tuvikoonuse ruumala v¥rdub kolme koonuse ruumalade summa-
ga, kui koonuste k¥rgused on vdrdsed antud tiivikoonuse k¥rguse-
ga ja p¥hjade raadiusteks on ilhel tiivikoonuse alumise p¥hja raa-
dius, teisel iilemise p&hja raadius ja kolmandal nende raadiuste
geomeetriline keskmine,

ehk, lilhemalt,

§ 0y XeT A

1. Definitsioonid. Keraks nimetatakse keha, mis tekib
poolringi ptdrlemisel iimber diameetri. Poolringjoone poolt
pUdrlemisel moodustatud pinda nimetatakse kerapinnaks ehk sf#i-
riks. Sfa8ri segment on kerapinnast mingi tasapinnaga eralda-
tud osa, Sfiirl osa kahe paralleelse 13iketadapinna vahel nime-
tatakse kera vidks (joonis 137), L¥iketasapindade vaheline kau-

gus on v86 kdrguseks, Kera
— sektor on keha, mis tekib rin-
% gl sektori pdsrlemisel tema
kaarega mitteldikuva diameetri
imber (joonis 138).

Joonis 137. Kera pindalaks nimetatakse
piirviadrtust, millele lzheneb poolringjoonesse kujundatud korra-
pirase k¥¥lmurdjoone limber diameetri pdsrlemisel tekkiva keha
killgpindala, kui k¥3lmurdjoone 1liilide arvu t¥kestamatult suuren-
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dada, Analoogiliselt defineeritakse ka sfiiri segmendl ja kera
v6s pindala (vt. A. Kisseljovi Stereomeetria XI klassile,
' |
\
|

Joonis 138.

Kerasektori ruumalaks nimetatakse piirviirtust, millele
lzheneb vastava ringisektori sdrmiste raadiustega (OA ja 0B,
joonis 138) ja sektori kaaresse kujundatud korrapirase k¥¥lmurd-
joonega piiratud hulknurkse sektori pdtrlemisel tekkiva keha
ruumala, kui murdjoone liilide arv t¥kestamatult suureneb,

ge_on ring.
Selle teoreemi t8estamiseks valime tasapinna o ja kerapin-

na 1¥ikejoonel vabalt punkti M (joonis 139), mille ithendame ke-
ra keskpunktiga 0, Kui kera raadiuseks on r, siis OM = r, sest

kerapinna punkt asub kera keskpunktist keugusel r, Olgu 1¥ike-

tasapinna kaugus kera keskpunktist OK = d.

Joonis 139, Joonds 140,

Uhendades punktid M ja K tekib kolmnurk OMK, See on t#isnurknme,
sest kui OKLd, siis ka OK LMK, Jarelikult MK = \ r2 - a2,

Punkt M asetseb ringjoonel, mille keskpunktiks on K ja raadiu-
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seks V:r2 - de. Mida lshemal on 13iketasapind keskpunktile,
seda suurem on 13ikeringi raadius., Kui 13iketasapind 1%bib
kera keskpunkti, siis 18ikeringi raadiuseks on kera raadius ja
18iget nimetatakse kera suurringiks. K¥iki teisi 1¥ikeringe ni-
metatakse vdikeringideks.

Kaht kerapinna punkti, mis ei ole tihe diameetri otspunk-
tideks, 1bib tiksainus suurringjoon: need kaks punkti koos ke-
ra keskpunktiga m##ravad iitheainsa tasapinna, mis 1¥ikab kera-
pinda mésda suurringjoont.

3. Kera puutuvtasapind. Tasapinda, millel on kerapinnaga
fiksainus tthine punkt, nimetatakse kera puutuvtasapinnaks selles
punktis (joonis 140).

Puutuvtasapind on risti puutepunkti miHeva raadiusega.

Teoreemi t3estamiseks paneme tihele, et kui oL on kera
puutuvtasapind punktis K, sils puutepunkt K on kerapinmna ja
tasapinna oL ainus itthine punkt. Sellest jdreldub, et tasapin-
na o iga teine punkt A on v#ljaspool kerapinda, seega kera
keskpunktist kaugemal kui punkt K., Seega 1¥ik OK on punkti 0
kauguseks tasapinnastol, Et punkti kaugus tasapinnast on punk=-
tist tasapinnale juhitud ristl¥igu pikkus, siis on raadius 0K
puutuvtasapinnaga & risti,

4, Stutri pindala. Selleks, et tuletada valemid sfauri
ja teme osade pindalade arvutamiseks, tuleb eelnevalt tdestada
Jjérgmine abiteoreem,

Tivikoonuse killgpindala v¥rdub tilvikoonuse k¥rguse ja nii-

suguse ringjoone pikkuse korrutisega, mille raadiuseks on moo-
dustaja keskpunktist teljeni jgggtud moo=

dustajaga ristuv 15ik.
TMivikoonuse kiilgpindala (joonis 141)
=‘J‘((o1A + 0,B)AB =
= 2TKL » AB, kus
0,A + 0,B
KL m oo
Joonis 141, (trapetsi 0,ABO, kesk1¥ik).

Joonestame AC J.oaB. Siis LCAB = LKIM (vastavalt ristuvate

Sk
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_ haaradega teravnurgad.) Kolmnurgad ABC ja KIM on sarnased nen-
de vastavate nurkade v¥rdsuse tattu. Sarnaste kolmnurkade vas-
tavad kiiljed on virdelised: ¥ = 1§. Si1t'KL « AB = AC - MI.
Asendades saamegi t¥estatava viite:
Sk = 27Z+AC ¢« ML = 2ML ¢« h,
Saab n#idata, et see teorecem kehtib ka silindri ja koonu-

se pugul .

v vérdub tema a
kera suurringjoone pikkuse korrutisega. !
A ' Tekkigu sfusri segment kaare AE psdrle- |
B=T T misel umber diameetri AT (joonis 142).
31, | EKujundame kaaresse AE korrapirase k3¥l-
7 S lh murdjoone ABCDE ja leiame murdjoone
%9‘7' ) | ptorlemisel tekkiva pinna pindala, Vas-
D .l { tavalt vaadeldud abiteoreemile saame:
. / | kiilje AB poolt kujundatud pipna pind-
E\f_/ - ala S, = 27m . AB';
e kiilje BC poolt kujundatud pinna pind-
Joonis 142, ala S, = 2%m » B'C';
kilje CD poolt kujundatud pinna pindala S, = 27%m « C'D';
. DE 5 » i " S, = 2%m « D'E',

kus m on murdjoone apoteem (vSrdsete k38lude kaugused ringi
keskpunktist on v¥rdsed)., Murdjoone ABCDE poolt kujundatud
pinna pindala S = S1 + 32 + 83 + Sh = 2%m (AB' + B'C*' + C'D' +
4+ D'E') = 27 mh, Murdjoone liilide arvu tSkestamatul suurendami-
sel segmendi k¥rgus h ei muutu, apoteemi m piirviirtuseks aga
on raadius r, Seega saame sfiirl segmendi pindala arvutamiseks
valemi S = 2R rh,

V56 pindala leidmisel (kui v86 tekib niéiteks kaare CE pbr=
lemisel imber diameetri AT) kasutame sama mEttekiiku; ka tule-
mus ei muutu: véd pindala S = 2iirh, kus h on niiid vé8 kdrgus.

Kerapinda v¥ime vaadelda sfxiri segmendina, mille kdrgus
h = 2r, Eelmisest valemist saameé et kera pindala

452 ,

Kera pindala v¥rdub suurriggi Umberm¥3du je diameetri kor-
rutisegs ehk suurringi neljakordse pindalaga.

5. Eera sektori ja kera ruumala. Kera sektori ruumsla va-

lemi tuletamiseka tuleb taestada jirgmine abiteoreem:
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kui kolmnurk ABC (joonis 143 a, b, c¢) ptdrleb imber telje,
mis asetseb kolmnurga tasapinnas ja 1%bib tippu A ning ei 13i-
ka kiilge BC, siis pdtrlemisel tekkiva keha ruumala v3rdub fihe
kolmandikuga killje BC poole moodustatud pinna pindala ja selle

killjele joonestatud k¥rguse korrutisest.
. |

Bt il B M
A h /]
A ;
h
] A
. . ¢) ¢
5 Lo AT b Joomis 143,

a) Xui killg BC on paralleelne p&drlemisteljega (Joonis
142, a),aiis tekkiva keha ruumala saamiseks tuleb fthe silindri
ruumalast lahutada kahe koonuse ruumalade summas
V =%h?BC - ( 1"Eh2AB' + %-'T'haAC') -
=Th?BC - $%h? (AB' + AC') =T h?BC - §WHZBC = §7n%RC,

Bt 2%h . BC on kiilje BC poolt pddrlemisel moodustatud silindri-
lise pinna pindala, siis V = Spe * %, mida oligi vaja t¥estada.
b) Kui kilg AB (v3i AC) asetseb pbtdrlemisteljel, siis
pidrlemisel tekkiva keha ruumala v3rdub kahe koonuse ruumala-

de summaga:

v 3me coo? . Bor + dmerc? . acr = fwerc?(mer + ACY) =

= 177- 0'02 « AB, Bt CC' « AB = BC + h (m¥lemad korrutised vil-
jendavad kolmnurga ABC kahekordset pindala), siis asendamisel
saame: V = {T+ CC' + BC * h = Spy » § (korrutis T« cC* + BC
viljendab killje BC poolt pddrlemisel moodustatud koonilise pin-
na pindala SBC)'

¢) Uldjuhtumil pikendame kiilge BC 13ikumiseni pStrlemistel-
Jega punktis M, Siis otsitav ruumals vdrdub kolmnurkade AMC ja
AMB ps¥rlemisel tekkivate kehade ruumalade vahega, Vastavalt
Juhtumile b) :

VeaSy B3-S §ads, -5, =3 - sy
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Kera sektori ruumala v¥rdub ithe
kolmandikuga vastava vds (v¥i sfasri seg-
mendi) pindala ja kera raadiuse korruti-
sest.

T¥estuseks vaatleme kera sektorit,
mis tekib ringi sektori OAB pdbrlemisel
iimber diameetri MV ja kujundame ringi

sektori kaaresse korrapirase k¥3lmurdjoo-
i ne ACDEB, mille apoteem on m (joonis 144),
N Leiame vastava hulknurkse sektori pdtrle-

Joonis 144, misel tekkiva keha ruumala (kui sektor
pdorleb imber diameetri MN),

Vastavalt t8estatud abiteoreemile:
kolmnurga OAC pddrlemisel tekkiva keha ruumala V1 = i m e SAC;

- 2

» oCcDh " " " L V2 = - m e SCD;
" ODE " " " " T agm oS
" OBE " n " n v

gk Tm e SBE’

Seega hulknurkse sektori OACDEBO pdsrlemisel tekkiva keha
ruumala

Vy=3m (S0 + Sy + Spp + Spr) = 3% * Syonese

Murd joone liilide arvu n t¥kestamatul suurendamisel on apo=
teemi m piirvidrtuseks raadius r ja pindala SACDEB piirvﬁﬁrtt—
seks v88 (v31i segmendi) pindala S = 2% rh. Seega kera sektori
. ruumala V = % T o 2%urh ehk it

Y = 3%zn,

Kera ruumala v¥ime vaadelda niisuguse sektori ruumalana,
mis tekib poolringi psdrlemisel iimber diameetri. Vastava vdd
pindalaks on siis kera pindala 4T r° ja k¥rguseks diameeter

2 r, Saame valemi: V = % T« 45T ehk

Y= 3,

Kera ruumala v¥rdub tthe kolmandikuga tema pindala ja raa-
diuse korrutisest.
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TRIGONOMEETRIA
I. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE PUHICMADUSED

§1, Nurkade m3¥tmine

1. Nurga_m¥3tmine kraadides. Teatavasti nurk on kujund,
aille moodustavad kaks ilhest punktist viljuvat kiirt. Nurga
Juuruse mSiste on tihedalt seotud kiire pssrlemise m¥istega:
nurk iseloomustab seda pdsret, mis teeb nurga ithe kaare teise-
ga {thtivaks,

Et pddrleva kiire iga punkt liigub mddda ringjoone kaart,
siis on seotud ka kesknurgad ja ringjoone kaared, kusjuures
tdispdordele vastab ringjoon.

Nurkade m¥3tmist teostatakse jirgmiselt: v¥etakse mingi
suvaline arv (niisuguseks arvuks on harilikult 4; 24; 60; 360)
ning jaotatakse ringjoon vastavaks arvuks v¥rdseteks osadeks.
Uhendades kaks naaberjaotuspunkti ringi keskpunktiga, saamegi
ithiknurga. K¥ige levinum jaotuste arv om 360, mis annab meile
#ldtuntud nurkade m3Stmise kraadides,

Viiksemate nurkade m¥¥tmiseks kasutatakse nurgaminutit
(s.0. 38 nurgakraadi) ' ja nurgasekundit (mis on %3 nurgaminu-

t1t). Nii nHiteks Piikese nurkdiameeter on 0° 359" 53

des ehk nurga radiaanm¥¥duks on nurgale (kui kesknurgale) vas-
tava kaare pikkuse ja raadiuse jagatis, Kui kaare pikkus on s

Ja raadiuse pikkus r, siis kaarele vastava kesknurga radiaan-

n38t ol= %,

24 §g£§g=g§§§g;ge radiaanides. Nurga suuruseks radiaani-

Sellest jdreldub, et s =«Lr.

Uks radiaan on niisugune kesknurk, mil-
lele vastava kaare pikkus on v¥rdne raadiuse
pikkusega: kui s = r, siisol = 1, Joonisel
145 on esitatud kaks nurka, milledest suurem
on 60° (sest OA = AK = K0) ja viiksem on
1 radiaan, sest kaare (mitte k¥¥lu) AR pik-

Joonis 145,
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kus on v¥rdne raadiusega.

Mitu kraadi on ilks radiaan ja mitu radiaani on ks kraad?
Vastuse sellele kiisimusele saame asjaoludest, et

1) nurga kraadimb5t ja radiaanmb6t on vbrdelised (s.t. et
iga nurga puhul kraadide arvu ja radiaanide arvu suhe on kons—
tantne),

2) tuispssre on 360° ja

2Lr . 27 radiaani.

See tihendab, et 3
1 radiaan = B = 57°, 3;
1° = TGEI'G radiaani; 90° -§ radiaani.
Tshtis on ka tilalsaadud seos
s = rd, :
8.t, ringjoone kaare pikkus on v3rdne raadiuse ja nurgas radiaan-
m33du korrutisega.

Sellest jireldub, et ringi sektori pindala
1

S-zeor:‘%rzot
on vdrdne raadiuse ruudu ja nurga radiaanm¥¥du poole korrutisega,
See tzhendab, et kul joonestame ringjoone, mille keskpunke-
tiks on antud nurga tipp ja mille raadius on {iks, siis nurk ra-
diaanides on arvuliselt v3rdne vastava kaare AR pikkusega ja ka

B
R
+
0 A o >

Joonis 146, Joonis 147,

vastava sektori kahekordse pindalaga (joonis 146),

3. Besiliivue.purk.is peeatilvpe zugk. leldud kaks this-
pbtrdest viiksemat potret, millega nurga AOB haara OA saab te—
ha thtivaks haaraga OB. Uht neist, nimelt seda, mille puhul
haar OA pd8rdudb vastu kellaosutite liikumise suunda, nimetatak-
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se positiivseks, teist aga negatiivseks (joonis 147). Koosk¥-
las sellega nurga vidrtus on positiivme, kui nurgaithikute lu-

gemine toimub vastu kellaosutite liikumise suunda ja negatiiv-
ne, kul lugemine toimub kellaosutite liikumise suunas, Niiteks
Jjoonisel 148 on esitatud nurgad, millede viirtused radiaanides
on-n%-fl'i, -%-TL' 33-%97.

On ilmne, et muutuv nurk v¥ib
omada k¥iki vilrtusi -ocja +o0va-~
hel, See tzhendab, et kui on tege~
mist mingisuguse funktsiooniga, mil-
le argumendiks on nurk, siis selle
funktsiooni graafilisel kujutamisel
v3ime mérkida argumendi viirtusi
suvalises ulatuses (joonis 149),

Joonis 148,

3 3 9] P et

Joonis 149,
Sellel teljel punkt 1 vastab nurgale, mille suurus on iiks
radiaan, punkt 1? vastab téisnurgale jne, Igale nurgale
vastab abstsissteljel teatud punkt ja igale punktile vastab
teatud nurk,

§2, Trigonomeetrilised
funktsioonid

gonomeetrilistest funktsioonideat vaatlene nurga siinnst, koo-
sinust, tangensit ja kootangensit, Nende funktsioonide argumen-
diks on nurk v3i sellele nurgale vastav kaar (ladina keeles
arcus), mida kujundab pdsrleva kiire mingl suvaline punkt.,
Seda nurka (v¥i kaart) tizhistame tihega ol .

Trigonomeetriliste funktsioonide defineerimiseks on k¥i-
ge h¥lpsam l#htuda nn. trigonomeetrilisest ringist, mida v¥id
vaadelda kui liikuva kiire OP suvalise punkti P trajektoori
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(joonis 150), Lisaks sellele rin-
34\ gile v¥tame koordinaatteljestiku,
mille alguseks on ringi keskpunkt
0. Nurga lzhtehaaraks v@tame kii-
L re OA (joonis 150) ja kaare algus-
punktiks seega punkti A. Tdienda-
me joonist veel ringjoone puutu-
.. jaga punktis A, Edaspidi vaatleme
A ¥ 1iikuva kiire OP asemel liikuvat

raadiust, s.o. iimber punkti O

pdsrlevat 13iku OP, mille pikkus
oL olgu tzhistatud tzhega r, Punk-
ti P projektsioon x-teljel olgu

Joonis 150. X, nii et OX on liikuva raadiuse
projektsioon x-teljel, Joonisel téhed P ja X esinevad kaks kor-
da selleptirast, et nurk « on vdetud kord positiivsena, teine
kord aga negatiivsena; alljérgnevad arutlused kehtivad nii ihe
¥ui ka teise punkti P kohta vaatamata sellele, et 13ik XP on
kord positiivne, teine kord aga negatiivme.

Anname niliid j#rgmised definitsioonid.

1) Nurga ol siinuseks nimetatakse liikuva raadiuse OP ots-
punktist P x-teljele t¥mmatud ristl¥igu XP (siinusldigu) ja
raadiuse pikkuste jagatist ehk, tipsemini, punkti P ordinaadi
Ja raadiuse pikkuse jagatist:

XP
=

2) Nurga o koosinuseks nimetatakse liikuva raadiuse OP pro-
jektsiooni 0X (koosinusldigu) ja raadiuse pikkuste jagatist ehk
punktl P abstsissi Ja raadiuse pikkuse jagatist:

coso(*-gl}.-[ .

3) Furga oL tangensiks nimetatakse liikuva raadiuse otspunk-
ti P ordinaadi ja abstsissi jagatist:
tan = §§ Z

sing =

Kui paremal seisva murru lugeja ja nimetaja jagame raadiu-
sega r, siis ndeme, et nurga tangens on v¥rdne nurga siimuse ja

koosinuse jagatisega:

sind
tand = SoRs
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Kolmnurkade OXP ja OAT sarnasusest JHreldub, et nurga
tangens on ka puutujaldigu AT ja raadiuse OA jagatis:

tan = %‘% .

4) Nurga kootangensiks nimetatakse tangensi pS¥rdviir-
tust:

1 cos
cotd= Ty * sla« -

Kui on tegemist ainult teravnurkadega, siis v¥ib kasuta-
da kitsendatud definitsioone:
teravnurga siinus on selle nurga vastaskaateti ja hiipote-
nuusil jagatis;
teravnurga koosinus on selle nurga ldhiskaateti ja hiipo-
tenuusi jagatis;
teravnurga tangens on selle nurga vastaskaatetl ja lzhis-
kaatetli jagatis,
lidne nurga funktsioone on kerge arvutada, Niiteks,kui on
tarvig leida sin 30°, siis lzhtume tiisnurksest kolmnurgast
0XP (joonis 151), milles XP = % OP. Siis LXOP = 30° ja
p 4XPO = 60°, seega
sin 30° = % = cos 60°.
Kasutades Putagorase teoreemi, leiame
Dk 4y sin 60° = Y% = cos 30°,
Joonis 151, seega .
t O nmm 0
an 30 5 cot 60

ja
tan 60° = V3 = cot 30°.
V3rdhaarsest tiisnurksest kolmnurgast saame, et
sin 45° = —= = cos 45°,
seega '/-2.

tan 45° = 1 = oot 45°.

2., Trigonomeetriliste funktsioonide muutumine argumendi

kasyamisel nullist kuni 2% . Vaatleme .esmalt siinuse muutu-

mist. Joonisel 152 on numbritega mErgitud punkti P iiksikud
asukohad; raadiuse pikkus on vdetud v¥rdseks ithega, seega
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vertikaalsete 1¥ikude pikkused annavad meile otseselt siinuse

vidrtused, Nurki m¥3dame radiaanides. Tihistame veel nurga

AO1 tshegaol,, nurga AO2 txhegaol, Jne. Kuio(= 0, siis

punkt P langed tihte punktiga A, vastav ordinaat on null,
_ning meil on: sin 0 = 0,

Kui punkt P liigub piki
kaart A1, siis nurk o erineb nul-
list vidhe ja ordinaat langeb kaa-
rega peaaegu ilhte: vidikeste nur-

1 Xkade puhul sino{~« ning siinus
A k#itud ligikaudu n¥nda, nagu
funktsioon

V= Xa

(Siinuse graafiku joonestamisel
Joo~ tuleb seda alati meeles pidada).
fnis 152. Furga edasisel kasvamisel
siinuse vaartug kasvab (kuid ikka aeglasemalt) seni, kui« saadb
v3rdseks . Nagu juba nigime,

sin%‘- ;-, sinqz::—‘/%; ’ sing 4

Kui aga X = ‘é-, siis sin= 1, See on siinuse maksimaalne
viirtus; of mmutunisel E lzhemas iimbruses siinus peaaegu ei muu-
tu. Nagu nieme, siinuse muutumise iseloom on samasugune nagu
p8evapikkuse muutumise iseloom: kevadel algul pievad kasvavad
mérgatavalt, kuid suvise pdtripHeva paiku plike loojub t#na
sealsamas, kus ta loojus eilegi,

Furga K muutumisel viirtuselt 2’- kuni viirtuseni % siinus
kahaneb jirjest kiiremini viirtuselt 1 kuni vidrtuseni 0, kor-
rates vastupidises jirjekorras seda, mida ta tegi esimeses vee-
randis: kui n#iteks nurgad 304 ja 405 on vdrdsed, siis ka

sino( T ainc(s.

Rurgao{ edaspidisel kasvamisel (kui of on kolmanda veeran-
di nurk) siinus muutub negatiivseks ja viheneb kuni -1-ni:

sin 270° = sin 22‘- -1,
Neljandas veerandis siinus kasvab (jirjest kiiremini) vairtu-
selt -1 kuni v#srtuseni 0: sin 27 = 0,

Kui nurk saab suuremaks kui 27, siis liikuv punkt P 1ibib
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jarjekorras asukohad 1, 2, ... ning nurga siinuse viirtused
korduvad:

sin (o + 2T ) = sin,

Seetdttu Seldakse, et 27 on nurga siinuse periood.

Siinust v3iksime v¥rrelda veel vdnkuva pendli kaugusega
tasakaalupunktist, kui pendel oli seal parajasti momendil O.
Pendelgi eemaldub jirjest aeglasemalt tasakaalupunktist, saa-

_vutadb oma maksimaalse kauguse, tuleb tagasi tasakaalupunkti
ja siis teeb samasuguse v¥nke teisele poole,

Kuidas muutub koosinus? Lihtemomendil punkt P julle langeb
iihte punktiga A, 13ik OA = OP = OX, s.t.

cos 0 = 1.
Eui punkt P liigub punktist A punktidesse 1, 2, 3, siis vasta-
vad OP projektsioonid 011-, 0X 29 OX Jjérjest vihenevad, s.t, vi-
henevad koosinuse %aur sed, l&gu ;]uba nagine&_ 2
cos 7 = s cosf = =5 , oos 3—--5.
Kui «= %‘- , siis coso(= 0, sest 131k OP on risti x-teljega
ning tema projektsioon on null.

Eui punkt P siirdub teise veerandisse, siis koosinus
muutub negatiivseks ning viheneb kuni -1-ni; kolmandas veeran-
dis koosinus kasvab viidrtuselt -1 kuni nullini ja neljandas
veerandis kasvab edasi nullist kuni +1-ni,

Nurga edasisel kasvamisel koosinuse viirtused korduvad,
nii et ka koosinuse periood on 27 :

cos (« + 27) = cos .

Tangensi muutumist jilgime jooniselt 153, Kui nurk on
v8rdne nulliga, s.t. kui punkt P on ithte langenud punktiga A,
siis tangens on ilmselt null, Kui nurk & kasvadb nullist kuni

g— -ni, siis tangens kasvab nullist ttheni (AT2 = QA), Edasisel
nurga kasvamisel tangensi viirtus kasvab jdrjest suureneva kii-
rusega, omandades meelevaldselt suuri viirtusi. EXui o= JG- b}
siis tanol ei eksisteeri - paralleelsetel sirgetel ei ole
tthist punkti, Neid fakte, et tangensi vidrtus kasvab t¥kestama~
tult argumendi lihenemisel viirtusele Y Ja et argumendi
vilirtusel 43- tangens ei eksisteeri, mirgime kujul

& lim tano(=0o.

cL-»g-
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Kui o siirdub teise veerandis-
T, 5€ siis tangens muutub nega-
tiivseks, kusjuures nurga tan-
gensi absoluutvdirtus on seda
suurem, mida vihem nurk o{ eri-~
1 .neb tHisnurgast. Kui nurgad
304 ja 405 on v¥rdsed, siis
'l:anml3 = —tands.

Nurgao{ kasvamisel viirtu-
sest -% kuni viirtuseni T
tangens kasvab -o0-st nullini.

=

©o

W 0 g
O n T Kul nurk ol ¢ = i— = 1357, siis
Joonis 153, Kolmapdas veerandis kordub sa-

ma, mis oli esimeses veerandis, sest kui nurgad 708 ja A01 on
v¥rdsed, sils nurgale °"8 vastab sama punkt T1, mis vastas nur-
gale <, . Teiste s¥nadega, kehtidb samasus (¥ige 1iga o viirtuse
puhul)

tan (ot +%) = tandl,
millest n#htub, et nurga tangensi periood on Te's

Nurga tangensi muutumisest jireldudb tema pBdrdviirtuse

nurga kootangensi muutumine:

kui nurk on 0 v¥1 T, siis nurga kootangens puudub (nurga
tangens on siis 0);

kui nurk kasvab O-st kuni 2- -ni v¥iT-st kuni 25 -ni,
siis nurga kootangens kahaneb +o0=s8t kuni O=ni;

kui nurk kasvab g -8t kuni W -ni Vi 2; -st kuni 2%-ni,
sils nurga kootangens kahaneb 0-st kuni -e0-ni,

Nurga kootangensi periood on % (nagu tangensilgi):

cot(al + M) = cotd.

Eelnevast nihtub, et trigonomeetrilise funktsiooni periood
on vihim nurk, mille v¥rra saab argumenti suurendada, ilma et
funktsiooni viirtus muutuks. Sellest jareldub, et funktsiooni
vdHrtus ei muutu ka siis, kui argumendiga liita periocodi mista-
hes kordne, Seda t¥siasja viljendavad valemid

sine = sin (el + 2% n); tan &k = tan (X + T n);
cosd = cos (k+ 2T n); cot ek = cot (ot + Wn);

kue n on mistahes naturaalarv,
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§ VPNl gononeetriliste
faaktsloanide wvahelil sead seosed
$he Joa ssms  argunendizkoryral

1) Uhe ja sama argumendi siinuse ja koosinuse ruutude
summa v¥rdub iihega:

y sinao( + cosch =1 1)

M T¥estus. Vaatleme mistahes nurka ithikrin-
_\ gis (OM = 1). Siis Putagorase teoreemi
l % p¥hjal MAZ + 40% = OM°.
2 ) % Et MA = sinol, AO = cosol ja OM = 1, siis
s:lnzd. + coszol =1,
2) Uhe ja sama argumendi siinuse ja
koosinuse jagatis on sama argumendi tan-

Joonis 154, gens, nagu nigime juba varem (§ 2, 1):

sinol
= Rl

3) the ja sama argumendi tangensi ja kootangensi korrutis

¥3rdub ithega,.
Definitsioonl kohaselt

cotol= ?;n—&,
seega -
tank e« cotk = 1 . (2)
4) Seosest (1) v¥ib tuletada veel kaks seost, Jagades sama-
suse (1) liikmeti kord cos2al -ga, kord sin’el -ga, saame

2 1 2 1
1+tane(=——2- H 1+cotd=-—-2--.
cosd’ sin"o(

Toodud pShisamasuste abil on v¥imalik t¥estada mitmesuguseid
uusi trigonomeetrilisi samasusi ja tuletada valemid trigonomeet-
riliste funktsioonide vilirtuste arvutamiseks, kui on teada
mingi tthe funktsiooni vEirtus:

sind-t\’1-obgzg(-__2‘_n_§-—- 1 3
1\11 + tan 3\11 + oot
cosol = £ \’1 - sin% = 1 = gol o

"+
+

38
gl\'l
ES
"+

+

o

]

;fm




t 1-°Q££da 1 H

sin &£
tanot= . > - C08 ol Sotx
=Y¥1 = sin“«
+\/ 2
= V1 - 8in“of cos & i
cotd = STh o = 5 ot - 2,

\1 - cosx

$ 4 Trigoneneetriliste
fuauanktsloeonide tTaandanine

Mistahes nurga trigonomeetrilist funktsiooni on v3imalik
taandada positiivse teravnurga trigonomeetrilisele funktsioo-
rlle, Valemeid, mille abil taandamine toimub nimetatakse taan-
damisvalemeiks. i

Euil nurk on suurem kui 360°, siis v¥ime (funktsioonide
perioodsuse t¥ttu) #ra jatta tiisarvu tiispytrdeid ja avaldada
nurga trigonomeetrilised funktsioonid 360°-st viiksema positiive
se nurga funktsioonide kaudu. :

Kui nurk on negatiivme, siis viljendame ta trigonomeetri-
lised funktsioonid absoluutviirtuselt sama suure positiivse
nurga funktsioonide kaudu seoste abil (mis kergesti tuletuvad
trigonomeetrilise ringi abil):

sin ( =) = - sin ;
cos ( =) = coseX 3
tan ( =) = - tand;
cot ( =) = = cotd.

Kul taandatava funktsiooni argumendi vi#irtus on positiiv-
ne ja viiksem kui 360°, siis v4ljendame argumendi summana

90° £ot , 180° T, 270° T &k, 360° -o,
kus & on teravmurk, Seejlrel miirame taandatava funktsiooni
mirgl ja absoluutviirtuse, v3ttes absoluutviirtuseks teravnur-
gal trigonomeetrilise funktsiooni vilrtuse, kusjuures tuleb
sgilitada funktsiooni ni{netus, kui argumendi kir;utisea'es:lneb
180° v¥1 360° ja asendada funktsiooni nimetus kaasfunktsiooni
nimetusega, kui argumendi kirjutises esineb 90° w31 270°.

Taandamisvalemeid saab t¥estada liitmisvalemite abil (II,§1
Nziteks: 1) sin (180° +of) = sin 180° + cos + cos 180°, sina=
= = sin, sest sin 180° = 0 ja cos 180° = - 1,

Reegli kohaselt funktsioonl nimetus siilub ja mirk on - , sest

III veerandi nurga siinus on negatiiwvme,
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2) cos (270° =) = cos 270° « cosot + sin 270° . sind=
= = sindo .,

o
3) tan (360° —ol) = 280 360" - tandX _ _ _ .. o v51
1 + tan 360% tandl A

0 _o) o 8in (360° —) _ = sinol_ _

4) tan (360° =) poRy T Sesor = - tanel.
Praktiliselt toimub nurga trigonomeetrilise funktsiooni taan-
damine teravnurga trigonomeetrilisele funktsioonile otseselt
reegli pShjal.

Naiteks: 1) sin 480° = sin (360° + 120°) = sin 120° =

= sin (90° + 30°) = cos 30°.
(Mark +, sest II veerandi nurga siinus on positiivme, kaas-
funktsioonl nimetus, sest argumendi kirjutises esineb 90°).

2) tan 2000° = tan (1800° + 200°) = tan 200°

= tan (180° + 20°) = tan 20°,
(Mgrk +, sest tan 200° on positiivnme, funktsiooni nimetus szi-
ludb),

3) cos (-300°) = ocos 300° = cos (270° + 30°) = sin 30°.
Iaandamisvalemeiﬁ on v¥imalik tuletada ka geomeetriliselt.
Vaatleme n#iteks ‘cos 300° taandamist geomeetriliselt,
Joonestame tthikringis nurga 300°, mis on
270° + 30°. Joonestame nurga 30° alates
13htehaarast ning nurkade 300° ja 30°
siinus- ja koosinusl¥igud. AOCD = AOAB
kui t#isnurksed kolmnurgad, mille hiipote-
nuusid ja ithed teravnurgad on vdrdsed.
Jérelikult OB = CD, Et OB = cos 300°,

CD = sin 30°, siis cos 300° = sin 30°.

Joonis 155,

§5. "Trigonemeetriliste funkt-
sioonide grasafikud

1 Funktsiooni s;g=§=§§§g;_’;§. Trigonomeetrilisi funktsico-

ne, nagu kEiki funktaioone, saab kujutada graafiliselt. Graafi-

ku ehitamiseks v¥tame 0 ja <y vahelt res vsdrtusi,. leiame
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neile trigonomeetriliste funktsioonide tabelist vastavad
funktsiooni vidirtused ja kujutame saadud arvupaarid koordi-
naattel jestikus punktidena, Moonutamata kujutise saamiseks
kasutame telgedel v3rdseid ithikuid. Ehitame esmalt funktsioo=
ni sin x graafiku.

Bl
i’ 4 e e
Q

ol
=i
s

e
=R
ol

Joonis 156, )

Argumendi viHrtuste puhul, mis on suuremad kui 2"—- s kasu-
tame funktsiooni vilrtuste leidmiseks taandamisvalemeid. Et
siinuse periood on 2% , 8iis graafiku ehitamiseks viljaspool
vahemikku O=st kuni 27 kasutame graafiku edasikandmist vasaku-
le ja paremale pikkuste 2%, 4T, ... v8rra, Siinusfunktsioo-
ni graafikut nimetatakse ginusoidiks (joonis 156),

o Msgioon}_ggg §_§£§af§k. Punktsiooni cos x graafi-
kuks on ka sinusoid, seet ocos x = sin (x + z ), seega koosinu-
se vidrtus ’grgunendi x korral v3rdub siinuse vilkrtusega argu-
mendl x + -%- korral, Koosinusfunktsiooni graafiku v3ib saada
¥ = sin x graafiku illekandmisel abstsisstelje sihis vasakule

g v8rra (joonis 157). Samuti v3ib joonestamiseks kasutada cos x

vidrtuste tavelit,

4

1

% =cos X

Joonis 157,
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3. Funktsiooni tan_x graafik. Funktsiooni tan x graafiku

==========S=g=3====

konstrueerimine tangensi vidirtuste tabeli abil.
e 5 P08 9 5
tan X 0 0’27 0,58 1 1’73 3,73 -

Argumendi muutumisel vahemikus 0 £x < 175 funktsiooni
véartused'_kasvavad 0-st o0 -ni, Argumendi viirtustel
n 7 + % » kus n on tiisarv, funktsiooni vidirtust el eksis-
teerl ja graafik on neis punktides ka’t_‘_tkev. Joonestanud vilja
graafiku argumendi vikrtustel 0O-st J‘E , saab selle jirgi joo-
nestada graafiku vahemikus - —’5— -st 0-ni, sest (t_an (-(_x_) =
= - tan x. Et tangensi periood vdrdub 1¥igu (- £~ , w» ) pik-
kusega, siis tangensi graafikum ehk tangensoidl saamiseks tu-
leb seda haru edasi kanda paremale ja vasakule pikk'usteft',
2%, 37 ... v8rra (joonis 158), Tangensoid koosneb 1¥pmatust
hulgast tthesugustest harudest,

Sinusoidi ja tangensoidl saab konstrueerida ka geomeetrili-
selt, Selleks jaotame iihikringjoone mingiks arvuks v¥rdseteks
osadeks ning abstsisstelje 1¥ign 0 £ x§ 2 % samaks arvuks

3
1
7 7 5 X
-1
Joonis 158,

v¥rdseteks osadeks, Ringjoone jaotuspunktidest x-teljele t¥mma-
tud ristl¥igud v¥rduvad siinuste vilrtustega. Kanname need file
18igu 0 - 2% vastavatesse punktidesse ordinaatidena ning ithen-
dame saadud punktid sujuva joonega ( joonis 159).
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Joonis 160,
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Tangensoidi saamiseks t¥mbame ringjoone jaotuspunktidest raa-
dinse pikendused ringjoone puutujani kaarte alguspunktis; saa-
dud 18igud v¥rduvad tangensi véadrtustega vastava argumendi kor-
ral, Kandes need puutujal saadud 1¥igud vastavatesse punkti-
desse ordinaatidena ning saadud punkte sujuvalt {thendades te-
kib tangensoid (joonis 160),

4, Trigonomeetriliste funktsio nidesgran;kute onstru

¢ iiteld. o iR

1) Konstrueerida funktsiooni y = 2 sin x graafik (Jjoonis
161). ¥ = 2 sin x graafik erineb y = sin x graafikust sellepoo-
lest, et tthe ja sama argumendi x korral on y = 2 sin x ordinaa-
did kaks korda suuremad. Periood on endiselt 2 7 , muutuspiir-

kond on aga kaks korda suurem: - 2 $2 sin x £ 2,

4

rimis
;===

3 H.Zsinx
= siny,
A e -
// \\\ //
// N 5
[4 \. FY Jfos X
Joonis 161,

2) Konstrueerida y = cos 2 x graafik (joonis 162),
¥y = cos 2x graafik erineb y = cos x graafikust selle poolest,
et argumendi x iga viirtuse korral cos 2 x viirtus v¥rdud
008 X vidrtusega pu_pktia, mille abstsiss on kaks korda suurem
kui x, Nuiteks x = ¢ korral ¥ = cos 2x vbrdub cos x viirtusega

punktis'j‘-, s.0. oos2-%-%;x = 71:-' korral y = cos 2 X =

= 0057-2-r = 0; cos 2 x periood on 2 korda viiksem cos x perioodist,

muutumispiirkond j#&b aga endiseks: - 1 Lcos 2 x 1,
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Joonis 162,

II. TRIGONOMEETRILISTE AVALDISTE TEISENDAMINE

§1s Liitmisvalenid

1+ Murkade_summa_siimus_ja koosinug. Vajalike valemite
tuletamiseks lshtume j#lle ringjoonest, mille raadiuse OR loe-
me v3rdseks ithega, s.t., kJiki esinevaid pikkusi m¥Sdame ras--
diusega. Olgu niild antud kaks
positiivset terawmurka (joo-
nis 163) &= L ROA 3a(5 =£AOB,
millede summa

A +[= LROB
on samuti terawmurk.,

Meil on tarvis avaldada
nurga o +{§ siinus ja koosinus
nurkade o ja f8 funktsioonide
kaudu, Selleks tHiendame joo-
nist jérgmiselt (joonis 163):
joonestame abildigud
: x s R 1) Bx Ll ; 2) BC L 04;
Joonis 163, . 3) ¢S L OR; &) CD 1 BX.
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Siis L DBC = L ROA = « kuil vastavalt ristuvate haarade-
ga teravnurgad, Tiiendatud joonisest saame niiild: !

sin ((+P) =5 =E2F DB = 50+ 1B =

= OC sin o + BC cos ol ,
sest kolmnurgast 0SC killg SC = 0C sinok ja kolmnurgast BDC kiilg
DB = BC cosol. L¥igud OC ja BC leiame kolmnurgast OCB:
0C = 0B cos 3 = cosfl ; BC = OB sinf} = sinf.
Asendamisel saame, muutes veel tegurite jirjekorda:
gin (ol +B) = sindcosf} + cosdsinf.

Furkade summa koosimuse leiame analoogiliselt:

oos§d+ﬁ2-%§-9—s—?—xs-=os-m-

= 0C co8sk = BC sind =

= coSel e oogTB - sind « sinp .

Saab t8estada, et tuletatud valemid on kehtivad mistahes
nurkade A ja {5 korral,

2. Nurkade veshe siimus_ja koosinug. Tuletatud valemid nur-
kade summa siinuse ja koosinuse jaoks on kergesti teisendatavad
ka nurkade vahe siinuse ja koosinuse valemiteks, Selleks tarvit-
seb vaid igal pool (5 asemel v3tta "-]3" ning pidada silmas, et
cos (=f) = cosff ja sin (=f) = - sinf}. Muidugl saab valemid
murkade vahe jaoks tuletada ka otseselt joonisest.,

Nii v¥i teisiti saame:

sin (A - B) = sin o cos b - cos o sinf ;

cos (d-(i) = ocosd cosf + sin o sin f} .

8
=
o]

Nurkade summa ja vahe siinuse ja koosinuse valemid on
aluseks kfigi jdrgnevate valemite tuletamisel,

3. Furkade summa_ja_vahe tangepg. On teada, et

' (o 2 0) = $324SEE

V3ttes arvesse nurkade summa ja vahe siinuse ja koosinuse vale-

|
‘meid ning jagades l_ugejat Ja nimetajat korrutisega cosdl. ‘oosp, :
i

saame:
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tan @t ) - JRs 2 rend

(Praktiliselt kasulikumaks osutub teine mirkidekombinatsioon:

tan (- f) = PR tERL )

§2, Kahekordse ja poolnurga

faunktnioon g d

1. Eshekordse surga_funktsioonid. Valemid kahekordse mur-
ga trigonomeetriliste funktsioonide avaldamiseks ithekordse nur-
ga trigonomeetriliste funkitsioonide kaudu saame erijuhtumitena
valemeist i

sin (ol + ) = sind . cosf + cosd. sinf ,

cos (d+ ) = cosd - cosfl - sind . sing,

s 1)
tan (o +p) = %an a;:?na é

kui neis ol = fs:
sin 2d= 2 sindcosd«;
cos 2d = ooszd- sinzat;

2 tan o
2

Kui kahekordse nurga koosinuse valemis asendada sin” ot te-
waga v¥rdse avaldisega 1 - cos"d v¥i oosad. temaga v¥rdse aval-
disega 1 - sin"ol , siis saame valemid

cos 2al = 2 coszd -1 jacos 2d = 1 =2 sin2

oA .

2, Poolnurga funktsioonid. Asendame kahekordse nurga koo-

sinuse viimati saadud valemeis 2d tihega x jad seega murruga %:
oosx-20032§-1 jacosx=1-28sin" 3.

Nende valemite lahendamisel poolnurga funktsioconide suhtes saa-

me s
°°s§__+_\’1+ooax; nn%_:ﬁ_—\’1-cosx’

kus m#rk + v3i - tuleb v3tta vastavalt veerandile, millesse
kuulub nurk -;— Jagades poolnurga siinuse avaldise poolnurga koo-
sinuse avaldisega, saame poolnurga tangensi avaldise, mille liht-
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sustamiseks laiendame juuritavat murdu kord selle lugejaga,
teine kord selle nimetajaga:

wnf- ooz Lpeex. cainx .
(Viimase kahe avaldise ees pole vaja mirke & s sest sin x ja
tan -;- on sama mirgiga, kuna 1 X oos x > 0).w1ta'tak-
se tuletada valemid sin 3d ja cos 3o avaldamise Yhtudes
sellest, et 3ol= 2d +al,

Nditeks:
cos 3}3 4 00334- 3 cosSd,

§3, Prigonomeetriliste funk t-
slioonide summa ja vahe
teisendamine korrutiseks.

Ps6rdteisendused

1., Siinuste summa_ja_vahe., Liites nurkade x ja y summa ja

vahe valemite
sin (x + y) = sin x co8 ¥ + cos x sin y,
sin (x = y) = sin x cosy -~ cos x sin y
vastavad pooled, saame:
sin (x + y) + sin (x = y) = 2 sin x co8 ¥ (1)
Lahutades esimese valemi poolest teise pooled, saame:
sin (x +y) -sin (x=y) =2cos xs8in y (2)
Olgufx + y = o, :
X=-y= (5 s v
Liites vdrrandite vastavad pooled, leiame et 1

x=%—9—,

voozh.

Asendame valemites (1) ja (2) x ja y leitud avaldistega:
A +

Jja lahutades saame, et

cos H

sind + sin(} = 2 sin

e .

sin

i
L5

sind - sin(5 = 2 cos
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2. Kggsipuste sumna_ja_vehe. Analoogiliselt leiame:
y

s
4 ©0S (x + 3: cos8 X 008 ¥ - sin x sin y;
“go8 (x = y) = cos x cos y + sin x sin y;
cos (x + y) + cos (x =y) = 2 cos X co8 ¥;
cos (x +y) =cos (x=y) =2 gin x sin y.
Asendame x ja y varemsaadud avaldistega:

cosol + cosﬁ = 2 cos d‘%_[} cos -d;'z-ﬁ- H
cosol - cos(&‘ = =2 sin ‘L%'-P-ain g‘i—-‘l "

3. 229522%3;25229;32__}223' Avaldise tano ¥ tan ﬁ teisen~

damiseks korrutiseks vidljendame tangensid siinuste Ja koosinus-
te kaudu:

+ sindh + sin
tand-tan(i = Coso cos @

=
. Sing oos(}i cosc. sinf _ 'sin (428,
cos ol ooﬂp cos o CO8(3
+
tan&t tan‘s = ﬂ—niﬂ)

cos gcosp e

Seega

4, Pﬁérdteisenduseg. Siinuste korrutise teisendamisel

summaks ldhtume koosinuste vahe valemist

cos X - cos y = -2 sin 25 . gin 25X | (&@D)

Vétame kasutusele uued argumendid ¢ jap :

?.‘.E.I:o(, ja x-1-1=,5 ’
ning lahendame need seosed x ja y suhtes:
P o B 2 L 2x = 2 + 24 X=ox+p
T~y 2B 2y = 20t = 24 F=x=5.

Kui léhtevalemis (1) asendada suurused X ja y saadud
avaldistega, saame (pérast lihtsat teisendust):

sin< . ginf = 1/2[cos(°c-ﬂ) ~ cos (~+ﬂ)J.

Samal viisil saame koosinuste summa valemist
cosx+cosy=2cosx—-§—lc cosx—E-I

cosx « cos B = 2 [an(u = 3) + cos(oc+ (3)_]
Ja siinuste summa valemist

valemi
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sin x + sin y

valemi
ﬁnx-cmp

2 sin !LiEJZ . cos Eii}Jz : : $

VzEam(%M) + sin(x - B)L

§4, Trigonomeetriliste vi¥r-
randite lahendamine

1. P¥hivdrrandid. Trigonomeetriliseks v3rrandiks nimeta-
takse vd¥rrandit, milles tundmatu esineb trigonomeetrilise funkt-
siooni argumendis. Trigonomeetrillsed v¥rrandid on niiteks

V3 sin x + cos x = 0; cos 2 x + co8 x = 0,
Trigonomeetrilise vdrrandi lahendamiseks piilitakse esmalt lei-
da mingi seda vdrrandit rahuldava funktsiooni viirtus ja siis
viimase p¥hjal argumendi vi#rtus, Selleks tuleb rakendada nii
algebralisi kuil ka trigonomeetrilisi teisendusi. Nditeks iilal-
antud v¥rranditest esimest on sobiv jagada avaldisega cos x,
teises aga on sobiv cos 2 x asendada temaga v¥rdse avaldisegs

e ooszx - 1, Nii saame v¥rrandid

JStanx+1=0 ja2 ooa2 X=1+cosx=0,
milledest esimene taandub v8rrand1ks1
ta8n X = - —
'5)
Ja teine (ruutvdrrandi lahendivalemi abil) v¥rrandipaariks |
co8 X = % Ja cos x = -1, ]
Saadud vdrrandeld nimetatakse trigonomeetrilisteks pShivdrran-
diteks, Nende iildkuju on
gin x = m, cosx=m, tanx =m, cot x = m,
kus m on mingi antud arv, Trigonomeetrilise vd¥rrandi lahendami-
ne taandub harilikult tthe v3i mitme pShivdrrandi lahendamisele.
Kui mingit pdhivdrrandit rahuldab lahend X,y sils rahulda-
vad teda ka k¥ik lahendid X, + pn, kus p on vastava funktsiooni.
periood ja n on suvaline tais?rv. Naiﬁgks #1lalsaadud pShivdrran-
dit tan x = 'J% rahuldab x viirtus - g, seega ka k¥ik viirtu-

o =
sed - g— + nR ; cosx = % rahuldab x viirtus %, seega ka k¥ik
5
viirtused % + 2 n® ; cos x = - 1 rahuldab x vidrtus 71 , seega
ka k¥ik viirtused @ + 2 nT, kus n on suvaline tdisarv (posi-
tiivne, negatiivme, null).
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2. V3rrandi_sin x = m lahendamine. EKui Im|) 1, siis antud

v¥rrandil ei leidu lahendit, sest ilhegl nurga siinuse absoluut-
valrtus ei ole suurem kui 1. Kui |m| {1, siis v¥rrandil sin x=m
leidub 1l¥pmata palju lahendeid, mis k¥ik on avaldatavad itheain-
sa lahendi abil, Selleks lahendiks vSetakse viikseima absoluut-
vidirtusega lahend ja seda tzhistatakse siimboliga arcsin m, Nii-
sils,
arcsin m on vidikseima absoluutviirtusega nurk, mille siinus
vdrdub antud a a m,
Nziteks aresin 0,5 = 1] arcsin (-J25 = - %u Arkussiinuse defi-
nitsioonist jireldub, et

-g— 4 arcsin msg .

Kui arkassiinuse argument m » 0, siis arcsin m leitakse ot-
se siinuste tabelist (nurga leidmine siinuse viirtuse jargi).
Vastasel Juhtumil tuleb enne kasutada taandamisvalemit

arcsin (-m) = - arcsin m,
Niiteks arcsin (-0,9) = - aresin 0,9 = - 64°10°',

Kui vdrrandi sin x = m viikseima absoluutviirtusega lahend

arcsin m on leitud, siis k¥ik muud lahendid leitakse jirgmiselt.

*1) Viikseima absoluutviirtusega lahendiga liidetakse siinu-
se periocodi suvaline kordne, saades nii esimese lahendite see-
ria xy = 2% n + arosin m,

2) Bt sin (M -k ) = sind., siis peale eelmise seeriaga
antud lahendite leidub v3rrandil veel lahend %~ arcsin m (joo-
nis 164), mis annab teise lahendite seeria

x, = 2Tin +M - arcsin m = (2n + 1)N - arcsin m,
Feid kaht avaldist saab ithendada
ttheks, nimelt avaldiseks

x =Tk + (-1)¥ arcsin m,
mis paarisarvulise k korral annab seeria
Al x4 38 paarituarvulise k korral seeria Xy
mn>0 Viimast lahendite t1ldavaldist tdhistatakse

178

D =
LAOB = arcsin®  gumpoliga Arosin m. Niisiis, kui |m|£1,

LAOC = W -arcsinm

sils vdrrandi sin x = m lahenditeks on
Joonis 164, x = Arosin m =Rk + (=1)¥ arcsin m.
Wiiteks vdrrandi sin x = —g, lahenditeks on
x = Aresin ( -‘g-) =Tk + (-1)karcain (—g) =

a Xk - (- 1)karosinvq§=‘lfk -( = 1)"71:.- =
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3. Y¥rrandi_cos z.=_p_lsbendapipg. Xul (m|>1, sils vir-
randil lahendeid ei leidu, sest iithegi nurga koosinuse absoluut-
viirtus ei tleta arvu 1, Kui |m| 1, siis v¥rrandil cos x = m
leidub 1¥pmata palju lahendeid, mis k¥ik on avaldatavad mingi
tthe lahendi abil. Selleks lahendiks v3etakse viikseim positiiv-
ne lahend ja seda tzhistatakse siimboliga arceos m, Niisiis,

arccos m on viikseim positiivme nurk, mille koosinus v¥r-

dub _antud arvuga m, T e 2
Niiteks arccos 0,5 = 5 Jja arccos (<0,5) =T =~ ‘3'- = 3-'1'«'. #1d1i-

selt
arceos (- m) =70 - arccos m.
Arkuskoosinuse definitsioonist Jjdreldub, et
0 4% arccos m §T .

Kui vdrrandit cos x = m rahuldab mingi nurkel, siis teda
rahuldab ka nurk -of , sest cos (-ck) = cosed . Niisiis, peale
arccos m on vdrrandi cos x = m lahendiks ka - arccos m. Muid
lahendeid koosinuse {the perioodi ulatuses ei leidu, Neist ka-
hest lahendist saadakse perioodi kordse liitmisel selle v¥rran-
41 k¥ik lahendid:

x = 2Wx ¥ arccos m.
Seda lahendite iildavaldist tZhistatakse siimboliga Arccos 'm:
kui |m) £1, siis v¥rrandi cos x = m lahenditeks on
x = Arccos m = 2Tk X arccos m.
Niiteks v¥rrandi cos x = -% lahenditeks on

= Arccos(=- g-) =2k & arccos(-g-) =27k X (W~ arccosg) =
— +
-2kt (T-%) - 2wk £ 3F - 12k= 5,

kus k on suvaline tiisarv,

4, V§gggnd1te=§gg_x =_m_ja_cot _x = m_lahendamine. ‘Neil
vdrranditel leidubd 18pmata palju lahendeid m iga v#irtuse juu-
res, Vdrrandi tan x = m lahendid avaldatakse viikseima abso-
luutvidsirtusega lahendi ja v¥rrandi cot x = m lahendid viiksei-
ma positiivse lahendi kaudu, Neid lahendeid tihistatakse vasta-

valt arctan m ja arccot m:

arctan m on viiseima absoluutviitirtusega nurk, mille tan-
gens on m;

arccot m on viikseim positiivme nurk, mille kootangens
on m, 109




by i T
Niiteks arctan 1 = 7, arctan (=1)=- §» arccot 1 = 7, are-

cot (- 1) =T~ 'g = 3-77 . Uldiselt

arctan (-m) = - arctan m ja arccot (- m) =7 - arccot m.
Kui m kasvab —co-st kuni +0o-ni, siis arctan m kasvab - z-st
kunt J-ni ja arcoot kahaned T-st kuni O-ni:

- # ¢arctan m(?; 0 ¢ arccot m<W,

Et tangensi ja kootangensi perioodi ulatuses leidub alati
ainult ks nurk, mille tangens (kootangens) v¥rdub antud arvu-
ga m, siis vaadeldavate v¥rrandite k¥ik lahendid saab anda ihe-
ainsa lahendite seeriaga (mida tHdhistatakse vastavalt Arctan m
ja Arccot m):
v¥rrandite

tan x = m cot x=m
lahenditeks on vastavalt
X = Arctan m =Tk + arctan m; x = Arccot m =7k + arccot m,

Niiteks v¥rrandite

tan x = - V3 cot x = = V3
lahenditeks on vastavalt
x = Arctan (= V3) = x = Arccot ( - V3) =
=Tk - arctan/3 = =Tk + (W - arccot V3) =
- v K = 4~ ='ﬁk+’ﬁ—qj— ko-rJT
=k - ’g = Iy 6 ’

kus k on suvaline tdisarv,

ITI. KOLMNURKADE LAHENDAMINE

A1, TE1idanurksete kolnnurkade “1a=
hendamine,

1+ Seoged_taisnurkse kolunurge elementide vahel. T4ismurk-

se kolmnurga ABC (joonis 165) kaateteid tihistame tihtedega
a ja b, hilpotenuusi tdhega c, Kaateti a vastas on teravanurkel
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ja kaateti b vastas teravnurk ‘3 .
Niisuguse tzhistusviisi puhul keh-

A
i tivad tHisnurkse kolmnurga pShiele-
2 mentide (nurkade ja killgede) vahel
bl . Y Jérgmised seosed:
2 a® + 1% = 0% o +p= 90%
C : = & B % = sind= cosp 3 %:cosd- einﬁ;

2 - tand= cot f; 2. cotd= tan .

Joonis 165, Need seosed v¥imaldavad lahen-
dada t#isnurkset kolmnurka, s.t. leida antud elementide pdhjal
puuduvaid elemente (nurki, killgi, mediaane, nurgapoolitajaid
jne.).

Tdisnurkse kolmnurga iimberringjoone raadius R = -g-; sise-~
ringjoone raadius r = 9—"’—3—'—'—2.
2. Tiispurkee kolmnurga lahendanmine, kui_sntud_on_ kaste-
tid_a_ja b.-
1) Teravnurk & leitakse seosest tandl= %.

2 Teravnurkp leitakse seosest o +(3 = 90°,

3) Hilpotenuus ¢ leitakse seosest 02=a+d (v¥i seo=-
sest % = sing( ; arvutamine litkati abil on viimasel juhtumil
lihtsam). ;
iide (luketi abil) a = 13,45 b = 9,5; leida o, f ja c.

1) tan{i: -3 = 1';':'2' (liikati abil arvutades on soovitav

enne leida vdiksem teravnurk; Jagatist pole vaja luge-
da);
B = 35%20°;
2) o= 90° - 35%20" = 54°40';
a 13,4
3) c= v pomrs: vy = 16,4.
Vastus.ol= 54°40'; f= 35%20'; ¢ = 16,4,

2
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3. TZisnurkse kolmnurga lahendamine, kui on_antud hiipote-

nuus_c_ja_kaatet_a_(v3i_b).

1) Teravnurked leitakse seosest sind= %.

'2) Teravnurk j leitakse seosest ol +0 = 90°.
3) Kaatet b leitakse seosest 82 .+ = o° (v¥i seosest

®.=
= sinﬂ Yi :
Niide (tabelite abil). a = 0,813 c = 1,07; leida b, & jaf.

1) sinct = 2 = %:%-1, ; log sinel= log 0,81 - log 1,07;

log 0,81 = 1,9085;
log 1,07 = 0,0294;
log sinol= 1,8791;
o = 49%12+;
2) p = 40%8";
3) b= V1,07 - 0,812 = V1,145 - 0,656 =\/0,489 =
- 0,6993 %0,70.
Vastus. o = 49°12'; B = 40%8'; b = 0,70.

Ja_teravnurk.

1) Teine teravnurk leitakse seosest ol +[3= 90°,
2) Teine kaatet leitakse seosest % = tand (v3i -E = tanﬁ 2
3) Hilpotenuus leitakse seosest -:- = gindk (v¥i % = sgin (5).
Niide (tabelite abil), a= 243; (3= 10°35'; leidadl, b ja o,
1)dk= 90° - 10°35' = 79%25+;
2)2=tanf ; b=a tanf= 243 . tan 10°35';
log b = log 243 + log tan 10°35';
+105 243 = 2,3856;
log tan 10°35' = 1,2715;
log b = 1,6571;
b = 45,403
2 .

a
S Sreprry

log ¢ = log 243 - log sin 79°25';
_ log 243 = 2,3856 ;
log sin_79°25' = T,9925 ;
log © = 2,3931;
¢ = 247,32 247,

Vastus. ol = 79°25'; b = 45,45 ¢ = 247,
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5. THisnurkse kolmnurga lahendamine, kui_on antud hiipote-

puus_c_ja_teravourk.
1) Teine teravnurk leitakse seosest eL+(3= 90°,
2) Kaatetid leitakse seosest 2 = sin o ja % = ain@ .
Niide (ltkati abil). ¢ = 62; f= 17°10'; leida o , a, b, kitlje-
le a joonestatud mediaan m, ja nurga(}poolitaja lb'
1) ol= 90° - 17°10" = 72°50°;
2) a = 62 « cos 17°10' = 59;

b =62 * sin 17°10' = 18,33 18;
3) my = V(D + bz =\/29,5° + 18,3° =\[870 + 335 = /1205 =

= 3#,Bﬂa=35;
SR SR e ek 29 - i) -
T L Sabl, B g cos 8°35¢ sin 81°%25¢
s 59,7%600

Vastus.o(= 72°50'; a = 59; b = 18; m, = 35; 1, = 60,
Tdisnurkseid kolmnurki saab lahendada ka graafilisel

teel: konstrueeritakse andmetele vastav kolmnurk ja m¥¥detak-
se vajalikud suurused (nurgad, 13igud) jooniselt,

§2.S1iinus- ja koosinusteoreen,
Kolmnurga pindala

1, Siinusteoreem, Kolmnurga kiiljed on v¥rdelised nende
vastasnurkade siinustega,
T8estus. Olgu kolmnurga ABC kiiljed a, b ja ¢ ning nende killge-

de vastasnurgad vastavaltel, {3 ja g (joonis 166 ja 167).

Joonis 166, Joonis 167,

Joonestame kolmnurga fthest tipust, niiteks tipust A k¥rguse
ha Ja avaldame selle kdrguse kahel viisil, nimelt kolmmur-
gast ACD ja kolmnurgast ABD:
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kolmnurgast ACD h, = b sin # @oonise 167 puhul
sin (180° -y ) = sinf],
kolmnurgast ABD h‘ = ¢ sin
Vdrduste vasakute poolte v¥rdsuse t¥ttu ka b sing -csin'g

ehk _5—%173 = 51%-}. Joonestades veel tthe k¥rguse (n#iteks ti-
pust B) saab t¥estada, et ¢ sind = & sinr ehk -a%a- =

c a it c
’E‘Ejf. Jdrelikult m _Hﬁ?.an_’-.

2. Koosinusteoreem, Kolmnurga iga kiilje ruut v¥rdub teis-
te killgede ruutude summaga, millest on lahutatud nende killgede
ja nende kiilgede vahelise nurga koosinuse kahekordne korrutis.

T8estuseks kasutame teoreeme kolmnurga teravaurga ja nii-
rinurga vastaskiilje ruudu kohta (Planimeetria, § 15, 2), Nen-
de teoreemide jurgi 6" = 8 ¢ 1% =224 0D (joonis 166);

e =2 2% + b2 + 2a ¢ CD (joonis 167).
Joonisel 166 CD = b cos" joonisel 167 aga CD = b cos (180° -
-}") -b cos)"z Asegdadeg saame mSlemal juhtumil
=a +b" -2 abcosj.
Analoogiliselt saab tBestada, et
2-b +02-2booosd. ja
b2=a2+c2-2acoos
Kolmnurga nurkade koosinused avalduvad nendest v¥rdustest

jBrgmiselt:
2 2 2
cosdl= LF o -3 —2
2 2 2

2 2 2
Teravaurga koosinus on positiiwvme, ntirinurga koosinus ne-

gatiivne arv,

3. Kolmnurga pindala. Ulalpool nigime, et kolmnurga pind-

ala vBrdgb aluse ja k¥rguse poole korrutisega:
& o

S = -—-2—3 (Planimeetria § 18, 4), Bt h, =0 sin g (joonis 166

ja 167), saame:
S = 8b sinp
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Analoogiliselt

ac sinf be sind
S = '——'2_— —2——_ .

H S =
Seega kolmnurga pindala vSrdub kahe kiilje ja nende kiilgede
vahelise nurga siinuse poole korrutisega.
Tuletame valemi kolmnurga pindala arvutamiseks juhtumil,
kui teame tht kiilge ja nurki, Siinusteoreemi jérgi

a b " a sinf
P m? ;3 siit b 'TE.I_ . Asendades valemis

S = &5i_nt kiillje b viimase murruga, saame

S 32 sinéaint
sin ol

2
b~ sindsing~
S = : sing Jja
c ndsin
8» SRS f"@ .
Lihtsal kujul avaldub kolmnurga pindala timbermd3du ja si-

seringjoone raadiuse kaudu (joonis 168),
S

Analoogiliselt

aBs = Saoc * Spoc * Sacs ®

_br+ar+or=§a+b+czr
¢ TR g
-g-Lé-—z;:pr; S:n.

Seega kolmnurga pindala v¥rdub poo-
. le iimberm3¥du ja siseringjoone raa-
Joonis 168, diuse korrutisega.
Heroni valem (S =\/p (» - a)(p- b)(p - o), Planimeetria,
§ 18, 4) v¥imaldab arvutada kolmnurga pindala siis, kui teada
on kiiljed,

§3, Kaldnurksete kXkolmnurkade
lahendamine

Kaldnurkse kolmnurga lahendamiseks nimetatakse tema antua

elementide p¥hjal puuduvate elementide (killgede, nurkade, me-
diaanide, k3rguste jm,) leidmist.
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Kaldnurkse kolmnurga kolme otsitava p¥hielemendi (killje,
nurga) leidmiseks kolme antud pShielemendi jHrgi peab kasutama
kolme iiksteisest s¥ltumatut v3rrandit., Uheks vdrrandiks on nur-

kade vaheline seos <l +(3 +y = 180°, teistena kasutame siinus-
v3i koosinusteoreemist saadavaid seoseid.

S3ltuvalt andmetest eristatakse nelja kolmnurkade lahen-
damise p&hijuhtumit.

antud a, d Jja (5
1) Kolmas nurk leitakse seosest <l +f +y= 180°,
2) Puuduvad kiiljed leitakse siinusteoreemi abil:

= L 2. a ain a_sin
sina = sTag = STay siit b = S21BE 4a o = 'ﬂi‘i:

2
a~ sin Psin
3) Pindala S = TI-L—XB e g 5

Baide. b = 53,45 ok = 37°5'; 4= 97°; leida a, o ja §§ .
1) f = 180° = (& +p = 180° - (37°5' + 97°)m45°55";

2) a = RSl sin 37°5¢
= P sin 45°55°

log a = log 53,4 + log sin 37°5' - log sin 45°55';
, 10g 53,4 = 1,7275
_ log sin 37°5' = T,7803  1,5078

log sin 45°55¢ = 7,8563

log as= 1 6515
44,828 44,8

- b sin 4 sin 7° sin 83°
Do=gm Y e ES"SE' i 555')';'

log ¢ = log 53,4 + log sin 83° - log sin 45°55' ;

4 log 53, & = 1,7275
_ log sin 83° = T,9968 _1,7243
log sin 45°55° = 71,8563

log ¢ = 1,8680
¢ = 73,79%73,8
Yastus. f= 45°55'; a = 44,8; ¢ = 73,8,
Mirkus., Arvutuslitkati abil lahendub Hlesanne mérksa kiiremini:

v¥rde 2 — = 535“ - 9 5 tundmatud 1iikmed on
sin 3775¢ sin 45°55* sin 97
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leitavad itheainsa (m3nede arvuliste andmete puhul kahe) keele-
ltikkega (joonis 169).

Stn
tan

(kui y- on niirinurk)

[ ’ 4§0‘i‘r |
R

Joonis 169,

al-H

T
|
|
b

2. Kolmnurga lahendamine kahe kii

[l
e
no
| N
np
g
np
<
o
=

1) Kolmas kiilg leitakse koosinusteoreemi abil:
c” = 32 + b2 - 2ab cos ).

2) Viiksema puuduvatest nurkadest (asetseb viiksema kiilje
vastas) v¥ib leida siinusteoreemi abil ja kolmanda nurga seo-
sest ol + p +pt= 180°, Puuduvad nurgad v3id leida ka koosinus-
teoreemi abil., Sel juhtumil pole oluline enne vidiksemat nurka
leida, sest niirinurga koosinus on negatiivne.

3) Pindala S = a_bzﬂi_nx’,
Niide. b = 12,3; ¢ = 68,1; o= 32°15'; leida a, f jas.
1)32-b2+02-2bocosel=
= 12,32 + 68,1 2 = 2 + 12,3 + 68,1 + coB 32°15'=
= 151,3 + 4638 - 24,6 < 68,1 « cos 32°15' =
= 4789,3 - 1417 = 3372,3;
a = 58’07” 58.1
2) Edasi leiame siinusteoreemi abil nurgap(see on kindlas-
ti teravnurk, sest asetseb viiksema kiilje vastas):

0451
si:‘*' = anp ; sinp e ba:nd.a 12,3 s::n bk L A
Tabelite abil saame, et log sinf = T,0532 ja ff = 6%29'.
3) 4= 180° — (k+ ) = 180° - 38°%4' = 141°16".
Vastus. a = 58,1; = 6°29'; = 141°16°,
K¥ik arvutused on teostatavad ka liikati abil,
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1. v8imalus, Kaks nurka leitakse koosinusteoreemi abil,
kolmas seosest o + f + 4= 180° (v¥1i k3ik kolm nurka koosinus-
teoreemi abil ja nurkadevahelist seost kasutatakse kontrollimi-
seks),

2, v¥imalus, Uks nurk leitakse koosinusteoreemi, teine
siinusteoreemi abil ja suurim nurk (asetseb suurima kiilje vas-
tas) seosest o + (5 +4 = 180°, Sobiv eriti liikatiga arvutami-
sel. Pindala S =\/p(p - a)(p - ¥)(p - o).

Niide. a = 25; b = 133 o = 17, leida ol ,

5 Ja g
1) cosd i b® + 0 - 162 b 282 - 62:5 11‘%% K 1% 0’3779;

& = 180° - 67°as- = 112%12;

2
2> onnf - Lyt S0 =6 B3 o eree

(3- 2a°uu-
i gt
3) oosr a2 + b —%—59-—1-5-262 .55 ggg- 0,7769;
= 39%11;

Kontroll. ol + f3 +‘7,. 112°12 + 28%4* + 391 = 179957+,
Vastus.ol= 112°127; f= 28%4+; g= 39°1",

4, Kolgnurga’l.glggggggine kahe kul;g=§a ithe antud_kiilje

=== =========

yagtasnurga_jirgi. Olgu antud a, b jaol , kusjuures a > b,
1) Vaiksema killje vastasnurk leitakse siinusteoreemi abil:

' a b . b _sind

| g g SRR ey e

2) Kolmas nurk leitakse seosest ol + p+ = 180°,

i 3) Kolmas kiilg leitakse siinusteoreemi abil.

4) Pindala S = %—1—“—& :

Lahendamine tabelite abil on tunduvalt aegandudvam kui
i lahendamine liikati abil, Tabelid snnavad ithe koha v¥rra suurema
tipsuse kui litkkati, kuid tavaliste, m¥¥tmise tulemusena saadud
lihteandmete puhul piisab liikati tH#psusest,
Biide. b = 53,45 c = 73,8; f= 97°; leida a, ol ja fi.
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1) b - C o 8 -
sInP sinpg? sin s%n g7° !
p=45°55" (lukatilt, vt. joon. 169);

2) oL= 180° - (45°55' + 97°) = 37°5';

3) B c ; a Pl = X

sing ' sing * sin 3798 gin 97°
a = 44,8 (lukatilt, joon. 169).
Vastus. a = 44,8; ol = 37°5'; = 45°55',

Kui on antud kolmnurga kaks kiilge ja viiksema kiilje vastas-
nurk, niiteks a, b Ja o, kusjuures a { b, siis tildine lahendus-
k#ik on samasugune, nagu eelmisel juhtumil, kuid niiid pole kolm-
nurk killgede m¥nesuguste pikkuste puhul #ldse m#kratud v¥i pole
{lheselt m#&ratud. Esineb ks jHrgmisest kolmest v¥imalusest,

a) Andmetele vastavat kolmnurka pole olemas. Sel juhtumil

sin b - Rofnd 5q,

Kui nditeks a = 3, b= 8 Jack = 30°, siis sin § = &5 042,

) 1. Pole nurka, mille siinus tiletab arva 1, seega pole
ka vastavat kolmnurka, Piitides otsitavat kolmnurka konstrueeri-
da, saame joonisel 170 esitatud pildi,

?\ Sy
oL oL

b b
Joonis 170, Joonis 171,
b) Andmetele vastab ilks t#isnurkne kolmnurk. Sel juhtumil

gin ﬂ = '—b-L:P-SL— = 1; f = 90° (kolmnurk on tiisnurkne, Jjoonis
171 2 9t= 90° =ol; ¢ = b cos.
Kui n#iteks a = 3, b = 6 ja o{=.30°, siis saame tHisnurk-
se kolmnurga: p = 90% = 60° jac = 3V3,
©) Andmetele vastab kaks kolmnurka, Sel juhtumil sin f§ =
= p_s:l.n_ {1, kusjuures p v31ib olla nii terav- kui ka niirinurk
(joonis 172):

119

e —




ﬂ1 = aresin 2—5%355 H

b = 180° - (31 (kolmnurk B,B,C on
v3rdhaarne).

Naide. a = 32; b = 51; ol= 29°20';
A leida f, g9a o.

Joonis 172,

1 A ; 32 i3 1 ;
) 5% = FInE * o1 29%%0¢ 31%;;-

y = 51920 (1ukat11t);ﬁg = 180° - 51°20' = 128°%40°';

2) gy = 180° - (29°20' + 51720') = 180° - 80°%40' = 99°20';
}"2 = 180° - (29°20' + 128%40') = 180° - 158° = 22°%;

¥ cy ? 32 24 .
3) T = 8T ’ s o
sinol ~ sinagy  ° gin 29%20'  sin 99°%20°
32 e

sin 29°20'  sin 80%40'

¢y = 64,5 (1likatilt);

a o 32 %

’
sin o :=x:l.n7—2 s sin 29°20¢ sin 22°

¢y = 24,5 (lukatilt) ;
Vastus. f§, = 51°20'; = 99°20'; o, = 64,5 ja
o = 128°40'; P2 = 2273 0, = 24,5,

K¥igil kolmnurkade lahendamise juhtumitel saab lahendusi
kontrollida graafilisel teel: joonestatakse m¥3tjoonlaua ja
malli abil andmetele vastav kolmnurk ja m¥8detakse jooniselt
otsitavad suurused ja vdrreldakse neid leitud vairtustega,
Graafilist meetodit v¥ib kasutada ka kolmnurkade lahendamiseks.
Kui arvutati tabelitega, siis on otstarbekam kontrollida liikati
abil, Kontrolliks piisab selle asjaolu kindlakstegemisest, et

antud ja leitud vzkrtuste puhul killjed on vdrdelised vastasnur-
kade siinustega,
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Jirelsdna

Kéesoleva teise osaga ldéppev 8pik ei ole mbeldud kesk-
kooli matemaatika esmakordseks S8ppimiseks. Ta on kordanisbpik
Ja sisaldab vastavalt oma iilesandele k&iki neid keskkooli ma-
temaatikakursuse teemasid, mis on ette ndhtud kérgemate kooli-
de vastuv8tueksamite programmides (1965.a. viljaanne). Vasta-
va teema kergemaks leidmiseks 8pikust on need selles antud sa-
mas jérjekorras, nagu nad esinevad vastuv8tueksamite program-
mides. Sellest tingituna ei ole materjali jarjestus 8pikus
slistemaatiline, s.t, ménda tulemust (valemit, teoreemi) on va-
Jja olnud rekendada enne selle sisulist ké@sitlust. Nditeks on
rekendatud 8piku I osa 1lk-1 9 l8pmatult kahaneva geomeetrili-
se rea summa.valemit, kuna see rida ise leiab késitlemist al-
les 1k-1 85, Kus hiljem kasitletav tulemus pole vastava
viitega kidtte juhatatud, seal leiab raamatu kasutaja ta
hélpsasti ise sisukorra jargi.

Vastavalt oma {ilesandele ei sisalda kidesolev 8pik kdiki
keskkooli matemaatikakursuses esinevaid mbisteid ja tb8desid,
mist8ttu vajaduse korral tuleb abi otsida keskkoolidpikutest.

Opiku kasutajaid palutakse saata oma soovid ja ettepane-
kud 8piku kohta TPI matemaatika kateedrile.

Autorid,
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1.
2.
3e

Sisukord

GEOMEETRIA
I. PLANTMEETRIA
§ 1, Sirgjoon. Nurk

Bigdoon, BT, BIoeltih ol e e e i e s
Sirglbikude summa J& V8HE .,ceeseecssesasssesssccas
HUPK secicsnaceingoscrsscsonscssasseosnsossssgossecs
Nurkade summa ja VAhe ececcececccesccsccsccccssccccce
g L T et e e i mie e B B S e S e

§ 2, Kolmmurk

Kolmnurk, tema elemendid ...cccecocccoccccccccccces
FoIuurieate 13100 ol ic Gir s it ee s os v o ainis cuk vnnpeew
Vérdhaarse kolmnurgs omadusSed secececececcccsccccas

§ 3. EKolmnurksde vbrdsus
Kolmnurkade vbrdsuse tunnused ......ccceeececescces
Teoreem kolmnurge valisnurgast ....cecceccevecccces

§ 4, Seosed kolmnurga killgede ja nurkade vahel

Kolmnurga suurem kiilg ja selle vastasnurk .........
Kolmnurga kahe kiilje summa j& va8he ..ccececcccccces
Tdisnurksete kolmnurkade v8rdsuse tunnused ,..cece.
Ristlbigu ja kaldl8igu omadused c...ccceecesvcccnces

§ 5. Punktide geomeetrilised kohad

Punkti geomeetrilise koha mbiste .....coccccveeesee
BLogl0i ey ReaRPIBTEITES. i) it s d s iv satsundensiisdie
NUTREDEOI YR = o s ST v bins oa smae oo svsacodiostn

§ 6, Pbhilised konstruktsiooniilesanded

Antud nurgage vbrdse nurga joonestamine ...........
AuTUd NUrER’ POOLILAMANG: (e biv v ve fian s ds vidiiee Snie
37 R N el D LT Mt e e S A S R L S
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10
11
12
13

1%
1%
14
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5.

1.
2,
3.

1.
2.
3.
4,
50

1.
2.

3.

Sirgele ristsirge joonestamine 1dbi antud punkti
Kolmnurga konstrueerimine ...c.eececeveccccccccosns

§ 7, Sirgete paralleelsus

Paralleelsete sirgete mbiste .eeeeceeccecnceccncece
Eahe sirge paralleelsuse tunnused ..ccecccecceces
Paralleelide konsStruktS100n seeececcccccsoccncace

§ 8, Vastavalt paralleelsete ja vastavalt
ristuvate haaradega nurgad

Vastavalt paralleelsete haaradega Nurgad ..c..c.e.
Vastavalt ristuvate haaradega nurgad sceceescccsse
Hulknurga sisenurkade SUNME ..c.cecccsescccccccvce

§ 9. Roopkiilik, Trapets

ROOpkiiliku omadused seesceccccoccccsscscsosssscccne
Ristkiiliku, rombi ja ruudu omadused ...cescecceoe

'l‘rlpeta £ 00000000 ¢t 080008000000 00080008000000000s0

§ 10, Kolmnurga keskl8ik. Trapetsi kesklBik

Kolmnurge kesklSik ....cevececcoacsscvcccccccssas
Preapetsl KesRIOLE ¢ v cetivesviveesaswsaieessvess
L8igu jaotamine vbrdseteks 088dekS ,...ccceca0ees

§ 11. Ringjoon

Ringioone. MBIBUD. v e v s s welnoio siorniasin s saneisanes
Kesknurk, sellele vastav k581 ja kaar ...ceceeces
Ringjoone puutuj@ secececcseoccccccscssssscccscae
Kolmnurga siseringjoone keskpunkt eeccceeecceccss
Kolmnurga iimberringjoone keSkpunkt ...ccesccccose

§ 12. Nurgad ringis

Kesknurkade ja piirdenurkade mb6tmine .......eve.

Nurk, mille tipp asetseb ringjoone sees v6i viljas-

pool TINGJoont .seeeecccocseccsvsccccsscrccccccnns
Poutnja Ja XB81nu vaheline DUPK .. s sssvesnsscoinss
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4,

2.

3e
4,

2,
3.

1.
2,
3.

Puutuja konstrueerimine ringjoonele védljaspool
ringjoont antud punktist ...eececscccccccscsscnce

§ 13, Lbikude vérdelisus

Uhismb8duga ja {ihismbbauta ABLE il s s e naia
IBikude BUNG ...:.cesscsiessssesorssnssososcesissen
FORASLIBON TOEEIM. T as s o'l sias bioins nib o'e e aikach oo e
L8igu jaotamine osadeks, mis on vbrdelised antud.
LOIBVA GG wiitisnm sd's Caicnis ao s vnie s sl i e ldinws s v dn e

§ 14, Hullmurkade sarnasus

Hulknurkade sarnasuse mSiSte ...cecocecccccconocs
Kolmnurkade sarpmasuse tunnNUSEd seeececcccecccenas
Teoreem kolmnurga sisenurga poolitajast .....cc..

§ 15, Meetrilised seosed kolmnurgas ja ringis

Meetrilised seosed tdisnurkses kolmnurgas .......
Kolmnurgs teravnurga vastaskiilje ruut ja niirinur-
ga vastaskilje Tuut ceceecccccccscsscccccccccnnsne
VOrdelised 181gud TINELS .sassvcsessssesssncssnns
MSnede avaldiste konstruktsioonid .eeeeeececcococos

§ 16. Korrapirased hulknurgad

Korrapérase hulknurga m8iste ...cccceccccccecccse
Korrapérase hulknurga iimberringjoone ja sisering-
Joone konstrueerimine ..ceecececccecccceccccceses
Korrapéraste ilhenimeliste hullmurkade sarnasus ,,

§ 17. Korrapérase hulknurga kiilje
avaldamine sise- ja iimberringjoone raadiuse kaudu

e T I RIS Ao P e S R SR R R e o

Korrapérase kuusnurga KiUlg eccceccceccccccccoccce

Korrapdrase kolmnurgé KUlg cececeeeccccccccccsnse

§ 18. Hulknurga pindala

ROUBG DINAEIE S, o P G F s e L e vl e VR Rk
Ristkiiliku PADARLIE: oi i s ss srkaunsvsine st sviedon
R5bpki.iliku pindala @ecsesccctsersscssesscccssencsene
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5'
6.
7

2.
3.

2.

1.
]

-
.

2'

2.

e
4,

Kolmnurgs DINGMER o s voisnsinioio s et st s oaues
TIRpetEL DIDROER 1o i s inn anpiba biom arinih v ote ghe
Korrapédrase hulknurga pindala ...cceccececccccee
Sarnaste hulknurkade pindalade suhe ......cecvee

§ 19. Ringjoone pikkus ja ringi pindala

Ringjoone pikkuge mBIBEE . .o, vses idsiviisos sovebs
Ringjoone -plkkuse 'VvEILOM iy ..ol v &icidicsisle vo oo dmsnle
BANE - DERAGLIE Ll s s 050 oinie vaaiuigiinn v 6o s paniuiy

II. STEREOMEETRIA

§ 1. Tasapinna ristsirge
Birge’ ja taBapinne vIstaels 5. i iiesvnne ssene
Teoreem kolmest ristsirgesSt ...ccocecsccecessccce

§ 2. Paralleelsus ruumis
Sirge ja tasapinna paralleelsuS .eccceccceccecss
Kahe tasapinna paralleelsSusS .eccecccccccccccccse

§ 3. Kahetahulised nurgad. Risttasapinnad

Kahetahulised nurgad ja nende mb8tmine .........
Risttasapinnad cecceevescceccccscccccoscssccccns

§ 4, Nurk sirge ja tasapinna vahel. Kiivsirgete
vaheline nurk

Nurk sirge ja tasapinna vahel ...ceecececscscess
Kahe kiivsirge veheline NUrk .eeecsccccececccces

§ 5, Prisma

ERIRNR JATIOLIANE oo biv ov oinsie ass siire sninnivio seisaieda
ECABES BHIEDINARIE oo i s snresnsnterarsdaone s
RBaptahUkas ...U..C.‘I"..O...'.'...‘.‘.0....!..

Risttahuka diagonaalide omaduUS8 seecccccceccsccsse

§ 6. Piramiid

Piraniidl XirJeldnug cesevensosrsscscansesoenesse
Pliramiidi 18ikamine pShjaga paralleelse tasapin-

RS S e RS S S S RSt
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65
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3'

2.
3.
4,
5.

Pliramiidi ja tiivipliramiidi kiillgpindala ...cceeee.

§ 7. Prisma, piiramiidi ja tiivipliremiidi ruumala

Risttahukh PUUMBLE (oieusiditiossovoiasasiosossoases
Revalierl DrIntBLLD oo i sdinvansisnsrnsssedieses
TNl TELE S, s eeorissinn oo asnsross e
PUramlldl PUMBALE ¢ oo oo a0 itodsaenssoseoesndssenss
Divipiranildl PUMBLE oo sessiiiees s evsion soaesss

§ 8, Silindri, koonuse ja tiivikoonuse
kiilgpindala ja ruumala

Silinder. Koonus. PUVIKOONUS (¢ s sams nesesssisasse
rer it i SRR G S S e R B S i e
p7: 0 T ¢ SR g aan i S Mg G G [ Bl B o g e T ok

§ 9. Kera

DerinttalooNItl ot v santessine samsimianasiensesvesss
Kera tasapimmalissd 101ked cecciescsssnscanocinsse
Kera puntuvtasaplnd .ceiceccecssevsssossssecnnssce
SLAHPL DIRGRLR s voidincivine s s st /aoe s e es asses nwe v wns
Kera sektori ja kera ruumala scecsescsscsssscosse

PR IGONOMERDRIA
I, TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE POHIOMADUSED

§ 1., Nurkade m8&tmine

Nurga m88tmine kraadideS ...ccsececececcoceccsscans
Nurga mb6tnine radiasnides: i cescsvsisnsssivens
Positiivne nurk ja negatiivne NUrK ...cccceccevess

§ 2. Trigonomeetrilised funktsioonid

Trigonomeetriliste funktsioonide definitsioonid .
Trigonomeetriliste funktsioonide muutumine argu-
mendi kasvamisel nullist kuni 27 .eceevveccnces

§ 3. Trigonomeetriliste funktsioonide
vahelised seosed iihe ja sama argumendi korral ...
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78
80

81

83
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87
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§ 4, Trigonomeetriliste funktsioonide taandamine .

1.
2.
3e
4,

2.
3.

1.
2.

R 2
2.
3e
4,

§ 5. Trigonomeetriliste funktsioonide graafikud

Fonkialoont #1n X BRERTLIK i oo ssssionn e e s inmes
Funktsloonl cop X Erasfik ciscesersvevsessrsosasss
Hunkkteioonl tan X graalik oo vee s slesslvons v sse
Trigonomeetriliste funktsioonide graafikute konst-
PREGTIMIBE BEIGeI L {00 o dacane e teanss snnsiviel ogn

IT. TRIGONOMERTRILISTE AVALDISTE TEISENDAMINE
§ 1. Liitmisvalemid

Nurkade summa siinus ja kooSinuUS....eeeeecccccces
Nurkade vahe siinus ja kooSinusS ..cccecceccecocoes
Nurkade summa ja vahe tangens .cceceeccccccccccae

§ 2. Kahekordse ja poolnurga funktsioonid

Kahekordse nurga funktsioonid ....ecececeocececes
Toolmores ‘TupktBIo001d Gt aii ivh wadvise sitioe.suldiod

§ 3. Trigonomeetriliste funktsioonide summa ja vahe

teisendamine korrutiseks. Poérdteisendused

Siinuste summe  Ja Vahe $. .. decmenrioss s svesven s
Koosinuste summa J& vale s .veseassoscrscssssonene
Tangensite summa J& Vahe 'esececscccscovcssrssesce
EHOTATEIRANAUBON. i oG e e S b e e b e e s

§ 4, Trigonomeetriliste v8rrandite lahendamine

P6hivOrrandid ceeccecescecsccccssccesnccocioscrcoe
Vérrandi sin x = m lahendamine .....cceccececccee
Vérrandi cos x = m lahendamine cecesceccccccccoes
Vérrandite tan x = m ja cot x = m lahendamine ...

III, KOIMNURKADE LAHENDAMINE
§ 1, Téisnurksete kolmnurkade lahendamine

Seosed tdisnurkse kolmnurga elementide vahel ....

Tdisnurkse kolmnurga lahendamine, kui on antud

kaatetid eececececcccccccvocccsscasccrceccconecne
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3. Tédisnurkse kolmnurga lahendamine, kui on antud
hiipotenuus ja kaatet cececsccccoccsssccosescocossne

4, Tdisnurkse kolmnurga.lahendamine, kui on antud
kaatet ja teravhurk secceccecccossscscococssoorsens

5.'T§isnurkse kolmnurga lahendamine, kui on antud
hiipotenuus ja teraviurk scecccoesscccoscevescesca

§ 2, Siinus- ja koosinusteoreem, Kolmnurga pindala
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§ 3. Kaldnurksete kolmnurkade lahendamine
1. Kolmnurga lahendamine kiilje ja kahe nurga jargi .
2. Kolmnurga lahendamine kahe kiilje ja nendevaheli-
: o T ey B e SN CR AN S ST e o B S
3. Kolmnurga lahendamine kolme kiilje JETEZL seeevocses
4, Kolmnurga lahendamine kahe kiilje ja iihe antud
EQlje vantEsnurEe. JAPEL ciicavasevesssssenciasanes
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