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Sissejuhatuseks.
Eestikeelne kirjandus on vaene tehnikasisuliste

raamatute poolest, peale mõne populaarsisulise ehk

käsitöösse puutuva raamatu ei ole peaaegu midagi
olemas, mis praktiseerivat inseneri ehk tehnikut

huvitada võiks. Iseäranis annab ennast see puudus
Tallinna tehnikumis tunda, seepärast on Eesti Tehnika

Selts, kes ju teatavasti Tallinna [tehnikumi ja
tänapäevani tema vaimline ülespidaja on, otsusele

jõudnud Eesti Tehnika Seltsi Ajakirja juures Tehnika

käsiraamatut välja anda, umbes sarnasel kujul nagu

olemas on saksakeelne „Hütte, des Ingenieurs Taschen-

buch“.

Et tehnika käsiraamatu kokkuseadmine suurt

tööd ja võrdlemisi sügavat teadmist nõuab, ei usalda-

nud ETS Ajakirja toimetus seda tööd üksinda oma

hooleks võtta ja pani Eesti tehnika seltsi juhatusel
ette ETS poolt mõeldud töö läbiviimiseks iseäralist

käsiraamatu toimkonda valida, kelle hooleks, peale
ajakirja toimetuse, korraldustööde tegemine usal-

dataks.

Et käsiraamatu väljaandmist ja tema omandamist

hõlbustada, ilmub tema vihkudena ETS Ajakirja kaas-

annete näol. Terve käsiraamat ise jaguneb anneteks

erialade järele, ja nimelt:

1. anne. Matemaatika, mehaanika ja ainete tehno-

loogia. Toimetab: cand. mat. J. Kiivet, Tehnikumi

dotsent ja dekaan.



2. anne. Masinaehitus. Toimetab: ins. W. Reinok,.
vabariigi raudtee ülem.

3. anne. Elektrotehnika. Toimetab: ins.’G. Hacker,
Tallinna Tehnikumi dotsent ja dekaan.

4. anne. Laevaehitus. Toimetab: ins. E. Masik,
Tall. Tehnikumi dotsent. •

5. anne. Inseneriehitus ja arhitektuur. Toimetab':

ins. H. Perna, Tall. Tehnikumi dotsent ja dekaan.

Niiviisi on võimalik iga annet üksikult osta, mis

tähtis on selle poolest, et igaüks ainult oma erialasse

puutuvat osa omandada saab, kuna teised, mis"temale

enam-vähem võõrad, ostmata võivad jääda.
Tehnika käsiraamatu kokkuseadmise juures on

eeskujuks võetud 'saksakeelne „Hütte“, ilma et käes-

olev raamat otsekohene „Hütte“ tõlge ehk eestikeelne

väljaanne oleks.

Et ajakirja toimetuse liikmed ühes käsiraamatu

toimkonnaga üksinda käsiraamatut kokku seada ei

suuda, siis on peale selle veel suur hulk kaastöölisi

igalt erialalt olemas, kelle nimesid esialgul veel

teatada ei saa, sest et nimetatud kaastööliste Jnimekiri

kaugeltki veel täielik ei ole.

Väljaandjate kõige elavam soov on, et väljaan-
tav raamat oma ülesannet suudaks täita ja lahket

vastuvõtmist ja heatahtlist arvustust tehniliste ring-
kondade poolt leiaks. Igasuguste kasulikkude näpu-
näidete ja sooviavalduste eest oleksime tänulikud.

Tallinnas, märtsis 1921.

E. T. S. A. toimetus ja
Tehnika käsiraamatu toimkond.



I. anne.

MATEMAATIKA.

TOIMETAJA:

Cand. mat. J. K lIVET, Tall. Tehnikumi

dotsent ja dekaan



Arvud I—looo, nende astmed, juured, logaritmid,
ringi perimeetrid ja ringpinna suurused.
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E 3 ,r~ V
— , I 1000 |;r n 2

n 3 yn Yn , Io & n i t n i —

$6l 3’4721 176558481 23,6854
562 315844 177504328 23,7065
503 316969 178453547 23,7276

564 318096 179406144 23,7487
565 319225 180362125 23,7697
566 320356 181321496 23,7908

1,78253
1.77936
1,77620

1,77305
1,76991
1,76678

1,76367
1,76056
1,75747

247181 | 561
2480631562
248947 j 563

249832 564

250719 565}
251607 5661
252497 567
253388 568
254281 j 569

550 302500 1663751 1,81818 23758323.4521

551 303601 167284151 23,4734 1,81488
',81159
1,80832

1,80505
1,80180
1,79856
1,79533

i,792n

1,78891

2'38448
2393'4
240182

241051
241922

242795

243669
244545
245422

552 304704 168196608 23,4947
553 305809169112377 23,5160

554 306916 170031464 23,5372
555 308025 170953875 23,5584
556 309136171879616 23,5797

557 310249 172808693 23,6008
558 311364173741112 23,6220
559 312481 174676879 23,6432

313600 175616000 23,6643 ',78571 246301

567 321489182284263 23,8118
568 322624183250432 «3,8328
569 323761184220009 23,8537
370 324900 185193000 23,8747 1,75439 255176

256072
256970
257869

258770
259672
260576
261482

262389
263298

571 326041 186169411 23,8956
572 327184 187149248 23,9165
573 328329 188132517 23,9374

1,75'31

1,74825
1,74520

1,74216
1,739'3

1,736"
i,733 10

1,73010
*,72712

1,72414

574 329476189119224 23,9583

575 330625 190109375 23,9792
576 331776 191102976 24,0000

$77 332929192100033 24,0208
578 334084 193100552 24,0416

579 335241 194'04539 24,0624

336400 19511 2000 24,0832 264208

581 337561 196122941 24,1039
$B2 338724197137368 24,1247

•,72i 17
1,71821
1.71527

1,70940
1,70648

'.70358
1,70068
1,69779

'■69492

1,69205
1,68919
1,68634

1,68350
1,68067

1,67785
1,67504
1,67224
1,66945

1,66067

265120
266033
266948

267865
268783
269703

270624
271547

27247'

583 339889 198155287 24,1454

584 341056199176704 24,1661
585 342225200201625 24,1868
586 343396201230056 24,2074

587 344569202262003 24,2281
$BB 345744203297472 24,2487
589 346921 204336469 24,2693
590 3481 205379 1 24,2899 273397

275 2 54
276184

277H7
275051
278986

279923
280862
281802

282743

59» 349281 206425071 24,3105

592 350464207474688 24,3311
593 35'649 208527857 24,3516

594 352836 209584584 24,3721
595 354025 210644575 24,5926
596 355216211708736 24,4131

597 356409212776173 24,4336
59» 357604 213847192 24,4540

Q 599 3SBBOI 214921799 24,4745

(JOO 360000216000000 24,4949
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Arvud I—looo, nende astmed, juured, logaritmid,
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Loomulikud logaritmid.

N

0
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Ks»cure jtciqoo*
/vot/UAJ. ustust. ole/tmi. .

Ringi osade tabel poolmõõdulc r—larvamise
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I. Aritmeetika ja algebra.

A. Astmed ja juured

2. (—a)n +<2n

,
kui non paarisarv (zz 26).

(—zz)n —an

,
kui zz on paarituarv (zz 26+1).

9. a° = 1 ;-0n = 0; 0° — määramatus.

14. (a +by a n + /zzzn~ 1 b+ an~ 2b2 +

a
n-3 /,3 +

Kui n on positiivne täisarv, siis on rida lõpulik

ja tema viimane liige (±l)n 6n

,
üleüldse n+l
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liiget. Kui n on negatiivne täisarv või ükskõik

missugune murdarv, siis on rida lõputu ning
selle juures koonduv, kui

Cn
\ n

r J - a
-

n / n \m

I a
m *I a )

V a :\/b ybm

/ m nm

y }/“ }/«

]/9 +3 ; y_9 3./ _ 1 3/.

3 3

/8 2; |/—8 —2.
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26. ]/349 (täpsus 0,1) ? j/50,123 (täpsus 0.01) ?

|/3'49 -- 18,6 või 18.7 |/ 50,12'30 70,8
—1 (18,7 on lähem) —49

29. |/a 2 +b2
=-- 0,960 a + 0,398 b ligikaudselt, kui

a> b (viga on väiksem, kui 4% tõelikust tä-

hendusest).

30. j/zz2 +b 2 +c2 — 0,939 a + 0,389 b + 0,297 ligikaud-
selt, kui -

32. Komplekssuurused: Kui a + siis zz -O,
b -O; kui a+bi= c + d i, siis a c, b= d\

(a +b i) (a—b i) -= a 2 + b2
.

33. Komplekssuunise normaalkuju: a + bi — r

(eos (© + 2 k~) + i sin (© + 2 k~) ], kus r

a 2 +b 2 on moodul, © = aretang - argument ja
k täisarv » q.
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maksev igasuguse n juures, seega:
n

k on positiiv-
ne täisarv 0
ja n— l vahel

(äärväärtused
oja n—l ühes

arvatud).

B. Logaritmid.

1. Kui a n
= c, siis n on c logaritmus alusel a.

Aluse enese logaritm on 1, sest a x a
.

1 logaritm
igal alusel on 0, sest a" = 1.

Igal alusel on maksvad võrdused

1U

Log — m Log b\ Log j/b 1 Log b.

tn

3. Aluseks võetakse harilikult kas arv 10 — küm-

nend — ehk Briggi logaritmid (Log 1000 = 3 ehk

lühemalt log 1000 lg 1000 =3) — või mõõdutu

arv e = lim (1 -j- -*•)” 2,718281828459 — natu-

raallogaritmid /z-cxj ehkNapier’i logaritmid (Log e
b c

ehk lühemalt lg/?Z>=e).
4. Arvu logaritm sisaldab, üldiselt võttes, täis- ja

murdarvulise osa, esimene on logaritmi karakteristik,

teine mantiss.

Ig 10 1; lg 100 =2, lg 1000 3 jne.

lg 0,1 =—l; lg 0,01=2; lg 0,001 =—3 jne.
lg 2 karakteristik on 0, lg 3452 karakt. on 4 —l 3,
lg 524,72 karakt. on 3—l 2 jne., üleüldse karakte-
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ristik on ühe võrra vähem, kui kohtade arv logaritmi-
tava arvu täisosas — sellel puhul, kui arv >l.

lg 0,1 = —1 1, lg 0,035 karakt. on —2,
lg 0,000524 karakt. on —-4 4; üleüldse lihtmurru

(ühest väiksem) karakteristik sisaldab negatiivseid üh-
tesi sama palju, kui arvu Jpahemal äärel on nullisi,
täisosa kohal seisev null ühes arvatud — mantiss (kui
ta üleüldse on) on selle juures positiivne.

Mantissi leiame mõlemil korral tabelist.

5. Komma edasikandmise tagajärjel muutub vas-

tava arvu logaritmil ainult karakteristik (lg 1925

kar. =3, lg 19,25 kar. =l, lg 19250 kar. 4 jne.),
kuna mantiss endiseks jääb.

6. Ülemineku vormel naturaal süsteemist kümnend-

süsteemi, sama ka ümberpöördult:

7. Teades antud arvu logaritmi ühes süsteemis,
võib leida selle arvu logaritm mõnes muus süsteemis.
Leiame Logi 2 1000 x; Logio 1000 3; Log 1000=x;
103 1000; 12x 1000; 10 3 12x ; 3 log 10=£log 12;

log 10 1; 3 .rlog 12; x -

, og

3

, 2

C. Determinandid.

1. Teise järjekorra determinant.

ai bi
. ai b-2 — a-ibi

ai bi

2. Kolmanda järjekorra determinant.

ai bi ci

,
bz ci bi ci . bi ci

a-2 bi ci -- a\ ,
—ai -4-03

,

, bi ci bi ci bi C-2
ai bi ci

ai (bi ci—bi d) — ai (bi ci—bi ci)—[—rz ;s (bi ci — bi ci).
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3. Neljanda järjekorra determinant

ai bi c\ d\
, jbz Ci d-2 bi ci di

ai. b2 ci di
, , \

„ 7 „ j 1
, ,

— cl\ b-i c-a di —cii bs Ca d-,i -j—-

-,
.

bi ci di bi ci di
ai bi ci di

bi Ci di b\ Ci di

-j- a-s b> c-2 di — cti bi Ci di

bi ci di bs c-i d-i

Üleüldse, koeffitsiendina võetud elemendile vastava

minoori, s. o. alama järjekorra determinandi saame,

kui elemendile vastava tulba ja rea läbi tõmbame.

4. Determinandi tähenduse lihtsama ja kiirema

leidmise otstarbel võib, enne selle lahutamist alama

järjekorra determinantideks (minoorideks), mõne tulba

(või rea) elementidele juure anda mõne teise tulba

(või rea) elemendid, korratud alalise s. o. ühesuguse

kõigi selle tulba (või rea) elementide tarvis teguriga

(positiivne või negatiivne).

Tegur tuleb aga nii valida, et juurearvamisel või-

malikult rohkem elemente nulliks muutuks.

5. Determinandi võib lahutada minoorideks, mitte

ainult esimese tulba või rea elemente koeffitsientideks

võttes, vaid ükskõik missuguse tulba või rea elemen-

tide järgi, pannes vastava koeffitsiendi ette märgi
kui elemendile, s. o. koeffitsiendile vastavate tulba ja
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rea järjekorda näitavate arvude summa on paaris-
arv, märk

—, kui nimetatud summa on paaritu arv;

näit, on koeffitsient võetud 11. tulbast ja 111. reast,

siis 2—3=5
— paaritu arv, märk

—.

6. Determinandi tähendus ei muutu, kui tulbad
teeme ridadeks ja read tulpadeks:

ai bi ci i ai a-2 a-.i

ci2 b> C2 — bi bi b.t

d:i b-.\ C.3 Ci Ci Ca

7. Kui determinandis kaks rida või tulpa üks-

teisega vahetada, muutub determinandi märk.

8. Kui determinandis on kahel tulbal või real vas-

tavad elemendid isekeskis võrdsed või proportsionaal-
sed, siis on determinandi tähendus 0.

9. Kui determinandi mõne rea või tulba elementidel

on ühine tegur, siis võib selle tuua determinandi

märgi ette.
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D. Võrrandid.

I. astme võrrandid.

/. astme võrrand ühe tundmatuga

2. Kahe /. võrrandi süsteem kahe tundmatugaastme

4. Kolme I. astme võrrandi süsteem kolme tund-

matuga.

Dx _ Dy
_

DZ

~D' y~

D'
Z
~

D
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5. a) Kui D4O ja £>
x 0, siis a? 0,

„ Dy 0, „ Ojne»

b) Kui D ojaDx £ 0, siis x — oo; niisugusel
korral on ka y = co, z= co, sest järeldusena eelmi-
sest D

y 4 0, D
z 4 0, kuna D = 0.

c) Kui D—-0 ja Z)
x 0, siis x ”-= määrama-

tus s. o. a>i tähenduseks võib olla igasugune arv;

niisugusel korral on ka y - z-="} ,
sest järeldusena

eelmisest D
y 0, £>

v
0.

6. Kolme ühismõõtelise võrrandi süsteem kolme

tundmatuga.

7. ti võrrandi süsteem n tundmatuga. Lahendamine
sünnib determinantide abil, analoogiliselt kolme võr-

randi süsteemi kolme tundmatuga lahendamisele, või

võrrandite ja tundmatute arvu järkjärgulise ühevõrra

vähendamise teel. Viimase viisi juures tarvitame kas

koefitsientide võrdamise ja võrrandite liitmise või ühe

tundmatu suhtes asetamise viisi. Esimesel puhul võe-

takse üks antud võrranditest ja liidetakse tema järjes-
tikku ülejäädavatega, kuna enne liitmist koefitsiendid

tundmatu ees, millest tahetakse vabaneda, võrdseteks

muudetakse. Teisel puhul ilmutakse üks tundmatutest

ühest antud võrrandist ja asetakse teistesse võrrandi-

tesse, mille järeldusel võrrandite, niisama ka tundma-
tute arv ühe võrra väheneb.
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Näitus: Võrdamistegurid

192 12+19#+13_y 12+19+26 57;
2zz 3—4#—3y +Õ2 3—4—6+15=8;

//. astme võrrandid.

11. astme võrrand ühe tundmatuga.

8. a) zz#
2-|-Z># 0; #(a#-{-/>)=0; #1 =0; #2 —J'

9. a) x2 -\-px-\r 0; x —

p ± <7. Kui

p '2k, siis # = —k i | Ä2
— q (kui p$ 2k, siis on

parem võtta valeni: x
p ~



Aritmeetika ja algebra.44

10. Võrrandi x
2 -\-px -j- q=0 juurte omadused:

Xi -j- X2 — —p; Xi .X2 =q. Ümberpöördult: kui

Xi +X2 = m ja1

Xi . = siis Xi ja X2 on võrrandi

x
2

— mx + juurteks.

11. Funktsioon y■= dx2 bxc lahutub algtegu-
riteks: ax

2 -j- bx -j- c a(x—xi) (x — xi) ,kus X' ja .r 2

on funktsioon y juured s. o. x-i tähendused, mis y
nulliks muudavad, teiste sõnadega: X\ ja xi on võr-

randi a? -j- bx -j- c-= o juured.

12. Kui ruutvõrrandid koeffitsiendid on õige suured,
nii et tehted nendega tülikad, võib tarvitada gonio-
meetrilist lahendamise viisi:

Leiame teravnurga ©, logaritmides avalduse

,

2 |/<7 ..

~ ?
tq ©= —— ; sus —+yq tq q ctq

(— või -j- selle järele, missugune märk p ees).

Leiame teravnurga <p, logaritmides avalduse

Kui sin ep > 1, siis on juured imaginaarsed,
nimelt x-~ q (eos ?+ i sin <p),

_P_
kus eos 'z +2y> q

(<p on 0° ja 180° vahel).

Kahe II astme võrrandi süsteem kahe tundmatuga.

13. a) x -}- y— a > x ja y on võrrandi z-—az-j-b 0

xy=b < juured.
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c) x2-\-y2 fl] x2
+y

2 =al x
2

ja y
2

on võrrandi

xy = b | x
2

y- —b2 < z
2—az-\-b2

-
0 juured.

d) x2—3y2=a |X2 (—3l/ž ) a ] ja (—3y 2) on yõr-
ru h Ir2 (-'WV- I

rand ’ z2~ az ~ b —

■' y o |•' ')y )~ J juured.

Kolmanda astme võrrand.

Cardano valemi järele:
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Kõrgema astmelised algebralised ja transtsendentsed

võrrandid.

15. Ligikaudselt võib leida juured katsumise või

graafilisel teel, mille täpsuse võib suurendada lähen-

dusmetoodi abil.

a) Ligikaudselt leiame juure katsumise teel järg-
misel alusel: kui v f (x) tähendus a juures f(a)

0 ja tähendus b juures f (Z>) < 0, siis on võrran-

dil f (.r) 0 aja b vahel paaritu arv juuri, seega

vähemalt üks juur.

b) Graafilisel teel leiame juured, kui mõne vabalt
võetud a>i tähenduse järele joonestame millimeetrilisel

paberil ligikaudselt funktsiooni y = f (x)

Punktid, kus kõverjoon lõikab ?f-telge, annavad

juurtele vastavad .r-i tähendused.

16. Kõrgema astme võrrandi juurte paranduste
leidmine.

Kui a on f (x) = 0 ligikaudne juur, siis arvame

paranduse o võrdusest:

tähendusest, või Nevtoni metoodi järele: 6 —J
,

v '

J' («)

kus / (a) =
'

v ' di

E. Kombinatoorik (ühendused).

1. Teatud gruppis on n elementi. Muudame gruppis
kahe või rohkema arvu elementide järjekorra, kus-

juures elementide arv igas uues, teisendatud elemen-
tide järjekorraga gruppis jääb endiseks, s. o. n. Nii-

suguseid elementide ümberasetusi nimetatakse permu-
tatsioonideks.
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a) Kui elemendid on üksteisest millegi poolest
lahknevad, nii et neist igaühte eraldi ära tunda võib,

siis permutatsioonide arv Pn
1- 2. 3. 4. ...n = n!

(/z fakulteet = n faktoraal = n järjekordse arvu kas-

vatis).

b) Kui elementide seas on mitu alagruppi, millede

elemendid igaühes isekeskis täiesti ühesugused, nii

et niisuguste ümberasetus mingiski ei tundu ja nii-

suguseid arvesse ei saa võtta,siis on permutatsioonide
arv väiksem, kui eelpool näidatud

Arusaadav, et kui mõnes alagrupis üksainus element,

siis niisugune alagrupp permutatsioonide arvu ei

vähenda, sest 1! = 1.

2. Elementide arv on üleüldse n. Neist elementi-

dest ühendatakse grupid, milledest igaüks m elementi

sisaldab ja koosseisus vähemalt ühe elemendi

poolest teisest lahkneb. Niisuguseid ühendusi nime-

tatakse kombinatsioonideks.

a) Kui üks ja sama kombinatsioon ühte ja sama

elementi sisaldab üksainus kord, s. o. kui elementide

seas ei ole ühesuguseid, siis on kombinatsioonide arv

tn tegurit

b) Kui iga kombinatsioon ühte ja sama elementi

võib sisaldada m korda (kombinatsioon kordumisega),
siis on kombinatsioonide arv

m tegurit
fw + /« — 1 j = <n +m — V (n +m — 2 (n +tn— 3) ... n
k J

1. 2. 3. 4. . . . tn
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c) Kombinatsioonide arv üleüldse, kui ni on muu-

tuv 1 kuni n ning üks ja sama kombinatsioon sisaldab

sama elementi ainult üks kord (juhus ä), on :

3. On n elementi. Nendest ühendatakse /grupid,
milledes igaühes tn elementi (nt n). Selle juures
lahknevad need grupid üksteisest kas elementide

järjekorra, või elementide koosseisu, või selle ja teise

poolest.

Niisuguseid ühendusi nimetatakse variatsioonideks

(arrangement).

a) Kui ühes ja samas variatsioonis ei seisa üks

ja sama element rohkem kui üks kord (kui elementide

seas ei ole ühesuguseid), siis variatsioonide arv n

elemendist m kaupa

b) Variatsioonide arv kordumisega, s. o. varia-

tsioonide arv, kus igas nendest võib korduda üks ja
sama element m korda, on nm

.

Variatsioonid saame kombinatsioonidest, kui vii-

mastest iga juures leiame kõik võimalikud permuta-
tsioonid s. o. V™

—
C™ P

m .

F. Rentrendi ja tähtajaliste maksude arvamine.

1. Kui kapitaal on a ja tema kannab aastas p prot-
senti, siis muutub nimetud kapitaal n aastas summaks,,
mille suurus A.
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Ühe üksuse (marga) juurdekasv aastas on seega

muutub üks üksus (mark) aastas summaks, mille

suurus on 1 + (1 mark muutub 8% juures
8

1 +
]OO

— 1,08 margaks).

a) A—: a(1 + n
- aq

n

,
kui protsentsumma iga

läbikäigu aasta lõpul arvatakse algkapitaalile (alg-
summale) juure.

b) X= tz (1 +
2

/;

100)
2'\ kui protsentsumma iga

poolaasta lõpul arvatakse algkapitaali juure (iga vee-

randaasta juures o+ 4

P

luo)
4n

jne.).
pn

x

c) X (e — naturaallogaritmi alus), kui pro-

tsentsumma pidevalt igal momendil, oma iseloomu

poolest iseenesest algsummale lisaneb, näit., rahva-

arvu kasvamine.

2. Kui iga aasta algul ühesuurune summa b kas-

vama pannakse, siis kogub, kui iga aasta lõpuks
protsentsumma eelpool kogunud summale juure lisa-

takse, n aasta lõpuks B-= b
} .

3. Kui iga aasta lõpul ühesuurune summa b kas-

vama pannakse, siis kogub /z
nda aasta lõpuks summa

9—l

4. Amortisatsioon, kustutamine. Võlg C, mille pro-

tsentarv, kustutamist arvesse võtmata, on p, kustutakse

n aasta jooksul. Igaaastane protsentarv on siis suurem,

nimelt p t .

Protsentarvu või aja n võime leida

vördusest:

C. qn =C
. ’

kus Q endiselt võrdub +1)
5. Mahakirjutamine. Uuendamine. Kui teatud

väärtus C (ehitus, masin v. m.) n aasta jooksul kõlb-
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matuks muutub, ära kulub, nii et teda uuendama

peab, siis tuleb väärtusest iga aasta lõpul maha kir-

jutada c=C. q
n

ehk a°/o C väärtusest:

tsentarv, missuguse väärtus kandma peab).
6. Kui aasta algul võetud kapitaal selle ja iga järg-

neva aasta lõpul võrdse summa võrra suurendakse või

vähendakse, siis on lõpukapitaal n aasta pärast

7. Punkt 6 tähentud summa B muutub teatud

summaks S n aasta jooksul, kus

8. Kapitaalist B võetakse iga aasta lõpul summa b ära:

kapitaal on n aasta jooksul ära kulutud, kui b ;

9. Rendi s. o. igaaastase sissetuleku, mille suurus b,
võimaldab n aasta jooksul (aasta lõpul) kapitaal

B *■ ’" !v
_

Qn (?—1)

rendi b annab kapital B
t

G. Read.

/' Aritmeetilised read

Aritmeetilise progressiooni ehk I järjekorra
Aritmeetilise rea, mille üldine kuju

a, a-\-d, a-\-2d, a-}-2d, a-\-3d, a-[-4d,
a-]-(«—1) d liige, u m ,

kus järjekordne nummer tn, on:

u
m —a-\- (m— 1) d. Kui liikmete arv n, siis vii-

mane liige u
n

—
u — a-\-^n—\)d.
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Summa n järjekordsest liikmest

5 = 5n
—

a

~2
U. n, ehk, kui viimane liige ei ole teada,

r | (71— l)tA
5n

— [«4“
2 1 77 '

6. l+2-'+32+4B+...+(w—l) s+n 2=" ,'!+ '-
2
-

2

3

"+1)

(kuulub teise järjekorra aritmeetiliste ridade hulka)

Geomeetrilised read.

Liige, mille järjekordne nummer m,

um = aq
m- 1

. Kui liikmete arv n, siis viimane

liige u
n
= u = aq"- 1

Kui /7=oo ja q positiivne või negatiivne liht-

Tf/J Lcatnafekomi t
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Eksponentsiaal- ja logaritmread.

1A _1- Z/1 1 \n lill
10.

_ +
l |+ 2!

+
3i

+
4i

+

(e — naturaallogaritmi alus).
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Trigonomeetrilised ja tsüklomeetrilised read.

Trigonomeetriliste funktsioonide juures on x kaar

(nurk) raadiaalmõõtudes (radiaan); kui on kaar

(nurk) kraadides, siis x =

v 7
180
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11. Trigonomeetria (goniomeetria)

A. Trigonomeetrilised funktsioonid tähtsamaid

nurkadel, märgid, teisendamine.

märgid

Nurk ip asub piirides

Oo 900 ' 180° ' 2700

kuni 1 kuni kuni kuni

' 900 180° 270° j 360'
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Reduktsioonvalemid 0 <C a<C 90°.

+ sin a + COS a +sina — COS a

+ COS a + sin a — cos a +sin ot

+tg a + ctg a +tg a + ctg a

+ Ctg a +tg a + ctg a -+ tg a

B. Side ühe ja sama nurga funktsioonide vahel.

C. Side kahe nurga funktsioonide vahel.

1. sin (a p) =. sin a cos p4z cos a sin p.
2. cos (a ± p)= cos a cos p =F sin a sin p.
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C
• • oo

a+ 3 • a— i3
6. sin a — sin 3 —

2 eos sm •

T
i on

a+ 3 a— 3
7. eos a -f- eos 3— 2 eos

2
cos

'

o r
..a +3- a 3

8. cosa —eos3 = —2sin
9

sin

D. Nurga mitmekordse ja osa funktsioonid.

7. 7

1. sin 2a = 2 sina
. cosa; sina = 2sin

2
eos

9 jne.
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to.«_ sina 1 — eosa_i <1 _ cosa
g 2 1 t COS a sin a |/ 1 + cos a

•

ct
a

„
sina 1 + eos a -1

A + cos a
g 2 1 — cos » sin a |/ 1 — eos a '

sina + cosa + | 1 + sin 2a = J/2 sin (a ).

E. Sin a ja cos a astmed.

7.
2. 2 eos 2 a= 1 + eos 2a; 2 eos2

9
1 + eos a jne.
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3. 4 sin 3 a —sin 3a 4-3 sin a.

4. 4 eos 3 a = cos 3a 41 3 COS a.

5. Kui zz on paaritu arv:

/I \« -l . . . , n(n— l)
sin n 7 — I . sin nn—«sinf/z—2)a + 7

\2z7 I v 7 1
.

2

. , ..
ZZ (/Z—l) (/Z —2) . , a\ \

sin (zz —4) 2 3
sin —6)n4- .

..

. z n "73 zz(zz—l). . .(«—"75) . „
W-I

4-(—1) 2
-

2 sin3a4-(— 1) 2

1 . 2 ... "7
3

«(«-i)...(«-7
3
) . |

„

. sin a .
121 . z ... 2

6. Kui n on paaris arv:

1
/ c»x i 1)

smna —

2n-i z
n

cos nn — ncos(n—2) n- v - -- 7

/ A\ 1/ n
«-4 «("—0 •••(«

cos (zz--4)a — ... +(— 1) 2

x

1
.

2
... 2

„(«—l)...(«—V) 1
cos4a +(-l) 2 -

5=3-
~ eos 2 a +

1 . 2
...

2
j

7. Kui n on paaritu arv:

/1 \ n—1 [ // (fi — 1\
cos" a= I j eos nn 4- n eos (n — 2)a 4- j—„

cos(n — 4)alfo22fej — 6)a + ...

(„_Y)
Q w(«-1...(«-t)

4" —-—«—eos 3x» 4"
1

.

2
.

3
...

"? 3
1 .2 . 3

... -J
1

COS a
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8. Kui zz on paarisarv:
/I ’r ,

z
. n (n 1

eos" a I ) eos zza ZZ COS (zz —2)a + 1 2

Z 4YI>
//(«—1)...(/Z —V)

ACOS (zz —4)a| f ... +
n_ 4

COS 4a f
1.2...

2

zz(zz-1...(zz-V) I /z(/z-1)...(/z-V/lf
4-

„
eos 2 a 4-

«
.

1.2.3...
,!

7
2 1.2.3...; \2j

F. Tsüklomeetrilised funktsioonid.

1. are sin zz. are eos lÄl—zz2=1 Ä 1—zz 2 = arctg ,A

W

&|/ 1 -zz2 2

— are eos zz.

1 I—zz2

= are eos = ,
2 1 —f—zz

2

4. are sin zz± are sin v are sin (u J
z

1—v 2 + zl—u2 ■=

are eos (| I—zz 2 . Kl—v 2 + uv).

5. are eos u + arc eos v are sin (77] r i—u 2 +uyi—v2)=

are eos (uv + |
r

i—zz 2
, y

6. arctg zz + arctg v arctg
“
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G. Side nurkade vahel, millede summa 180.

„aaß • Y 14. eos a t eos B — eos 7 4 eos
2

eos
9

sin ~— l.

5. sin 2 a -J- sin 2 B ■{- sin 2
7 2 eos a eos B eos ?+ 2.

6. sin 2 a -J- sin 2 B — sin 2
y 2 sin a . sin B eos y.

7. tga + tgß + . tgß . tgy.

<x 8 Y a 8 . Y
8. ctg

2
+ ctg + ctg

2
— ctg

2
. ctg

2 . ctg
2

9. ctg a. ctg 3 + ctg a, ctg 7 + ctg t 3 . ctg 7= 1

H. Tasapinnaline kolmnurk.

a, b, c — küljed.
<x, 3, Y — nurgad.

p — ringi raadius,

r — ümberkujutud ringi raadius,

s — pind (pinna suurus).
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Üldvalemid.

1. . a
= . —=s= —= 2 r (sinusvalem).

sm a sm p sm y
v 7

2. a— b eos 7+ c eos p; b= c eos a+ a eos y jne.

3. a 2 —b2+c2 - - 2 eos a— (b +-c) 2
— 4bc eos

5 sin 1/5. sin
2 _|/ bc ,

cos
2—p Tc

—|/ (P—a ) (P_ (P~ c)
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10. Külje c mediaan = 7«c
= ]/2(a2 +/>2) — t?

2
.

Täisnurkne kolmnurk.

7 = 90°; c = hüpotennus, a ja b — kateedid.

ctg a tg p; a btg a

üleüldse,
külg ja

kaks

nurka

Vildakkolmnurk.
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tarvis
leida

On teada

16. a,b,a.

7 18Oo—(a+ p).

Kui a > b, siis p <; 90° (teravnurk):
p, 7, c tarvis saame igale tihe

tähenduse.

Kui a bja sinp 1 siis p p,
<9o°-teravnurk ja p 32 180°-p,
— tõmpnurk:
P, 7, c tarvis saame igale kaks

tähendust;
kui sin p 1, p 90°;

kui sin p
s ’ nat

\
> jon

‘ a

nurk võimata.

17. a, b, 7 a, p, c

1/ a 1 +b 2
— 2 ab cis 7 (cosi-

nusvalem);

5 ab£ n Y
(võib tarvitada ka eel-

misel kahel juhusel).
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J. Sfääriline kolmnurk.

a, b, c — küljed (kaare- või nurgaüksustes)
a, p, 7 nurgad

a+|+ l =o — nurkade poolsumma (180° <2 o

<3.180° = 540°); a + p + 7 — 180° = s — sfääriline

ekstsess.

2. eos a = eos b eos c + sin b sin c eos 'a (külje

cosinusvolem).

3. eos a = — eos p eos 7 + sin p sin 7 eos a (nurga
cosinus volem).

4. eos a sin b = sin a eos b eos 7 +sin c eos a.

cotg a sin b = sin 7 ctg a + cos y eos b.

5. eos a sin p = sin 7 eos a—sin a eos p . eos c.

ctg a.sin [3 = sin c.ctg a—eos c eos p.
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Gau.ss’i valemid.

. a+ B a—b
sm —

9
— eos —k—-

-10.
2

= ±_;
eos |
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. a—B . a—b
sin —g

— sin

c
’

sm
gCOS T

a—B . a+ b
cos —2~

sin
—2

T
sin T

. c
sin

2

Täisnurkne kolmnurk.

7 = 90° ja c on hüpotenuus.

2°.
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111. Differentsiaal- ja integraalarvamine.

A. Differentsiaalvalemid.

f'(x)dx=y'dx. Funktsiooni differentsiaalist saame

tuletise, kui differentsiaali jagame argumendi diffe-

rentsiaal üte-ga.

1. d
.

c — 0 (c alatine suurus).

3. d(cx) — cdx.
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eos x dx

sin 2
x

dx
20. d are eos x —

.

1/I—a?2

dx
21. d are tg x

— ——j—-

& l-pE8

22. d are cotg x —

1-pz

23. d Ign sin x — cotg x dx

24. d Ign eos x
—

— tg x dx
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27. duF ■= iT~ x (ii Ign u dv v du), kus u ja v on

ühe ja sama argumendi, ütleme x-\, funktsioonid.

28. Kui u —
F (x, y, z, t, . . .) on rohkema, kui ühe

argumendi x, y, z, t, . . . funktsioon, siis täieline

differentsiaal du
—

d F (x, y, z, t, .. .)

= y, z, t,...) dx 4- F'
y {x, y, z, Z, ...) dy

4-
t

z, Z, . . JiZz (x, y, z, t,...) dt

+-—te
dy +tedz + Ht

dt +

,
,

OF OF OF OF
. .

+ . .
kus j-, r-, on funk-

tsiooni u —
F (x, y, z, t, . . .) osalised tuletised

vastavate muutuvate x, y, z, t, . . .
suhtes.

Näitus: Kui u—2x2y— 3 xz — 2 y -|- z3 5,
Ozz . Q

Oz; O/z

Üx * §y Oz

= —-3 -}- 3z2 ning du —(4xy—3 z) dx +

-|- 2 (x2
— 1) dy — 3 (x—z2 ) dz.]

29. Kui F (x, y) = 0 (ilmutamatu funktsioon), siis

OF
, - OF

, n . dy Ox

-^
dx +V v = Oja =
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§F §F \n

4- -~ —dz +~7tt- dt -4-
.. .

kui Nevtoni binoo-
1 ftz 1 0/ 1 j

mile vastava dF nnAa astme asemel lugejas võtta

osaline tuletis

Märkus :J Teine ehk teise järjekorra tuletis (F" (x)=
(PF 2F

—
— üh e argumendi juures, A "

,

F
y

" (ii) —

õp"
— mitme argumendi juures) on võe-

tud harilisest ehk esimese järjekorra tuletisest j. n.e.

B. Maclaurin’i ja Taylor’i read.

Maclaurin’i rida:

/(x) =/(0) + (0) + (0)+...

zv»n—2 /y*(n—0

• ■ • +

kus /(0), f '(0), /"(O),.;. ./<”-■)(0) on /(x), /'(x),

f" (x),.. - /<n—’)(x) tähendused x= 0 juures. 7?n on

täiendav liige (jääkliigfe—rest); 7?n
=A- /<“> (Qx) ehk

Rn = /(n) iC)» kus on P ositiivne

lihtmurd, s. o. <l.
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(1 1 hn',
ehk /?„ =

-—'
— /(«) (x -j- 0A), kus 0, nagu

eelpool, on positiivne lihtmurd.

3. Maclaurin’i ja Taylofi ridade kohta tuleb tähen-

dada, et nii see kui teine on maksvad ainult sellel

puhul, kui f(x) ja selle tuletised f'(x), {"(x).

. . . /<n> (x) pidevad ning lõpuliku tähendusega on

intervallis 0 kuni x — ühe ja x kuni x-\-h teise

juures.

C. Määramatud avaldused.

1. k- Kui murd x~a juures omandab
0 T (X)

määramatu kuju ,
siis leiame murru õige tähenduse,

kui võtame x— a Juures. Annab aga nimetud

esimeste tuletiste vahekord ka määramatuse x —
a

juures, sus võtame x~a juures jne,

2. Kui —. Kui murd x=a juures annab
cv) T (x)

J

CV)

—, tuleb murru õige tähenduse leidmiseks talitada,

0
.

nagu õ juures.

3. 0
.

cv). Kui kasvatises <?(&) .f(x) x= a juures

<p (x) = 0 ja f(x) = cv>, siis jagamekasvatise y(x) .f(x) =
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dame murru (x), mille tagajärjel saame:

J \x )

juures annab ?
— Ine juhus.

4. o°, 1050,l 050
,

02°. i'Kui avaldus 'T (a?/? (x) omandab

x= a juures ühe ülesloetud kujudest, siis võrdame

T (x) kus tlgn y=<?(x) lgn (a?)ja y='lgn (x)
-

Astmenäitaja <p (x) lgn Y (x) võib määrata, nagu 3das

juhuses.

5. oo — 02. Juhuse, kus <p(x)— Wfx) x= a juures

annab 02 — 02, tuuakse Ise juurde teisen-

damise teel, nimelt;:
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D. Maksimum ja minimum (pöördepunkt).

7. Funktsioon ühe tundmatuga.

Argumendi x-i tähendused (pöördepunktid), millede

juures y = f(x) võib omada maksimumi või mini-

mumi, leiame, kui esimese tuletise f (x) võrdame

nullile ja saadud võrrandi f'(x) = Q lahendame x-i

suhtes. Kui leitud a?-i tähenduse juures:
f(x) vastava x-i tähenduse juuresmaksimum

f"(x)>0, „ f(x) „
x-i

„ „
minimum.

Cn aga fv {x) leitud x-i tähenduse juures ka 0,
siis võib /(a;)-il maksimum või minimum ainult sellel

puhul olla, kui x-i nimetud tähenduse juures esimene

mitte nulliks muutuv tuletis on paarisarvulisest järje-
korrast, s. o. / IV (a?), fm (x) jne., kusjuures maksimumi

ja minimumi lähemalt äramääramine analoogiliselt

eelmisega sünnib. On esimene mitte nulliks muutuv

tuletis võrrandist f* (x) = 0 leitud x-i tähenduse juures
paarituarvulisest järjekorrast, siis ei ole funktsioonil

ei maksimumi ega minimumi, vaid vastav x on

käändepunktiks (funktsiooni kujutaval kõverjoonel on

selles punktis kumeruse kääne).

•Muidugi, võrrandi /'(£)= 0 imaginaarsed juured
näitavad, et neis, kui võimatuis punktes, ei ole ei

pöörde- ega käändepunkti.
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x-i tähendus, mille juures y omandab maksi-

mumi või minimumi, peavad rahuldama võrrandisi

= 0> y) == 0 ning võrratust t0«

&x2

y on maksimum, kui <4 0;

ÖX2
y on minimum, kui > 0.

3. Kahe iseseisva muutuva funktsioon.

x-i ja y-i tähendused, mis z muudavad maksimum

või minimumiks, leiame võrranditest J - =0 ja

W, V)
_ o kus juures

BV-[ 9'/T neab
ty

—u
’

Kus Juures
dxl dyl [tadi/J P

olema > 0.

d*f d 2 f
Kui -x-4 ja tt--- mõlemad < 0, on maksimum;

dx 2 J dy 2

x
.

d2 f .
d 2f .

nkui ja „
> 0, on minimum.

dx 2 J dy2
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4. Relatiivne (suhteline) maksimum ja minimum.

Kui funktsioon u = f(x, y, z) maksimum või mi-

nimurnile vastavate x, y, z-i tähendused ühes sellega
peavad rahuldama võrrandid: y(x, y, z) = 0 ja
4 (x, y, z) = 0, siis seame kokku võrrandid.

)dy Idy dy ’

3) s+ T ä+ ’ls =0> millistele

Võrranditest 1), 2) ja 3) kõrvaldame abitundmatud

Y, t], mille tagajärjel ilmub võrrand kolme tundmatuga
x, y, z. Viimasele ühendame võrrandid 4) ja 5) ning
saadud kolmest võrrandist leiame x, y, z-i tähendu-

sed, mis u = f(x, y, z) maksimumiks või minimu-

miks muudavad.

E. Ratsionaalse murru (murdfunktsiooni) lahuta-

mine osalisteks murdudeks.

Osalisteks murdudeks võib lahutada lihtmurde,
millede üldine kuju:
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Kui antud murd ei ole lihtmurd, siis tuleb temast

täisosa eraldada, kusjuures murdosa lihtmurruna

kujuneb.

Nüüd lahutame F(x) algteguriteks, lahendades võr-

randi F(x) =O. Kui a, 0, y, 8, . ..
on võrrandi /?(ir)=o

tl juurt, siis F(x) = (x—a) (x—p) (x—y) — 8 )
Siin juures on võimalikud kolm juhust:

1. Kõik juured on reaalsed ja üksteisest lahknevad-

Osalistes murdudes saame:

M
= i JL .IL_._i üleüldse

F(x) a;—a + ir—p + x—Y
'

x—B ’’'
■

’ °

n murdu.

Lugejad ai, pi, yi, Br, . . .
leiame võrranditest:

2. Juured on osade kaupa võrdsed, kusjuures, mui-

dugi, mõnes osas võib olla üksainus juur, millele

võrdset ei leidu. Oletame, et a-ga on võrdsed p. juurt
(a on juur) ja p-ga v juurt, kuna teised juu-
red on lihtsad ehk ühekordsed (s. o. nende seas ei

ole võrdseid). Siis F(x)=(x—a)*1 . (x—(3)
v

(x—y) (x—B)...

Lugejad ai, a 2, .. . a
a

leiame koeffitsientidena

z astmete juures avalduse
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/(«+*)

-f-a.zp.—i 4~ •• • parempoolses osas, missugune on
r*

pahempoolse osa lahutus z tõusvate astmete järgi.

Niisama leiame Pi, Pa, p3, . . . P
v

avaldusest:

+ a +~

~FP
V

2,7 +••
•>

kuna 71, oi jne. leiame, nagu eel*

pool näidatud.

3. Juurtest on kõik või mõned paariviisi imagi-
naarsed, nii et F(x) = (x—p-\-qi) (x—p—qi) s(x).

On juured kõik lahknevad, siis leiame, nagu esi-

mesel juhusel,

Võrdsete juurtega toimetame, nagu teise juhuse
juures.

Tahetakse aga arvamist nii läbi viia, et imaginaar-
sed juured kaetuks jäävad, siis leiame osalised murrud

määramatute koeffitsientide abil, milleks viimase,

üldise, näituse võtame.
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dudeks lahutatult = 7
—-I—4 1—4- --°'2

T 4- —L 4-
(x— l) 2 1 x— l 1 a?-|-l 1

pix-\-qi . p 2 a?4-^2 . va?4-s , _ ,

/ 2 iiž' + — toome vorduse mo-
(a?2-f-l) 2 1 a?

2-|-l 1 x
2 -[-2

lemad pooled ühise nimetajale, milleks on

(x— l 2) (x 4-1) (x2
4 l)2 (x2 + 2)f ja kaotame murrulise

kuju, kust saame:

Avades parempoolses osas klambrid ja korraldades

avalduse x-i astmete järgi, võrdleme koeffitsiente ühe-

suguste x-i astmete juures mõlemil pooltel, missugu-
sed peavad olema võrdsed. Siit saamegi nii mitu võr-

randit, mitu tundmatut koeffitsienti.

Võtame teise, lühema näituse ja viime selle lõpule;

1=(p + aa) x 3 +(q-lp4- ai - OC2) x2 + (p-2 q4- 4a 2) X 4-

+(q4-4 ai — 4 a 2); saame võrrandid, milledest leiame

p, q, ai ja a
2,

nimelt:
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Q A
1 2 x 3

Seega murd -~

9
—.

9&
x

2 +4) (x—-l)2 25 (x2
+ 4)

F. Integraalvalemid ja võtted.

a) Üldalused.

1. J adu = a Jdu = au + C, kus a on alaline

antud suurus, u argumendi (eelmuutuva) x-i funk-

tsioon ja C vabalt valitav alaline suurus.

2. j (zz + v) dx= J udx +J* u dx, kus u ja v on

x-\ funktsioonid (algebralise summa integraal).

<4. j f(x}dx=j*f [ep (z)] y1 (*) dz, kus x== <p'(z) (ase-

tähenduse tarvitamine).

ferentsiaali leidmine integraali märgi all).

6. Jdy j*f(x}
y)dx =J' di/(järjekorra

muutmine integraali leidmisel).
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Näitused.

3nda valemi seletuseks (inteegrimine osade kaupa):
J xex dx=f xdex

~xex
— f ex dx —

xex
— ex -\-C.

4nda valemi seletuseks (inteegrimine asetäh. abil:

b. Põhivalemid.

/* xn “h
1. J xn dx = 4~C; non positiivne või nega-

tiivne täis- või murdarv, juhus n= — 1 välja
jäätud.
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c. Ratsionaalfunktsioonid.
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11
f f (x) dx

,
.

1L
Ja 2’

kuson nimetajast kõrgema

astmeline täisfunktsioon (astmenäitaja /z>2). Siin
tuleb integraalalusesi murrust enne täisosa eraldada

ja siis tarvitada eelmisi võtteid.

c dx

J(a-]-2bx-}-cx
2) n

"
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1 s P dr= f - + +Qdr
JF(x) J xn ax n ~x ■*

kus m ja n positiivsed täisarvud ning

f (x)
Lahutame murru osalisteks murdudeks,

nagu peatükis E näidatud, ja tarvitame inteegri-
misel eelmisi võtteid.

d. Irratsionaalfunktsionid.

;di'
— . . ; tarvitades asetähendust

(« + M Ka-\-bx
Ka-\-bx =z, leiame avalduse, mis vastab vale-

mitele 7 ja 8 rationaal-funktsioonidest
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= 2 are tg \/~aJr x
-[-C.

r
a— x

r xm dx x m ~ x X

Jl a-}-2\bx-\-cx2 mc

(m— 1) a cxm~ 2dx (2m— 1 b rxm~ l dx

mc J X mc J X ’



Diferentsiaal- ja integraalarvamine.86

=y ja siis, nagu valem 10.

z AA-Bx dx
....

,n Q I 2 ■
/ J asetahen-

a-]-2 ftx-\~7x~ ya-\-2 b x -j- cx-

dus y, kus x = j a P ning <7 on juured

süsteemist: (P~F<7) 4~ a= cPQ-\~
-j-Z> (p-j-</)-j- = o; peale selle uus asetähen-

dus z=y
2
,

mille tagajärjeks kaks integraali
r dz

.
r dz

I ia I
•'(«l+Ti*) + z+CiZ3

(valemid 4 ja 15).

r f (x) dx
. , , f (x)

J F (x) ]/a -f- 2 bx -}- cx2 F\x )

osalisteks ja talitame, nagu valemi 15 ning edasi

valemi 16 juures.
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e. Transtsendentfunktsioonid.

& lo' j
eos mx .

ö. Isin mx dx~ —
— -4- C.

J m
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pg x dx —
— Ign eos x-\-C.

i

Jctg xdx — Ign sin x C.

f,x . „

J 1 — eos x
C

2 1

m
f•

„ j
eos x sin" -’,r . n — l / .„ , .21. sin n xdx — 4 sin n~ 2 xdx

Jn' n J

(kui n paaritu arv, siis asetähendus sin x = z).
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«n
f

„ j
sin x eos"-1 x.n — 1 /

22. | eos" xdx = 4- | cos"~- xdx
J n 1 n J

(kui n paaritu arv, siis asetähendus cosa? =z).

26
fdx sin x .n — 2 I' dx

J eos" x (n —1) cos"~ x x ' n — l J eos" -1 a;

. m— 1 / . o-4- . Isin'"- 2
eos" x dx.

1 m + n J
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Kui m või /z on paaritu arv, siis leiame integraali

kergemalt, kui valemites 27, 28, 29 võtame sinx = z

või eos x— z.

4-C, kui a 2 <^b2.

j
/’ eos xdx x a (' dx '

Ja4~ b eos a; b »b J a~\- b eos x
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/. Integraali leidmine funktsiooni reaks lahutamiseabil.

Kui funktsioon f (x) on teatud intervallis muutuva

x-i tarvis koonduv, siis on ka rea liigete integraalide
rida koonduv. Niisugusel puhul on võimalus f (x}

integraali asemel, kui see otsekohe raskesti võetav,

võtta integraalid järjekordseist realiigetest.

3. (e ' d-1
.

Tarvitades asetähendust e x
= z,saame :

J x

/
.

Selle integraaliga tuleb tallitada, nagu
J Ignz

p. 2-o näidatud.
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g. Määratud integraalid.

oc

2 f dx 7t

j a xi 2 ab

/dx 7C

v |/a — bx2 2]/ b
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sed arvud, n peale selle veel täisarv

h. Määratud integraali ligikaudne arvamine.

LeidaJ f (x) dx. Jagame intervalli a—st b—ni

tsiooni y=f (x) tähenduse: yO, y, y2, y3 . .
mis

vastavad argumendi tähendustele 'x =a. x — a-}-h,
x = a-j-2h, ..

x = a -j- nh = b., oletades, et f (x) ja
selle alamaltoodud tuletised on selles intervallis pidevad.
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,c>* 691
=y6g,

Ä
6
=

273Q
jne. o|< o< 1, on suurem

väiksemaist/(2r) (x) ja väiksem suuremaist / (2r) (x)
intervallis b—a.

Viimane liige on jääk.
Võtame o = 1 ja tarvis ükskord suurima ja

teine kord väikseima /(2r) (x) tähendustest intervallis

a ...
b. Neile tähendustele vastavalt saame rea üleqi-

ja alampiiri, mille teeme, kui J/ (x) dx tähenduseks

võtame kõik rea liikmed ilma viimaseta.

Kui r=2, siis:

Valem 2 on ühesugune r juures täpsem, kui

valem 3.

Määratud integraali tähenduse võib leida graafi-

liselt, kui kujutame graafiliselt / (x). Siis onjf(x)dx
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pindosa, mille piirab sisse %-telje osa a ja b vahel,
a ja b—le vastavad ordinaadid ning funktsiooni kuju-
tava kõverjoone osa f (a) ja /(/>) vahel.

G. Differentsiaalvõrrandid.

a. Esimese järjekorra differentsiaalvõrrandid.

2. f(x) »(y) dx-j- \F (x)'<p (y)\dy —O. Lahutame muu-

Cf(x') Mv)
tuvad ja inteegrime: J F^ dx+j dy =C.

malik, kui
d

'd Leiame:
dy\ 1 dx

4. Kui intcegrimise võimaluse tunnus

inteegritavaks, kui tema kordame n. n. inteegri-
misteguriga M.

Viimane peab rahuldama võrrandi:
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Mõnel juhusel võib M leida võrrandist:

dy dx dM

f(x, y) ? (x, y) | d<? df (x, y)
L dx dy

dy
Kui võrrand pärast ilmutamisel esineb kujul

k siis kannab differentsiaalvõrrand
dx \ x /

homogeenvõrrandi (ühtlane) nime.

Võtame asetähenduse =t, kust y = tx, dy =

X '

Võtame y — uv, kus u ja v on x-i funtksioonid.

,
• dy dv . du

... .

Leiame; ,
= u

, -\-v . .
Asetamisel saame:

dx dx • dx

f (*) ( = 0.

u leiame võrrandist f (x) ? (x) u
—

ja saame Ign = — J/(x) W =

J/(a?)
Siit järgneb v jaoks tingiv võrrand:

f (x) u —■-j- <p (a?) = 0 ehk v =
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Nüüd leiame:

Korratud differentsimise kaudu lihtsamaile juhus-

tele toodud võrrandid v= F\ x, Võrdame
\ dx!

x
~ z J a differentsime x suhtes, siis saame:

dF .ÖF dz
c

.

+
.

+ ,z
— Õjc Qx' Sagedasti tuleme niisugusel

teel eelmisele juhusele, z-i tähenduse asetame

siis võrrandisse y =F(x,z).

b. Teise järjekorra dijferentsiaalvõrrandid.

= Lahendus: y = I'dxj'f(x)dx+Cx+Cl.

ja edasi y— xJ f(x)dx-Jxf(x)dx-j-Cx-I~CI.

=/(y).Lahendus:x= f--- i r** J ) C+2ff(\)dy + Cl '

Üldselt oleks käesolev juhus + G-

Üldjuhuse lahendus: Oletades, =z, kust

kõrvaldame võrranditestF — o

ja = zdx. Lahendamise otstarbel inteegrime
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/ zdz \
osade kaupa lahutamise abil võrrandi ,yj o.

d
= f \ Võtame asetähenduse =z

U/jv \ U/J\r / (l Av

■ d2
y dz

.. . ...
rdz . „

ja , sus saame võrrandid: x =
r

,dx- dx Jf(x) 1
Czdz

jay= /r/ .
4- Cl

,
millest z-i kõrvaldes leiame

J/(2)
soovitava lahenduse.

= f \ dy,x ). Võttes = z, katsume selle
dx- J \dx J dx

läbi saadavat esimese järjekorra differentsiaal-

võrrandit / (z, x) inteegrida. Kui nüüd

leiame z~y(xj, siis jääb veel inteegrida võrrand

dy = ? (*)dx, mis raskust ei sünnita.,

d~y
= f (dy x

võtame
dy

= z -z
dz

dx2 \dx’ y)' dx
’

dx2 dy
saadavat esimese|järjekorra differen-

tsiaalvõrrandit z
dy~

Kui leiame

z=? Q/),* siis" on antud võrrandi integraal:

C. Esimese järjekorra dijferentsiabvõrrandEJigikaudne
lahendamine.

On antud differentsialvõrrand F ( d^
, x, y} =O.

\ dx h

Peale selle on teada, et võrrandile vastav integraaljoon
(kurv) läheb läbi (kulgeb) punkti A (xO, y0 ). Siis on
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võimalik tähendud integraaljoont leida punktide kaupa,
alates punktist A. Selleks, et leida punkti A

r (xv y t ),
nimelt ordinaadi yr , kirjutame ligikaudselt =

dx. J. leiame antud differentsiaalvõrrandist

ligikaudselt, kui x, y asemel
võtame x

O, yO .
Nüüd leiame

x
t
=x

0 -j- dx juure kuuluva yr

ja siis võib leida tähenduse
dx

punktis A. Kui nüüd
dx

Xq Xj tähendustest pp. 4
0 ja A

}
võ-

tarne keskväärtuse, siis annab

see parandud y± jne. Keskväärtuse geomeetriline
tähendus selgub juurde lisatud joonisest.

Kui differentsialvõrrand esineb kuiul f (-?,
J \dx /

siis on ligikaudne leidmine iseäranis lihtne ja võrdle

misi kaunis täpne.
Alamal võtame näitusena võrrandi, mis ennast

ka nii kergesti inteegrida laseb, et täpsust oleks või-

malik järelkatsuda.
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= 2.a;.; kui x=o, siis y= c. Tähenduste
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IV. Analüütiline geomeetria.

A. Punkt ja sirgjoon tasapinnal.

Märkus. Koordinaadistik on sirgjooneline täisnurkne.
1. Joonlõigu pikkus / ehk kahe punkti (xlf yr ) ja

(x2, y 2) kaugus üksteisest ning joonlõigu kallakus

(kaldenurk a) X-telje positiivse sihi suhtes:

2. Joonlõik l otspunktega (xXi yx ) ja (x2t jagada
proportsionaalselt m

v
:m

2. Jagamispunkti koordinaadid

01,, u x ia „ - „

Wig2 ±/n
2 g,

olgu xm ja ijm . xm
-

mi±ma
_

>Vm - '

Märk
„

—“ tuleb võtta, kui jagamispunkt väljas-
pool joonlõiku.

Lõigu keskpunkti koordinaadid on:

3. Sirgjoont esitab esimese astme võrrand kahe

tundmatuga ja, ümberpöördult, esimese astme võrran-

dit kahe tundmatuga kujutab sirgjoon (kolmest koef-
itsiendist võib üks või kaks erakorral võrduda nulliga).

Sirgjoone võrrand võib teisenduda mitmele kujule:
1) Ar-|- By-\- C — 0.. üldkujuline võrrand.

2) y = kx-\-b... ilmutud kujuline võrrand (ilmu-
tud ühe jooksva koordinaadi suhtes). N. n. nurga
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koeffitsient k on X-telje positiivsest osast vastupäeva
sihis (vastu kellatunni või minutinäitaja liikumise sihti)
sirgjooneni loetud nurga (a) tangens; b on /-telje lõik

algpunktist kuni sirgjooneni. Kui X-telje lõiku alg-

punktist kuni sirgjooneni tähendada a, siis k=—

kui sirgjoon läheb lõbi algpunkti, siis tuleb k
— tga

määrata, nagu seda (vaata 1) joonlõigu / puhul leitakse.

i AB (y =kx-{-b).
X-teljega II joone võrrand on y= b\
Jf-telje enese

„ „ y— o;

/-teljega II joone „ „ x~a;

/-telje enese
„ „ x= o;

Läbi algpunkti mineva sirgjoone võrrand on y = kx

7/

3) = 1... lõikkujuline võrrand, kus a ja b

on X- ja /-telje vastavad lõigud algpunktist kuni

sirgjooneni.

4) x eos p —|—2/ sin p— p = 0 normaalkujuline võr-

rand. p on algpunktist sirgjoonele kujutud normaali
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(perpendikulaari) pikkus (kui pikkus, on p alati posi-
tiivne); 0 on nurk, mille nimetud normaal sünnitab

X-telje positiivse sihiga (nurk loetakse alustelje pos.
osast normaalini vastu päeva sihis).

Võrrandist Ax -J- By C= o saame normaal-

kujusse, kui seda korrata n. n. normeeriva teguriga
1 A

A 4 = +
——. Siis ± = eos 8.

VA2 +B2 VA2 + B 2
B • q-

c
7,r ■■

- ==sm 8 ja -7—7= —n.
+ VA2^-B2 ±K/42 -]-52

P

Märk „4"“ või
»
—“ tuleb n” valida, et p suurus

oleks positiivne.

4. Läbi antud punkti' kujutada sirgjoon (võrrand
ilmutud kujul).

1) Kui sirgjoon läheb

(a?i, //i), siis on tema võrrand

on vabalt võetav.

läbi ühe antud punkti

y — y v =.k(x — x
y \ kus k

2) Kui sirgjoon läheb

(#1,2/1) ja (#2,2/2), siis on:

läbi kahe antud punkti

y — V\

y*—lh x.>—x}
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3) Kui kolm punkti asuvad ühel ja samal sirg-
joonel, siis peavad nende punktide koordinaadid rahul-

dama võrduse:

5. Punkti (xt, y } ) kaugus / sirgjoonest, mille

võrrand antud normaalkujul (x eos p y sin [3 —p = o)\
Z=±(a?i, cos'P-J-2/i, sinp— p). Märk või

„
—“

tuleb nii valida, et saadava avalduse tähendus muutuks

positiivseks (kui avaldus enne märgi valimist ilmub

negatiivsena, siis asub antud punkt algpunktile lähemal,
kui sirgjoon).

6. Sirgjoonte lõikepunkt.

l)Sirgjoonte A AA2/AG = 0 ja A AA2/ A
-j- C 2 = O lõikepunkti koordinaatideks on vastava võr-

randite süsteemi juured.

2) Sirgjoone võrrand, mis läbi kahe antud sirg-
joone lõikepunkti läheb, on: A

± xAA yA G A
AK (A 2 x-f-B2 y-j-C2) —O, kus Kon vabalt võetav.

3) Sellel juhusel, kui kolm sirgjoont lõikuvad ühes

punktis, peavad sirgjoontele vastavate võrrandite koef-

fitsiendid rahuldama võrduse:

7. Nurk f0) kahe sirgjoone vahel

1) Sirgjoonte võrrandid on antud ilmutud kujul:
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2) Võrrandid on antud üldkujul:

Et 0 oleks teravnurk, tuleb mõlemil puhul märk

nii valida, et avaldus muutuks positiivseks.

4) Perpendikulaarjoonte puhul: k 2 = — ehk

A A = 0.

8. Sirgjoonele, milline läheb läbi punkti (x lf yj
ja lõikab sirgjoone (y =kx-\-b) nurga 0 all, • vastab

.
k -4- tg 0

. .võrrand: y— Vi = («—®i)

9. Kahe sirgjoone vahelise nurga poolitajaks on

sirgjoon, millise võrrand:

(üks märk vastab terav
—,

teine tõmpnurga pooldajale).

B. Koordinaatsüsteemide teisendamine.

1. Sirgjoonelise täisnurkse süsteemi teisendamine

sirgjooneliseks täisnurkseks.

x, y — punkti kordinaadid endises süsteemis,
x\yl

—

„ „ uues

1) kantakse teise kohta, mille koordi-
naadid endises süsteemis (a, b), kuna teljed jäävad
endistele paralleelseks:
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52) Teljed pöörduvad, kusjuures nurk X- ja Xy -telje
positiivsete sihtide’vahel (X teljest vastupäeva sihis loe-

tult) on a, kuna algpunkt jääb endisele kohale.

3) Algpunkt kantakse teise kohta ja teljed pöörduvad:

2. Sirgjoonelise täisnurkse süsteemi teisendamine

vildaknurkseks telgede pöördumise puhul, kui a on

nurk X- ja Xl -telje, {3-nurk Y- ja -telje vahel (luge-
mise siht, nagu eelpool tähendud):

3. Sirgjoonelise koordinaatide süsteemi teisenda-
mine poolaarsüsteemiks ja ümberpöördult.

1) Sirgjooneline süsteem on täisnurkne, tema alg-
punkt ja X-telje positiivne siht langevad ühte poo-

laarsüsteemi pooliga (poolusega) ja polaarteljega:

sin ®= ,tg 9 = ehk ® = are tg —; pon raadius-
p x ‘ x

vektor, 9 — polaarnurk.

2) Sirgjooneline süsteem on vildaknurkne — nurk

telgede posit. osade vahel on 6, kuna muude elemen-

tide asupaik, nagu eelpool:
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P — pool, PT — polaartelg. Punkt M koordi-

naadid on ühes süsteemis (x, y), teises — (p, <p).

C. Kõverjooned tasapinnal.

a. Üldlaused.

1. Kõverjoone võrrand sirgjoonelises koordinaa-
distikus ilmutamatul kujul on F (x, y) =O, ilmutud

kujul — y=f(xj. Kõverjoone'võrrand polaarsüstee-
mis ilmutumatul kujul on F (p, <p) =O, ilmutud kujul
— P =/(?)•

Mõnikord on arvutamise otstarbel lihtsam võrrand

väljendada abimuutuva (parameetri) abil kahe võrrandi

kujul: x = y =

2. Nurk a, mille kõverjoonele kujutud riivaja sün-

nitab X-telje positiivse osaga (X-teljest riivajani vastu-

päeva sihis loetud) määratakse täisnurkses süsteemis

järgmiselt:

dy dx , dy.
sm a—

~ eos a = -,tg a = >

ds ds dx



Analüütiline geomeetria.108

ds on vastava kõverjoone kaare differentsiaal:

ds = ± Vdx2^]- dy2 (märk võetakse vastavalt tg a

tähendusele).

3. Kui tähendame nurga, mille sünnitab kasvava

<p poole pöördud riivaja raadius-vektori p positiivse

sihiga, tähega siis:

dv dp .
dv

sm
ds,

eos a 1 = ds
, tg a =

kus kaare differentsiaal ds =±V dp2 -[-p2 d?2 (märk
vastavalt tg tähendusele).

4. Punktis (x, y) kujutud riivaja võrrand on:

71 -*=

d

dx
(e - x>ehk

dL (S -*> +
d

d

F
~s= °-

kus $ ja t) on riivaja jooksvad koordinaadid.

Riivaja (vaata joon.) PR = y =

Polaarriivaja alus O7?0 —p
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POLPR, PP
q
L OX, OP, OP

0
=x.

5. Normaali võrrand punktis (x, y) on:

1- -

dj,
ehk

d -y <5 -*) ~Tx =0
’

kus $ ja 7] on normaali jooksevad kordinaadid.

dv
Normaali alus P

ON = y

Polaarnormaal PN
(} = —==]/'p 2 _L f \ 2 -

6. Et leida nurga, mille sünnitab siht lõpmata
kaugesse kõverjoone punkti, tuleb teisendada võrrand

polaarkujule ja leida nurk (või nurgad), mis vastab
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p=oo ; kui kõverjoone kujutus on //-astmeline funk-

tsioon, siis tuleb funktsioon esialgul jagada p ülima

astmega. Võrrand ilmub kujul F —

F
n_2 -j-.. F

t -j- F
o =O. Fk kujutab ühismõõteliste

liikmete kogu.

7. Assümptoodid on riivajad kõverjoonele selles

lõpmata kaugeis punktes.

Nende võrrandid leiame, kui riivaja võrrandi, kus

(x, y) riivepunkt, teisendatud polaarkujule, asetades

(x,y) asemel (?,<?), jagame võrrandi p ülima astmega,

p võrdame lõpmatusele (p = oo) ja <p asemele võtame

nurga, mille sünnitab siht lõpmata kaugesse punkti.

8. Kui kahel kõverjoonel on ühine punkt, siis on

see punkt nende joonte £ nda järjekorra riivamispunktiks
sellel puhul, kui mõlema kõverjoone esimesed k tule-

tist nimetud ühise punkti tarvis on vastavalt paari-
kaupa võrdsed s. o.

kus f(x) ja v(x) on antud kõverjoonte võrrandid.

Kui riivamise järjekord on paarisarvuline, siis kõ-

verjooned lõikuvad ühises punktis, kui paaritu arvu-

line, siis riivavad, ilma et üksteist lõikaks.

Antud kõverjoont riivav sirgjoon, millist lühidalt

oleme nimetanud riivajaks, annab üldselt 1-se järje-
korra ja riivav ring üldselt teise järjekorra riivamis-

punkti.

9. Ringi, mis antud kõverjoont punktis (x,y) rii-

vab, nimetakse selle kõverjoone kõverusringiks punk-
tis (x, y).
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Kõverusringil on kõverjoonega teise järjekorra rii-

vamine s. d. temal on kõverjoonega kolm lõpmata
lähedat ühist punkti.

Kõverusringi tsenter nimetakse lühidalt kõveruse

tsentriks ja raadius kõveruse raadiuseks; kõveruse

,
ds

raadius p= , •
da

Täisnurkses koordinaadistikus:

Kõverusraadiuse p pöördsuurus — kannab kõve-

ruse (kumeruse) nime (mida suurem > seda suurem
P

on kõverus).

10. Kõveruse tsentri koordinaadid kõverjoone punk-

tile (x, y) vastavalt on x', y', kus x' =x—

dx
y' ~y kus p tuleb võtta, nagu p. 9 näidatud.
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11. Kõveruse tsentri asupaiga leiame ka, kui punktis
(x, y) ja sellele lõpmata lähedas punktis (x Jx,

y-\~dy) kujutud normaalid pikendame kuni nad lõi-

kuvad. Saadud punkt on tsenter.

Kõverjoone evolüüt on selle kõverjoone kõigi punk-
tide kõverustsentrite geomeetriline koht. Antud kõ-

verjoon ise kannab evolüüti suhtes evolvendi nime.

Evolüüdi võrrandi võib leida, kui evolvendi ja kõ-

verustsentri koordinaatide x' ning y' võrranditest kõ-

verjoone koordinaadid x ja y kõrvaldada ning saadud

võrrandis muutuvatena võtta x', y'.

Evolüüdi kaare pikkus kahe punkti vahel võrdub

kaare otspunktidele vastavate evolvendi punktes võetud

kõverusraadiuste pikkuste vahega.

Kõverusraadius on evolvendile normaaljooneks ja
evolüüdile riivajaks.

Kui evolüüdile oleks keritud niit, siis kujutaks selle

ots lahti kerimisel evolvendi, kui lahtikeritav niidi

osa evolüüdile on riivajaks.

Kui evolüüdi võrrand on F (x',y') =O, siis leiame

evolvendi võrrandi järgmistest:

,
,dx'

f
,dy' c,, ,\

„

x==x'-s'—
n y = y' — F (x ,y) = 0,

kus 5' on evolüüdi kaare pikkus alguspunktist lugedes.

12. Kõverjoone kumerus on Y telje positiivsele
d2

y
poole, kui on Y telje negatiivsele poole, kui

2 >o. Punktis, kus =O, kuna 2EO, muudab
dx* dx* d*x

kõverjoon kumeruse sihi läheb negatiivsest sihist posi-
tivsesse või ümberpöördult: punkt on
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Käärdepunktideks võivad olla võrrandi juured.

Kui need juured samastavad nulliks ka

siis on punkt (x,y) käändepunktis ainult paarisarvu-
lise k juures, paarituarvulise k juures on pöördepunkt
(maksimum või miinimum).

Käändepunkti puhul on riivajal paarisarvulise järje-
korraga riivamine (riivaja lõikab kõverjoont) ja kõve-

rusraadius p = cv>; pöördepunkti puhul on riivajal rii-

vamine paarituarvulisest järjekorrast.

13. Kõverjoonel on kahekordne punkt,

= —määramatul kujul-j-.. Kui määra-

matuse lahendame ja saame tga tarvis kaks reaal-

tähendust, millistele vastavad kaks riivajat, siis on

punkt oluliselt kahekordseks punktiks. Kui mõlemad

tga tähendused on võrdsed, siis langevad mõlemad

riivajad ühte ja punkt on tagasipöörde punktiks. Kui
mõlemad tga tähendused on imaginaarsed, siis on

punkt eraldud — isoleeritud punktiks.
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14, Pinna suuruse (pindala) s arvamine.

a) Pindala kõverjoone, JV-telje ja kahe ordinaadi

j/0, (neile vastavad x
O , icj vahel saame, kui võtame:

b) Pindala kõverjoone ja raadius-vektorite pO,

<PI

(neile vastavad ?0, ©J vahel saame võttes: s=l/2
fp2

15. Kaarepikkuse l arvamine.

Kaarepikkus kahe x0 ja xL
— le vastavate punk-

tide vahel on:

polaarkoordinaates

16. Üldine sissepiirav kõverjoon.

Kui võrrandis F (x, y, p) = 0 alalise parameetri
võtame muutuva parameetrina, siis saame terve kogu,
terve perekonna kõverjoone. Sarnaseid kõverjoone
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piirab sisse, kui kõigile ühine riivaja, teatud kõverjoon,
mis üldise sissepiirava kõverjoone nime kannab ja
millise võrrandi leiame, kui võrranditest: F(x, y,p) —O,

dF (x, y, p)
n

——- = 0 kõrvaldame parameetri p.

Kui kõverjoonte perekond määratakse võrrandiga
<?) =O, milles kaks muutuvat, võrrandiga

= 0 seotud parameetrit, siis leiame sissepiirava
kõverjoone võrrandi, kui p ja q kõrvaldame võrranditest:

17. Trajektoor. Kõverjoon, mis kõverjoonte pere-
konda F(x,y,p) —O, kus p muutuv parameeter, lõikab

täisnurga all, kannab kõverjoonte perekonna trajek-
toori nime. Kui trajektoori koordinaadid on £,?], siis

saame trajektoori võrrandi, kõrvaldades parameetri p
võrranditest:

Saadud trajektoori võrrandi inteegrimine annab

trajektooride perekonna, kui arvesse võtta inteegrimisel
ilmuvaid vabalt valitavaid alalisi suurusi.

b. Teise järjekorra kõverjooned (koonuslõiked).

1. Teise järjekorra kõverjoone võrrand üldsel kujul
sirgjoonses koordinaadistikus on:
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See võrrand kujutab:

2. Kõik teise järjekorra kõverjooned võime saada

koonuse (kahe poolega) lõikel.

Kui lõikepind asub ühes koonuse pooles ja selle

juures: 1) ei ole paralleelne koonuse kujutava joonega,
saame ellipsi; 2) on paralleelne kujutava joonega,
saame parabooli. Kui lõikepind asub koonuse mõle-

mis pooles, saame hüperbooli.

Ellips võib erakorral muutuda punktiks, parabool
— sirgjooneks ja hüperbool kaheks lõikuvaks sirg-
jooneks.

3. Koonuslõiget võime vaadelda, kui punkti geo-

meetrilist kohta.

Kui punkt liigub nii, et temal vahekord e kaugus-
test antud alalise punktini (tulipunkt = fookus) ja antud

sirgjooneni (juhtjoon — direktriss) ei muutu, siis on

liikuva punkti geomeetriliseks kohaks:

ellips, kui

parabool kui e=l,

hüperpool, kui

Vahekord e kannab vastava kõverjoon ekstsentri-

suse nime.

4. Ellipsi ja hüperbooli keskpunktiks (tsentriks) on

kõverjoonte 2Ax -j- By -j- E—o ja Bx-[-2Cy-\-D = 0

lõikepunkt. A, B, C, Eja D tähendused on samad,
mis p. 1-ses.



Analüütiline geomeetria. 117

Ring.

5. Ringi võrrand täisnurkses koordinaadistikus:

(x—aj2 -f- (y—by — r-, kus (a, b) on ringi keskpunkti
koordinaadid. Kui ringi keskpunkt asub koordinaa-

distiku algpunktis, siis x
2 -|-y2

= r
3

.

Ellips ja hüperbool.

6. Ellipsi ja hüperbooli keskpunkti suhtes võetud

võrrand sirgjoonses täisnurkses koordinaadistikus (kesk-

punkt asub algpunktis): Ax2 -j-Byx Cy2 —k.

Kui peale selle teljed ühtuvad koordinaattelgiga,

on poolteljed ning ülemine märk (-j-) vastab ellipsile,
alumine (—) hüperboolile. Viimane võrrand annab:

. b b_
.

y—V d2
—x

a (ellips) ja— ±~Kx
1
—a

2 (hüperbool).

7. Tulipunktide F
x ja F2 kaugus keskpunktist 0:

c=OFx—OF
2
— Vd2—b'2 ellipsi ja c = VcFÄ^b 2 hüper-

booli tarvis. Raadius-vektorid r
x ja r

2 annavad:

ellipsil r
x

=2 a ja B X FX —
Br F2 =a\ hüper-

boolil r
x —ra

= ±2a.
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Ellips.

Hüperool.

c a
2
—b~

Ekstsentrisus e —
— = ellipsil ja
a a
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b2

Tulipunktile vastav ordinaat p— ±a (1 —e 2) =—•

2 p tähendus kannab parameetri nime.

8. Raadius — vektorid:

i\= a — ex | = — (a — ex) j
r

2
=a + ex ] elliPs ia r

2 =a+ «x | hüperbool.

9. Riivaja võrrand : ± = 1

Normaali võrrand: (x, y) on vas-
b 2 x a-y

v

tava kõverjoone riivamispunkti, (£, vj) riivaja või nor-

maali jooksvad koordinaadid.

10. Hüperbooli jaoks on olemas paar sirgjoone, mil-

leni hüperbooli harud eemaldudes keskpunktist lähenevad

alatasa, kuid milleni nad täiesti kunagi ei jõua. Need

sirgjooned kannavad assüfnptootide nime: nad on hüper-
boolile, nõnda ütelda, riivajad lõpmata kauges punktis

(CD ja EG). Assümptoori võrrand: As

sümptoodi nurga koeffitsient tga==±--. Siit järgneb

hüperbooli ehituse viis.

Sirgjoonses koordinaadistikus, kui assümptoodid on

võetud telgedeks,on hüperbooli võrrand:x 1
t/

1
=

1/4 (a2+Z>2).

11. Kui b~a, siis saame x 2 ±y2 =a2
— ellipsi

erikuju ring (x 2 -\-y2
— a

2} ja võrdtelgne hüperbool
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(xs
—y Parameeter 2/?=2a.Hüperbooli assümptoot-

võrrand x' a
l
.
Peale selle: e = Jz2, a=4s® ja 135®.

13. Ellipsi ja hüperbooli polaarvõrrandid, kui tuli-

punkt on pooliks (pooluseks) ja polaartelg ühtub alus-

telega (Z7

! 4):

14. Ellipsi pindala risttelje pos. või neg. osa ja
x-\e vastava samasihilise ordinaadi y vahel

Ellipsi kogupindala s = ~ab.

Hüperbooli pindala tipu ja x-le vastava pos. või neg.
ordinaadi y vahel

ehk lühendatult l = k (a -|- b) w.

Arvutamisel võib tarvitada tabelit:
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Parabool.

16. Parabooli võrrand, võetud tipu suhtes (tipp
on koordinaadistiku algpunktiks, koord. telg ühtub

parab. teljega) y2 = 2 px, kus lp on parameeter, p tuli-

punktile vastava koordinaadi pikkus.

17. Tulipunkti E kaugus tipust A s. o. AE=

Väljapool parabooli tipus --- kaugusel paralleelselt F-

teljega kujutud sirgjoon on juhtjoon (direktriss).

võrrand: vj —y —
— —x)

19. Polaarvõrrand, kui tulipunkt on pooliks (poo
luseks) ja EA polaarteljeks:

20. Kõverusraadius o =

k p

21. Evolüüdi võrrand: 27 py'2 — 8(x — p) 3 (semi-
kuupne parabool).

22. Parabooli osa AEG pindala (tipust kuni a>le

vastava pos. või neg. ordinaadini y) tarvis saame valemi:

s
x ■=

2/3 xy. Parabooli iga segmentil, mille aluseks

teljel võetud lõik a ja kõrguseks (kaugemal äärel) h,
võrdub pindala ligikaudselt 2/3 ah.
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Parabool.

23. Parabooli kaare AE pikkus* tipust kuni x-\e

vastava parabooli punktini

Sellel puhul, Wii — on väikene murd,
V

Viimane valem on maksev igasuguse kaare osa

cc 2 h
kohta, kui — asemel võtame — ja y asemel a, kus
’ya i J

a on kaare projektsioon teljel ja h kaare kaugus teljest.

Märkus: Ligikaudse võrduse märgina tarvitame

märki
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c. Tsükloidid.

Üldine tsükloid.

1. Tsükloid on kõverjoon, mille kujutab ringil
asuv punkt A, kui ring ise ilma libisemata antud sirg-
joont mööda edasi weereb.

2. Kui antud sirgjoon on ja sirgjoone
punkt, millest punkt A sirgjoonel olles oma liikumist

algab, koordinaadistiku algpunktiks, siis on tsükloidi
võrrand:

kus r on ringi raadius ja ep nurk, mille kujutab punkt
/-ni tõmmatud raadius rr-teljega ringi veeremisel

(loetud veeremise sihis).

Normaalipikkus on 1 2 ry, järjelikult,kõverusraadiusest
2 korra lühem.

Tsükloidi evolüüt on samasugule ringile vastav

tsükloid.

4. Tsükloidi osale vastav pindala algusest kuni

ordinaadini, mis vastab nurgale ep:
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4r — 2 K2r(2r — y)

Kui ? = 180°=k, siis s = 4r.

Tsükloid.

Epitsükloid ja hüpotsükloid.

6. Ring, mille raadius on r, veereb ilma libise-

mata mööda teist ringjoont, mille raadius on R.
Veereval ringil asuv kindel punkt kujutab kõverjoone,
mis kannab epitsükloidi nime, kui ringide riivamine

veeremisel väline; kannab hüpotsükloidi nime, kui

ringide riivamine seesmine.

7. Vastavad võrrandid (epitsükloidile vastab üle-

mine, hüpotsükloidile alumine märk).

<pj + r eos #epJ;
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Ringevolvent.

8. Sirgjoonel asub kindel punkt, sirgjoon ise aga
veereb ilma libisemata mööda ringjoont, mille raadius

on r. Punkt kujutab liikumisel kõverjoone, mis

kannab ringevolvendi nime.

Ringevolvent.

Ringevolvendi võrrand : x= r (eos cp —j— <p sin <p),
y— r (sin ? eos <?). kus r on ringi raadius ja
<p nurk algraadiuse ja veereva ringjoone ning ringi
riivamise punktini kujutud raadiuse vahel.

d. Spiraalid.

Arhimeedes’e spiraal.

1. Arhimeedese spiraal tekkib, kui punkt C võrd-

mõõtselt liigub mööda ühest otsast piiratud sirgjoont
(mööda kiirt), alates oma liikumist otspunktist P, kuna

sirgjoon pöördub oma otspunkti ümber samuti võrd-

mõõtselt. Liikuv punkt kujutab siis spiraali.
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2. Kui sirgjoone terve pöörde (360°) ajal punkti C

ärakäidud tee sirgjoonel on a, siis saame Arhimeedese

spiraali võrrandi polaarkoordinaates:

Siin on sirgjoone otspunkt
koordinaadistiku pooliks
ja sirgjoone algseisak po-

laarteljeks.
3. Kõverusraadius

Arhimeedese spiraal.

4. Kaare pikkus ligi-

kaudselt mitme pöörde tarvis =

Häperboolne spiraal.

5. Antud sirgjoonel kujutakse terve rida kontsent-

rilisi ringe. Kui igal ringil ühest ja samalt poolt äärelt

kantakse poolringile kaar, mille pikkus sirgestatult
siis on kaare a otspunkti geomeetriliseks kohaks hüper-
boolne spiraal, mille võrrand polaar koordinaadistikus:

P? = a ehk p =

?
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Logaritmspiraal.

6. Logaritmspiraali võrrand on — kui ®=o.
siis p= a; kui <p = — 00,

siis p —O. Pool (poolus) P

on, järjelikult, spiraalile
assümptoodiliseks punktiks,
millele spiraal negatiivse
? absoluutsel suurenemisel

vahetpidamata läheneb, ilma
et tema selleni kunagi
jõuaks. Logaritmspiraal

Aheljoon

1. Aheljoon on tasakaalu jooneks ühtlasel (raskus
on proporsionaalne pikkusega) täiesti painduval kahest

otsast kinnitud niidil (köiel, paelal, üldse ahelal).

h /
.

* \

Aheljoone võrrand on: *y —

h
e

h )

Võrrandi niisuguse kuju juures asub koordinaadis-

tik algpunkt h võrra madalamal, kui ahela sügavaim
punkt M
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Aheljoon.

y 2

2. Kõverusraadius p —

,
•

r h

f. Lemniskaat.

Võrrand täisnurkses ja polaarkoordinaadistikus:

Lemniskaat: AO ~ BO =a;
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Lemniskaadil vabalt valitud punktil M on kahe

kindla punktini F
v ja F

2 võetud kauguste kasvatis

ö
2

alaline, nimelt -y.

g. Mitmesuguste kõverjoonte võrrandid täisnurkses

ja pooiaarkoordinaadistikus.

D. Punkt, sirgjoon ja tasapind ruumis.

1. Joonlõigu pikkus, kui lõigu otspunkteks (xXi ylf

Zi) ja y-i, z
2y.

Joonlõik sünnitab X—, y—
, ja Z— telgedega nur-

gad : cos a = —l, cos j 3 = ja cos ? =
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2. Tasapinda kujutab esimese astme võrrand kolme

muutuvaga, millise võrrandi võib esitada:

a) üldkujul: Ax 4~ By 4- Cz 4~ D= o,

b) lõikkujul: f f =

c) normaalkujul: x eos a- V eos 34“ z eos y—p = 0.

Kui pind on || mõne koordinaatpinnaga või teljega,
siis puuduvad võrrandis vastavad muutuvad.

3. Punkti (xlf ylf
z
t ) kaugus tasapinnast (x eos a-

y eos p z eos y—p—o) : l — ± eos a4"
y, eos p 4- Zi eos y —p).

Punkti koordinaadid sirgjoonses täisnurkses koordi-

naadistike ruumis.
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4. Et sirgjoont võib vaadelda, kui kahe tasapinna
lõikjoont, siis on sirgjoone esitamiseks tarvis kaks

võrrandit (parameetrilisel kujutusel võib kolm olla):

5. Sirgjoon, mis läheb läbi punkti (xl} ylf zx ) ja
sünnitab telgedega nurgad a, p y:

Sirgjoon, mis läheb läbi kahe punkti

x — xx y — yx
z — z

x

x
2
—x

x y2—y\ z2 —zx

(j
kulaarse sirgjoone võrrand: z — (x —x

x);

— (y—2/i)«

7. Paralleelpindade võrranditel on koeffitsiendid
vastavalt proportsionaalsed. Perpendikulaarpindade tun-

nuseks on võrdlus: A
x >1 2 -|- Bx B.2 C x C2 —O.

E. Kõverjooned kahesihilise kõverusega.

a. Üldlaused.

1. Kahesihilise kõverusega kõverjoone võrrandiks

on kahe võrrandi süsteem: F
x (x, y, z) =O;

F2 (x, y, z) =O. Kumbgi neist võrrandidest kujutab
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üldiselt kõverpinda, milliste lõikejooneks antud kõver-

joon (näit., kera ja tsilindri pindade lõikjoon).

Projektsioonina X y ja X Z pindadel saame :

y = (&); z — <p2 (x) y
millised võrrandid samuti

sirgjoone määravad.

3. Riivaja võrrand punktis (x, y, ž):

$— x
__

7) — y _
Z— z

dx dy dz

kus B, 7), C on riivaja jooksvad koordinaadid.

4. Normaalpinna võrrand punktis (x, y, z) on:

(E— x) dx +(v) —y)dy+(C—z) dz = 0.

5. Pinda, mis läheb läbi punkti (x, y,z) ja kahe

naabruses asuva punkti, nimetakse kõverjoone kõverus-

pinnaks. Selle pinna võrrand on : A ($ —x)

B(yi —y) + GQ —z) = o,kus 4 = dyd2 z — dz d2
y,

B=dzd2 x — dx d 2
z, C= dx d2y —dyd2 x.

6. Kahesihilise kõverusega kõverjoone juures vaa-

deldakse ühe punkti kohta kahte kõverust ja vastavalt

kahte kõverusraadiust. Esimese kõveruse raadius asub

kõveruspinnal ja määrab kõveruse selle pinna sihis:

p. = ——. kus s on kaar ja t nurk kahe üksteise
* dt

naabruses võetud riivaja vahel.

Kui antud punktile ja naabruses asuva punktile
vastavate kõveruspindade vaheline nurk on 0, siis

teise kõveruse raadius p 2 = ~
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7. Kõverjoone kõverus on ühesihiline (s. o. kõver-

joon asub tasapinnal), kui kõigi punktidele vastavalt

d§ = 0 ehk

b. Tsilinderkruuvjoon (näide kõverjoonest kahe-

sihilise kõverusega).

1. Tsilinderkruuvjoon sünnib punkti liikumisel,
kui punkt liigub võrdmõõtselt ringil ja ring samal ajal
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liigub võrdmõõtselt sihis, mis perpendikulaarne ringi
pinnaga. Ringi enda liikumine kujutab, järjelikult,
tsilindri pinna, millel asubgi kruuvjoon.

Tsilindri (antud ringi) raadius on r, ühe perioodile
(punkti täieline ringkäik) vastava tsilindri kõrgus h,

tõusu-nurga a tangens:

Kui ühtub tsilindri teljega, JC-telg ringidia-

meetriga joonel AB ja <p on nurk, mille sünnitab alg-
punktist kruuvjoone punktini kujutud kiire xy pinnal
võetud projektsioon siis on kruuvjoone võrrand:

Riivaja sünnitab ja samuti tsilindri kujutav-

joonega alalise nurga 7 = 90°—a. Tsilindri tasapindsel
laotusel esineb kruuvjoon, järjelikult, sirgjoonena.

3. Kõverusraadiused I ja II kõverusel:

p t ja p 2 on alalise suurusega, p L selle juure perpen
dikulaarne Z-teljega.
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F. Kõverpinnad.

a. Üld laused.

1. Kõverpinna võrrand on F (x, y, s) —
0 ehk

8=J (a;, y). Tähendame:

ds ds d2
s d 2

s d2
z

,

dx P’ dy dx2
r

’ dx dy
S

’ dy2

2. Riivavpinna võrrand punktile (x, y, s) vastavalt:

l—x f\ — y i— z

dF dF dF

dx dy ds

4. Normaalist 1-äbiminev tasapind lõikab kõver-

pinda kõverjoonel, millist nimetakse normaallõikeks-

Normaallõike kõverusraadius:

kus X, jjl, o on nurgad, millised riivaja sünnitab koor-

dinaattelgedega.

5. Kaks üksteisega perpendikulaarset normaallõiget
nimetakse pea normaallõigeteks, kui ühel neist kõve-

rusraadius on maksimum, teisel miinimum.

Pealõigetele vastavad kõveruse raadiused võib leida

võrrandite süsteemist:
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6. Avaldus —— kannab kõveruse mõõdu,
Pi P 2

avaldus —-L — keskmise kõveruse nime.
Pi P 2

b. Teise järjekorra kõverpinuad.

Tsentrilised kõverpinnad.

Kui viia koordinaadistiku algpunkt tsentrisse ja
koordinaatteljed võtta kõverpinna peatelgede sihil, siis

leiame järgmise kujulised võrrandid:

x2
y

2
z

2

2) —

2 4~ p—“ 2 — 1 — ühepoolne hüperboloid;

x
2

y
2

z
2

3) —

2 —y2— c
2

=1 — kahepoolne hüperboloid;

5) + + =0 —punkt;
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x 2 z
2

7) -

5 -4- 4- -0 ——
1 — võimatus (pinda ei ole).

' a 2 1 b2 1 c 2

Tsentritud kõverpinnad.

1) 2p~\~ = z — elliptiline paraboloid

2) 2p~~^~ z — hüperboolne paraboloid

Algus-
punkt
pinna-
tipus.

3) Kui tsilindri pind on perpendikulaarne ühega
koordinaatpindadest, siis on tsilindri ja selle koordinaat-

pinna lõikjoone võrrand ühes sellega ka tsilindri

võrrandiks.

Kui aga tsilindri küljed (külgjoon) sünnitavad tel-

gedega nurgad a, [3. 7 ja XY pinna ning tsilindri lõige
on ellips, hüperbool või parabool, siis on elliptilise
(-|-) või hüperboolse (—) tsilindri võrrand:

(eos a\- 1 1 / eos 3V
. . uii

x— z 1 —,4—rAv— z —~ J =1 japaraboolsel:
eos 7/ a

2 ~ b 2\ eos 7/
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V. Pind- ja ruumalad.

A. Tasapind.
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Trapeets.
a ja b—alused

(paralleel-
küljed);

h — kõrgus.

Kujund Nimetused Pindala s
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B. Kehad ja pinnad ruumis.

Ruumala V

Külgpind (pindala) Sk
Täispind (pindala) S

Keha Nimetused

a) Prisma F
— põhja pindala Igasugune prisma:

p = põhja perimeeter V= F. h. Püstprisma:
h = kõrgus Sk =p . h,

IZ ~ • • S=p. h 4- 2F.
Kaldpnsma juures: 1

F„ = perpendikulaar- Kaldprismal võib veel tei-

lõikepind v”s^:

pn = perpendikulaar- .
Z

b) Kuup
(prisma ja
paraleel-
epipeedi
erikuju)
Tsilinder

Kuubil:

a — serv

F
— põhja pindala Igasugune ringpõhjaga

d = põhja diameeter tsilinder:

r= põhja raadius
F Ä = ur2 Ä _’^

=

F
n

— perpendikulaar-
’

4

lõikepind =0,785 d2h. Püsttsilinder:

p n
= perp. lõike peri- Sk =2ic r h = vdh
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Ruumala V
Külgepind S*

Täispind s

Keha Nimetused

Kaldtsilindril võib veel
teisel teel:

3 Püramiid

Koonus

/ — kujutav joon
d= põhja diameeter V— =

r— põhja raadius
,2 ,

= 4-.-x— =0,2617 d2 Ä
i_ 4 3
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Tömppüra
miid ja

F\ ja F
2

— põhjad
—3“ +F> -j- VFiF2

)

Ringkoonusel peale selle:

V—
-y

r
i

2 4-,
2

2 4- r
i
r

2)

Korrapärasel püramiidil:

r
x

sa r
2 —põhjade

raadiused

l — apoteem korrapä-
rasel püramiidil ja
kujutav joon püst-
ringkoonusel

Pi Ja P-2 = põhjade pe-
rimeetrid korrapära-
sel püramiidil

h
— kõrgus'

tömp-
koonus

dx ja d2
— põhjade

diameetrid

%

VI. Tõenäoluse ja vigade arvamine.

A. Tõenäoluse arvamine.

1. Teatud sündmuse tõenäolus (p) on murd, mille

nimetajaks kõigi nende juhuste arv (n), mis antud

sündmuse ootusel võiksid ette tulla, ja lugejaks nende

juhuste arv (a), mis antud sündmust sisaldavad:
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Kui kastis on a musta, b punast ja c valget ühe-

taolist kera, siis on tõenäolus selleks, et ühekordsel

kera võtmisel (ilma vaatamata) saame:

valge
n a-\-b-\-c

p= 0 näitab sündmuse võimatust,

p= 1
„ „

möödapääsmöödapääsematust.

2. Kui plt p 2, p 3, ....p m
on antud iseseisvate,

teine teisest olenematude sündmuste tõenäolused, siis

on tõenäolus selleks, et kõik need sündmused ilmuksid

korraga või üksteise järel teatud järjekorras,”/? —P\.

P-i-Ps Pm

3. Tõenäolus selleks, et ülalnimetud sündmustest

ilmuks üks — ükskõik missugune, p=Pi-\-p 2 +/7 34~

+ •

(tõenäoluste liitmise seadus).

4. Ühe sündmuse relatiivse tõenõoluse teise suhtes

leiame, kui arvesse võtame ainult juhused, mis antud

sündmusi sisaldavad. Kui nende sündmuste tõenäolus

üldse, s. o. ülalvaadeldud n.n. absoluutne tõenäolus

on teada, siis on relatiivsed tõenäolused:



Tõenäoluse ja vigade arvamine. 147

5. Kui ühe sündmuse tõenäolus on p x ja teisel p 2,

siis on tõenäolus selleks, et teatud järjekorras üks sünd-

Kui kordumise järjekord ei ole ette nähtud, vaid

on vaba, siis on tõenäolus muil samail eeldustel p =

B. Mõõtmise ja vaatlemise vead.

1. Tõenäolus selleks, et viga asub differentsiaal-

selt väikestes piiride vahes t ja t-|-rf£ on p =

Tõenäolus selleks, et viga asub piirides t
x ja t

2, on

V K J

h on alaline koefitsient, mis oleneb vaatluse täpi-
susest; teda nimetatakse sellepärast ka täpisuse koef-

itsiendiks.

2. Vaatluse tõenäoliseimaks veaks nimetatakse seda

eelmises punktis vaadeldud t tähendust, millest viga
võib olla ühe ja samasuguse tõenäolusega väiksem
või suurem.

Tõenäoliseim viga on ümberpöördult proportsio-
naalne täpisuse koefitsiendiga.

Tõenäoliseim viga v = 0,6745 kus St-on
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üksikute vigade ruutude summa ja n vigade arv,

mis mitmekordsel vaatlemisel või mõõtmisel saadud.

Ümmarguselt oleks v =
2/ 3 1/

1
n

Järelkatsumisel selgub, et 1000 vaatlemisel vigade
hulgas ainult 6 viga on, mis neljakordsest v tähen-

dusest suuremad ja viiekordsest v tähendusest väikese-

mad on.

Harilise arvu mõõtmiste juures peetakse sellepärast
viga, mis suurem, kui 5 z/, võimatuks.

3. Kui otsitava suuruse tähenduseks võtame kesk-

aritmeetilise mõõtmise või vaatlemise resultaaditest

= — -

,
siis on viga w, mille selle juures teeme, tegelikult

v

küllaldase tõenäolusega piirides w
0 =± 1/

r «(«—1),

kus S82
on nende kõrvalkaldumiste ruutude summa,

milliste võrra lahkub mõõtmise resultaat keskmisest
aritmeetilisest.

Kui aga otsitava suuruse asemel võtame ühe saadud

resultaatidest, näituseks ak ,
siis võime ütelda, et viga

asub piirides w=±J/ —• s.o. korda suurem,

kui w
() ; selle juures ei olene tähendus indeksist k,

s. o. sellest, missuguse mõõtmise resultaadi võtame

otsitava suuruse õige tähenduse asemel.

Tõenäolisem viga oleks jällegi = 0,6745 0 .



Sisukord:

Tabelid:

Arvud I—looo Ihk. 6

Loomulikud logaritmid
„

26

Ringi funktsioonid 28

Ringi osade arvamise tabel pool mõõdule r=l .
. . „

32

I. Aritmeetika ja algebra.

A. Astmed ja juured Ihk. 34
B. Logaritmid 37
C. Determinandid

n
38

D. Võrrandid
b

41
E. Kombinatoorik 46
F. Rentrendi ja tähtajaliste maksude arvamine

.
.

. ,
48

G. Read
#

59

11. Trigonomeetria (goniomeetria).
A. Trigonomeetrilised funktsioonid tähtsamad nurkadel,

märgid ja teisendamine Ihk. 54
B. Side ühe ja sama nurga funktsioonide vahel .

. . 55
C. Side kahe nurga funktsioonide vahel

„
55

D. Nurga mitmekordse ja osa funktsioonid . .
.

. 56

E. Sina ja cosa astmed 57
F. Tsüklomeetrilised funktsioonid

,
59

G. Side nurkade vahel, mille summa 180°
„

60

H. Tasapinnaline kolmnurk 60

I. Sfääriline kolmnurk 64

111. Differentsiaal- ja integraalarvamine.

A. Differentsiaal valemid Ihk. 67

B. Maclaurin’i ja TayloFi read
„

71

C. Määramatud avaldused
„

72

D. Maksimum ja miinimum 74

E. Ratsionaalse murru lahutamine osalisteks murdudeks „
76

F. Integraal valemid ja võtted
„

80

G. Differentsiaalvõrrandid
„

95



IV. Analüütiline geomeetria.

A. Punkt ja sirgjoon tasapinnal Ihk. 101

B. Koordinaatsüsteemide teisendamine 105

C. Kõverjooned tasapinnal 107

D. Punkt, sirgjoon ja tasapind ruumis
„

129

E. Kõverjooned kahesihilise kõverusega 131

F. Kõverpinnad „
135

V. Pind- ja ruumalad.

A. Tasapind „
138

B. Kehad ja pinad ruumis
„

143

VI. Tõenäoluse ja vigade arvamine.

A. Tõenäoluse arvamine „
145

B. Mõõtmise ja vaatlemise vead
„

147




	TALLINNAS
	Picture section
	Untitled

	Statement section
	Untitled

	Sissejuhatuseks.
	MATEMAATIKA.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Ringi osade tabel poolmõõdulc r—l arvamise
	C. Determinandid.
	D. Võrrandid.
	Untitled

	E. Kombinatoorik (ühendused).
	F. Rentrendi ja tähtajaliste maksude arvamine.
	Untitled


	11. Trigonomeetria (goniomeetria)
	A. Trigonomeetrilised funktsioonid tähtsamaid nurkadel, märgid, teisendamine.
	Untitled
	Untitled


	8. Kui zz on paarisarv:
	F. Tsüklomeetrilised funktsioonid.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	A. Differentsiaalvalemid.
	B. Maclaurin’i ja Taylor’i read.
	C. Määramatud avaldused.
	D. Maksimum ja minimum (pöördepunkt).

	7. Funktsioon ühe tundmatuga.
	4. Relatiivne (suhteline) maksimum ja minimum.
	E. Ratsionaalse murru (murdfunktsiooni) lahutamine osalisteks murdudeks.
	Untitled

	F. Integraalvalemid ja võtted.
	G. Differentsiaalvõrrandid.
	C. Esimese järjekorra dijferentsiabvõrrandEJigikaudne lahendamine.
	Untitled
	Untitled

	IV. Analüütiline geomeetria.
	Untitled
	Untitled
	B. Koordinaatsüsteemide teisendamine.
	Untitled

	C. Kõverjooned tasapinnal.
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	Parabool.
	Untitled

	c. Tsükloidid.
	Üldine tsükloid.
	Untitled

	Ringevolvent.
	Untitled

	d. Spiraalid.
	Arhimeedes’e spiraal.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Punkti koordinaadid sirgjoonses täisnurkses koordinaadistike ruumis.

	E. Kõverjooned kahesihilise kõverusega.
	Untitled

	F. Kõverpinnad.
	b. Teise järjekorra kõverpinuad.
	Untitled
	Kujund Nimetused Pindala s
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	h — kõrgus' tömpkoonus dx ja d2— põhjade diameetrid
	Untitled

	% VI. Tõenäoluse ja vigade arvamine. A. Tõenäoluse arvamine.
	B. Mõõtmise ja vaatlemise vead.




	List
	Cover page
	Untitled


	Illustrations
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Ringi osade tabel poolmõõdulc r—l arvamise
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Punkti koordinaadid sirgjoonses täisnurkses koordinaadistike ruumis.
	Untitled
	Untitled
	Kujund Nimetused Pindala s
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	h — kõrgus' tömpkoonus dx ja d2— põhjade diameetrid
	Untitled
	Untitled


