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1 Sissejuhatus

Universumi struktuur on erinevates mastaapides erinev. Viga suures mastaabis on Universumi
ruumiline osa homogeenne ja isotroopne, viiksemas mastaabis on homogeensus ja isotroopsus
rikutud ja me ndeme keerukaid struktuure. Kanooniline arusaam struktuuride tekkest baseerub
jarjest enam kinnitust leidval [1]] seisukohal, et viga varajases Universumis leidis aset Univer-
sumi skaalade véga kiire suurenemine liithikese aja jooksul, mida nimetatakse kosmoloogiliseks
inflatsiooniks [2], [3], mille kdigus skalaarvilja ¢ kvantfluktuatsioonid d¢; voimendusid [4]]
ja panid aluse viikestele energiatiheduse hiiritustele 6 = Jp/p. Mikrolainelise taustkiirguse
(CMB) vaatlused [3], [6] kinnitavad, et hetkel millal Universum muutus kiirgusele (footonid)
labipaistvaks (st kadus interaktsioon iilejddnud mateeriaga) olid tihedushdiritused suurusjirgus
§ = 107°. Universumi arenedes need energiatiheduse hiiritused voimendusid gravitatsioonilise
ebastabiilsuse tagajdrjel ning pohjustasid mittelineaarsete struktuuride teket [7].

Universumit kirjeldavalt fiitisikaliselt teoorialt tuleb nduda, et ta suudaks anda kooskolalise
kirjelduse erinevatel struktuuritasanditel. Selleks, et mdista, millised fiiiisikalised protsessid
viivad vaadeldava struktuuri tekkele on vaja alusteooriat, mille raames saame uurida voimalikke
stsenaariume ja vorrelda neid vaatlustest saadud andmetega. Héirituste arengu kirjeldamisel pai-
suvas Universumis on alusteooriaks iildjuhul iildrelatiivsusteooria (URT). Lihtsaimal viisil on
varajase Universumi inflatsiooniperiood saavutatav gravitatsioonivéljaga minimaalselt seotud
skalaarvilja ¢ lisamisega teooriasse [8], [9] . Uurides sellise mudeli raames héirituste arengut
(4], [7] on joutud jdreldusele, et mudel ennustab skaalast praktiliselt sdltumatut héiritusspektrit,
mis on vaatlustega piris heas kooskdlas [3], [6] .

Hiirituste véiksus tdhendab viljavorrandite lineariseerimist homogeense ning isotroop-
se kolmruumi taustal. Viimane tdhendab mingi fiitisikalise suuruse késitlemist teataval vii-
sil keskmistatud suuruse ning viikese hdirituse summana. Kuna {iildrelatiivsusteooria on in-
variantne koordinaatteisendustel, siis ei ole see protseduur iihene. Viimast asjaolu tuntakse
kosmoloogiliste hiirituste teoorias kalibratsioonivabadusena [10], [L1], [12], [13]. Kolmruumi
simmeetriaomadused ning vOimalus késitleda fiiiisikalisi suurusi viljadena lubavad héiritusi
jaotada skalaar-, vektor- ning tensorhdiritusteks [7], mis arenevad lineaarses héiritusteoorias
tiksteisest soltumatult. Kosmoloogias on huvipakkuvaimad neist esimesed ja viimased, sest
skalaarsed hdiritused on seotud vaadeldavate struktuuride tekkega, tensorhdiritused on aga
tolgendatavad gravitatsioonilainetena. Hiljutine uurimus [1]] védidab, et on leitud varajase Uni-

versumi inflatsiooniperioodil tekkinud gravitatsioonilainete vastasmoju kosmilise taustkiirguse



footonitega.

Seletamaks hilise Universumi kiirenevat paisumist [[14], [15] (mille pohjustaja kohta kasuta-
takse iildnimetust tume energia, vt iilevaadet [16]) vajab URT tiiendamist ja selleks on mitmeid
erinevaid véimalusi. V&ime modifitseerida nii teooria mateeriasektorit voi vaadata ka URT-le al-
ternatiivseid gravitatsiooniteooriaid. Kui tume energia on Universumi arengu viltel konstantne,
siis kdneleme URT kontekstis kosmoloogilisest konstandist A. Viimase tdlgendamisel vaakumi
energiana esineb aga pohimottelisi probleeme [17]. Lihtsaimad alternatiivid kosmoloogilisele
konstandile on lubada diinaamilist tumedat energiat (niiteks lisades teooria mateeriasektoris-
se minimaalselt seotud skalaarvilja ehk nn kvintessentsivilja [18]) vdi asendada URT mdne
tildisema gravitatsiooniteooriaga. Viimast vOib pidada paratamatuks kui tahame luua gravitat-
siooni kvantteooriat, sest iildrelatiivsusteooria on olemuslikult klassikaline teooria.

Skalaar-tensor tiiiipi gravitatsiooniteooria (STG) [19], [20] on iiheks nditeks gravitatsioo-
niteooriast, milles esinevad vOrreldes URT—ga tdiendavad vabadusastmed (kisitleme neid kol-
mandas peatiikis), aga mis teatud piirjuhul sisaldab endas ka URT-t [21], [22], [23]. Lisaks URT
piiri olemasolule STG-s tuleb rohutada asjaolu, et mitmed teised gravitatsiooniteooria modifi-
katsioonid on samuti esitatavad STG-na: muutuva valguse kiirusega gravitatsiooniteooria [24]],
f(R) teooria [25]], braanimaailmad [26]. See asjaolu teeb STG piisavalt iildiseks.

Vaatlused kinnitavad, et URT on viiga sobilik kirjeldamaks fiiiisikat Piikesesiisteemis.
Norga gravitatsioonivilja kidsitlemine parametriseeritud post-Newtoni (PPN) ldhenduses (vt
niiteks [27]]) seab ranged piirid kui palju tohib STG erineda URT-st. Seega STG-t alterna-
tiivse teooriana késitledes peame arvestama, et Péikesesiisteemis peab STG ennustatu viga
viihe erinema URT poolt ennustatust. Tiiendavad piirangud tulenevad ka kosmoloogiast ja kok-
kuvatlikult vaib STG juba varajases Universumis erineda vihe URT-st. Kui eeldame varajase
Universumi inflatsiooniperioodi olemasolu, siis STG kontekstis tdhendab see iihtlasi protsessi,
mis viib algselt URT-st erineva STG teooria viiga lihedale sellele piirile, mida nimetame URT
piiriks [211, [22], [23] ja kus STG erinevused URT-st on viikesed. Viikesed erinevused suur-
tel skaaladel ja pikkade ajavahemike jooksul (st kosmoloogilistel skaaladel) voivad pohjustada
mirkimisvéirseid efekte.

Kosmoloogilisi hiiritusi kisitletakse enamasti URT ning minimaalselt seotud skalaarvilja
kontekstis. STG raames on hdiritusi on uuritud peamiselt erijuhtudel (niiteks erijuhul kus ska-
laarvilja Y seosefunktsioon w(Y') = konst, mis vastab nn Bransi-Dicke’ teooriale [28]) [29] -

[34]. STG teooria URT piiril peaksid STG teooria meetrika ning skalaarvilja diinaamika iisna



viihe erinema URT ning minimaalselt seotud skalaarviilja sisaldava teooria diinaamikast. Viima-
ne motiveerib uurima STG hiiritusvdrrandeid URT piiril, kus vorrandid vdiksid olla lihtsamad

kui tildised STG héiritusvorrandid.

Too eesmdirk ja iilesehitus

Kéesoleva t60 eesmirgiks on tutvustada kosmoloogiliste hiirituste teooriat ning tuleta-
da lineaarsed hiiritusvorrandid STG teooria URT piiril skalaarsete hiirituste jaoks kasutades
Newtoni ehk longitudinaalset kalibratsiooni. Arvutused on esitatud detailselt ja peaksid olema
igal sammul jélgitavad. See on ka pdhjus, miks t66 kogupikkus iiletab 16putdode koostamise
juhendis soovituslikuna antud mahtu. Antud t60s tegeleme nimelt vorrandite tuletamisega ja

hiiritusvorrandite tdpsem analiiiis jadb kédesolevast kisitlusest vélja.

Too sissejuhatuses tutvustasime héiritusteooria kasutamise vajalikkust ning esitasime
moned argumendid, miks oleks vajalik uurida lineaarsete hdirituste arengut just STG kon-
tekstis. Veelgi tipsemini, selle teooria URT piiril. Jirgnevad kolm peatiikki tutvustavad kos-
moloogia standardmudelit, STG-t ning kosmoloogiliste héirituste teooriat iildiselt. Nendes
peatiikkides kasutame Opikuid [35]- [41], millele tekstis igal sammul ei viita. Kisitluses
piirdume iiksnes materjaliga, mis otseselt seostub vdi mida on vaja selleks, et mdista li-
neaarsete hairitusvorrandite tuletamist STG raames. Viiendas peatiikis on tuletatud lineaarsed
hairitusvorrandid STG kontekstis Friedmanni-Lemaitre’i-Robertsoni-Walkeri (FLRW) meetri-
kaga hdirimata aegruumi taustal juhul kui kolmruumi geomeetria voib olla nii tasane (K = 0),
sfadriline (KX = 1) kui ka hiiperboolne (X = —1). Mainitud peatiikk on taotluslikult suhteli-
selt iseseisev ning viimase sdilitamise huvides sisaldab monda kordust, mis lihtsustab teema
jilgimist. Kuuendas peatiikis defineerime STG teooria URT piiri olukorras, kus kolmruum on
tasane (K = 0) ning mateeria on ideaalne vedelik barotroopse vorrandiga p = wp. Esmalt tule-
tame STG vérrandid URT piiril nii, et need sisaldavad nii mateeriat (p # 0) kui ka skalaarvilja
T omainteraktsiooni (V' (Y) # 0). Seejérel leiame eelmises peatiikis tuletatud héiritusvorrandid
URT piiril. Peatiikk 16peb aruteluga, mille pdhisisuks on plaan, kuidas saadud vorrandeid edasi
analiiiisida. Seitsmes peatiikk on kokkuvdte, millele jargneb viidete loetelu ning kokkuvote ing-

lise keeles.

Tdhistused ja kokkulepped

Toome siinkohal olulisemad tédhistused ning kokkulepped, mida t60s kasutame (toome nad

ka esmamainimisel tekstis) ja mis jirgivad Misneri, Thorne’i ja Wheeleri monograafiat [42] .
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Meetrika signatuur on (—, +, +, +).

Kreeka indeksid «, 3, . . . tdhistavad aegruumi koordinaate (o, 3,... = 0, 1,2, 3), ladina

indeksid ¢, 7, . .. tdhistavad 3-ruumi koordinaate (7, 7, ... = 1,2, 3).

Riemanni tensor 127, , ja Ricci tensor R, on defineeritud vastavalt valemitele @ ning

ppv
(4).
Valguse kiiruse ning Plancki konstant on voetud iihikuliseks ¢ = h = 1.

Kolmruumi kdveruse miérav konstant X on dimensioonita, mastaabikordaja a ning kos-
moloogiline aeg ¢ on pikkuse dimensiooniga, konformne aeg 1 ning ruumikoordinaadid

2* on dimensioonita.

Tuletist konformse aja 7 jirgi tdhistame priimiga ning tuletist kosmoloogilise aja t jargi

0A
Osatuletist koordinaadi jdrgi tdhistame komaga: — =J,A= A .

ozt

Kolmruumi kovariantset tuletist tdhistame semikooloniga.
Aegruumi kovariantse tuletise operaatorit tihistame V, -ga.

Kasutame FEinsteini summeerimiskokkulepet, mis tihendab, et iile korduva iilemise ja
3 3
alumise indeksi tuleb summeerida: R/, = Zo RF, ja RF = kz R*..
pn= =1
Lisaks Einsteini summeerimiskokkuleppele kasutame kokkulepet, kus iile korduvate ruu-
3
miliste indeksite tuleb summeerida: ® . = > P gy
k=1

Toos kasutame jargmiseid lithendeid:

1. STG: skalaar-tensor tiitipi gravitatsiooniteooria,

2. URT: iildrelatiivsusteooria,

3. FLRW: Friedmanni-Lemaitre’i-Robertsoni-Walkeri,

4. PPN: parametriseeritud post-Newtoni.
Katusega tdhistame héiritud suuruseid mitte hiirimata suuruseid (hdirimata suurused on
ruumilised keskmised, mis digustaks nende tidhistamist katusega, aga meie kasutame vas-

tupidist tdhistust, sest hdirimata suuruseid kasutame arvutustes rohkem ning eelistame

neid lihtsamalt tdhistada).



2 Kosmoloogia standardmudel

Peatiikis teeme lithikokkuvotte kosmoloogia standardmudelist. Osas tutvustame kosmo-
loogia standardmudeli aluseks olevat iildrelatiivsusteooriat tuues diinaamikat kirjeldavates
vorrandites esinevate Einsteini tensori ning energia-impulsi tensori iildised definitsioonid. Osas
paneme kirja homogeense ning isotroopse aegruumi meetrika, defineerime konformse ja
kosmoloogilise aja ning Hubble’i parameetri. Osas 2.3 tddeme, et FLRW aegruumis on matee-
riaks ideaalne vedelik. Osas [2.4] paneme kirja kosmoloogia standardmudeli pohivorrandid, mis

on tuntud Friedmanni vorranditena. Osas [2.5| tutvume minimaalselt seotud skalaarviljaga.

2.1 Uldrelatiivsusteooria

Kosmoloogia standardmudel formuleeritakse iildrelatiivsusteooria (URT) raames. URT kir-
jeldab aegruumi diferentseeruva muutkonnana M. Muutkonna struktuur tagab teooria
tildkovariantsuse — fiiiisikaliste néhtuste kirjeldamiseks puudub aegruumis eeliskoordi-
naatsiisteem. Muutkonnal defineeritakse erinevad fiiiisikalised viljad ning {iildkovariantsus
viljendub viljavorrandite koordinaatsiisteemist soltumatus tensorkujus.

Kauguse ning nurga arvutamise eeskirja méérab lokaalselt aegruumi meetrika, milleks on
siimmeetriline bilineaarvorm g. Vordlemaks vilju muutkonna eri punktides on tarvilik seostus
I'. Seostuse abil on defineeritud kovariantne tuletis V, ning seostus méérab geodeetiliste joonte
vorrandite kaudu vabade osakeste lifkumistrajektoorid. URT-s on meetrika kovariantselt kons-
tantne: V,g,,, = 0 ning seostus on véddndevaba: I'], = I'] . Need tingimused mééravad tiheselt

seostuse meetrika kaudu:

o _ 97"
Fuu = 7 (g,up,zz + Gpvp — g,uu,p) . (1)
0
Komaga tihistame osatuletist vastava indeksiga koordinaadi jirgi: g,,,, = % = 0, Gpp-
URT viljavérrandid tuletatakse méajufunktsioonaali
1
SYRT = M/d4$v_g<R_2A) +SM[X79MV]> (2)

varieerimisest meetrika jérgi. Siin g on meetrilise tensorvélja g, (") determinant, Gy on New-
toni gravitatsioonikonstant, A = konst on kosmoloogiline konstant ning S, on mateeriaviljade
x mojufunktsionaal. Esimene liige paremal pool vordusmirki on Einsteini-Hilberti mdju, milles

on kuni meetrika teisi tuletisi sisaldav skalaarne suurus Ricci skalaar R, mis on saadud Ricci



tensori 2, ahendamisel ning viimane on omakorda defineeritud ahendades Riemanni tensori

RUMPV:
o _ o o o T o A
R pov T Fvuvp o me + FP)\FVN o FMFW ’ 3)
_ _ A A
Ry, = Rpupv - F[V)/w - quW + FZAFVM B PlrjAFpu J “)
R o= g Ry =" (1%, = Doy + D510 — TR0 ). 5)

Energia-impulsi tensor on defineeritud

2 )
T == -
= =g g ©

ning viimase abil saame mdjufunktsionaali (2) varieerimisel Einsteini vorranditena tuntud URT

viljavorrandid
G,ul/ - Aguu = 87TGN T;w ) (7)
kus G, on siimmeetriline teist jirku tensor, mida nimetame Einsteini tensoriks:
1
G,u,u = RMV - §R 9uv - (8)

Riemanni tensori simmeetriaomadustest tuleneva Bianchi identsuse tottu on Einsteini tensori
kovariantne divergents null: V#G,,, = 0. Einsteini vorranditest (7)) jareldub siis meetrika kova-

riantse konstantsuse tottu jadvusseadus mateeriaviljade jaoks:
VT, =0. 9)

Einsteini vorrandite vasakul pool olev Einsteini tensor kirjeldab aegruumi geomeetriat.
Vorrandite paremal pool olev mateeriat kirjeldav energia-impulsi tensor niitab iihest kiiljest, et
aegruumi geomeetria médrab selles paiknev mateeria ning teisest kiiljest, et mateeria litkumise
aegruumis mairab viimase geomeetria. Mirgime, et kosmoloogilise konstandi A véime kirjuta-
da Einsteini vorrandite vasakule niinimetatud geomeetria poolele, kuid samavéérselt voime ta
kirjutada ka Einsteini vorrandite paremale poolele ning tdlgendada teda mateeriaviljana, mille
energiatihedus on konstantne. Viimasel juhul kirjutame kosmoloogilisele konstandile vastava
litkkme energia-impulsi tensorina ning kosmoloogilist konstanti voib tdlgendada vaakumi ener-
giana. See tolgendus on aga problemaatiline [17].

Einsteini vorrandid moodustavad teist jarku mittelineaarsete diferentsiaalvorrandite

siisteemi. Soéltumatute vorrandite arvu sdltub aegruumi dimensioonist. URT iildiselt ei eelda
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kindlat aegruumi dimensiooni, kuid kosmoloogia standardmudelis ldhtume neljamddtmelisest
aegruumist. Viimasel juhul votavad Einsteini tensori mdlemad indeksid neli erinevat viirtust
ning siimmeetria tottu on Einsteini tensoril kiimme soltumatut komponenti. Bianchi identsus

vihendab viimaste ning seega ka soltumatute viljavorrandite arvu kuuele.

2.2 Friedmanni-Lemaitre’i-Robertsoni-Walkeri (FLRW) meetrika, kon-

formne ja kosmoloogiline aeg ning Hubble’i parameeter

Kosmoloogiline printsiip vdidab, et Universum on suuremates mastaapides igal pool iihetaoline.
Matemaatiliselt tihendab see aegruumi ruumilise osa maksimaalset stimmeetrilisust. Maksi-
maalselt siimmeetriline ruum on isotroopne ning homogeene. Isotroopsus tihendab, et min-
gis kindlas aegruumi muutkonna punktis on ruum sdltumata suunast iihesugune. Homogeensus
tdhendab, et meetrika on kogu muutkonna ulatuses sama. Uldiselt homogeensusest isotroopsust
el jareldu, kuid kui muutkond on igas punktis isotroopne, siis on ta ka homogeenne.

Kaésitleme aegruumi neljamddtmelise muutkonnana, mille kolmruumi osa on maksimaal-
selt siimmeetriline. Viimasest jareldub, et aegruumi meetrika on intervalli ruudu kaudu esitatav

jargmiselt:
ds* = a*(n) [—dn2 + ’yijdxidmj} , (10)
kus ~;; on kolmruumi meetrika:
1.0 5\2

Meetrikat kujul nimetatakse Friedmanni-Lemaitre’i-Robertsoni-Walkeri (FLRW) meetri-
kaks. Valemis (10) kasutame ristkoordinaate z* = z, 22 = y, 23 = 2z, 12 = (') +
(z2)* 4 (2*)® ja konformset aega 1 ning dimensioonita kordaja K erinevatele viirtustele
(K = 0,1, —1) vastavad maksimaalselt siimmeetrilise ruumi voimalikud geomeetriad: tasa-
ne, sfidriline, hiiperboolne. Funktsioon a(n) kirjeldab, kuidas muutuvad ruumilised mastaa-
bid ajas ning seetdttu nimetatakse a(n)-d mastaabikordajaks (antud kisitluses on a(n) pikkuse
dimensiooniga ning koordinaadid dimensioonita). Méarkusena mainime, et kasutame tdhistusi,
kus ladina indeksid (nt 7, 7) tdhistavad ainult ruumilisi komponente, kreeka indeksid (nt x, /)
tdhistavad koikvoimalikke komponente.

Kui aegruumi meetrika on kujul (I0), siis voime teha kahte tiilipi koordinaatteisendusi,

mis ei muuda aegruumi meetrilist struktuuri. Esiteks voime kolmruumi koordinaate nihutada

9



ning podrata, sest viimased ei mojuta kolmruumi siimmeetriaomadusi. Teiseks vOoime paramet-
riseerida timber ajamuutuja ning ruum jiib viimasest soltumata igal ajahetkel maksimaalselt
stiimmeetriliseks. Konformse aja 7 korval kasutame arvutustes kosmoloogilist aega ¢ ning nad

on seotud jargmiselt:
dn=-2_ (12)

Kéesolevas to0s kasutame paralleelselt konformset ja kosmoloogilist aega: viljavorrandid tu-
letame konformses ajas ning URT piiri vorrandites kasutame kosmoloogilist aega. Kasutades
seost voime alati teisendada suurused konformsest ajast kosmoloogilisse aega ning vastu-
pidi. Paneme siinkohal kirja arvutustes esineva Hubble’i parameetri definitsioonid konformses

ning kosmoloogilises ajas:

da(n) a | (13)
a

1
s () N

. .
H:—() . (14)

Hubble’1 parameetrit konformses ajas tdhistame #-ga ning kosmoloogilises ajas /-ga. Tule-

\_/

tist konformse aja jédrgi tidhistame primiga, tuletist kosmoloogilise aja jérgi tapikesega. Paneme

edasiste arvutuste jaoks seose (12)) abil kirja, kuidas on seotud  ja H ning nende tuletised:

da da
p— 71— p— 71 _— = A p— H
H a a a adt a=aH, (15)
/ d . 27 20172 | T
H = a%<aH):aaH—|—a H=a(H*+H). (16)

2.3 Ideaalse vedeliku energia-impulsi tensor

Arvutades FLRW meetrikat kasutades Einsteini tensori komponendid (need arvutame osas [5.5))
selgub, et nullist erinevad ainult viimase diagonaalelemendid. Jdrelikult peab ka energia-impulsi
tensor olema diagonaalne. Seega ei saa maksimaalse siimmeetriaga ruum sisaldada suvaliste
omadustega mateeriat. FLRW meetrikaga kooskdlas olev energia-impulsi tensor on ideaalse ve-
deliku energia-impulsi tensor kaasaliikuvates koordinaatides. Ideaalse vedeliku energia-impulsi
tensor sdltub kahest skalaarsest funktsioonist, milleks on vedeliku energiatihedus p(n) ja rdhk
p(n), mis homogeensuse ja isotroopsuse tdttu ei sdltu ruumikoordinaatidest z*. Energia-impulsi

tensori segakomponendid saame esitada jargmisel viisil:
T = (p+ p)u'u, + 6p, (17)
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n

d
kus u* on vedelikuosakese nelikiirus. Nelikiirus on defineeritud u* = di kus d7 on vede-
T

likusosakese omaaeg ning kaasaliikuvates koordinaatides dz’ = 0 ning dr = dt. Nelikiiruse
dxt dx* dn dxt
= — = —Q
dt dn dt dn
saame leida kovariantsed komponendid: u,, = (—a,0,0,0). Arvutame energia-impulsi tensori

jaoks saame u* =

~1, millest u* = (a™%,0,0,0) ning meetrika abil

segakomponendid:

(2

TS =, TO=T,=0, T, =dp. (18)

Einsteini vorrandite lahendamist voimaldab lihtsustada seos energiatiheduse p ning rohu p

vahel ning viimast viljendab barotroopne olekuvorrand
p—wp. (19)
Jargmiste kosmoloogias huvipakkuvate mateerialiikide puhul on w on konstantne:

0 tolm,
5 Kkiirgus, (20)
1 kosmoloogiline konstant.

Uldiselt annavad energiatihedusse ning rdhku panuse kdik Universumis leiduvad mateeria-
liigicﬂ ning barotroopne vorrand kujul , kus w = konst ei kehti. Kuna Universumi evo-

lutsiooni erinevatel arenguetappidel domineerivad erinevad energiatiheduse komponendid on

barotroopse vorrandi kasutamine mingi konkreetse perioodi késitlemisel otstarbekas.

2.4 Friedmanni vorrandid

URT viljavorrandeid FLRW meetrikas tuntakse Friedmanni vorranditena. Eeldame,
et mateeriaks on ideaalne vedelik ning energia-impulsi tensori komponendid on antud valemi-
ga (I8). Neljamootmelises aegruumis on teist jarku siimmeetrilisel tensoril kiimme soltumatut
komponenti ning Bianchi identsusi arvestades saaksime iildiselt kuus soltumatut viljavorrandit,
kuid FLRW aegruumis on homogeensuse ning isotroopia tottu sdltumatuid Einsteini vorrandeid
kaks. Einsteini tensori komponendid arvutame osas [5.5|ning siin esitame iiksnes tulemuse:

3 , . 1 ,
QO = —?(7# +K) G’ =G, =0, Gy =——2H + H? + K)o, . (21)

J a

! Energia-impulsi tensori komponentides (18] peaksime summerima iile erinevate mateerialiikide energiatihe-
duste ning réhkude: p = > p; jap = > p; ,, kus p; ja p; on indeksiga ¢ tdhistatud mateerialiigi energiatihedus ja
i i
rohk.
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Kasutame viimaseid ning energia-impulsi tensori komponente (18 Einsteini vorrandites (7).

Komponendid ;¢ = 0 ja v = 0 annavad seosevorrandi

pa’ — —a” —IC, (22)
Komponendid ;1 = 7 ja ¥ = j annavad diinaamilise vOrrandi
OH + H? = —8rGnpa® — Aa®> — K. (23)

Energia-impulsi tensori kovariantse divergentsi nulliga vordumisest (9) saame meetrika

kovariantse konstantsuse ning kovariantse tuletise definitsiooni abil:

VT, = VFg,, 1% = g, VPT?, =V 10 =0,

VvV, 1% = 0,T" + FﬁpT’) — F;\pr/\ =0. (24)

Véttes viimases avaldises v = 0 saab ning seostuse kordajaid kasutades tuletada

pidevuse vorrandi:
P +3H(p+p)=0. (25)

Viimane vorrand pole eelpool kirjapandud Friedmanni vorranditest sf)ltumatu kuid leiab kasu-
tust Friedmanni diinaamilise vOrrandiga vorreldes monevorra lihtsama kuju tottu ja on kergesti
integreeritav.

Kirjutame Friedmanni vorrandid tasase ruumi (Z = 0) eeldusel kosmoloogilises ajas t.
Viimase jaoks kasutame seoseid , ja @ Lisaks eeldame, et mateeria rahuldab barot-

roopset vorrandit (19). Saame jargmised vorrandid:

87TGN A
H? = - = 26
3 P30 (26)
2H 4+ 3H?> = —8rnGywp— A, (27)
p+3H(1+w)p = 0. (28)

2.5 Minimaalselt seotud skalaarvali

Kosmoloogia standardmudelis kirjeldame Universumit homogeense ning isotroopsena, mis on

vaatlustega heas kooskolas. Siiski tekib kiisimus, miks pole Universum tédielikult homogeenne

2 Kui vérrandid ja kehtivad summaarse rohu p ja energiatiheduse p jaoks, siis @) ning kehtivad

eraldi iga omavahel mitteinterakteeruva mateeria ¢ rShu p; ja energiatiheduse p; jaoks.
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ning isotroopne ning kust périnevad tihedushdiritused, mis gravitatsioonilise ebastabiilsuse tottu
kasvavad. Uldisemalt viljendudes on kiisimus algtingimuste kohta: milline pidi olema varajane
Universum, et ta oleks kooskolas vaatlustega? Vastus sellele kiisimusele oleks: algtingimused
pidid olema viga tapselt seatud. Viltimaks tidppishéélestatud algtingimusi kasutab kosmoloogia
standardmudel skalaarvilja, mis tekitab varajases Universumis viga kiire paisumisega perioodi,
mida nimetatakse kosmoloogiliseks inflatsiooniks. Inflatsiooniperioodi abil on véimalik lahen-
dada horisondi ning tasasuse probleemid [38]].

Uheks lihtsamaks inflatsiooni tekitavaks mehhanismiks on minimaalselt seotud skalaarvili,

mille mdjufunktsionaal on

So= [ d'ay=g[-5V"69,0 - V(o)) (29)

kus ¢ tdhistab skalaarvilja ning V,,(¢) on skalaarvilja potentsiaal (alaindeks m viitab mi-
nimaalselt seotud skalaarviljale). Moju varieerimisel skalaarvilja jidrgi saame skalaarvilja

vOrrandi

VAV . — % —0. (30)

Mgju (29) voime kisitleda mojus (2)) mateeriasektori osana ning energia-impulsi tensori defi-

nitsioonist (6)) saame arvutada skalaarvilja energia-impulsi tensori segakomponendid:
1
Ty = V6906 = [ 5976V ,0 + Vu(0)] 9, (1)

Homogeensuse ning isotroopsuse tottu jareldame, et skalaarvili sdltub ainult ajast: ¢ = ¢(n).
Arvestades energia-impulsi tensori komponente (18]) voime defineerida skalaarvilja ¢ energia-

tiheduse ning rohu jargmiselt:

1

po = ~Tigo=55¢) +Va, (32)
T . 1
_ (@i _ ne
po = —5— =550 =V (33)

Paneme tihele, et skalaarvilja rohk voib olla ka negatiivne ning viimast on vaja inflatsiooni

tekitamiseks.
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3 Skalaar-tensor tiiilipi gravitatsiooniteooria

Peatiikis tutvume lithidalt skalaar-tensor tiiiipi gravitatsiooniteooriaga. Osas esitame Jor-
dani raamis STG mdjufunktsionaali ning paneme kirja viimase varieerimisel saadavad tildised
viljavorrandid. Osas (3.2) esitame STG vorrandid FLRW aegruumis. Osas (3.3) arutleme
lithidalt konformse teisenduse ning skalaarvilja limberparametriseerimise teemadel ja tutvus-

tame teooria imberformuleerimist nn Einsteini raami.

3.1 Mojufunktsionaal ja iildised viljavorrandid

Skalaar-tensorgravitatsiooni (STG) mojufunktsionaal Bergmanni-Wagoneri teoorias Jordani

raamis Bransi-Dicke’ parametrisatsioonis on esitatav
w(T)

d*z\/—g (TR - Tvurv T — 2k%V (T)> + 8, [ gl (34)

kus kasutame samu tdhistusi nagu mojus ning Y(z*) on Ricci skalaariga R mitte-

S

JR 22

minimaalselt seotud skalaarvili, w(Y) ja V(T) on skalaarvilja funktsioonid, millest esimest
nimetatakse seosefunktsiooniks ja teist ominteraktsiooniks vdi potentsiaaliks. Konstandi < de-
fineerime jirgmiselt: x> = 87G. Konstant G' on mdjus analoogsel kujul nagu Newtoni
gravitatsioonikonstant Gy mdjus (2)), kuid iildiselt voib G viimasest erineda: G # G . Kons-
tantide dimensioonid on samad: [G] = [Gy] = L. Skalaarvili on dimensioonita [Y] = 1 ning

[V] = L. Mdju ( @ 34)) varieerimisel skalaarvilja T jdrgi saame skalaarvilja jaoks vorrandi

1 dw o dV
il w72 i v /2 el v/2 _ @y o
TVVT—i—R TVTVT—}-TdTVTVT 2/<ch 0. 35

Mbju (34)) varieerimisest meetrika jéargi on tuletatav vorrand
TG, — V.V, T + g, VPV, T — %vurvyr +

+% G VTV, Y + guk?V = k2T, (36)

kus energia-impulsi tensor on defineeritud seosega @) Meetrikaga ¢** korrutades saame

vorrandi
TGAI, — MV Vv, T +5)‘ VIV, T — TgA“V TV, T +

ﬁy VATV, Y + 0 k2 = k2T, (37)

Viimast vorrandit ahendades ning seejirel Ricci skalaari asendamisel vorrandisse (35)) on tule-

museks jargmine vorrand:

1 (dw av

P 2
VIUY 4 o (G VT, T 2672 - T

) — ﬁT) = 0. (38)
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3.2 Skalaar-tensor tiilipi gravitatsiooniteooria (STG) viljavorrandid

Friedmanni-Lemaitre’i-Robertsoni-Walkeri geomeetrias

Kosmoloogia standardmudelis jdreldus FLRW geomeetria (I0) eeldusest, et mateeriaks on
ideaalne vedelik, mida kirjeldav energia-impulsi tensor soltus kahest vaid ajast sdltuvast skalaar-
sest suurusest, milleks on energiatihedus p(7) ja réhk p(n). Kui aegruumi meetrika on FLRW,
siis ka STG energia-impulsi tensor, mille formaalne definitsioon on sama nagu kosmoloogia
standardmudelis, kirjeldab ideaalset vedelikku ning skalaarvili sdltub homogeensuse ja isot-

roopsuse tottu ainult ajast: T = T(n). Sellistel eeldustel saame STG viiljavérrandid (36),

jargmisel kuju]E]:
Wt K= —H% + é (22@@) + “%ﬂg + %2@2‘/(;() , (39)
QH +H? + K = —’H% — %%W(T) - T?” - %Qan + ?an(T) : (40)
T = Y — MTl) - d‘“;’l(f) (1) + %(p — 3p)+ 1)
+% av(r) - T

Teeme veel kaks eeldust: ruum on tasane (K = () ning mateeriaks olev ideaalne vedelik rahul-
dab barotroopset vorrandit p = wp (19). Nendel eeldustel ning kosmoloogilist aega kasutades

on STG vorrandid FLRW-i meetrikas jargmisel kujul:

T 172 k*p  K2V(T)
H?— —He +-— Fe B 42
e Myt r 5 42)
- T 172 T &K? K2
2—_ e — _—— — — —_—
2H +3H* = QHT 57z (1) T TWp—I—TV(T), (43)
. - 1 dw(Y) s K2
¥ — 3HT - (-3 44
2w 73 ar L T aumry st 3Wet @
22 av(T)
v T
e |V Ty

Neid vorrandeid kasutame hiljem URT piiri arvutustuses (osas ). Paneme tihele, et efektiivse
2

gravitatsioonikonstandi T mittenegatiivsuse tagamiseks peab kehtima T > 0.

3 Vorrandite (39), (40), (41) tuletamiseks vajalikud suurused arvutame peatiikis (5], mistottu ei hakka me

siinkohal materjali kordamise huvides arvutuskiiku esitama.
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3.3 Konformne teisendus

STG mdjufunktsionaali esitust kujul (34) nimetatakse STG esituseks Jordani raamis. Kasutades
meetrika g, teisendamiseks konformset teisendust on voimalik teooria iimber formuleerida ja

seda protseduuri nimetakse tavaliselt raami vahetuseks. Meetrika konformne teisendus

v — guu - QQ(xp)guu7 (45)

el muuda aegruumi pohjuslikku struktuuri [19]]. Valemis @ esinev konformne tegur 2(x”) on
reaalne ning soltub iildjuhul aegruumi punktist. Teisendus ei muuda kiill aegruumi pShjuslikku
struktuuri, kiill aga muutub aegruumi geomeetria. Valides sobivalt konformse teguri Q2 = 7T,

saame skalaar-tensor teooria moju (34)) teisendada kujule:

wM)+3 _ = = V(T o
S = d*z\/— [R— g 3" vV, IV, T — 2k fm)} +5, G223, (46)

Selleks, et mojufunktsionaalis skalaarvilja T kineetiline liige viia kanoonilisele kujule (vt
valem (29)), tuleb teha skalaarvilja teisendus: T — ¢. Seos vilja T ja vilja ¢ vahel on antud
jargmiselt:

2T @
Pirast konformset teisendust (45)) ja skalaarvilja teisendust saame skalaar-tensor teooria
formuleeringu nn Einsteini raamis (muutujates g,,, ja ¢). Selles raamis on Einsteini vorrandid

ja skalaarvilja vorrand esitatavad kujul:

G*, = K (T(’;)V + T';) , (48)
- AV 1dQ -

" - =— T 4
VAV, ¢ i Qdol 49)

_ 974 T+

(@) v= v

TM

(o = (50)

ning T“ (6 ja T* on antud vastavalt Valemltega Ja (@) Osutub, et mateeria energia-impulsi

tensori kovariantne divergents (meetrika g, jargi) ei ole null:

VHT,, = — 5%Tv Lo (51)
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Uurides moju niieme, et skalaarvili T on Einsteini raamis gravitatsiooniga minimaalselt
seotud (Ricci skalaar R pole korrutatud skalaarviljaga), kuid muutunud meetrika gy tOttu esi-
neb skalaarvili T mateeriaviljade mojus. Viimane asjaolu toob kaasa selle, et Einsteini raamis
vabad osakesed ei liigu piki geodeetilisi (vOrrandi parem pool ei vordu nulliga). Jdrelikult
ei kehti Einsteini raamis nork ekvivalentsusprintsiip.

Kiisimusele Jordani ning Einsteini raami voi siis kahe konformse teisenduse ning ska-
laarvilja iimberdefineerimisega seotud raami fiilisikalise ekvivalentsuse kohta pole iihest vas-
tust. Vastus viimasele kiisimusele soltub sellest, mida moistame fiiilisikalise ekvivalentsusena
[19]. Naiteks kui onnestuks defineerida nork ekvivalentsusprintsiip raamist sdltuvana, siis ei
tdhendaks printsiibi kehtimine Jordani raamis veel seda, et Einsteini raam poleks viimasega
flitisikaliselt samaviirne.

Po&hjus, miks me antud t60s esitasime STG konformselt teisendatud Einsteini raamis on as-
jaolu, et on viidetud [43]], et hiirituste (vOi1 ka kvantparanduste) tasemel ei ole Jordani ja Eins-
teini raamide vahel iiksiihest vastavust. Kuna me jérgnevalt arvutame ka vorranditele (48)),
ja (51)) vastavate hdiritusvorrandite koik vajalikud litkmed, siis oleks selle vastavuse uurimine

voimalik. Mainime seda asjaolu veelkord ka t66 16pus olevas arutelus [6.4]
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4 Kosmoloogiliste hiirituste teooria

Selles peatiikis tutvume kosmoloogiliste héirituste teooriaga. Osas teeme sissejuhatavad
mirkused. Osas [4.2] anname esimest jarku hdirituse definitsiooni ning arutleme kalibratsioo-
nivabaduse iile kosmoloogiliste hdirituste teoorias. Osas [4.3] klassifitseerime hiiritusi nen-
de kéitumise jirgi kolmruumi poodretel ning neid viljadena kisitledes. Osas tutvustame
siinkroonset ning Newtoni kalibratsiooni. Osas [.5] defineerime hdirituste Fourier’ teisenduse

ning seletame viimase motet.

4.1 Lineaarsete hiirituste teooria

Kirjeldamaks fiiiisikat erinevatel mastaapidel on {iheks voimaluseks panna fiiiisikalised suuru-

sed kirja jargmisel kujul:
Q=QU + QW + 22Q® + X3Q¥ + ... (52)

Siin fiitisikalist suurust Q kirjeldavad kordajad @, Q™, Q®, Q® on kdik sama suurusjirku
(voi identselt nullid) ning A méédrab suurusjdrgu. Kui A on piisavalt viike, siis on suuruse ()
avaldises olulised vaid esimesed liikmed. Siis nimetame suurust A\Q") suuruse ) esimest jirku
hiirituseks ning suurust A>Q®) suuruse () teist jarku hiirituseks. Suurima A astmega liige, mida
teooria arvutustes arvestab, miirab teooria jirgu: kui arvestame liiget A\Q("), aga mitte liiget
A2Q?), siis on tegu esimest jirku hiiritusteooriaga, kui arvestame ka liiget A2Q(?, aga mitte
enam liiget \3Q®), siis on tegu teist jarku hiiritusteooriaga.

Kosmoloogias on héiritusteooria asjakohane, sest suuremates ruumiskaalades on Universum
homogeenne ja isotroopne, kuid viiksemates ruumiskaalades on tekkinud keerukad struktuu-
rid. Praktilistes arvutustes iilaltoodud jarku miiravat suurust A ei kasutata ning esimest jarku

héiritusteooria jaoks kasutame tédhistust

Q(n,2") = QV(n) + 5Q(n, 2", (53)

kus 0@ on Q esimest jirku hiiritus ning Q(°) on Q-le vastav hiirimata suurus. Siin on oluline,
et 6Q) on oluliselt viiksem kui Q© : §Q < Q. Valemis oleme sulgudes viljendanud
soltuvusi aja- ning ruumikoordinaatidest. Homogeense ning isotroopse ruumi korral sdltub
hidirimata suurus Q(©) ainult ajast (edaspidi nimetame Q)-i suuruse () viirtuseks taustal voi

taustavadrtuseks). Hiiritus 9() soltub ajast ning ruumikoordinaatidest ning ta on defineeritud nii,
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et tema keskmistatud viirtus iile kogu ruumi on vordne nulliga. Viimane tihendab, et suuruse

@ ruumiline keskmine on Q(¥.

4.2 Hairituste kirjeldamine ja kalibratsioonivabadus

Hairituste kirjeldamiseks esimest jarku hiiritusteoorias jagame fiilisikalise suuruse taus-
tavéddrtuse ning hiirituse summaks. Héiritud suurus on defineeritud hiiritud aegruumis M, taus-
tavddrtus aga hdirimata aegruumis M ning héiritud suuruse ja taustavairtuse vordlemiseks tu-
leb aegruumidele vastavad muutkonnad kuidagi omavahel vastavusse seada. Muutkonna punk-
tid samastatakse mingi diffeomorfismi ¢ : M, — M abil. Vaatleme siinkohal meetrika niitel,
kuidas defineeritakse hiiritus. Olgu g,,, meetrika héiritud aegruumis M ning g,, meetrika

hdirimata aegruumis M. Defineerime meetrika héirituse dg,,, [35]:

59;”/ = ((b*g),uu — Guv 54

kus (¢*g),, on aegruumi M, tagasi tdommatud meetrika (see tihendab, et ¢* kujutab meet-
rika g,, muutkonnale M,). Hiiritusteoorias on lubatud ainult selline diffeomorfism ¢, mis
jitab hiirituse dg,,, piisavalt viikeseks. Muus osas on diffeomorfismi ¢ valik vaba ning vdime
teooria seisukohalt samavairselt kisitleda monda teistsugust diffeomorfismi, kui viimane jédtab
hiirituse viikeseks. Vabadust valida diffeomorfismi ¢ nimetatakse kalibratsioonivabaduseks
ning ¢ fikseerimine tihendab kalibratsiooni valikut. Kalibratsioonivabaduse olemasolu tottu po-
le fiiiisikalise suuruse taustavaartuse ning hdirituse summaks jaotamine kovariantne protseduur.
See tihendab, et iildiselt sOltub hiirituse vairtus kalibratsioonist, kuid kuna fiiiisika seisukohalt
pole kalibratsiooni valikuks teisi kitsendusi peale hdirituse viiksuse tingimuse, siis on voimalik
olukord, kus tekitame pelgalt kalibratsiooni valikuga héirituse, millel vdib puududa fiiiisikaline
tdhendus. See on oluline kiisimus, mida on késitletud [[10]-[l13]].

Uurime, kuidas muutub héiritus, kui muudame aegruume M, ja M siduvat diffeomorfismi.
Olgu &#(x?) vektorvili hdirimata aegruumis M. Vektorvili £#(x”) tekitab iiheparameetriliste
diffeomorfismide pere: v, : My — M. Kui parameeter € ning ¢ poolt tekitatud hiiritus
on piisavalt viikesed, siis on piisavalt vdike ka kompositsioon ¢ o )., mis tekitab héiritusest

(54) erineva héirituse. Sellisel viisil defineerime e-i jirgi parametriseeritud héirituste pere:

09 = [(¢0 %) Tl — G = [V (6D — G (55)

Kasutades viimases héiritust (54):
098 = i (89 + 9)w = G = V7 (0g) + V2 (Gu) — Guw (56)

19



Kuna eeldame, et € on viike, siis kasutame ldhendust 1/} (0g,,) ~ 0g,, ning saame

(i (9;”/) — 9

59() = 8, + € M = G + €Le G (57)

kus L¢g,, tihistab tensorvilja g, Lie’ tuletist vektorvilja £ sihis:

ﬁgguy — we (g/ﬂ’e) - g/ﬂ’ ) (58)

Meetrika Lie’ tuletis avaldub jargmiselt:
Leguw = V& + Vi . (59)

Teisendust (57) nimetatakse kalibratsiooniteisenduseks ning meetrika hiiritus ei soltu seega
kalibratsiooni valikust, kui L¢g,, = Oﬂ

Tulemuseni (57)) voime jouda ka pisut teisel teel [36]. Kirjutame meetrika jargmiselt:
G (2”) = g (@) + 0 g1 (2) (60)

kus g,,,, on hiiritud meetrika, g,,, on hdirimata meetrika, mida késitleme fikseeritud funktsiooni-
na koordinaatidest (mitte geomeetrilise suurusena)[7[], d g,,, on meetrika héiritus ning x* tihistab

sOltuvust koordinaatidest. Teostame koordinaatteisenduse x” — z*:
TP =P — €€, (61)

kus € on esimest jiarku viike suurus ning £”(z*) on vektorvili. Eeldame, et héiritud meetrika g,,,

kiitub koordinaatteisendustel nagu teist jirku kovariantne tensor ning teisendusel saame:

@) = 20 @) ~ (54 €€,) (7 + 62, (905(a) + d0uof@”)) =

~ g,uu(xp) + 6.9#1/ + Eguafojy + egﬁugéu ) (62)

kus arvestame maksimaalselt esimest jarku viikseid suuruseid (esimesel real arvestame, et
g (z?) . 0¥ (x”
DE(E) O ()
oxH OxH
tekkivast mittelineaarsusest). Jirgmiseks arvestame, et @) kehtib ka koordinaatsiisteemis Z”:

erinevus on teist jirku viike, teisel real vabaneme e-ide korrutamisel

Gu(E°) = gy (F7) + 0, (7). (63)
Arvestame, et §§,,,(Z”) ja 0§, (2*) erinevus on teist jarku vdike ning arendame

g;w(xp) = gm/(jp) + Eg,ul/,ﬁgﬂ . (64)

* Meetrikat g Kisitlesime siin illustreerivalt ning viimast tulemust voime lildistada muudele viljadele asen-

dades g,,,, vastava viljaga.
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Asendame viimase koos (63)-ga avaldisse (62) ning saame:

6§uu = 59#1/ + G(guaéaojy + gﬁugbju - guu,ﬁgﬁ) . (65)

Joudsime samale tulemusele nagu (57), sest saab ndidata, et avaldises (65) sulgudes olev on
vordne Lie’ tuletisega (59).

Kalibratsioonivabaduse olemasolu, hiirituste soltumine kalibratsioonist kui fiitisikaliselt
meelevaldsest valikust, on pdhjustanud segadust arvutustulemuste interpreteerimisel, kuna puu-
dub vahend eristamaks fiilisika seisukohast olulisi ning pelgalt kalibratsiooni valikust tingitud
suurusi [7]. Uks voimalus on lihtudes uuritava probleemi eripirast fikseerida kalibratsioon,
tootada vastavas kalibratsioonis ning arvestada, et koik héiritused ei tarvitse omada fiitisikalist
motet. Teine voimalus on konstrueerida kalibratsiooniinvariantsed suurused [10] ning teostada

arvutused viimaste abil.

4.3 Hairituste klassifitseerimine

Kirjeldame hiirituste klassifitseerimist meetrilise tensori g, nditel. Neljamootmelises
aegruumis omab siimmeetriline tensor g,,, 10 sdltumatut komponenti. Sama palju peab olema

vabadusastmeid meetrika hiirituses dg,,,. Need vabadusastmed voib kirja panna jargmiselt:
ds® = g, datdx” = a(n)? (—(1 +2®)dn® — 2B;dndz’ + (v;;(1 — 2V) + 2El-j)dxidxj) . (66)

Siin héiritused ® ja ¥ sisaldavad molemad iihe, B; kolm ning F;; viis vabadusastet (£;; on
siimmeetriline ning jiljeta: 6" F;; = 0). Meetrika sellisel viisil kirja panekut motiveerib toodud
suuruste kditumine kolmruumi pooretel. Kolmruumi pooretel kidituvad ¢ ja W skalaaridena, B;
teiseneb nagu kolmvektor ning £;; teiseneb teist jarku kolmtensori teisenemiseeskirja kohaselt.
Kui kisitleme B;-d ja F;;-1 viljadena, siis voime vastavad véljad jagada piki- ning ristikompo-

nentideks. Vilja B; jaoks vdime siis kirjutada jargmiselt:
B, =B+ B/ =B+ B/, (67)

kus B on skalaar ning semikooloniga tihistame kovariantset tuletist kolmruumi meetrika v;;

jéirgi. Vektorosa B} on divergentsivaba: §%/ BIVJ = 0. Vilja L;; kirjutame

1 1
Eyj = Ej+ Ejj + B = E; — §5ij5klE;kl + 5 (Biyg + Bja) + El (68)

R
kus E on skalaarne suurus, vektorvabadusaste E; on jiljevaba: 4 E;;; = 0 ning tensorosa E;
rahuldab jargmisi tingimusi: (5ikEZ7;; r = 0 (tensorosa kolmruumi kovariantne divergents on null)

ning 6" Ef; = 0 (tensorosa on jiljevaba).
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Suuruseid ¢, ¥, B ja E nimetame skalaarseteks hiiritusteks, suuruseid BiV ja E; vek-
torhdiritusteks ning suurust E}; tensorhdirituseks. Meetrika héiritus sisaldab niisiis neli ska-
laarset héiritust, kaks vektorhiiritust ning iihe tensorhéirituse. Arvestades seoseid, mida vek-
torhéiritused ning tensorhdiritus rahuldavad on tulemuseks kiimme vabadusastet. Sarnasel viisil
nagu siin meetrilise tensori héiritusi voime klassifitseerida ka energia-impulsi tensori hiiritusi
(teeme seda osas[5.6).

Esimest jiarku héiritusteoorias on oluline tdsiasi, et skalaarsed, vektor- ning tensorhiiritused
arenevad iiksteisest soltumatult. Seetdttu voib neid uurida eraldi. Kosmoloogias on pakuvad
eelkdige huvi skalaarsed hiiritused ning tensorhdiritused. Skalaarsed héiritused vdimaldavad
kirjeldada struktuuri teket Universumis, tensorhéiritused kirjeldavad gravitatsioonilaineid. Vek-
torhéiritused on seotud Universumit kirjeldava kosmilise vedeliku podriselisusega, kuid paisu-
vas Universumis vektorhiiritused kahanevad kiiresti ning on seetdttu vihemolulised. Edaspidi

késitleme vaid skalaarseid héiritusi.

4.4 FErinevad kalibratsioonid

Teisendus muudab vektorvilja £# kaudu kalibratsiooni. Sarnaselt eelneva jaotisega vOime
vektorvilja ¢ kirjutada &* = (£9,&%), kus kolmruumi podretel on &0 skalaar ning &°
on kolmvektor. Viimase vdime kirja panna jirgmiselt: &' = &' + &, kus £ on skalaar
ning &, on divergentsivaba kolmvektor(f‘i/;i = 0). Seega sisaldab £ kahte skalaarset ning
iihte vektorvabadusastet (vektorvabadusaste sisaldab omakorda kaht vabadusastet). Skalaarseid
hiiritusi kisitledes tdhendab viimane, et kalibratsiooni valikuga saame fikseerida kaks skalaar-
set hdiritust. Jargnevalt kisitleme kahte enamlevinud kalibratsiooni, kus viimane fikseeritakse

meetrika abil, kuid vabadusastmeid voib fikseerida ka teisiti [36]].

4.4.1 Siinkroonne kalibratsioon

Valides (66)-s & = 0 ja B = 0 oleme fikseerinud siinkroonse kalibratsiooni. Siinkroonses kalib-
ratsioonis sisalduvad héiritused ainult meetrika ruumilistes komponentides. Mirgime, et teisen-
dus (61)) ei fikseeri tiheselt siinkroonset kalibratsiooni, mistdttu esineb vabadus teha tdiendavaid

teisendusi, mis ei muuda siinkroonse kalibratsiooni tingimusi ® = 0 ja B = 0.
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4.4.2 Newtoni kalibratsioon

Seda kalibratsiooni nimetatakse ka longitudinaalseks, Poissoni ja konformseks Newtoni kalib-
ratsiooniks. Valides (66)-s B = 0 ja E' = 0 oleme fikseerinud Newtoni kalibratsiooni. Viimased
tingimused fikseerivad iiheselt funktsioonid £° ja & teisenduses , mistottu puudub tidiendav
voimalus teha kalibratsiooniteisendusi muutmata Newtoni kalibratsiooni tingimusi B = 0 ja
E = 0. Newtoni kalibratsioonis on héiritud meetrika diagonaalne ning kdesolevas t60s kasuta-

me arvutustes just Newtoni kalibratsiooni.

4.5 Fourier’ teisendus

Osas ({@.3) todesime, et skalaar- vektor- ning tensorhiiritused arenevad séltumatult, sest nad
teisenevad kolmruumi pooretel ning nihetel taandumatult. Viimasest johtuvalt voime héiritusi
kirjeldada kolmruumi Laplace’i-Beltrami operaarori A = (1/]7|)~'9:(1/|7|0") omafunktsioo-

nide @)}, superpositsioonina. Omafunktsioonid rahuldavad vorrandit

AQy = —k*Qy, (69)

kus —k? tdhistab omaviirtust. Kisitleme jirgnevas olukorda, kus kolmruumi kdverus on null

(IC = 0). Siis omafunktsioonid ()} on tasalained eikia!

ning hdirituste kirjeldamine viimaste su-
perpositsioonina tdhendab héirituste teisendamist Fourier’ ruumi, mida jargnevalt kirjeldamegi.
Mirgime, et kui koverus on nullist erinev (}C # 0) on kisitlus keerulisem [40], [41]].

Kisitleme hiiritusi tasalainete %' superpositsioonina, kus k; on lainevektor. Lainevektori
mooduli ruut on k;k* = k? ning lainearv on k = 2_7r Kisitledes Universumit lopmata suure

A
kastina vdime suvalise skalaarse héirituse A(n, z?) kirja panna jirgmiselt:

An,z') = / PPEA(, ke | (70)

1
(27)?
kus A(n,k") on lainevektorile k° vastav Fourier’ komponent, mille saame Fourier’

poordteisenduse kaudu
A(n, k) = /dsxA(n,a:i)e_ikizi. (71)

Esimest jarku héiritusteoorias on hiiritusvorrandite tildkuju jirgmine:

> Aj(n,2') =0, (72)
J
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kus A;(n, ") on esimest jirku hiiritusliikmed. Rakendame viimasele vdrrandile Fourier® tei-

sendust (7/0). Kuna teisendus on argumentide suhtes lineaarne, siis saame tulemuseks
> Aj(n, k) =0, (73)
J

kus viimane vorrand on rahuldatud iga lainevektori k' jaoks eraldi. Seega lineaarse
hiiritusteooria jirgi arenevad hiiritused erinevatel lainearvudel soltumatult. Viimane on oluli-
ne, sest saame késitleda hiiritusi horisondi sees ning sellest viljas. Hiiritusvorrandites tihendab

Fourier’ teisendus (70) jargmised asendused:
Bj — ’L]CJ , 8j8j — k2. (74)

Sageli kasutatakse héirituste ning viimaste Fourier’ komponentide jaoks samu téhistusi.
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5 Skalaarsed hairitusvorrandid

Selles peatiikis arvutame héiritusvorrandite leidmiseks vajalikud suurused ning tuletame iildised
STG skalaarsed héiritusvorrandid Jordani raamis Bransi-Dicke’ parametrisatsioonis. Kasutame
Newtoni kalibratsiooni ning taustaks on FLRW aegruum. Osas kirjeldame meetodit, kui-
das esimest jarku hiiritusvorranditeni jouda. Osas arvutame meetrika, osas seostuse
kordajate, osas [5.4] Ricci tensori, osas [5.5] Einsteini tensori, osas [5.6] energia-impulsi tensori
komponendid hiiritud meetrika jaoks. Osas esitame eelmistes osades leitud suuruste abil
kolmruumi kdverust K sisaldavad STG esimest jdrku hdiritusvorrandid Jordani raamis. Osas

(5.8)) paneme vordluseks kirja URT hiiritusvérrandid.

5.1 Meetod

Jargnevalt kirjeldame iildist skeemi, kuidas héiritusvorranditeni jouda. Alustame meetrikast
Newtoni kalibratsioonis, mis sisaldab kahte skalaarset hdiritust ¢ ja W. URT-s on meetrika
kovariantselt konstantne V g, = 0 ning seetottu méidrab meetrika seostuse I', milleks on Levi-
Civita seostus. Seetottu saame meetrika abil arvutada seostuse kordajad '], arvestades arvutus-
tes maksimaalselt esimest jdrku hiiritusliikmeid. Edasi arvutame seostuse kordajate abil Ricci
tensori komponendid R,,, ja Ricci skalaari R ning viimaste kaudu ka Einsteini tensori kompo-
nendid G,,,. Need arvutused on standardsed URT viiljavorrandite tuletamisel, antud juhul on
arvutuste juures eriline asjaolu, et nad tuleb teostada esimest jiarku héiritusliikmete tipsusega.

Mateeriat kirjeldab energia-impulsi tensor 7}, ning FLRW aegruumis kirjeldab ta ideaal-
set vedelikku. Héiritud energia-impulsi tensori ning ideaalse vedeliku energia-impulsi tensori
erinevus on viljendatav esimest jarku hiiritusliikmete kaudu. Viimased sisaldavad kokku neli
skalaarset vabadusastet.

Jirgmise sammuna esitame skalaarvilja taustaliikme Y(7n) ning esimest jirku hiirituse
57 (n, x*) summana. Seejuures eeldame, et taustaliige rahuldab taustaks olevas aegruumis STG
vorrandeid. Edasi kirjutame eelpool leitud suurused (Einsteini tensori, energia-impulsi tensori
komponendid ja Ricci skalaar) STG vorranditesse ning eraldame litkmed, mis ei sisalda héiritusi
(null jarku litkkmed) ning esimest jarku hiiritusliikmed (seejuures ei arvesta kdrgemat jarku liik-
metega). Null jirku liikmed rahuldavad eelduse kohaselt taustavorrandeid ning tilejddnud liik-

mete jaoks saamegi esimest jirku héiritusvorrandid.
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5.2 Meetrika hairitused

Kirjutame meetrika FLRW meetrika g,,,, (10) ning viikese héirituse 0g,,, summana:

Gy = Guv + 09 - (75)

Kasutame ristkoordinaate x, y, z ning konformset aega 1 (samad tdhistused nagu (I0)). FLRW

meetrika kovariantsed komponendid avalduvad jargmiselt:

1 =
goo = —a(n)*, gio =90 =0,  gij = gji = a(n)2<1 + Z’C7"2> Oij - (76)

Hiiritusliikmed dg,,, soltuvad Newtoni kalibratsioonis kahest skalaarsest suurusest ®(1), 2*)
ja ¥(n,z") (66). Newtoni kalibratsioonis on meetrika diagonaalne ning héiritusliikmete kom-

ponendid voime kirja jargmisel kujul:

dgoo = —261(77)2‘1’(77; xk) ) 0Ggio = 090; =0,
1 2
8gi; = 095 = —2a(n)*d;; (1 + Z’CTQ) U(n,z"). (77)

Kovariantsetes komponentides viljendatud meetrika g,,, podrdmaatriks on meetrika kontrava-

riantsetes komponentides g, mille kirjutame kujul
g =g" +0g". (78)

Siin g"” on maatriksi g, poordmaatriks ning komponentides viljendatuna:

g . 1
gm — gj’L —
a(n)*

(1+ }lkrg)?é,-j . (79)
Kasutades tingimust §#*gy, = 6", leiame §¢g"” esimest jirku hiiritusliikmete tipsusega:
09" = —9""9" 0940 - (80)
Arvutame §¢*” komponendid:
5 =2~

a(n)?
8¢ =6g7 =2

®(n,2"), 090 =69" =0,

1 1 N\2 .
e (1 + Kk > 5,0 (1, ) . (81)

5.3 Seostuse kordajad ja kolmruumi kovariantne tuletis
Kirjutame seostuse kordajad taustaliikme ning esimest jarku héiritusliikme summana:
L, =T, + 0T, . (82)
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Seostuse kordajad avalduvad meetrika kaudu valemiga . Hairitud seostuse kordajad ffw ar-
vutame héiritud meetrika gy, abil, hdirimata seostuse kordajad I'7,, hdirimata meetrikat g,, ka-

sutades. Viimast arvestades saame esimest jirku hdiritusliikme 01", jaoks:

o _ 09% 9%
5F/,L1/ = T (g/tp,u + Gov,u — g,ul/,p) + 7 (59MP,V + 5gpu,u - 5guu,p) -
9°°
= = (=21,095p + 0Gupw + 0Gpus — 0Guwp) - (83)

2

Eeldame, et meetrika hdirituste tuletised dg,,,, on esimest jiarku viikesed. Hiirimata seos-

tuse erinevad komponendid on jidrgmised:

F80:H, F?0:F8i207
—2 . . .
Iy =T% = H<1 + %KT2> 0ij I =0, o = Loy = Moy,

1 1 -1 . .
Tk =Tk = —§K<1 + Z/Cr2> (6? + Opja — 8% . (84)
Seostuse hiirituste komponendid on jargmised:

1 -2 , 1 2
ST, = 6TV, = — (2%(@ L)+ w) (1 + Z/Cﬂ) 5, oDk, = (1 + Z/CTQ) o,

Teeme olulise mérkuse indeksite asukoha kohta iilal toodud seostuse kordajate komponen-
tides. Nimelt oleme mones kohas vasakul pool vordusmirki iileval paikneva indeksi kirjutanud
paremal pool vOordusmirki alumise indeksina. Mérgime, et kuna tegu pole tensorvorrandiga, siis
pole indeksite asukoha iihildumine kummalgi pool vordusmairki oluline (kiill aga on oluline kir-
ja pandud indeksi asukoht, sest viimaseid tostame ja langetame meetrika abil ning kui paremal
pool vordusmirki muudaksime indeksi asukohta, siis peaksime lisama ka meetrikast tulenevat

kordaja).
Kolmruumi kovariantne tuletis

Selles alapunktis paneme kirja, kuidas arvutada kolmruumi kovariantset tuletist. Viimase
abil saame koverusliikmeid sisaldavaid vorrandeid kompaktsemalt kirja panna. Tdhistame Hfj—
ga kolmruumi seostuse kordajaid, mis (I))-le tuginedes avalduvad kolmruumi meetrika ;; (1)

kaudu:
Hk Wkl 1 1 2\—1 j i k
i = _2 (’Yilﬂ‘ + Vili — fyijvl) = __EIC<1 + —]CT' ) ((Skzl’] =+ (Skjli — 5@'33 ) . (86)
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Néeme, et Hfj on vordne Ffj—ga ll Kolmruumi kovariantset tuletist tihistame semikooloniga
ning viimase kasutamine voimaldab hiljem panna vorrandeid kirja kompaktsemalt. Arvutame

skalaarse suuruse A kolmruumi teise kovariantse tuletise:
1 1 ‘ ‘
A;ij = (818] — HZ(?k)A = Aﬂ'j + QIC(l + ZKT’Z)il(A’Z{CJ -+ A}jl’z — 5ijA7kxk) . (87)
Arvutame ka kovariantse divergentsi:
k 1 L o1 k

Siin ja edaspidi kasutame tihistusi, kus iile korduvate ruumiliste indeksite tuleb summeeri-

da. Illustreerime viidet viimastes valemites esinevate vastavate liikkmete abil: A ;; = 0,0,A =

3 3
0i0;Ajaxt Ay = 2O A = > 2O A.
=1

k=1

K2

5.4 Ricci tensor

Kirjutame Ricci tensori taustaliikme ning esimest jarku hiirituse summana:

R, = R, +0R,, . (89)

Ricci tensori komponendid avalduvad seostuse kaudu valemiga . Hiiritud Ricci tensori R,
arvutame héiritud seostuse I_’ZV abil, hdirimata Ricci tensori R, hdirimata seostuse I'7,, abil.

Viimast arvestades saame, et Ricci tensori hiiritus avaldub

OR, = 0TS, — 600, , + 605,10, + 5,005, — 605,10, — T'5,0I, . (90)

J17NeY po,v Ba~ uv Br™ pa

Eeldame, et meetrika hiirituste teised tuletised g, ,, on esimest jiarku viikesed. Arvutame

héirimata Ricci tensori 7, komponendid:

Roy = —3H', Ryi=Rip =0,
Rij = Rji = (H +2H*+2K)(1 + iICrQ)—%ij . 91
Ricci tensori héirituste 6 2, jaoks saame:
SRy = (1+ ilCrQ)%;kk + 30" + 3H (V' + D),
0Roi = 0Ryg = 2(HD,; + 7)),
SRy = 6R; = (w;kk T (14 i/@ﬂ)—? [—2(%’ +2H2) (D + ) — HE —
—5HY — \If} )@-j LU — Dy 92)
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Ricci skalaar R on Ricci tensori jédlg, mille kirjutame taustaliikme ning héirituse summana:
R=g"R,, =R+R. (93)
Taustaliitkme ? jaoks saame
R=g"R,, = a—126(H’ +H*+K). (94)
Ricci skalaari hiiritus § R avaldub

5R - 59“VR,W + g“V(SRp,V =

1 .
— (—12(%’ +HA)D + 12K — 6H (D + 3W) — 60" 4 220 * — <1>;;f)) . (95)

a?
Mirgime, et siin kasutame kompaktsema kirjapildi jaoks kolmruumi kovariantset tuletist (87)),

(88]), mida tidhistame semikooloniga ning kolmruumi indekseid tdstame ning langetame kolm-

ruumi meetrika  (TT)) abil.

5.5 Einsteini tensor

Kirjutame Einsteini tensori taustaliikme ning héirituse summana:

G =G +0G,, . (96)

Einsteini tensori arvutame valemiga . Hiiritud Einsteini tensori G, arvutame hiiritud Ricci
tensori, héiritud meetrika ja héiritud Ricci skalaari kaudu ning hiirimata Einsteini tensori G,
leiame vastavate hdirimata suuruste abil. Viimase abil saame Einsteini tensori héirituste jaoks:

1 1
0Gyw = 6Ruy — 509 R — 59,u0R. 97)

Arvutame hiirimata Einsteini tensori komponendid:

Goo = 3(H?* + K), Goi = Gy =0,
1
Gy = Gy = (24 24— K)(1 + +Kr?) 25, ©8)

Einsteini tensori héirituste komponendid:

1
0Go =6K(D+ V) — 6HY +2(1 + ZIC7“2)2\II;,€,C ,
0Go; = 0Gip = 2(HP,; + 1)),
0Gy; = 0Gy; = W5 — D5 +

1
+ <<I>;kk — W+ (L4 5Kr2) 2 [2(2%/ FH2) (D 4 )+ 2H(D + 20) + 2\11"])5”- (99)
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Eelnevalt arvutasime FEinsteini tensori kovariantsed komponendid, tuletatavates
hiiritusvorrandeis tahame kasutada segakomponente. Héirimata FEinsteini tensori sega-

komponendid saame lihtsalt hdirimata meetrika abil: G*, = ¢g"G ,,. Viimased avalduvad:
i J

Ghy= — B K).  Gh=0. Gy SR A EK). (100)

Einsteini tensori héirituse segakomponendid saame arvutada kovariantsete komponentide

kaudu jargmiselt:
0G", = 6(g""Gp) = 69" Gy + g 0G,, . (101)
Arvutades saame:

1 1
5GO = — (6H2q> + R — 6K — 2(1 4 Kr?) T,
a

1
0 — (_ AT .
0GY, = 5 (~2(W'); — 2H8)
1 1
0G"; = ?{(1 . Z’CTQ)Q(‘I’;U — ®y5) + (102)

1
+<—2/C\If + (AH +2H?)D + 20" + 2HD' + 4HT' + (1 + Z,CT2)2((I);kk — ‘I’;kk)>5ij} .

5.6 Energia-impulsi tensor

Mateeriat kirjeldab energia-impulsi tensor 7 ning taustaks olevas FLRW aegruumis votab vii-
mane ideaalse vedeliku kuju kaasaliikuvates koordinaatides. Kirjutame héiritud energia-impulsi

tensori tausta energia-impulsi tensori ning esimest jarku hdirituse summana

TH =T + 6T" . (103)

Tausta energia-impulsi tensor on (I7) ning viimase komponendid arvutasime jaotises (2.3)). Pa-

neme need taielikkuse huvides siinkohal veelkord kirja:
T = —p, T9=T,=0, T, =46p. (104)

Hairitusliige 67" sisaldab nelja skalaarset vabadusastet, mida vdime tdlgendada taustaks
olevas energia-impulsi tensoris olevate suuruste (energiatihedus, rohk, nelikiirus) ning ani-
sotroopse pinge hdiritustena. Niiviisi saame fiilisikalise energia-impulsi tensori véljendada

jargmisel kujul

" = (p+ p)u'i, + 6 p + X+ | (105)

30



kus p = p + dp on vedeliku energiatihedus, p = p + dp on rohk ning u* = u* + du* on
vedelikuosakese nelikiirus. Anisotroopset pinget >J,,,, kiisitleme esimest jirku héiritusena (taus-
taks olevas aegruumis anisotroopne pinge puudub) ning ta rahuldab tingimusi: u#Y,, = 0 ja
¥* = 0. Anisotroopne pinge X*, sisaldab lihte skalaarset héiritust (7, x) ning ainult skalaar-

seid héiritusi késitledes avaldub anisotroopne pinge valemiga
i 1 1
by = (1 -+ Z’CT2)2(2;¢3‘ - g(gijz;kw- (106)
Nelikiiruse hiirituste arvutamiseks kasutame nelikiiruse normeerimistingimust
gy, = -1, (107)

millest jareldub, et (6¢g")u,u, + g (((5uu)u,, + ((5u,,)u#> = 0. Et taustal u; = 0, siis
ei saa du;-d normeerimistingimusest tuletada, kiill aga on vdimalik leida dug: 6(g%)uguy =
—goo<(5u0)u0 + (5u0)u0>, millest saame, et duy = —a®. Niiiid voime kirjutada nelikiiru-
se jargmiselt v, = (a(—1 — @), du;). Héiritus du; sisaldab iihte skalaarset ning iihte vektor-
vabadusastet: du; = a(v; + v;"), kus 6v;; = 0. Skalaarsete hiirituste jaoks saame seega
u, = (a(—1—®), av,) ning kontravariantsetes komponentides esitatuna: u* = (a~*(1-®), (1+
1
ZICTQ)Qa’lv,i).

Paneme kirja energia-impulsi tensori esimest jirku skalaarsed hiiritused.

0TH = (dp)uru, + (Op)uru, +
+(p+ ) | (B, + w(0uy)| + 8%0p + T, (108)

Arvutame energia-impulsi tensori erinevad komponendid skalaarsete héirituste jaoks.

6T = —bp,

0Ty = (p+p)a'oui = (p+p)v,,

, 4 1 1
0T, = (p+p)(—1adu’' =—(1+ ZICT’Q)z(,O +p)atou; = —(1+ Z’CTQ)Q(p +pus,

Energiatiheduse héiritus dp ning rohu héiritus dp on omavahel seotud:

_Op dp
5]9 = a—p‘sép—i‘ %

kus &S tidhistab entroopia hdiritust. Hiiritusi, kus 0S5 = 0 nimetatakse adiabaatilisteks

68 = c26p + 769, (110)

p

hiiritusteks ning ihekomponendilises kosmilises vedelikus alati S = 0. Entroopia héiritused
esinevad mitmekomponendilistes vedelikes, kus erinevad vedelikukomponendid omavahel in-

terakteeruvad. Entroopia hdiritusi nimetatakse isokurvatuurseteks héiritusteks.
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5.7 Skalaar-tensor tiiiipi gravitatsiooniteooria hairitusvorrandid

Oleme leidnud 0G*, ja 07% ning jargmiseks iilesandeks on kirja panna vorrandid (35), (37),
(38)) esimest jarku hdirituste jaoks. Viimased sisaldavad ka skalaarvilja Y, mille kirjutame taus-

talitkme ning hiirituse summana:
T(n,a") =T(n) + 0T (n,2"), (111)

kus Y(n, ') rahuldab vérrandeid (35), (37), (38), kus kdik liikmed on arvutatud hiiritud
aegruumis (neid tdhistame kaetud suurustega) ja taustaliige () rahuldab samu vorrandeid,
kus koik iilejadnud suurused on arvutatud taustal. Asendades eelpool arvutatud Einsteini tensori
ning energia-impulsi tensori STG vorranditesse ning arvestades maksimaalselt esimest jarku
hiiritustega liikkmeid jouame vorranditeni, mis sisaldavad null jarku taustaliikmeid ning esimest
jarku héiritusi. Null jarku litkmed rahuldavad eelduse kohaselt STG taustavorrandeid ning vii-

mast arvestades jouamegi héiritusvorranditeni.

5.7.1 Skalaarvilja vorrand (35)

Hairitud aegruumis on skalaarvilja vorrand (35) kujul

2 L _ L _ . _
“’é )99 % + ;- “D979 1+ L2Ogrg v 02V o (1

kus V tihistab kovariantse tuletise operaatorit hiiritud aegruumis ning on arvutatud seostuse I'
abil (see tdhendab, et mingi suvalise vektorvilja komponentidega A*, kovariantne tuletis aval-
dub V, A%, = 8,Ak, +Th A%, —T), A"). Viljendame vorrandis koik suurused taustaliik-
me ning esimest jarku hiirituse summana. Seejuures arendame skalaarviljast soltuvad funkt-
sioonid skalaarvilja taustavidrtusele vastavas punktis T Taylori ritta hiirituse 0T jérgi ning
arvestame arenduse kahte esimest liiget. Illustreerime 6eldut lilkmega %, mille jaoks saa-

me arenduse:

dw(T)  dw(Y)dY  dw(T)d(T —_5T) _ dw(YT) _dw(Y)  d®w(T)

= — = ~ 0 O 113

af ~ dY 4t dr  d¥ T Tar e (113

Edaspidi me iildiselt skalaarvilja funktsioonide argumente eraldi vélja ei too ning arvestame,
dw(YT d

et vastav funktsioon tuleb arvutada skalaarvilja taustavédrtust kasutades: O;(T ) = d—(:; ja

d*w(T d>
;T(2 ) = dTu;' Eelnevaga analoogselt arendame koik vorrandis (112]) skalaarvilja sisalda-
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vad liitkmed:

dw () dw

w(T) =~ w(T)+ T 0 =w+ ﬁéT, (114)
d‘gg) ~ d‘gg) + d%})n = % + %M, (115)
T & - T (116)

% ~ %(1 - 2%51‘). (117)

Jargmiseks eraldame vorrandis (I12)) kovariantse tuletise operaatorit sisaldavates litkmetes
taustaviirtuse ning esimest jarku hiirituse. Illustreerime viimast d’ Alambert’1 operaatoriga:
V'V,T = [vpvp + 5(vpvp)] (T +67). (118)
Siin V téhistab kovariantse tuletise operaatorit taustal. Tausta d’ Alambert’i operaatori V/V,,
moju skalaarviljale T arvutame jargmiselt:
VPV, Y = ¢"V,.V,T = g”(0:0, — I.00)T. (119)
Suurusega 6(V*V ) tihistame d’Alambert’i operaatoris esinevat esimest jirku hiiritusi sisal-
davat osa ning viimase mdju skalaarviljale T arvutame
S(VPV,)T = 8(9"VV,)T = 6(97(0,0, — T5.00) ) T =
_ (@Pﬂ(@ﬁap N gﬂﬁérgnaQ T (120)
Analoogselt kirjutame
VIV, T = VPTV, Y + 6(VPTV,T), (121)
kus suurusega 6(V*YV,T) tihistame liitkmes V’“W,)T sisalduvat esimest jdrku hiiritusosa,
mis avaldub
5(VPTV,T) = §(g7V,.TV,T) = 6g7"9,T9,Y + ¢ (aﬁra,,(m + a,,mn((sr)) _
= 0¢g"0,Y0,T + 2¢”*0,Y0,(6Y) . (122)

Asendame niilid toodud arendused vorrandisse (112) ning kuna meid huvitavad lineaarsed

hiiritused, siis arvestame maksimaalselt esimest jarku héiritustega:

dw 1 1 1 w
- —\Up o p el P 2
2w+ 0 1) VIV, 4+ 2w (~ 6 T)VAV, T + 2 [5<v V)T + VPV, (67| +
d 1 1,1
YR+ 0R — (w+ —w(ST)ﬁVPTVpT — Wi (20 T) VTV, T
1 dw 1 d®w

T T2
Y SV T) 4 (1 — 25 L very T 4+ 2 LY srvery, T
(VI TV0) 4 (1= 00) T2 VATV, Y+ v, +
1 dw v  d?V
— P — 2 _— _— —
a7 0 (VITV,T) = 263 4 6 T) = 0. (123)
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Oleme korduvalt maininud, et eeldame vorrandi (35) kehtivust ka hdirimata aegruumis ning

arvestades viimast vorrandis (123]) saame vorrandi héirituste jaoks:

dw 1
- _ Y ) ,
2<dTT T2>V v T5T+2T [5(V V)Y + VPV, (6T)| +0R +
d*w dw 1
— —2—==+2—= p
+<dT2 QdTT +2T2>Tv TV, 16T +
dw w1 ,d2V
— - PYV,T) — 2625 6T = 124
+op = ) O (VPIV,T) = 26267 = 0. (124)

Vorrand @ on iildine esimest jarku hédiritusvorrand, mille tuletamisel ei ole me meetrikat
valinud voi kalibratsiooni fikseerinud. Niiiid paneme vorrandi kirja eeldusel, et taustaks
on FLRW meetrikaga aegruum ning ning meetrika hdiritused on Newtoni kalibratsioonis. Ka-
sutame eelmises peatiikis arvutatud meetrikat (76)), (77)), (79), (81) ning seostuse kordajaid (84)),
avaldistes (119), (120), [122] ning arvutame vajalikud suurused:

V'V,T = ;2( T — 27—[T’>, (125)
VIV, 0T = alz( (57)" —2%(5T)’+(1+}lICTQ)z((ST);kO, (126)
5(VPV,)T = %(2(?’+2HT’)<I>+T’(I>’+3T’\IJ’), (127)
VYV, T — —%(T')% (128)
5(VPTV,T) = $<2(T’)2©—2T’(5T)’>. (129)

Asendades eelarvutatu ning Ricci skalaari hdirituse (93] vorrandisse (124)) ning rithmitades

litkkmeid saame skalaarvilja hiiritusvorrandi Newtoni kalibratsioonis jairgmisel kujul:

dv w. Y’

—z%m) (4 Ho+ 2o = T>T> (67) + 2%(1 + ii@?)?((sr);kk +

w dw. 1 d?w dw 1 w .1 A2V
_ T T’ _ 9= - — (Y 2 2.2 T
+(2(T ) (T 20T = (s = 200 23 5 (T)7 = 267 dT2>5
dw  w (T)?
- " ANEE 2 o=
+<4T(T +2HT) = 120K+ H) + 2 — =) )q>+

1
121+ K220 — Bya) + 12K + 2(%? — 3H)(D' + 30) — 60" = 0. (130)

5.7.2 Skalaarvilja vorrand (38)

Rakendame eeltoodud skeemi vorrandile (38)). Hiiritud aegruumis on vdrrand kujul

VV,T +

1 (dw(T)

dV(T)
2w(T) +3 ]

VIV, T + 212 [zvm -

_ 52T> —0. (131)



Kirjutame viimases vorrandis koik litkmed taustavéértuse ning esimest jarku hdirituse summana

arvestades skalaarvilja funktsioonide jaoks (T13))—(T17). Lisaks arendame

1 1 2 dw(T)

2w(M) 13 2w(T)+ it 20w(Y)+3 dY oY) =
B 2w1—|—3(1 B 2w2+33_¥5T)’ (132)
V(T) ~ V(T)+ d‘gg)ar =V+ %H. (133)
Energia-impulsi tensori jélg avaldub
T:T‘;:T’;—I—éT’;:T+6T. (134)

Arvestame (118) ja (121) ning asendame arendused vorrandisse (131)) arvestades maksimaalselt

lineaarseid hairitusi:

VPV, T 4+ 6(VPV,)T + VPV 0T +

1 2 dw dw %
- sy (Lwere, v 4 2622V — TEL] — 2T
T3t T wmrsar’ (GEVAvoT + 2622V = X ] = W) +
1 d*w dw
halhed P ed P
33 ( O TVITY, T + Z23(VPTY,T) +
v 2V AV
207" _ - - ) _
28 [2 0T = (Yo + dT)éT] P 5T> 0. (135)

Eeldame, et ka héirimata aegruumi jaoks kehtib (38) ning viimast vOrrandis (135]) arvestades

saame héiritusvorrandi:

§(VPV,)T 4+ VPV, (0T) —
2 dw dw %
_md_T(dT)<d_Tvava +2K%(2V — Td_T) _ H2T> n
1 d*w dw
- P o p
2w+ 3 <d’r2 (OD)VPIV,T + —Z6(VPTV,T) +
2

+2K2(Z_‘T/ _ T%)(ay) _ n25T> _o. 136

Vérrand (I36) on iildine hiiritusvorrand ning niitid arvutame, millisel kujul on ta FLRW taus-
taga aegruumis, kus meetrika hdiritused on Newtoni kalibratsioonis. Esmalt arvutame (104),

(109) kasutades energia-impulsi tensori jilje ning viimase héirituse:

T = T%=—p+3p, (137)

oT = 0T" = —dp+ 30p. (138)
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Asendades viimase koos eelnevalt arvutatud suurustega (126)—(129) avaldisse (I36) jouame

skalaarvélja hdiritusvorrandini

" 1 dw / ’ 1 2\2
—(67) 2[7—[—1— 2w+SWT (67) + (1 + 4IC7’ )20 ) +
2 dw dw av
—__T/2_2222 - T 2.2(_
+<(2w+3)2dT[dT< P = 222V = TG+ (o 30) +
1 1 Pwoy g dV RV
33| (T + 2% (i = T )07 + (139)
1 dw

g (U@ T8 43T — e
w

+2 [T”+HT+ (—=dp+36p) =0.

2w+ 3
5.7.3 Vorrandid (37)

Analoogselt eelnevaga eeldame vorrandite (37)) kehtivust héiritud aegruumis

_ o T
TGH — g V.V, T+~ V'V, T - ”g_f ) 7, IV, T +
) e - _ _
+w2(T)5“VVpTVpT + 0" K2V (T) = K2TH . (140)

Kasutame viimases avaldises (114])), (I16), (T18)), (121)) ja (133)) ning asendame iga liikme taus-

tavddrtuse ning hiirituse summana. Vabu indekseid sisaldavad suurused kirjutame

gV, IV, T = gV, .YV, Y +6(g"V,TV,T) =
= g™V YV, T +0g"V, YV, YT + ¢"*V . 0TV, T + gV, TV, 0T, (141)

kus 6(g"*V,.YV,T) on liikmes g**V, YV, T sisalduv esimest jirku hiiritusosa. Analoogselt:
§""V.V, T = ¢"*V.V, T + §(¢""V.V,)T + g""V,. VT, (142)
Liige 0(¢"*V,V,)Y avaldub
5(g" V. V,)T = 6g" (0,0, — T2 05T — g"0T) 0T . (143)
Liige ¢"*V .V ,6Y avaldub
gV V0T = g" (9.0, — T} 0,)0Y . (144)

Asendame (141)), (142)) iihes eelpooltooduga vorrandisse (140) ning arvestame kohe maksi-
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maalselt lineaarsete héiritusliikmetega:

TGH + ToG", + 0YG*, — ¢"*V .V, T — 6(g"*V,.V,)T — gV .V, 0T +

dw
1 P P P
+o* (V V,T +46(V V,,)T +V V,ﬁT) (w+ dT5T>T
w 1 w dw
= e ety v - = SEXUP
T( T(5”1’)9 V. IV, T Té(g V.IV,T)+ (w+ dTéT)QTd”V TV, T +
w dV

(= B \7P Ity v P (0 il
a7 Tar)a VPTV T+2T5 L(VITVY) 4 2 (V 4 dT) =

— K2(T" + 6T"). (145)

¢V, TV, T —

Arvestame, et vorrandid (37)) on rahuldatud ka hdirimata aegruumis. Saame hiiritusvorrandid:

SYGH + YSGH — §(g V. V,)T — ng V.07 +

o (5(vpvp)r + vaar) - (% - T)T‘STWV TV,T -

—% (@wv,xvyr + " STV, + ng,irvyaﬂ +

dw w
_ ©X7P P
+(dT T)2T§T5 verv,T + T5 LO(VPYV,T) +

+0* K2 Z‘T/(ST = K20TH . (146)

Vorrandid on iildised esimest jarku hiiritusvorrandid. Niiiid uurime, millisel kujul on
nad FLRW taustaga aegruumis, kus meetrika hiiritused on Newtoni kalibratsioonis. Tuletame
meelde, et skalaarvili taustal s6ltub ainult ajast: T = Y (7), mistdttu liikmes pole tarvis ar-
vestada ruumilisi osatuletisi. Skalaarvilja hiiritus sdltub ruumikoordinaatidest: 6T = 61 (n, z*)
ning liitkmes @]) tuleb arvestada koiki osatuletisi. Mainime veel, et vorrandis @ esinevates
litkkmetes, kus skalaarviljale mdjub kovariantse tuletise operaator V vdime viimase asendada
osatuletise operaatoriga 0.

Vorrandeis vabu indekseid fikseerides saame neli hdiritusvorrandit. Esmalt votame p =
0, v = 0 ning arvutame seoseid (143), (144) kasutades vajalikud liikmed:

(V. V)T = — (2(T” FHYT)D + T’<I>’) (147)

a

¢V, VoY = 1( (6T)”+7—[(5T)>, (148)

aQ
(O 1 N2
VIV = (1), (149)
|
5"V, TV + g%V, 0TV, Y + g%V, TVeoT = ¥<2(T’)2(I> - 2T’(5T)’>, (150)

Arvutatu koos (100),(102),(109), (126)—(129)-ga (146)-sse asendades saame ;1 = 0, v = 0
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jaoks vorrandi:

;2{( 3H + TT)((ST)’Jr [—3<H2+ic) + —(— — )T + K2a %]5T+
+(1+ i/CT ) (5T) kk _2(1 + /CT )ZT\I’ Kk T

+[6H2T +EHY — %(T')ﬂ — 6KV + (BT’ +6HT) U } — x2p. (151

Jargmiseks votame p = 0, v = 4 ning (143), (144) kasutades arvutame:

§(g"V,. V)T = %T’qm, (152)
a
Ok 1

PRV, V6T = a—( (67, +H(5T),i), (153)

¢V . IV,T = 0, (154)

§¢”V, YV, T + ¢V, 0TV, T 4+ ¢*V,. TV, 6T = —%T’(ar)ﬂ- , (155)
a

Viimased koos (100),(102),({109), (126))—(129)-ga (146)-sse asendades saame p = 0, v =i

jaoks vorrandi:

|
= (( M+ TT )(ET)i + (5T); — (Y + 2HY)D, — QT@;) — 2(p+pla.  (156)

Kolmanda soltumatu vorrandi tarvis votame p = i, v = j ning (143), (144) kasutades

arvutame:
| 1
5(gZ“VHVj)T = E52J<2HT/@+T,\P/)7 (157)
K 1 / 1
§V,. V0T = ;{—H((ST) 5ij+(1+l—licr2)2(5r);ij}, (158)
g VIV, T = 0, (159)

g™ ViTVT) = 59"V XV,T +g" VoIV, T + g™V, TV0T = 0. (160)

Viimased koos (T00),(102),(109), (126)—(129)-ga (146)-sse asendades saame p = i, v = j

jaoks vorrandid:

. 1
;{ (—(5T)” — M+ %T’)(dT)’ + (L+ K220 ) +
1 dw ,dV
. I 42 — o — Y=Y
Hoom - -k > T>T<T> ata dT](ST

+ [2(2%’ FHA)Y 20" 4 MY + T(I )2} O+ (2HT + 1) +
1
+T(1 + ZICTQ)2(<I>;,€,€ — W) + (AHY + 270 + 2T\1ﬂ’> 0ij —

1 1 .
—(L4 K22 (0T )5 + T(L 4 ZKr%)2 (Vg = By) = K20,50p + K727

J

(161)
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Viimases vdime eraldada jiljega osa (¢ = j) ning jdljevaba (i # j) osa. Jilje leidmiseks votame

(161))-s vabad indeksid 7 ja j vordseks ning summeerime iile vordseks voetud indeksite. Saame:

1 "no_ ﬁ / / 2 1 2)\2
?{ (6T)" = (M + = T)OT) + S(L+ K522 )+
1, dv w1 dV
. I 2 _ (TN N2 2. 27"
-2 -k (G = ) (1) +de]5T+
+ [2(2%’ FHA)Y 420" 4 MY + %(’r’)ﬂ O+ (2HT + TP + (162)
—|—§T(1 + ilCTz)?(CI);kk — Upr) + (AHY + 27"V + QT\I/”} = r2dp.

Jdljevaba osa saame, kui eemaldame (I61)-s koik Kroneckeri deltad:

1 1 A
—(1 + Z’C’I"Q)Q((ST);Z']' + T(l + ZICTQV(\I]W — CI);z‘j) = I{QCLQZZ]- s 7 7é ] . (163)

5.7.4 Pidevuse vorrand

Energia-impulsi tensori kovariantse divergentsi nulliga vordumisest saame samuti tuletada
héiritusvorrandid. Energia-impulsitensori definitsiooni tdttu (6)) on need vorrandid iihesugused

nii URT kui STG puhul. Eeldame, et @) on rahuldatud héiritud aegruumis:

- TH
VI, = 9,T%+8,6T%, + TV T% + 6T T% + T 5T, —

—T%,T% — §T% TH — % 6T" = 0. (164)

Samas eeldame, et @D on rahuldatud ka hdirimata aegruumis. Arvestades viimast vorrandis

saame esimest jdrku héirituste jaoks vorrandid:
0,01, + o1 T, + T 01", — o'y T — ' 6T" = 0. (165)
Votame (I63)-s v = 0 ja saame jargmise vorrandi:
—(0p)" = 3H(dp + 0p) + (p+ ) (BY — vy) = 0. (166)
Votame (I65)-s v = i ja siis saame vorrandi:

(o +D)vs] + 00+ (p+ P)@s + 4H(p+ pJv + Ty = 0. (167)

Mirgime veel, et omavahel mitteinterakteeruvate mateeriakomponentide jaoks rahuldab iga
komponent eraldi tuletatud vorrandeid ning viimane ei jareldu otseselt Einsteini vorranditest

[39].
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5.8 Uldrelatiivsusteooria ja minimaalselt seotud skalaarvilja

hairitusvorrandid

Eelnevates alajaotustes oleme tuletanud vajalikud suurused, et kirja panna ka iildised URT ja mi-
nimaalselt seotud skalaarvilja hiiritusvorrandid skalaarsete héirituste jaoks, mida selles alajao-
tuses teemegi. Mainitud vorrandid paneme kirja eelkdige sellepérast, et just nende vorranditega
tuleks esmajirjekorras vorrelda alajaotuses 6.3|tuletatavaid STG hiiritusvorrandeid URT piiril.

Lihtume Einsteini vorrandeist ning minimaalselt seotud skalaarvilja vorrandist.

5.8.1 Minimaalselt seotud skalaarvilja vorrand (30)

Kirjutame minimaalselt seotud skalaarvilja ainult ajast soltuva taustaliikme ning ka ruumilist

sOltuvust omava esimest jiarku héiritusliikme summana:

o(n,x") = ¢(n) + 6 (n, z*). (168)

Lahtume minimaalselt seotud skalaarvilja vorrandist @) Eeldame, et viimane kehtib nii
hiiritud kui ka hidirimata aegruumis. Hiirimata aegruumis véime kasutada tulemust (125)) ja

saame minimaalselt seotud hdirimata skalaarvilja vorrandi:

5 AV,
"+ 2 . 169
" +2H¢' +a e ¢ =0 (169)
Esimest jarku héirituste jaoks kehtib (kasutades (I18)) vorrand:
d*V,,
(0VIV )¢ + VIV 00 — 2 —5¢ = 0. (170)

Vajalikud suurused arvutasime (126)-s ja (I27)-s. Viimaseid kasutades saame minimaalselt seo-

tud skalaarvilja hiiritusvorrandi kirjutada kujul:

2(¢" + 2HY )P + ¢ + 3"V — (69)" — 2H(69) +
2
HL+ 30r2)2(08) a0 — dd;;

See vorrand on lihtekohaks kui kisitletakse skalaarvilja hiiritusi varajase Universumi inflat-

5o =0. (171)

siooniperioodil [3], [4].

5.8.2 Einsteini vorrandid (7)

Eeldame, et Einsteini vorrandid (7)) kehtivad nii hiiritud kui ka hédirimata aegruumis. Siis saame

hiirituste jaoks vorrandid:

5G* = 87G (8T  + 6T, (172)

(¢)V) ’
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kus oleme eristanud minimaalselt seotud skalaarvilja ¢ hiiritud energia-impulsi tensori

iilejaanud mateeria hdiritud energia-impulsi tensorist. Einsteini tensori hdiritused on esitatud va-

lemis (102)), energia-impulsi tensori hiiritused valemis (109), ning arvutame niiiid skalaarvilja

¢ energia-impulsi tensori (31) hdiritused:

av,
T, = 8laV,99.0) = (569767, + 3200

Kasutades (129), (150), (155)), (160) saame:

1 / / / 1 dvm
0T g0 = g[(¢)2¢—¢(5¢) —§a2%5¢],
1
0Ty = ——¢'(00),,
: 1 yoL adVe T
Ty = |00 +6(66) — 50 Groo] o

Asendame vorrandisse (172]) eelnevalt arvutatud suurused. Votame = 0jav = 0:
1 2 / 1 2\2
= (6720 + 6 — 6K —2(1 + 1K) Wy ) =
a

— 887G nOp + SWGN% [(qy)% — ¢(60) — %cﬂ%w} .

Votame = 0jav =i:

1 1
g(-?(\lﬂ)ﬂ' — 27‘[(1)71> = 87TGN(p —I—p—}-)ui — 87TGN¥¢,(5¢)71 .
Votame y =i jav = j:

i{ (—2/01/ + (4H + 2H?)® + 20" + 2HP' + AHV' +

CL2
1 2\2 1 2\2
+<1 + ZLICT ) (q);kk — \I/’kk)>62] + (1 + ZICT ) (\Il;ij — (I);z'j) =
1 ,dV,,

. 1
= 87Gind;0p + 8TGNY, + 871Gy — [—(¢')2<1> + ¢ (60) — ~a —5¢} 5.

2" Tdo

173)

(174)

(175)

(176)

77

Eraldame viimasest jdljega osa vottes vabad indeksid vordseks ning summeerides iile nende:

1 2 1

E{—zm + (4H + 2H?*)D 4 20" + 2HD' + 4HT' + 31+ Zl@a?)?(cb;kk - \If;kk)} =
o 1 /\2 ! I 1 Qde
—87TGN5p+87rGNa2 (¢')?P + ¢'(d9) 50 _d<25 5<Z5}

Vorrandi (1'/7) jdljevaba osa annab:

1 ,
(]_ + ZKT2)2(\I/;Z']‘ — (I);ij) = 87TGNG,2EZ]- s 1 7é ] .
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6 Vorrandid iildrelatiivsusteooria piiril

Selles peatiikis tuletame STG skalaarsed hiiritusvérrandid URT piiril. Osas defineerime
piirprotsessi, mida me jirgnevas kisitluses maistame URT piirina. Osas 6.2 arvutame hiirimata
STG vorrandid URT piiril juhul, kui nad sisaldavad nii mateeriat kui ka potentsiaali. Osas
arvutame STG hiiritusvérrandid URT piiril. Osa|6.4on piihendatud arutelule.

6.1 Uldrelatiivsusteooria piiri moiste

Erinevad kosmoloogilised vaatlused ning ka Péikesesiisteemis tehtud nn norga vilja vaatlused
nouavad, et vaatlustega kooskdlas olev STG teooria (iga tlldistatud gravitatsiooniteooria) peab
ennustama vaatlustulemusi, mis kiillaltki tipselt langevad kokku URT poolt ennustatutega [27].
Seega saab oelda, et STG teooria peab olema sellises reziimis, kus tema poolt tehtud ennustused
erinevad viga vihe URT poolt tehtud ennustustest. Sellist olukorda, kus STG ja URT ennus-
tused langevad tipselt kokku, nimetame STG teooria URT punktiks ning piirprotsessi sellele
punktile lihenemisel nimetamegi STG teooria URT piiriks. Milline diinaamiline mehhanism
selle piirprotsessi realiseerib jdidb kiesolevas t00s vaatluse alt vilja. Jirgnevalt esitame mate-
maatilised tingimused, mis peavad STG URT punktis olema tdidetud. Neid tingimusi on uuritud
artiklites [21], [22], [23]] ja kdesolevas refereerime seal esitatud tulemusi ja esituse kdigus enam
originaaltoodele ei viita.

Kuna URT ei sisalda diinaamilist skalaarvilja T (z#), siis on kindlasti vajalik, et STG URT
punktis oleks tdidetud tingimus V,Y(z) = 0, mis toob kaasa noude, et skalaarvili on kons-
tantne (nii ajalises kui ruumilises tihenduses) Y(z*) = konstant. Osutub, et sellest ei piisa,
sest vorrandist on niha, et juhul kui selles vorrandis sdilib allika liige, siis ei ole tingimus
T (z*) = konstant piisiv st skalaarvili liigub sellest punktist uuesti eemale. Vorrandist on
niha, et juhul kui energia-impulsi tensori jédlg rahuldab tingimust 7" = 0, mis realiseerub ma-
teeria puudumisel (erijuhuna ka siis kui mateeria olekuparameetriks on w = 1/3, st mateeriaks

on kiirgus), on allikalitkme kadumise tingimus esitatav kujul

av
T— —2
(i)

kus T, on konstantne skalaarvilja viértus selles punktis.

=0, (180)

T

Juhul kui T" # 0, siis tuleb URT punkti tingimus defineerida alljirgnevalt

1
2w(T) +3

1 1
. 2w(T,)+3 2w, +3 ’ (181)
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kus Y, on konstantne skalaarvilja viirtus selles punktis. Viimasest vordusest jareldub, et punk-

tis T, peab kehtima tingimus w, = oo. Selline tingimus jiareldub ka STG norga vilja ldhendist,

kus parametriseeritud post-Newtoni lihendis (PPN) [27] iseloomustatakse STG ja URT eri-

nevust parameetritega  ja 3, mis URT punktis rahuldavad tingimust ¥ = 3 = 1 ning mis
o . dw . .

seosefunktsiooni w ja tema tuletise T jaoks on esitavad kujul

1 dw

it = 182
w3 dY ly=p=1 (182)

Wly=p=1 = 00,

Nagu eespool mainitud on STG teooria URT piir defineeritud sellisel juhul kui piirprotsess,
kus skalaarvilja YT védrtus liheneb suurusele T,. Sellises piirprotsessis asendub tingimus (181])
jargmise tingimusega:

1 1

20(T) £ 311w, ~ 20(0) £ B lwsoe 0 (183)

w—r00

Lihenemisel URT piirile on sobilik defineerida suurused x ja &, mis iseloomustavad skalaarvilja

T ja tema tuletise T ,kaugust* URT punkti viirtustest T, ja T, =0 jargmiselt:

dr

YT=7T, 4z, T_—’
T dt lr=o,

+r=ux. (184)

Defineerides veel tdiendavalt suuruse

d 1
A(T) = 7= <—2w(T) . 3) (185)

ning tehes eelduse, et funktsioon 1/(2w(Y) + 3) on diferentseeruv punktis Y, ja tema tuletis
selles punktis ei ole vordne nulliga, saame selle funktsiooni arendada Taylori ritta punkti T,

imbruses:

1 1
- A+ Ay, 186
2T +3  2w(T+3 T v (186)

kus

£0. (187)

T=",

Sellise arenduse tegemisega oleme maédratlenud «x ja & kui esimest jarku viikesed suurused ja
tdiendavalt eeldame, et nad on sama jarku viikesed st z ~ & ~ O(1).
Kokkuvotvalt mésratleme STG teooria lihenemise URT-le kui piirprotsessi, kus T — T,

korral on tdidetud neli varemesitatud tingimust, mille voib kokkuvdtlikult esitada jargmiselt:

1 dY

() o T b, 0 ) 50, () IAT), (d) A(T,) % 0(188)

E T,
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Jargnevates alajaotustes esitatavate arvutuste ldbiviimiseks saame ldhtudes seostest (I86)),

(187) avaldada seosefunktsiooni w(Y') ning tema esimese ning teise tuletise:

1 3
w(T) = YR (189)
dw(T) 1 dx 1
_ ar L 190
dY 24,22 dY 24,22 (190)
Pw(X)  d [do(D)]de 1 dz 1 (191)
dY2  dx | dY |dY  Aa3dY A’

6.2 Uldised skalaar-tensor tiiiipi gravitatsiooniteooria kosmoloogia

vorrandid iildrelatiivsusteooria piiril

Kiesolevas alajaotuses uurime STG teooria taustavorrandeid URT piiril. STG taus-
tavorranditena peame silmas iildiseid STG vorrandeid, kus aegruumi meetrika on FLRW
meetrika ning mateeriatensor on seetottu ideaalse vedeliku kujul. Need vorrandid ei sisalda
héiritusliikmeid ning koik suurused séltuvad ainult ajast. Eelmises jaotises defineeritud URT

piiri jaoks arvestame, et skalaarvili Y (¢) on URT punkti lihedal, mis tihendab, et asendame

ildistesse viljavorranditesse arendused (184), (189), (190), (191). Kuna skalaarvili erineb URT

punkti vdirtusest esimest jiarku viikese suuruse x(t) vorra, siis eeldame, et kdik vorrandites
esinevad ajast soltuvad suurused (mastaabikordaja, Hubble’i parameeter, tihedus, rohk) voime
viljendada kahe ajast soltuva funktsiooni summana, kus esimene funktsioon miirab vastava
suuruse viirtuse URT punktis ning teine funktsioon kirjeldab URT punkti lihedast olukorda
ning on esimest jarku viike suurus. Hubble’i parameetri H (¢) ning mateeriaviljade energiati-

hedus p(t) erinevad oma viirtustest URT punktis H,(t) ja p,(t) jirgmiselt:

H(t) = H.(t)+h(t), (192)

p(t) = put)+r(t), (193)

kus eeldame, et h(t) ja r(¢) ning nende esimesed tuletised on esimest jirku viikesed.

STG taustavorrandites esinevad veel mastaabikordaja a(t) ning rohk p(t), mille jaoks
peaksime kasutama analoogilisi arendusi, kuid edaspidi vaatleme olukorda, kus aegruum on
tasane K = 0 ning eeldame, et mateeria tihedus ja rohk on seotud barotroopse vorrandiga
p = wp, kus w = konst. Sellistel eeldustel saame vorrandid viia kujule, kus pole ilmutatult
liikmeid a(t) ning p(¢) ning meil on kolm sdltumatut vorrandit kolme URT piiri kirjeldava esi-

mest jirku viikese suuruse x(t), h(t) ning () jaoks.
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Eelmises peatiikis arvutasime erinevad liikmed, mis esinevad STG taustavorrandites, kasu-
tades konformset aega 1. URT piiri oleme defineerinud aga kosmoloogilist aega ¢ kasutades
ning seetdttu peame enne vorranditega URT piirile minekut teisendama koik suurused kos-
moloogilisse aega. URT piiri voiksime defineerida ka konformse aja abil, kuid olukorras, kus
K = 0 on otstarbekam kosmoloogiline aeg, sest viimane vdimaldab vabaneda kordajast a* ska-
laarvilja potentsiaali V' sisaldavas liikmes ning seetdttu ei ole vajalik vorranditesse kirjutada
mastaabikordaja arendust URT punkti lihedal (olukorras, kus K # 0 ning V' = 0 on URT
piir otstarbekam defineerida konformse aja abil, kui aga K # 0 ning V' # 0, tuleb ajamuutuja
valikust s6ltumata kasutada URT piiri jaoks ka mastaabikordaja arendust).

Eeldustel L = 0 ning p = wp saame STG taustavorrandid kosmoloogilises ajas (2], (43),
(@4). Kehtib ka pidevuse vorrand (28)), kuid viimane pole kolmest eelnevast sdltumatu. Asenda-
des URT piiri defineerivad arendused STG vérranditesse ning arvestades maksimaalselt esimest
jiarku viikeseid suurusi, jduame vorranditeni URT piiril. Vorrandid sisaldavad null jarku liik-
meid, mis kirjeldavad URT punkti ning esimest jirku liikmeid, mis kirjeldavad diinaamikat URT
punkti lihedal. Eeldame, et vorrandid URT punktis on rahuldatud séltumata diinaamikast URT
punkti ldhedal. Niiviisi saame null jarku vorrandid suuruste H,(t) ja p.(t) jaoks ning esimest
jarku vorrandid suuruste x(t), h(t) ning r(t) jaoks.

Johtuvalt skalaarvilja arendusest URT piiril arendame potentsiaali V' (T) ning tema

tuletised URT punkti Y, lihedal Taylori ritta ning arvestame kahte esimest liiget. URT punktis
av (Y’ av

kasutame téhistusi V(T,) = V, ja . ‘T . = Zrh

. Paneme kirja edaspidi arvutustes

kasutatavad arendused:

av (Y av
V(T):V(T t1) ~ V(T*)Jr T \T o V+—\ z, (194)
av(r) _ av(Y d2v av
ar o dr ‘T T, T dT2 }T v.' 7T *+W‘ xz, (195)
d*V () >V (T d3V
A2 ~ A2 ’T v, T dY3 ‘T 1.t mLWL dT“’ x, (196)
1 1 1 T
¥ = ~ =) 197
T T, +x T*( T*) (197)
Kirjutame vorrandi URT piiril:
1 2 T 1 3
Hoh) = —(H - h) 21— Sy 18 g 2y _3
(Ho 4 h)" = =(He )l =)+ g - 3 (g =) +
K2 T petr K x V. 1dV
(1= -y 4L ). !
Mo ot i o Uil SOl sl bl (198)

Meid huvitavad null ning esimest jarku litkkmed, seega voime koik korgemat jarku litkmed ar-
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vestamata jitta:

H, 1 1 4
H? +2H,h = ——=
+2H.h T*$+12A T2 2

K2 p. 1 K? A Px V., dV
NP2 o e P e 8V 1
IR N 3(T2+T2 a7 T (199)

.2
Eeldame, et URT punktis esimest jarku lilkmed kaovad (seejuures eeldame, et — on esimest

x
jarku viike). Siis saame URT punktis
o ), (200)
S

milles voib #ra tunda URT Friedmanni seosevorrandi, kus skalaarvilja potentsiaal V; on kos-

moloogilise konstandi rollis. Kasutades viimast vorrandit vorrandis (I99) saame:

11 4 )

—6Y, H.h+ ( m—\ —3H?)x — AT =T (201)

See vorrand on ajast sdltuvate kordajatega (ajast sdltuvus esineb H, (t) kaudu; tuletame meelde,
et URT punktis on skalaarvili konstantne) mittelineaarne diferentsiaalvérrand esimest jirku
vidikeste suuruste x(t), h(t) ning r(t) jaoks.

Jirgmisena kirjutame vorrandi URT piiril.

Iy 2 _ _ by 1w, 13,
2(H, +h)+3(H,+ h)* = 2(H*+h)T*(1 T*) 2T%(1 T ) (QA*Q: 2)
i T K2 T K> dv
—(1l—-=)—=—(1—=— X —(1— 202
0= ) = O oWl )+ (= )0t Sl o) o)
Eeldame, et URT punktis esimest ning kdrgemat jirku liikkmed kaovad. Saame
. ,@2

milles tunneme dra URT Friedmanni diinaamilise vorrandi. Kasutades viimast vorrandis (202)

ning arvestades kuni esimest jarku liikkmeid saame vorrandi

oY, (h+ 3H,h) = —(2H, + 3H?)x — & — 2H, i —

1 1 2 2dV 9
W 2w 204
TAAT, o Cgpht e (204)

Eespool oleme eeldanud, et x(t),h(t),r(t) ning nende esimesed tuletised on esimest jirku
vidikesed. Viimases vorrandis oleme arvestanud ka suurusega # kui esimest jarku véikesega
(Z ei saa olla null jiarku, sest oleme eeldanud, et taustavorrandid URT punktis ei sdltu iimbruse

diinaamikat kirjeldavatest suurustest, kiill aga voib % olla korgemat jirku viike).
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Kirjutame skalaarvilja vorrandi (44) URT piiril:

i =—3(H, +h)i— Az(— )i + k2A,z(1 — 3w)(ps + 1) +

1
2A, 12

F2K2A, (2(&/* + %w ~T,(1 - %)(% + %Lx)) . (205)
See vorrand ei sisalda null jirku litkmeid ning esimest jirku litkmete jaoks saame:
i = —3H.i + %%2 + k%A, (41/* — QT*%}* + (1 - 3w)p*) . (206)
Paneme kirja pidevuse vorrandi URT piiril:
Py +7+3(H, +h)(1+w)(p, +7)=0. (207)
Null jirku liikmete jaoks saame URT-st tuttava pidevuse vorrandi
Py +3H, (1 +w)p, =0 (208)
ning esimest jiarku liikkmete jaoks saame vorrandi
7+ 3H,(1+w)r+3p.(14+w)h=0. (209)

Vorrandid 201} (204)), (206)), (209) kujutavad vorrandisiisteemi esimest jirku viikeste suu-

ruste x(t), h(t) ja r(t) jaoks. Seejuures koosneb vorrandisiisteem neljast vorrandist, millest
kolm on soltumatud. Esimest jarku héiritusvorrandite kontekstis pakuvad meile huvi x(¢) ja
h(t), sest STG hiiritusvdrranditega URT piirile minnes sisaldavad vorrandid liikmeid, kus esi-
nevad x(t) ja h(t), kuid ei esine r(t). Osutub, et z:(¢) ja h(t) diinaamikat kirjeldavad diferent-
siaalvorrandid saab kirja panna soltumatult r(¢)-st. Skalaarvilja parandi x(¢) liikumisvorrand
on (206), mis on juba sobival kujul, sest ei sisalda r(¢)-d. Liikumisvorrandeis tahame vabane-
da ka energiatiheduse liikmest p, ning selle jaoks kasutame URT punkti vorrandit . Siis
saame vOrrandi jargmisel kujul:

142

r=-3H,12+-——+
2
dv(T)

Dx (210)

Hubble’i parameetri parandi () tuletist sisaldav vorrand on (204). Viimase sobivale ku-
jule viimiseks teeme jirgmised sammud. Kasutame URT punkti vorrandit (203 vabanemaks

suurusest H, ning seejirel kasutame URT punkti vorrandit 1i vabanemaks viimase asenduse
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teel tekkinud liikmest p,. Seejérel kasutame i-st vabanemiseks vorrandit (2I0) ning suurusest

r saame lahti vorrandi (201)) abil. Teostades mainitud tehted jouame jargmise vorrandini:

. 11
h+3H,(1+w)h=—-—H,(1—3w)t —

27,
11 1 72 , T3 V., dv
T 0] T - ( AZ0+wz - ol +
K2 V. 1 dV 3
—(1 = —(1—3w)H?A, |x. 211
(g = )+ 50 - 30 ) 21

Teeme liihikokkuvotte kiesolevast alajaotusest. Uldistes STG taustavdrrandeis kasutame
jargmisi eeldusi: kolmruum on tasane K = 0 ning tihedus ja rohk on seotud barotroopse
vorrandiga p = wp, w = const. Saame vorrandisiisteemi vorranditega (42)), @3), @4)), (28),
kuhu asendame URT piiri defineerivad arendused (184), (189), (190), (191)). Eeldame, et Hubb-

le’i parameetri H (t) ning mateeria energiatiheduse p(t) vdime kirjutada URT punkti kirjeldava-
te null jirku suuruste (H,(t), p.(t)) ning esimest jirku parandite (h(t), r(t)) summana (192),
ning asendame needki arendused eelmainitud vorrandisiisteemi. Arvestame maksimaal-
selt esimest jiarku liikmeid. Eeldame, et URT punktis esimest jirku parandusliikmed kaovad.

Null jirku liikmete jaoks saame URT vérrandid (200), (203), (208), mis mizravad H,(t) ning

p«(t) arengu. Esimest jarku liikkmete x(t), h(t) ja r(t) arengu médravad vastavalt vorrandid

@10), @TT) ja (209)).

6.3 Skalaar-tensor tiilipi gravitatsiooniteooria hiiritusvorrandid
iildrelatiivsusteooria piiril

Eelmises peatiikis tuletasime STG esimest jdrku héiritusvorrandid Jordani raamis ning niitid

tahame uurida nende vérrandite kuju URT piiril. Selleks tuleb esmalt teisendada STG

héiritusvorrandid (130), (139),(1351)), (156), (161) konformsest ajast  kosmoloogilisse aega t,

sest URT piiri oleme defineerinud kosmoloogilises ajas, ning kasutada eelmises jaotises taus-

tavorrandite tuletamisel tehtud eeldusi: & = 0 ning p = wp.
Konformsest ajast kosmoloogilisse aega teisendamiseks kasutame valemeid (12)), (15]). Ska-

laarvilja esimene ning teine tuletis konformses ja kosmoloogilises ajas on seotud jargmiselt:

dr  dr

r = i a% = aT,
n
d2T d dY . . . .
Y= G =ag(a) = e ¢ = (T + 7). (212)
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Defineerime kolmkiiruse skalaarse héirituse kosmoloogilises ajas:
u;=a v, (213)

Kasutades toodud seoseid ning eeldusi £ = 0 ning p = wp eelmises peatiikis tuletatud

héiritusvorrandeis saame viimased jargmisel kujul. Vorrand (I30):

- f(aﬂf) - <6TH+ Q(Z;Jf ?)T)(m QT—2(5T) o+
+(2(% - %);(T +3HT) - (% - 23? = 2%)(?2 — 9 22;‘2)51( +
( ~(F+3HT) - 120202 + ) +2(3—;"f . %)(?Qﬁ +
+2(%T —3H)® + 6(TT AH)T — 60 + 2— ! 52U — P p) = 0. (214)
Vorrand (139):
~(6571) — [31 + 2w2+ - ;l? T](5°) + 5 () +
+(ﬁj—¥ [%(T) K2(2V — TZ‘T/) W (3w = 1)p] +
+2W1+ 3 [—%(T)Q + 2K? (Z—‘; - TZZTZ)D((ST) +
+2 [T Y 2HT + 2w1+ 33—;@)2} O+ Td+ 370 —
— K2 2w1+ 3(—5p +30p) =0. (215)
Vorrand (I5T):
(—3H + %T)((ST) + (—3H2 + %(3—; - %)%(T) + 2%)” + —(67) e —
—zém,kk + <6H2T +6HT — %(T)?)@ + (BT +6HY)U = —x25p.  (216)
Vorrand (T56):

(—H + %Y)(&T),i +(67); — (T+2HT)®,; — 270, = k(1 + w)pa’u,, . (217)

Vorrand (162):
—(07) — (2H + %Y)(ST) + gi?(m ke T
+[—2H —3H? - %(% — %)%(T) + Qg]w -
+ [2(2H +3H?)Y + 2T +4HTY + %(T)Q] O+ (2HY + 1) +
%i’r(@ we— V) + (6HY +27)T + 27T = £26p. (218)

49



Vorrand (I63)):
_(5T)7U -+ T(\I{” — @71]) = I{QCLZEJJ' y 7 ?é ] . (219)

Niiiid on v&rrandid sobival kujul teostamaks eelnevalt defineeritud URT piirile minekut.

Selleks tuleb hiiritusvorrandites teha asendused (184)),(186), (I89)-(191), (192), (193)), (194)-

(197) ning arvestada maksimaalselt esimest jarku litkmeid. Tulemuseks saame esimest jarku

hiiritusvorrandid, mis on eelnevalt defineeritud hiirituste 61, ®, W, dp, dp, u (kosmoloogilises
ajas kasutame v asemel hiiritust « @)), Y. suhtes lineaarsed, kuid sisaldavad mittelineaarseid
liikmeid URT piiri iseloomustavatest suurustest z ja h ning nende tuletistest (suurused z ja h ja
nende tuletised on esimest jirku viikesed, see tdahendab héiritustega sama jirku).

STG hiiritusvorranditega URT piirile minnes nduame, et hiiritusvorrandid siilitaksid oma
jirgu, see tihendab nduet, et koik liilkmed oleksid esimest jirku viikesed. URT piirile minnes
voime korgemat jiarku litkmeid lihtsalt eirata, kuid kui héiritusvorrandid hakkaksid sisaldama
null jarku litkmeid, siis nduame nende liikmete nulliga vordumist. Viimast tuleb arvestada vaid
vorrandiga URT piirile minnes.

Oluline on mirkida, et URT piiri defineerivates arendustes arendasime kiill Hubble’i pa-
rameetrit / URT punkti lihedal , kuid ei kirjutanud vastavat arendust mastaabikordaja
a jaoks. Héiritusvorrandites esineb mastaabikordaja vaid liitkmetes, kus hiiritusest tuleb votta
teist jarku ruumilisi tuletisi ning vastavad liikmed ei sisalda suurusi, mis URT piirile minnes

hajuksid (URT piiril hajuvad niiteks w ja tema tuletised (189), (190), (191)). Kuna arvesta-

ma peab esimest jirku liikmetega, siis pole mastaabikordaja arendus oluline — viimase ning
héirituse teise tuletise korrutis on teist jiarku viike. Jirgnevates URT piiri arvutustes, kus asen-
dame STG hiiritusvrranditesse URT piiri arendused jitamegi a arendamata ning kirjutame

viimase asemel vastava viirtuse URT punktis: a,.
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6.3.1 Vorrand (214)

Vorrandi (214) vdime enne URT piirile mineku teostamist lihtsustuseks 14bi korrutada ska-

laarviljaga Y, sest viimane on URT piiril nullist erinev konstant Y. URT piiril saame siis:

+2[<_2A1*a:2> B (2/1*x B g)%(l B T_*)}x> (6T) + 2<2fix ;

+(4<2Aix—2> NPT | Rt

1 1 x 1 3.1 227, .\
—[A*xg— A=) (U= ) 254 2>ﬁ<1—f>]<x> -
a2V d3V
_ 9,2 -
2k2(T, —i—x)(de T3 *x)>5T—|—

+(4( ! —3)[x+3(H +h)i }—12(T*+x)[2(H*+h)2+(H*+h)}+

2A,x 2
1 3.1 T .
24, :U2) (2A - §)T_(1 a T_)] (x)Q)q) *
1 3)._
A, 2"

AT, 4 ) (H, 4 )| - 6+ )i+ 2%@* + )2 — D) = 0. (220)

*

+2 [(Qj*x z)j; ~ 300, + a)(H, + 1)) @+ 6]

Vorrand (214) on esimest jirku hiiritusvdrrand. Nouame, et sama vorrand URT piiril
(viimase oleme kiill enne piirile minekut skalaarviljaga T ldbi korrutanud, kuid 16pptulemust
see ei muuda) oleks esimest jirku hiiritusvorrand. Rithmitame avaldises likkmed (220)) jarkude
kaupa. Kuna nduame, et tegemist on esimest jarku héiritusvorrandiga, siis eeldame, et see
avaldis sisaldab ainult esimest jidrku héiritusliikmeid. Tegeledes esimest jarku hiiritusteooriaga
voime korgemat jiarku liikmeid lihtsalt ignoreerida, kuid héiritusvorrand ei tohi sisaldada ma-
dalamat kui esimest jarku litkmeid. Avaldise @]) riihmitamisel selgub, et viimane sisaldab
ka null jarku liikmeid. Nouame, et avaldises sisalduv null jédrku liitkmete kombinatsioon

oleks null. Noudest jareldub jargmine vorrand:

—(67) + (= — 3H,)(67) + (% + 3H*§ 26T + al (67) i = 0. 221)

xz *
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Esimest jarku liikmeid sisaldav osa annab vOrrandi:

. 1 @ 1h o1
3((5T) + (QH* -+ m; — 3A——)((5T) *((ST)JC]C +

1 i 1 hi )

+(TA[ + 3. x]+3,4—?_2 T—\>5T+

1 z 9 . 1z 1z
+(QZ(E+3H )_12T*(2H*+H*)_A_P>¢+(A_E_6T H)d +
L
+27, (2\11 ik — @) + 3(A_§ —8Y,H,)¥ — 67, ¥ =0. (222)

6.3.2 Vorrand (215)

Teeme vorrandis (215) URT piiri defineerivad arendused:

~(50) - [3( + 1) +24.0 (_2141—952)5”} (5) + %(m,kk +

*

av

o0 ) (e - 2[00+ | ) -

~(to G|+ Tl 9] + R = D)) +
+A*x<— ij3(¢)2+2/<:2 {(% Zg ) — (T, +m)(;l;‘2 f;‘g )D}(arw

+2 [m +2(H, + h) (Yo + ) + A*x(—m)(x) }@ +3® + 37V —
—k2A,x(—0p + 30p) = 0. (223)

Arvestame viimases ainult esimest jarku hiiritusliikmeid:

—(07) + (—3H, + E')(5T) —2(5T) Kk +
1 AV
+ (—5— + 268 A2V = T | ) — K2 (3w — 1)/)*) 6T =0. (224)

Kasutame taustavorrandit (200) vabanemaks suurusest p,. Siis saame viimase vorrandi

jargneval kujul:

—(6Y) + (=3H, + %)(5?) + %(M),kk 4

1 d
+<——x— + K24, [3(w v ot WY

2 72

] —3(3w — 1)A*T*Hf) ST =0. (225)
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6.3.3 Vorrand (216)

Teostame vorrandis (216)) URT piiri defineerivad arendused:

! Lo i)ai:} (67) +

[—B(H* ORI Oy 2)T—*( T

1 1 1 3.1 T 1 T
o 2 . _ R Y R Y T N(\2
+< 3(H.+h) +2[ Az Gar T T*)} T, (1= 7))@+
dv| &V 1 1
+H2(_dT . + Fie *1’))5T + a—z(5T),kk - Qa_z(T* + )W
1 3
2 s _ =z *\2
+[6(H*+h) () + 6(H, +h)i — (53— = ) (Xt 2)(d) }@

+ [35g +6(H, + h)(Y, +2) | ¥ = —r26p.

Arvestame maksimaalselt esimest jirku litkmeid ja saame vorrandi:

1 , 11 g

1 .
+6H2Y, P — QT*—Q\I’,M; +6H, YT,V = —x20p.
a

*

1 1 a4
27, A,

dv
— 27
(=3H, + + 1] )07 +

SHES!

6.3.4 Vorrand 217)

Teeme vorrandis (217) URT piiri defineerivad arendused:

1 3.1 T . . -
2As 2T, 0T O+ ), -

- [x +2(H, + h)(T, + x)] D, — 2T, + 1)V, = k21 +w)(ps + 7)a2u, .

|~ (Ho+ 1)+

Esimest jiarku litkmeid arvestades saame vOrrandi:

1
T, A

(00); + (—H, + )(6Y); — 2H, T, &, — 20,0 ; = k*(1 + w)p.a’u,.

N | —
ISHRS
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6.3.5 Vorrandid (2I8) ja (219)

Teeme vorrandis (218) URT piiri defineerivad arendused:

1 1

—(57) — [Q(H* )+ (g - g)T—*u - Ti)x] (67) + ;%(m ok
+<—2(H*+h) —3(H, +h)?+ & (dv % ) -

_% [_ 2A1*x2 a (2;@ a %)T%(l B Ti)] T%(l B Ti*)@)Q) or+
+<2[ (H, + h) + 3(H, )}( «t+x)+ 28 +4(H, +h)E +
+(2ig; —%); ) 2(H, + B)(T, +2) + 3| &+
+(T*+a:)§iz(<b e — W) + [6(11 +h)(T, + ) +2¢}\if+

+2(Y, + 2)T = K20p.

Arvestame viimases vorrandis ainult esimest jarku liikmeid:

. 1 1 & : 11 4 dV
—(67) — (2H, + = VYY) + (—2H, — 3H? + = = 5T
(00) = @H, + 53 4 O + (= SH + ¥ A2 T gr T
21 : .
+§—3( )k + 2(2H, + 3H2) Y, + 2H, Y, & +
21 . .
—|—§—2T ((I),kk — Q,kk) + 6H*T*\I/ + 2T*\If = H25p.

*

Vérrandist (219) saame URT piiril vorrandi:

T*(\I/’Z'j — (I),ij> — (5T)7 =K CL2Z g 1 7& j .

6.4 Arutelu

(230)

(231)

(232)

Oleme joudnud arvutustega 16pusirgele ning aeg on arutada, mida arvutatuga peale hakata. Pa-

nemegi siinkohal kirja motted, mida kdesoleva to0 jatkuna teha.

Eesmirk oli tuletada STG hiiritusvorrandid URT piiril ning alustasime iildistest STG

vorranditest (35)), (37), (38). Need vorrandid pole soltumatud ning voib jireldada, et tuletatud

hiiritusvorrandid pole soltumatud. Jargmine samm olekski kontrollida héiritusvorrandite (221)),

(222),223), 227), (229), (231)), (232)) ning energia-impulsi tensori kovariantse divergentsi nul-

liga vordumisest tulenenud vorrandite (166), omavahelist kooskdla (nditeks mirgime: ka-

sutades vorrandit (210) saab niidata, et vorrandid (221) ja (225)) pole soltumatud ega omavahel
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vastuolus). Jargnevas kolmes 16igus kirjeldame standardprotseduure, mida héiritusvorranditele
rakendada.

URT piiri defineerisime tasase kolmruumi jaoks ning seega vdime hiiritusvorranditele ra-
kendada jaotises kirjeldatud Fourier’ teisendust. R6hutame veelkord, et lineaarses teoorias
erinevad Fourier’ moodid ei segune. Hiiritusvorrandites tdhendab Fourier’ teisendus lihtsalt
ruumiliste osatuletiste asendamist lainevektoriga (0; — ik;). Kisitledes héiritusi viga viikestel
vOi viga suurtel skaaladel saame ilmselt hiiritusvorrandeid lihtsustada (néiteks horisondist suu-
remate hiirituste puhul voime k? ~ A2 liikkmed 4ra jiitta).

Tehes hiiritusarvutusi varajases Universumis vOib sageli arvestamata jétta anisotroopse pin-
ge [38], mis lihtsustab vorrandit (URT-s saaksime siis ® = W, STG-s iildiselt mitte).
Kisitledes adiabaatilisi hdiritusi saame omavahel siduda rohu ning energiatiheduse héiritused
(vottes (110)-s entroopia hiirituse 0.5 nulliks).

Lisaks héirituste uurimisele erinevatel skaaladel voime uurida erinevaid olukordi vasta-
valt sellele, millise mateerialiigi osakaal energiatiheduses on mérkimisviirseim. Esiteks vOime
késitleda olukorda, kus energiatiheduses hakkab domineerima skalaarvilja potentsiaal V. Vii-
mane on URT punktis konstantne, mistdttu on ka Hubble’i parameeter [, konstantne ning
hiiritusvorrandid lihtsustuvad. Teiseks voime kisitleda tolmu- voi kiirgusdominantset aren-
gujirku ning sellisel juhul teha vorrandis lahendus p, > V,. Héiritusvorrandid on viima-
ses olukorras ilmselt keerulisemad kui potentsiaalidominantsel juhul, sest Hubble’i parameeter
jadb soltuma ajast. Tulemusi tuleb vorrelda STG héiritusvorrandite uurimisel tehtud t6odega
(311, [32], [33], [34].

URT kontekstis kvantiseeritakse minimaalselt seotud skalaarvili klassikalisel aegruumi
taustal ning selle kaudu tuletatakse héiritustele algtingimused. Sama protseduur peab olema
tehtav ka STG hiiritusvdrranditega URT piiril.

STG hiiritusvorrandid tuletasime Newtoni kalibratsioonis ning héiritusvorrandid voivad si-
saldada lihtsalt kalibratsiooni valikust tingitud mittefiiiisikalisi hdiritusi. Et viimastest kindlalt
vabaneda peaksime kasutama kalibratsiooniinvariantseid muutujaid (Newtoni kalibratsioonis
kasutatavad Bardeeni potentsiaalid ® ja W kiill on kalibratsiooniinvariantsed [[10]).

Huvipakkuv oleks vérrelda STG hiiritusvorrandeid URT piiril URT ja minimaalselt seotud
skalaarvilja hiiritusvorranditega. URT piiri defineerisime niiviisi, et hiirimata vorrandite kuju
langeb URT punktis kokku ning URT punkti lihedal kirjeldavad STG erinevust esimest jirku

parandid. Héiritusvorrandite puhul ei saa me URT punktis aga ilmselt tipset vastavust, sest
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STG hiiritusvorrandid jiivad sisaldama URT piiri parandeid (need lihenevad kiill URT punktis
nullile, kuid héiritusvorrandid piiril sisaldavad neid liikmeid nii lugejas kui nimetajas, mistottu
tekivad madramatused).

URT piiri defineerisime iihel kindlal viisil (jaotis . Tekib kiisimus, kas leidub moni
iildisem URT piiri definitsioon, mille raames saaksime niinimetatud URT punktis STG
héiritusvorrandite URT piiril ning URT ja minimaalselt seotud skalaarvilja hiiritusvorrandite
vahel tipse vastavuse. Toos kisitlesime olukorda, kus K = 0. Kas saaksime URT piiri definee-
rida niiviisi, et voiksime kisitleda ka nullist erinevat kolmruumi kdverust?

STG vorrandid formuleerisime Jordani raamis, kuid skalaarvilja iimberdefineerimisega ning
meetrika konformse teisendusega saame vorrandid teisendada Einsteini raami (jaotis [3.3)). Kas
ja millistel tingimustel héiritusvorrandid Einsteini raamis on ekvivalentsed hiiritusvorranditega

Jordani raamis?
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Kosmoloogilised skalaarsed hiiritused skalaar-tensor tiiiipi gravitatsiooniteooria
iildrelatiivsusteooria piiril
Mihkel Riinkla

Kokkuvaote

Kosmoloogias on palju erinevaid teooriaid seletamaks, miks Universum on selline nagu ta meile
paistab. Eristamaks vaatlustega kooskdlalist teooriat omab kosmoloogiliste héirituste teooria
kosmoloogias tidhtsat kohta, sest ta seab igale Universumit kirjeldavale teooriale vaatlustega
kindlad piirid: sobiv teooria peab olema vdimeline ennustama kosmoloogiliste hiirituste teket
ja kirjeldama nende arengut, mis viib omakorda vaadeldavate struktuuride tekkeni.

Kéesoleva t60 iiheks eesmirgiks on tutvustada kosmoloogiliste héirituste teooriat. Viima-
se uurimise motivatsioon on kirja pandud sissejuhatuses, teooria moningatele kiilgedele on
plihendatud neljas peatiikk. Kosmoloogiliste hiirituste teooria esineb alati mingi alusteooria
raames ning seetottu on teises ja kolmandas peatiikis antud liihiiilevaade kosmoloogia standard-
mudelist, mille aluseks on iildrelatiivsusteooria, ning tutvustatud skalaar-tensor tiiiipi gravitat-
siooniteooriat.

Too teiseks eesmirgiks on tuletada lineaarsed hdiritusvorrandid skalaar-tensor tiilipi gra-
vitatsiooniteooria lildrelatiivsusteooria piiril Jordani raamis Newtoni kalibratsioonis eeldusel,
et hdirimata aegruum on Friedmanni-Lemaitre’i-Robertsoni-Walkeri meetrikaga. Eesmérgi
teostamiseks on viiendas peatiikis tehtud vajalikud arvutused ning tuletatud iildised skalaar-
tensor tiilipi gravitatsiooniteooria hiiritusvorrandid Jordani raamis. Samas on leitud vorrandite
kuju Newtoni kalibratsioonis eeldusel, et hidirimata aegruum on Friedmanni-Lemaitre’i-
Robertsoni-Walkeri meetrikaga. Kuuendas peatiikis on defineeritud skalaar-tensor tiilipi gra-
vitatsiooniteooria iildrelatiivsusteooria piir, mis tdhendab sisuliselt skalaar-tensor tiilipi gra-
vitatsiooniteooria vorrandite lineariseerimist iildrelatiivsusteooria punkti timber, kusjuures
tildrelatiivsuteooria punktis on skalaar-tensor tiilipi gravitatsiooniteooria véljavorrandid samal
kujul kui ildrelatiivsusteoorias. Kuuendas peatiikis on arvutatud skalaar-tensor tiilipi gravi-
tatsiooniteooria tausta- ning héiritusvorrandid iildrelatiivsuteooria piiril eeldusel, et hédirimata
aegruum on tasase Friedmanni-Lemaitre’i-Robertsoni-Walkeri meetrikaga ning mateeriaks on
barotroopset olekuvdrrandit rahuldav ideaalne vedelik. Kuues peatiikk 10peb aruteluga, kus

motestatakse, kuidas saadud tulemusi voiks edasises to0s rakendada.
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Summary

In cosmology there is a variety of theories explaining the Universe. A viable theory has to be
able to describe the evolution of cosmological perturbations. Furthermore, it has to predict the
origin of the perturbations.

One of the objectives of this study is to introduce the cosmological perturbation theory. In
the introduction we negotiate the motivation to study the cosmological perturbation theory. In
the second chapter we give an overview of the standard model of cosmology in the framework
of general relativity. In the third chapter we present briefly the scalar-tensor theory of gravity,
which is an alternative theory for general relativity. In the fourth chapter we outline some aspects
of the cosmological perturbation theory.

Another objective of this study is to derive perturbation equations for scalar perturbations in
scalar-tensor theory of gravity in the limit of general relativity. The framework for this calcula-
tion is laid in the fifth chapter, in which we derive perturbation equations for scalar perturbations
in scalar-tensor theory of gravity. We use Jordan frame, conformal-Newtonian gauge and assu-
me that background is described by Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker metric. In the sixth
chapter we define the limit of general relativity of the scalar-tensor theory of gravity. Using this
definition we linearize the field equations of scalar-tensor theory of gravity around the point of
general relativity assuming flat Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker background with per-
fect barotropic fluid. We get background and perturbation equations for scalar-tensor theory of
gravity in the limit of general relativity. In the end of the sixth chapter we discuss how to use

our results in future work.
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