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AUFLOSUNG EINER AUFGABE AUS DER Mécanique
analytique voN Lacrance; vox FERD. MIN-
DING.

Im ersten Bande der Meéc. anal. Seite 393 der Ausgabe von
1811 liest man Folgendes:

Ce cas, qui est celui des oscillations trés petites d’un
fil suspendu 4 un point fixe et chargé d'un nombre
quelconque de poids, cst aussi susceptible d'une solu-
tion générale lorsque les poids sont tous égaux entre
eux et placés A distances égales les uns des autres.

Diese Worte bezeugen, dass Lagrange sich mit der allge-
meinen Aufgabe, welche beliebige Gewichte an cinem frei
hangenden Faden beliebig vertheill voraussetzt, damals noch
nicht niiher beschiiftigt hatte. Sic gaben mir Veranlassung,
den Gesetzen der Schwingungen eines solchen Fadens nach-
zuforschen, welche sich als verhiltnissmiissig einfach erwie-
sen, und da sic meines Wissens anderweitig noch nicht be-
kannt gemacht worden sind, einer kurzen Darlegung nicht
unwerth sein méchten.

Es sei der untere Endpunkt B eines von A frei herabhan-
genden Fapens AB der Anfang der nach A gerichteten «; in
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B sei das Gewicht p, angebracht und dariiber folgen 4_
der Reihe nach die Gewichte p,, p,, .. p, in den Ab- !
stinden p,p, =l PPy ==ly»+ -+ Pyr Py==0, 3 der 4
Abstand p A sei =1, und die ganze Liinge des Fadens .p"
I, -+l -+ 1, ...+ 1,==L Wihrend der Bewegung .
seien x, und y, die Cordinaten von p,, z, und y, die -
von p, u. 6. f., 60 ist (x, — 2,)* 4+ (Yo — 4)* =1,* p;7
u.s. f. Da aber fiir sehr kleine Schwingungen die
Quadrate der y vernachlissigt werden kinnen, so folgt: p, -l
x, —x =1, £, — ,=1, u. 5. f. oder es ergeben i t
sich fiir o, x,,. .. unverinderliche Werthe, niimlich p,~ 2
@, =0, £,=1,,...x,= L—1, wie bei dem Gleichge-
wichte des Fadens. Daher werden auch in den Differential-
gleichungen der Bewegung die Beschleunigungen nach z, oder
2

dic Ausdriicke d_;a; ’ ‘1;—23,
Spanmmgén bleiben wie in der Gleichgewichtslage, némlich
p, auf der Strecke I), p, +py in l,, p, ~+p,+pyin [y u. 6. f.
Es mag hier noch bemerkt werden, dass der Faden selbst
nicht als schwer und auch nicht dehnbar gedacht wird, so
wie dass solche Bewegungen, bei welchen die einzelnen un-
belasteten Fadenstrecken sich kriimmten, ausgeschlossen sind.
Man setze noch:

D=0l PrHPa=0lyse o Py PPy Pu=q,l,

. simmtlich gleich Null und die

und bezeichne in gewohnter Weise die Schwere mit g, so
ergeben sich aus bekannten Griinden die folgenden Differen-
tialgleichungen der Bewegung:

d2
= — ¢, 5 — %)
d2
’ng— 'E[Zz' =—¢q ¥ — ) — 42 (Y — ¥3)s
dz ......... e raeii et
I“);’L dtyz = —y— (?I,u"yu— V= 9 WY 1)y
. d2 ...............................
I_’gi_dt%" = qv-—-l('yv_ yv—l) _qv(yp —yv+1)’
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wo das auf den festen Aufhiingepunkt A sich bezichende
Y, gleich Null ist und nur der Symmetrie wegen hier bei-
behalten wird. Um diesen Gleichungen zu geniigen, sei
Yy, = C cos t V(gk) + D sin t V(gk), und

=1 Y ¥s=FW,. .- YV="F_ Y,

endlichy, , , = fy, =0, daher f, =0.
Die Einsetzung dieser Werthe ergiebt fiir die unbekannten

Factoren f folgendes System von Gleichungen:

0=pk —a(1—1f)

0=p.fik+q, (1 —f)— ¢, (f, = ),

Ao.-'..hoac.--ao ® . s 00000 DI I R I I R A B l.
0=Pu+1f,uk+9p.(fp—n - f,u) — Gy (fe — f,u,+1)'

LA R I I I I N I T S S S

0=pyfv——1k+qv—l (fv—z - fv—l) -9 (fv-—l — 1)
Zur Abkiirzung sei noch
Pr=P,p+p=Py,..p P, P .. Hp,=P,;
also auch
1'111 =P1, qili =P2‘ feey q/ll,ll =P#.
Wird ferner gesetat:
fu=a°, — oc',uk—l--oc"'uk2 — (= DA A
so ist hauptsiichlich das Bildungsgesetz der Coefficienten (c)
dieser Reibe zu untersuchen. Man findet leicht aus I:
o, =1, a'u=ll+l,+l3+. sy
Um allgemein a'l‘u zu erhalten, setze man in die Gleichung:
quﬂfﬂ_l -+ (P[.l—+|k_ Gu—9u+1) fu ‘1p+1f/¢+1 ).

fir f die obige Reihe, so ergeben die in k* multiplicirten
Glieder die Gleichung:

— Y i
I’y+1“2,u + gy [“ly - “‘n—ll = qug 0% — 0%l

welche, weil
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—_ P P
Puy —P,u+l - P,tu Yy = 'l"":'_"l" e = .1._/1
“

ist, auch folgende Form annimmt:
A A
o -—a
P.u-o-; ( u?—l /.___a’ul-—1>:
o~ 1
A
o
]
P, (

Der dieser Bedingung geniigende Werth von a4 wird erhal-
ten wie folgt: :

Aus den Zahlen 1,2, 3. ... & bilde man die Combinatjo-
nen zu je A, ohne Wiederholungen; es seien n n, n;”. ..ot
die Glieder einer solchen Combination, nach der Grisse stei-
gend geordnet, also n’ <n"” <n". <x*. Ferner bilde man

das Produkt:
P P P p, A1

1— J!’.) (1__11.1) (1___@)( BTN _pgpa
( Ppy Py Pt I’,"‘l ) =IT,%
WO P =p, +4py~+py+...p,, u s £, iibereinstimmend
mit der schon eingefiihrten Bezeichnung; dieses Produkt
werde mit 1, [, 1,,,, . .I,“tmu]liplicirt und dieSumme simmt-
licher Ausdriicke dieser Art fiir alle moglichen Verbindungen
der Elemente 1, 2, 3. .4 zu je A genommen; so hat man a’lﬂ.

Hiernach ist

- "'l»t 1 A
o= —1
i @t =) I

2 )
44 " =X l”; ’”” ln"’ .. .I"J: . H"l, - Ik,

(u)
Wo L' die Summe aller Combinationen aus « Elementen an-
deutet.

Beispiele:
y 4 41
2 — — Tty . %P
% ‘l2<1 Pz)_l‘r""l’z
2 __ r, P P
“= 1 (1- Pg) +u1,(1- ;,;) 10,1 — P:) =
fidary | hlg(pa+py) lLylypy

Pi+Py  Py+Pa+Ppy  pypy-t-py
Von der Richtigkeit dieser beispiclsweise angefiihrten
erthe iiberzeugt man sich leicht durch Entwickelung von
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fos fs- - - aus I Der allgemeine Beweis fiir den in III. ange-
gebenen Werth von a"' lisst sich also t,;uhrcn
Werden in dem Ausdrucke 11 fiir « dlé]emgen Theile,
in welchen n4 = w ist, von den iibrigen ahgesondorl worin
n* hiochstens = u — 1 ist, so geben die letzteren zusammen

al , und man erhalt:

Ao A
= g —

Pi—1
)
LE 1y by d =t T — 1 (1 7, )

"w—

oder
A A

TV
b
A—1 1 (=)

o X i—t g — v P A— 1
w—1 P/"

ad lll'lll”' .

ferner ist’

A—1
@y =

2
11— )
al—-: L MLI)[‘,I,,H dA—2. mi—z. ( )
F—
folglich

P (~ p= Lt g A r) =

Qe
- ”Ll)n'ln'l lu)v - 1. H"A — 1. Pn}' —_1

L e A= 2 A= 2 Py — PA— 7

Eben so ist

A
al,u,—i—l — T u=
-1 _ temn Y

1, A—1.I[A—1.Pi—1
[ad P'u.;..],

o n!ln” b

ly,-i—l ‘
oder

l,u.+1 —dt r o - 1> =
Py (”"'

l,u—l--l

—35'1,,, e A= LT b P —
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Werden hier wieder rechter Hand die in !, multiplicirten
Glieder, fiir welche n*— 1= = u ist, von den ubrlgen abgeson-
dert, so erhilt man:

ﬁ-c—l““g al——|>__

—+1
'u n-+1

(1) .
-_— L l"/’"”...lul— 1 -II")-—" 1 .p");"— 1" b

(1)

—1, X by dh—2 M)\ — 2. [P, — P A—2).

Die Uebereinstimmung der mil a. und b. bezeichneten
Werthe beweist, dass die Gleichung II1. der Bedingung II.
geniigt. Indem man sich nun leicht iiberzeugen kann, dass
der nach dieser Regel gebildete Ausdruck von f,, richtig ist
fir £=2, 3,... und indem man mit Hiilfe der Gleichung
I’) allgemein von f, auf f,_, . iibergeht, so erhdlt man
schliesslich :

()
flL:l—ul ’C"l"zllyl"”.II",/.kz—l-..

(
(e VB L L AT R e (— L1

da fiir 4 > u nach III: a*, =0 ist.
In dem von Lagrange untersuchten Falle gleicher Ge-
wichte (p) in gleichen Abstinden (I) wird nach obiger Formel:

)
{1 —ulit' % (1-—,-, 1k ‘i"(i-—,,) (1— ) P
wiihrend die Mec. anal. angiebt:

122 3 1853
fu=1—plk+p, 97 = Mg —37—+..

R \ A

"(# ;u §. w. bedeu-

WO i, liy, Uy -die Binomialzahlen g,

.2
ten. Es muss demnach sein:

Ea-) (=) (=)=

welche Summation bemerkenswerth erscheint, Einen von der
gegenwiirtigen Untersuchung unabhingigen Beweis dieser
2
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Formel will ich hier, als entbehrlich, der Kiirze wegen un-

terdriicken.

Aus dem in IV. aufgestellten allgemeinen Ausdrucke fir f,,
folgt die zur Bestimmung von k nithige Gleichung, wenn fiir
u die Anzahl simmtlicher Gewichte (v) gesetzt wird, némlich:

fv == 0 v.

Sie ist in Hinsicht auf k vom vten Grade und die nihere Be-
trachtung der Gleichungen I. lehrt, in so fern die darin vor-
kommenden p und g der gegenwiirtizen Aufgabe gemiiss iiher-
all positive, von Nulil verschiedene Griossen sind, dass sie ¥
reelle, positive, ungleiche Wurzeln hat.

Durch Vertauschung von k mit k' gehe fu f’,u, iiber.
Multiplicirt man nun die ersten g -+ 1 der Gleichungen L
der Reihe nach mit 1, f’l, f’z,. . f'# und addirt die Produkte,
s0 kommt:

A=pu+1 ’
k 'lgo Prafafl 1=

1—;—/4 ’ ’
A;Oql_'—' (fa—=faa-0)(Fa—T PRI ot/ (f;l.—f,u—l—l) ’JP-'
Verwechselt man hier k mit &, also auch f mit fy so folgt:

A= pu+1

k 'lio Pl+1f1f,i.=

A= ’ ’
F__:%l+1 (fa—=Tf 1) (F2— f’,l-;-l) + Ty (o= paet) [
daber:

’ l:‘_g"‘l ’ . ’ ’
(k' —k) iso Paafafl 3= 01 Faf u"'f,uf,u-o—l) VI

oder
K — k) Ip, +pzf1f,1 +p3f2f,2 +.. '+pM+lflLf’/t—I =
Ty (f,u—i—lf,u, - rﬂfﬂ—{—l)’

indem bei der Summation hicr iiberall, wie gewohnlich, die
obere Grenze ausgeschlossen ist.
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Aus VI folgt: Sind k und K zwei verschiedene Wurzeln
der Gleichung f, , , =0, s0ist f, , , = 0 und f'ﬂ_,_, =0;-
also

A=pn—41,

2L Pafaf =0 VIL

Sind die Grossen k und k' einander gleich, so wird fu= f"u,

’
fusr ={ p+y und man erhilt fir vorstehende Summen

.. 0
zuniichst 5° Der wahre Werth findet sich auf bekannte
Weise, niimlich: ~

A=p—+1

— i, d
lﬁo Py lfﬂ.f/l ""(fp—b—]"(dk‘lé_' f,u' *’l‘f)qu_,_l. VI,

Wird hie?r fir k eine Wurzel der Gleichung f,,_, =0 ge-
setzt, so 1st:
2+1 — df,u,+l
= ]’A+1flfl——f,¢'7j‘“ *Quae IX.
Nun scien k'kk". . .k die Wurzeln (k) der Gleichung f,=0,
nach der Grosse steigend geordnet, k# irgend eine derselben;
so ist der vollstindige Ausdruck der Ordinate des schwingen-
den Gewichtes p, folgender:

A=y—+1

nw= % 6 costV(gh?) + D, sintV(gk*)],

wo C; und D, die zu I* gehirigen Constanten sind, deren
Gesammtzahl 2v betriigt. Wird ferner durch f}'# der Werth
bezeichnet, welchen f,, durch Einsetzung von k* fiir k erhalt,
s0 findet man fiir die Schwingungen von p, _, ,:

A=y-+1 i ;

Yuot1= i»{l [C,{fﬂ costV(gk'l)+DifismtV(gk")]. X.

Wic die Constanten C; und D mit Hiilfe. der Gleichung V71
bestimmt werden, bedarf keiner Erliuterung. Man findet,

. d .
wenn y°, und k°, die Werthe von y, und —Z:‘ fiir t=—0 sind:

v 1
N'C/l:lu op,u-f—lf ,uyolu,,

A
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nw=v
N.DA.V(gkl)__ X J;M_Hf"‘uk", XL
wo der gemeinschaftliche Nenner
HY A pd
N:MEOP,M—I—lf ,uf “
ist-und nach IX. sich auch also schreiben ldsst, niimlich:

d
dl;:: g, fir z =1L

N=—f lv —1*

Hiermit ist die vorliegende Aufgabe fiir einen mit getrenn-
ten Gewichten beschwerten Faden gelost. Fiir einc stetig ver-
theilte Belastung des Fadens gehen die gefundenen Ausdriicke
in die folgenden iiber, welche ich hier, ausfiihrlichere Be-
trachtungen einer anderen Gelegenheit vorbehaltend, noch

kurz angeben will.
Es sei P, das Gewicht des Fadens vom tiefsten Punkte bis

zur Hshe x, so entspricht den vorigen Differentialgleichungen
jetzt die folgende, worin einstweilen P fir P, gesetzt ist,
nimlich:
ay

1 apP d*y ( d

PR R e X1r.
Hierin werde gesetzt: y=C . fcostV(gk) -+ D . fsint V(gk),
wo f eine noch zu bestimmende Function von z ist, so folgt,
entsprechend den Gleichungen 1. im vorigen Falle,

0=k + ?_%Q XTIK,

Nun sei
f=1— ;(lk+);2k2 — y k¥ 4. .ininf, X1V,

X1=%, Zz_f d fladl (1—1’11

s0 wird

wo Pl,, Pl,, .. die Werthe von P fiir x=l, , x==1,,.. sind.

Es sei zur Abkiirzung

-

o ———
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I —(1_Ta ( Pl Pl, -
n (l Plz> 1— Pz,) 1— Pz,, 1" ‘>
80 wird allgemein

Xn= ﬁ dl"/:ndl,‘_l/:"_ldl,‘_zf: e _/:2dll . Hn' x'v‘)'

0
Die Reihe fiir f convergirt fiir jeden Werth von &, wie leicht
zu beweisen ist.

Schreibt man in dieser Reihe k' fiir k, s0 gehe fin f iiber.
Alsdann gelten die beiden Gleichungen:

) ar __ 1o dar’
kfdP +- d(P E;D =0 und & fdP-}—d(P E;) =0,
aus deren Verbindung hervorgeht:
 — B f ff'dP = [f’ a_ "f P, XV.

indem hinsichtlich der lntcgrallons-Consmme zu bhemerken
ist, duss, fiir x=0, P verschwindet.
Fiir & =k folgt hieraus:
z _rar df azf

[t = G-~ fae|P XV
Fiir jedes « zwischen 0 und L hat die Gleichung f=0 un-
endlich viele reelle, positive, ungleiche Wurzeln k und keine
anderen.

Nun sei k eine, k' eine andere dieser Wurzeln, so ist f=0
und f =0, also nach XV.

e y
[Firar=o. XVIL
Ist hingegen k=*%" und f= f =0, so wird nach XVI. |
® ap— U
J =G g P

7, n .
Man bezeichne durch k) ky k'y . .. die Wurzeln der
Gleichung f=o, nachdcm darin L fiir » gesetzt worden, und
Zwar, wie bisher, nach der Grisse geordnet, so dass

<k <k <. ... K<k

XVInL,
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s0 erhilt man schliesslich, wenn noch der Deutlichkeit we-
gen [ als Function von & und k durch f(x, k) bezeichnet wird:

A=o00
y=% [C, flz,k*) cos iV (gh*) 4D, f (2, k%) sintV (gh?) | XXX,
=1

y_ u" ist, nach XVII.

und wenn fir t=90, y=y°, i

N.C;= [**fiwk})dP, N.D,Vgkt)= ["f(z, k%) dP, XX.
0 0
wo der gemeinsame Nenner
N= (" [f(a, )2 aP
0

nach XVIII. sich auch ausdriicken lisst durch den Werlh
von
ar df

a9, p fiir g — A
TR P fir x = L und k =Lk*.

Es zerfilll also die gesammte Bewegung des Fadens in
eine unendliche Anzahl einfacher Schwingungen, deren jede
als fiir sich bestehend betrachtet werden kann. Bezeichnet
man die zu K, k, k", ... gehorigen Schwingungen der Reibe nach
als die erste, zweite, drittc, . . wobei immer k' <Zk"'<<k""’

vorausgesetzt wird, so ist die Dauer der Aten Schwingung

:—17(29-;[), also fiir einen grossen Werth von A, dem ein noch
viel grisseres % entsprechen wird, sehr klein; ferner theilt
sich vermige dieser iten Schwingung der Faden in 4 Stiicke,
zwischen denen sich A — 1 Ruhepunkte oder Schwingungs-
knoten befinden; d. h. es lisst sich zeigen, dass fiir ein gege-
benes k, nimlich It’l, die transscendente Gleichung in x: f(m,k'z)
= 0 zwischen £ = 0 und z = L, 4 — 1 reclle, positive, un-
gleiche Wurzein « hat, za welchen noch die Wurzel £ = L
hinzukommt. Man ersieht hieraus, wie fiir hinreichend grosse
% diec Werthe von C; und D, verglichen mit den entspre-
chenden Werthen fiir kleinere A, sehr kiein werden konnen,
wie es die Convergenz der Reihe XIX. fordert; nimlich in
den Werthen XX. von C; und D, heben sich die Theile der
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Zihler durch den Gegensatz der Zeichen fiir ein hinreichend
grosses A in betriichtiichem Maasse auf, wiihrend der Nenner
durch quadratische Elemente anwiichst. Dieser Umstand,
welcher auch bei andern Reihenentwickelungen willkiihrli-
cher Functionen wiederkehrt und gewiss hichst wesentlich
ist, reicht jedoch zu einem strengen analylischen Beweise der
Convergenz nicht hin und muss ein solcher hier, wie in man-
chen ihnlichen Filien, noch erwartet werden, wiihrend in-
zwischen Griinde, die in der Natur der Sache liegen, die Con-
vergenz nicht bezweifeln lassen.

Um noch ein Beispiel anzufiihren, sei die Belastung des
Fadens nach folgendem Gesetze vertheilt : Auf der Strecke
von £ == 0 bis £=L° sei P=x" (n positiv) und von x — L°
bis x = L sei der Faden leer, d. h. P = (L%". Alsdann er-
giebt sich:

flz, k)= ‘ .
n x2U2 n.n a:3k3+ n.n.n A
1 2 nel.ne2 3. arla-2.ne3 4.

{ —axk4

giiltig von £ = 0 bis £ == L°, und

2
L0 k* n.n.L° l: 210 &

nl®

24T ned.na2

3
n.n.n.I0 = JLO it
n+1.n4+2.n4+3 "4 3.

von x — L° bis £ = L. Fiir & = L° fallen beide Werthe zu-
sammen.

Fiir L= L, d. h. wenn dic unbelastete Strecke verschwin-
det, gilt die erste Formel fiir die ganze Linge des Fadens,
und wenn n cine ganze Zakl ist, so fillt sie mit einer
Reihe zusammen, auf welche Bessel bei einer Untersuchung
iiber planetarische Storungen (Schr. der Berl. Akademie vom
Jahre 182%) gefiihrt worden ist und welche er daselbst durch
ein schr einfaches bestimmtes Integral dargestellt hat. Es ist
niimlich, wenn 2 eine positive ganze Zahl, die obige Reihe
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n ok
l——xk+m-—2—,_——....=

n — 1Y,
_(_.__il___ f” cos[(n — 1) e — 21/{7”‘37) sin ¢] de.

n—1

7 (nkx) *

Die Herleitung dieses Ausdruckes iibergehe ich um so
mehr, als er fiir ein gebrochenes n ungiiltig wird und weil es
hier iiberhaupt um besondere Fiille sich nicht handelt. Zu
diesen gehoren auch, nimlich der Annabme n =1 entspre-
chend, die in der Méc. anal. betrachtete Schwingung eines
gleichmissig schweren Fadens, so wie die bei Untersuchung
des Wirmezustandes eines Cylinders in Fourier's Werke
vorkommende und dort durch das obige IMegral (fir n=1)
ausgedriickie Reihe. Dies sind, so weil meine Kenntniss
reicht, die einzigen Beispiele, in welchen die oben mit f (, k)
bezeichneten Functionen bis jetzt hervorgetreten sind, deren
Allgemeinheit durch das Vorstehende vielleicht in helleres

Licht gesetzt wird.
Dorpat den 22 Mai (3 Juni) 4853.

(Aus den Mélanges mathématiques et astronomigues T. L)






