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I "issejuhatus

1864.a. avaldas kuulus inglise füüsik lõhn Clark laxwell 

oma töö "On the caloulation of the equillbrlum and stlffnes of 

frames", milles ta esimesena lahendas tasapinnalise sõrestiku 

elastse kujumuutusprobleemi. Seejuures eeldas Maxwell, et ainult 

üks varras, näiteks ou , on elastne, kõik ülejäänud vardad on 

aga jäigad. Ta otsib siis varda ом pikkuse muutusest Adl tingitud 

kahe sõlmpunkti ja tw^ vahelise kauguse muutumisest <Tyw • Tu­

lemus, millele Maxwell jõuab, on järgmine: kui sõlmedes ja 

mõjuv surve tingib vardas ом tungi , siis tingib varda <*• ve­

nitamine Aot =•! võrra sõlmede ja lähenemist -S’ võrra /1/ 

Maxwell kasutas oma põhiseost staatiliselt määratud sõres­

tiku kahe sõlmpunkti vahelise kauguse muutumise määramiseks vald 

juhul, kui ainsa elastse varda otspunktides on rakendatud tung 

Kõiki ülejäänud vardaid vaatles ta jäikadena /1/. Maxwelll töö 

erakordne tähtsus seisneb aga selles, et ta tulemused on raken­

datavad igasugustele tasaplnnallstele staatiliselt 

määramatuile sõrestikele. Kahjuks jäi see Maxwelll 

töö sama probleemi alal töötavatele teadlastele teadmatuks ja 

tema tulemused avastati temast sõltumatult mitmel korral uuesti. 

Nii avaldas 1872.a. itaalia matemaatik Betty praeguseni tema 

nime kandva väga üldise vastastikuse seaduse, milles Maxwelll
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lause sisaldub lihtsa erijuhuna /1, 3/.

Täiesti iseseisvalt jõudis saksa insener-teoreetik 0. Mohr 

1874e-75.a. samale tulemusele lähtudes võimalike nlhutuste print­

siibist ja lahendas täiesti üldiselt sõrestiku kujumuutuse prob­

leemi /1, 2/e

Hiljem, 1884.a.tnältas saksa teadlane R. Krohn, et Maxwelll 

meetodil saab leida ka varraste läbipalndeld./l, 2/.

Käesolev töö käsitleb Maxwelll vastastikuse lauset lähtudes 

võimalike nlhutuste printsiibist, nagu seda esimesena näitas 

0. Mohr ja nagu seda tänapäevalgi tugevusõpetuses enamikul juhtu­

meil tehakse. Maxwell! lause rakendusena oh toodud näiteid staa­

tiliselt määramatude süsteemide valdkonnast.

Ülalmainitud Maxwelll töö suur tähtsus tehnilises mehhaa­

nikas õigustab tema autori tähtsamate elulooliste andmete märki­

mist.

John Clark Maxwell (1831 - 1879) kuulub koos G. Stokes*!, 

V. Thomson*i ja J. Rayleigh*ga kuulsasse Inglise matemaatlkute- 

füüsikute perre. Maxwell sündis soti perekonnas aastal 1831. Ju­

ba 1846.a. esitas ta šoti akadeemiale rea geomeetrilisi uurimusi. 

Cambridge ülikooli Õppima siirdus ta alles neli aastat hiljem ja 

juba 1855.a. valiti ta Kolmainujumala Kolledži (Trlnity College) 

liikmeks. Ta töötas siis Aberdeeni ülikooli ja Londoni Kunhnga- 

kolledzi (Klngo College) õppejõuna.

1871.a. siirdus Maxwell Cambridge ülikooli eksperimentaal­

se füüsika laboratooriumi juhatajaks, kus mli enne kui ka peale 

teda on töötanud paljud kuulsad inglise füüsikud-eksperlmentaato- 

rld. Maxwelll teaduslikud tööd haaravad geomeetriat (tiks töö näi­

teks Dupin’1 tsikliidi kohta), eriti aga teoreetilist füüsikat, 



- 3 •

kus erilist tähtsust omavad ta tööd gaaside kineetilise teooria 

ning elektri ja magnetismi teooria alal, lõpeks tehni­

list mehhaanikat, kus tähtsaimad on ta uurimi­

sed graafilise staatika vastastikuste kujude kohta ja tema nime 

kandev vastastikuse lause /4/.
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51. Üldisedfmärkused.

Sõrestikud jagunevad staatiliselt m Sära­

ma t u 1 к s ja staatiliselt määratulks 

vastavalt sellele, kas neis esinevad tundmatud varraste koormi­

sed ja toereaktsioonid on kindla keha staatika seaduste abil lei­

tavad või mitte. Staatiliselt määratud sõrestiku puhnl toereakt- 

sloodlde ja varraste koormiste määramiseks pole vaja teada mater­

jali elastseid omadusi: sõrestikku vaadeldakse ju sel korral abso­

luutselt muutumatuna. Staatiliselt määramatude sõrestike puhul 

tundmatute tungide arv on alati suurem kui nende võrrandi­

te arv, mille koostamist võimaldabki kindla keha staatika. Kui 

tundmatute arv ületab võrrandite arvu tv võrra, alla on tegemist 

trvlilgse tundmatuga.

Selleks et sõrestik pleks staatiliselt määratud, peab ta 

eelkõige olema jäik, s.t. sõrestiku kuju peab jääma muutuma­

tuks, kui ta varraste pikkus jääb samaks. Seejuures eeldame, et 

sõrestik võimaldab Iga üksikult võetud varda pikkuse muutust, 11- 

maTet seejuures oleks vaja muuta teiste varraste pikkusi. Iga sõ­

restiku kuju muutus, mis erineb kirjeldatust, eeldatakse vaadel­

davana üksikute sõrestiku varraste pikkuste muutuste kogutulemu- 
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sena. Need üksikute sõrestiku varraste pikkuste muutused esinevad 

igaüks omaette ja ükski neist pole tõlgendatav teiste varraste Dis­

kuste muutuste resultandina. Neil eeldustel on võimalik näidata 

nii palju üksteisest sõltumatut sõrestlkk võimalikku nlhutust, 

kui palju on vaja saada võrrandeid tundmatute määramiseks,
■" 4

Kui jäigas sõrestikus mingi ühe va~da pikkuse muutus toob 

enesega kindlasti kaasa ka teiste varraste pikkuse muutuse, siis 

nimetame aeda varrast 1 1 igseks. Staatiliselt määratud süs­

teem sisaldab vaid nii palju ja nimelt selliseid vardaid, milli­

sed on tingimata vajalikud ta Jäikuse säi­

litamiseks, Kui vardaid on rohkem, siis on osa neist liigsed 

ja nende koormised on siis staatika võrrandeis liigseteks tundma­

tuteks .

Jäigad sõrestikud saadakse lähtudes ühest kolmnurgast, mille 

külge lülitatakse uusi kolmnurki, mis moodustuvad ühest juba ole­

masolevast ja kahest uuest vardast. Vardad eeldatakse ühendatuna 

liigendiga sõlmes. Vajalike varraste arvu Ja sõlmede 

arvu nw vahel valitseb sõrestiku koostamisvllsl põhjal järgmine 

3908 t-.bw 1(^-3)

kust lr = % Trv * b .

Iga teisel teel saadud jäiga sõrestiku sõlmede ja varrast vaheline 

seos on sama. Näiteks, võttes aluseks mingi kumera -nurkse 

hulknurga, teeme ta - i diagonaaliga jäigaks Ja seejärele 

lisandame talle uusi sõlmi, igaühe ikka kahe uue varda abil. Sel 

juhul saame
TYV - Tv)
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kust, nagu ennegi tl )v rvv - 3 .

Esineb ka sõrestikke, niis sisaldavad vähem kui 

varrast, kuid kus puuduvad vardad on asendatud sõrestiku jäikuse 

säilitamiseks llsatugedega.

Joonisel 1 esineb ühe sellise 

sõrestiku näide. 

Sisaldagu sõrestik 

varrast, h, toereaktslooni 

ja sõlme. Kui

4* > % w,
siis on sõrestik staatili­

selt määramatu, sest sõres­

tikus vajalikke vardaid on

- 2> » vajalikke toe-

reaktsioone 2> ; seega esi­

neb sõrestikus otsitavat,/6/.
Joonis 1.

Staatiliselt määramatus sõrestikus valitsevate varraste 

koormiste ja sõrestiku toereaktsloonlde määramiseks on vaja tea­

da peale sõrestiku kuju ja mõõdete ka veel kõikide sõrestiku osa­

de elastseid omadusi. Nõutav on, et sõrestikule rakendatud välls- 

tungid omaette oleksid tasakaalus ja samuti peavad nad olema tasa­

kaalus sõrestikus mõjuvate sisetungidega s.o. varrast® koormiste­

ga. Nende mõjul toimuva sõrestiku deformeerurnist jälgides saame 

puuduvad võrrandid liigsete tundmatute leidmiseks. Teades varras­

te koormis! ja toereaktsloone, saame arvutada, kas sõrestiku var­

dad on küllalt jämedad Ja toed küllalt tugevad selleks, et ohuta 

kanda kogu neil lasuvat vällskoormlst. Kui süsteemi kandevõime ei 

rahulda, tuleb vallde sõrestiku varrastele uued mõõted Ja siis 

läbi viia uued arvutused ning tulemused uuesti kontrollida.



Niisiis staatiliselt määramatu sõrestiku arvestamisel kasu­

tame jäiga keha staatikat ja Нооке*i seadust slrgjoonse varda 

deformeerumlse kohta. Esmalt tulevad määrata tugede reaktsioonid, 

edasi varraste koormised,varrastes mõjuvad pinged ja lõpuks var­

raste ristläiked.

5 2, Tasapinnaline sõrestik.

Tasapinnalise sõrestlkut toed jagunevad kofcme liiki vasta­

valt sellele, missuguseid sõrestiku sõlmede liikumisi nad vlmal- 

davad. I liiki tugedeks nimetame selliseid, mis võimaldavad sõ­

restiku sõlmedel hõõrdurnisvabait liikuda mingil p 1 n n а 1, nii 

et takistatud on vald liikumine pinnast eemale. Sel juhul esineb 

vald (iks toereaktsloon ja see on risti toetava pinnaga, 

II liiki toed on seotud sõrestikega õhe liikumatu punkti 

kaudu. Sel juhul on takistatud ühenduspunkti igasugune liikumine. 

Liikumist tasandis saab alati takistada kahe risti oleva tungiga; 

nii siis võib sel juhul rääkida kahest ristuvast toereaktsloonist.

III liiki tugede puhul on sõrestiku sõlmpunktid ühendatud 

toega liikumatult, kusjuures on takistatud ka veel pöörlemine üm­

ber toetuspunkti. Pöörlemise takistamiseks on vaja rakendada tun­

gi paari. Otsitavateks on sel juhul kaks toereaktslooni ja üks 

tunglpaar. Jäiga keha staatika annab kolm võrrandit tundma­

tute leidmiseks; kaks võrrandit tungide projektsioonide jaoks ja 

kolmanda momentide kohta.

Sõrestik koosneb sageli mitmest osast, millised ühendatakse 

omavahel liigenditega. Üksikuid sõrestiku osi võime soejuures vaa­

delda sõrestikena, milledel kas üks tugedest on liikumatu ja teine 
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tugi on nn. rippuv, või on mõlemad toed rippuvad, Rippuva toe pu­

hul saame kaks toereaktsloonl. Iga sõrestiku osa puhul saa­

me nagu Iseseisva sõrestiku puhulgi kolm tasakaelutingi­

mus t /3/.

Vertikaalne koormis tingib tavaliselt ka vertikaalseid toereak 

reaktsioone, rippuvate ja kaarsõrestlke puhul tingib ta aga verti- 

kaalslhist erinevate sihtidega toereaktsioone.

Jagunegu sõrestiku toed järgmiselt: tw I liiki tuge, tv 

II liiki tuge, p III liiki tuge ja rippuvat tuge, Ml juhul 

on tundmatuid reaktsioone kokku :

m + % tv *• 3 p * •

Sõrestik koosneb siis + l üksikosast ja jäiga keha staatika 

annab 3(c^i-l) võrrandit /3/. Liigseid tundmatuid saame sel 

juhul
nrw + tv т 3 p — ■* 3,

Kui tw * % tv -v 3p - cy + 3, siis liigseid tundmatuid pole ja 

saame staatiliselt määratud süsteemi.

Kui ttv ♦ % tv *• 3p>cy 4-3y siis saame staatiliselt määramatu 

süsteemi.

Kui tyv +• %tv 4- 3 p < + 3t siis saame liikuva süsteemi, millel

puudub tasakaal sise- ja välistungide vahel /2/,

§ 3, Ruumiline sõrestik.

Ruumilise sõrestiku puhul esineb kolme liiki tugesid. Tugi 

võib võimatuks teha sõrestiku sõlme Igasuguse liikumise. Selleks 

on vaja kolme risti-olevat toereaktsloonl, millede suurused ja 

suunad on otsitavad. Selliseid tugesid nimetatakse esimest liiki 
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tugedeks,

II liiki toed võimaldavad liikumist ainult mõõda antud sir­

get, Seega ristuvaid sirgeid mõõda on igasugune liikumine takis­

tatud. Toest vabanemiseks on seega vaja rakendada kaks toe- 

reaktsiooni. Hõõrdumisvabal juhul mõjuvad toereaktsIoonid risti 

antud sirgega.

III liiki tugede puhul võib toetuspunkt liikuda hõõrdumisva- 

balt mõõda teatud tasandit, takistatud 6n liikumine tasandist 

eemale. Sel Juhul on tegemist üheainsa toereaktslooniga, mis mõ­

jub risti antud tasandile /3/, 

Jäiga keha staatika annab üldjuhul kuus tarvilikku ja 

piisavat tasakaalutlngimust. See lubab koostada kuus võrrandit 

tundmatute reaktsioonide määramiseks.

$ 4, Liigsete tundmatute määramine.

Vaatleme tasapinnalist sõrestlkke, mille vardad on kas ve­

nitatud või surutud, mitte aga painutatud. Selleks peavad vardad 

olema seotud hõõrdumlsvabade ehk nagu öeldakse^liigenditega 1e 

vallstungld võivad olla rakendatud ainult sõrestiku sõlmedes. 

Keerulisema staatiliselt määramatu süsteemi saame siis, kui vardad 

on sõlmedes kinnitatud jäigalt, Vardais valitsevatele tund­

matutele pingetele lisanduvad siis painutavad momendid, mille tõt­

tu tundmatute arv kasvab /5/. Kui vardad on ühendatud jäigalt, 

asendame mõttes jäigad ühendid liigenditega ja saame siis koormiste 

jaoks lähenduslahendid, mis ehitustehnika jaoks enamikul juhtudel 

annavad küllaldase täpsuse.

Liigsete tundmatute leidmiseks võime kasutada võimalike ni­

nu
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hltuste printsiipi. See ütleb, et süsteemi tasakaalu korral tei­

le rakendatud valis- ja sisetungide töö igal võimalikul lõpma­

tult väikesel nlhutusel on võrdne nulliga. Võimalikud lõpmatult 

väikesed nihutused pole tegelikul , vald seostega lubatud kuju­

teldavad võimalikud nihutused /6/. Seoste all mõistame süsteemi 

liikumist piiravaid tingimusi. Saame niipalju võrrandeid, kuipalju 

erinevaid võimalikke nihutust lubab sõrestik. Võimalikud nihutu­

sed sõrestikes on lõplikud suurused kuld sõrestike mõõdetega 

võrreldes on nad niivõrd väikesed, et neid võib pidada lõpmatult 

väikesteks ja kasutada võimalike nlhutuste printsiibis /6/.

Koormiste määramiseks liigsetes varrastes ei saa 

kasutada neid võimalikke nlhutusi, millede puhul sõrestiku kuju 

jääb muutumatuks, kuna sisetungide töö sel juhul on null ja see­

ga koormised langevad võrrandelst üldse välja. Need võrrandid on 

sobivad vaid liigsete toereaktsioonide määramiseks. Koormiste 

määramiseks kõlbavad vald need võimalikud nihutused, millede pi­

hul muutub sõrestiku kuju, sest siis muutub vähemalt ühe varda 

pikkus, varda kaddaoleva koormise tööpole null ja koormis ei lin­

ge tasakaaluvõrrandelst välja.

$ 5, Võimalike nlhutuste printsiip.

Võimalike nlhutuste printsiip ütleb, et tasakaalusolevate 

tungide süsteemi töö Igal võimalikul nlhutusel on võrdne nullida. 

See printsiip on aluseks kõigi tasakaaluvõrrandlte kirjutamisel 

nii jäiga kui ka elastse keha puhul.

Liigseid toereaktsioone loeme välistungldeks. 

Sel juhul on võimalik eemaldada liigsed toed ja nende mõju sõras- 
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tikule asendada välistungldega. Liigsete varraste koormisl võib 

kas vaadelda koos vajalike varraste koormistega, või ji lle, 

eemaldades liigsed vardad, asendada igaüks neist sobivalt vali­

tud kahe välistunglga.

Küsimuse otsustamiseks, kas teatav varras on sõrestikus 

vajalik või liigne, pole alati Üheselt võimalik; enamiku sõres­

tike puhul on ükskõik, millised vardad võtta vajalikeks ja mil­

lised liigseteks. Ka liigsete tugede puhul on ükskõik, milliseid 

tugedest lugeda just vajalikeks ja milliseid liigseteks.

Sõrestikule on võimalik rakendada väga mitmesuguseid tasa­

kaalus olevaid välistungide süsteeme, mis kõik kutsuvad esile 

sõrestiku deformeerumise, tekitavad varrastes pingeid ja sunnivad 

sõlmi palgalt nihkuma. Iga selline sõrestiku deformeerimine on 

üks seoste poolt lubatavatest võimalikest nihutustest. 'eega iga 

sõrestiku puhul on mõeldavad mitu süsteemi võimalikke nihutusl. 

Tungide tasakaalu korral tungide töö igal võimalikul nihutuste 

süsteemil on võrdne nulliga. Võimaliku nlhutuse all mõistame 

tungi rakenduspunktl nihutust tasakaaluasendi ja mingi teise t^l- 

le lähedase, seoste poolt lubatud võimaliku asendi vahel.

Üheks võimalikuks konfiguratsiooniks võtame sõrestiku sel­

le asendi, mis vastab välistungide puudumisele ja nimetame seda 

nullasendiks• Rakendame mingi tungide süsteemi, mis annab sõres­

tiku esimese konfiguratsiooni. Mingi teise tungide sisteeml ra­

kendamisel saame sõrestiku teise konfiguratsiooni. Null^sendlst 

võime üle minna esimesele asendile või ka teisele asendile vasta­

va tungide süsteemi rakendamisel. Kui tungide töö kumbagi nlhu­

tuse puhul on võrdne nulliga, siis on ta null ka nende nihutus­

te resultandi puhul s.o. nlhutuse jaoks nullasendist teise asen­
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disse /7/е Vastastikuse lause puhul kasutamagi esimeste tungide 

süsteemi tööd nlhutuste puhul, mis vastavad teisele tungide süs­

teemile; see käsitlus avab tee liigsete tundmatute leidmiseks.
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III Maxwell! vastastikuse lause.

- 1* Maxwell! vastastikuse lause tõestus.

Vaatleme mingit sõrestikku, mille sõlmpunktides mõjuvad 

välistungid 5^, 5^ ..., mille mõjul sõlmed saavad võimalikud

nihutused. Sõlmede võimalike nihutuste projektsioonid vastavas 

sõlmes mõjuva vällstungl sihile olgu А» ••• '‘^restiku

vajalike tugede reaktsioonid olgu Ja neile

vastavate nihutuste projektsioonid sõlmes mõjuva reaktsiooni si­

hile olgu da,, d,a,.«• L 1 i g s e t e tugede reaktsioonid olgu 

• Ja neile vastavate nihutuste projektsioonid reakt­

siooni sihile olgu f ... Vajalikes varrastes mõjugu koor­

mised Х*,Х*Д3>Ja vajalike varraste pikenemiste projektsioonid 

koormiste sihile olgu a . • • Liigsetes varrastes mõjugu

koormised Ja liigsete varraste pikenemiste pro­

jektsioonid vastavate koormiste sihile olgu u. u <, • SedaJ ’ ja* » 3b) * * 
koormiseolukorda nimetame e s imm e s e к s olukorraks. 

Vaatleme selle kõrval veel mingit teist koormis e- 

olukorda t mille tähistamiseks kasutame samu tähti kui esi­

mese koormiseolukorra puhul, lisades neile vaid apostroofi.

Sama tähe ja indeksiga tähistatud välistungid ja toereakt-
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sloonld, samuti ka neile vastavad nihutused kuuluvad Igal koor- 

mlseolukorral Ikka samade sõlmede juurde. Sama tähe ja Indeksiga 

tähistatud varraste koormised ja plkenemlsed kuuluvad erinevatel 

koormlseolukordadel Ikka ühe ja sellesama varda juurde. 

Võimalike nlhutuste printsiibi kasutamisel esimese 

tungide süsteemi kuld teise süsteemi nlhutuste puhul saame

ЕЦ1.0, (j)

kus summeerimine algab Iga Indeksi algväärtusega 1 ja lõpeb in­

deksi kõige viimase väärtusega. Vasakul poolel seisab võimalikul 

nihutusel vällstunglde tööde, vajalike toereaktsioonide tõ de, 

liigsete toereaktsloonlde tööde, vajalikes varrastes tekkinud 

koormiste tööde ja liigsetes varrastes tekkinud koormiste tööde 

summa, Lagrangel printsiibi järgi see summa on võrdne nulliga. 

Tungide töö võimalikel nthutustel ei ole tegelik, vald on kujutel­

dav töö /6/.

Analoogselt saame võimalike nlhutuste printsiibi põhjal 

teise tungide süsteemi ja esimesele tungide süs­

teemile vastavate nlhktuste puhul, et

kus summeerimise Indeksite kohta on kehtiv eelpool tehtud märkus. 

Vajalike varraste pikenemine avaldub Нооке4 seaduse põhjal järg­

nevalt :
I X', U Xe L

(5)

kus lb on varda pikkus, FL on rlstlõlke pindala ja E - alast- 

susmoodul.

'•amutl saame liigsete varraste pikenemise kirjutada kujul:
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(!*)

Asttades need avaldised võrdustesse (I) ja (II) leiame, et:

»;* 2» Q^- + Z Як4 = К «- £ X^4fe .
ii)

Saadud võrduste paremad pooled on võrdsed; kuna summeeritavad liite* 

med erinevad vaid tegurite järjekorra poolest; seega on võrdsed 

ka nende vasakud pooled. Seepärast

Sõnastatult tähendab see, et esimese välistungide süsteemi tõõ 

teisel nihutuste süsteemil on võrdne teise välistungide süsteemi 

tööga esimesel nihutuste süsteemil.

Saadud võrdus ei sisalda liigsetes varrastes mõjuvaid koor­

mis!, sisaldab aga liigsete tugede reaktsioone ja on igati soblV 

nende reaktsioonide määramiseks.

Vaatleme erijuhtu, kus sõrestikule on rakendatud esimese 

koormiseolukorra puhul ühes sõlmes m tung ZPm ja teise koormi­

seolukorra puhul teises sõlmes n, tung ZP^ . Esimesele koor mi­

ss olukorrale vastavad nlhutused olgu, nagu varemgi, , е?г , .. e.

samuti teisele koormiseolukorrale vastavad nlhutused 4,\ Jl, 

Antud Juhul vastastikuse lauset kasutades saame:



Kui võtta siin > siis • Sõnastatult annab see Maxwell!

vastastikuse lause:

sõlmes Ъ rakendatud tung tingib sõlme wv niisuguse nlhutuse, 

et selle nlhutuse projektsioon sõlmes rakendatud tungi sihile on 

sama, mis sõlme nlhutuse projektsioon siin rakendatud tungi 

sihile sõlmes wv rakendatud võrdse tungi mõjul.

Muudame veidi tähiseid: olgu cf^kahe sõlme mrvx ja mn,^vas­

tastikune nihutus ja mingi teise kahe sõlme vastastikune ni­

hutus. Siis saame vastastikuse lauset sõnastada ka järgmisel ku­

jul:

sõlmede *rvA ja vastastikune nihutus sõlmedes ja \ ra­

kendatud ühiktungide mõjul on sama, mis sõlmede h,x ja vastas­

tikune nihutus s; Imedes irwx ja onrv^ rakendatud ühiktungide mõjul /2/.

Kui cP^ tähendab kahe sõlmega nrv^ ja 'vn^ määratid varda lõp­

mata väikest pööret ja tähendab sõlmedega jo määratud 

varda pööret, siis saame vastastlkusellauset kujul:

varda pööre cP^ sõlmedes >vx ja risti vardaga

rakendatud ühik-tungipaari mõjul on sama, mis varda pööre

sõlmedes ja risti vardaga rakendatud ühik-tungi-

paari mõjul /2/,

Kui d1^ tähendab kahe varda ja vahelise nurga 

muutust sõlmedes ja risti vardaga mõjuvate ühik-tun- 

gipaarl mõjul ja samade varraste vahelise nurga muutust sõlme­
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des ja risti vardaga mõjuvate ühik-tungi paari mõjul, 

siis saame vastastikuse lause kujul:

varraste mr^m^ja ЧчАъ vahelise nurga muutust sõlmedes 

4 N rakendatud ühik-tunglpaarl mõjul on võrdne nurga muu­

tusega sõlmedes ,rw1 ja 'ma# rakendatud ühik-tungi paari mõjul /2/.

Olgu nüüd sõrestikule rakendatud tung , mis tingib sõl­

mede nlhutusi <$t4.<$Ъ) • •• Ja teine kord • rais tingib

vastavalt sõlmede nihutusl , сГд , . . . • kusjuures c^tO , siis 

saame vastastikuse lausest,et

3^•О = *?v kust c^=O. (wu)

Sõnastatult tähendab see järgmist:

kui tungi rakendamisel sõlmes mingi teise sõlme-т, 

nihutus on null, siis mingi tungi $w rakendamisel sõlmes m sõl­

me nihutus on kindlasti samuti null,

ks väärtuslikumaid Marwelll vastastikuse lause külffi on 

see, et teda on võimalik kasutada ka liigsetes var­

rastes mõjuvate koormiste määramiseks, lelleks kujutleme 

liigsed vardad eemaldatuna ja asendatuna mõjult ekvivalentse kahe 

võrdse vastassuunas mõjuva tungiga, mis on rakendatud nendes sõlme­

des, mida ühendavad liigsed vardad. Liigsete varraste võimalikeks 

nlhutusteks võtame varraste lühenemised või plkenemised. kasutades 

nüüd võimalike nlhutuste lauset, saame võrrandid, kust määrame 

liigsete varraste pikenemf.se =. . Uis annab Hooke’1 seadus

varraste koormised järgnevalt:

. g'=£^ = ek8t- (5)
*"*V

pikenemf.se
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§ 2, Tempeeatuurl muutusest tekkinud koormised 

staatiliselt määramatudes süsteemides.

Staatiliselt määratüd süsteemide puhul ei oma temteratuu1*! 

muutus tähtsust, kuna tugede reaktsioonid ja varraste koormised 

ei muutu; on ja neis süsteemides hoolitsetud selle eest, et var­

dad võiksid pikeneda või lüheneda, toed nihkuda jne.

Staatiliselt määramatud© süsteemide puhul tingib aga tem- 

peratuur^muutus sõrestiku varrastes lisakoormusi ja muudab tuge­

de reaktsiooni. Kriti tunduvat mõju avaldab temperatuur ^muutus 

võlvidele, kutsudes sageli esile väga suuri pingeid /3/.

Oletame, et sõrestike materjal on Isotroopne, nll et ühtla­

ne temperatuuri tõus ei tingi purunemist. Loeme elastsusnoodul1 

sõltumatuks temperatuurist. Siis saab temperatuuri muuturlse mõju 

sõrestikule arvestada Järgnevalt: 1) lahendame geomeetrilise üles­

ande - eraldame sõrestikust liigsed toed ja leiame temperatuuri 

muutusest tingitud nihutused liigsetele tugedele toetuvates s*l- 

medes; 2) lahendame mehhaanika ülesande - rakendame sõrestikule 

lisatunnid, et uues olukorras hoida lligselle tugedele toetuvaid 

sõrestiku sõlmi liikumatutena. Meed lisatunnid ongi liigsete tu­

gede llsareaktsloonld, mida on esile kutsunud temperatuuri muutus.

Geomeetrilist ülesannet on võimalik lahendada ka staatika 

vahenditega: oletame, et sõrestikule on rakendatud lisaks välis- 

tungld, mis kutsuvad esile Just niisugused varraste pikkuste muu­

tused, nagu seda tingib uuritav temperatuuri muutus. Need on fik­

tiivsed vällstungld suurusega E Peki. # kU3 p on Tarda rist- 

lõlke pindala, <=l on pai^umlstegur Ja i on temneratuuri muutus. 

Temperatuuri tõusul loeme tungi E P<*i venitavaks, temperatuuri
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langusel aga suruvaks tungiks, Keldame seejuures, et sõrestiku 

varrasteks on konstantse ristlõlke-pindalaga sirged vardad, mil­

lede temperatuur muutub ühtlaselt, (Kui sõrestiku vardad ei ole 

sirged või omavad muutuvat rlstlõiget või pole temperatuur kõik­

jal sama, siis tuleb sõrestik Jagada lõpmatult väikesteks ele­

mentideks ja rakendada igale elemendile tungid E PdA , mi^ muu­

tuvad võrdeliselt elemendi pindalaga ja elemendi temperatuuri 

muutusega). Nüüd võime kasutada kõiki mehhaanika seadusi toereakt­

sioonide ja koormiste määramiseks. Kõigist sel teel arvutatud 

pingetest lahutame fiktiivsest vällstunpist tP*sE Pai tingitud 

pinged, mis avalduvad kujul:

Sõrestiku punktide nihkeid temperatuuri muutudes loeme 

võimalikeks niheteks. Varraste pikenemine aval­

dub siis kujul;

= EP^ =rp(p*p*j, ii)
kus ZP*=£Polt. (£!)

Nagu nähtub viimasest võrdusest t?* et sõltu sõrestiku koormamise 

ja toetumise viisist.

Rakendame võimalike nlhutuste printsiipi 'axwelli vastasti­

kuse lause saamiseks. Vaatleme mingit sõrestikku, mis on koorma­

tud vüllbtunri d oga ,. . . ; olgu vastavad sõlmpunktide või­

malikud nlhutused <J£, • Sõrestiku vajalike tugede reakt­

sioonid mrrgime &1»0,^,0^ja neile vastavad võimalikud nihu- 

tused dx, d3kj) . Liigset-' tugede reaktsioonid olgu ,&ÄJ...

Ja neile vastavad võimalikud nihutused . .. Sa lalike 
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varraste koormised olgu Xx,XJU,XÄ,... Ja vajalike varraste plkenemlsed 

vastavalt *х(х^,хЪ).liigsetes varrastes mõjuvad koormised

। > • • • la varraste plkenemlsed vastavalt

Teise koormlseolukorra puhul jäävad vällstungld samadeks, 

temperatuuri tõusu tõttu on sõrestiku kuju pisut muutunud, mis­

tõttu muutuvad pisut ka toereaktsioonid• Vällstungldele lisame 

fiktiivsed tungid, et leida temperatuuri tõusu tõttu vardale tek­

kivaid lisapingeid, Teise koormiseolukorra puhul kasutame samu tä­

hiseid kui esimese koormiseolukorra ouhul, lisades neile vald auos- 

troofl. Esimese tungide süsteemi ja teisele tungide süsteemile 

vastavate nihutuste puhul saame võimalike nihutuste nrlntsilbi 

põhjal:

2^4 *ZÄK<-Z.XtaV -

Teise tungide süsteemi Ja esimesele tungide süsteemile vastavate 

nihutuste puhul saame analoogiliselt:

* ZGLjdj (xw)

kus

(XIV)

■iin esinevad Q-? .

X = x 

2c,. ja onon tamperetuuri muu­

tusest tingitud Usutungid j$ lisakoormused. Asendades neid aval­

disi võrdusse (XIII), saame1

Z^J;+ * ZGljolj ♦ Za‘cL-1- +
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Teisele tungide süsteemile vastavad nlhutused kirjutame kahe ni-

hutuse summana, kusjuures neis summades esinevad liidetavad

А ) je eeldame tingitutena temperatuuri muutu­

sest:

a’i s * *'*>
A>C ~ I

l M
" Xt, ** }

'i** * •

(XVI )

Asetades need suurused esimese tungide süsteemi t^övõrrandisse

(XII), saame:

2 8^4* * ^<4^ * -
"■ 2 0Ct oc,t — x*. ОС e. — 2^ 21^, *Hvv 'jw - 0. t

Korraldades võrrandite (XVII) ja (XV) liikmeid, saame nad kujul:

, 2 5^ *• 5» Д ОСг зс<, — £23^ —

= SX=4 * 2^* 2üj=tj - .

_ Ä (x viu)
— 2xOCtXt — —

V =£xtxc 25*^4 - ZGl^i -

Et võrduate vasakud pooled on võrdsed, siis on võrdsed ka nende

paremad pooled; seepärast

=zoc:Äl

* -ИАИД* =
- - £ Ü-joLj - 2 .

Ei <v . OL»
^-TfT

adt 
£?«.

t**)
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Siia saadud võrrandisse asendades saame:

z xtx: v а - а s*-z **A - z. =

= Z X* Xt К zК ■ 21 " 21 ■ S •
Sarnaste liikmete koondamisel ja (-l)-ga korrutamise ;:’s,eln -■ e:

Sõnastatult tahendab see, et vallstungide töö temperatuuri muvtu­

nnisel on võrdne temneratuuri muutusest tingitud llsa-toereaktsioo- 

nlde ja fiktiivsete välistungide tööga sõrestiku sõlmede võimali­

kul nlbutusel.

Eeldades, et välistungide ja vajalike toereaktsioonide ra­

kenduspunktid temperatuuri muutumisel ei nihku, s.t.

<TC =0 Ja =0,

ning fiktiivsed välistungld ja vajalike tugede reaktsloontungide 

muutus temperatuuri muutumisel on võrdne nulliga, s,te

ö c 5 0 ja О*д — 0.

Nüüd saame võrramdist (XXI), et

Xl * Z Л* 1

Kui ainult ühe liigse toereuktslooni rakencuspunkt tem­

peratuuri muutumisel nihkus ning teised jäid paigale ja ainult 

ühe toereaktsiooni suurus muutu? temperatuuri muutusel, siis 

viimati kirjutatud võrdus taandub võrduseks:
О, л* o*

kust ?Lr2r -

Kui nüüd veel võtta siis saame, et •
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Sõnastatult tähendab see võrdus järgmist:

kui mingis sõlmes rakendatud toereaktsloon muutus tem­

peratuuri muutumisel elagi s teisos sõlmes *vw rakendatud toereakt- 

slooni võrra, siis sõlme nihutus temperatuuri -.uutumlsel
JU

on võrdne sõlee «-u nihutusaga toereuktsioonivmõjul.

•Tulemus on, nagu näeme, I/Eaxwelli vastastikuse lause konk­

reetsel erijuhul.
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IV Illustreerivaid näiteid

l.Olgu antud tala kolmel toel. 3ae tala on staatlll- 

aolt mdir^matu. Olgu mingis punktis A rakendatud koondtung •? ; 

see tingib kõikjal tala teatava läbipalnde, väljaarvatud tugede 

kohtadel, töutagu leida punktis В mõjuvat tungi X t kui on 

teada, et ta tekitab kohal A läbipalnde cT' • dame vastava sea 

deldise abil tala läbipalnde tungi *M mõjul kohal Jb , olgu see cP, 

Maxwell! vastastikuse lause abil saame siis arvutada ounktle А 

mõjuva tungi X . (joonis 2).

ZP.<r = 3C..<T , -X = S>-^-

Joonis 2
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2. Maxwelll vastastikuse lause kehtib ka plaatide ja koori­

kute koormamisel koondtungidega, Rakendame mingis plaadi või koo­

riku punktis tungi , siis tingib see plaadi või kooriku 

punkti läbipainde . Mõõtes ära selle läbipainde J , 

saame nagu eelneva näite puhul määrata punktis Jb mõjuva tungi, 

mis tingib punktis läbipainde d” •

3. Võtame mingi metalldetaill ja rakendame talle mingit sir­

get fb mööda kaks võrdset ja vastassuunalist tungi 53 (Joonis 3).

Peta11 deformeerub, ta lä­

bilõike muutus mingis tei­

ses suunas olgu cP . 

Võrdseid ja vastassuunuli- 

sl tunge sirgel СЛ 

detailile rakendades saame 

Maxwell! lause põhjal -ЙВ 

sihis deformatsiooni, mis 

on võrdne cP -ga.

Joonis 3.

4. Samale metalldetailile ühtlase rõhu ^3 rakenda- Grvx**
mlsel muutub detaili ruumala ja ta deformeerub sirge 'Afc suunas 

ДС võrra. Rakendame nüüd sirge suunas detaili ounktldes Л 

ja -B kaks võrdset ja vastassuunalist tungi 5* лд . Tungide mõ­

jul keha deformeerub, pikkus muutub ja muutub ka detaili 

ruumala aW* võrra. Maxwell! vastastlluse lause järgi lõigu -Ab 

pikkuse muutus ühtlase rõhu 3* mõjul on võrdne detaili 

ruumala muutusega, kui sirge JUb sihis detaili pinnal rakendame 
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kaks võrdset ja vastassuunalist tungi • ”ÕÕtes ruumala muu­

tuse aV* , saame Maxwell! lause põhjal detaili rlstlõike muutuse:

Al x д NT.

V Marvelli lause kasutamise rakenduslikke näiteid.

Näide 1.

Tala pr'kusega t toetub neljale toele, milledest üks (*A) 

on seotud liikumatult talaga, ülejäänud kolm aga võimaldavad ta­

lal nihkuda. та1й on koormatud punktides Л ja JD kahe koond- 

tungtga -Pi Ja (joonis 4). leide tugede reaktsioonid.

Otsitavaid reaktsioone on antud juhul vits: ja kuu­

luvad toe juurde, ülejäänud kolm *Äb > ja tugedele C, 

E ja £ . Itaatlka põhlseosed võimaldavad määrata vaid kolm 

tundmatut, seega esineb siin kaks liigset tundmatut, mllledeks 

võtame tugede C ja E reaktsioonid ja e Tungide 

projektsioonide jaoks saame kaks tingimust, tungi momendi jaoks 

kolmanda tingimuse:

4. **

rakendades Maxwelll vastastikuse lauset, leiame võrrandid ülejää­

nud tundmatute t'Säremiseks. Antud koormlseolukorra võtame esimeseks 

asendame vaid tugede C jQ £ v-1 istungid ega ja <ЯЦ .
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Joonis 4



Töise tungide süsteemi saame, kui eemaldame vällstungid ja 

liigsed toereaktsioonld ning rakendame punktis C ühiktungi, 

mille tõttu varras kaardub. Läbipainded, mis vastavad punktidele 

S, G, D ja E olgu märgitud d*x , ja .

Kolmanda tungide süsteemi saame, kui eemaldame vällstungid 

ja liigsed toereaktsioonld ning rakendame punktis ühiktungi. 

Läblpainded vastavalt punktides G, £) £ olgu

ja Д* . Maxwell 1 vastastikuse lauset rakendades saame kaks Võr­

randit :

Л - ^4 Aj. * 5». Дх X 0,

■v: amm- ä4^0,

Saadud viis võrrandit kirjutame kujul

-0,

JR,, 4-jRr »5\ (

ly + t - Jpt 4- JP. L
* Ä J

e 4. 5^ <5^ f

lahendades selle süsteemi Сгппев’1 reegli 1"rg1 saame tundmatute 

reaktsioonide jaoks avaldised:
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Vällstungide ja toereaktsloonide rakenduspunktid on teada, tala 

läbipalne ühlktungi mõjul samuti; seega olemegi otsitavad suuru­

sed avaldanud tuntud suuruste kaudu.

Mitme liigse tundmatu määramine vastastikuse lause abil on 

küllaltki lihtne seetõttu, et Maxwell! lause abil saadud võrran­

did sisaldavad Igaüks vald ühte liigset tundmatut. Võrrandite koos­

tamisel tuleb aga hoolitseda selle eest, et liigsed tundmatud tun­

gid oleksid valitud nii, et nad ei kutsuks esile mingile teisele 

liigsele tundmatule vastavaid nihutusl /3/.

Niide 2.

Vaatleme staatiliselt määramatut sõrestikku kahel sõrestl- 

kuga liikumatult kinnitatud toel. Võlugu koormis -P mingis sõres­

tiku ülemises sõlmes vertikaalselt, Leida toereaktsloonld.

Toereaktsloonide ho­

risontaalsed komponendid 

on antud juhul võrdsed. 

Esineb neil otsitavat toe- 

reaktsioonl, seega üks 

liigne tundmatu, milleks 

võtame toereaktsloonl ho­

risontaalse komponendi

DC = x, ~ а 

(Joonis 5). Leiame selle 

komponendi Maxwell! vas­

tastikuse lause abil.
Joonis 5
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rakendame sõrestiku ülemises sõlmes tungi Ja leiame sõl­

mede nlhutuste horisontaal- Ja vertlkaalkomponendld.

"Esimeseks tungide süsteemiks võtame tungi ja toetus­

punktides ning rakendatud liigse toereaktsioonl X .

Teise tungide süsteemi saame, kui rakendame toetuspunktides 

4 ja £ kaks võrdset Ja vastassuunalist ühlktungi. üiutugu 

tugede Ja kaugus seejuures Д võrra, tungi 5^ raken- 

duspunktl vertikaalne komponent võrra. Rakendades vastasti­

kuse lauset saame;

-Xa * 1-J =0,
mis annab liigse toereaktsioonl jaoks valemi:

<v _ cf

Ülejäänud tundmatud määrame tasakaalutlnglmustest

-xP + A4 »Q,

8 *X , 
Al, -&Д -O,

kust saame h
• L 3> t *

-^ = (4-^?.

tleme tungi •₽ rakendatuna kord ühele, kord teisele, 

kolmandale jne. sõrestiku ülemisele sõlmele. Erineva rakendus- 

punkti puhul on sõlmede nthutused -d erinevad.

Vaatleme sama sõrestikku, muutes toe Л liikuvaks ja ühen­

dades sõlmed Ja -B vardaga, müie võtame liigseks ja mil­

les valitsevat pinget määfcamegi. Erinevus eelneva sõrestikuga 

võrreldes seisneb selles, et tugipunktide ja -B vaheline
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kaugus võib nüüd muutuda.

Eemaldame liigse varda ja asendame ta kahe võrdse ^uid vas­

tassuunalise sõlmedes -Я ja *B rakendatud tungidega. ЭС . 

"õlmede ja В vaheline kaugus muutub seejuures võrra,

kus t on varda Г5 pikkus, P on varda rlstlõlke pind- 

ila ja E on elastsusmoodul.

. 'se tungide süsteemi nuhul mõjub tung mingis ülemi­

ses sõlmes Ja tung ОС sõlmedes ja £> .

Telao tungide süsteemi puhul asendame tungi X ühlktungiga, 

seega lähenevad sõlmed *Я je В Д* võrra, tungi Ф rakendus- 

punkt nihkub cT1 võ^ra. ^axvelli vastastikuse lause abil saame:

- ZPJ * 4- ОС Д =• 1* ep

Г 8 3l » .
kust JC = Ti—— i * p д'р*1

ö ♦ ep £
"aime liigses vardas mõjuva tungi ja pinge. ‘

Näide 3.

Sõrestik asub kahel toel je -B liikumatult Ja on koor­

matud punktis *0 -mis nole sõlmpunkt) tungiga (joonis 6). 

Sõrestik koosneb kaheksast vardast, mis on tihendatud kuues sõlmes. 

,‘ks puuduv varras ( või E C ) on asendatud ühe liigse toereakt- 

sloonlga, et hoida sõrestiku kuju muutumatuna. Olgu ülesandeks 

leida varda E <P koormis.

Esimese tungide süsteemi puhul asendame varda EP mõju 

kahe võrdse ja vastassuunalise tungiga ОС .

Teise tungide slsteemi puhul eemaldame tungi «Р Ja raken­

dame sõlmedes E ja P kaks võrdset ja vastassuunalist ühik- 

tungl. Paindugu seejuures varras -AJD punktis läbi võrra 
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ja lähenegu sõlmed E ja P üksteisele Д võrra. ’<nxwelli vas­

tastikuse lauset kasutades saane siis Järgmise võrrandi :

- M * X & - 1 • Д ,

kus Д on sõlmede E ja P lähenemine tungi X mõjul.

avaldub kujul &' - ~ kus t on varda EP oikkus, P on var­

da ristlõlke pindala.

ja £ materjali elast- 

susmoodul. Viimati kir­

jutatud võrdus annab 

seepärast

г» К 
6 p "ДР-1 *

Saime liigses vardas 

mõjuva tungi ja pinge 
avaldised antud^tuntud 

suuruste kaudu, kuna 

läblnaine ja sõl­

mede E ning P 

lähenemine on leita­

vad tugevusõpetuses Joonis 6.

tuletatavate valemite

Järgi.
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Vaatleme lõpuks temperatuuri muutusest tingitud toereakt- 

sloone ja pingeid vaadeldud sõrestikus. Oletame, et temperatuur 

kogu sõrestikus muutus ühtlaselt Ъ kraadi võrra. Sõrestiku эипк- 

tis mõjub tung «Р (joonis 7). Leiame toereaktsloonld.

Võtame liigseks tund­

matuks toe reaktsiooni

Lisame vällstungide- 

le fiktiivse tungi 

Saame kolm tasakaalulin- 

gimust toereaktsioonide 

määramiseks:

Ях-(5>+ EPett) +&b»0,

Я , - Я ц - 0 ,

- (.МРоСШаА) 4.

- 4. Яд ( 1A 4-1) »0,

Maxwell! vastastikuse lau­

set rakendades saame veel 

ühe võrrandi. Esimese tun­

gide süsteemi puhul r aken-r 

dame tungi J^+EP^t ja 

toereaktsioonld А|Я&,ЯЧ> 

reaktsiooni tungiga ОС 

Joonis 7.

toe чА teeme liikuvaks, asendades toe-

• Tugede Л ja S reaktsioonide ho

risontaalsod komponendid on võrdsed, seega mõjub ka sõlmes JD 

tung =3C«

Teise tungide süsteemi puhul asendame tungi ОС ühlktungiga 

ja eemaldame vällstungl Я + р’ e
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Maxwell! vastastikuse lauset antud juhul rakendades .aa vie: 
ЗС X* x 1 • Z\ ,

kust ОС = -^r .

Siin on Д toetuspunkti *A nihutus tungide X ja 

mõjul, ZX' aga punkti J} nihutus ühlktungt mõjul, 'aadud võr- 

randoist määrame otsitavad toereaktsloonld:

•R-i.a = "t1 ।

л,-

ZR,L =• P 4- E P=L"t. ■ j - 

, , Utx-k (P^PdLi).
X t,t + 8. V

Juhul, kui 4ц. = V t , saame:

(E P=Lt) ■■ 1(5>*E Pckt)-

Я (P.EPdit) = 1
а X/ «-1 4 v

Salme toereaktsioonid antud ja tuntud suuruste kaudu.
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V I, Kokkuvõtet

Käesolevas töös käsitletakse T,axwelll vastastikuse lauset, 

mille Kaxwell avaldas 1364.a., lahendades selle abil esimeseni 

tasapinnalise sõrestiku ku j uinu utus probleemi. kamadele tulemustele 

jõudsid hiljem mitmed teised teadlased erinevatel meetoditel. 

Maxwell! vastastikuse lause on töös tuletatud võimalike nihutus- 

te Drintslibi abil, näru seda tegi 0. 4ohr.

Töös on ühenduses ta teemaga käsitletud ka üldiseid aluseid 

staatiliselt määramatute sõrestikkude ja võimalikkude nihutuste 

printsiibi kohta. Töös tuletatakse Maxwell! vastastikuse lause 

ka ühel konkreetsel erijuhul, nimelt kui temperatuuri muutus tin­

gib staatiliselt määramatus sõrestikus llsakoormlsl. Töö sisaldab 

mõningaid illustreerivaid ja rakenduslikke näiteid Maxwelll vas­

tastikuse lause rakendamise kohta.
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