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dasjenige, woraus die uns umgebenden, unsere Sinne afficirenden und 
uns dadurch wahrnehmbaren Gegenstände bestehen, heißt Materie, und 
sobald diese eine gewisse Form annimmt, heißt ste Körper. Der Raum, 
welchen der letztere, als mathematischer Körper betrachtet, einnimmt, heißt 
sein Volumen; die Quantität der Materie, welche er enthält, seine 
Masse; das Verhältniß zwischen Masse und Volumen seine Dich­
tigkeit. Ein unendlich kleiner Theil eines Körpers heißt ein Element; 
dieses mit unendlicher Masse gedacht wird ein materieller Punkt 
genannt.

Man sagt von einem Körper er sei in Ruhe, wenn er oder seine 
Theile nicht allein einen bestimmten Ort im Raume einnehmen, sondern 
auch beibehalten; dagegen sagt man von ihm er sei in Bewegung, 
wenn er oder seine Theile ihren Ort verändern. Die letzte Ursache der 
Veränderungen der Körper nennt man Kraft. Man muß es also einer 
Kraft zuschreiben, wenn ein Körper den Ruhezustand ausgibt und sich zu 
bewegen ansängt, und ebenso, wenn ein sich bewegender Körper entweder 
seine Bewegung verändert, oder den Ruhezustand annimmt. Weil wir 
uns einen Körper aus Elementen zusammengesetzt denken, so können wir 
füglich auch annehmen, daß seine Bewegung aus der Bewegung seiner 
Elemente hervorgehe; wir werden unsere Betrachtungen daher 
nur aus die Bewegung von Punkten und aus Kräfte be­
schränken, welche aus Punkte wirken.

Man sagt von Kräften „sie halten sich das Gleichgewicht," 
wenn sie, aus einen Körper oder materiellen Punkt gleichzeitig wirkend, 
dessen Zustand, was Ruhe und Bewegung anlangt, nicht ändern; befindet
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sich der Körper oder Punkt dabei in Ruhe, so sagt man „er befindet 
sich im Gleichgewicht". Die Mechanik oder die Lehre von den 
Kräften, vom Gleichgewichte und von der Bewegung zerfällt hiernach in 
zwei Haupttheile, und zwar: 1) in die Statik, oder die Lehre vom 
Gleichgewichte; 2) in die Dynamik oder die Lehre von der 
Bewegung.

Was die Bewegung eines Punktes anlangt, so hat man zu unter­
scheiden: a) die Größe des Raumes, welchen derselbe in einer be­
stimmten Zeit durchläuft sdas Verhältuiß beider zu einander nennt man 
Geschwindigkeit — b) die Richtung in welcher er sich bewegt. 
Wenn also ein materieller Punkt während seiner Bewegung seine Geschwin­
digkeit, oder seine Richtung, oder beides ändert, so ist die Ursache hiervon 
in dem Wirken einer Kraft zu suchen. ■— Daß ein materieller Punkt oder 
ein Körper, auf den keine Kraft wirkt, wenn er rnht in Ruhe bleibt, 
wenn er sich bewegt in derselben Bewegung beharrt, sowohl in Beziehung 
aus Geschwindigkeit als aus Richtung, nennt man das Gesetz der Be­
harrlichkeit oder Trägheit der Materie*).

Aus dem Begriffe der Kraft geht hervor, daß wir auch an ihr unter­
scheiden müssen: a) die Größe oder Intensität mit welcher sie wirkt, 
b) die Richtung in welcher sie wirkt, c) den Ort, wo sie wirkt oder 
an greift. Da eine mathematische Linie ganz durch dieselben Momente 
bestimmt wird, so liegt nichts näher, als die Kräfte durch Linien 
zu repräsentireu.

Wirken mehrere Kräfte aus einen Punkt, so kann man sich stets eine 
Kraft denken, deren Größe und Richtung so beschaffen sind, daß genau 
dieselbe Bewegung erfolgen, oder im Allgemeinen dieselbe Wirkung entstehen 
würde, als in dem Falle, wo alle diese Kräfte zugleich wirken. Diese 
eine Kraft nennt man die Resultante, die auf den Punkt wirkenden 
einzelnen Kräfte heißen die Componenten. Die Componenten können 

*) Es ist also eigentlich eine Folge von dem Begriffe, den wir der Kraft beilegen, und 

wenn wir es aus der Erfahrung bestätigen wollen, so begehen wir einen Zirkel im 

Schluß.
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durch die Resultante, und diese durch jene ersetzt werden. Es versteht sich, 
daß mehrere aus einen Punkt wirkende Kräfte nur eine einzige ihrer 
Größe und Richtung nach bestimmte Resultante haben, denn sie können nur 
eine bestimmte Bewegung dieses Punktes hervorbringen. Aus die Bestim­
mung dieser Resultante kommt es vornehmlich an, denn ist sie — 0, so 
befinden sich die Kräfte im Gleichgewichte.

Den nachfolgenden Ausgaben schicken wir schlüßlich diese Grundsätze 
voraus:

a) Mehrere Kräfte, die aus einen Punkt in derselben 
Richtung wirken, haben ihre Summe zur Resultante;

b) zwei gleiche in entgegengesetzter Richtung aus einen 
Punkt wirkende Kräfte halten sich das Gleichgewicht. 
Daraus folgt erstens, daß zwei Kräfte nur unter 
dieser Bedingung im Gleichgewicht sein können; 
zweitens, daß zwei entgegengesetzt wirkende Kräfte 
ihren Unterschied zur Resultante haben; drittens, 

. daß wenn man eine der Resultante gleiche, aber ent­
gegengesetzte Kraft an ein System von Kräften an­
bringt, sie diesem System das Gleichgewicht hält, 
und umgekehrt, wenn ein System von Kräften im 
Gleichgewicht ist, eine, irgend einer der Kräfte gleiche, 
aber entgegengesetzte Kraft die Resultante der übri­
gen ist.

L. Aufgabe.
Die Resultante zweier gleicher unter einem beliebigen Winkel aus 

einen Punkt wirkender Kräfte zu bestimmen.

Kuftösung.
Bezeichnet man die beiden einander gleichen Kräfte uut K, den Winkel 

mit 2 w, so ist gewiß, daß durch die Resultante R der Winkel halbirt 
wird; man hat also nur noch ihre Größe zu bestimmen, die offenbar eine 
Funktion von К und co ist; also

R = ip [K, w].
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Die Resultante R' zweier einander gleicher Kräfte K', welche unter deui- 
selben Winkel 2 co wirken, wäre ip [к', co]; also

R' = гр PC <4
Läßt man die Componenten = K + к' sein, so ist ihre Resultante offen­
bar — R + R', aber auch =±= гр [K + K',co,], so daß also

V^[K + к', ы\= гр [K, co] + ip [к', co], 

woraus bekanntlich folgt, daß
R oder гр [К, со] = К ср [со] *), 

so daß also nur noch у [co] zu bestimmen wäre. Zu diesern Zwecke wollen 
wir jede Kraft К in zwei einander gleiche Kräfte k, die mit ihr deir 
Winkel co1 bilden, zerlegen, so ist nach dem Vorhergehenden

К — ky[coj, 
also

R — К ср [со] — к ср [со] ср [coj.
Andererseits aber ist, als Resultante der vier einander gleichen Kräfte k, 
Fig. 1, auch

R — к у [co — coj + ko- [co + coZ.
Folglich hat man:

(1.) cplaijfplco^ — y[co —coj + (p[co + coj, 

aus welcher Gleichung stch die Natur der Funktion <p leicht bestimmen läßt.
Es ist nämlich àr, daß cp [0°] — 2 und <p [90°] — 0 ist (Es 

wirken, 'wenn co — 0" ist, die beiden einander gleichen Kräfte К und 
К in einerlei Richtung, mithin ist die Resultante = 2K, aber es muß 
auch der Gleichung R — К ср [0°] Genüge geleistet sein, folglich muß 
<p[0°] — 2 sein; eben so leicht findet man, daß cp[90°] — 0 ist, denn 
ist co — 90°, so wirken die in Rede stehenden beiden Kräfte in entgegen­
gesetzter Richtung, mithin ist die Resultante — 0, also 0 — Kgo[90°], 

*) Siehe A. L. Cauchy's algebraische Analysis. Man muß bei der Beweisführung die 

Funktionen nur als Funktionen von К und K' betrachten, dann hat man: ф [K-j-K'J 

— ф [К] ф [K ] ; folglich ist <£[K] oder ф [К, eine solche Funktion, daß sie 

gleich ist dem Produkt der Nariablen К mit einer Constanten, die hier nichts anders 

sein kann als eine Funktion von



d. h. (p [90°] — 0.); was auch so geschrieben werden kann y [0°] — 
2 Cos (0°) und у [90°[ — 2 Cos (90°)» Aus Gleichung (L) aber folgt,

90°wenn co — cot = —, daß

(УЕт"])2= 2+»’[90oI = 2+2 Cos (90°) = 2(1+Cos(90°)) 

zqO°\= 4Cos2(^-), 

also

Ebenso leicht findet man, daß

9 Lt-J = 2Cos VT)
inib endlich, daß

m Г90°1 /90°\У L 2n J — 2 Cos ( 2« ) " ':

ist. Gibt man nun der Gleichung (1.) die Form
у [(О + to] = У [to] у [to,]   у [to СО j], 

90° 90°und setzt co — 2 — , tot = —, so bekommt man:

2 1*2Cos (2 Cos - Cos iê- ^)1 = 2CosszM;
L \ 2П/ \2П/ \ 2n 2n/J V 2n/

. , OßO ОАО
setzt inetu wiederum co = 3 —, w = _, so ergibt fich ebeuso

im Allgenieiuell also
„ Г 90°l on / 90°\

*) Der Natur nach kann <p nur einen positiven Werth, haben.
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was so viel ist, als
ср [w] = 2 Cos (w).

Hiermit ist die Funktion cp [to] bestimmt, und man hat folglich
R = 2 К Cos (co).

Construit man diesen Ausdruck geometrisch, so findet man, daß die 
Resultante die Diagonale des aus den beiden einander 
gleichen Komponenten gebildeten Rhombus ist. (Siehe Fig. 2.)

Hieraus läßt sich leicht ableiten, daß die Resultante zweier 
Kräfte von verschiedener Intensität, welche unter einem 
rechten Winkel gegen einander wirken, gleich der Digonale 
des aus ihnen gebildeten Rechtecks ist. (Siehe Fig. 3.)

Mit Hülse dieses Resultates aber gelangt man zu dem allgemeinen 
Satze, daß die Resultante zweier unter einem beliebigen 
Winkel wirkender Kräfte gleich ist der Diagonale des aus 
denselben gebildeten Parallelogramms. (Siehe Fig. 4.) Dieses 
ist der für die ganze Mechanik so wichtige Satz vom Parallelogramm 
der Kräfte.

Mit Hülfe dieses Satzes ist man im Stande durch geometrische Kon­
struktion die Resultante einer beliebigen Anzahl aus einen Punkt wirkender 
Kräfte zu finden, und umgekehrt kann man jede gegebene Kraft in eine 
beliebige Anzahl Komponenten zerlegen, von denen nur eine der Willkühr 
anheim gestellt ist. Viel bequemer jedoch läßt sich die Sache behandeln, 
und viel genauere Resultate erhält man mit Hülfe der analytischen Geo­
metrie, wie es die Auslösungen der nachfolgenden Ausgaben darthun sollen.

T. Anfgabe.
Die Resultante zu bestimmen und die Bedingungen des Gleich­

gewichtes eines Punktes anzugeben, aus den mehrere Kräfte in ver­
schiedenen Richtungen wirken, und zwar: 1) wenn er ganz frei ist; 
2) wenn er sich nur aus einer Fläche bewegen kann; 3) wenn er sich 
nur auf einer Curve bewegen kann.
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Auflösung.
Die Kräfte seien К, к', к",. ihre Richtungen, in denen sie 

den materiellen Punkt zu bewegen streben, seien resp. durch die Determi­
nanten *) 5, 7], Ç; I ' q f ç * I ,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  in Bezug aus ein durch
den materiellen Punkt gelegtes rechtwinkliges Axensystem, dessen Axen 
X, V, 2 sind, gegeben, so kann man offenbar eine jede der in Rede 
stehenden Kräfte zerlegen in ihre Projektion aus die Axe Z und aus die 
Ebene XY **), diese letztere aber wiederum in ihre Projektion aus die 
Axe X und aus die Axe ¥♦ Hiernach aber können die Kräfte К, к', К', 
. . . . . . . . . ersetzt werden eine jede durch ihre drei Components, also'resp' 
durch KŠ, M, KÇ; kV, kV, kV; kT, kV, kT;.......... , 
denn bekanntlich ist K§ die Projektion der Kraft К aus die Axe X, K^' 
die Projektion der Kraft К aus die Axen Y, KÇ die Projektion der Kraft 
К aus die Axe Z, kV die Projektion der Kraft K' auf die Axe X u. s. w. 
Es wirken also in der Richtung der Axen X, Y, Z resp. die Kräfte

(2.) K'§ + kV' + K'T +. . . . . . . . . . . .
(3.) К T] + к V + k'V" + ♦♦♦♦♦
(4.) K£ + K'V + K'V" 4-. . . . . . . . . . . .

Bezeichnet man die Resultante der gleichzeitig aus einen Punkt wir­
kenden ^Kräfte К, К, К . durch R, ihre Determinanten durch 
S'Jb V ^Jtnï> ihre Projektionen aus die Axen X, Y, Z offenbar resp. 
RS, RR V Da nun diese letztem als die Komponenten der Resultante 
betrachtet werden können, so müssen sie resp. den Ausdrücken (2.), (3.), (4.) 
gleich sein, und hiermit ist die Resultante ihrer Größe und Richtung nach 
bestimmt, nämlich:

*) Die Determinanten einer Linie sind die Cosinusse der Winkel, welchen die Linie mit 

jeder der drei Axen, oder mit Linien, die den drei Axen eines rechtwinkligen Axen- 

systems parallel sind, bilden; man bezeichnet sie gewöhnlich mit den griechischen 

Buchstaben f, wo § die Determinante in Bezug auf die Axe X, v die Deter- 

àante in Bezug auf die Axe Y und die Determinante in Bezug auf die Axe Z ist.

**) X Y nennen wir die Ebene, welche man sich durch die Axe X und die Axe Y 

Sägt denken kann, so daß die Axe Z auf ihr senkrecht steht. Analoges gilt von 

den Ebenen XZ und YZ.
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R = Y[К$+КТ+К"§"+.. -Г+ [K^ + K'r/4-K"z/'+..,]а+ [KÇ+KT+K"r+.. ]2
- KŠ + KY+ кТ+... - ю? + ку+ kV+---

6 = - - - - - - - - - - - - R- - - - - - - - - - - - ' ’ = - - - - - - - - - - - - - R- - - - - - - - - - - - -
7 = К£+КУ+КТ+...

R *
1) Wenn der materielle Punkt ganz frei ist, so befindet er 

sich im Gleichgewichte, wenn die Resultante R — 0 ist, wenn also den 
Bedingungsgleichungen

f к š + к' + к'Т +. . . . . . . . .= о,
I. ) Кт/ + К'?' + к"< 4-. . . . . . . . .= 0,

( к£ + кЧ' + к'Т +. . . . . . . . .= о

Genüge geleistet ist. Diese drei Bedingungsgleichungen reduciren sich aus 
die eine Bedingungsgleichung des Gleichgewichtes, nämlich:
K2+K'2+K"2+....+2KK' [&'+ w'+ <&'] + 2KK"[^"+ rpf-t- ÇÇ"] +.... = 0.

2) Wenn der materielle Punkt an eine Fläche gebunden 
ist, aus welcher allein nur er sich bewegen kann, so ist derselbe, wenn 
die Fläche durch die Gleichung f (x, y, z) — 0, oder kürzer u = 0 gege­
ben ist, im Gleichgewichte, wenn die Resultante auf der Fläche senkrecht 
steht. Sind die Determinanten der Normale der Fläche «, ß, y, welche 
bekanntlich diese Werthe haben: 

(Э

so ist Gleichgewicht, wenn sich verhalten
(K§ +KÏ+K''S"'+(Ю74ХУ+К Y+ (KÇ+K'Ç+K"£"+ ...)=«:/?:/;
dieses läßt sich auch so schreiben:

/ К § + К £ + K" S" +. . . . . . . . . . = К a,
ii. J к? + k'V + к>" +. . . . . . . . . . = М,

\ KÇ + к' U + к"Г +. . . . . . . . . . = К/, 
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mid К = + R ist dann der Druck, welchen der Punkt aus die Fläche 
ausübt, und letztere wirkt ganz so, wie eine Kraft in der Richtung der 
Normale der Fläche, deren Intensität — — IC (Es ist dieses der 
Widerstand der Fläche.)

3) Kann der materielle Punkt sich endlich nur aus einer 
Ebene bewegen, welche durch die beiden Gleichungen u = 0, v = 0 
gegeben ist, so ist Gleichgewicht da, wenn die Resnltante aus der 
Curve senkrecht steht. Sind' die Determiilanten der Tangente der Curve 
a, ß, y, welche bekanntlich resp. die Werthe

dx dy dz
Xdx2+ dy2+ dz2 ' Vdx2+ .... ' Xdx2+....

haben, so ist das Gleichgewicht erhalten, wenn
(5.) [K‘M'§,+K''§"+...]â+[Kv+K^+K,^'+...ÿ+[KÇ+K,Ç,+K,^,,+...jÿ=rO;
dieses läßt sich auch so schreiben:

/ + K'§' + К" X +. . . . . . . . . . .= Ka + К'a
III. ) Кт/ + K'V + K"-ri' +. . . . . . . . . . .= Kß + Кß*

\ КÇ + K'Ç' + K"*ç" +. . . . . . . . . . . == Ку + Kiy, 

denn eliminirt man aus den Gleichungen III. К und K, so erhält man 
Gleichung (5.). Hier sind nun offenbar К und Kl die Komponenten des 
Druckes senkrecht resp. aus die Flächen u = 0 und v = 0. Der ganze 
Druck aus die Curve ist wieder — R. Daß aber К uud Kl wirklich die

*) a, ß, 7 finb die Determinanten der durch die Gleichung u — 0 gegebenen Fläche,

ebenso sind ß‘, / die Determinanten der durch die Gleichung v — 0 gegebenen Fläche,
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Druckkräfte aus die beiden in Rede stehenden Flächen sind, steht man dar­
aus, daß, wenn man sie mit D und D' bezeichnet, sie ebenfalls durch die 
Gleichungen

D « -j- D' a' = К § + K' + K" +.........
v/S.-i- D'/S' = + ку + kV + .....

Dy + D'y’ = KÇ + K'Ç' + К"£" +. . . . . . . .
gegeben sind. Auch hier können an die Stelle der beiden widerstehenden
Flächen Kräfte substitnirt werden — — К und — K'.

Man kann die Bedingungen des Gleichgewichtes für diese verschiede­
nen Fälle alle unter einem gemeinsamen Gesichtspunkte znsammensassen. 
Immer nämlich muß, wenn die Kräfte im Gleichgewichte 
sind, die Summe der Projektionen aller Kräfte auf eine 
jede Richtung, in welcher sich der Punkt bewegen kann, 
— 0 sein (wobei natürlich die Projektionen, welche aus die entgegenge­
setzte Seite dieser Richtungen fallen, auch das entgegengesetzte Zeichen er­
halten). Bezeichnen wir nun mit a, ß, / die Determinanten der Rich­
tung, in welcher der Punkt sich zu bewegen vermag, so sind die aus letz­
tere projicirten Kräfte
K(£« + ijß +-£y), K(5'a + ifß + Çy), K"(‘š"« + y"ß + Ç”y), rc., 
und es ist in jedem Falle Gleichgewicht, wenn
IV. (КМ'§'+К"^+...)а+(К^+К^'+К'^'+...)Д+(К^К’^+К"^+...)7=0. 
Ist nun der Punkt ganz frei, so muß Gleichung IV. sur jeden beliebi­
gen Werth von a, ß, 7 stattfinden, also auch für die resp. Werthe 1, 0, 0; 
woraus folgt, daß dann -

KŠ + + K'T +. . . . . . . . = 0
sein muß; eben so findet man aber auch, daß
к?? + ку + kV +.......= о und к’; + Kt' + K't" +. . . . . . . = o
sein muß; kurz es müssen die unter I. ausgestellten Bedingungsgleichungen 
erfüllt sein.

Ist der Punkt an eine Fläche gebunden, so kann die Richtung 
a, ß, 7 nur in der Tangentialebene der Fläche liegen, und dann erhält 
man die Bedingungsgleichungen II.
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Kann sich der Punkt endlich nur aus einer Ebene bewegen, so müssen 
a, ß, 7 der Richtung der Tangente der Cnrve angehören, und wir er­
halten die Gleichungen III.

Wir können Gleichung IV. noch unter einer andern Form geben. Bezeich­
nen wir nämlich die Koordinaten des Punktes, aus welchen die Kräfte К, к',
к ', re. wirken durch x, у, z; die Koordinaten irgend eines beliebigen Punktes 
in der Richtung der Kraft К durch a, b, c, eben so die eines Punktes 
in der Richtung der Kraft к' durch a', b', c, rc.; und die Entfernungen 
der Punkte (a, b, c), (a, b', c), (a", bv, c"), re. von dem Punkte (x, y, z) 
resp. durch e, e', e" rc!, so ist e = Y(x — a)2 + (y — b)2 + (z — c)2,

Findet nun eine unendlich kleine Veränderung des Punktes (x,y,z) nach der Rich­
tung a, ß, 7 Statt, und wird die entsprechende Veränderung der Koordina­
ten durch dx, dy, dz bezeichnet, so ist а = —, ß = ÊZ, 7 == É?, 

E - E E
und hiernach verwandelt sich Gleichung IV. in diese: ‘
Гк^+к'^+к"!—4-Гк^Ьк'^')+..15у 
L \dx/ Vdx/ V dx / -1 e L \dy/ \dy / Je

4- Гк(^) + к'= 0, 
L \dz/ V dz / Je

oder
K d.e + K' d.e' + К" d.e" +. . . . . . . . . .= 0.

Man sieht also, daß beim Gleichgewichte die Summe der 
Kräfte eine jede von ihnen vorher multiplicirt mit der 
Veränderung, welche resp. die Linien, in welcher die Kräfte 
wirken, bei einer unendlich kleinen und zufolge der Bedin­
gungen möglichen Verrückung des Punktes erfahren, Null 
sein muß; und umgekehrt findet Gleichgewicht Statt, wenn 
dieses für jede mögliche Verrückung der Fall ist. Dieses ist 
das sogenannte Princip der virtuellen Geschwindigkeiten.
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S Aufgabe.
Man soll, wenn zwei in einer Ebene liegende Kräfte auf zwei 

mit einander sestverbundene Punkte wirken , die Resultate der beiden 
Kräfte, wenn es überhaupt eine solche gibt, bestimmen.

- Auflösung.
L und L' seien die fest mit einander verbundenen Punkte; К und K' 

die resp. auf sie wirkenden Kräfte; a und « die Winkel, welche sie mit 
der Verbindungslinie LL' in einer bestimmten Richtung gerechnet bilden. 
Es ist nun erstlich klar, daß man den Angriffspunkt einer Kraft beliebig 
in ihrer Richtung versetzen kann, vorausgesetzt, daß der neue Angriffs­
punkt mit dem ursprünglichen fest verbunden ist. Versetzen wir also beide 
Kräfte in den Durchschnittspunkt A, Fig. 5., ihrer Richtungen, und 
machen AB = К, АС — к', so wird die Diagonale des Parallelo­
gramms ABDC, oder die Linie AD die gesuchte Resultante R sein, die 
wir auch in den Punkt I versetzen können. Wir haben nun die Größe 
und Richtung von AD und die Lage des Punktes I zu bestimmen. Bezeich­
nen wir den Winkel AIL, welchen die Richtung der Resultante mit LL' 
bildet durch /, ziehen die Linie ST # LL', und fällen die Perpendikel 
BE, CF, DG und CH, so ist

BE = К Sin.a; CF = K' SinV; D G = R Sin./;
AE — -— KCos.a; AF = К Cos.a'; AG — R.Cos./;

da aber ADCH^BAE, so ist
DG = BE + CF und AG = AF — AE: 

also haben wir:
V. RSin./ — KSin.a + К Sin.с/, RCos./ — KCos.a + K'Cos.a', 

wodurch R und /, d. b. Größe und Richtung der Resultante bestimmt
sind. Ziehen wir nun noch BB' und CHC' # LL' 1111b IM senkrecht
aus ST, und bezeichnen wir IL durch q, IL' durch q', so ist BB' —

К Sin.a * *) n n' г К' Sin.tz' n n>q.- - - - - - - - - - - und CC — q .- - - - - - - - - , also, MBB — CC
IM IM'

». _ IM e. ,T IM IM с,.,«-* T. IM
*) Denn — 8m.«, also AL — —— ; —- — Sm.«',al о AL' — -------

AL Sm.« AL' Sin.«'
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VI. q К Sin.« — q' К' Sin.«', 
wodurch die Lage des Punktes I, des Angriffspunktes der Resultante be­
stimmt ist. In Gleichung VI. ist auch das Gesetz des Hebels gegeben. 
Denken wir uns nehmlich den Punkt I unverrückbar befestigt, so daß stch 
die Punkte L, L' nur um ihn drehen können, so haben wir einen 
mathematischen Hebel, und dieser wird offenbar im Gleichgewichte sein, 
was auch die Resultante für eine Größe und Richtung haben mag, wenn 
nur der Punkt I die durch Gleichung VI. bestimmte Lage hat. Die Größe 
KqSin.« nennt man das Moment der Kraft К in Bezug aus den 
Punkt I, und dieses ist offenbar das Produkt aus der Kraft und 
dem Perpendikel von I aus ihre Richtung. Man sagt daher: 
die Bedingung des Gleichgewichts an einem Hebel ist die 
Gleichheit der Momente beider Kräfte in Bezug aus den 
Unterstützungspunkt. Richtiger wäre es zu sagen: die Summe 
der Momente muß Null sein, oder die Momente müssen dem 
Zahlenwerthe nach einander gleich, dem Vorzeichen nach 
aber entgegengesetzt sein; indem man die Momente nur dann als 
wirklich gleich ansieht, wenn sie den Hebel in demselben Sinne zu drehen 
streben.

Um die Lage des Punktes I, des sogenannten Hypomochliums, zu 
bestimmen, nimmt man am besten aus der Linie Li/ einen beliebigen An­
fangspunkt. Ist die Entfernung des Punktes L von dem letztem — a, 
die des Punktes L' — a', und die des Punktes I — c, so ist q --- e — а 
und q' — а -— c, also gibt Gleichung VI. :

(c — а) К Sin.« — (а-—■ c) K'Sin.«', 
oder

а К Sin.« + а К' Sin.«'VIL- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - c — - - - - - - - - - - - - - 7-------------—.K Sin.« + К Sin.«
Ist in diesem Ausdrucke der Nenner, also К Sin.« + K' Sin.«' — 0, 
so wird c =œ, falls nicht etwa auch der Zähler а К Sin.« + а к' Sin.«' 
— 0 ist, was dann aber nur sein kann, wenn entweder а — a', oder 
К Sin.« — 0 — К'Sin.«'. Es läßt sich also dann keine Resultante 
an einem Punkte der Linie LL' angebracht denken, womit noch nicht 
gesagt ist, daß überhaupt keine Resultante existire, doch kann auch 
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dieser Fall eintreten. Um dieses genau zu untersuchen, wollen wir die 
Betrachtung aus eine andere Weise anstellen, wodurch sich zugleich die 
Allgemeinheit der Gleichungen V. und VII. ergeben wird, die aus der 
obigen geometrischen Betrachtung nicht ohne Weiteres einleuchtet.

Die Coordinaten des Angriffspunktes der Kraft К mögen a und b 
heißen, ihre Determinanten § und т;, eben so für die Kraft к' die Coor­
dinaten a' und b', die Determinanten und t/; versetzen wir nun die 
Kräfte nach ihrem Durchschnittspunkte, und zerlegen sie nach den Axen, 
so ergeben sich nachstehende Werthe für die Komponenten:

nach der Axe X : und K' 
nach der Axe Y : Кт; und К т/.

Bezeichnen wir nun die Determinanten ihrer Resultante R mit Š und t;, 
so haben wir offenbar, wenn wir auch die Resultante nach den Axen zer­
legen : _ .

VIII. R§ = KŠ + K'S', Rÿ = Кт; + К/, 
welche Gleichungen mit den Gleichungen V. identisch sind. Die Resul­
tante geht aber durch den Durchschnittspunkt der beiden Kräfte К und К , 
deren Gleichungen diese sind:
(6.) 'n(x—a) — S(y—b) == 0 und (7.) t/(x—a') — £'(y—b') = 0, 
und die Gleichung der Resultante ist zufolge der Gleichung VIII.

(8.) [Кт; + K't/](x—ä) — [KS + KT](y—b) = o, 
too a, b die Coordinaten eines willkührlichen Punktes in der Resultante 
bezeichnen; ■— folglich müssen dieselben Werthe von х und у allen drei 
Gleichungen entsprechen. Eliminiren wir daher x und y, indem wir 
Gleichung (6.) mit — K, Gleichung (7.) mit •— K' multipliciren, und 
addiren dann, so bekommen wir:
IX. (Кт; + к'т;') ä— (K§ -j- KT) ь = (аКт; + а'К'т/) — (bKŠ + b'KT), 
welcher Gleichung die Coordinaten a, b entsprechen müssen, oder was 
dasselbe sagen will, welches in a, b die Gleichung der Resultante ist. 
Man sieht also, daß es immer eine Resultante gibt, so lange 
nicht zugleich

KŠ + KT = 0 und Кт; + ку == О, 
d. h. К — К', Š' — — š und 7]' = — T;
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ist, was sagen will: so lange nicht die Kräfte einander gleich 
sind, und in entgegengesetzter Richtung wirken, und selbst 
dann existirt noch eine Resultante, nämlich wenn auch

(аКт? + a'KV) — (bKŠ + b'KT) = 0 *)
ist; welche Bedingungsgleichung sich für unsern Fall aus diese reducirt:

. [?(a —а) — §(b- b')] == 0,
und aussagt, daß der Punkt (a', b') in der Linie der Kraft К liegen, und 
also die gleiche Kraft K', wegen und У = — у der Kraft
К geradezu entgegengesetzt sein muß.

Nur in dem Falle also, wo die Kräfte in Hinsicht der In­
tensität einander gleich, in Hinsicht der Richtung einander 
entgegengesetzt sind, aber nicht in eine Linie zusammen- 
sallen, wo also (a — а) — (b—b') nicht —0 ist, haben wir 
keine Resultante, indem dieselbe nicht nur Null ist, sondern auch in 
die Unendlichkeit fällt. Wir wollen solche zwei Kräfte gepaarte Kräfte 
nennen.

Unter den verschiedenen Werthen, welche der Gleichung IX. entsprechen, 
.sind auch diese: . . . . . .

- __ aKz/ + a' К' -rj - __ b К § + b' К' [ПБГЙН.пЙг?
К^ + К'г/ ' 3 KŠ+К'Г ; - - - - - - - —-

es sind dieses aber nicht die Coordinaten des Durchschnittspunktes der 
Resultante mit der Verbindungslinie der Punkte (a, b) und (a', b'), wie 
man leicht daraus ersteht, daß sie der Gleichung

/а — a\   /а' — a\
4— V vb'—b'

nicht nothwendig entsprechen. Wir können uns die Resultante immer in

*) Denn dann kann der Gleichung IX. durch endliche Werthe von a, b Genüge ge­

leistet werden, und zwar können a und b jeden beliebigen endlichen Werth haben; 

dies ist jedoch nicht der Fall, wenn (а К v + a'K't/) — (b K f -j- b' K' /) nicht 

— 0, weil dann der Gleichung IX. nur durch unendliche Werthe von a und b 

entsprochen werden kann. •

2
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diesen Punkt verlegt denken (nur in dem Falle nicht, wo gar keine Resul­
tante existirt), und sie ist vollständig durch diese Gleichungen bestimmt:

„ (R i = K£ + K'£', R Г] = + K' ri,
' (a R 7] — а К 77 + a'K'ÿ, b R Š — b К £ + b' К' S'.

ê. Aufgabe.
Man soll, wenn aus ein System von Punkten, die alle in einer 

Ebene liegen und durch ihre Eoordinaten gegeben sind, in derselben 
Ebene liegende Kräfte wirken, die Resultante, wenn es eine solche 
gibt, bestimmen und die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts 
entwickeln.

Luftösung.
Die Eoordinaten der Punkte seien (x, y), « yO, (x", y"), rc.; die 

resp. Kräfte K, K', K", rc., welche in den Richtungen (S, 17), (S', 4% 
(§",УО, u* wirken. Zerlegen wir die Kräfte nach den zwei Axen des 
Axensystems, und bezeichnet die sich ergebenden Eomponenten mit X, Y; 
X', Y'; X", Y"; rc., so können wir die beiden ersten Kräfte К und K' 
ersetzt denken durch die Resultante R', deren Eomponenten X und Ÿ seien, 
und die im Punkte (x, y) wirkt, und wir haben nach X.:

X = X+X', Y = Y + Y', xY = xY+xY', yX — yX-s-yX'.
Ersetzen wir ferner die Kräfte R' und K" durch ihre Resultante R", deren 
Angriffspunkt durch (x, y) gegeben sei, und deren Eomponenten X, Y 

seien, so hat man:

X = i+X"=X + X' + r, Y = Ÿ + Y" = Y + Y' + Y", 

xŸ=x Ÿ+ x"Y"=xY+x'Y'+x ' Y", y X^y X + y"X"=yX+y'Xz+y'X". 
R" ist also offenbar die Resultante der drei Kräfte К, К', K". Fährt 
man nun so fort, so ist klar, daß sich, wenn die Resultante aller Kräfte 
mit R, ihr Angriffspunkt mit (x, yj bezeichnet wird, und ihre Componen- 
ten X, Ÿ sind, die nachfolgenden Gleichungen ergeben:
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r (X = X + X' + X" + X'" + &c. = 2 (X),
XL (Ÿ = Y + Y' + Y" + Y"' + &c. == 2 (Y),

r (xŸ = xY + xY' + x"Y" + x'"Y'" + &c. = 2 (xY),
X1L (yX = yX + yX' + y"X" + y"X"' + &c. = S (yX).

Hieraus ist ersichtlich, daß die Resultante aller Kräfte
R = Tx2 4- Ÿ2

ist, daß ihre Determinanten

2L und — 
R R

und die Coordinateu ihres Angriffspunktes
- 5(xY) - 5(yX)X = -y- und y =

sind, wobei übrigens zu bemerken ist, daß die Resultante nichtnothwendig 
in diesem Punkte wirkend gedacht zu werden braucht, sondern in jedem 
Punkte ihrer Richtung angebracht sein kann; die Größen x, y brauchen 
also eigentlich nur der Gleichung

2 (xY)
X Ÿ _ X
- 2 (yX) — у '
У ■— ———X

oder
XIII. xŸ — yX = 2 (xY) — 2(yX) = 2(xY —yX) 

zu entsprechen.
Es wird also immer eine Resultante — Y 2 [X]2 + 2 [Y]2 sein, 

deren Gleichung x2(Y) — yZ(X) = 5(xY —yX) und Determinanten
und pS, es sei denn, daß I(X) = 0 und 2(Y) = 0, ohne 

daß 5(xY —yX) = 0 ist.
Finden demnach die Gleichungen Statt:

/5 (X) = + KT + K'T +.... = o,
XIV. <2 (Y) = K? + КТ + K'T" + .... = 0,

\2 (xY ■— yX) — К (xr/ — y'ß) + К' (х'т/ — yT) + .... — 0, 
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so ist das System von Kräften im Gleichgewichte, denn es hat 
eine Resultante, die — О ist, ohne in die Unendlichkeit zu fallen, und die 
an jedem beliebigen Punkte angebracht werden karm. Es müssen aber auch 
umgekehrt diese Bedingungsgleichungen alle drei Statt haben, wenn Gleich­
gewicht sein soll; die ersten beiden, weil sonst die Resultante nicht Null 
wäre, die letzte, weil sonst die Kräfte sich auf zwei gepaarte Kräfte redu- 
ciren ließeu. Dieses sieht man folgendermaßen leicht ein. Bringt man 
noch eine beliebige Kraft К mit den Determinanten i, t] und im Punkte 
(x, y) wirkend an, so hat das ganze System eine Resultante, welche durch 
die folgenden Gleichungen bestimmt ist:

R Š = Kf- + I(X) = KŽ,
R 7 = Кз? + 2 (Y) = ib?,

• R (X4 — ÿ ï) = K(xy — yž) + 2(xY —yX),

und aus denen folgt, daß R — K, § = £, 37 = 37 und (x—x)?/ —
- . . 2(xY- yX)

(У — y) £ — - - - - - - - g- - - - - - - . Da nun das ganze System von Kräften 

vereinigt mit der Kraft K, deren Richtung (Ž, 37) und Angriffspunkt (x, y), 
der Resultante R equivalent ist, so ist das System allein dieser Resultante 
d. h. К vereinigt mit einer der К entgegengesetzten Kraft equivalent, d. h. 
es wird ersetzt durch zwei gepaarte Kräfte (Siehe pag-. 17.), weil 

L I(xY—yX)
nehmüch (x — x)y — (y■— y)š nrcht — 0, sondern —- - - - - - g- - - - - , 

d. h. die entgegengesetzte Kraft — К nicht in der Linie der Resultante 
+ К wirkt. Die beiden gepaarten Kräfte + К und — к sind bestimmt 
durch

k; i, 37; x, у und к; — 'ê, — 37; x, y.

Es folgt weiter, daß, weil wir К und die Richtung (§, der neuen 
Kraft willkührlich gewählt haben, die gemeinschaftliche Richtung und In­
tensität der gepaarten Kräfte beliebig ist, nur muß (x—x)^ — (y—y)£,
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d. h. die senkrechte Entfernung *)

chen sie wirken, — ^(xY-yX) 
К

der beiden Linien in wel- 

also ihrer Intensität umgekehrt

proportional sein. Ein solches System wird also durch unzählige Paare 
gepaarter Kräfte ersetzt.

Ist ein Punkt der Ebene in welcher die Kräfte wirken unbeweglich, 
so wird offenbar zum Gleichgewicht erforderlich sein, daß die Resultante 
durch ihn gehe. Nehmen wir ihn zum Anfangspunkte der Koordinaten, 
so sind seine Koordinaten — 0, also müßte nur der Gleichung XIII. durch 
Me Werthe x = 0 und у — 0 genügt werden, d. h. es müßte 

(x Y УХ) — К (xу ■— у£) + к'(х'?' — y' £') + 2C. = 0 sein. 
Das Produkt K(x^ — y§) ist das Moment der Kraft К in Bezug 
aus den Anfangspunkt des Axensystems, und zwar positiv oder negativ 
genommen, je nachdem die Kraft К den Punkt (x,y) in der Richtung 
von der Axe x zur Axe y, oder in der entgegengesetzten Richtung um 
den Anfangspunkt zu drehen strebt.

Die Gleichungen XL, XIII., XIV., und die Gleichungen 5 (xY-—yX) 
= 0 lassen sich aus folgende Weise resp. in Worte fassen: 1) Die Com- 

*) Bezeichnet man nämlich die Entfernung der beiden Punkte (x, y), (x, y) mit >-, 

so kann man, weiter = Y(ï —x)2-|- (ÿ —y)2 ist, (x —x)^ — (ÿ —y)f 

rt. ч Пх —x)»/ (y — y)
schreiben: ---------- — y— J r. Stellen nun MN, MO, Fig. 6, die

Leiten rechtwinkligen Axen, к und k' die beiden gepaarten Kräfte vor, von denen 

die erstere in dem durch die Coordinaten x, у bestimmten Punkte p, die andere 

in dem durch die Coordinaten х, у bestimmten Punkte p' angreift, so ist offenbar, 

wenn po senkrecht auf das von p' auf die Axe der Abscissen gefällte Perpendikel 

p's gezogen, und der Winkel p'po mit cp, der Winkel opt mit ф bezeichnet wird, 

X--- X у--- у ,
у-— — Cos.Ф, — = Sin da aber y — Cos.Oup = — Sin.Mlp

— — 8in.opt — — Sin.ch, und F — Cos. Mtp — Cos. opt — Cos. ф, so

verwandelt sich der Ausdruck rin--- [Sin. ф. Cos. ф ±

Cos. ф Sin. ç] d. i in — r Sin woraus ohne Weiteres die obige Be­

hauptung folgt.
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ponenten der Resultante sind gleich der Summe der Com- 
ponenten der einzelnen Kräfte; 2) das Moment der Resul­
tante ist gleich der Summe der Momente der einzelnen 
Kräfte; 3) wenn das System von Kräften ganz frei ist, so 
hat man Gleichgewicht, wenn die Summe der Componenten 
der Kräfte, und die Summe der Momente in Bezug aus 
den Anfangspunkt des Axensystems Null ist; 4) wenn ein 
Punkt in der Ebene in welcher die Kräfte wirken fest ist, 
so hat man Gleichgewicht, wenn die Summe der Momente 
der einzelnen Kräfte bezogen aus diesen Punkt, als An­
fangspunkt des Axensystems, Null ist.

L. Aufgabe.
Es sei im Raume ein System von Punkten gegeben, welche zwar 

beliebige Lage haben, aber fest mit einander verbunden sind; aus dieses 
System wirken verschiedene Kräfte in beliebigen Richtungen; man soll 
die Resultante bestimmen, wenn es eine solche gibt / und die Bedingun­
gen des Gleichgewichts finden.

Auflösung.
Die Punkte seien durch die Coordinaten x, y, z; x', y, z; x", 

y", z"; rc., die aus sie resp. wirkenden Kräfte durch ihre Componenten 
X, Y, Z; X', Y', Z'; X", Y", Z"; Le. gegeben. Schnitten alle diese 
Kräfte die Ebene (X, Y), so könnten wir dieselben ohne Weiteres an diese 
Durchschnittspunkte versetzen, da jedoch nicht von allen Kräften dieses vor­
auszusetzen ist, so wollen wir dieselben durch zwei Systeme ersetzen, nehmlich:

Die Kräfte I. werden jetzt immer die Ebene (X, Y) schneiden, wenn 
wir nur die Q, Q', Q", rc. gehörig wählen; eben so die Kräfte II. Ver-

Angriffspunkte. Kräfte I. Kräfte II.
x, y, z; X, Y, Z + Q; 0, 0, — Q;
x', y', z'; X', Y', Z' + Q' 0, 0, - Q';
x", у", z"; X", Y", Z" + Q"; 0, 0, - Q";

Le. Le. ; Le. Le. ; Le. Le.
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setzen wir sie jetzt nach den Durchschnittspunkten, so bekommen wir fol­
gende Systeme:

Angriffspunkte. Kräfte. Angriffspunkte. Kräfte.
7v 7v

x~ž+õ' у-5+q; x-Y-z+e; x'y; 0'0-0, 

у'-z^î x''v''Z'+C'; < y'; 0,0-Ql

&C. ; &C. 5 &C.J &C. J &C.

Von diesen beiden Systemen wirken die Kräfte des einen senkrecht zur 
Hauptebene (X, Y) des Axensystems, und die Kräfte des andern Systems 
in der Hauptebene (X, Y). Das System von Kräften, welches in der 
Hauptebene (X, Y) liegt, ist folgendermaßen bestimmt:

I (X) — A, 2 (Y) = B, 2 (xY•—■ yX) = N.

Das System senkrecht zur Hauptebene (X, Y) ist durch folgende Glei­
chungen gegeben:

2(Z) = C, I (yZ —zY) = L, 2 (zX —xZ) = M.

Haben wir also erstens
Л, В und 6 — 0 und auch L, M und N = 0, 

so ist Gleichgewicht.

Haben wir zweitens
А, В und 0 — 0, aber nicht auch L, U und X — 0,

und wir bringen eine Kraft (X, Y, Z) im Punkte (x, y, 7) und eine Kraft 
(—X, — Y, — Ž) im Punkte (x, y, z) an, so ist offenbar Gleichgewicht 
da, wenn nur -

(y—y) Ž — (z — z) Y — L, (z —z) X — (x — x) Ž — M, 

(x —x)Y — (y •—• y) X = N,

d. h. LX+MY + NŽ — 0, und auch L(x—-x) + M(y—x) + N(z—7) = 0,

Md Y[(y-y)ž-(ž-ž)i]2 + [(Ž-7)X-(i-x)Ž]2 + [(i-x)Ÿ-(ÿ-7)XF

= Kl? + M2 + №;
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das System ist in diesem Falle also equivalent zweien be­
liebigen gepaarten Kräften, nehmlich (X, Ÿ, 2) im Punkte 
(x, y, z) und (— X, ■— Y,— Z) im Punkte (x, y, z); jedoch müs­
sen diese in einer Ebene liegen, deren Determinanten sich 
wie L : M : N verhalten, und das Moment der einen gegen 
die andern muß — ]^L2 + M2 + X2 sein.

Haben wir drittens nicht A, В und C — 0, aber doch AL 
+ BM + CN = 0, und wir denken uns eine Kraft (—X, — Y,— Ž) 
im Punkte (x, y, z) angebracht, so entsteht Gleichgewicht, sobald

X — A, yŽ — zY = L, yC ■— zB = L,
Ÿ = В, und zX — xŽ M, oder zА — xC — M,
Ž = C, xY — yX = N, xB — y A = N,

welchen letztem drei Gleichungen durch x, y, z genügt werden kann, weil
AL + BM + CN 0 ift, und zwar durch endliche Werthe von x, 
у, z. Also ist in diesem Falle das System einer Kraft (X, 
Y, Ž) im Punkte (x, y, z) equivalent; es hat eine Resultante.

Haben wir viertens nicht А, В und C = 0, und auch nicht 
AL + BM + CN = 0, so wollen wir eine Kraft (X, Y, Ž) und eine 
(—X, — Y, — Ž), beide im Punkte (x, y, z) anbringen. Die letztere 
wird stch mit allen gegebenen in eine Resultante vereinigen lassen (X, Y, Z) 
im Punkte (x, y, z), die so bestimmt ist:

X — А — X, Ÿ — В — Y, Z = C — Z, 
yŽ — zŸ — L — (yZ — zY), zX — xŽ — M —; (zX — xŽ), 

und endlich __ __
xY — yX = N — (xY — yX);

hiernach also kann das ganze System durch zwei Kräfte er­
setzt werden, nnd zwar aus unzählige Arten, da die will- 
kührlich gewählte Kraft (X, Ÿ, Ž) im Punkte (x, y, z) nur so 
beschaffen sein muß, daß X : Y : Z nicht wie А : В : C und 
daß LX + MY + NŽ 4- A(yŽ-zY) + B(zX-xŽ) + C(zY-yX) 
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----- AL + BM + CN, die in Rede stehenden beiden Kräfte 
liegen aber in zwei verschiedenen Ebenen*) lassen sich also 
weder zu einer vereinigen, noch sind es zwei gepaarte Kräfte.

Sind zwei der Größen A, B, C nicht — 0, z. B. A und B, so 
kann inan die zwei Kräfte so bestimmen:

. . . . M . L ♦
X — 0, Y = 0, Z = C, X — — -Ç-, у = —, z beliebig ; 

X= A, Ÿ = B, Ž = 0, xB ■— yA = N, z = 0.

Ist aber nur eine von den Größen А, В, 6 nicht ----- О, z. B. die 
Größe C, so kann man die zwei Kräfte so bestimmen:

. ... . . ... L N .
X beliebig, Y = 0, Z — 0, x beliebig, y = — -v-, z = 0;

- _ M - L - л
X = — X, Y = 0, Z = C, x = — y = -ç-/ z = 0.

Aus den vorhergehenden Betrachtungen ist nun auch klar, daß die 
Gleichungen

5(X) = 0, 2 (Y) = 0, 2(Z) = 0,
2(yZ — zY) = 0, 2(zX -—- xZ) = 0, I (xY — yX) -----0

nicht nur genügende, sondern auch nothwendige Bedingungen des 
Glechgewichts stnd. Sie gelten übrigens nicht blos für ein festes System, 
sondern auch für ein bewegliches System, wenn Gleichgewicht stattfinden 
soll, aber sie genügen im letztem Falle nicht.

Schließlich wollen wir noch die Bedingungsgleichungen des Gleich­
gewichts eines Systems von Punkten aussuchen unter der Voraussetzung, 
daß dieses nicht ganz frei ist.

Erstens sei der Punkt (a, b, c), der mit dem Systeme von 
Punkten fest verbunden ist, unbeweglich. In diesem Falle ist offenbar 

*) Daß die Leiden Kräfte nicht in einer Ebene liegen geht daraus hervor, daß 

[(ÿ-y)Z-(M)YJ X + [(z—z)X — (x—x)Ž] Y[(x—x)Ÿ — (y—y)X]Z==

AL + BM +*tN,
also nicht — 0 ist.
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zum Gleichgewichte nothwendig und genügt auch dazu, daß das System 
eine Resultante habe, die durch den Punkt (a, b, c) geht, was zutreffen 
wird, wenn die Gleichungen

bC — cB = L, cA — aC — M, aB — b A — N
erfüllt sind.

Wäre der Punkt (a, b, c) nicht unbeweglich, aber an eine 
Curve gebunden, deren Tangente in diesem Punkte die Determinanten 
a, ß, 7 hat, so käme noch die Gleichung

Aa + Bß + С/ = 0

hinzu, und wenn der Punkt an eine Fläche gebunden wäre, deren 
Normale die Determinanten a, ß, 7 hat, die Proportion

A : В : 6 — а : ß : 7.

Zweitens sei eine Linie, welche durch den Punkt (a,b,c) geht, 
und die Determinanten £, Ç hat, unbeweglich, dann ist nur nö­
thig, daß die beiden Resultanten des Systems durch diese Linien gehen; 
daraus gehen die Gleichungen hervor:

(9.) X + X + A=O, (À^ + b)Z — (X£+c)Y + (X'^+bjŽ — (ÀÇ' + c)Ÿ+L = 0, 
(10.) Y+Ÿ+B =0, (AÇ+c)X—(X§ + a)Ž4-(X'Ç+c)X—(Г£+a)Ž+M = 0, 
(11.) Ž+Ž + C=0, (Ä§+a)Y—(17)+b)X+(Г£4-a)Ÿ—(X^+b)X+N = 0,

Die Gleichungen (9.), (10.), (11.) können aber leicht in diese umge- 
sormt werden:

XtyZ — ÇY) + — ÇY) + L — bC + cB = 0,
X(ÇX — â) + X'(çx — šž) + M — cA + aC = 0, 
1(ŠY — 77X) + X'(ŠY — ^X) + N — aB + ЬА = 0, 

welche unabhängig von X, Y, Ž, X, Y, Z, X, X' stattfinden müssen; 
folglich muß die Bedingungsgleichung

XV. §(L —bC + cB) + V (M — c A + aC) + Ç (N — aB + b A) = 0 

bestehen.
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Könnte das System längs der in Rede stehenden Linie 
gleiten, so käme noch die Bedingung hinzu

XVI. SA + + £C = 0,

weil nämlich (SX + ^Y + Çz) + (ŠX + ?Y + £Ž) = 0 sein muß.

Die Bedingungsgleichungen XV. und XVI. lassen sich leichter herlei­
ten, wenn man das Axensystem so verlegt, daß die neue Axe Z' in die 
Linie (a, b, c; ту, Ç) fällt, und der neue Anfangspunkt der Punkt 
(a, b, c) ist. Zerlegt man nehmlich das System von Kräften in zwei Sy­
steme, von denen das eine der Axe Z' parallel läuft, das andere in die 
Ebene (X', Y') fällt, so ist, da nur eine Drehung um die Linie (a, b, c;

T], Ç), d. h. um die Axe 71 möglich, nach dem Früheren Gleichgewicht, 
wenn

- (x'Y' — y X') = 0.

Substituirt man aber in diese Gleichung die Werthe x' — £z(x— a) + 
^(У—b) + £'(:z —c); y' — §zz(x —a) + ^"(y—b) + Çzz(z —c)*); 
Xz ----- S'X + ^Y + Ç'z; Yz = §Z/X + t?z,Y + Ç"Z, so verwan­
delt sie sich in diese:

Š(L — bC + cB) + 77(M — cA + aC) + C(N — aB + bA) ----- 0.

Wäre das ganze System längs der Linie (a, b, c; ту, Ç), d. h. längs 
der Axe 71 verschiebbar, so müßte auch noch 2(Z') — 0, d. h.

SA + туВ + £C = 0 
sein.

Endlich sei drittens eine Ebene (a, b, c; S, 4, Ç) fest und das 
System mit drei Punkten an diese gebunden, so, daß es sich jedoch aus 
derselben verschieben läßt, so ergeben sich die Bedingungen des Gleichge­
wichts sogleich, wenn man die feste Ebene zur Coordinatenebene (Xz, Yz) 
macht, und den Punkt (a, b, c) zum Anfangspunkt des neuen Axensystems 
annimmt; man erhält nehmlich offenbar diese Gleichungen:

ЭД = 0, 3(Y') = 0, 2 (x'Y' — у X') = 0, 

*) ?» V. I“» ßnd resp. die Determinanten der Axen X' und ¥'.
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aus welchen man leicht folgert, wenn man für X', Y'; x', y', wie vor­
her, ihre Werthe substituirt, daß sich verhalten muß

A : В : C = § : : Ç,
und daß

§(L — bC + cB) + — cA + aC) +, Ç(N — aB + b А) = О

sein muß.




