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@a@jenige, woraus die und umgebenden, unjeve Simne afficivenden und
und dadurd) wabhrnehmbaren Gegenftinde beftehen, beift Materie, und
fobald Ddiefe eine gewiffe Form anmimmt, heit fle Kovper. Der Raum,
weldyen Der letere, al8 mathematifdher Korper betrachtet, einnimmt, Deift
fein BVolumen; Ddie Quantitit der Materie, weldhe er enthilt, feine

Mafje; dag Verbdltnif zwijden Maffe und BVolumen (%) fetne Didh-

tigteit. Gin unendlidh) fletner Theil eined Kbrpers heift ein Element;
diefes mit unendlicher Maffe gedadht wird ein materieller Punft
genannt,

Man fagt vou einem Korper ev fei in Rube, wenn er oder feine
Theile nicht allein einen Deftimmten Ort tm Raume einnehmen, fondern
audy beibebalten; dagegen fagt man von ibm er fet in Bewegung,
wennt e oder feine Theile ihren Ort verdndern. Die leppte Urfache der
Berdnderungen der Korper nennt man Kraft.  Man muf e8 aljo einer
Krajt gujdyreiben, wenn ein Kbrper den Rubejuftand aufgibt wund fich zu
bewegen anfingt, und ebenfo, wenn ein fich bewegender Kdrper entweder
feine Bewequng verdudert, oder Den Rubegujtand aunimmt,  Weil wiv
g einen Kbrper aud Elementen zujommengefesst denfen, fo Fomren wir
fliglich audh anuehmen, Ddaf feine Bewequng aug der Vewegung feiner
Glemente hervorgehe; wir werden unfere Betradhtungen daher
nur auf die Bewegung von Punften uud auf Krdfte be-
{dhranfen, welde auf Punfte wirfen,

Man fagt von Krdjten ,{ie halten {idh dag Gleidhgewidyt,”
wenn fie, auf einen Kovper oder mateviellen Punft gleichzeitig wirfend,
deffen Juftand , was Rube und Bewegung anlangt, nidt dndern; befindet
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fih der Kobrper oder Punft dabei in Rube, fo fagt man ,ev befindet
jid) tm Gleichgewidt’. Die Medyanif oder die Lehre von den
Krédften, vom Gleidhgewichte und von der Bewequnug zerfdllt hiernady in
ywet Haupttheile, und jwar: 1) in die Statif oder die Lehre vom
Gleidhgewidte; 2) in die Dynamif oder Die Lehre von der
Bewegung.

Was die Bewequng eines Punftes anlangt, fo hat man ju unter-
fcheiden: a) Die Grofe Des Raumes, weldhen derfelbe in einer be-
ftimmten Jeit durchldujt [dag BVerbhdltuif Deider ju einander nemnt man

Gejdywindigleit = %}; b) Die JRidhtung in welder er fih bewegt.
Wenn alfo ein materieller Punft wahrend feiner Bewegung feine Gejdhwin-
digfeit, oder feine Richtung, oder beided dndert, fo ift die Urfadhe hiervon
in Dem Wirfen einer Kraft su juden, — 5Da§ ein materieller Punft ober
ein &brper, auj Den feine Kvaft wirft, wenn er vuht in Rube bleibt,
wenn er fid) bewegt in Derfelben Vewegung beharet, jowobhl in Beziehung
auj Gejdywindigteit ald auj Ridhhung, nennt man dag Gejep der Be-
barrlidhfeit oder Trdagheit dDer Materie ™).

: Aud dem BVegriffe Der Krajt geht hervor, daf wir auch an ihr unter-
fdheiden miiffen: a) die Grife ober Intenjitdt mit welder fie wirft,
b) die Ridtung in welder fie wirft, c) Den Ort, wo fie wirft oder
angretft. Da eine mathematijhe Linie ganz durd) diefelben Momente
beftimmt wird, {o liegt nichts ndher, al8 die Krdfte durd) Linien
ju reprdfentiven.

Wirfen mebrere Krdfte auj einen Puntt, fo fann man fich ftets eine
Krajt Denfen, Deren Grofe und Ridtung fo bejchaffen find, dag genau
diefelbe Bewequng erfolgen, oder im Allgemeinen diejelbe Wirfung entftehen
wiitde, af8 in dem Falle, wo alle diefe Krifte gugleich wirfen. Diefe
eine Krajt nennt man die Nejultante, die auf den Puntt wirfenden
eingelnen Krdjte heifen Die Componenten, Die Componenten fhmnen

*) @3 ijt alfo eigentlich eine Folge von dem Begriffe, den wiv der Kraft Leilegen, und
wennt wir e3 aud der Grfabrung beftdtigen wollen, {o begeben wir einen Jirvkel im
Sdhlup.
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burdy die Rejultante, und Ddieje duvch jene erfest werden. €8 verjteht fid,
DaB mebrere auf cinen Pauntt wickende Krifte mur eine einzige ihrer
Groge und mtd)tung nady beftimmte RNejultante haben, denn fie tonnen nuv
eine Deftimmte %emegung diefes Punftes bervorbrmgeu Auf die Beftim-
mung Ddiejer Refultante fommt es vornehmlich an, denn ift fie = 0, fo
beftnden fid) die Krdfte tm Gleichgewidhte,
Den nadfolgenden Aufgaben fchicfen wir [HliEElid) diefe Grundidse
voraus:
a) Mehreve Krdfte, die auf einen Punft in derfelben
Ridtung wivfen, haben ihre Summe jur Rejultante;
b) swei gleidie in entgegengefester Ridtung auj einen
Punft wirtende Krdfte halten fid) das Gleidhgewidt.
Daraus folgt evftensd, dap jwei Krdfte nur unter
piefer Bedingung im Gleidygewidt fein fdnnen;
jiweitend, dap ywei entgegengefesst wirfende Krdjte
thren Unterfdied zur RNejultante haben; dDrittens,
Daf wenn maneine der Refultante gleidhe, aber ent-
gegengejepte Kraft an ein Syftem von Krdften an-
bringt, fie diefem Syftem das Gleidygewidyt halt,
und umgefehrt, wenn ein Syftem von Krdften im
Gleidgewidt ift, eine, irgend einer dDer Krdfte gleidpe,
aber entgegengefesste Kraft die Rejultante dev #bri-

gen ift.
1, Aufgabe.

Die Refultante giweier gleidher unter einem beliebigen Winfel auf
einen Punft wirfender Krdfte ju beftimmen.

Aufléfung.

Begeichnet man die beiden einander gleichen Krdjte mit K, den Winfel
mit 2w, fo ift gewif, daf durd) die Refultante R der Winfel halbirt
wird; man hat alfo nur nody ihre Grofe u beftimmen, dic offenbar eine
gunttion von K wnd o ift; alfo

R = ¢y [K, o]
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Die Refultante R’ gweier cinander gleidher Krdfte K, weldpe unter dem:
felben Winfel 2w wirfen, wire Y [K, w]; afjo
: R = ¢[K, o]

2t man die Gomponenten = K + K’ fein, o ift ihre Rejultante offen-
bar = R + R, aber audh) = Y [K +K,w,], o dag aljo

Y [K+K,; w]=Y[K 0] + ¢ [K', w],
woraug befanntlidy folgt, Ddaf
R oder ¥ [K, 0] = Ko[w]?*),
jo Dag aljo mur nod) ¢ [w] u beftimmen wdive,  Ju diefem Jwede wollen
wir jede Kraft K in 5mei einander gleihe Krdfte k, die mit ihr den
Winfel w, bilden, gerlegen, fo ift ;Iad) dem Borhergehenden
K = kglo],

R = Kg[o] = kg[w] ¢[o,].
Andeverfeits aber ift, al8 Refultante der vier einander gleidhen Krdjte k,
Big. 1, aud

alfo

R = kg[lw—ow,] + ko[o+ o]
Folglich bat man:
1) glolglo] = glo—o,] + glo+w],
aug weldher Gleidhung fich die Natur der Funftion ¢ leidht beftimmen ldft.

Gs it ndmlic) the, dag @[0°] = 2 wnd ¢[90°] = 0 ift (G8
wirfen, wemt o = 0%7ijt, bdie beiden cinander gleichen Krdjte K und
K in einerlei Richtung, wmithin ijt die Refultante = 2K, aber ¢8 mup
audy der Gleidung R = K¢[0°] Geniige geleiftet fein, folglidh mup
¢[0°] = 2 fein; eben jo leicht fiudet man, dag ¢[90°] = 0 ift, Denn
it @ = 90° fo wirfen die in Rede ftehenden beiden Krdfte in entgegen-
gefester Richtung, mithin ift die Refultante = 0, alfo 0 = Kp[90°],

Y Siehe A 2 Caudhy's algebraifhe Analyfis. Man muf bei dev Beweisfithrung die
Funftionen nur af3 Funttionen von K und K’ betvachten, dann hat man:  [K4K]
= ¢[K] 4 IKT; folglich iit §[K] oder [K, w] eine folche Funttion, daf fic
gleich ift dem Produft der Baviablen K mit einer Conjtanten, die hier nichts anders
fein fann af8 eine Funftion von w.
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o b 9[90°] = 0.); wad audy fo gefchrieben werden famn ¢[0°] =
2Cos (0% und @[90°] = 2Cos(90°). Aus Gleidhung (1.) aber folgt,

wenn 0 = @, = 930 daf
(q, 92 ) = 24+9[90°] = 2+2Cos (90°) = 2(1+Cos (90%)

= 4 Cos (900)

o o\
¢ [9%] — 2Cos (9%)*).
Ebhenfo Teicht findet man, Ddaf '
90° 90°%
@ [T-] = 2Cos (T)
90° 90°
= 2Cos ( 2,.)
ift.  Gibt man mum der (SjIctd)ung (1,) die Form
glo+o] = 9lo] plo,] — ¢plo—o,],
90° 90°

Fow s, WAL o Dbefommt man:

P [3 90°7 tp[ 90"] 90°] g 92(1° i

2 [QCOS( 9200) Cos (9200 — Cos (297-20 — %ﬁ)] = 2003(3 ?20 ) 3 ’

alfo

und endlich, dap
2

ud fept 0 = 2 —

fest man wiedernim 0 = 392(10, 0w = %(1_0, fo ergibt fid) ebenjo

90”] g 90°
P [4__ = 2Cos (4 Qn),
tm WAllgemetnen aljo

)] [111%)_o = 2Cos (m 92—00)

*) Der Natur nad) fann @ nur cinen pofitiven Werth . haben.



wad o viel ift, al8
¢ [0] = 2 Cos ().
@ietmit ift die Funftion ¢ [w] beftimmt, und man hat folglich
R = 2K Cos (w).
Gonfteuirt man Ddiejen Ausdrud geometrifh, fo findet man, Ddaf die

Refultante die Diagonale ded aus den beiden einander
gleidhen Gomponenten gebildeten Rhombus ift. (Siehe Fig. 2.)

Hieraus [aft fich leicht ableiten, daf die Refultante Fweier
Krdfte von verfdiedener Jntenfitdt, welde unter einem
redhten Winfel gegen einander wirfen, gleid der Digonale
Des aus ihnen gebildeten Redteds ift. (Siehe Fig. 3.)

Mit Hitlfe Ddiefes E)‘I'efuItateB aber gelangt man zu Dem allgemeinen
Gape, dap die Refultante gweier unter ¢inem beliebigen
Winfel wirfender Krdfte gleidh ift der Diagonale Ded aus
denfelben gebildeten Parallelogramms. (@igbé Jig. 4.) Diejes
ift der fiir die gange Medyanif {o wichtige Sap vom Pavallelogramm
Der Krdfte

Mit Hitlfe diefes Sapes ift man im Stande durdy) geometrijche Con-
fteuftion die Rejultante einer Deliehigen Ungabl auf einen Punft wirfender
RQrdfte ju finden, und umgefehrt fann man jede gegebene Kraft in eine
beliebige Anzahl Componenten jerlegen, vom Ddenen nur eine der Willfithr
anbeim geftellt ift.  Biel bequemer jedod) Iapt {ich die Sadhe behanbeln,
und viel genauere Refultate erhdlt man mit Hilfe der analytijdhen Geo-
metrie, wie e8 die Aufldjungen der nadhfolgenden Aufgaben davthun jollen.

2. Aufgabe.

Die Refultante ju beftimmen und die Bedingungen dHed Gleidy
getvichted eined Punfted angugeben, auf dem mebhreve Krdffe in ver-
fdhiedenen Richtungen twirfen, und iwar: 1) wenn er gang frei ift;
2) wenn er fidh nur auf einer Fladje bewegen Fann; 3) wenn e fidy
nue auf einer Gurve bewegen Fann,
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Aufléfunyg.

Die. Kedfte feien K, K, K", ... .. ihre Ridhtungen, in Denen fie
ben mateviellen Punft ju bewegen ftreben, feien vefp. durch die Determi:
BWERY £, n, 85 5on 5 8 Y T Bezug auf ein durd)
Den mateviellen Punft gelegtes redytwintliges Azenfyitem, Deflen Axen
X, Y, Z find, gegeben, fo fann man offenbar eine jede Der in Rede
febenden RKrdfte zerlegen in ifhre Projettion auf die Are Z und auf die
Gbene XV **), bdiefe lestere aber wiederum in ibre Projeftion auf die
Are X und auf die Are Y. Hiernady aber Eonnen die frdjte K, K, K’
o+ vo o erfeBt werden eine jede durdh ifre drei Componenten, alfo vefp.
burd) K&, K7, KL; K%, K7, KT; K€", K"y, KL thaas
Denn befanntlidy ift K& die Projeftion der Kraft K auf die Are X, Ky
Die Projeftion Der Kraft K auf die Azen Y, K bdie Projeftion der Kraft
K auf die Age 7, K'&" die Projeftion der Krajt K’ auf die Are X . . w,
€8 wirfen aljo in der Ricbtung der Ayen X, Y, Z vefp. die Krdjte

2) KE+KE+K'E +.....
@) Kp + K% +Kp' ...,
()1 TG KL 4 REET i s

Begeicdhnet man die Refultante dex gleidhzeitig auf einen Punft wir-
teden Rrdfte K, K, K,..... dburd) R, ifre Determinanten Dutrdy
&, 7, L, fo find ifre Projeltionen auf die Agen X, Y, Z offendar refp.
RE, Ry, R, Damm diefe lestern al8 die Gomponenten der Refultante
betrachtet werden fonnen, fo miifjen fie vefp. Den Ausdriicten (2.), (3.), 4.)
gleich fein, und Bievmit ift die Refultante threr Groe und Ridtung nach
beftimmt, ndmlid:

*) Die Determinanten einer Linie find die Gofinusse der Winkel, weldhen die Linie mit
jebex ber drei Aren, oder mit Rinien, die den drei Ayen eined rechtwinEligen Ngen-
fyftems parallel find, bilben; man beeidhnet fie gewdhnlich mit den griechijchen
Budyitaben 7, 5, ¢, wo 5 die Determinante in Besug auf die Are X, » die Deter-
minante in Begug auf die Are Y und < bie Determinante in Besug auf die Are Z ift.

) X Y nennen wir die Gbene, weldhe man fich durdy die Are X und bie Age Y
gelegt denfen fann, fo daf die Uxe Z auf ibr fenfrecht ftebt. Analoges gilt von
den Gbenen XZ und YZ.
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R= [ [KE+KE+K"E"+.. I+ [Kp+ K7+ K7 +.. P+[KC+KE+K T+ ]
KE+KEF+KE+... - Kp+K7+K7'+...
R g61f 7F R !
= KL+KL+KT'+...
L= m :

=

1) Wenn der materielle Punft ganz fret ift, fo befindet er
fich im Gleichgemichte, wenn die Rejultante R = 0 ift, wenn alfo den
Bedingungdgleichungen

K+ KE + KE + ..., =0,
L {Kp+Ky + K7 + ... = 0,
KO KB+ KRG 4 Jva =00
Geniige geleiftet ift. Diefe drei Bedingungsgleidhungen reduciven fidh auf
die eine Bedingungdgleichung des Gleidhgewichtes, ndmlic:
K*+K?+K"2+....+2KK' [EE"+ 7'+ 5814+ 2KK [§5"+ 97"+ L0 ]+ .. .= 0.

2) Wenn der materielle Punft an eine Flade gebunbén
ift, auf weldher allein nur ev fid) bewegen fanm, fo ift Dderfelbe, wenn
die Flache durd) die Gleidhung f(x,y,2) = 0, oder firger u = 0 gege:
ben ift, im Gleihgewichte, wemn die Refultante auf der Flidhe fentrecht
ftebt. Sind die Determinanten der Novmale der Flide o, B, 7, weldpe
befanntlich diefe Werthe baben:

d.u ‘ d.u
& (i)
S =V d.u)? du)?, (du)?’ s
) +E+E) [[Gy+e
d.u
)
d.u)? :
r(a;) 46
fo ift Gleidhgewicht, wenn ficdh) verhalten
(KELKE+KE +...) : (4K 54K "5 "+...) 1 (RGHK T 4K
diefes [ift fich aud) fo fdpreiben:
{K§+K"§'+K”"g‘"+ ..... = Ke,
11

1 eall

Cn)=a:f:7;

Ky + K7 + K'n" + ..... = K8,
K+ K¢ + K+ ... = Ky,
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ud K = + R ift danuw Der Drud, welden der Punft auj die Flade
augitbt, und leptere wirft gang fo, wie eine Kraft in der Richtung der
Normale der Fladhe, Dderen Jmtenfitit = — K. (68 ift diefes der
Widerftand der Flide.,)

3) Sann der matevielle Punft {idh endlidh) nur auf einer
Cbene bewegen, welde durd) die beiden Gleihungen u=0, v=0
gegeben ift, fo it Oleidhgewicht da, wemn Ddie Refultante auf bder
Curve fenfredht ftebt. Sind die Determinanten der Tangente der CGurve
«, B, 7, welde befanntlich vefp. die Werthe

dx dy dz
Yac+ay+az2’ YVa+...." Vace+.. .
baben, fo ift Dag Gleidygewidht erbalten, wenn
(5) [KEFKE+K E ]t [Kp+K 7 4K 9 40 JOHK K UK T 4 [y = 0;
Diefes Iaft fich audy {o {chreiben:
{Ké +KE+K'E +.iio. =K + K¢
III

I

K7y + K77 + K7 +....=K8 + K§g
Kg + Kg + Kngu + A .K:y + 1{17’;’

et = (22) (2 2o i) (49

Denn eltminivt man aug den (SjIetd)ungen o K und K, fo erhdlt man
Gleidung (5.). Hier find nun offenbar K und K’ die Componenten des
Druces fenfrecht vefp. auf die Flichen u =0 wnd v = 0. Der gange
Drud auf die Curve ift wicder = R. Daf aber K uud K’ wirflid) die

*) «, B, y find die Determinanten der durd) die Gleidhung u = 0 gegebenen Fliche,
affo vefp. = E> d—‘D ilT:) ;
[(E =)+ (&) V( o r(ﬁ_;)ﬂ...

ebenfo find o, 37, 3* die Determinanten der durd) die Gleichung v =0 gegebenen Fldce,

D D ®
V@@ TE - TEY

alfo vefp, =
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Drudfrdjte auf die beiden in Rede ftehenden Flachen find, fieht man dar-
aug, daff, wemn man fie mit D und D’ begeichnet, fie ebenfalls duvch die

Gleihungen
De + Do =KE+ K& +K'E +.....
DR+ D =Ky + K% +K'7" +.....

Dy+ Dy =KC+ K¢ +K'C +.....
gegeben find.  Auch bier fommen an die Stelle der beiden mibetfief}enben
Sladen Krdfte fubftituirt werden = — K und — K,

Pan fann die BVedingungen des Gleidhgewidites fiir Ddiefe verfchiede-
nen Fdlle alle unter einem gemeinfamen Gefichtspuntte znjommenjaffen.
Smmer ndmlid)y muf, wenn die Krdfte im Gleidhgewidte
find, Die Summe Der Projeftionen aller Krdfte aunf eine
jede Ridhtung, in welder fid) der Punft bewegen fann,
= 0 fein (wobet natiivlih die Projeftionen, welhe auf die entgegenge-
fete Seite diefer Richtungen fallen, aud) dDad entgegengefesste Jeichen er-
Balten),  Begeichuen wiv mm mit «, §, y die Determinanten der Ridh-
tung, in welcher dev Punft fich u Dewegen vermag, fo find die auf lep-
tere projicirten Krdfjte
K@ + 78 +87), K€ + 98 +07), KEa+ 7B+,
und e8 ift in jedem Falle Gleidhgewicht, wenn
IV. (KE+KE+KE 1) o+ (KK 7 +K 5 40 ) B+ KEHK T4K L "+.0) 7 ==0.
St nun der Puntt gang frei, fo muf Gleidung IV. fiiv jeden beliebi-
gen Werth von «, £, 7 ftattfinden, alfo aud fiie die vefp. Werthe 1, 0, 0;
woraus folgt, daff damn ‘

K+ K&+ K'E +..... ==
fein muf; eben fo findet man aber audy, daf
Kp+K7 +K7 +.0o..=0 ud KE+KZ + K"+ ..... =0

fein muf; furg e8 miiffen die unter I aufgeftellten Vedingungdgleidhungen
exfiillt fein.

Sit der Punft an eine Fladhe gebunden, fo fann die Ridtung
«, B, y nur in der Tangentialebene der Fliche liegen, und dann erhilt
~ man die Bedingungsgleidhungen 11
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Kamn ficy dev Puntt endlich mur auf einer Ebene bewegen, fo miifjen
«, B, 7 der Ridhtung der Tangente der Gurve angebbren, und wiv er-
Dalten die Gleichungen IIL

Wir tsunen Gleichung IV. noch unter einer andern Fovm geben. Bejeich-
nen wiv ndmlid) die Coordinaten Des Punftes, auf weldyen die Krdfte K, K/,
K’ 1. wirfen duech x, y, z; Die Goordinaten irgend cines beliebigen Punftes
in der Ridhtung der Kraft K durd) a, b, ¢, eben fo die eines Punftes
in der Ridtung der Kraft K durd) a’, b', ¢, 2¢.; und die Entfernungen
der Puntte (a, b, ), (@, b, ¢), @°, b", ¢’), 2. vou dem Puntte (x, y, z

refp. durd) e, e', e’ 2c', joift e=} (x—aP+ (y—Db)®* + z—c),
d.e X — AL Sl M g:z—c= ]
o () =257 =35 () =L =7 )= 5
' bR N2 b/z nNe y (d‘e’)
ehen fo it ¢ = VY (x—a)Y+(y—b)P+E—c)? affo v =
Xy '_ d.e y— b__ d.e z-—c'z,ﬂ‘
= 6,(—dy) " v,(dz) - sy wijow.
Findet mun eine unendlidh fleine BVerdnderung des Punftes (x,y, z) nad) der Ridh-

tmg e, B, y Statt, wnd wird die entjprechende %et&nbetung der Coordinag-

ten durdy dx, dy, dz begeichnet, fo ift @ = _, B = _, y = ﬂf,

& &

und biernady verwandelt ficdh (S)Ieid)ung IV. in Diefe:

d.e i (d.e de dy
[ (5 #x (52 +x () - 12+ [ oo (G2) ]

d.e ; dz. .
+ [k (G) K (a)'* i
Kde + K' de 4+ K'de” + ..... = 0.

Pan fiebt aljo, dap beim Gleihgewidhte die eumme Der
Krdfte eine jede von ihmen vorher multiplicict mit dex
Berdnderung, weldye refp. dDie Linien, in welder Die Krdfte
wirfen, bet einer unendlich fleinen und zufolge der Bebin-
gungen mogliden Berriidung ded Puntted erfabhren, Null
fein muf; und umgefehrt findet Gleidhgewidht Statt, wenn

Diefed fiir jede miglidhe VervitFung der Fall iff. Diefes it
Da8 fogenamnte Princip der vivtuellen Gefdhwindigleiten,

oder
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3. Aufgabe.
Man foll, wenn gwei in einer Gbhene legende Krifte auf gwei
mit einander feftverbundene Puntte wirfen, bdie Refultate der beiden
Rrdfte, wenn 3 iberhaupt eine jolche gibt, beftimmen.

. Auflofunyg.

L und L feien die feft mit einander verbundenen Punfte; K und K’
die refp. auf fie wirfenden Krdjte; o« und o die Winfel, weldye fie mit
der Berbindbungslinie LL" in einer beftimmten Richtung gevechnet bilden,
Gs it mm erftlich flar, daf man den Angriffspuntt einer Kraft beliebig
in ihrer Richhng verfesen fann, vovausgefest, daf der neue Angrifis-
punft mit demr urfpriinglidhen feft verbunden ift. Verfepen wir alfo beide
Krdjte in den Durchjdynittspuntt A, Fig. 5., ibver Richtungen, und
madyen AB =K, AC =K', o witd diec Diagonale des Pavallelo-
gramms ABDC, oder die Linie AD die gejudite Refultante R fein, die
wiv aud) in den Punft I verfeien formen. Wir Haben mun die Grofe
und Ridhtung von AD und die Lage ded Punftes I ju beftimmen, Bejeid)-
nen wir den Winfel AIL, weldhen die Richtung der Refultante mit L L’
bildet durd) y, ziehen Die Linie ST H LI, und fillen die Perpenditel
BE, CF, DG und CH, fo ijt

BE = K Sin.c; CF = K'Sin.e’; DG = R Sin.y;

AE = — KCos.¢; AF = K Cos.¢’; AG = R.C0s.7;
daaber A DCH = BAE, o ift '

DG=BE 4+ CF und AG = AF — AE:
alfo baben wir:

V. RSin.y = KSin.¢ + K'Sin.¢’, RCos.y = KCos.« + K'Cos.«/,
wodurd) R umd y, d. b Gréfe und Richtung der Refultante beftimmt
find.  Biehen wir nun noch BB und CHC F LL' und IM fenfrecht
auf ST, und begeidhnen wir IL durd) q, IL dwrh ¢, fo ift BB =

1 g ’ ’ : 1 / ’ ’
Q~£Sllrllv'[“ ) mp o¢ =¢. % e Soio. by BB GO

Moo
Sing > AL’

= Sin.«’,aljo AL’ e
Sin.a’

*) Denn % = Sin.«, alfo AL =
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VI. qKSine = ¢ K’ Sin.e/,

wodurch die Lage des Punftes I, des Angriffspunttes der Rejultante be-
ftimmt iff.  In Gleidung VI ift aud) das Gefels des Hebels gegeben.
Denfen wiv und nehmlicdh den Punft I unverviidbar befeftigt, fo daf fidh
bie Punfte L, L' muw um ifn drehen Emmen, fo Dhaben wir einen
mathematifhen Hebel, und Ddiefer wird offenbar im Gleidygewidite fein,
was audy die Refultante fiir eine Grofe und Richtung Haben mag, wenn
nur Der Punft I die durd) Gleidhung VI. beftimmte Lage hat. Die Grife
KqSin.e nennt man dag Moment der Krajt K in Begug auf den
Punft I, und diefes ift offenbar das Produft aus der Kraft und
dem Perpendifel von I auf ihre Ridtung. Man fagt daher:
Die Bebingung des Gleidhgewidhts an einem Hebel ift die
Gleidhheit der Momente beider Krdfte in Bejug auf den
Unterftiigunggpuntt, Ridtiger wdire e8 ju fagen: die Summe
Der Momente mup Null fein, oder Die Momente mitfjen dem
Jablenwerthe nad) einander gleid), dem Borzeidhen nad
aber entgegengefepst fein; indem man die Momente nur dann als
wirflic) gleich anfieht, wenn fic Den Hebel in demfelben Sinne zu drehen
ftreben.

Mm die Lage ded Punftes I, Dded fogenannten Hypomodilinums, zu
beftimmen, nimmt man am beften auf der Qinie LL' cinen beliebigen An-
foangspunft,  Jft die Cntfermung des Punftes L von dem lehtern = a,
die Des Punftes L'=a’, und die desd Punftes I=c, fo it g=c — a

ud q“= a’ — ¢, alfo gibt Gleihung VI.:

k (c—a)K Sin.e = (a'—¢)K'Sin.cd/,
oder

aK Sin.¢ + a' K’ Sin.c’
K Sin.e + K Sin.e
Qft in diefem Ausdruce der Nemner, aljv K Sine + K Sine' = 0,
fo witd ¢ =00, falls nidht etwa audh der Jdhler a K Sin.e + a'K'Sin.er’
= 0 ift, wad damn aber nur fein famn, wenn entweder a = a’, oder
KSine = 0 = K'Sin.e’. G$ [i§t fich aljo dann Feine Rejultante
an einem Punfte der Linie LL' angebracht denfen, womit noch nicht
gefagt ift, Dafp fiberhaupt Feine Refultante exiftive, doch Ffann auch

VIL
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diefer Fall eintreten. - Um diefed genau ju unterfudpen, wollen wir die
fBetmd)t'ung auj eine andere Weife anftellen, wodurd) fidy ugleich die
Allgemeinheit Der Gleidhungen V. und VIL ergeben wird, bdie aus der
obigen geometrijhen Betradhtung nidht obhne Weitered einleuchtet,

Die Coordinaten des Angrifispunttes der Kraft K mogen a und b
Beifen, ihre Determinanten & und #, eben fo fiiv die Krajt XK' die Coor
dinaten a' und b, bdie Determinanten & und 7’5 verfegen wir mun die
Krdjte nach ihrem Durvchidhnittspuntte, und zerlegen fie nady den Agen,
fo ergeben fih nadyftehende Werthe fiir die Componenten:

nadh) der Age X : K& und K &,
nady der Axe Y : Ku wnd K'7'.
Bezeidhnen wir mm die Determinanten ihrer Refultante R mit & wd 7,
fo baben wir offenbar, wenn wiv aud) die Rejultante nad)y den Aren jer
legen: i 1 )
VIIL R§ = K§+KE, Ry = Ky + K7,
weldhe Gleichungen mit den Gleihungen V. identidh find. Die Reful
tante gebt aber durd) Den Durdyjdynittdpuntt der beiden Krdfte K und K,
deren Gleidnmgen diefe find:
6) 7(x—a) —E(F—Db)=0 md (7) 7'(x—a)—E@F—b)=0,
und die Gleichung der Refultante ift ufolge dDer Gleidhung VIIL
B) [Ky + K7](x—a) — [KE + K'E](y—Db) =0,
wo a, b die Goordinaten eined willfiibrlichen Punfted in der Refultante
begeidmen; — folglich mitffen Ddiefelben Werthe von x und y allen drei
®leichungen entjpredhen.  Glfiminiven wic daher x und y, indem wi
Gleidung (6.) mit — K, Oleihung (7.) mit — K’ multipliciven, und
abdiren dann, {o befommen wir: .
IX. Ky-+K7)a—KE+KE)b=(Ky+ aK7) — (bKE + b'KE),
weldher Gleihung die Goordinaten a, b entiprechen muiffen, oder was
daffelbe fagen will, weldhes in a, b die Gleihung der Rejultante ift.
Man fieht aljo, daf ed immer eine Refultante gibt, o lange
nidht zugleich
KE+KE=0 wd Ky -+ K7 =0,
K=K, §=—8Eumdy =—2p
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ift, was fagen will: {o Lange nidht die Krdafte cinander gletd
find, und in entgegengefepter Nidtung wirfen, und felbft
dann exiftivt noch eine RNefultante, ndmlidh wenn auch
(aKy + aK'7') — (bKE 4+ WK'E) = 0%

ift; weldye Bedingungsgleidhung fich fitr unfern Fall auf diefe veducivt:

\ [7(@—2) — &b — )] =0,
und ausfagt, daf der Punft (a', ') tn der Line der Kraft K liegen, und
aljo die gleidhe Kraft K', wegen & = — & und 3/ = — 2 der Kraft
K gerabegu entgegengefest fein mug.

Nur in dem Falle affo, wo die Krdfte in Hinfidht der Ju-
tenfitdt einander gleid), in Hinfidt der Ridhtung cinander
entgegengefest {ind, aber nidt in eine Linie zufammen-
fallen, wo alfo » (@a—a)—E(b—Db) nidht=0 ift, haben wir
teine Refultante, indem diefelbe nicht mer Null ift, fondern audy in
bie Unendlichteit fillt. Wir wollen foldhe swei Krdfte gepaarte Krdfte
nennen.

Unter den verjchicdenen Werthen, weldye der Gleichung IX. entfprechen,
find audy diefe:
akKy+a' Ky — DbKEFDKE
K;—:—K’r,’n’ G Ké—-]{——Ks ; =L~
8 find Diejes aber nicht die Coordinaten des Durchichnittspunttes der
Rejultante mit der Verbindungslinie der Punfte (a, b) und (2, b’), wie
man leidht daraus erfieht, daf fie der Gleichung

- (=)

nicht nothwendig entjprechen.  Wir fonnen uns die Refultante fmmer in

R

*) Denn dann fann der Gleichung IX. durdh endliche Werthe von a, b Geniige ges
leiftet werden, und gwar Fonnen a und b jeden Deliebigen endlichen TWerth haben;
died ift jedoch nicht der Fall, wenn (aKy-4=a'K'y) — K z-Fb'K'2) nidht
=0, weil dann der Gleichung IX. nur durd) unendliche Werthe von a und b
entfprochen werden Fann, .

2
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diefen ‘Bunft perfegt Denfen (nur in dem Falle nidyt, wo gar feine Reful-
tamte eyiftivt), wnd fie ift vollftdndig durc) diefe Gleidhungen beftimmt:
§RE=K'§+K"§', Ry =Ky +K7,
aR7y = aK7y + @K7, DbBRE=DbKE+VKE,

4, Aufgabe.

Man foll, wenn auf ein Spftem von Punften, die alle in eciner
Gbene Tiegen und durdh ihre Goordinaten gegeben find, in derfelben
Gbene Tegende SKrdjte wirfen, die NRefultante, twenm 8 eine folche
gibt, beftimmen- und die Bedingungdgleichungen ded @Ietd)gemtd)té
entiiceln.

Aufldfung

Die Goordinaten der Punite feien (x,y), &, y), & y), 2.; die
refp. Kredfte K, K/, K9, 2., welde in den Ridptungen &, 7), ¢, 7Y),
(&, 7%), 1c. wicfen.  Jerlegen wir die Krijte nac) den gwei Agen Ddes
Apenfyftems, und begeichnet die fidh ergebenden Componenten mit X, Y;
X/, Y5 X“, Y“; 1., fo Ednnen wir die beident erften Rt(’ifte K unb K/

erfelt Denfen durdy die Refultante R/, deren Componenten X und Y feien,
amd die tm ‘,Bunfte (x, ) wicft, und wir haben nad) X.:

f g

¥ X+X, T Y+Y, xY=xY+xY, yx—— X+ vX.
Grjegen wir ferner die Krdfte R/ und K duvd) ihre Rejultante R, Deren

47 n

Angrifispuntt durd) (x y) gegeben fei, wnd deren Gomponenten X, Y
feten, o bat man:

}Ii,L X+X" X+ X +X, Y=Y+Y=Y+Y+Y,
nu oy w1
XY=x V5" V' =xY+ XYV +x"Y, yX=yX +y'X"=yX+yX'+y’X".
R“ ift affo offenbar Die Refultante der drei Krdfte K, K', K  Fibrt
man mm fo fort, {o ift Far, daf fich, wenn die Refultante aller Krdfte
mit R, ihr UAngrifispuntt mit (x, y) beseichnet wird, und ihre Componen-
ten X, Y find, die nadyfolgenden Gleidhungen ergeben:
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X4+ X 4+ X + X + & = 3(X),
Y+ Y +Y + Y + & = 3(),

XY = x¥ + XY + ¥V + ¥'Y + & = 2 (xV),
¥X = yX + ¥X + ¥X' + X" + & = Z(X).
Hieraus ift crfichtlich, daf die Refultante aller Kriijte

R= X + v

ift, dap ihre Determinanten

il
IR

x|

Xy X

R R

und die Coordinaten ihres Angrifispunttes
L = (xY) o = (yX)
X=r—=—umd y= =

X
find, wobei dibrigens ju bemerfen ift, daf die Rejultante nicht nothwendig
in diefem Punfte wirfend gedacht gu werden braucht, fomdern in jedem
Puntte ihrer Ridhmg angebradt fein famn; die Grofen X, y brauden
alfo eigentlidy nur der Gleidyung
7 I (xY)

il L W
RS d

X
_!
Y

X
oder

XL xY¥ — yX = SxY) — S@FX) = SY—yX)
it entfprechen.

G$ witd afjo tmmer eine Refultante = [ S[XP + S[YP fein,
peren Gleidhung x Z(Y) — y=(X) = Z(xY—yX) und Determinanten
= umd ﬂ«i), ¢$ fei Demm, dDaf =(X) = 0 und =(Y) = 0, obmne

—

df SxY—yX) = 0 ift.
Finden demmnady die Gleidungen Statt:

SX) =K+ K&+ KE +....=0,
XIV. <= (Y)=Kp+ K7 + K%' +.... =0,
S (xY — yX) =K (x — y§) + K Xy —y&) +.... =0,

9 *
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fo ift Dag Syftem von Krdjten tm Gleichgewidyte, demn es hat
eine Refultante, die = 0 ift, ohne in die Unendlichfeit su fallen, und die
an jedem beliebigen Punfte angebradt werden fann, 68 miiffen aber aud
umgefehrt diefe Bedinqungsgleichungen alle drei Statt haben, wenn Gleidy-
gewicht fefn foll; Ddie erften beiden, weil fonft die Refultante nidht Null
wire, die lefste, weil {onft die Krdfte fich auf wet gepaarte Krdfte vedu-
ciren fieffen.  Diefes fieht man folgendermagen leidht ein. Bringt man
nod) eine beltebige Kraft K mit den Determinanten &, 7 wnd tm Punfte
(x, y) witfend an, fo bat das gange Syftem eine Refultante, weldhe durch
die folgenden Gleidungen beftimmt ift:

RE=Ki+ I(X) = K§,
Ry = Ky + 3(Y) = Ky,
R(x7—yE = K&y —y8 + SEY—yX),

und aus demen folgt, daf R =K, € = &, 7 = 7 ud x—x)7 —
2xY—vyX)
K
pereinigt mit der Kraft K, deren Ridtung E, 7}) und Angriffspuntt )
der Refultante R equivalent ift, fo ift das Syftem allein diefer Refultante
b K pereinigt mit einer der K entgegengefefsten K&raft equivalent, d. b.
e wirD erfet durch zwet gepaarte Krifte (Siehe pag. 17.), weil
S (xY —yX)
K
D, . die entgegengefeste Kraft — K nidht in der Linie Der Refultante
+ K witft. Die beiden gepaarten Qrifte + K und — K find Deftimmt
durd)

= Da nun dag ganze Syftem von Krdften

nehmlich (§—~>§)7} — (§———§)'§ nidht = 0, jondern =

’

K; §, 75 %, % und K;"—‘é,—‘ﬁ; X, V.

Gs folgt weiter, daf, weil wic K mnd die Richtung E 7}) der neuen
Sreaft willfiihelidy gewdhlt haben, die gemeinfdhaftliche Rihtung und Jn-
tenfitit dev gepaavten Krdjte beliebiq iit, mur muf x—x)7 — F—y)&
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. b die fenfredyte Gutjernung*) der beiden Linien in wel-
SxY—yX)

den fie wirfen, = YR YT eR affo ibver Jntenfitdt umgefehrt

proportional fein.  Gin folches Syftem wird aljo durch ungiblige Paare
gepaarter Kvdjte erjet,

Sft ein Punft der Ghene in weldyer die Redite wirfen unbeweglich,
jo wird offenbar jum Gleichgewicht erforderfich fein, Ddaf die Refultante
burd) ihn gebe.  RNehmen wiv ihu zum Anfangspunfte der Coordinaten,
fo find feite Goordinaten = 0, alfo miifte nur der Gleichung XIII. durd)
die Werthe x = 0 wnd y = O gemiigt werden, D, b 8 mifte
S(XY—yX) = Kxp—y8) + K7 —vE + 2. = 0 fetnt,
Dag Produft K (xy—y&) ift Das Moment der Krajft K in Begug
auf Dden Anfangspunft des Nenjyftems, wund gwar pofitiy oder negatiy
genonument, je naddem die Kraft K den Paunft (x,y) in Dder Ridytung
von Der Age x zur Aye y, oder in Der entgegengefefsten éth)tung un
den Anfungspuntt ju drehen ftvebt.

Die Gleidyungen XI., XIIL, XIV., und die Gleidumgen = (x¥Y —yX)
= 0 laffen fich auf folgende Weife vefp. in Worte faffen: 1) Die Com-

") Begeichnet man ndmficy die Cnifernung der Geiden Puntte (x, 3), (x, ) mit v,

fo fann man, mell r = V(x-—x P4 y—y2it, G—Ny— G—)F

Xy g— ML
{chreiben : [
| GETT R

Deiden redptwintligen Aren, k und k* die Deibcn gepaarten Krdfte vor, von denen

]r. Stellen nun MN, MO, Fig. 6, die

bie evitere in dem durd) die Goordinaten x, y Deftimmten Puntte p, btc anberc
in bem durd) die Coordinaten x, y beftimmien Puntte p angreift, fo ijt vﬁ’enDar,
wennt po fenfredht auf das von p auf die Age der Abfeifjen gefdllte Perpendifel
p’'s gez,vgen, und ber QBinfe[ ppo mit @, der Winkel opt mit ¢ beseichnet wird,

y
=— ==Cos. @, —= = Sin @; da aber y = Cos. Oup = — Sin.Mtp
£ 1
= — Sin.opt = — Sin. <L unbg Cos. Mtp—Cos.opt:Cos.;[/, fo

L e e y)]rin——r[Sin ).Cos.p-}

]ﬁ

Cos. ¢ Sin.¢] b. i in — r Sin (p-L¢), worauﬁ ohne Weitered die vbige Be-
bauptung folgt.

verwandelt fich der Anusdruct
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ponenten der Refultante {ind gleid) Der Summe der Com>
ponenten dev eingelnen Krdfte; 2) dad WMWoment der Reful-
tante ift gleid)y dDer Summe der Momente Der eingelnen
Krdfte; 3) wenn das Syftem von Krdften ganz jrei ift, {o
hat man Gleidgewidt, wenn die Summe der Componenten
der Krdfte, und die Summe der Momente in Bezug auf
den Anfangspunft desd Aypeniyftems Null ift; 4) wenn ein
Puntt in der Chene in weldyer Die Rrdfte wivfen feft ift,
fo bat man Gleidhgewidt, wenn dDie Summe der Momente
der eingelnen Krdfte bezogen auf diefen Punft, ald An-
fangspuntt Des Agenjyftems, Null it

5 AUufgabe.

B3 fei im Raume ein Syftem von Puntten gegeben, weldhe 3ivar
beliebige Rage haben, aber feft mit einanbder verbunbden find; auf diefed
Shftem wirfen verfchicdene Krdfte in beliebigen Ridytungen; man foll
die Refultante beftimmen, wenn e3 eine foldhe gibt,” und die Bedingun-
gen ded Gleichgewidytd finden.

Aufldéfung
Die Punfte feien durd) die Coordinaten x, y, z; X, ¥, 7’3 x’,
y’, 2’5 1., Ddie auf fie vefp. wirfenden Krdjte durd) ihre Componenten
X,Y, Z; X,Y,7Z; X', Y, Z; &c. gegeben. Schmitten alle Diefe
Krdjte die Gbene (X, Y), fo Eounten wir diefelben obhme Weitered an Diefe
Durddhnittdpuntte verfepen, da jedodh nicht von allen Krdjten diefes vor-

auggufepen ift, fo wollen wiv diefelben dDurd) ywei Syjteme erfepen, nehmlich:

Angriffspuntte. Krdfte L. Kedfte 10
X, Y Z3 X, Y, Zi+ 0; 0,0, — Q;
X‘r Yll Zl; XII er Z + Ql OI OI o QI;
Xll’ le, le; XII’ YII, le+ Qll; 0’ 0, o Qll;

&e. &ec.; &c. &e.; &e. &e.

Die Krdjte I werden fept immer die Ghene (X, Y) {dhneiden, wenn
wir nue die Q, O, Q”, . gehdrig wiblen; eben o die Krdjte M. Vers
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fegen wir fie jet nad) den Durdhjchnittspunften, fo befommen wir fol
gende Syfteme:
Angriffspuntte. Krdfte.  Angriffépuntte.  Kredfte.
zX zY
o T ) XI YI Z ) 5 ==\
X 770 Y Z+Q’ +Q X, Y, 0,0 Q
R
Z1+Ql’ Z4+Qt’
&e. ; &e.; &e.; &e.; &c.

A

X, Y,2'+0'; x!, Y'; 0, 0—0,

58011 diefen beiden Gpftemen wirfen die RKrdfte Des einen fenfrecht ur
Hauptebene (X, Y) des Agenfyftems, und die Krdjte ded andern Syftems
in Der Hauptebene (X, V). Das Sypftem von Krdften, weldhes in der
Hauptebene (X, Y) liegt, ift folgendermafen beftimmt:
SX) =A, Z(¥Y)Y=B, SEY—yX)=N.
Dag Syftem fenfredht gur Hauptebene (X, V) ift durdy folgende Glei-
dungen gegeben :
S@Z=¢C, 2Z@FYL—zY) =L, =Z(@EX—xZ) = M.
Haben wir alfo erftens
A, BudC =0 umd aud) L, M und N = 0,
fo it Gleihgewidt.
Haben wir zweitens
A,Bund C = 0, aber nicht audh L, M und N = 0,
und wir bringen eine Kraft (f(, S?, i) tm Punfte (x, §, E) und eine Kraft
(—X, — Y, — 7) im Punkte (x, y, z) an, fo ift offendar Gleidhgewidt
da, wenn nur -

G—VZi—@—2Y =L, G—)X — x—%Z=DM,
x—x)Y — (y—yX = N,

D, b LX+MY +NZ = 0, wnd auch L(x—x) +M (y— %) + N(z—2) =0,

und V(§-9)2-G-2 VP + [6G-29 X~ R-07F + [K-0¥- (7 -3) XP
=Y+ ¥+ N;
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Dag Syjtem ift in Diefem Falle alfo equtvalent sweien bes
Itebtgcn gepaarten ﬁta[ten, nehmlidy ( X, Y, Z)im Puntte
(x,y, z) und (— X 23 Vi ok imPunfte x, v, z), jedoch mif-
fen diefe in einer (Ebene liegen, deven Determinanten jid
wie L : M : N verbhalten, und dag Moment der einen gegen

die andern muf = J'L2 + M® + N jein

Haben wir dDrittensd nidht A, B und C = 0, aber dodh AL
+ BM + CN = 0, und wir denfen ung eine Kraft iRy g FSRy
im Punfte (x, y, z) angebradht, fo entfteht Gleihgewidpt, fobald

X = A, vi — ¥ =L, yC— 7B =L,
Y=B, ud zX—xZ=M, oder zA—xC=0M,
Z =0, xY — yX =N, xB —yA =N,

we{dyen letern dret Gleidhungen durdh X, ¥, % gentigt werden fann, weil
AL + BM 4+ CN == 0 ift, und war Ddurch endliche Werthe von X,
y, 7. Alfo ift in diefem Falle das Syftem einer Kraft (X,
Y,Z) im Puntte & ¥, 2) equivalent; e8 bat eineRefultante.

Haben wir viertend nidht A, Bund C = 0, wnd auch nicht
AL + BM + CN = 0, fo wollen wit eine eaft (X, Y, Z) und cine
(—X, — f(, — Z), beide im Punfte (§<, 5}, i) anbringen. Die lepstere
wird fidh mit allen gegebenen in eine Rejultante vereinigen lajien (X, Y, Z)
im Puntte (x, y, z), die fo Deftimmt ift:

X oo A X oW B Y, o % i i
YZ—2¥=L— (yZ—1zY), zX—xZ=M—(@X —x2),
und endlid) iak Lk Gie

XY — yX =N — xY— yX);

hiernad alfo fann das gange Syftem durd) ywei Krdfte ers
et werden, und gwar auf ungdhlige Arten, da die will-
fibelich gewdablte Kraft X, Y, Z) im Puntte (X, y, 2) nur io
bejdhaffen fein mup, daf X : Y : Z nidt wie A B: C und
baf LX + MY + NZ + AGZ-2Y) + B@X-x2) + CGY-yX)
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= AL + BM + CN, Ddie in Rebde ftehenden beiden Krijte
liegen aber in jwei vevidhiedenen Cbenen™ laffen fid alfo
weder gu einer vereinigen, nod) jind e8 3wei gepaarte Krifte.

Sind zwet der Grofen A, B, C nidht = 0, 3 B. A und B, fo
fot man Die wei Krdfte jo beftimmen:

X Moo
) X =T oriEe F o ® beliebig s

Q

X=0,1=0, 2=

X=A, Y=B,Z=0, xB—yA=N, z=0.

3t aber nur eine von den Grifen A, B, C nidht = 0, 3 B. die
Grige C, o fann man die ywet Krdjte {o Deftimmen:

: : s » : L N .
X beliebig, Y =0, Z = 0, x beliebig, y = Ew-}:(—,z =.0}
de e s e M — T
X=—X,Y=0, Z=C, Ao g Y z=10

Aus Den vorhergehenden Vetrachtungen ift nun audy flar, dap die
Gleidhungen
2X)=0, EM=0, 2@)=0,
SYZ—2Y)=0, E2@X —x2)=0, SxY¥Y—yX)=0 .,

uicht mur geniigende, fondern aud) nothwendige Bedingungen des
Gledhgewichts find. Sie gelten iibrigens nidht blos fiir ein feftes Syftem,
jondern audy fit ein beweglidyes Syjtem, wenn Gleidhgewidht ftattfinden
foll, aber fie geniigen im leptern Falle nidt.

Sdlieplich wollen wir nod) die Bedingungsdgleidhungen ded Gleid)-
gewichtd eined Gyjtems von Punften aufjuchen unter der BVorausjepung,
DaB Ddiefes nicht gang fret ift.

Gritend fei dDer Punft (a, b, ¢), der mit Dem Syfteme von
Puntten feit verbunden ift, unbeweglich, Jn diefem Falle ift offenbar

*) Daf die beiden Krdfte nicht in einer Ghene fiegen geht daraus hevvor, dafs
[—) E—@—2) Y] X4 [o—2) X —(—x)7] T+ [x—x Y —F—yXIZ=

: AL + BM +%N,
alfo nidht = 0 ijt.
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jum Gleidhgewichte nothwendig und gemiigt aud)y dagu, daf dag Syjtem
eine Refultante habe, die durd) den Pumft (a, b, ¢) gebt, was utreffen
witd, wenn die Gleidungen

C—cB=1L, cA—aC=M, aB—DbA=N
exfiillt find.

Ware der Punft (a, b, c) ntdyt unbeweglich, aber an eine
Gurve gebunden, deren Tangente in diefem Punfte die Determinanten
«, B, v bat, fo fime noch die Gleidhung

Ac + BB +Cyr =0
bingu, und wenn dev Punft an eine Flade gebunden wdre, deren
Normale die Determinanten e, [9, y hat, die Proportion

A:B:C=&2{§:Q;.

Jweitens fei eine Linie, welche durd) den Punft (a, b, ¢) gebt,
und die Determinanten &, 2, £ hat, unbeweglich, Ddann ift nur nd-
thig, Daf Die Deiden Refultanten des Syftems durd) diefe Linien geben;
daraus geben die Gleihungen hervor: )

Q) X+X+A=0, ((\p+b)Z—AL+OV +Xp+b)Z—AL +YV+L =0,
10) Y+Y+B=0, (A\+e)X—(AE+a)Z+ W E+)X—AE+a)Z+M =0,
(1) Z+Z+0=0, A+ )V —(A+D)X+XE+a)Y — Wy +b)X+N=0,
Die Gleichungen (9.), (10.), (11.) fonnen aber leidht in Ddiefe wmge-

formt werden:

A@Z — V) + ¥@Z —LY) + L —1bC + ¢B = 0,

ACX —EZ) + ¥ (X — £Z) + M — cA + aC = 0,

AEY — 7X) + V(EY — 7X) + N— aB + bA =0,
welthe unabbingig von X, Y, Z, X, Y, Z, 4, ¥’ ftattfinden nuifjen;
folglich muf die Bedingungsgleichung

XV. §L—bC+ cB)+7(M — cA+aC)+ (N — aB+bA)=0

beftehen, 3
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Konnte das Syftem Langs der in Rede ftehenden Linie

gleiten, fo fame nod) die Bedingung bingu
XVI. (A 4+ 7B + (C = 0,

weil ndmliy EX+9Y+L2) + EX+ 7Y + £Z) = 0 fein nuf.

Die %ebingung@gleicf)ﬁngen XV. und XVL laffen fidh leichter erleis
ten, wenn man dag Agenfyftem fo verlegt, daf die meue Age Z' in bdie
Linie (@, b, c; &, », £) fallt, und Der weue Unfangspunft dev Punft
(a, b, c) ift.  Berlegt man nebhmlich dag Shjtem von Krdjten in wei Sy-
fteme, von Denen Dad eine der Ape Z' pavallel lduft, Ddad andere in die
Gbene (X, Y') fallt, fo ift, da nur eine Drehung um die Linie (2, b, c;
&, m,0), d. b um die Are Z miglich, nach dem Fritheven Gleichgewidht,
weIit

SEY — yX) = 0.
Gubitituirt man aber in diefe Gleidumg die Werthe x/ = &' (x —a) +
7 (b)) + @)y yi=x-=a)+ 9 (y—D) + L@~ )
X'=8X+ 'Y + §'Z; Y = E“X + 9“Y 4 [“Z, {o verwan:
Delt fie fih in Diefe:
EL —1bC 4+ cB) + (M — cA + aC) + L(N — aB 4+ bA) = 0.

Wire dag gange Syjtem [dngs der Linie (a, b, c; & 7, ), d. b lings
der Age Z' verfdhiebbar, fo miipte audh) nodh =(2) = 0, d. b.

i ' EA+ 7B+ C=0

jetn.

Cudlid) jet drittens eine Gbene (a, b, c; & 2,0 feft und das
Syftem mit dret Punften an diefe gebunden, fo, daf es fich jedodh) auf
derfelben verfdhieben 1aft, fo ergeben fich die Bedingungen des Gleidhge-
widts jogleich, wenn man die fefte Gbene jur Coordinatenebene (X!, Y)
madyt, und den Punft (a, b, ¢) yum Anfoangdpunft des neuen Ayenfyjtems
annimmt; man erhdlt nehmlid) offendbar dieje Gleichungen:

2X)=0, 2(Y)=0, XY —yX)=0,

) &t &5 #9S find vefp, die Determinanten der Aren X« und Y4,
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aud welchen man leicht folgert, wenn man fiie X/, Y‘; x/, y/, wie vor-
ber, ibre Werthe fubftituivt, dap fich verhalten wnp

A o B HC = & T
und daf

E(L — bC + ¢B) + 7(M — cA + aC) + {(N — aB + bA) =0

fetn mug.






