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EESSONA

Kéesolev valjaanne sisaldab naiteid ja ulesandeid mate-
maatilise analiidsi alalt mitme muutuja funktsioonide dife-
rentsiaalarvutuse ulatuses ja on mdeldud matemaatilise ana-
luusi praktikumi labiviimiseks prof. G.Kangro 8piku ""Mate-
maatiline analiis™ 11 (Tallinn, 1968) jargi TRU Matemaatika-
teaduskonna ja Fllsika-Keemiateaduskonna fulsikaosakonna
esimestel kursustel kevadsemestril.

ulesannete kogu igas osas on antud luhike teoreetiline
sissejuhatus, kus on ara toodud pohilised mbisted, valemid
ja teoreemid, mida laheb vaja vaetava osa llesannete lahen-
damisel. Samuti on toodud rohkesti naiteid tuupiliste lahen-
dusvotete rakendamise kohta. See teeb Ulesannete kogu kaunis
sOltumatuks matemaatilise anallisi kursuse Opikutest ja vOi-
maldab praktikumi materjali kasutada ka iseseisvalt Oppijail.
Ulesannete kogu on sobiv kasutamiseks ka teistes ENSV  kér-
gemates Oppeasutustes, kus matemaatilise analllsi program-
mid on véaiksema ulatusega.

Koigile arvutustlesannete” on antud vastused. Tarnike-
sega (=) margitud llesannetele on vastustes antud kas lahen-
dust pdhjendav markus, juhised lahendamiseks vO6i on ara too-

dud lahenduse po6hiosa.
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I. MI TME MUUTUJA FUNKTSITOONTID

§ 1. Kahe muutuja funktsioonid.

Olgu D mingi arvupaaride (X,y) hulk. Geomeetriliselt
kujutab hulk D endast punktide P = (X,y) hulka xy-tasandil
(vt. joon. 1).

Kahe muutuja funktsiooni definitsioon. Kui igale arvu-
paarile (X,y) ehk punktile P =(X,y) hulgast D on seatud vas-
tavusse mingi arv z, siis o¢eldakse, et suurus z on kahe muu-
tuja x ja y ehk punkti P = (X,y) funktsioon ja kirjutatakse

z = F(x,y) voi z = f(P).
Seejuures arvu z nimetatakse funktsiooni f vaartuseks, hul-
ka D ja hulka Z = {z} vastavalt funktsiooni f maaramis- ja
muutumispiirkonnaks.

Kui arv z on Uheselt maaratud iga paari (x,y)€D korral,
siis funktsiooni f nimetatakse Uheseks, vastasel juhul mit-

meseks.

Vastavalt definitsioonile on funktsioon f antud, kui on

teada:
a) funktsiooni F maaramispiirkond D,
b) vastavuse eeskiri z = f(X,y).
Kui vastavuse eeskiri z = f(x,y) juba maarab D, siis

viimast eraldi enam ei anta. Naiteks, kui vastavuse eeski-



ri on antud analuttilise valemiga z = f(P) Js maaramispiiJF”’

kond D ei ole ette antud, siis D all mbistetakse kdigi nen-

de punktide P hulka, mille korral antud valemil on mote*
*

s*t. valem maarab reaalse vaartuse z.

Graafiku definitsioon. Arvukolmikute (X,y,z) ehk
punktide Q = (X,v,z) hulka, kus z = f(P) ja P = (x,y) eD,
nimetatakse funktsiooni z = f(X,y) graafikuks.

Geomeetriliselt kujutab graafik endast pinda Xyz-
ruumis (vt. joon, 2).

Kaks funktsiooni z = f(x,y) ja z = g(x,y) osutavad
samadeks funktsioonideks, kui neil mdlemal on iUks ja see-
sama maaramispiirkond D ning samad vastavuse eeskirjad,
e.t. nende graafikud langevad kokku.

Olgu £>0 mingi arv. Punkti Pe = (xo-yb) £-Umbru-
seks nimetatakse kdigi punktide P = (x#y) hulka, mille

kaugused punktist PO on védiksemad kui t, s.o.

- 30)2 + (y - yo)2 .



Geomeetriliselt punkti PO t-Umbrus kujutab endast ringi
raadiusega £, mille keskpunkt on PQ ise.

Punkti PQ nimetatakse hulga d sisepunktiks« kui
kuulub hulka D koos oma mingi t-Umbrusega, ja ra.japunk-
tiks, kui PO igas t-Umbruses leidub nii hulga D punkte
kui ka punkte, mis ei kuulu hulka D* Kdigi hulga D rajapunk-
tide hulka nimetatakse haiga D ra-ja-jooneks ehk ra.jaks.Hul-
ka D nimetatakse lahtiseks, kui kdik tema punktid on sise-
punktid, ja kinniseks, kui. hulka D kuuluvad ka k&ik tema
rajapunktid.

Naide 1. Leida ja joonistada funktsiooni

z /o2 + y2 - - X2 - ¥2)
maaramispiirkond D.
Lahendus . Funktsiooni avaldisest ndeme, et z on maara-
tud, kui
x2 y2 - 14 - x2-y2)™O

Viimane tingimus on samavaarne tingimustega

Esimesest slisteemist saame

kust
17Mx2 & y2n4



Teisel susteemil ei ole lahendeid*
Seega antad funktsiooni mé&ramispiirkond on hulk
D = {(X,y)s 1<x2+y2" 43}
Maaramispiirkonna D raja moodustavad kontsentrilised
ringjooned
X2 +y2=1,x2 +y2 =4
keskpunktidega punktis (0,0) ja raadiustega vastavalt 1 ja
2. Nagu naeme,raja kuulub hulka D ning seega D on kinnine
hulk. Nudd vOime joonistada maaramispiirkonna D (vt.joon.3)«
Antud tlesande vOib lahendada ka jargmiselt. Tahis-
tame
u=x2 + yg, .
siis D mddramiseks saame u suhtes ruutvlrratuse
(u-1DE - uw?o0,
kust
1~Nuza.
NUud, arvestades u tahendust, saame jallegi sama maaramis-

piirkonna D.

-10-



Naide 2. Leida ja joonistada funktsiooni

maaramispiirkond D.
Lahendjx9. Funktsiooni avaldisest naeme, et z on maa-

ratud, kui

mis on samavaarne vdrratosega
(X2 +y2 - 1)(4 - X2 - y2)>0.
Analoogiliselt naitele 1 saame
D = {(X,y)sl<x2 + y2< 4j.

Naeme, et maaramispiirkonna D raja moodustavad ringjooned

X2 +y2 =1, X2 +y2 =4
ei kuulu hulka D ning seega D on lahtine hulk. Selleparast
piirkonna D joonistamisel kujutame raja punktiiriga (vt.
joon. 4).
Naide 3. Leida ja joonistada funktsiooni

-1
z =aresm Y -

maaramispiirkond D.

Lahendusn Peab kehtima tingimus

Jarelikult mdaramispiirkond D on mddratud sisteemiga
y-11"
X AO.

S11-



Seega vOime kirjutada, et

D = {CLy): |IY - 1]< xI» x*0o}.
Maaramispiirkonna D joonistamiseks teisendame slis«eemi

kuj ule
y - 1*Ix]
x A O
ehk
fl - Ixl<y”™l +
L X A O.
Edasi peame vaatama eraldi pooltasandeid x>0 ja
x <0.

Kui x>0, siis
1 - x« y + X
Nagu ndeme, asetsevad madaramispiirkonna punktid (X,y) vaa-
deldaval pooltasandil x>0 sirgete
y=1-x, y=1 +x
vahel, mis moodustavad nurga tipuga punktis (0,1).
Kui x<0, siis
1 + xs*yjc - x.
Naeme, et maaramispiirkonna punktid (x,y) ka pooltasandil
x<0 asetsevad samade sirgete
y=1+x, y=1 -x
vahel .
Seega need sirged moodustavad maaramispiirkonna raja.
Et x A O, siis tipp (0,1), mis on sirgete I0ikepunkt ja
seega ka hulga D rajapunkt, ei kuulu mddramispiirkonda D.

Jarelikult D ei ole kinnine hulk. Et Ulejaédnud rajapunktid

12 -



kuulavad maaramispiirkonda
D, siis D ei ole ka lahtine
hulk.

Nutid vOime joonistada
maaramispiirkonna D (vt.

joon. 5).

Ulesanded.

Joonistada kinnised piirkonnad, mis on piiratud jarg-

miste joontega.

0 0
.JsX ,X =y

[EY

2.y =sinXx, y=-X, y=Injr)
3.y =2x,x.=/N1-y2,x +y +1 =0

Leida jargmiste piirkondade rajajooned, jJoonistada
need piirkonnad ning teha kindlaks, millised neist on kin-

nised ja millised on lahtised piirkonnad.

4. X2 + 4y2<4 7. X2 - 4y2ss4
5. 0Ossy<x 8. 4x2 - y2<4
6. X2c y <X 9. O<In(xy)<l, x2 +y2<4

10. y2n x?/(2 - X), X2 + y2<s2x

Leida jargmiste funktsioonide maaramispiirkonnad ja
jJoonistada need. Maarata, millised neist on Kkinnised Jja
millised on lahtised hulgad.
11. z=x +7TT 13. z = In(4 - x2 - y2)
12. z =4 - X2 - y2 14. z - In(x +VY)

- 13-



15.z=1In(x y) +1/Inx 18. z = Jn - x2 + j/l - y2

16. z=3 +/-U - y)z 19. z=/1 - X2 +/y2 -1

17. z=x +e + arccos y

20. z = (/2 + y2 - a2)(Ra2 - x2 - y2), kus a>0

21. z = ¥2- * ~ 23« z = la(x2 +y) + sin x
2x - x» - yaA

In(l +x)/1n(1 +vy)

22.z= A - (X2 +y)2 24. z

25. z= (6 - X2 - y2 + ———=2— "N 2
* In(x +vy2-2)

In(x +y*"-2)

27. z = J sin X 30. z = [/sinQ2 + y2)
28. z = cos(x2 +y2 - 3) 31. z = 1

S B~ 17 - =
29* z = jrincos(x +vy ) 32. z = arcsin
33. z = arccos — -—— + arctan---~ y~Ym

X +y 1 +x +vy

3N Z=—¥—-3 - arcCOt - X E A

X -ayn 1 - 2x2 - 4yn
35. z = Marcsin 36. z ="3!1nax sinay

37. z ="sinnx sinny ¢ ™M -|x - 4 + ™6 - (y - 4)2
38. z = log[cos (X + y) cosix(X - y)J

39. z=1In 0
7 - 7 -

40. z = jix|+ /Y@ - y) + arccosO -
Millistes jargmistes paarides on samad funktsioonid

jJja millistes erinevad ?

-14.



41. f(X,y

In x + Iny; g(,y) = In(xy)

42. f(X,y = |//\y; S(X’y) = X/\y"
43. f(x,y =2fZ; g(x,y) = xy
4. Ty i g(Z.y) = gy

45. f(x,y = In(x21yD; g(x.y) = 2In(Ix] W)

46. f(X,y

InCx?y2); g(x,y) = 41nC K lyD

47. f(x,y = In(x2y); g(x,y) = 2In(Ix] 7y)
40. f(x,y = IsinGy)| i gu.y) = gin |einGy)]
49* f(x,y = xy; g(x,y) = «‘1™lsgnCxy)

Maarata maaramispiirkonnad D nii, et vastavustega

antud funktsioonide paarid Koosneksid samadest funktsioo-

nidest.
50. f(x,y) = In xp + Iny; g(x,¥y) =2ln x + Iny
51. f(X,y) =fx fji gX,y) = féj-

52. f(x,y) = cos |/3y; g(x,y) = eln cos I

53. T(x,y)

Xy exe7; g(x,y) = Xy exy

Kui funktsiooni z = f(u,v) korral on
g(x,y)
h(x.y)]J
kus (Xx,y)€ D, siis kirjutatakse
z = F(@(x,y), h(x,y)) = P(X.y)

jJa oeldakse, et z on liitfunktsioon P muutujate X,y suhtes,

u

Vv

piirkond D on tema maaramispiirkond ja funktsioonid f,g,h

tema koostisosad.
_15.



Nagu naewsp on funktsiooni F maaramispiirkonnaks piir-
kond E = |(u,v): agi, v<Vv}, kus U jJa V on vastavalt
funktsioonide g ja h muutumispiirkonnad.

Arvutada jargmiste funktsioonide f vaartused antud
punktides A, B ja C.

54. f(x,y) s ;A =(2,1), B=(2,-3), C=(1,8)
55. f(x,y) =xy +]; A= (0,1), B = (1,-1), C = (*,3)

56. F(x,y) = 1-4-Z; A = (1,2), B = (-3,5), C = (a, 1)

57. f(x,y) = xy2"1 + 7x2"1; A = (2,2); B = (1,2, C = (2,1
58. f(x,y) = expsin(x +y); A = (0,0); B = (I,”p); C=(g,D)
59. f(x,y) =tg-fcaztk - j]" A =

61« "Cx.,) = lrolotT»"-"y); A = (1.0); B

c=(1” . - 1)

62. IF'(x,y) = uv;
ru=x +y, A =(0.,1), B= (2,3, C=(1,1)
17 = x - vy;

63. f(x,y) = In(uv);
Mo = sin x, A =(§,0), B =(- §,1), C = (4p, %)

a cos y;



’64. F(x,y) = In(uv)
{fy =tany A=<5"1t)" B=(1""s) °"t2?2 T?)
65. f(x,y) = In(u +v)
u=ein/" q_
v 2 A=(3,3), B=(0,n), C=(2f,-g)
v = eJcosy
66. Leidazf(yoé), f(-x,-y), Ff(Vx,1/y) ja VF(x,y),
kui f(x,y) =—-—g”~™".
6?. Leida f(1,1/y) ja f(Vy,Vx), kui f(x,y) =x + /.
Leida funktsiooni f vaartused kovera C punktides.
68. F(X,y) = 1 + x - y; C on parabool y = x°
69. F(X,y) =& — +_Z L_; c =T(,y): x2 +y2 = a2}
1 -x -~ L J
2
70. f(x,y) = arcsin * JA\ C = f(x,y)s x2 + 2y2 = 4l
5x + 2yd L J
71. Leida f(X), kui f(y/x) = /x2 +y /y, kus y"O.
72. Leida f(Xx,y), kui f(X +y, X —y) =Xy &y2.
73. Leida f(X,y), kui f(x +y, y/X) = x2 - y2.
Leida funktsioonid f ja 2, kui
4. z(x,y) = F(C {x - 1D + N'Ja z(X,1) =X
75. z(x,y) = IXIf(y/x) ja z(1.,y) =p +y2
76. z(X,y) =x +y + f(x - y) ja z(x,0) = x2

=17 -



8§ 2. Mitme muutu.la funktsioonid.

Susteemi (X,Y,Z,.--,t), mis koosneb m reaalarvust
X,Y,Z,-..,t, nimetatakse m-mootmeliseks ehk m-dimensio-
naalseks punktiks ja kirjutatakse

P = (,Yy,Z,---,t) ehk P = (X,y,Z,-..)-
Arve X,y,zZ,...,t nimetatakse punkti P koordinaatideks.
seejuures arvu x punkti P esimeseks koordinaadiks, arvuy
punkti P teiseks koordinaadiks jne., I8puks, arvu t nime-
tatakse punkti P viimaseks ehk m-ndaks koordinaadiks.

Punkti 0 = (0,0,...,0) nimetatakse nullpunktiks. Punk-
te PM ja Pg nimetatakse vordseiks ja kirjutatakse PN = P2,
kui nende vastavad koordinaadid on vdrdsed.

Koigi voimalike m-m6otmeliste punktide P hulka nime-
tatakse m-mootmeliseks ehk nwilmensionaalseks Eukleidl-
liseks ruumiks Rm, kui selles hulgas iga kahe punkti

Pl = boe-,TY) Ja P2 = (X2»Y2»eeen?2)
vaheline kaugus d(P~,P2) = PMP2 on defineeritud vordu-

sega
N\ 7\
dE/j P2” = + teeet (tg ” U)) .

Ruumis Rm kaugus d taidab identsuse, simmeetria ja
kolmnurga aksioome, s.o.

1° d(Pl ,P2) * O parajasti siisS, kui P,, = P2,

2° d(P1fP2) = d(P2,P1),

3° d(P1,P2) « d(PL,P3; + d(P3,P2)
ruumi Rm iga punkti P1, P2 ja P? korral.

- 18-



Olgu ts*0 mingi arv. Punkti Pee Rm Umbruseks ehk
C-Umbruseks nimetatakse k&igi punktide PeRm hulka, mis
taidavad tingimust

d(Pe ,P)<E E,
s.o. hulka
{P: PcRm, d(PofP)<£]>.

Olgu ECRm mingi punktide hulk ruumis Rm. ©6eldakse,
et punkt PO on hulga E

sisepunkt, kui punkt Pe kuulub hulka E koos mingi
oma e-Umbrusega;

ra.japunkt. kui punkti PQ igas £-Umbruses leidub nii
hulga E punkte, kui ka punkte, mis ei kuulu hulka E;

valispunkt, kui punktil PO leidub e-Umbrus, mis ei
sisalda Uhtegi hulga E punkti.

Hulga E kdigi rajapunktide hulka nimetatakse hulga
E ra.japinnak8 ehk rajaks, Oeldakse, et hulk E on lahtine.
kui tema koik punktid on sisepunktid, ja kinnine. kui
hulka E kuuluvad ka kdik tema rajapunktid.

Hulka E nimetatakse tdkestatud hulgaks, kui leidub
arv M>0, et iga punkti P«E korral on

d(,P) ~ M.
Tokestatud hulga E diameetriks nimetatakse arvu

diamE = sup d(P,Q).
P,QeE

Jarelikult kinnise tokestatud hulga E diameetriks on suu-
rim kaugus tema kahe punkti vahel, s.o.

diam E = max d(P,Q).-
P,Q eE

-19.



Ruumis Rm punktide P = (X,y,z,...) hulka, kus koordi-

naadid X,y,z,... on Uhe parameetri t funktsioonid, s.o.
"X = x(t)
y = y(© - @
z = z(®)

kus t€ [=x,(3] , nimetatakse .jooneks ehk kdveraks.
Kui funktsioonid (1) on pidevad t funktsioonid 1digus
EQQ , siis joont (1) nimetatakse pidevaks Jooneks.
Erijuhul, kui funktsioonid (1) on lineaarsed t funktsioo-
nid, s.o.
X = at +b

my =ct +d te [cx, Jji]

siis joont (1) nimetatakse sirgldiguks.

Hulka E nimetatakse sidusaks, kui hulgas E iga kahte
punkti saab Uhendada hulka E kuuluva pideva joonega.

Clgu E mingi punktide hulk mitmemddtmelises Eukleidi-
lises ruumis Rm.

Mitme muutuja funktsiooni definitsioon. Kui igale
punktile P = (X,y,z,...) hulgast E on seatud vastavusse
mingi arv w, siis Kkirjutatakse

w = f(X,y,z,...) voi w = f(P)
ja oOeldakse, et suurus w on muutujate X,y,z,... ehk punk-
te N = funktsioon f. Seejuures arvu w nimeta-
takse funktsiooni f vaartuseks, hulka E ja hulka W = {w}

vastavalt funktsiooni F mddramis- ja muutumispiirkormak-sT

- 20



Kui arv w on Uheselt maaratud iga punkti P€ E korral,
siis funktsiooni T nimetatakse Uheseks, vastasel Juhul
mitmeseks.

Seega definitsiooni jargi on funktsioon F maératud,
kui on teada;

a) funktsiooni f madramispiirkond E,

b) vastavuse eeskiri w = f(P).

Kui funktsiooni f maaramispiirkond E ei ole antud,
siis maaramispiirkonnaks E loetakse kdigi punktide P hul-
ka, mille korral vastavus w = f(P) omab mdtet.

Funktsiooni graafiku definitsioon. Punktide Q =
= (X,¥,---,t,w) hulka, kus w = f(P) ja P = (X,¥,---,©)
€ E, nimetatakse funktsiooni f graafikuks. \

Seega m muutuja funktsiooni graafik on punktide hulk
(m+1)-mdotmelises ruumis.

Mitme muutu.ja Biitfunktsiooni definitsioon» Kui m
muutuja u,v,... Funktsiooni

w = Ff(u,v,...)

korral u,v,... on K muutuja funktsioonid
u=gx,y,---)
-v = h(X,y,...)

kus (X,y,--.)eE, siis kirjutatakse

w = FOX,y,---), h ( x , ¥y , =FXYy,-..)
ja oeldakse, eﬁ_ugon liitfunktsioon F muutujate X,y,...
suhtes hulgal E. Funktsioone f,g,h,... nimetatakse liit-

funktsiooni F koostisosadeks. Suurust



Af = f(P) - F(P.)
nimetatakse funktsiooni f muuduks (ehk kasvuks) punkti Pe

ja P vahel ehk uleminekul punktist PO punkti P. Seejuures

suurusi
O x =x - X«,
ny =y - Yp»
nimetatakse funktsiooni f argumentide X,y,.«. muutudeks

ehk kasvudeks uleminekul punktist PO = (X«,y0,...) punkti
P =e(X,Y3*ee)e

Elementaarfunktsiooni méiste« Mitme muutuja Xx,y, ---
elementaarfunktsiooniks nimetatakse iga funktsiooni, mida
vOib saada pohielementaarfunktsioonidest nelja aritmeetili-
se tehte ja liitfunktsiooni moodustamise teel, rakendades
neid 18plik erv kordi. Pohielementaarfunktsioonideks nime-
tatakse

1) konstantset funktsiooni,

2) eksponentfunktsiooni,

3) logaritmfunktsiooni,

4) astmefunktsiooni,

5) trigonomeetrilisi funktsioone,

6) arkusfunktsioone,

kus argumentideks vdoib olla iga muutuja X,y,... =

Ulesanded.

Leida jargmiste kolme muutuja funktsioonide maaramis-

piirkonnad E.
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=1 + -fj - /T
ﬂﬂ+(5—Bj

= /x(z2+1) -
=0Ini + Iny + Inz

= In(xy) + In z

= In(xyz)
_Iny sinx
fx iln z

= arcsin X - arccos y ¢ 2arcsin z

=W - x2 - y2 - s2

= In(4 - x2 - 2y2 - 3z2)

=1/4 - X2 - y2 - 72 ¢ /X2 +y2 ¢ B2 -1
=/9 - x2 -V2 - z2 + 1

NTy 2 -4
=y /x In z

Yy
fx In z

= /R +X+Dy2-y +1)(@Ez2+2z2-1)
= /1 -x2-y2-22+ /X2 +y2+z2-1

=2 +2y2 +322 -4 - In(4 - x2 - 2y2 -

arcsin x + arcsin 2y
arcsin 3z

_ - arccos z )
I+ aresin x - arcsiny

. ZIn(x /1 - y2) - In(yY"I - X2)
arcsin x + arcsin y
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* _ - 1nCl - + aresin z
87- W~ arctanx¥)+ arctan y
1
98. w = 3 + COSJTX + cosaty + cos nz

Arvutada jargmiste funktsioonide vaartused antud

punktides A ja B.

99- f(x,7.s) = arZta”~x -~y - '1j- A =~ \

100. f(x,y,z) = JSoot[x - . A = C1>0,0)
B- ?gff?2;ff 2 g fhH)

NN &

B =@, 1)
102. F(X,y) = uw + wutv
usXx ey A x (-1,2)
V=X-y
W = xy B =(,-3)
103. f(X,y,z) = eu + Inv
u=x «Iny A= (,1,2

vV =yez = B = (0,e,-1)
104. F(X,y,z) = sin(uv) + cos(ww)

u = arcsin X A = (1,e,-1)
v=Ihy
W = arccos z B=0@, £, J)

Leida funktsiooni Ff vaartused margitud punktide

hulgal.
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105.

106.

107.

108«

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

118.

FCx,y) = (X - 132 ¢ (y ¢ 1)2 ¢ 2(X - y) joonel
X2 +y2 =2

f(X,y,z) = sinS:* + ten2?2 + cos2z joonel y = k2,

f(X,y,2) = Gt- 2)2 - X +y)2 + Insin* *~ * g
tasandil x+y + z= 7 .

f(X,y,z) = z - arctan(s2 - x2 - y2) pinnal

z s arccot (2 « y2 - s2)

Leida funktsioon f(x,y,s), kui
f(x*yz,z) = Inx +y - »

f(x ¢ y,x - y,z2) =xy + * 22
f(x +ZjX - z,Iny) =4xz ¢ ry
f(x2,y2 - 22,y + 2, =4yz + X"

Leida funktsioonid f ja w, kui
wix,y,z) a f@ + fx,y) + )82 ja *(xX,y,1) =X -y

wx,y*z) af(ff-1,y) « Jja w(x,y,0) =X + J2

w(X,Y,z) f(/x,ey) + /yz ja w(X,y,0) =2x ay
w(x,yfz) = f(arcsin x, cos y) - arccos z

*(X,y,-1) =xcoey ja Oigy™ir

-wO»y,z) ~x +y * S—wTQc/zf y/x) JE

*(L»y™?2) - ~JI* + t ning y*50.

Leida funktsioonid f, g ja w, kui
w(x,y,z) = f(arctan x) g(arcoot y) + z ja
w(x,1,0) =x +1 ning w(,y,0) =y, FQAT/3) =2
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119. w(X,y,z) =5x + F(2 ¢ ~y) +9(3 ” In 2)i
w(@Quy»l) = ¥2y, w(l,0,2) =3 +] ja g@) 1
120. w(X,y,z) = ain x + F(/1 - y2) + gCr)*
w(0,0,z) E1 + tan z, w(,y,$) =1 + cos Y @& »t3)=c

121. w(x,y,z)
w(@,1,» =1 +2z ja w(ln 2,e x,0) =3

ex + f(ex)Iny + z + y*g(2 F*)»

122 . w(X,y,2) (x2-1)y sinf(z) +xInln g(y) + oos[yg(@)1],
w(x,e,0) =x +cose, w(l,l,Inz) =cosz,

w(0,l1,2)

z <coeexpz ja g(0)4 1

123. Tdestada, et kaugesse aksioomidest 1°, 2° ja 3°
jareldub kauguse mittenegatiivsus, s.o. d(P,)"™. O
iga kahe punkti P ja Q korral.

124. Tdestada, et kauguse aksioomidest 1°, 2° ja 3°
jJareldub voérratus

ld(PL °3) - d(P2,P3) ~ d(Pl.P2)
iga kolme punkti P~, P2 ja P™ korral.

125. Toéestada, et kauguse kolm aksioomi 1°, 2°, 3°
on samavaarsed kahe jargmise aksioomiga

1) identsuse aksioom 1°,

2) dP12) d(P3,P™) + d(P3,P2)
iga kolme punkti P1, P2, P3 korral.

Leida jargmiste hulkade diameetrid, kus
A= (al,a2,...,am) on antud punkt, r ja 1),r2,...,r
on antud arvud, P = ( x , , , N~ k=12,

126. Lahtine kera ~Ps d(P,A) -sr}.
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127. Kinnine kera {ps d(P,A) ~r].

128» Kinnine ruut ¥P: }q, - af| " rj-

129. Lahtine risttahukas {Pz j - afJ < rT.
130 . {(x,Y,2): * BJ2 £ 1, Iz]| c r}.

) ~
Joonistada jargmiste kahe muutuja funktsioonide

graafikud,
131. 2 -1 - x - ys kas Oxj tsi

132. r =xih +y2, e v-#4

133, r =x2 - y2, kus |x|<1, jyj«l

134 E=1 - IX] - M, kew r»0

Leida jargmiste funktsioonide graafikud

135. w = Z 4 jfy 137. W = *h—
XI\ *

136. w = W + In(z +1) 138* w 2 X2 §j¥ . m

y riB3nx™ ¢y +1)

Leida jargmiste funktsioonide f muudud L ¥ ning

argumentide X,y muudud £ x, Ay uleminekul punktist P,

punkti P.

139. f(x,y; = I/x~T 3Y2, Po * (1,1), P » (0,5»2)
140. f(x,y) =sin(x +y), Pe * ("= =), P « (0,0)
141. f(x,y) = Ix2 * y3,Pc = ({1,2), P = (2*2; 2)
142. f(x,y) = e*7,P0 s (1,0), P * (0,1)

143. f(x,y) =W (YT +4 7 -1), Po = (1,1),

P = (1,03; 0,98)
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144 . F(x,y) & xY, P* = 0s 0,98), P = (1.04; 2,02)

145. F(X,y) » X ¢ J — /X2 ¢ y2»P» = 3%), P = (3% ,2)
Halde 4. Sfiidata, et fankteioon
?2(X,y¥,z) = 2ainkX) ¢ 0 B(XY - arccos In *)
on elementaarfunktaioone
Lahendas,. Kdigepealt TOime funkteiooni P kirjutada
kabe pohielementaarfunktsiooni sauana:

?(X,y,z) = 2ain a + log T,

kae
a «|x], T s x7 - arccos In z.
Edasi
a* Ixl = fa7 kus a = x2,
X7 = ef, kos t =y In x,
arccbée In z s arccoa w, koa w = In z.

Seega funktsioon F on saadad 16pliku arva aritneetiiis-m
te tehete ja liitfunktsiooni moodustamise teel jargmis-
test pdhielementaarfunktsioonidest:

2, sin a, log v, s°’5f x2, e*, y\ In x, arccos w, In z.
Elementaarfankteiooni definitsiooni pdhjal on funktsioon

P elementaarne.

tulesanded.
laidata, et jargmiaed funktsioonid on elementaarsed.
146 . F(X,y) a 3xy - cos(x ¢ y2)

1*7. »<«,,) =1 ¢ J, y)
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148. 1(X,y,z) = xloofc XU (5*)Y 111 X

2
149. P(X,y,* =41*T cos * + In 2 ¢ arcein(xyz)
150 . F(x,y) =|sin In(x - ry2)15

1 T
151* *(X,y,s) = In arctan(x - 2ys). In(arccot x _-gy,)

§ 3. Mitme muutuja funktsiooni piir-

vaartoa ja pidevas>

Olgu ruumis Ra antud panktide PQ (n = 1,2,«..) jada

{pnl-

Oeldakse, et jada {Pnj koondab punktiks P« ja kirju-
tatakse

limP = Pe voi P Pe,
a-*00
kai
lim d(P ,Pe) = 0. @
n— ob n

Sel korral panktide jada™PjJ- nimetatakse koondavaks ja
punkti P* tema piirpunktiks. Punktide hulka {Pn] nimeta-
takse ka lahenemlsteeks punktile POe

Kui PB = (xn,yn,...) jaP* = (X*#y.,...)t siis tin-

gimus (2) on samavaarne tingimusega

riim = X.

n-*00

11» y = y. (©))
n-~00

Jada [PjJ nimetatakse tdkestatad jadaks, kai pankti-
de haik {Pq} on tdkestatad haik.

lga koondav jada [p” on tdkestatad jada*
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Bolzeno-Weierstrassi laame» Ruumis RI igast tokestatud
Jadast {Pn} saab eraldada teoonduva osajada (n=1,2, e»=)=
Olga hulgal SCr,E maaratud w amutuja funktsioon F.

Funktsioon®. piirvaartuse definitsioau, Arvu A nimeta-
takse funktsiooni T (n~kordsekg) piirvaartuseks punktis
Pe ja Kkirjutatakse

lia f(P) = A,
Pf-Po

kui iga arvu £>C Korral leidub arv 0 = 6 (£)>0, at
kehtib

IfFP) - Al < £
iga punkti pes korral, mis taidab tingimust

0 <cd(PfPe>< 6 .

Lopmata suure suuruse definitsioon. oeldakse, et

funktsiooni f piirvaartus punktis Pe on oc , ja kirjuta-
takse

lim f(? -o0 ,
P -*P0O

kui iga arvu 1i>0 korral leidub arv 5*6(M)>0, et keh-
tib

f(P) > M alati kui 0 <cd(P,Pe) <<5 .
oeldakse, et funktsiooni F piirvaartus punktis PO on -co,

ja kirjutatakse
lim f(P) = -co,

p-po
kui iga arvu m >0 korral leidub arv 6 = 6(M)3*0, et kehtib

£(P)<-M alati kui 0<d(P,Po)< j .
Koéiemal juhul o6eldakse. et funktsioon f on punkti P Umbru-

ses Idpmata enur suurus.
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Piirvaartuse olemasolu kriteerium* Saurus A on funkt-
siooni f m-kordseks piirvaartusets punktis Pe parajasti
siis, kui iga punktide Pg ~ PO jada {PQ}cS korral, kus
PQ PO, kehtib

lim f(P ) = A .
n -~

Analoogiliselt nagu Uhe muutuja funktsiooni korral
laiendatakse funktsiooni piirvaartuse ja lI0pmata suure
suuruse definitsioonid ka juhule, kus piirpunkti PO mdni
koordinaat on asendatud simboliga oo vOi -00 . Piirvaar-
tuse olemasolu kriteerium jaab kehtima ka sel juhul»

Mitme muutuja funktsiooni piirvaartuse korral kehti-
vad jargmised tehetega seotud piirvaartuse omadused.

Kui eksisteerivad 16plikud piirvaartused

lim f(P), lim g(P),
P-*_Pe P-"P,

D lim [FP) + g@I = lim fCP) + lim g(P);
P-Po P-Pe P-PO

2) limc f(P) =c Lim f(P), c = const;

P-Po P-Pe
3) Lim f(P) gP) = Llim f(P) lim g(P);
P-Pe P -P« P-Po
1im £(P)
Dp Mol Ul =Tbrg(P)» kui * ok

Samuti kehtivad mitme muutuja funktsiooni piirvaar-
tuse korral I0pmata vaikeste suuruste ja Idpmata suurte

suuruste omadused, mis on analoogilised hariliku piirvaar-
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tuse korral olaud omadustega (vt. Matemaatiliae analuusi

praktikum. Tartu,1970? Pfc* § "O*
Mitme muutuja funktsiooni piirvaartuse arvutamisel

vOib kasutada piirvaartuse arvutamise votteist kdiki neid,
r funktsiooni méaramispiirkonnas ei piira l&henemisteed
piirpunktile.
Funktsiooni F pidevuse definitsioon» Funktsiooni t
nimetatakse pidevaks punktla PO, kui

lim f(P) = f(Pe). @
P-*P.

Funktsiooni f nimetatakse pidevaks hulgal E, kui ts oa
pidev hulga E igas punktis.
Olgu AT funktsiooni £ muut ja £x,Ay,... tema argumen-

tide muudad Uleminekul punktist PQ = (x0,y0,...) punkti

-

N o= siis pidevuse tingimuse (4) vOime samavaar-

selt kirjutada kujul

lia At =0
6 X-+-o0
fy-*o
1
ehk
Iim At =0,
?2-*0
kus

9= a<P*?«) - VA2 + [lly2 + ... .
Kahe punktis Ps pideva funktsiooni f ja g summa
i(? > g(P), vahe F(P) g(p)., korrutis f(p) g(p) Ja ja-

g /s T(P)/g(p) (kui g(Pe) £ 0) on pidevad funktsioonid
punktis Pc,

-32.



Liitfunktsioon
FP) = LT h(P),-..] ®
on pidev oma maaramispiirkonnas * kui tema koostisosad
f,g,h,... on pidevad funktsioonid oma madramispiirkondadea.
Seega punktis Pc pideva liitfunktsiooni (5) korral

kehtib vOrdus

lim F(F) = F[lim g(P), lim h(P),...]. ©®)
P— Pe PPO Pc PO

Piirvaartuste arvutamisel leiab rakendamist jargmine

Teoreem. KOik elementaarfunkl-sioonid on pidevad oas
maaramispiirkonnas.

Seega vordused (4) ja (6) kehtivad ige elemeniaar-
funktsiooni korral tema mderamispiirkonna punktis PO.

Funktsiooni ilhtlase pidevuse definitsioon. Funktsioo-
ni f nimetatakse thtlaselt pidevaks piirkonnai E, kul iga
arvu £>0 korral leidub arv 6= 6(C) >0, et kehtib
vorratus

IFP) - F(P)l< t alati kui a(P,PJ) c 5
solta'"iata punktide P _j P* asukohast piifkonn&s E.

Pidevats funktsioonide korral kehtivad jargmised oma-
dused.

Welerstrassi teoreem funktsiooni fcftkeatatssest. Tokes-
tatud kinnises piirkonnas pidev funktsioon on tokestatud
selleo piirkonnas.

Weilerstrassi teoreaa ekstremaalsetest véartustest. To-
kestatud Kkinnises piirkonnas pideval funktsioonil on ole-

mas ekstremaalsed vaartused selles piirkonnas« s.o. leidub



vahemalt kaks punkti, et Uhes on funktsiooni vaartus vord

ne funktsiooni vaartuste lUlemise rajaga ja teises vaartus-

te alumise rajaga.
Bolzano-Cauchy teoreem vahepealsetest vaartustest.

Tokestatud Kkinnises sidusas piirkonnas pidev funktsioon
omab iga vaartust oma ekstremaalsete vaartuste vahel.

Cantori teoreem Uhtlasest pidevusest. Tokestatud
kinnises piirkonnas pidev funktsioon on thtlaselt pidev
selles piirkonnas.

lga kahe punkti

P = (X»Y I"eee)» Po ~ (X0,YO»eee)
korral kehtivad vdrratused
Ix - x0] < d(P,Pe),

Iy ~ Yl < d(P,Po),

Naide 5. Kasutades funktsiooni kahekordse piirvaartu-
se definitsiooni, tdestada, et
lim 2*%2 =72 *2x + 37 m2 =
X,y— 2,5 X + + 3
Lahendus.. Olgu PO = (2,3), P = (X,Y), siis nende
punktide vaheline kaugus
a =a(p,pe) -V x-2)2 + (y - 3)2.
Tahistame
fx.y) =
X + + 3
Votame suvalise arvu r >0. Vastavalt piirvaartuse defi-

nitsioonile tuleb leida niisugune arv &> 0, et kehtiks
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|ITCx,y) - 21c £ alati kui 0<d<6
Kasutades vorratusi

Ix-2] ~d, ly -31<d

2

ja jattes nimetajast ara suuruse X~ + y2 > 0, saame

(X, -2 bzr.&r jy *»I ~ Li2,-.,2*m ?7
Y. 1y

X +y +3 3
=Jly2 -3 - 2(x- 2| =

=il(y - 3)2 +3(y - 3) - 2(x - 2)(4
4j(ly - 312 +3ly - 3] ¢ 2|x- 2])4

4~ (d2 + 5d).
Kuna arvu 6> 0 voime alati vahendada, siis nduame,
oleks
IfOLy) - 2 ~(d2 +5d)< b,
kust d leidmiseks saame vOrratuse

d2 + 5d - 3£ < O,

mis annab

0 Cd <"N-x-RB]13Zr.
Seega vOime votta

5 =n(-5 + 7251 1271,

millega vajalik arv 5 on leitud.

4:

et

Naide 6. Kasutades funktsiooni kahekordse piirvaartu-

se definitsiooni, tlestada, et

lim X--[- =3.
X,y-~0,-2 x + 2y ¥3
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Lahendas”™ Olgu PO = (0,-2), P - (X,y) » siis

d = d(P,,PO) = 2 + (y + 2)2.

Tahistame
f(x,y) =T-HTT3*
Votame suvalise arvu L > 0. Tuleb leida mingi arv &> 0,
et kehtiks
IF(x,y) - 3] < £ alati kui 0<d =5 .

Voime Kkirjutada

~H= | XrAQ -H-M yl:1°1-

= I2x *57 + 101 = j2x t. 93..,+ 2)1
Ix + 2y +3 X +2y +3

Et nimetaja, soltuvalt lahenemisteest piirpunktile
POf vboib olla ka vaiksem arvust 1, siis nimetajat vahetult
ara jatta (nagu vois eelmises naites) ei saa. Seeparast
leiame nimetaja tokked. Tingimuse O < d < 6 tdttu on

| x]«d<6 , [y+2] ~d< 6,

-6 <X<6 ,-2<y+2<5 ,
kust
-4-26 < 2y <1-l + 26.
Seega nimetaja kohta saame
-1-36 < x +2y +3< -1 +36.
Et arvu 6 > 0 vOime vahendada, siis loeme, et 0< 6 ™ g.
Sel korral on 36 ~ 0,5 Ja -36 > -0,5 ning seega

-3 < x+2y +3< -1 +36 $ -0,5,
kust
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-1,5< x +2y *3 <-0,5
ehk

1,5>-(x ¢ 2y 3)>0,5»
IImselt x ¢ 2y + 3<0, seega siis

0,5< |x ¢ 2y ¢ 31<1,5.

Nuid vOime kirjutada, et

I*C»Y) - 3]<laL-+_gi™+ 211 e |[4x + 10(y + 2)

MIx]«- 0]y + 2]-c
NA4d + 10d = 144<£
kust
0 <d< T%°

Seega vOime I16plikult votta

£=nmin @,

Ulesanded,

Kasutades funktsiooni piirvaartuse definitsiooni,

tlestada jargmised vOrdused. Maarata $ =<5(t).

152. lim (X2 +y2 - 2x - 4y) = -5

X,Y-**1,2

153: 11« 1 .0
X,y-»-1,1 P& +1)2 + (y - 1)2

154. lim (sin X ¢ cos y) = sin a ¢ cos b
X,y-*a,b

155. lim sin(x - 2y) = sin(a - 2b)
X»Y— a,b
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156*. lim

X,y— a,b
157. lim
X,y— 1,-;
n + 2Hy2 - 1) =o
158. lim
X,y-~—2/ N - Hy +1)
159. lim *2 *rmm *-xf] = 2
X,y— 2,3
160 lim X2 ¢ T2 ¢15 _ !
X ty-*»2,3
61, lim , w272 - -ye2 =3
X, y=*-0,-; ’
162. lim
X,y-"00 X' o &y“:‘gy -0
163. lim - —=+-1JL- =1
X,y-»00 X + y - X

Naide 7. Leida kahekordne piirvaartus

a + siaiszi .
X

= im__ B-7? .t 4?2 .
X,y-0j2 ®rinT3rrrr
LahendusEt esimeses murrus maaramatust ei esine

Jja tegemist on elementaarfunktsiooniga, siis vorduse (4)

péhjal vbime kirjutada:

A = Hm y + lim ginfeyj =
X,y-*0;2 * X,y-»0;2 X
8 - , sin(xy)
-m n * XL\ - N -
Teises murrus esineb maaramatus tudpi Teeme muutuja

vahetuse, vdttes muutuja x asemele uue muutuja u = xy,

Saame
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A . 8. m- + lim zun 4 =
B "+In2 U,y-0i2 u
u + UIE"0i2 Y =

8 im0 _+1In4
=T +"IN2+2=TTWT *

Naide 8. Leida piirvaartus

A= lim -——="7,,t 5L- .

X,j--1,2 2 - % - 2X - Yy + Xy
Lahendws . Et antud piirprotsessis lugeja on Idpmata

vaike suurus ja
6 -2X -y +xy = U4 +0Q),

siis esineb siin madramatus tidpi ¢. Piirvaartuse leidmi-

seks viime irratsionaalsuse nimetajast lugejasse, saame

nT gH?2 _ f0)? =

A - .
*,y-i,2 * - 1& - ax - y & Xxy;

@

= - lim @2 +Vv4 40Q)) = -4.
X,y-*1,2

Sama Ulesande lahendamise vOib muutujate vahetuse

teel taandada hariliku piirvaartuse arvutamisele. Tahis-

tades
NB6-2X-y+xy = uf
saame
- 2 -
AT Lo T T =
6

Naide 9» Leida kahekordne piirvaartus

A= um st4if * F) .
X,y-~0 X o+ yn
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Laliendus« Siin esineb maaramatus tllpi 8« Bt antud

piirprotsessis on sin(x® + y?)~~ N * sSils
A= 11 nh 2 =
Tyt o TP + yE
= lTun - illd. -
X,JT-»0 | +y
= lim <l +y)@aQ - ,/? ,m=
Xty-*o rr +y
la> 1, ' 1
X,y-*-0 X wmy

Kuna kehtib voérratus

IXTI
g -1
X +y
siis
A =- lie (x + y)o(1) = lim o(1) 0(1) =o0.
X,y-*0 X,y-*0

Antud Ulesannet eyab lihtsamini lahendada Uleminekuga
polaarkoordinaatidele. Siis
A= lim eL%x-4 = Hm ~cs”~"”~sin”~J =

Xtj-+o0 + y"/x"9%coBy|9-»0 9e
ly=90inqvV

= 1i®, o0() =0,
9-e0

sest pilrvaartixe 3l s6ltu 1 muutumisest piirprotsessis
9-70.
Naide 10« Leida kahekordne piirvaartus

A = Tim X + y)*7 .

X,y*-*0 +

Lahendas™. Siin esineb maaramatus tidpi 0° « Olgu
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fx,y) = (X +y)17.
Eksponentfunktsiooni pidevuse tottu vOrdusest (6) saame

A= T1im exp In f(x,y) = exp lia In f(X,y).
X,y-t 0 X,y-* o+

Seeparast leiame algul logaritmi In f(Xx,y) piirvaartuse,

saame
B = 1lim In f(x,y) = Ilim xy In(x +y).
X,y—-» O+ X,y+ o+
Tekkis mdaramatus tulpi O0’0". Tehes muutujate vahetuse

X =1u, y = I/, leiame

n n
Bs lim = um i?.bv-MSZZ =
U, V-*¢gjo uv U,V-»" x>
= lim 1&L4-+JU. . lim 1SJL+,InvVv =
u,v-« u,v—

= Iim zZaLSULIIL
U.V~oc

Et juhul u + v~1 on O~In(u + v) «xu Fvs siis

Otb510lia ~sr =0.
U, v-t-oo

Seega B = 0. J4relikulfc kahekordne piirvadrtus A = eJ K
= e°=1.

Kahekordse piirvaartuse B voime leida ka Uleminekuga
polaarkoordinaatidele. Siis arvestades, et cosifsinvp =
= 0(1), saame

P
B = lim o cosifsintf Ln[<j(coeu» + sinip)*! *
9-0

lim o201 )Inp + p20(A)In(cos L? +sin5F)1 =

9- 0

lim p20(1)In(cos & + sio VvP).
£7e0
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Easutame vo&rdust
cos ip + sin < = /2-sin( + -

Et piirprotsessis Xx,y-*0+ on x,y:>Q, siis 0<*f < ~ de

§ -< 4> ¢ 5 =m< kuSt
1c /2-sin(if +7)< /2~
Seega vaadeldavas piirprotsessis p =40 on
In(cos\p + sinip) = 0(1).
Jarelikult
B = lim p20(1) = 0.
9*. 0
Naide 11. Naidata, et kahekordne piirvaartus
lim x2 «y2
X,y-*0 X +y
ei eksisteeri.

Lahendus™. Olgu
2 2
f(x,y) = 2 ~ y=2*

X + 7
Laheneme piirpunktile (0,0) modda sirget y

lim f(x,x) = 0.
X-» 0

I
X

2
=

Aga lahenedes piirpunktile modda sirget y = 2x, saame

lim f(x,2x) = - Z.
X-* o0 N

Seega piirvaartus soltub teest, mida moédda laheneme

piirpunktile. Jarelikult vaadeldav kahekordne piirvaartus
ei eksisteeri.

Piirpunktile sobiva l&henemistee leidmiseks on sageli
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otstarbekohane votta lahenemisteeks auvalised sirged
y = kx. Siis

lim F, k) = Lim Knr =2 ~
X-*0 X*>0 X + krx 1+

N,
K
kust on naha, et piirvaartus s6ltub k valikust ja seega
I6henemisteest y = kx, mis Utlebki, et kaaekordne piir-
vaértus ei eicsisteelili.

Sama tulemase saame ka minnes .iie polaarf£oordinaati-
dele. Sel korral

lim f@@cosop ,psinw) = lim cos 2if = cos 2 p,
0 Q+o

kust on ka naha, et piirvaartus so6ltub ? valikuso ja
seega lahenemisteest piirpunktile (0,0).
Naide 12. Naidata, et kahekordne piirvaartus

lim SUt_22_

X,y~*>e* 5x + 4y?2
ui eksisteeri.

Lahendus”™ Olgu

fF(XFfy) = 2X+
5X ¢ 4y*
Lahenedes I1dpmatusele modda suvalist sirget y - kx, kus
K A 0, saame
lim f(x,kx) = lis —Iim A~A— A7 = 0*
X=»00 X-»00 5X + 44 x 5 + Jkx

Samale tulemusele jouame, kri laheneme modda suvalist sir-~

get y = kx + b, kus kK £ 0, sest

lim f(x, kx + b) = Lim N + i-g = O.
X— 00 x-"00 5x + 4(kx + b)



Seega sirgeid moodda piirile minnes el ole voimalik
saada erinevaid piirvaartusi funktsioonile f. Jarelikult
tuleb otsida komplitseeritumaid lahenemisteid.

Laheneme piirile médda parabooli y = fx, siis saame

lim f(x, fx) = Llim
X-+00 X-00 + y

Jarelikult piirvaartus sdoltub lahenemisteest, mis ultebki,

et kahekordne piirvaartus ei eksisteeri.

Ulesanded.

Leida jargmised kahekordsed piirvaartused.

164. lim X2y 173. - %2 - y2
X,y=*-0 2 + X +y
165. lim (X + 3) 174t Tim Y2
X»Y-*2,4 X,y-*00Xx + Yy
166.  lim x2 +y2) 475. lim  In(ex » ye)
X»yN 1.-1 *,y-1i,0 (~ 77
167. lim 2~-S|£LEEZ2 a?e#  lia
x.7-2 y X,y-0+ X + In x
- A -Q/ _ _
168. lim MZL + 0~4 177. lim n
X,y-*-2 X* - yn X,y-*o+ X sln y
169. lim U2 - ?x - 4y + Xy
xX,y— 3,4 XN -9
170. lim —-——S —— 178 lim sin x + cos y
X»Y-° |/T+xy -1 xfy-.0 ¥an x - In Y
171. lim  -————- X +Y 'ing ) 2 24 . 3
X,y-*0 Mr Yliin C* +y )sin
/72 + X + Y -(INT X »Y“*0 3cy
172. Dlia iLr. - X - ™ -lgo n X +y

X,7~ 0O *, /-, T 7 N~ 7



18l e ,, £ T2.0 n

182. lim
X.¥Y*0,10 X/

183. 1Im f g37 188.
X,Y"*00 ,-00\X + vy /

184. lim a + pPv 189.
A»y— 3»00 k| 1

185. Hm @a+x Vv >~ ~90.
X»Y-*0 X2

186 1 1 3 191

. im + - .

X,y-*00,4 ¢ x)
Naidata,

eksisteeri.

192. lim 196.
X,y— O J

2 2

193. lim w® x U — ——-197*.

X,y-*0 X*' -y + Xy
22

194. lim ? 198.
b7+°jti * (X - Y)

195. Um ~~t-Zp, 199%

X,y-00X+y2

Arvutada jargmised piirvaartused voi ndidata,

ei eksisteeri.
2 2
200~ Iim £-tJ-
X,y-0 /Xy
201. um Jfo ¢ x 1 .t
X,y-*0 "xy +y +1 - Ny *
202*.  1im / Y10™ X

X,y— 0 xy(~x -y +1 - 1)
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1

lim — -~ j*?2
X,y-* 0 x +y?
lim - 1

X,y-*0 1 - cosCx"1 +vy )

lim
X,y-*-0

N2ef= ll<el ") ]
X4 +y

Lim -N1 37\
Xsy-*00 exp”™xX + y;

et jargmised kahekordsed piirvaartused ei

ila —*t-7

X,y— 0 X + yC
2

lim - —

25Y-0 y —

2

lia * 2

X,y—» Yy - X

n
X

sin — -~ «
X + Y +n

lim
X,y-*0,-1

et nad



tan x + 7"

203. Hm  SA , q 206. Li
no X,y-

e

26, lim . cos X t y-“T

Naidata, et jargmised panktide jadad {p.J koondavad

punktiks PQ.

2r' pn = @4YT> - r+T** P = (070>

-, - , sinn arctan n y ~» N
208* pn m 0 Ln(a +1Y c-t . g .n}» p” - (0°0)

~-m r @(n +1) n + 2/, ey, N4
209. Pn = cy— » (nMTy » p°  C™e

210. Pn = (\n2 +3a +1 - |/? -4n + 2, cL™),

P# - <§, 1

Naidata, et jargmised punktide jadad {Pa} on tokes-
tatud ja eraldada neist véheaait Uks koonduv osajada

{Pfc\} ftiPg leida salle osajada piirpunkt Pe.

211. PA m <2 ¢ (-Dn, (-Dn)

212. Pn a (sin cos (-1)nJn)
213. Pn = (co8(-1)n/2n , tan ?-)
214. ?E = (arctan(-JT)n, arcsiny "™ y)

215« Pa - (sin n, cos n)
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Naide 15« Naidata, et funktsioon

“2s — 2» kui x2 +y2 ~ 0,
s X ty
f(x.,y)
o, kui x =y =0
on pidev oma maaramispiirkonnas«
Lahendus”™ Funktsiooni f maaramispiirkond on kogu

2 + y2 A 0, on funktsi-

xy-tasand. lgas piirkonnas, kus x
oon T elementaarne ja seega pidev. Jéarelikult tuleb kont-

rollida funktsiooni f pidevust vaid punktis (0,0). Et

lia f(x,y) =0 = £(0,0),
X,y— O

siis f on pidev ka punktis (0,0)« Seega funktsioon Ff on
pidev oma maaramispiirkonnas.

Selle ulesande saab lahendada ka jargmiselt. Leiame
funktsiooni f muudu Af Gleminekul punktist 0O = (0,0)
punkti P = (X,y), saame

2
Af = f(x,y) - £(0,0) = f(x,y) =225,
kus
9 =d(P,0) = R +y2.
2
Arvestades, et |xy|< @ » saame

lim Af = 1in Y2 -0,

®-*0 y-*o 9
sest

\&f\ A I?cp Ij'Aiyi N e*

Ulesanded.
Naidata, et jargmised funktsioonid on pidevad oma maa-

ramispiirkonnas .
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216. T(X,y)

217. F(x,y)

218. Ux,y)

219 T(x.,y)

220 * f(X,Yy)

221 f(x,y)

)

TV kui x2 + y2
X2 + vy
kui x2 ¢ y2
>V Kuli X2 ey2
X* & /*"
0 kui x =y
; kui x +
X + siny
o, kui x =
0, kui x =y =
sin -» kui x / 0)
i0, kui x =0
ol
kui
,  kai
IIn(A - x2 - y2)
kui

2224 x(rny) =
K

223. *(x»Y)
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225. f(x,y)
226. T(Xx,y)
228 =
250.

on

C<l ¢ xy)2/(xy>, kui xy » 0,
vy kui g =0©°

fxarcsinCx +
arctan x o k. »go,

arcsin vy, kui x =0

farcsin2 > - 2y " 2 X
arctan(2y - x )
<

kui x2 = 2y

/X2 +y2 -1, kui X2 + y2n1,
|> -x2-vy2, kui xp+yp
2 + 2y2 - 3)sgn(x2 ¢ 2y2 - 3)

sin2Vx2 + y2 - 2'a

kui  x2 +
2 - x2y2
1
arctan2§/2 - x2 - y2 Kui  x2 +

[arcsin(x2 + y» - 2)

fcoe kui  xy 1>

J

Ixy - 1, kui xy>1
et mitme muutuja funktsioon f(x,.
oidev muutu.ia x kui

lim fCx,y0»20j*.») = f(pe) ,

pidev muutu.ja y .jargi, tui

lim F(x0ty~Zo$...)
Y- Yo

T(PO),
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jJne. Analoogiliselt defineeritakse funktsiooni T pidevus
kahe ja enama muutuja jargi.

Kui funktsioon f on pidev oma maaramispiirkonna sise-
punktis PO, siis ta on pidev selles punktis Pc ka iga muu-
tuja jargi eraldi. Kui PO on maaramispiirkonna rajapunkt,
siis see véide ei kehti.

Kui funktsioon T ei ole pidev ponktis Pe, siis oel-
dakse, et ¥ on katkev punktis POe Sel korral punkti FO
nimetatakse funktsiooni F katkevuspunktiks.

Funktsioon f on katkev punktis PO, kui leiab aset
vahemalt Uks jargmisest kolmest tingimusest:

1) F(PO) ei ole mddratud, s.t. punkt PO ei kuulu L
maaramispiirkonda E, kuid on E rajapunkt;

2) lim f(P) ei eksisteeri;
P->PO

3) eksisteerib Llim f(P) /7 f(Pe)
P—»PO

Leidub funktsioone, mis on katkevad punktis PO, kuid
on pidevad selles punktis Pe iga muutuja jargi eraldi.

Ulesanded
Millised jargmistest funktsioonidest on punktis Pe

pidevad, pidevad muutuja x vOi muutuja y jargi?

kui x2 ¢y2/ 0
231. f(x,y) =

%2 *yg* kui x2 +y2~0
232. f(x,y) =

0 kui x2 +y2 =0. = (0,0)
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mcBinfr - 1) Kyl N + n
1 +x -2y +3J t
233. f(x,y) =- Po=(0,1)
0, kui x2 ¢ y2 =2y -1,
234. f(x,y) = /2x - x2 - y», PO = (0,0)
235. f(x,y) = In(2 - 12x + 2y - x2 - y2 - 1), Pe = (2,1)
2
2, kui X + Iyl AoO,
? +7
236 fx,y) = _ Po = (0,0)
1, kui x =y =0,
r4a 4
--~-2», kui H +|y] ~ O,
X +y
237. T(x,y) . p- = (0,0
-1, kui x =y =0,
H-F._. ** *5>Yy,
238\ F(X,y) = } Po = (1,-D)
o0, kui x =y,
r-g-7.7Z, kui x2 ¢ y2 A0,
77°7?°" =
P sfein 1,cos 1)
239. T(x,y) = i .
sinl - cos 1, kui x2 e¢y2 =0,
w-2kui O+ IV A O,
X +vy
240. *(x,y) = ) P. = (0,0)
0, kui x * y =0,
N ? M * * O%
241. F(x,y) = Tnp~l ku! X 171 Po = (0,0)
o, kui x =y =0,
logjxyi m kui xy A O,
242, f(x,y) = . P. = (0,0
0, kui xy =0,



2430

244.

245.

247.

248.

249.

250.

251.

WY ki ¥f 0

o, i xy =0

(X, y) Po = (0,-1)
/tarctan J*|j, kui x A O,

fx,y) = P« = (0.0)
g-» kui x =0,

"arccot Jf , tui 170,
f(x,y) - Po = (0,0)

Po = (0,-1)

Leida jargmiste funktsioonide katkevuspunktid.

Tt 1
—:_—92» kui &1+ 1y * ©i

X
fx.y) =
0, kui x =y =0
3+ “y> kui y » X >
fxy) =
-1, kui 'y = -x
& Y2 Wi ox + vy /0]
X + y4
f(x,y) ==
0, kui x =y =0
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2524

Ty

2534 F(x,Y)

254.

255.

256.

257.

258.

259.

260.

261.

262.

nas D,

f(x,y.2)

f(x,y,2)

f(x,y,2)

(x,y)

fx,y)

.y

L(CHY

FOGY)

T(x,y)

s.t.

@

sin x siny
In(1 - x2 - y2)

= In(xX2 +y2 + z2 - 2)

Xyz

= In ISil* -JLL&Y  2]|-Hz - 3F) _
1(x - 1)2 + (y - 2)2 + (z + 3)2

- yl» kal X *Yy *
o, kui x +y =0
rmnorYy Xx~-Yy)» kui * - Y * 0,

1- kui x -y =0

rsi~x9 KU']. XyA/\

Xy

r_ kui xy

Intan fitxy

1
sin(y/x)

1
o

1 - exp

eP(-111-171 ). kui |z] + Iyl A O,

0, kui x =y =0

Jargmistel funktsioonidel f kdrvaldada katkevus piirkon-

leida hulgal D pidev funktsioon g, mis hulgftl D

erineb funktsioonist F ainult viimase katkevuspunktides.
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26). TCXY) = £igsstl, D = H2

264. f(x,T) - 3lInTxV?l *eD * In*

265. F(x,T)

(w)
1
m

3 + By

266. f(x,y) = exp(xycot 3>a), D = £(X,y)s 0~xy<lI]|
267. f(x,7) .ipSsLoLill, D= B2
. ¢ 2x +1

268. f(x,7) = D= {(x: Wi I*-1]<1}
269. f(x,y) = 2 - T2-x-2ypi] D _ [(3xY), 74 1+2y<rr)

X + 4xy + 4y™ - 64 | J
we . «X.7) mf2 * ~ »-{u.y).m-«}

Y

2?1. f(x,y) = arccot * D = |(x,¥): y<o]

Naide 14. Naidata, et funktsioon

f(x,y) s5f~y + sin(y - 2x)
on Uhtlaselt pidev piirkonnas
D = 1(x.y): Ix]"6, [yl<2].
Lahendus™ Funktsioon f on elementaarne ja seega pidev
oma maaramispiirkonnas D. Piirkond D on kill kinnine hulk,
kuid siiski Cantori teoreemi kasutada ei saa, sest D on

tdkestamata. Seepdrast l&htume uUhtlase pidevuse definit-
sioonist.



Olgu
P = (™Y). P* = (<»Y7)
suvalised punktid piirkonnas D ning qg*sd(P,P?) s
= /(X -x")2+ (y -y?d . Tahistame
Af = f(P) - f(P*) .
Hindame

3=y - xTSyrj Jain(y-2z) - 8In(y-2x )|«

g DHRGYT ¢ lafin Y201

N>

8 TX-y|Tx"-y"| & |y-y"-2(x-x")] «

N 168
|X-y| jx*-y1 + 5P

Et piirkonnas Bon

X-yl~ Xl - IY{>6 -2 =4,
sils

Seega

Votame suvalise arvu £>0. Naeme, et vdrratus

kehtib iga kahe punkti P, P4D puhul, mille korral on

ehk
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Seega VOiine vdtta

Et saadud 6>0 ei sdltu punktide P ja P* asukohast hul-

gas D, siis funktsioon f on Uhtlaselt pidev hulgal D.

Ulesanded.

Ndidata, et jargmised funktsioonid on Uhtlaselt pide-

vad hulgal D.

272% f(x,y)

cos j, D = £(x,y): 12|y + |yl < 7J

273. f(x,y)

3ig x ~ AnC7 * D = f(x,y): [Ixl<y*3r
X - 2X +y+ 2 L J

274. f(x,y) =x-4y+1In2, D= R~

275» F(X,y) = x2 - 2y2 +Jx - 4y, D = |[(xX,y)] X +|yis]|

276. f(x,y) = sin("+x - 8y + ), D = R2
277. f(x,y) = sin 2x - 7cos y, D = R2
278. f(x,y) =cos(x - D, D= 1(x,y): vl 1}

279. f(x,y) = ="r-y +"cos(x - y+ 2),

D ={(x.,y): IXI>7, lyl<2]
280. f(x,y) = x -5y +cos 6, D= R2

281. f(x,y) =1 -el-Z, D ={(x,y); X Iyl « Ixyl}
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282. T(x8) =sin(] +1), D=jx.y): M Xl > 1]
283. f(x,y) =sin”2, D= [(xXy): |xI>]yl>1/2]
284. f(x,y) = cos @ E£2FXZ » D ={">X¥)* ixl +iyl*xy|

285» Toestada, et funktsioon f(x,y) on pidev hulgal
D, kui

1=900
vy korral;

f(x,y) on pidev muutuja x funktsioon iga

2<=h(y) = f(x,y) on lUhtlaselt (x suhtes) pidev muu-
tuja yfunktsioon.

286. Toestada, et funktsioon f(x,y) on pidev hulgal
D, kui

1909
v korral;

f(x,y) on pidev muutuja x funktsioon iga

2= h(y) = f(x,y) rahuldab Lipschitzi tingimust, s.o.
leidub konstant L>0, et
h@y) - xiy>t ~*Lly - wl
iga punktj (x3y) €R ja (x,y*)€D korral.
287. Toestada, et funktsioon f(x,y) on pidev hulgal
D, kui te on pidev muutujate x ja ysuhtes eraldi ning:

on monotoonne kas muutu.ia x vOi Y Jargi.

Kui punkti PO = (x0,y0) lUmbruses on olemas piirvaar-

tus
lim f(x,y) = g(y) @
X-*-x0

ja piirvééartus



lim g(y) = A,
Y— Yc

siis arvu A nimetatakse funktsiooni f korduvaks piirvaar-
tuseks punktis PO Oa kirjutatakse

lim lim  f(x,y) = A. 3)
Y- Yo x— Xo

Vaadeldakse ka juhte, kus xe vdi yO vdi mdlemad on
+00 ®
Analoogiliselt defineeritakse korduv piirvaartus

lim lim f(x,y) = B. (C))
x- x0 y- yO

Teoreem (kahekordsest ja korduvast piirvaartusest).
Kui funktsioonil f on punktis PO = (xo0,y0) olemas kahe-
kordne piirvaartus

lim f(P) = A
F- Po

ja punkti PO mingis Umbruses eksisteerib piirvaartus (7),
siis on olemas korduv piirvaartus (8), s.t. kehtib vordus

lim f(P) = lim lim  f(x,y).
PO y—- YO x- x0

Analoogiline teoreem kehtib ka korduva piirvéartuse
(9) korral.

Ulesanded.

Leida korduvad piirvaartused
A=yl i g F(x»y) da B= limg Hm gy 9/.)
A Xo )L Yo 7
punktis PO = (xO,yO jargmistest funktsioonidest.
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288. f(x,y) =JJt-1f, pe = (0f0)

289. f(x,y) = --t-Z-, pe = (0,0+)
X +y
290. f(x,y) = PO = (00,00)
X +
291. f(x,7) = ' p« m (°»°)

292. f(x,y) =L teClYy “m?, p. = (0,0)

X +yk
293. f(X,y) = 1 +xy Po = (00,0+)
294. f(x,y) =sin -7y, = 00,00)
295« f(x,y) = - tan Pe = (00,00)

296. f(x,y) = log*. (x +y), PO = (1,0)

297. f(x,y) = (0,0)

Leida korduvad piirvéartused punktis (0,0) jargmis-
test funktsioonidest, néidates eelnevalt, et neid ei saa
leida, kasutades teoreemi kahekordsest ja korduvast pii-

vaartusest.
298. f(*,y> = 8-=-1 299. f(l.y)
300. F003) = 22 R

X -y

4
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301. f(x,y) = exp -£-2—2
I +v

Naidata, et jargmistel funktsioonidel ei eksisteeri
mdlemad korduvad piirvaartused punktis (0,0), kuid eksis-

teerib kahekordne piirvaartus

lim f(x,y) = 0.
X,Yy~»0
302. f(x,y) = (x + y)sin - sin -
303. f(x,y) = (x - y)cos j sin —

304. f(x,y) = (x - tan y)sincotx cos
2Y

305« F(X,y)

. 0
(xp + sin y)cos In x cos exp ~

84. Kahekordsed :iadad.

Olgu antud kahest indeksist m = 0,1,... jan =0,1...

sGltuvate arvude Xs=y hulk

/x00 xo1 XaZ **= yon - \
*10 *11 x12 ... An \

*
N x20 X21 22 eee X2n

wxm0 V1 Xm2 *e*
"
mida nimetatakse kahekordseks arvu.ladaks.Arve xmr] nimeta-
takse jada liikmeteks.Tabeli (KO) veerge ja ridu nimeta-
takse vastavalt jada (x”) veergudeks ja ridadeks.



Kahekordset jada (10) v8ib vaadelda kui kahe muutuja

funktsiooni f(x,y), mille mdaramispiirkond on punktide haik

f(m,n)j, kus m,n =0,1,2,..., lugedes
Xmn = 1y
Jada (KO) nimetatakse tdkestatuks, kui ta on tdkesta-
tud hulk, s.o. leidub arv M>0, et kehtib jxmn j~ M iga
m,n = 0,1,... korral. Tokestatud kahekordsete jadade hul -

ka tahistatakse stmboliga b.

Jada (KO) nimetatakse koonduvaks (Pringsheim¥ mdttes)

arvuks s, ja kirjutatakse
4 = =
kui iga £.>0 korral leidub arv N = N( t )$*0, et kehtib
vorratus
Py - si.< fm alati kui m.n~N.

Koonduvate kahekordsete jadade hulka t&histatakse simboli-
ga c.

Koonduv kahekordne jada ei tarvitse olla tdkestatud.

Jada (10) nimetatakse tdkestatult koonduvaks (ehk
b-koonduvaks) arvuks s, kui ta on tdkestatud ja on koon-

duv arvuks s, s.o. ;x } tbfic ja lim xm] = s. Tokesta-

tult koonduvate jadade hulka té&histatakse sumboliga bc.
Jada (10) nimetatakse regulaarselt koonduvaks arvuks

s, kui ta koondub arvuks s ja eksisteerivad piirvaartused

lim x = Xs:aiga n =0,1,... korral,
m
lim Xpn = XP igam=0,1,... korral,

n
s.t. jada (O) koéik veerud ja read on koonduvad jadad.
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Regulaarselt koonduvate kahekordsete jadade hulka téhista-
takse siimboliga rc.
Kui jada (KO) koondub regulaarselt, siis

lim = Lim Lim im = lim 11® xmn 12
m,n n m > n

ehk

lim xp, = Him Xéa= Lim x,,
mon n m

Kahekordsete jadade nimetatud hulkade vahel on jérg-

mine vahekord:

rc Chc Qar
~O
Naide 15. Naidata, et Jada
'in(1 _ kui mn ~ O,
mn
2, kui mn =0,

on regulaarselt koonduv.
Lahendus™. Naitame, et jada veerud on koonduvad. Kui

n =0, siis

lim x =2,
m ™o
Kui n =1,2,..., siis (logaritmfunktsiooni pidevuse tdttu)
lim x = lim In(1 - - —-fgx) =
& mn m ill fAn
min WmC -5 ¢n =
-mc - b-

Seega k&ik veerud jadas {x”~J on koonduvad. Analoogiliselt

saame, et jadas ><mA iga rida koondub, sest m = O korral
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lim x =2

n on
jaigam=1,2,... korral

limx_ =0.

n fifin

Jaéb ndidata kahekordse piirvaartuse olemasolu.

Saame (kasutades jélle logaritmfunktsiooni pidevust)

diw xmn = In *hﬁ(l ““H + = =
Seeba [xmn}€rc-
Ulesanded.
Kirjutada jargmised jadad tabeli (KO) kujul.
306 x™ -m+n + /1 310. yun = -
507. = (N)7"n 311. ypupy = (-Dmtn
1
_ % = »> 312.
58- *mn Xmn (" - 0,5)m
5<9- =Sm = f-fr 313. ypn —@n
314. fn, kui m =0,
m 1, kui m
fln(m + 1), kui n = 0,
xmn = | In™n + 1)» kui m = <3
a, kui mn AO
Koostada kahekordsed jadad (11) jargmistest funktsi-
oonidest f.
Me6. f(x,y) = 317. f(x,y) = sin(x ¢ 2y)
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318. f(x,y) = ycos(jcx) 321. f(x*y) = X.%l—'ryylZ

3N9. f(x,y) = sin(rx) In(y2 +1)
320. f(x,y) = [x -] 322. f(x,y) = sin
323. f(x,y) = arctan(xy)

Ndide 16.Naidata. et jada

xmn s GrbT + s==n(mn)

ei koondu regulaarselt, kuid koondub tokestatult.

Lahendus”™ Piirvaartused

lim x = lim — sin(mn)
w A m E
ei eksisteeri n =1,2,... korral. Seega vaadeldav jada
{xan} 1IN Hc
zmn = <Q)-

ja protsessis m,n -*©0 on

lim x = 0O,
m.a mn

Jéarelikult {z” jebc. Kokkuvdttes oleme saanud, et

Kn}6 borc
Néide 17. Naidata, et jada

korral eksisteerivad piirvaartused
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limx,.., Lim xmi.,
mmn> to il
kuid kahekordne jada jxmn j.ei koondu.
Lahendjas . Vastavalt iga n ja m korral saame
xn = lim xm =1,
m 2

X,, = lim X = 0.
n

Kui nutd jada {>ar} oleks koonduv, siis viimaste
vorduste pdhjal jada oleks koguni regulaarselt koonduv.
Seega selle jada {x Ykorral kehtiks tingimus (12), mis

on aga v@imatu, sest ilmselt

Lim Lim xp,, A Lim Lim xmyv.
mH mn
n m m n

Jéarelikult vaadeldav jada ei ole koonduv.

Ulesanded.

Ndidata, et jargmised kahekordsed jadad {xmn} on

tokestatud,»

824. i = cos(n + a) 329- ymn ; :;2
325. yun = (sDmn 330- yun

326. oo = ™0 381 ymn

327, ymn L (Tn “n)2 332. 3nng n
328- yun = g R

Naidata, et jargmised kahekordsed jadad fx"”" on
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tokestatult koonduvad arvuks s.

rN\ia-n
5J5 < =7 N T 8 =<
334.Xm =s&aal, - S=0
n + arctan(mn) _ 1

335« XW1= 2n + sinm -

335. X = @stan 3 o
mn n A

Naidata, et jargmised kahekordsed jadad

laarselt koonduvad arvuks s.

m -mn +n
538. Xmn = s =0
m +n
339. xm = 2arctan(m + n), S =n
340. > = arccot(m + n), s =0
m2
o= m o+nl 7 8=0
(mn)"2
342* xrm = + s =1

343. x™ = (m* + n2)e“{m+n), s =0

344 <Xmn = TE+25E sin T* 3 =*
m+n

375, xmn = + m~+~£? » s = e

346.= cos a’s, 3 =1

347. xmn = cot "*-S, S = O

86—

regu-



348. = tan S += S, s = O
«9- xm = tan 4 ;
550. .m = cot s =T

Naidata, et jargmised kahekordsed jadad fxmn™ ei ole

tdkestatad.
55¢1* v. * U r 555« xwn = **2' n2sIn(2'm)
552* xmn = w - n 556. Xan - 'i+mnim-nT
_ arccos -
355. Sn =3 @A iTTn AB7. xN = -g5wW A~

354. xm =s arcsin TT5

Millistesse klassidesse jargmised kahekordsed jadad

X :jlxnmy kuuluvad ja millistesse ei kuulu?

358. Xun T gp 4 q 361 x SpBING - nW 6% . 0(7)m
an :‘co;ccltzn ) m, kui n =0,

260, X = e B, i

36J <*“< = - 0,5)B+n
Leida arvud s, milleks koonduvad jargmised kahekord-

sed jadad (x 1, kui

2 mn
*re *p myY 3B 567. xm = (1 ‘E)
m +n
~ 2 _ _2,
365 Xy =y Ay 368. Inx = R oscvn)
" sin(m + n)
366— M = ...2w I
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369. m+1, kui m =0,
exp X = n+1, kui n =0,
1, kui mn £ 0

370. Toestada, et kehtivad jargmised sisalduvused

bcCh, bcCc, rcChc

371. Naidata, et cC ja b<zlc.

372. Olgu limym = af @ ja Ilim zn = b ~ 00 . Ndidata,
et kahekordne jada = yazn on regulaarselt koonduv
arvuks ab.

85. Kahekordsed read.
Olgu antud kahekordne jada (u”j. Uhendame jada liik-

med ur,l mdrgiga +, saame avaldise
@

A = + +x*x 3 + KK =
m,Eh:o mn = uco + uol uen

+ /\O + “:IJ. + oot Uq-/\ +eo

+ ‘o + “al < Sn <

13
aida nimetatakse kahekordseks reaks. Arve uQ0, u®,...,
u”, ... nimetatakse kahekordse rea (13) liikmeteks, aga
avaldist u”™ rea (13) uldliikmeks.

— Kahekordset jada jS"j, nlﬁu?]
L Vieh “n

nimetatakse rea (13) osasummade jadaks.

Rida (13) nimetatakse koonduvaks (tdkestatuit koondu-
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vaks, regulaarselt koonduvaks) summaks S, kui selle rea
osasummade jada (14) koondub (vastavalt tdkestatult koondub,

regulaarselt koondub) arvuks S.

Kui rida 03) koondub summaks S, siis kirjutatakse
05}

nheo V7 S- C5)
Koonduvate ridade hulka tahistatakse simboliga c.
Tokestatult koonduvaid ja regulaarselt koonduvaid ridu
(13) nimetatakse vastavalt ka b-koonduvaiks ja r-koondu-
vaiks ja nende ridade hulki tdhistatakse vastavalt sumbo-

litega bc ja rc.

Kai rida (13) koondub regulaarselt, siis koonduvad
harilikud read

24 2=0,1,...), (16)
n=o
C, umn @ - 0,1.. ) 07)
m=0
Ridu

0o @&

Mo n=o ¥ T (8o W~ (18)

foo o VI = o Gy 1 (9)

nimetatakse korduvateks ridadeks, kui vastavalt harili-
kud read (16) ja (17) on koonduvad.

Teoreem kahekordsest ja korduvast reast. Kui koon-
dub kahekordne rida (13) ja koonduvad k&ik harilikud read

(16), siis koondub ka korduv rida (18) ja kehtib  vordus
00
Tdo f=o WM = if,n=o M
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Analoogiline teoreem kehtib ka rea (19) korral. Jare-

likult, kui rida (13) on regulaarselt koonduv, siis kehti-

vad vOrdused
00 SS-. o

oo 04
fro feo U N fofpd UMD = m,n=o0 (20
Rea (13) liikmed umn avalduvad rea 03) osasummade
3ada {smn) kaudu jéargmiselt:
San ~ Smn _ “m-1,n ~ “m,n-1 + "m-1tn-1* D
kus tuleb votta
Sm,-1 = »S-1,n = 0
iga m,n = 0,1,... korral.
Kahekordset rida (13) nimetatakse absoluutselt koon-

duvaks. kui koondub kahekordne rida

2 _1%J
m,Nn=0

ja kirjutatakse

m,n=0 Sm
Absoluutselt koonduvate ridade hulka tahistatakse
slimboliga a.

Suurust
00

u., + 21 u., ¢ 21
k,I=m+1,n+l Kt KlI=0,n+l k,I=m+1,0

nimetatakse rea (13) .idédkrearest
Kui rida (13) osasummadega (14) koondub summaks S,
siis kehtib vérdus
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S=S +R_. 2

mn mn

Lineaarsuse omadus. Kui kahekordsed read 7 1
00 * m,n=0

ja v on koonduvad (b-koonduvad, r-koonduvad,
m,n=0

absoluutselt koonduvad) vastavalt summadeks U ja V, siis
mis tahes arvude J1 ja ~ korral koondub (b-koondub,

r=koondub, absoluuts%lnt koondub) ka kahekordne rida
mEn=o (A “fu+ @vmn}

summaks \U + JV, s.t. kehtib vdrdus

oa 00
m,fh:o m,n=o “fin + fcmﬁto vanm
Ulesanded.

Leida kahekordsed read, kui nende osasummade  jadad

iga mjn0,"!,... korral on jargmised.

373. Sm = (-1)mn 379. S.me :nsin—~— m++1c1:>s—j’n+1
Smn = (“7,)m+2 380. = arctan(m + n)

375. 581.3~=3n

376, Smn = T5t-1)(n-fl) 582. Sm = ™=

377. Smn m+n+T m ~ m o+ 2n~+T

578 <Smn = 3 + m4"2 + I TT 584. Sm = In(e3+~ - -%)
385. Tdestada vorduse (21) abil, et kahekordse rea

03) koonduvuseks on tarvilik, et

-71-



r!}i,rrrl‘ \% =0*
386. Toestada, et kahekordse rea (13) tOkestatult

koonduvuseks on tarvilik, et
f_SmW*SO 3a rﬂiH‘ “an = =
387. Toestada, et kahekordse rea (13) regulaarseks

koonduvuseks on tarvilik, et

€rc ja lima =0,
{ %nl] m,n

388. Toestada vOrduse (22) abil, et kahekordne rida
(13) on koonduv parajasti siis, kui

lim RH—': 0.
m,n

389« Tdestada, et kahekordne rida (13) on b-koonduv
parajasti siis, kui
ebe ja mlm Rpn = 0-
390. Toestada, et kahekordne rida (13) on r-koonduv
parajasti siis, kui

ere ja lim R~ = 0.
fil,n

391» Tdestada, et iga absoluutselt koonduv kahekord-

ne rid4 on r-koonduv.

392. Olgu harilikud read u™ ja Z v koonduvad
n=o n=o

avalt summadeks 0 ja V. Tdestada, et kahekordne rida

WV on r-koonduv summaks UV.
m,n=o0

Naidata, et jargmised kahekordsed read ei koondu.

Z (-1 1 % Sine——— A oo

m,n-oO m,n=1 1+ (m- m
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m,n=1 m,n=0
396. £ TS- 401. 2; 2m+ntan
wjn—1 Wy =1 d
at mn 0
>97 N HL 402 +
9 m, n=1 g 0 at;cotan(m n)
J98-J L cos# ® WJ-. S i 00t
599-5=3 tan c*“+ " 04"

Naidata, et jargmised kahekordsed read ei ole b--koon-

duvad.

.2 w8, E 1
A 5% m,n=0 (m+1)2 * 408 m,n=o0 (mn - 0,7)m+n

w. £ 1coti wo. t n-:)‘I¥P>

m,n= Et>
407. T SaEszaatall 410. 2; -5-sa- -
m,n=0 (m - 0,5) m,n=1 m + sinn

Naidata, et jargmised kahekordsed read ei ole r-koon-

duvad.00
411. £ sitt 4 # 414. Z,
m*n=1 m,n=0 L -
»12. 7 Sinljsai 415. y SLIL.
ra,n~o + m,n-1 + Inu
N ooom+n
arro A msn=0

Naidata, et jargmised kahekordsed read ei koondu ab-

soluutselt.
A

[e]e]

417. £ C-D)m*c Sin TJI* 418. 2-. (-"O0~tidllssl
m,n=0 m =0
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Al
(amg) sin(m +n)
m,n=o

420 . n%\g*fl arcsin =
,N=

Positiivsed read. Kahekordset rida (13) nimetatakse
positiivseks, kui u~”0 iga m,n = 0,1,... korral. Posi-
tiivne rida (13) koondub parajasti siis, kui tema oaa-

summade jada (14) on tdkestatud, s.t. leidub arv M>0,
et igam,n=0,1,... korral on

m,n

-3 WirMe

K10 R
Seepdrast, kui positiivne rida (13) on koonduv, siis Kir-
jutatakse 00

m:\n:o umn< 00 »

kui aga ei ole koonduv,ogiis kirjutatakse

mﬁ1!;0 v —p°*
Positiivsete kahekordsete ridade vérdluslause. Kui

ridade (63}

" Vi (O]

m,r£f=o Tmn «

korral iga m,n = 0,1,... korral kehtib vdrratus

< «ViSvmn>
siis rea (V) koonduvusest jareldub rea (U) koonduvus ning

kui rida (U) ei koondu, siis ka rida (V) ei koondu.
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421. Tdestada, et iga koonduv positiivne kahekordne
rida on r-koonduv.

422. Toestada positiivsete kahekordsete ridade vord-
luslause, kasutades harilike positiivsete ridade esimest
vordluslauset.

423. Toostada, et kui positiivse kahekordse rea (13)
korral Uks ridadest- (20) kocndub, 3iis koonduvad te kake
tilejdanud rida ja kehtib vordus (20).

424. Tdestada, et kui positiivse kahekordse rea (13)
korral Uks ridadest (20) ei koondu, siis ei koondu ka
kaks Ulejdéanud rida,

Teha kindlaks, millised jargmistest kabekox-dsetest

ridadest on koonduvad ja millised ei koondu.

[e]¢]

00

Yi laasin
Tlan~2

436, ) arctan
agaril 4V



439. E - N fi wil. Z - 1D)W<Hpblr“e£« *
.70 B A ninzy (CDUMRAPBIrTE

440. Y  tan —
mn=2 m +n

Naide 18. Teha kindlaks , milliste oc korral kahekord-

ne rida

oo

c23)

m,Ln=1 =+ n)c~r

koondub ja milliste korral ei koondu.
Lahendus™ Et vaadeldav rida on positiivne, siis vdime
kasutada llesannete 423 ja 424 vdaiteid. Arvestades hari-
like ridade teooriast tuntud j&&kliikme hinnangut integ-

raaltunnuse korral kahaneva funktsiooni f jaoks

) fT(x)dx ~ z.  f(k) < J f(x)dx,
n+l k=n+1 n
saame ot> 2 korral
a S~ ?mm n

1 1 -1-r =1 X -
£24 ms1 (m + n) _ n=l m=n+l m

“Rihs -

Zz -i-5
i.n=1 (m + n)

Kui ot”o, siis rida (23) ei koondu (vt. (lesanne
385). Kui aga 1 N . M2, siis
00 op 00
Y 1 "V I dx 1 v 1
zZ—1 oi y' ¢—=< J ry“*A AL "'I'.\/“ - 00 *
m,n=1 (m + n) n=1 n+l X n=1l n

sest 0 < oc- 171. Lo&puks, kui O0O<oc<l1l, siis positiiv-

sete kahekordsete ridade vordluslause pdhjal rida (23)
ei koondu, sest

(m +jib5'*ﬁ ¥
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Kokkuvdttes kahekordne rida (23) koondub, kui o™>>2 ja ei
koondu, kui cx% 2.
Ulesanded.
Naidata, et jargmised kahekordsed read on koonduvad

ja leida nende summa, vOi veenduda, et nad ei koondu.

N 00
442. 7 447. Z «b - 5—— -S

m,n=0 3 m,n=1 +n
«5. m,zn:* C-1)B I5Sn "«e @SCS"T

m,n=1 m n m,n=1 3

A n

NG £ 450.

m,n=1 2 n m,n=1 3 7

A 6* mn=I m~Fh2
Otsustada, millised jargmistest kahekordsetest rida-

dest koonduvad ja millised ei koondu.

48l Z‘m,n-tan T ona+n+ 1l %S,Sn'zl ar ((: _)5“715[-
1 ®

*52- & TTirn? 456- A In4= =

*55. £ - e 7. £ Sin5
m,n=1 (m + n)g -1 ¢ n=1

CO

454. 51 arctan(inn) 458. 1T arccot(d -. mn)

m,n=0 1 + (m + N m,N=0 m+n +
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im. Mm1r TME MUUTUJA funktsioo-

nide di ferentseerimine

81. Osatuletised,
Olgu antud mitme muutuja funktsioon
u=Ff(x,y,z,...) @
ehk lihidalt
u=*f(),

kos P = (Xx,y,z,.*.)* Fikseerides muutujad y,z,«,.saame (he
muutuja x funktsiooni

9 —f(x,y,z,...).

Kui funktsioonil g on kohal x olemas tuletis gf(),
siis seda tuletist nimetatakse funktsiooni f osatuletiseks
muutuja x jarg!, pjnktis P ja tadhistatakse siumbolitega -g-j
voi fx ja arvestades (1), samuti sumbolitejr Y

Kai on vaja naidata, et osatuletis muutuja x Jargi on

voetud punktis P, siis kirjutatakse

m x> 3x fx(P) voi fx(x,y?z,...).
Seega

f(P) = lim f(x +Ax,;/,2z,...) - f(x,y.z,...) £)
4x-O ) Jk

Analoogiiieeit defineeritakse ja tahistatakse funktsi-
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ooni T osatuletisi teiste muutujate y,z,... jargi, s.o* osa-

tuletisi fy, T oee o
Funktsiooni osatuletisi arvutatakse lhe muutuja funkt-

siooni diferentseerimise reeglite ja valemite jargi. Seepé-
rast elementaarfunktsioonide osatuletised on ka elementaar-
funktsioonid.
Naide 1. Leida funktsiooni
z = xM + 2y sin(y - yp)
osatuletised z, ja z .
Lahendus” Lugedes muutuja y konstandiks, muutub z (he
muutuja x funktsiooniks. Seepdrast
zx = 3x2 + 2y cos(y - x5) (-3x2) =
=3x2[1 - 2y cos(x - Y] -
Niud, lugedes muutuja x konstandiks, muutub z vaid muutuja Yy
funktsiooniks. Seepdrast

zy = 2sin(y - x") + 2y cos(y - xV) =

2 [sin(y - x») + ycos(y - xV] .
Teoreem osatuletise piirvaartusest. Kui  funktsioon f

on pidev muutuja x jargi punktis (x0,y,..#), siis

-k ,y,«..) = lim  f (Xy,..,)
X-* Xo
eeldusel, et viimane piirvaartus eksisteerib (16plik voi
I16pmatu) .
Naide 2, Leida osatuletised fx(0,y) ja fy(x,0) e

x(=,00 3afy(0,0), kui

rx2arctan £ - y2arctan |, kui x AOja YAQ
f(x,y)
> kui <= Ovdi y=Q
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Lahendus. Vaadeldav funktsioon ? on E&Eﬁw punktis

(0,0), sest

lim f(x,y) =0 = £(0,0).
SOV =

Olgu x A 0 ja yA 0. Siis

TTxAN2 v

2x arctan | - v,

fy(x,y) = X - 2y arctan

Kasutades teoreemi osatuletise piirvadrtusest, saame
f (0,y) = lim fY(x,y) = lim (2x arctan | - y) = -y
X X- O X* O

iga YAOQO korral. Analoogiliselt saame

f);xtO) = ;iqj fJ(x,y) = X

iga X A0 korral. Vahetult osatuletise definitsioonist (vt.
valem (2)) saame

f (0,0) = Iim - f(Ax,0) =0, f&0,0) = 0.

X <

Kui funktsic-oril fx(x,y,*. ) on olemas osatuletis muu-
tuja x jargi, siifl seda csatuletist nimetatakse funktsiooni
f t-eist .jarku (ehk teiseks) osatuletisek™ muutuja x  jargi

Jja tédhistatakse sumbolitega A f voi f ,. Analoogili-
Ox

selt defineeritakse toist jarsu osatulet;j.sed teiste muutu-

jate y,z,«=. jargi, s.o* osatuletised f

y*' f ZZ»F**
Kui funktsioonil f~ on olemas osatulatis muutuja Yy
jargi, siis seda osatuletist nimetatakse funktsiooni £ se-

muutujate x ja Yy jargi ja tdhistatakse sumbo-
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litega

d2f
6x ay 701 fxy*

Analoogiliselt defineeritakse sagatuletised ff*, fxz* fZX *
fyZ * zyl*" *

Vaadeldakse ka veel kdrgemat jarku osatuletisi ja sega-
tuletisi, mis defineeritakse analoogiliselt.

Teoreem, segatulstistest. Kui segatuletised fxy ja fyx
on pidevad mingis punktis, siis selles punktis

fXy = fyx'

Naide 3. Leida segatuletis f~r, kui

Lahend v& Tuleks arvutada f ja seejarel f . st aga
fx arvutamine on raske, aga fj ja fy# arvutamine on lihtne,
siis on otstarbekohane kasutada ceoree.Tj segat™iet.. test.
St f cn elementaarfunktsioon, siis tema osatuletised on “a
elementaarfunktsioonid ja se®-ga pidevad oma maaramispiirkon-
dades. Jarelikult segatuletised f ja f . on pidevad ja

teoreemi segataletistest pb6hjal "aaae

fy(x,y) = X2 3>~ = 3x2/cs

fxyrx»y) = fyx(x»y) = 6xy?*
Nédide 4. Leida funktsiooni
z = (X + sin y)x

osatulatis z/.

Lahendus™ Et x + sin y>0, siis on ka z>0 ja seega lo-

garitmides saame



In z = x In(x + sin y).

Niud diferentseerides mdlemat poolt x jargi, leiame

= In(x + sin y) +—- + sin y*

Osatuletise leidmiseks diferentseerime veel kord mdle-
mat poolt x jJargi, saame
Z ZXX 5 ZXZX 1 s sin_yY
z X +siny (X + siny)
kust
2x _ ,z%s2 . 1 . g Siny
X +siny (X + siny)
Asendades X ulal leitud avaldisega, saame
A2 = [In(x +siny) + ~—5-——12- —3-—-- +—-1 z
X + sin yJ X +siny (X + siny)
= In2(x + sin y) ¢ ¢sip I? + *2.t Sin y _
X + ain y (x + sin j)d
Korrutades niid vorduse pooli avaldisega z = (x sin y)x

saamegi otsitava osatuletise z . .

ulesanded.
Leida osatuletised *"»fy,"» fyy jamf jargmistest
funktsioonidest.
459. f(x,y) = 2x +Yy 462. f(x,y) = x"y - y™x
460. F(x,y) =3x - y+ In 2 46J. f(x,y) = x* + y* - 4x2y2

461. f(x,y) = x5 + - 6xy  464. f(x,y)
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465. f(x,y = (1 + 5x*y2)3 476. f(x,y* = In(x + IX? + y2)

466. T(x,y = Xy + X 477. f(x,y) = arctan s +4,
467. F(X,y =¥ 4 Zy 478. f(x,y) = arccos

468. (x,y TXTS T+?>3 479. F(x,y) = (1/3)y/x

469. f(x,y 480. f(x,y) = e-x/y

470. f(x,y - k2 -y 481. F(x,y) = expsin %

477, f(x,y = Xx sin(x +y) 482. f(x,y) = (0 + xy)

412, F(x,y - 05 Y2, 483. F(x,y) = In(x +~])
473. f(x,y = tan Y 484. f(x,y) = (1 + logy x)5
474. f(x,y = 485. f(x,y) = arctan /jx

475. f(x,y = In(x +y2)

486*
x2arctan(y/x) - y2arctan(x/y), kui x A0 ja y" 0

f(x,y) =
0, kui x = 0 vBi y=0O

fx~sin Z + y?sin5, kui x A0 ja YA Q
48T TOGY) =y, kui x =0 vBi y=0
488. Leida fx(2,1) ja *y(2,1), kui f(x,y) = xy ¢ x/y
489. Leida f¥(1,y), kui f(x,y) = y+ (x - 1)arcsin y/x

490. Leida fx(2,-1) ja fy(2,-1), kui f(x,y) = In(x2 - y2)
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491. Olgu Mnf kui x = Ovli y=Q

f(x,y) =i
Jjl, kui x / Oja y/ O

Naidata, et funktsioonil f on olemas punktis (0,0) osatule-

tised, kuid ta on katkev selles punktis.

492. Olgu i ?, kui x + y*AQ
T = X vy i kO P 0,

Naidata, et f on katkev punktis (0,0), kuid eksisteerivad
fx (0,0) ja fy(0,0).

kui x = y=0.
Nadidata, et punktis (0,0) segatuletised f ja th eksistee-
rivad, kuid teoreem segatuletistest ei ole rakendatav.
454. Olgu funktsiooni teist jarku osatuletised ja kol-
mandat jarku ser itul-ti ?d idevad punktis P. Tdestada, ka-
sutades teoreemi segatjleti~test, et punktis P on

r - f - f f - f - f
XXy XX WO Y.yX yXy Xyy

495» Kul kasutada teoreemi segatuletistest, siis mil-
liste funktsiooni f oss- ja segatuletiste pidevust tuleb

eeldada,et vaadeldavas punktis kehtiksid vdrdused

fxxyx ~ fxxxy =

NoAyxxx - Fxyxx

D Texyy ™ Txyyx ™ Syyxx

Leida segatuletis f__, kui
Xy

49b. f(x,y) = xx + ysin X

f 9
yXxy <



u97. F(x,y) => + (@ fysin x)y

498. f(X,y,z) = X + y3 + arcsin In(x + 2)
Leida fx, f , fz, fxy, fxz ja X jargmistest funktsi-
oonidest
499« f(X,y,z) = xyz + In(x + y+ 2)
500. f(x,y,z) = imne + y<+ z2 504. F(X,y,z) = (xy)z
0. f(x,y,z) = sin(x2 + y2 + z2)
502. f(x,y,z) = xy/z 505. f(x,y) = (x/y)z

503. f(x,y,z) =Xy 506. f(x,y,z) = zxy
507. Arvutada fX, fJ, ja f punktis (1,2,0), kui
f(x,y,z) = In(xy + 2).
508. Olgu f(x,y,z) = sianSX + 2y - z). Arvutada
fy(Vv»4) ja f8(-1/2,0,-1).

Arvutada jargmised segatuletised.

5<09. kui u = x + xIn(xy)

510. u kui u = y2 + xAsin y + y~sin x
y?Y

Al kui « . XY+ arctan

512. \yZ*kui u = exp xy + exp(xyz)

51?. uxyz, kui u - In |/MX - 2)2 + (y - z)2
514. Naidata, et funktsioon z = In(x2 + xy + y2) rahul-
dab vdrrandit
XzZX + yzy = 2.

575« Naidata, et funktsioon z = xy + x exp(y/x) rahul-

dab vdrrandit
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+yzy = Xy + Z.
516. Naidata, et funktsioon z = /xy + x/y rahuldab
virrandit
z(xzx + yZy) = xy.
517. N&aidata, et funktsioon u = (x - Y)(y - 2)(z - X)

rahuldab vorrandit

«x + vy + U2 = ..
518. N&idata, et funktsioon u = x + (X - y)/(y - 2)
rahuldab vdrrandit
N+ g e U, - 1
519» Millised osa- ja segatuletised on olemas funktsi-
oonil f, kui on teada, et
2 = y2/(3x) + f(x,y)
rahuldab voérrandit

XZX - yzy ¢ y2/x = 07?

520. Millised tuletised on olemas funktsioonidel f ja
g, kui on teada, et
z = xf(x ¢y) +yg(x +vy)
rahuldab vdrrandit

XX “22¥9:+ zyy = 0?
Liitfunktsiooni diferentseerimine toimub lldiselt jarg-
miste eeskirjade jargi.
Teoreem I. Kui funktsioonil f(x,y,...) on olemas pide-
vad osatuletised ja tema argumendid x,y,... on diferentsee-

ruvad Uhe muutuja t funktsioonid
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X - x(t)

Y= y(t)

siis liitfunktsiooni F(t) = f(x(t) ,y(t) ,...] tuletis eksis-
teerib ja on arvutatav valemiga

&F d
12 " ax g ©)

Teoreem 11. Kui funktsioonil f(u,v,...) on olemas pi-
devad osatuletised ja argumentidel
Nu = u(x,Y».e=.)
@
1 vV = Vv(X,Y,---
on olemas 10plikud osatuletised, siis liitfunktsiooni
F(X,Y¥,--.) = fEu(x,y,-..), v(x,y,

osatuletised eksisteerivad ja kehtivad valemid

Px = ~uSc + fvvx +

3)
Naide 5» Leida liitfunktsiooni z tuletis, kui
X = sin t
Y = cos t
z = exp(x - b5y).
Lahendus” Siin z on ihe argimendi t diferentseeruv

funktsioon teoreemi | pdhjal, sest eksisteerivad (isegi pi-
devad)

dx

t
"Jt

. dy 1 .
cos foc It = ““5 SIn 5

ja osatuletised
zx = exp(x - 5y), zy= - 5exp(x - 5y)
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on pidevad. Seega valemi (5) jargi
= ex"57 cos t - 5e“” si(- 4gsin )

_ex"My(cos t + sin ).
Naide 6, Leida Iliitfunktsiooni z osatuletised, Kkui
z=u’-v 2
u=xsiny
V = X COS Y.
Lahendus. Siin funktsiooni z osatuletised z, ja z,

eksisteerivad teoreemi Il p6hjal, ?est eksisteerivad ldoli-

kud (isegi pidevad)

u =siny, Vv =cos Yy,
=X Cosy, VvV =-xsiny,
ja osatuletised
ZU = 2u~zv = "2v

on pidevad. Seega valemite (5) jargi
Mzx = 2u sin y- 2v cos Yy
Zy = 2u X €COS y+ 2v X sin vy,
kust asendades u ja v, saane

r —

ZX = 2X sinz)/- 2X cosz)/

z 2x2sin Y COS Yy + 2X CO0S ygin A\
ehk
ZX = -2X Ccos 2y

Zy = 2x2 sin 2y.

Ulesanded.
Leida liitfunktsiooni tuletis,
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521. z = ex”3y, x =sint, 7= j cos t

522. z = arcsin(x - y), x = t, 3y = 4t3

523. z = tan(t + x2 -y), Xx =12, y=2\T
524. z = arctan(xy), Y= eA

525. u = ex(y - 2), Y=siIn X, Z = COS X.
526. z = arcsin(x/y), Yy= + X2

527. u = f(x,y,z2), x =t y=Int, z=1t+1

528. z = x2In yf(x,y), x = /"T— t2, y=exp sin t
Leida liitfunktsiooni osatuletised.

529. z = u2? - w», U= XCOSY, V=XSsIiny

530. z =ulnv, (X+y)u=1, v = exdy
531. z =~ arctan(u +Vv), uU=Xy, V=X +YVY
532. z = arccot(u/v), U =X Sin y, V = X COS Y

Eeldades, et funktsioonil f on pidevad osatuletised,
leida liitfunktsiooni osatuletised.

533. z = f(x - xy,ex_xy)

534. z = xf(xy + y/x)

535. z = f(x,y - Inx) Iny
536. u = f(x/ty, W2)
Leida ja mérgitud joonel ka tui
537. z = arctan(y/x) ja y= x2
538. z = xy ja y=1InInx
539. z = In(ex + ey) ja y= x3



540. z = x7 ja y= f(X)
541. z = u\ U =8inXx, v = cos x
g 2. Taisdiferentsiaal.
Olgu

Af = f(P) - f(PO) ®)
funktsiooni f muut punktide PQ = (x0,y0,...) ja
P =(XQ + Jbg y0O + Ay,...) vahel.

Definitsioon. Oeldakse, et funktsioon f on diferentsee-
riv punktis PQ, kui tema muut (6) punkti PQ Umbruses aval-
dub kujul

Af = fx(PQ) Ax + fy(PO) Ay +...+ aax+ FAOy+...,(7)
kuis @b y.. * O, kui 4> Ay,... -*0. Seejuures suu-
rust

df = fx(P0) O* + fy*Po"
nimetatakse funktsiooni f (esimest jarku) taisdiferentsiaa-
liks punktis PQ.

Tédhistades Ax = dx, Ay=dy,..., vdime funktsiooni
f tdisdiferentsiaali (8) kirjutada kujul

df = fx(P0)te + fy(PO)dy +.... (©))
Avaldises (8) liidetavaid
fx (Po)dx» fy(PO)dy,-..
nimetatakse funktsiooni f osadiferentsiaalideks punktis PQ
vastavalt muutujate x,y,... jargi ning suurusi dx, dy,
argumentide diferentsiaalideks.

Diferentseeruva funktsiooni f muudu (6) vdib Kkirjuta-
da kujul
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Af = df + o(?),
iEUS
p= I1&X2 + Ay2 ...

Iga punktis PQ diferentseeruv funktsioon on pidev sel-
les punktis PQ.

Vordusest (7) naeme, et funktsiooni f diferentseeruvu-
seks punktis PQ on tarvilik 18plike osatuletiste T , fW,...
olemasolu punktis PQ. Kuid l18plike osatuletiste f_, fy .-
olamasolu punktis PQ ei ole piisav funktsiooni f diferent-
seeruvuseks selles punktis FO. Kill aga kehtib jargmine

Teoreem 1. Kui funktsioonil f on olemas pidevad osatu-
letised fx,fy,... punktis PQ, siis funktsioon f on diferent-
seeruv selles punktis PO.

Valemid (3) ja (5) liitfunktsiooni osatuletiste leid-
miseks kehtivad ka juhul, kui funktsioon f on vaid diferent-
seerib vaadeldavates punktides.

Samuti teoreem segatuletistest kehtib ka eeldusel, kui

osatuletised f, ja f,, on diferentseeruvad funktsioonid vaa-

b %
deldavas punktis.
Fikseeritud dx, dy,... korral on funktsiooni f tdisdi-
ferentsiaal
df(P) = x(F)dx + fm(P)dy +... (10)

punkti P = (X,Y,...) funktsioon. Osutub, et df on difex"ent-

seeruv punktis P parajasti siis, kui osatuletised fX,f),...

on diferentseeruvad punktis P.
Kui df on diferentseeriv punktis P, siis tema téisdife-
rentsiaali

—91—



d2f =d(df)
nimetatakse funktsiooni f teist jarku ehk teiseks diferent-
siaaliks punktis P.

Analoogiliselt defineeritakse veel kdrgemat jarku
taisdiferentsiaalid. Uldiselt dn”1f on diferentseeruv pa-
rajasti siis, kui kdik (n-1)-jarku osatuletised on dife-
rentseeruvad. Kui d f on diferentseeruv, siis tema tais-
diferentsiaali

dnf = d(dn“if)
nimetatakse funktsiooni f n-_jarku tdisdiferentsiaaliks.
Kahe muutuja funktsiooni f(x,y) n-jarku taisdiferent-

siaal arvutatakse valemist

dnf = Z d - dxndy™*,

n k=0 K dx? K dyK xmay g
mida analoogia toéttu binoomvalemiga kirjutatakse siimboolselt
kujul

n + — 4 d7)Dfe
Valemist (11) erijuhtudel n = 1,2,3 saame
df = fxdx +
d2f = fAdx2 + 2fxydxdy + fyydy2, 12

d3f = fxxx**? + 3fxxydx2dy + 3fxyydxdy2 + fyyydy3 =
Uldiselt mitme muutuja funktsiooni f(x,y,...) taisdi-

ferentsiaali leidmiseks kasutatakse simboolset valemit
dIXf = dx + ~8y dy mmmenf. 3)

Diferentsiaali kuju invariantsus. Diferentseeruvs
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funktsiooni f(u,v,...) esimese téisdiferentsiaali (t0) ku-

ju séilib, kui argumendid u,v,... osutuvad muutujate X,y,».*

diferentseeruvateks funktsioonideks. Sel korral valemis

(10) diferentsiaalide dx,dy,... asemel on funktsioonide (4)

taisdiferentsiaalid du,dv,.., ning valem (KO) saab kuju
df(P) = fa(P)du + fv(P)dv +...,

kus P = (u,v,...)*

Teist ja kdrgemat jarku tdisdiferentsiaalide korral
uldiselt diferentsiaali kuju invariantsus enam ei kehti.
Kuid juhul kui funktsioonid (4) on lineaarsed, s.o.

u=ax + by +...+ h
4v = a™ + by +...+ LL 04)

siis iga Jarku taisdiferentsiaali kuju sailib, s.o.

avaldub valemiga (13) analoogilise valemiga

= (40 + ~iv +#,,)n™ 05)
kus du,dv,... on juba funktsioonide (14) taisdiferentsiaa-
lid.

Seega erijuhul, kui f on vaid iUhe muutuja tt funktsioon,
u=ax +bhy +...+ h
on lineaarne muutujate Xx,y,... suhtes, siis valem (15) esi-
tub kujul
dnf = f(n)(u) dull (16)
Esimese diferentsiaali kuju invariantsuse tottu kehti-
vad jargmised diferentseerimise reeglid, kus u ja v on mit-

me muutuja funktsioonid:
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1. d(u + v) = du ¢ dv,
2. d(uv) = vdu + udv,

kust erijuhul saame
4. d(cv) = cdv (c = const),

S L. Oy
\'

Taisdiferentsiaali kuju invariantsust kasutatakse
téisdiferentsiaall ja osatuletiste arvutamise lihtsustami-
seks. Kui diferentseerivas funktsioonis f(u,v,...) argumen-
did

u = ulx,y,...)
vV = V(X,Y,-..) (@)

on diferentseeruvad funktsioonid, siis liitfunktsiooni
FOGY,--2) = Fu(x,y,--.), V(X,Y,-.2),.-2)
taisdiferentsiaal avaldub kujul
dP = fubu + f,dv
kus diferentsiaalid du,dv, ... arvufcame seosest (4).

Seega, erijuhul kui w = f(u) on Ghe muutuja u diferent-
seeruv funktsioon ja u on omakorda diferentseeruv mitme
muutuja funktsioon, siis

dw = f Tu)du. Qan)

Naiteks, kui u on diferentseeruv mitme muutuja funktsi-

oon, siis kehtivad valemid

d(ua) = aua““"du, (a = const)
d(au) = aulna du,
i d(sin u) = cos u du
jne.
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Naide 7. Leida funktsiooni
w = jMR + cos(y - 4z)
taisdiferentsiaal ja esimesed osatuletised.
Lahendus_. Vaatleme antud funktsiooni kui liitfunkfcsi-
ooni
w= (i, u= xo+ cos(y - 4-2).
Et w ja u kui elementaarfunktsioonid on diferentseeruvad,
siis valemi (17) pbhjal saame
g - ~xdx - sin(y - 4z)(dy - 4dz)
2 /M + cos(y - 42)
Et dx,dy ja dz kordajad on vastavalt osatuletised WX, w

b
ja wz, siis oleme saanud

WX - —- 1 " X »
x2 + cos(y - 4z)

wo= - Sin(y - 42
Y o 2 WEEFTOs(Y S 3w)
7 ———1:§§f§§§;_:_ﬁ%}___

yx + cos(y - 42)
Naide 8. Olgu
w = sin(xpyz).
Leida wx + 2wy - 6wz ja wx + 2wz.
Lahend us . Valemi (17) jéargi saame

dw = cos(xciz) d(x(§z) = e

cos(xzyz) (2xyzdx + x zdy + %Aydz). P

Vottes dx = 1, dy = 2 ja dz = -6, saame esimese otsitava
summa
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W+ 2wy - 6wZ cos (xyz) (2xyz + 2x"z - 6x y) =

2x(yz + xz - 3xy)cos(x2yz).
Vottes niild dx =1, dy = 0 ja dz = 2, saame ka teise otsi-
tava summa
wx + “cos(xpyz)(Z:xyz + 2xpy) =
= 2xy(x m z)cos(xpyz).
Naide 9» Leida
d™acc.s(x - 2y + 3z + 4).
Lahendus_. Tuleb leida dlscos u, kus U = X~2y+;>z+4.
St u on muutujate Xx,y,z suhtes lineaarne funktsioon, eiis
iga jJarku taisdiferentsiaali kuju on invariantne. Seega
valemi (16) pdhjal on
6}8 aeu = cosﬁls)'u dul® =

- aeu (dx - 2dy w=3dz)/R

ehk asendades u tec.a avaldisega, saame
d'jpcos(/:\x -2y ¢3z +4) =
=-cqgs(x “ 2Y + 3Z + 4) (dx - 2dy s 3dx)"®,
Ka valemit (13) vOime icasutada kBrgemat jarku osatule-
tiste leidmiseks, kui argumendid x,y, ... on sdltumatud
muutujad (s.o. juhtum, kus seostes (14) on u = xfv = vy,..,)»
Naide 10. Ldisia ~unKtsiooni
z = In(2x + ycs
teine tdisdiferentsiaal, teist jarku osatuletised ja sega-
tuletis.

Lahend_us™ Meil on
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Arvestades,

d2*

dz = 1C2* +7p

2X +y

2X +y

d(dz) = d Zte-t-ZLp; =

= 2dx + 2ydy e
2X +y

et dx ja dy on konstandid x ja ysuhtes,

(2x + y2)d(2dx ww2ydy) - (2dx + 2ydy)2 =
i7.x + y2)2

andxdjr.-e 4y2dyf2

(2x + y2)r

sest dx: = d2y = 0. Seega

d2z = - —

2 ; <2<—)>£<f2ax2 + 4ydxdy - (2x - y2)dy2] .
X +y -

siis

Valemi (12) pdhjal diferentsiaalide dxz, dxdy ja dy2 korda-

jad annavad

S ="7~722" V --(V8?2)2-
z - 202 - f\
Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide taiediferentsiaalid

esimesed

542. z =

503. z

5M. z =

545. z =

osatuletised.
X + 3y

2x2—- 3xy - y2
Xy

x/y

546.

547.

548.

549.
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Inc +y2 + 2
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550. z = y* 555.* = ~(t3 + sindt)dt

551. z = tan(x2/y) 556. w = e>qorx<r¥2)
552. z = XX* + y* 557. w = cos(xpyz)
553 Z = ny t=Sin 558. w= 2 -5
Xy L ¢
554. z = | t*1 cos 559. w = tan(x - y+ 2)
560. Leidi ,» KUl w = exp(x + yz)
561. ~Qida + toi w - exp(xyz)n
562* Leida w\. - 2wy + 3*z Da - 2wz, kui w = cos (xy22)

563. Leida w. - wo, kui w = fx + y¢ z

Leida dz, kui

Z = )(y arctan(xy) Z = arCSin(y/X)

564. X = tr ¢1 568.
v 15 X = Y4 +y2
*z = arccos(x/y) Z = X sin Yy YCO0s X
565. X = t2 569. X = u/lv
v=cos t V= uw
z = tan(3t - x + 3y2) Z =X VY
566. x = ft 570. X = U2 + v2
Y=Vt Y= U2 - v2
567, z = arctan(l + xy) P2z = In(x2 + y2)
y=1Inx 571. .x = ushv
yv=uchyv

Leides diferentsiaali dz, arvutada r+ zv, kui
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"X = 14V X =

Uu+ Vv
572. YV=3u- 2v 573. v=U- v
z = x2In y z = arctan(x/y)

574. Olgu z = arctan(2x - y). Leides dz", tdestada et

s *+ 2y * =
575. Olgu z = In(% - %). Leides dz, tdestada et
<2

*Sy
576. Olgu z = excos y. Leides dz, ndidata et
xx T zyy = 0.

Olgu f diferentseeruv muutuja a funktsioon. Leida dz,
Ja koi

577. z = x + f(x2y + 1) 579. z = yf(xy ¢ x/y)

578. z = xy + f( f2xy)
Olgu f diferentseeruv muutujate u,v funktsioon. Leida
dz, zx ja zy, kui
580. z = x ¢ fCe*7, X2 - y2)
581. z = y- T(sin x, x"\V2)
582. z « 2xy + f(cos y, x3 - y)

585.z w/xy ¢ f( fxy, x5 ¢ y2)

Ulesanded.

584. Olgu

fox.y) = Viwl -
Naidata, et funktsioon f on pidev punktis (0,0), ja et tal
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on olemas osatuletised fx(0,0) ja fy.”0,0), kuid ei ole di-
ferentseeruv punktis (0,0).

585. 0Olgu
xy(x2 +32)"1/2, kui |X) + |yl * O,

foGy) = 0, kui x = y=0.

Naidata, et punkti (0,0) Umbruses funktsioon f on pidev ja
temal on tdkestatud osatuletised fx(x,y) ja fy(x,y), kuid
ta ei ole diferentseeruv punktis (0,0).
586. Olgu
(x +y)2sin(x2 + y2)<1/2, kui x| + |y| /7 O,

f(x,y) =
0, kui x = y=0.

Naidata, et punkti (0,0) Umbruses eksisteerivad osatuleti-
sed fy ja f)/ja et nad katkevad punktis (0,0), kuid siiski
funktsioon f on diferentseeruv punktis (0,0).
58?. 0Olgu
7?(x2 + y2)si,n(x2 + y2)" , kui x| + |y] AO,

f(x,y) =
0, kui  x = y=0.

Naidata, et punkti (0,0) Umbruses osatuletised fx ja f
eksisteerivad ja on tdkestamata (seega punkt (0,0) on nende
katkevuspunktiks), kuid siiski f on diferentseeruv punktis
(0,0).

Leida jargmiste funktsioonide esimene ja teine dife-

rentsiaal.
588. z = 2x/y 590. z = x sin y
589. z = x + xy 59", z = x cos™y
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592. z = exp(x + y2) 594. u = sin(bx - 3y + 92)
593. u = xy + yz + xz2 595» u = coa(2x ¢ 3y - 5z + 7)
Vi
596. Leida df(1,1,1) ja dpf(l,l,l), kui f(x,y,z) = (x/y) 1.
Leida

597. d3z , kui z = 23 + x3 +y3 - 3xy(x - y)
598. d5z, kui z = sin 3 + sin(x2 ¢ y2)

599. d3u, kui u = 2xyz

600. d4u, kui u=In(xVzz)

601. d1<z, kui z =1In 2 + In(x + y- 3)

602. d z, kui z = ch. x cos y

603. dMu, kui u = (2x + y- 3225'3

604. dou, kui u= (@ + 2x - 3y + 4z)"

605. d*7h, kui u = cos(2x + 3y - 52)

606. d16u, kui u = sin(5x - 3y + 9z + 8)

607. d™u, kui u = cos(x - 4y - 6z + 7)
60S. d12u, kui a=
609. dnz, kui z = exp(2x + 3y + 4)

6t0. dnu, kui u = exp(x - Y+ 22)
Leida jargmiste funktsioonide esimene ja teine dife-

rentsiaal, kui f on diferentseeruv funktsioon
611. w = 1 + f(xy) 613. W = f(0) + f( (x2 + y2)

612. w=x + F(x +Yy) 614. w = 2 swme+ T(xyz)
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615. w = fCx2 + y2 + z2) 619. w = F(x ¢ y+ z,x2+ y2* z2)
616. w = f(2x,3y) 620. w = x/z + 2f(x/y, y/z)

617. w = fF(Xx -y, X +Y) 621. w = f(x2 + y2, 2xy, x2- y2)
618. w = xy »f(x +vy, 2)

Euleri teoreem homogeensetest funktsioonidest. Lahtises
piirkonnas D m&&ratud funktsiooni f nimetatakse ot-astaa

homogeenseks funktsiooniks. kui f rahuldab tingimust

f(tx,ty,...) -t Ff(xfy,...)
iga punkti (Xx,y,.-.) eD puhul (punkti £ = 1 Umbruses).
Diferentseeruv funktsioon f on ot-astme  homogeenne
funktsioon parajasti siis, kui funktsioon f rahuldab Euleri
tingimust

fAxX N fyjp N Loo - oxf(x,y, ...) .

Haide 11« Voenduda, et funktsioon
f(x,y) = arctan

on homogeema ja leida homogeensuse aste.
Lahendas. Funktsioon f on mddratud, kui x27y2 ja
J2 ¢ 2 jtO« lga £ PO korral on
2212

f(tx, t a arctan V1|: ~ >Ib = arctan
( y)fr ft2.g4+ tV

= t<f(x,y).
Seega f on O-astne homogeenne funktsioon.
Naide 12. Kontrollida Euleri tingimust funktsiooni

f(x,y,z) =2- +7Z_
z
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korral.
Lahendus”™. Arvutades funktsiooni f taisdiferentsiaali,

Saame

cif = (2xdx + 2ydy)z2"- (x2 + y2) 2zdz_

Vérreldes Euleri tingimust valemiga (10), ndeme, et asen-

dades dx, dy ja dz vaetavalt saurustega x,y ja z, saamegi

+1ijj *f,, . 2 fr2 ¢« 2?27 ; *r2?7»2 .

=0 =0.f(x,y,2).
Seega f on null-astme homogeenne funktsioon.
Veenduda, et jargmised funktsioonid f on homogeensed.

Kontrollida Euleri tingimust ja leida homogeensuse aste d.
622. f(x,y) = x2 - 3xy + 4y2

623. f(x,y) =3xy2 + US - M

624. f(x,y) = a = const

625. f(x,y) = arctan j

626. f(x,y,z) = X2y - 2y*z + xyz

2 2
627. f(x,y,z) = x™ cos 2-
X

628. f(x,y,z) = (X2 + y2 + z2)log f

629. f(x,y,z) =1 exp |

630. f(x,y,z) = -UE-1-7-+2
X +Yy ¢z

631. f(x,y) = log & ¥
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83» Mitme muutuja funktsiooni dlferent-

siaalarvutuse rakendusi«

Taylori valem. Kui funktsioon f on m'l korda diferent-
seeruv punkti PQ = (GO»0>***) (mbruses, siis selle ({mbru-
se punk«;is P = (X,y), kus x = xQ + AX, Y= jQ + Ay,
kehtib Ta.ylori valem

f(P) = £(PQ) + df(PO) + £ d2f(PO) +

¢ .+ Jr +oin™* 08)
Liiget nimetatakse Taylori valemi ja&kliikmeks ja
Lagrange™i jargi avaldub ta kujul

An = TO"TTJIT dn+1fr)* 19
kus Q on teatav punkt rirgldigul PQP, s.o.
Q=U0+ Bix,y0 + 94v,...),
kus O< 0 < 1.
Kui xQ —u, yoO =0,..., s.c. P» — (0,0,».) on koordi-

naatide alguspunkt, siis valemis (18) ja 09) on

e 5 bO/=v,...
Valemis 08) jaakliige 09) taidab tingimust
“h=o( HI» s
p = j/Ix2 + iy™ +...
S.0. on J suhtea kdrgemat kui n jarku ldpmata vai-
ke suurus. Seega, kui i~xI, |Oy],--- on kullalt vaikesed,

kehtib ligikaudne voérdus
£E(P) = T(PO) + df(Po) +...+ Jj. dnf(PO) e (20)
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Erijuhul kui n = 1, saame valemist (20) valemi

f(P) ~ F(P0O) + dF(PO). 21)

Valemist (21) saame ligikaudse valemi funktsiooni f

muudu Af = f(P) - ~(P0) arvutamiseks punktide PQ ja P va-

hel:
&t « df(p0)- Q2)
Ulesanded.
Leida Taylori valem (18) punktis PQ = (0,0), kui n=3.
Y | 2
632. f(x,y) = e sin y 636. z = X cos Yy
633. f(x,y) = e7cos x 637. z = ysin vy

634. f(x,y) = In(1 +x +vy) 638. sin(x2 +y2)

635. z = exIn(1l +vy)

Leida Taylori valem (16) punktis PQ = (1,1) , kul n=3.

639. f(x.y) = | 641. f(x,y) = In(xy)
640. f(x,y) = exy 642. f(x,y) = SXI;/JCX

Leida valemi (20) abil ligikaudsed valemid jargmiste

funktsioonide vaartuste arvutamiseks, vdttes Po = (0,0) ja

n=r.
643+ sin(xy) 645.  cos g,

+
644. cos(xy) 646. arctan ’]+~?'

Ndide 13. Arvutada ligikaudu,s.o. valemi (22) abil
funktsiooni

f(x,y) = Sin(-rcxy)
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muut GUleminekul punktist PQ = (1,2) punkti P = (1,1; 1,9).
Lahendus”™ Arvutame kdigepealt punktide koordinaatide
muudud [ ja [y, saame
O<=x-x0=1,1-1=0,1,
Dy=Y““X =1»9 - 2 = -0,1.
Valemi (22) kasutamiseks tuleb arvutada
df(PQ) = fXCPO)Ax + fy(P0) Oy

Saame

fx = cos (jtxy) <Ry 1

-h
I

cos(jrxy) «X
ja seega
df(PQ) = cos2jt*2Jt»0,1 + cos2lt esa:»(-0,1) = 0,1 s1.
Valemi (22) p6hjal
4fF *= 0,1k

Ulesanded.

Arvutada ligikaudu, s.o. valemi (22) abil funktsiooni

muut Gleminekul punktist PQ punkti P.
647. f(x,y) = exy, PQ = (1,1), P = (1,2; 1,1).

<. F(X,y) PO = (2,4), P = (2,5; 5,5)

649. f(x,y) = sin xy, Pq = (1,n), P = (0,9; jt )

650. f(x,y) =Inx Iny, PO = (1,1), P = (1,1; 0,9)

651. f(x,y) =x*ny, Po= (l,e), P = (1,1; e + 0,1)

Naide 14. \rvutada ligikaudu valemi (21) abil

A= sin 3= cos 59<.
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Lahend us™ Minnes (le radiaanm66dule saame

Vaatleme funktsiooni
f(x,y) = sin x cos y
ja punkte PQ = (xQ,y0) = (f, M),
P=(xQ + Ax, y0 + Ay) = (] + N
kus

D=7~ 0,0349,

=« 'TO =
Seega meil on vaja arvutada ligikaudu funktsiooni f v&ar-
tus f(P).
Valemi (21) rakendamiseks arvutame

df = cos x cos Y[k - sin x sin y/[y.
Valemi (21) pdhjal on siis
A = f(P) « f(Po) + dF(PQ) =

A sin? cosfE + cos” cos—/[1x — sin” sin? Ay a
6 3 6 3 6 3

LL\ <©*=79 +3 0,0175 ®

~ 0,25 + 0,0227 = 0,2727.

Seega

sin 32<cos %< 0,2727.

Ulesanded.

Arvutada ligikaudu valemi (21) abil
652. £2,03*1,98 653. /3,97 2,032
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654. 7,975/ £3*94 660. COS 9% sin &<
655. U>052 + 2,932 661. 1,942 exp 0,12

656. In(5) 1,03 + 70,98 - 1) 662. 2,G0R 3,9983 1,0022

657. 1,042702 663* 1,032/ Vv 0,98 "\o 5¥
658. 0,947 664. sin 1,49»arctan 0,07*
659. sin 59< tan 46° X 2-2 95

Puutu. jatasand ja normaal. Olgu antud pind
z = f(x,y) (23)
ja punkt Qo = (x0,y0,z0) sellel pinnal. Olgu Po = (xQly0).
Taae=aul. Pinnal (23) on olemas z-teljega mitteparal-
leelne puutujatasand punktis Qq parajasti siis, kui funkt-
sioon f on diferentseeruv punktis PQ.
Pinna (23) puutujatasandi vorrand punktis on
z - z0 = Tx(Po)(x ™ x0) +V Po)(y " yo>* (24)
Pinna (23) punktis Qq puutujatasandiga (24) ristiole-
vat vektorit (samuti ka sirget) nimetatakse pinna normaaliks

selles punktis Qq.
Vektor

3 - woo- -1>
on pinna (23) normaaliks punktis Qq.

Ulesanded.

Leida pu ujatasand ja normaal jargmistele pindadele

margitud punkt, s Qr.
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_ X2 ? _
665 z =2---y, Q0 = (2,-1,1)
666. z = arctan Q = (1,1,-3

667. z =x2 +y2, Q0 = (1,2,5)
Kas jargmistel pindadel on olemas puutujatasand punk-
tis (0,0,0)?

68 . z

x2 +y2 670. z

Ixyl

669* z LL(x2 + y2)2 671. z=1- [x+yl

672. Leida pinnale

puutujatasand, mis on paralleelne tasandiga
4x -2y -z +1 =0.

675. Leida pinnale

Z=X+ rx -4xy +4
puutujatasand, mis on paralleelne tasandiga X - y+ 2z = 0.
674. Leida pinnale
7 =x2 + v 2
punkt Qq, kus pinna normaal on paralleelne vektoriga
S = (1,2,-5)*
675. Leida pinnal
zZ=x%+x
punkt Qo, mis asetseb zx-tasandil ja kus pinna normaal on

risti vektoriga m = (1,0,1).
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M. 'TLMUTAMATA FUNKTSITOONID
JA  EKSTREEMUMID
81 Uhe .1a kahe muutuda ilmutamata
funktsioonid.

Olgu antud vdrrand

*(x,y) =0, @
kus funktsioon F = F(x,y) on maadratud ristkilikus E = Xxi,
kus X = (a,b) jaY = (c,d).

O0eldakse, et vorrand (1) méarab funktsiooni Y= y(x)
vahemikus X, kui iga xcX korral on vdrrandil (1) olemae
lahend ycl. Kui see lahend yeY on Uheselt mé&aratud iga
xcX korral, siis funktsiooni ynimetatakse (iheseks, vasta-
sel juhul mitmeseks oma maaramispiirkonnas X.

Kui funktsioon Y= y(x) vahemikus X on maaratud vor-
randiga (1), siis Oeldakse, et funktsioon yon antud ilmu-
tamata ku.lul (1).

Teoreem 1. Kui

1= funktsioon F ja tema osatuletis Fy on pidevad
punkti PQ = (x0,y0) Umbruses,

2C F(PO) =0,

3° Fy(PO) 7/ O,
siis vOrrand (1) maarab punkti PQ teatavas umbruses uhese

pideva funktsiooni y= y(x), kusjuures y(x0) = yQ.
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Kui lisaks ka osatuletis F?.on pidev punkti PQ Umb-
ruses, siis funktsioonil 7 on punkti zQ teatavas Umbruses

olemas pidev tuletis

dv Fx
S ““- Fy > @
kusjuures
M) =-1 -
0 vV V

IImutamata funktsiooni tuletise arvutaaisel valmis T&
lemi (2) asemel kasutatakse praktiliselt vdrrandi (1) vahe-
tut diferentseerimist muutuja x jargi, lugedes, et vdrrand
(1) kujutab endast nulliga vorduvat liitfunktsiooni muutuja
x suhtes, kus y=y(x), s.o0. funktsiooni G(x) = F(x,y) =0,
kus y= y(x). Seejuures oletatakse, et teoreemi 1 eeldused
on tdidetud, mis garanteerib tuletise y" olemasolu. Saame

G»(X) = Fx + Fyy* = O A3)
(vt. valem (3), Ik. 87), kust F¥ £ 0 tottu voime avaldada
tuletise (2).
IImutamata funktsiooni teise tuletise leidmiseks vaa-
deldakse vérdust (3) uuesti kui vdrrandit
G(x,y») =0, ©)
kus
G(X,y") = Fx + Fyy»,
mis maarab tuletise y* = y"(x) ilmutamata kujul. Kui G(Xx,y?)
téidab teoreemile 1 analoogilisi tingimusi, s.o. G, Gx ja

Gy, on pidevad punkti PQ *= (x0,y*0) iUmbruses, kus y* =

= G’P "o = 0 ninS Gy.(p,o} eiis teine tuletis
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yn on olemas gmvdrrandit (4) vahetult diferentseerides x
jJérgi, saame
Gx +GI'M =0 ®)
ehk
[ p2- Y *w *IYN2+V " =< (6)
sest G = Fx + Fyj", kus F = F(X,y) Ja y=y(X). Et aga
v =y * =
siis saame voOrdustest (5) ja (6) avaldada y".

Analoogiliselt arvutatakse ilmutamata funktsiooni veel
kGrgemaid tuletisi.

Analoogiliselt (he muutuja ilmutamata funktsioonile
defineeritakse kahe ja enama muutuja ilmutamata funktsioo-
nid. Vaatleme kahe muutuja funktsiooni juhtu. Olgu antud
vdrrand

F(x,y,z) =0, Q)
kus funktsioon F on maaratud risttahukas E = XxYxZ,
X = (a,b), Y = (c,d) ja Z = (e,f).

0eldakse, et vdrrand (7) mdarab funktsiooni z = z(x,y)
ristkilikus XX, kui iga punkti P = (x,y)eXXY korral on
vorrandil (7) olemas lahend zcZ. Kui iga PeXXY Kkorralsee
lahend zeZ on lUheselt maaratud , siis funktsiooni 2z nime-
tatakse lheseks,vastasel juhul mitmeseks. Kui funktsioon
z = z(X,y) hulgal XXY on maaratud vérrandiga (7), siis
beldakse, et funktsioon z on antud ilmutamata kujul (7)*

Teoreem 2. Kui

'1° funktsioon F ja tema osatuletis F” on pidevad punk-

ti PQ = (xQ,yo,zo) Umbruses,
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2eF(P0) = Q
3= FZ(P0) AQ

siis vorrand (7) mdarab punkti P fceatavae Umbruses Uihese
pideva funktsiooni s = z(X,y), kusjuures 2(>0»»0) = zQ.

Kui lisaks ka osatuletised F ja FjIr on pidevad punfcti
Po Umbruses, siis funktsioonil z on punkti (x0*yQ) teatavas

Umbruses olemas pidevad osatuletised
F F

= = ©)
Osatuletiste zy ja zypraktilisel leidmisel valmis va-
lemite (8) asemel kasutatakse vdrrandi (7) vahetut diferent-
seerimist x ja yjéargi, lugedes, et z = z(x,y). Saame, kui

teoreemi 2 eeldused on taidetud, et

+FA =<2y +Vy =< <9>

kust vOime avaldada z ja Zp¢ Koérgemate osatuletiste leid-
miseks toimime analoogiliselt nagu Uhe muutuja i1lmutamata
funktsiooni korral: diferentseerime jalle vordusi (9) muu-
tujate x ja yjargi, lugedes, et z = z(X,y).

Naide 1. Naidata, et vdrrand

X In y+ ye2* =3

madrab punkti x = O Umbruses Uhese pideva funktsiooni
7 =M ja et see funktsioon yon diferentseeruv selle
punkti imibruses., ning leida tema tuletis.

Lahendus. T&histe.me

F(x,y) =X In y+ ye2* - 3.

Kui x = 0, siis vordus F(0,y) = 0 kehtib vaid juhul Y= 3.
Seega tuleb kontrollida teoreemi 1 tingimusi 1< - 3= punkti
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PQ = (0,3) Umbruses.
Funktsioon ? ja tema osatuletis

Fy= L+ e2X

on pidevad punkti Po Umbruses (isegi kogu pooltasandil
y>0). Seega tingimus 1= on tdidetud. Tingimused 2= ja 3=
on ka taidetud, sest F(P0) = o0 ja Fy(PO) =170. Seega
teoreemi 1<pdhjal antud vérrand mairab punkti PQ  Umbruses
ehk punkti x = o Umbruses these pideva  funktsiooni
Y= y(x), kusjuures y(0) = 3» Et osatuletis

Fx = In y+ 2y e2*
on pidev punkti PQ Umbruses (isegi kogu pooltasandil y>o)
siis teoreemi 1 jargi on funktsioonil yolemas pidev tu-
letis y* punkti x = o Umbruses ja valemi (2) pohjal

T.—-_1InYe2ye2x _ wyin ye 2y2»2*
7 i/] +e2* TTWH*

Leiame veel tuletise y* valmis valemit (2) kasutamata.
Selleks loeme vdrduses
x In y+ye2x - 3=0
ymuutuja x funktsiooniks ja diferentseerime vOrdust X
jargi (seda voOib tehafsest teoreemi 1 jargi y= y(X) 3a

tema tuletis y ~eksisteerivad). Saame
Iny+ly“+yE&a+2ye” =o0,

kust

gﬁ =_Iny+ 2)/9(}22&*

x/y + e

Tulet .se y» saamiseks vdib leida lajiteavaldise dife-
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rentsiaali. Saame

In 7 dx + x ’:] + e2xdy + 2ye2xdx = 0

ehk
(] +e2x)dy = -(In y+ 2y e2x)dx ,
kust avaldame y* = dy/dx.
Naide 2. Kas vorrand
4x2 - B+ y2 - 2x2y = O
maarab punkti PQ = (0,0) Umbruses uhese pideva funktsioo-
ni Y=yX) ?
Lahendus_. Tahistame
P(X,y) =y2 - 2x2y + 4x2 - 3x4.

Funktsioon P ja tema osatuletis

Fy = 2y - 2x2
on pidevad punkti Pq Umbruses. Seega teoreemi 'L tingimus
1=on taidetud. Et P(PQ) = o, siis ka tingimus 2= on tai-
detud. Kuid

Y pPp>=0
ja seega teoreemi 1 tingimus 3< ei ole® taidetud. Jareli-
kult teoreem 1 seatud kisimusele vastust ei anna.

Antud juhul aga saame vorrandit otseselt lahendada

ysuhtes, mis annab

V=x2 =F7 - &~ + 3" =

x2 *£2x fx2 - 1

Need kaks funktsiooni on madratud, kui I>x<|HA ja kui x = 0.
Seega antud vorrand ei madra funktsiooni y= y(x) punkti
PQ Umbruses, vaid ainult punktis PQ.
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Naide 5. Leida vodrrandiga
x In y+ Ye23'= 3
maaratud ilmutamata funktsiooni y= y(x) teine tuletis y"'
punktis x = 0.

Lahendus™ Naites 1 selgitame védlja, et antud vorrand
maarab punkti x = 0 Umbruses pidevalt diferentseeruva
funktsiooni Y= y(x), kusjuures y(0) = 3. Seega funktsi-
ooni ygraafik labib punkti PQ = (0,3)» Jarelikult nmeil
tuleb leida tuletise y" vaartus graafiku punktis PQ.

Diferentseerima antud vOrrandit x jargi, siis saame
(nagu néites 1)

In y+ 1 y* +y"e2x + 2y e2x =0,

mis punktis PQ annab
In3+0+y<%0) +2-3=0,
kust
y"(0) = -6 - In 3.

Teise tuletise mddramiseks diferentseerime saadud
vordust veel kord x jargi (mida vOime teha, sest vasta-
vad eeldused on t&idetud). Saame

1y ., y. (2j. ,y..e2* +2y.eh ,
\%
+ ry’'e2* + 4y e2* S 0.
Siit vOime avaldada y", sest Fy(PQ) A0 naite 1 jargi.
Kuna aga meil on tarvis leida vaid y"(0), siis paigutame
saadud vdrduse vasakusse poolde vahetult punkti PO  koor-

dinaadid.. Seame



kust

~y"(0) +2-f- Y'(0) ¢« O* YD + 2y (O
+2yY0O +12 =Q

YO = - | YO - 410 - 12

Arvestades y40) vaartust, saame I8plikult

VD) = -~(-6 - In3) - 12 =

16 +~ In 3-

Ulesanded.

Naidata, et funktsioon y= y(x) rahuldab vdrrandit

F(x,y) =0, kui

676.

677.

678.

679.

Y=

Y= 3x, F(X,y) =y2 - 2xy - 3x2
Y=rcos X, F(X,y) =2y2 - 1 - cos 2x
I, kui x on ratsion&alarv,

p
Y= X F(X,y)=yp+y -2
A0? kui x on irrat&ionaalarv, Cy)=ypry -2y

J - 2sin2 F(x,y) =x ~3im x|+ fy(2 - y) -
- arccos(1 - y)

Leida jargmiste valemitega mddratud funktsioonide

y(xX) méaramispiirkonnad X, kui on teada, et nad ra-

huldavad antud vérrandit.

680.

V=X cos X, Jjhkxky-Inx =0

681. y=x cos x IlIn y- In|xl= O

682.

V=00 X 2209 - y@9) -1=0
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683. y=-cos X, X - sinx + W(2 - y) - arccosl - Y«
684. Olgu antud voérrand
X2 +3y2 -1 =0.
a) Mitu Uhest funktsiooni y= y(x) maadrab see vdrrand 10i-
gus X = [-1,1]?
b) Mitu pidevat Uhest funktsiooni y = y(x) maadrab see vor-
rand 16igus X?
c) Mitu pidevat Uhest funktsiooni y= y(x) maarab see vor-
rand 10igus X, kui y(0) = -1?
d) Mitu pidevat Uhest funktsiooni y= y(x) maarab see vor-
rand I0igus X, kui y(-1) = 0?
Avaldada jargmistest vOrranditest funktsioonid Y=
= y().-

685» ey~x - sin x =0

686. 3 - 2xy - 3R =0

687. cos(y® - X) = X, kus xc[0,Jr]
688. arctan y+ arccos x = /2

689. 2X¥X= O
Kas jargmised vorrandid F(x,y) = 0 médravad punkti

PQ Umbruses pideva lhese funktsiooni Y= W(<)? Kas see
funktsioon yon pidevalt diferentseeruv punkti Umbru-
ses?

690. x esiny + In(x +y+1)=0, PQ = (0,0

691. x3 +y3 - 3xy =0, Po = (3/2, 3/2)

692. x3 +y3 — 3xy =0, PQ — (V~4, ¥—2)
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693. Y2 + sin y=Q PO = (0,0)
694. sin(x2 +y2) - sin(x +y) + arctan y=Q P = (1,0)
695 X - > -y +2y-1=Q P = (0,1)
Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide y= y(x) tu-
letised V.
696. xey +y lnx-4=0
697. InVx2 + ¥2 = arctan |
698. x2 In y-y2Inx =0
699. x sin y- cos y+ cos 2y = O
Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide V= y(X)
tuletised Y ja V'
700. X+ y= eXy
701. 1 + 1n(x2 +3y2) = 2arctan |
702. X? =y (<A
703. y- sin 1 sin y= X
Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide yv=y(Xx)
margitud tuletised punktis PQ.
704 (XD +y2 - 2x)2 = x2 +y2, y Ax), PO = (0,1)
705. y= arctan(y/x), y"(x), PQ = (2,0)
706. x2 + 2xy +y2 - 4x +2y - 2 =0, y"I), PQ = (1,1)
707. Naidata, et vorrand
2 - x)y2 = x»
madrab punkti x = 1 Umbruses kaks diferentseeruvat funkt-

siooni y= f(x)t y= g(x). Leida funktsioonid f ja g ning
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tuletised f"0) ja g*0)*
708. Naidata, et vorrand
(X2 +y2)2 = x2 -
maarab punkti (0,0) umbruses kaks diferentseeruvat funkt-
siooni y=f(xX) mayY = s(x) * Leida ff(0) ja gr(0).
709. Naidata, et vdrrand
@ - x)y2 =x21 +x)
maarab punkti (0,0) Umbruses kaks diferentseeruvat funkt-
siooni y= f(xX) ja y= g(x). Leida funktsioonid f ja g
ning nende diferentsiaalid df(0) ja dg(0).
Avaldada jargmistest vorranditest funktsioonid z =
= z(x,y).
710. ez“7+x = sin(X2 + y2 + 1)

711. 4X2 - y2 + 2yz - 22 =0
712. 5Sez - x2ey -1=0
713. z2 + 2yz = In(xy2x)

Kas jargmised vorrandid F(x,y,z) = 0 md&ravad punkti
PQ Umbruses pideva lhese funktsiooni z = z(x,y)? Kas sel
funktsioonil on olemas pidevad osatuletised zZ Ja %
punkti PQ Umbruses?

714. xz 4+ ysin z =0, Po = (1,0,1)
715. (z +y)2 = x2(x2 - 1), PO = (0,0,0)

716. ‘w- +3y2 + arctan z = 0, PQ= (-1,-1,0)

Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide z = z(X,Y)

osatuletised z ja z, .
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717* X2 + 3y + *2 + 2xz = 1

718. 6Z = @z2X COS Y

2
719. z In(x + 2) = xy
720. arcsin z tan xy =0

Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide z = z(X,y)
téisdiferentsiaalid dz.

721. cos™x + cos2y + cos™z =1
722. X ¢ y+ = a'(x+7+z)

72J. X2 +y2 + =2r
Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide z = z(Xx,y)

taisdiferentsiaalid dz ning osatuletiste summad z + z
javahed zx - zy.
724. x + 2y - 3z = 4cos(x + 2y - Jz)

725. X“*+y2 + 72 = z
Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide z = z(xfy)

teist jarku osatuletised 53 , zZ, ja zZ, -

726. x2  y2 + 272 =2
T27* X2 +y2 + 22 = 2z

728. z = Yx2 - y2 tan — 5
T O

- N
729. z =x + arctan ," m

730» Leida vlrrandiga
Z =X2 +2y2 +322 +xy -9

madratud funktsiooni z teine taisdiferentsiaal d2z punktis
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731. Leida voérrandiga
X-Jz+0z=0
madratud funktsiooni z teine diferentsiaal dQZ punktis
(1,2,0).
732. Leida v@rrandiga
ex + = el

maaratud funktsiooni z kolmandat jarku osatuletised.

Olgu pinna vorrand antud ilmutamata kujul
F(x,y,z) =0,
kus funktsiooni F osatuletised Fx, Fy ja F* on pidevad.
Pinna punktis PQ = (x0,y0,zQ), kus
X2 +*/ + F«2 J10 >

on pinnal olemas puutujatasand vdrrandiga

Fx (PO)(x - x0) + *y(PO)(y - JO) ¢ Fz(PO)(z - z0) =0
ja normaal vdrrandiga

X -2 Y Y5 Z-Xg
dlor = FgQTok =T -~

Ulesanded.

Leida jargmiste pindade puutujatasandid ja normaalid
punktis PQ.

733. X2 + 72 ¢ 52 = 3, PO = (1*1,1)
734. X2 4+ 1 _
CY R T p = .29
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735. x5 + 33 ¢ 23 + xyz =6, PO = (-1,1,2)
756. xy2 ¢ i3 +4 * 0, PQ = (1,2,2)

737.xy - a+ tz = 3, PO « (2,1,0)

g 2. Vorrandisisteemiga maaratud
iImutamata funktsioonid.
Olgu antud voérrandisiisteem
F(x,y,z) =0
G(X,Y,2) 0,
kus funktsioonid F = F(X,y,z) ja G = G(X,y,z) on maératud
risttahukas E = XxIxz, kus X = (a,b), T = (c,d) ja Z =
= (e,f).
Oeldakse, et vorrandielateem 00) mddrab funktsioonid
Y=y(x) ,az=z(x)
vahemikus X, kui igax€X korral on vdrrandisisteemil (10)

(10)

olemas lahend (y,z)€YXZ. Kui see lahend (y,z) on (heselt
naaratud iga xcX korral, siis funktsioone yja z nimetatak-
se Uhesteks ome m@dramispiirkonnas X.

Kui funktsioonid y=y(x) ja z = z(xX) vahemikus X on
addratud vorrandisiusteemiga (KO), siis oteldakse, et funktsi-
oonid yja z on antud ilmutamata ku.jul (tO).

Funktsioonide F ja G osatuletistest moodustatud deter-

minanti
J=J(x,y,z) = V F»
x.y,2) 6. G
y* “z

nimetatakse teist jarku funktsionaaldeterminandika ehk jako-
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biaaniks slsteemile (O) ja margitakse simboliga

f D(F.G) (11)
J=mrzr

Teoreem 1. Kui

1= funktsioonid F ja G ning nende osatuletised yja z
jargi on pidevad punkti PQ = (CO0»0»20) Umbruses,

2= F(PO) = 0, G(PO) =0,

3= J(PQ) AQ,
siis vOrrandislisteem (10) madrab punkti PQ teatavas Umbruses
pidevad thesed funktsioonid y=y(x) ja z = z(xX), kusjuures
M>0) = X ja z(xQ) =V

Kui lisaks ka osatuletised Fx ja Gx on pidevad punkti
Po Umbruses, siis funktsioonidel yja z on punkti xQ teata-
vas Umbruses olemas pidevad tuletised
- Fx F
M- 7

Kasutades tahistust (11) vdime kirjutada valemid (12)

FF

Lo 3 Y »2)
’ X =

« 65 N

kuj ul

d 1 D(F.G) dz 1 D(F.G
8% - <7 u'ngz} R TR W%(X)) -

Praktiliselt valmis valemeid (12) ei kasutata, vaid tu-
letised y* ja z1 leitakse siusteemi (tO) vdrrandite vahetu
diferentseerimise teel x jargi, lugedes, et yja z on muutu-

ja x funktsioonid. Siis saame sisteemi

Fx +V T+Fzz"=0

Gx + G W» + Gzz 7= 0*

St selle ;e Ui de -erminant J punkti PQ mbruses on nullist
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erinev (tingimuse 3= ja J pidevuse tottu), siis saame sls-
teemist punkti PQ Umbruses avaldada y* ja z°.
Analoogiliselt slsteemile (HO) saab siisteemiga

F(x,y,u,v) =0

03)
G(x,y,u,v) =0
maédrata kaks kahe muutuja funktsiooni
“u = u(Xx,
x.y) (14
v = v(X,Yy)-

Teoreem 2« Kui

1= funktsioonid F ja G ning nende osatuletised My Fy,
Gu ja Gv on pidevad punkti PQ = (G00.0Q,VQ) umbruses,

2= F(P0) =0, G(PO) =0,

3= J(PO) / 0,

siis vOrrandisisteem 03) madrab punkti PQ teatavas Umbru-

ses pidevad thesed funktsioonid (14), kusjuures

pidevad punkti PO Umbruses, siis funktsioonidel (14) on
punkti PQ teatavas Umbruses olemas pidevad osatuletised
W vx 3a V

Need osatuletised leitakse praktiliselt susteemi 03)

vorrandite vahetu diferentseerimise teel muutujate x ja y
jargi, lugedes, et u ja v on muutujate x ja yfunktsioonid.
Uldiselt vaadeldakse vdrrandisiisteemi



FACXJY,-,-3 u,v,»..) =0
05)

Fig(x,y,e» u,v,...) =0,
KiSs muutujaid on a tikki ja muutujaid u,v,,«t on
n tiktL. Sisteemi (15) abil saab teatavatel tingimustel
maarata n funktsiooni m muutujast
u=ux,y,---)
v=V(X,Y,..-) 16)

Moodustame determinandi

dfl dF1
Trr

1(M1»e»e» ?a) d?2 BP2
D(B[TI %) “OXK ™" g eee

P cece=- 5 ==

midi nimetatakse slisteemi (15) .jakobiaaniks.

Teoreem 3. Olgu

1* funktsioonidel pidevad osatuletised muutujate
“$Swyeee jargi punkti PO = (x0,y0,..., u0,v0,...) (Umbruses,
2= FxP0) = 0,

3* J(PO) A O,
Siis voOrrandisisteem (15) B&a&rab punkti PQ teatavas umbruses
n pidevat lhest funktsiooni (16), kusjuures
4 =

1vo = T(xo»yo»**e)

ldide 4« Naidata, et vdrrandisisteem
X ¢y+1i=0
X2 ¢y2 ¢ 22 =2
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madrab punkti PQ = (1,0,-1) Umbruses iihesed pidevad funktsi-
oonid y=y(x) ja z = z(x), mis on diferentseeruvad punkti
FOUmbruses. Leida need funktsioonid yja z ning nende tu-
letised.
Lahendus™ Kontrollime teoreemi 1 tingimusi, Funktsioo-
nid
Tax ¢eyM, G=x2 2 +*2 -2
ja nende osatuletised
Fy = 1» Pz = 1e Gy = 27* Gz = 2*
on pidevad punkti PQ Umbruses. Edasi
F(PO) = 0, G(P0O) = 0.
LOpuks leiame jakobiaani
11
J = 2y 22 2(z -y
vaartuse punktis PO» Saame J(P0) = -2 / 0. Seega  teoreemi
tingimused 1= - 3* on tdidetud. Jarelikult, vaadeldav vor-
randislisteem mdarab punkti PQ timbruses tihesed pidevad
funktsioonid Y= g(X) ja z = z(x).
Et ka osatuletised
fx = 1. Sx =21
on pidevad punkti PQ Umbruses, siis nendel funktsioonidel
J ja z on punkti xQ Umbruses olemas pidevad tuletised.
Avaldame vorrandisisteemist funktsioonid yja i, Sel-
leks avaldame slisteemi esimesest vOrrandist z = -x - y ja
paigutame teise vOrrandisse, saame ruutvorrandi
X2 +y2 + (X - y)2 =2,
leust
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Y=m(-X %) 4 - 32)-
Paigutades leitud yavaldisse z = - - )/ saame

z =2f(x + Y4 - 3R).
Et otsitavad funktsioonid Yy ja z peavad lébima punkti PQ,
siis peab olema.
v=1tCx + ¥4 - 3x2)
z ="(-x - ¥4 - 3x2).

Neid funktsioone vahetult diferentseerides vlime lei-
da nende tuletised. Tuletised vdime leida ka valmis valemi-
te ('12) abil, mis annavad

kus praegu saame asendada Wy ja z nende avaldistega.

Leiame veel tuletised y* ja z" sisteemi vorrandite
vahetu diferentseerimise teel x jargi, lugedes, et yja z
on x funktsioonid. Siis

1 +y" +2z" =0
22X 2yy* + 2zz° =0,
kust avaldame y* ja z*. Saame samad avaldised.
Naide 5» Naidata, et siusteem
T +v =X
us + v = y(u2 +V2)
maarab punkti PQ = (1,1,1,0) lmbruses (hesed pidevad funkt-

sioonid

"u = ux,y)
v = v(X,Y),

millel on selle punkti Umbruses olemas pidevad osatuletised.
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Leida need osatuletised.
Lahendus. Kontrollime teoreemi 2 tingisiusi. Funkt-
sioonid
Fzu+v-x#G6 = tr*+vr-y(u2 +v2)
ja nende osatuletised
Fi=1, Fv =1, Gu = 3u2 - 2yu, Gv = 3v2 - 2yv

on pidevad punkti PQ Umbruses. Samuti
P(PO) = 0, G(PO) = 0.
Leiame jakobiaani
1 1

J = o 2
3u - 2yu 3v - 2yv

3(v2 - u2) - 2y(v - v
vaartuse punktis PQ, saame J(PQ) = “I AO0. Seega teoreemi
2 tingimused 1= - 3= on tadidetud. Jarelikult, vaadeldav

vOrrandisiisteem médarab punkti PQ Umbruses Uhesed pidevad
funktsioonid u = u(x,y) ja v = v(x#y). Et ka osatuletised
PX = -1»Fy = D 6X = Doy = “(LR + y2>
on pidevad punkti PQ Umbruses, siis nendel funktsioonidel
u ja v on olemas pidevad osatuletised.
Osatuletiste leidmiseks diferentseerime antud siustee-

mi virrandeid x ja yjargi, lugedes u ja v nende funktsioo-

nideks. Saame

\% =1

3UNUX + 2v2vx - 2y(wgj, + w,3)
B My+vy = <

3u2Uy + 3v2Vy = U2 + V2 + 2y(uUy + w ).
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Et saadud siusteemidel on Uhine determinant J, mis punkti P

timbruses on nullist erinev, siis selle punkti PQ Umbruses

on
3v2 - 2yv 3u2 - u
_ ] YV X - ] 2y.
ning
U2 + V2 u2 + v2
vy o= Tw= -
Ulesanded.

Naidata, et jargmised funktsioonid y=y(x) ja z = z(X)
rahuldavad vérrandisisteemi (10), Kkui
738.fy = 2x F=4x - 12x -2y + 3z

Z = 4x , 16
739. Y=sm X F=2y2 +z-2

4x2 - y2 + 72 + xyz - 24x"

Z = 2c0s2x, G=1-x- >; - z/2 + arcsin y

740. yy= x arccot y? fp="x-y-z

[z = xarctan x*, [g = x“arctan x* - z cot(y/x)

Naidata, et jargmised funktsioonid u = u(x,y) ja
= v(x,y) rahuldavad v@rrandisisteemi (13)» kui
741. fu = sin(x +y) F = 2uv - sin 2(x +Y)

jv = cos(x + M), G =-- tan(x +Yy)
742. fu

v = x arccos(x - 2y), G

x arcsin(x - 2y) F

2(u +v) - nx

2(u - v) + sxx - 4u/x
Avaldada jargmistest vorrandisisteemidest funktsioonid

Y=y(x) ja z = z(X)-
743. 7+ In 4. IY-x =In(z +X)
zeY  2ex [z - x = ey
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Avaldada jargmistest vorrandisusteemidest funktsioo-

nid u = u(x,y) ja v = v(x,y).

746. u+v-=1 740.  u +v = In(x2 - y2)
= tan2(x +Y) e te = ©>0)
747. fu - v = cos(x - 2y)

(I = cot2(] - ¥

Naidata, et jargmised vOrrandisusteemid madravad antud
punkti PQ = (™Y oOI2) Umbruses iihesed pidevad funktsioonid
Y=y(x) ja z = z(x), millel on olemas selle punkti PQ (mb-
ruses pidevad tuletised. Leida nende tuletiste vaartused
punktis PQ.

749. 2 -y-2=0

Po = (1,0,2)
x4 -yz =1,
750. Y+ z=1Inl - X +X2 - X3)
- PO = (0,0,0)

751, yz = sin x
v - 72 = X cos X PO =
Naidata, et jargmised vdrrandisisteemid m&aravad an-
tud punkti Pq = (xQ,y0,uo,vo) Umbruses (hesed pidevad funkt-
sioonid u = u(x,y) ja v = v(x,y), millel on olemas selle
punkti PQ Umbruses pidevad osatuletised. Leida nende osatu-

letiste vaartused punktis PQ.



752. u+v=1In(x2 -3y2)

PO = (2,1,0,111 3)
eu + ev = 2x,
753- uv =1
Po = (x,Jt,1,1)
£ = tan b4,
754. -v2 =1
= PO = (0,1,1,0)

2uv = sh(x/y),
Leida jargmiste vorrandislsteemiga madratud funktsioo-

nide y=y(x) ja z = z(x) tuletised y*,y",z*,z" punktis PQ.

L b
755. Eba - 3y4‘- z3 =0

x”‘+5y—22+5:O, PO = (1»0,2)
756. X+y+z=0

A+ y}( + 25/:1 0, Pa = (1*1,72)
757. X +y+z=2

22 /_;); _ *2/9 , PO = (1,-1,2)

Leida jargmiste vorrandisiisteemiga madratud funktsioo-
nide u = u(x,y) ja v = v(x,y) taisdiferentsiaalid du, dv,
d2u, d2v punktis Pn = (x0,y0,u0,vQ).
758. Xu +yv =4

PO = (1,-1,2,-2
yu - v =0, ( )

759 fu+v=Xx+Yy
J |

ly sin u = x sin v,
760. Leida vdrrandisisteemiga
yz = sin X
); - z %= 2c0s X
maaratue funktsioonid wja z, kui y(sw7) = z(rc/2) =1,
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ning nende funktsioonide tuletised valemite (12) abil.
761. Leida vorrandislsteemiga

Xu +yv =14
yu -v =0
maaratud funktsioonide u'= u(x,y) ja v = v(x,y) tdisdife-

rentsiaalid du ja dv.

83. parameetrilisel ku.iul antud mitme
muutuja funktsioonide diferentseerimine.
Olgu kahe muutuja x ja yfunktsioon =z antud parameet-

rilisel kujul

x = x(ufv)
Y= y(u»v) an
z = z(u,v),

s.0. kujul, kus funktsioon z ning tema argumendid X ja Yy
maératakse kahe parameetri u ja v funktsioonidena.

Funktsiooni z osatuletised 2\ ja zy leitakse jargmiste
meetodite abil.

Osatuletiste meetod. Olgu funktsioonil z = z(u,v) pide-
vad osatuletised mija zy, Diferentseerime teda muutujate
X ja yjérgi, eeldades, et vérrandid

= x(u,v)
]W y@.v)

slisteemist (17) médravad u ja v muutujate x ja yfunktsioo-

18

nidena (14). Selleks piisab, kui vaadeldavas piirkonnas
slisteem (18) rahuldah teoreemi 2 tingimusi, s.o. osatule-

tised *u,xv,yu ja yv on pidevad ning jakobiaan

-133-



S XUM Ao
J v (19)

vaadeldavas piirkonnas. Tingimuse 09) saame, kui siisteemis
(13) votame

F =x(u,v) - X,

G = y(U,V) -y,
>y Fy = xy, Gu = yija Gy = yv. Et Fx = -1,

millest Fu

Fy: 0, 6, =0 Ja Gy: -1, siis sama teoreemi 2 pdhjal osa-
tuletised u\,Uy,vx ja vy eksisteerivad ja on pidevad vaadel

davas piirkonnas.
Seega teoreemi Il (lk. 87) pdhjal

\ = zu«x + zvvX (20)
Zry= Zjn * ZgVy
Susteemis (20) tundmatud suurused u\. ja vx leiame sistee-
mist
1 =xu=x+VX 1)
0 = yux +V X
ning suurused ja vy silsteemist

Fo= xuly ¢ x*Vy
(22)
b =W +W

Need siusteemid (21) ja (22) saame siisteemi (18) diferent-
seerimisel vastavalt x ja y jargi (arvestades, et xx = I»
Y., =0, xj = Q ¥, = 1), Sisteemid (21) ja (22) on alati

lahenduvad, sest siisteemide determinandiks on (19)»

-134-



seks samadel eeldustel vdib toimida ka jargmiselt. Leiame
susteemis (17) funktsioonide taisdiferentsiaalid
rdx = Xudu + X, dv
4 dy * yudu + yvdv (23)
dz = zudu + zvdv,
Et kehtib tingimus (19)» siis kahest esimesest vdrrandist
saame avaldada du ja dv ning paigutades viimasesse vdrran-
disse, saame dz ja seega osatuletised ja zy parameetri-
lisel kujul.
Sageli saab lahtevorrandite abil z, ja z>,avaldistest
parameetrid u ja v elimineerida.
Naide 6. Leida parameetriliselt antud funktsiooni

4x = u2 + V2
"4y = u2 - V2
Z = Ww

osatuletised z ja Zy ja taisdiferentsiaal dz.

Lahendus”™ Kasutame osatuletiste meetodit. Vaadeldavate
funkte ioonide osatuletised on pidevad. Moodustame slisteemi
(20), saame

fzx = vux + uvx

1zy = VUy ¢ uvy.

Suurused ja vx mdarame siusteemist (21), s.o0. slistee-
mist
{* = 2u + 21 vx

1o * 2u “x - 2» V
mis annab
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= x Vv
Suurused Uy ja vy maarame siUsteemist (22), s.o. silsteemist
b = 20Uy + 2v?y
4 = 2u0y + 2Wy,
mis annab
1 1
‘v vy 7777V *

Paigutades leitud osatuletised "»”»Uy Ja vy esimes-

se slisteemi, saame

2, s¥+ 4
X ooV
_ _VvV _u
Yy U 7v*

Saime osatuletised zZ, ja z)/parameetrilisel kujul. Viimasest

Saame

v2 o+ 1?2 vV ‘- u

w o o» Yy uv

ehk, arvestades lahtevdrrandeid,

4x
ZX z

z)/: _ éé .
Seega funktsiooni z diferentsiaal on
dz = -|(xdx - ydy).

Antud Ulesande korral osatuletisi “»Uy~". ja v7 saab
leida ka jargmiselt. Kahest esimesest lahtevOrrandist saame
4(Xx +y) = 2u2, 4(x - y) = 2v2.

Vottes viimastest osatuletised x jargi, saame
4 = 4w, 4 =4wx,
ja yjargi, saame
4 = 4uuy, -4 adWy,,
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Osatuletiste leidmiseks diferentsiaalide meetodi jar-
gi koostame silisteemi (23)
r4dx = 2udu + 2vdv
“4dy = 2u du - 2v dv

v dZ=vdu+udv .

Kahest esimesest vdrrandist saame
du = fe-tjaz, dT =
Paigutades leitud du ja dv kolmandasse vérrandisse, saame

dz = v ** at—il *u to.(i Sy =
= (mg)dx + (5 - (dy =

= [(x dx - ydy),
kust avaldame z, ja zy,

Antud ulesande korral vajalike diferentsiaalide leidmi-
seks viime kasutada ka jargmist votet. Kahest esimesest l&h-
tevorrandist jalle avaldame

4(x +y) = 2u2, 4(x - y) = 2v2.
Viimaseid diferentseerides saame
dx +dy = u du,
dx - dy = v dv,
kit avaldame du ja dv ning paigutame dz avaldisse jne.

Ulesanded.

Leida jargmiste parameetrilisel kujul antud funktsioo-

nide osatuletised zx ja zy ja taisdiferentsiaalid dz.
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762. IX= u + 767. "X =3in u + cos Vv

<

y=u-YV Y= C€0S u - sinyv
zZ = w z =1 +sin(u -v)
763. r2x = u2 + v2 768. rX = ucos Vv
42y = w2 - v2 - Y- usinyv
Z = uv \"Z:l’.u2
764. x = u tv 769. "x =elcos v
v=ug + 2 yv=esin v
z =uw + Vv zZ = w
765. rx = u tv 770. Ix = (Vv - u)cosu + sinu
y=Uu-yv jy: (v - ujsinu - cosu
;= A2 4z = (u - V)2

766. rx = u COS v
. V= Uusinv
zZ - 8v
771. Leida funktsiooni
X =u+ Inv
<y=vVv - Inu
Z=2u+V
osatuletiste zy ja zj vaartused kohal u =1, v =1.
772. Leida funktsiooni
X = €O0S U CoS V
Jy=rcos usinv
z = sin u
osatuletiste ja zy vaartused kohal u = jr/4, v = j/2.
Paraaiee rilisel kujul antud kahe muutuja x ja Yy funkt-

siooni r45r *oate osatuletiste ja fcaisdiferentsiaalide
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leidmiseks toimime jargmiselt. Leiame kOigepealt esimest

jarku osatuletised parameetrilisel kujul

y 3 zy(u,v)
ja koostame silisteemid
x = x(u,v)
i y=yu,v) (24)
= x(ufv)
x = x(u,v)
7 = y(u,v) (25)
z7 - 2yU,,,)—

Susteemi (24) vaatleme kui sisteemi, mis maarab funkt-
siooni zx parameetrilisel kujul ja susteem:! (25) kui sis-
teemi, mis mddrab funktsiooni zy parameetrilisel kujul.

Leides nende funktsioonide zy ja z),osatuletised X ja
yjargi eespool antud meetodite abil, saamegi teist jarku
osatuletised Zyy s sz ja
Analoogiliselt leiame funktsiooni z veel kdrgemat

233 parameetrilisel kujul,

jarku osatuletised.

Naide 7« Leida parameetrilisel kujul antud funktsioo-

ni
ax = @+ v 2

2 -y 2

osatuletised zg,, Xy" ZXyX zxyy"

Lahendus. Esimest jéarku osatuletised parameetrilisel
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kujul ndite 6 jargi on

ZX—

cl<
+
<lc=

<

zy = u
Koostame sisteemi
4 = U2 + V2
4y = u2 - v2

Z
X

Vaatleme seda sisteemi kui siusteemi, mis méarab funktsioo-
ni zx parameetrilisel kujul. Leiame tema osatuletised
ja zy. Kasutame selleks nditeks diferentsiaalide meetodit
4dx = 2u du ¢ 2v dv
4dy = 2u du - 2v dv
dz (-] +-)du ¢ (I _ -&)dv.
u v u v

Viimase slsteemi kahest esimesest vOrrandist saame (vt. ndi-
de 6)

du = ~(dx + dy), dv = ~(dx - dy) .
Paigutades need kolmandasse vorrandisse, saame
4ix = (- 5 ¢ ¢ 1-1) &z =3az -

- Y gy =

=— 2 (-y dx ¢ x dy).
_r_( y y)

Et saadud avaldises dx ja dy kordajad on  funktsiooni

z™ osatuletised vastavalt x ja Yy jargi, siis olemegi saanud
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rr— Cu2 - )Zzg
?

"EXr - ]
g- 4
V -~ "rr -
ehk lahtevorrandite abil
. _ 16;
XX
Xy

Osatuletiste z)§l1ja z g leidmiseks koostame eiistee-

mi
4x = U2 ¢ V2
4y = TRV 2
TV
Axy
Vaatleme seda susteemi jalle kui sisteemi, mis maarab
funktsiooni parameetrilisel kujul. Leiame tema osatu-

letised x ja yjargi nditeks diferentsiaalide meetodi abil.
Viimast sisteemi diferentseerides saame

4dx = 2u du + 2v dv

4dy = 2u du - 2v dv

.dzxy + A~ dda ““™ + A5)dv*

Viimase sisteemi kahest esimesest vdrrandist avaldame jalle
du = A(dx + dy), dv =~(dx - dy)

ning paigutame kolmandasse vlrrandisse, saame
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4V « as3LT a1l - » n =

=" 2 ¢3&- 3 - uVite +

A..2 . 2.4
*ALT-* V=4 ZU" * >0 dy,

Seega
ZXYyX * o— —mt=Vj AN b - u- =
™ - v2)[4u2v2 - 3(u2 + v2)2
¢ VS MBUN + gyn
= Inl x&y2)Uu2v2 £3(u2 - v2)2]*»
ada
LahtevOrrandite abil vB8ime need osatuletised esitada
ka kujul
zxyx = m" (-, 22 - z2)"
Sw m% 1** *
Ulesanded.
Leida jargmiste parameetrilisel kujul antud funktsioo-
. . n n .
nide osatuletised z~, z"t Jja zyyy
773- 4x = W2 + v 2 775*  fx = ucos v
4y = u - v 2 Y= usinyv
zZ = w z = u2

774. rx = u cos Vv
Y= Uusin v
z = 8v
-142-



776. Leida zxx, kui

777. Leida z ,z ,z ja d*z, kui

773. Leida dz ja d z kohal u =v =0, kui

X = e
Y= eu"
z = UV

Leida jargmiste pindade puutujatasandi ja normaali

vlrrandid punktis PR,y = (x0,y0,2Q)-

779. X — U Ccos Vv
Y= Usin V
z=h -
780. X T u+ v
Y-u- v = (3,1,8)
z = 4uv ,
781. X = U+ V
y = u2 + v2 PO = (2,2,2)

Z = U3 + V3,

84, Muutujate vahetus diferentsiaalavaidistes.
Selles paragrahvis vaatleme muutujate asendamist
avaldistes, mis sisaldavad  tuletisi  vdi osatu-
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letisi. Seejuures jatame esitamata tingimused nende asen-
duste teostatavuse kohta, mida lugeja vdib igal konkreetsel
juhul ise kindlaks teha eespool antud teoreemide pohjal.

1. Muutuja vahetus harilike tuletistega avaldistes,
Olgu antud diferentsiaalavaldis

W =FCx.y.yr.yn,...), (26)

mis sisaldab funktsiooni y= y(x), tema argumenti x ja tule-
tisi .

a) Soltumata muutuja asendamine”™ Olgu  teisendusvalem

antud kujul

x = x(t), @n
kus t on uus sOltumata muutuja. Asendamiseks arvutame (vt.
Matemaatilise analuisi praktikum, 1. Tartu, 7970, lk. 195)

* -1f. <8)
")z
YXX = AXAX = X f"

Avaldistes (28) ja (29) tuletised x£, x£fct... arvutame vOr-
dusest (27). Seega asendades avaldises (26) suurused x, Yy",
y*y)... nende uute avaldistega, saame
W = F1(t,y,y»,y"t,...).
Kui teisendusvalem (27) on antud ilmutamata kujul
G(t,x) =0, *(30)

siis tuletised X£#ET, ... valemites (28) ja (29) arvutame
antud seosest (30) ilmutamata funktsiooni diferentseerimise
reegli jargi (vt. 81).

b) Muutujate osade vahetamine. Kui avaldises (26) on
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vaja vahetad* muutujat* x ja yosad, s.o. votta y sdltu-
mata muutujaks ja x tema funktsiooniks, siis teisendusvale-
miks (27) tuleb votta funktsiooni y= y(x) podrdfunktsioon

X = x(y). (31)
Sel korral valemites (28) on t =y, mille tottu y* *yj * 1

ja me saame
, o =1 . 02)
(R -
XX (&AE( B 3%'/2 - “(x’\)g o 03)

Asendades avaldises (26) suurused X, y®, y”,

nende uute avaldistega, saame

©) Nema_muu_tuja_asendamlne. Kui diferentsiaalavaldi-
ses (26) on vaja asendada mGlemad muutujad yja X ning tei-
sendusvalemid on antud kujul
x = x(t,u) (€2))
Iy = y(t,u),

kus t on uus sGltumata muutuja ja u=u(t) on uua Funktsioon,

siis toimime jargmiselt. Diferentseeridee seoseid (34),ei
dx = xEdt = (xt + xuuM)dt
dy = y£dt = (yt + yQuM)dt,

- - 7 * N
yx _ <5 41X. +txuu— * (35)
Tuletise y” arvutamiseks kasutame valemit (29), kus y™ maa-
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rame valemiga (35). Analoogiliselt arvutame veel kdrgemad
tuletised. Saadud tuletiste avaldistes suurused >X»X M. ja
arvutame antud seostest (34). Tulemuseks saame diferent-
siaalavaldise (26) kujul
W = FA(t fu, uE tuEt teee) ™
Kui teisendusvalemid (33) on antud ilmutamata kujul
fG(t,u,x,y) =0
Pty = o,
siis osatuletised x"»xa,yt ja yivalemis (35) arvutame an-

(36)

tud seostest (36) ilmutamata funktsioonide diferentseerimi-
se reegli jargi (vt. 82).
d) Funktsiooni asendamine”™. Kui diferentsiaalavaldises
(26) on vaja asendada ainult funktsioon y seosega
Y= y(x,u), 3N
kus u = u(x) on uus otsitav funktsioon, siis sisteem (34)
taandub sisteemiks
fx = x
\J = y(x,u)
ja valem (35) omandab kuju

sest antud juhul t = x, mille tottu =1 ja >a= 0. Korge-
mad tuletised Y"-»»*« arvutame vahetult seosest (38), kus
osatuletise wiarvutame seosest (37). Asendades diferent-
siaalavaldises (26) suurused y»y”»y"x>... nende uute avaldis-
tega, saame

V = P4 (X, «»«™»UMX» .. .).
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Naide 8. Asendada diferentsiaalavaldises
= (1 - x2)y™ - +J
muutuja X UUe muutujaga t seose x = cos t abil.
Lahendus. Valemitest (28) ja (29) saame

, H
X ??-sint 7

s ygE€sin t- jj cos t
yxx =" sin t*-sin t} sinLh

Asendades Xjy~y" avaldisse W, saame

yI*sin t ““Mcos t
W=( - cos t) —————————— .

4
TCS UginT +y=nu +y*
Naide 9. Asendada diferentsiaalavaldises

= » + -2ln x) yt + X
@-1Inx @ -1Inx A
muutuja x uue muutujaga t teisendusvalemi In x = xt abil.
Lahendus” Diferentseerides teisendusvalemit, saame

=X “t + X, R: =
1- tx
Valemite (28) ja (29) abil leiame
b 1£5< yt™
yl)& - i ‘ZLX/(l ‘ZIX ya%{ =
- txbx2 - (1 - tx)2x xJ n
R G0 SNV S

X

- @ - txr yge 1 - & (X +y-"XBOx + 2x2

-G e 3 Y iy ¥eh
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Asendades avaldisse V, saame

m -nt-THr« ¢rld4«>n ¢ * *1lm
-»b-T b*
=y e 1.
ytt

Naide KO . Teisendada vorrand
y" - (x - e7)y’5 =0,
vittes ysoOltumata muutujaks ja x tema funktsiooniks.
Lahendue_. Antud juhal tuleb v@rrandis muutujate osad

vahetada. Valemite (32) ja (33) pbdhjal saame

----77Z - (x -€e7)--r=0,
(xp5 (xp5

kast uue otsitava funktsiooni (31) jaoks saame vdrrandi

x77 ¢ X =e7.

Naide 11. Teisendada vdrrand
A ¢ x2)2y" =y
asendusega
X = tan t
[7 ~@s 0~

Lahendus”™ Diferentseerides valemeid t jargi, saame

xl = ——}5—, y? = s (ui cos t + u sin 1t),
c cost cC cost *

kust valemite (35) ja (29) pdhjal
7X = *4 cos ™ + u 8in 7
ja
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yxx = COR2t (ut cos * * u sin &t =

cospt (UEt cos t - uf sin t + uf sin t ¢ a cost) »

cos (UIE + u).

Asendades x,y ja antud voOrrandisse, saame

(1 ¢ tan2t)cos t(u’t + u) = fzg-j

ehk

cos t ~utt + cos t*
kust

Ulesanded.
Asendada jargmistes vOrrandites muutuja x uue muutuja-

ga t antud seoste abil.

782. (L - x2))y" - xy7+y=0, X =cos t
783. xX2y" + 3k + Y= 0, X = et
784. x2y" + 2xy* + x“2y =0, X =1/t
785. x V" o+ 2x2y" - xy" ¢ y=0, X = et

786. (1 + x2)2y" + 2x(1 + x2)y* + y=0, X = tan t

|\ xV" = ey, t = Inlx|
788. y"' + thx yf+- % =0, X = In tan
ch”~c
)
789. xy" - y" +xy =0, X' 4t
790. X2y" + 2xy» = 2, 2tx = sin(tx)
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sin x

791« 2x/y, + 2 sin™x = x sin x sin 2x, tx
792<9TT Y -~ ¢ ex =0, tx = ex

793. x4 - In X)y" + xX5@ - 2L x)y* =0, tx = 1In x

Teisendada jargmised vorrandid, vottes ysoOltumata

muutujaks ja x tema funktsiooniks.
794. y' e 2y*2 =0 797. xy" +y*3 = y"
795. WY'* - 3y2 =0 798.V,2y - OywWYH» + 153 =0
796. y"y"" - 3y"2 =X
Teisendada jargmised vdrrandid seoste abil, kus t on

uus sO6ltumatu muutuja ja u uus funktsioon.

799. x4y" + xyy* - 2y2 =0, X = et, V=R
goo. (1 - x2)2y" + y=0, Xx=tht, VY=
801.|y"+(x+y)(1 +y’)*:0, X=t+u Yy=-u-t
goz2. y" 7- XMW" + xy~T- y=0, t~x =1, ty = u
803. O - x2)21 - YY) -y=0, x=tht, Yy=

ucos t,yeusint

804- Y = YV X

|

|

|

|

|

|

|

|
D
1

805« y" = ———m—mm P n,

x-1) -2

Teisendada jargmised diferentsiaalavaldised polaar-

Ini*~——1I1 , u=m
] 2>

koordinaatidesse x = rcosip , Y= 1r simp .

806. m = JSC --Z 808. w= ft1 *I 2)3
r
807. W =* + W
Xy* -y
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Asendada jargmistes vorrandites funktsioon Y uue
funktsiooniga u antud seoste abil.
809. y" + xXxy» + (X2 + 1)y = Q Yy = u exp(-x2)
30 y' + 2xy “+ x2y =0, Y= u expC-x2)
811. y" - 2cos x y* + (sin x + ccBPx)y = Q y=usinx

2. Muutuja vahetus osatuletistega avaldistes. Olgu
antud diferentsiaalavaldis

W=F(xX,y,..., u,u”, Uy, ..., u.uty,...), (39)

mis sisaldab mitme muutuja funktsiooni u = u(x%,...), te-

ma argumente Xx,y, ... ja osatuletisi "»Uy, eccrU™»u”™, ... .

a) S6ltumatute muutujate asendamine” Olguteisendus-
valemid antud kujul
X —x(S|t]..»)
Y=y(s.t,...) (40)

kus s,t,... on uued sGltumatud muutujad.Asendamiseks aval-

dame uued osatuletised ug,u™,... vanade osatuletiste

Uy, ... kaudu:

ro_

Ug = v s + Yy S + ee

u =vs +v t + (40
kus osatuletised s,t,... jJargi arvutame siusteemist (40).

Edasi lahendame siisteemi (41) vanade osatuletiste

suhtes 4} saame r

N

Uy

Als T W *

OUg + DuE + 9e*

(42)



kas kordajad A,B,... koosnevad funktsioonide (40) osatule-
tisteet.

Korgemate osatuletiste avaldamiseks uute muutujate
s,t,... kaudu kasutame valemeid (42), vottes seal funkt-

siooni u asemele funktsiooni u® v6i u » , . Saame

“Fx m * B(Uux>t - eee m

= A(lug + BJj. -f...)B + B(Aus ¢ %, +#* =
(GyP(1ug + B -F..08 + B(
= ACAsus * Attss + BB + Buts +*"*) +

+ B(Atue + Au8fc + Btut ¢ Butt ¢...) + ...

V = <ax)y(@2)c<ax>e + D<«x>t+-" =
“c(AUg + But ¢ D(AuB ¢ But S
Asendades avaldises (39) suurused X,y,... ning osatuleti-

sed nende uute avaldistega, saame
W = Hj(s,t,e=, u, ufffu”r,=.., ugs,us”,eee), (G%))

Kui teisendusvalemid on antud kujul

s = s(X,¥°e.)
-t = t(X,Y,-..) 44)

siis vaatleme funktsiooni u = a(x,y,-..) kui liitfunktsioo-
ni muutujate x,y,... suhtes vahepealsete muutujate s,t,...
kaudu, mistdttu kohe saame asendamiseks vajalikud osatule-
tised
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Sc = + *

g " ueBy +V (45)

kus osatuletised s »6 ,t ,t , arvutame valemist (44),
Kdrgemate osatuletiste ai“vutamiseks kasutame kordavalt va-
lemeid (45). Naiteks

‘1 m (DA (=5) < Vi + V * ce )X -
= <fI>* ¢ 98xr + + «t*:
(ZS)(UEE-SX 1 wstrc + L Ug 3
+ (utssx + uttfx * + oo + eee 4

Asendades avaldises (39) osatuletised nende uute aval-
distega ja muutujad Xx,y,... seoste (44) abil, saame  jéalle
avaldise (39) kujul (43).

Kui teisendusvalemid on antud ilmutamata kujul

G(s,t,...,X,y,...) =0O
H(s,t,...,X,¥,...) =0 (46)

siis osatuletised xs,xt,y8,y(,... valemites (41) vdi osatu-
letised s, 'Sth’XJ-" valemites (45) arvutame valemeist
(46) ilmutamata funktsiooni diferentseerimise reegli jérgi.

b) Uldine__muutujate_vahjztus* Olgu teisendusvalemid an-
tud kujul
X = x(s,t,...,w)
Y= y(s,t, ... ,0) @7

u-u(s,t,..-,w,
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kus s,t,... on uaed sOltumatud muutujad ja w = w(s,t,...)

on uus funktsioon.

Kéesoleval juhul muutujate vahetus teostatakse ana-
loogiliselt eelmisele juhule a). Kuna w on muutujate
s,t,... funktsioon, siis valemid (41) ké&esoleval juhul esi-

tuvad kujul

4 + Vs - Kul ¢ Luy + eee

< U+ uww® = MEN ¢ NUy + ... (48)
V_ ....... » e e e e eeeecscsccsse ft«
leus
K=%*3 W L * +V» " eee
““z*(;eVtT N=T7t*Vt" eV
..... *..........................
ja osatuletised xs,xfcfw,y3,yfc,yws Ug,”, y ee- arvutame
teisenduavalemitest (4?). Edasi lahendame silisteemi (48) va-
nade osatuletiste ux,Uy,... suhtes:
ex= AB* «wV +B(ut + + ...
1Uy = C(us + uwwg) + D(ut + wwwt) + _.i (49)

kus kordajad A,B,... koosnevad funktsioonide (47) ja funkt-
siooni w osatuletistest. Sellega oleme saanud asendamiseks
esimest jarcu osatuletised u®, Uy,... e

Kérgemate osatuletiste u” ,u”,... leidmiseks lahtume
susteemist (47), kus asendame viimase vorduse leitud aval-
disega U\ jaoks, s.o0. slsteemist
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....... (50)
u. = ax(s,t,...tw,ws,wk,...).

Jarelikult u™ osatuletiste saaaiseks tuleb  valemeis (48)

vOtta u asemele u®, siis saame

CX)s+<uxbwws+<ax>ws"es+(ux>wtwts+-77 = Kuxx+LV +---
GD
Lwet+<sow "ttt -7 = Ut * - 77

kust parast osatuletiste arvutamist s,t,...,w,ws,wlk, . « e

jargi slsteemi (50) abil leiame osatuletised JKx»axyi eeee

Analoogiliselt arvutatakse osatuletised uyX* e e
slisteemist
(W) s-(uJd)ws<(uy) Ws+... =
(52)

SVE*V * 24 Vw*raet+{,V 4 W >*"" * Y +My7+-

Kui nditeks osatuletis \x" on arvutatud sisteemist
(51), siis, arvestades vordust u” = W, vOime ta asenda-
da susteemi (52) ulejdénud osatuletiste arvutamise holbus-

tamiseks. Veel korgemate osatuletiste arvutamine toimub sa-

mal viisil.
Kdrgemate osatuletiste avaldamiseks vdib rakendada
korduvalt ka valemeid (49) nagu eelmisel juhul a). Nait.

osatuletise u”~. avaldamiseks kirjutame vdrduse

L3~ TuX™"x



ja rakendame valemeist (49) esimest valemit funktsiooni u

asemel funktsioonile u~.

Kui teisendusvalemid on antud kujul

s = s(X,Y,-.-,U)
<t = t(Xx,y,...,u) . ()
=0y,
siis loeme uue funktsiooni w muutujate x,y,... suhtes liit-
funktsiooniks vahepealsete muutujate s,t,... kaudu. Saace

¢ VSc =V 3x +sa"h) *wt(tx + UV + eee

"oy +wuy =we(sy +suV +wt(ty + *uv * - W)

kust avaldame osatuletised

Korgemate osatuletiste avaldamiseks diferentseerime

saadud avaldisi "»Uy,... muutujate x,y jargi, lugedes osa-
tuletisi ws,wfc,... liitfunktsiooniks x,y,... suhtes vahe-
pealsete muutujate s,t,... kaudu. Analoogiliselt arvutatak-

se veel korgemaid osatuletisi.

Uldiselt, kui teisendusvalemid on antud i Imutamata
kujul, siis kasutame vajalike osatuletiste saamiseks il-
mutamata funktsioonide diferentseerimise reegleid.

Naide 12. Asendada vdrrandis

* NOEX+ + W+ Xux +y /=0
muutujad x ja yuute muutujatega s ja t, kus
x=shs, y=sh t.
Lahendus”™ Siin on teisendusvalemid antud kujul  (40).
Seeparast ixtoodustame susteemi (41):

-156-



Ug ch s *
“t = 6y Ch t,

mille lahendamisel saame slsteemi (42) kujul

r 1
= ck~s ~
‘9 = cFT <t*
Seega
1=cITs* B=O C=0, D = m\T .
Teist jarku osatuletiste arvutamiseks kasutame

viimaseid valemeid, asendades seal funktsiooni u jargemdo-
da leitud funktsioonidega ja Uy. Saame

Sae ~ = ch e ~ch s us"s

-1 ( sh.s 1 \
- CHB ggz;‘us + cF's Sa:3 **

— T- (ch s U3S - sh s ug).
cirs

Analoogiliselt
V =(Vy(“2)D(Vt =czr-F(SFT; Vt =
= ft “tt * eh * VvV *

Asendades leitud osatuletised antud vdrrandisse, saame

(@ + sh2s) -Tr- (ch s-u_e - sh s41) ¢
ch*s ss
+ @ +sh2t) ~ (ch &)~ - eh t-u) +

+sh g Ug +sh t ut =

ugs - th s-us ¢ utt - th t.4 +
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sths etht o _

= «88 * «tf
Seega antud diferentsiaalvorrand esitub kujul
@ ¢ - =
Vaadeldava Ulesande vdime lahendada ka veel teisiti.
Nimelt antud teisendusvalemid vdib viia kujule (44), s.o.
lahendada uute muutujate s ja t suhtes, saame
s = arsh x, t = arshy.
Osatuletiste ja u”™ arvutamiseks tuleb kasutada valemeid
(45), mille jargi kohe saame
Ux = uE = us(l +x2r V2
hT?
‘y:_4_:::—V +y2>'V2.

b +y
Teist jarku osatuletiste” u™ ja u” arvutamiseks kasutame

neid viimaseid valemeid:

0™ = (U = (U)X0 ¢ 12) V2 -1 BBA + >ar}Yr2xs=
= BXA ¢ x2r VZ - xus(@ + >aT ¥r =
= Ugg ~——— (1 + x2)°V2 - xus(l +x2)-"2 =
A+ x2
= uss(@ + x2)““1- xus(@ 4 x2)-"/2t
Uyy = utt(@ + 72)"1 - yut(l + y2)~3/2.

Asendades leitud tuletised antud vdrrandisse, saame

uss ““xue(l + x2)"V2 + «tt - yut@ + y2)<¥2 +
¢ xus(@ + x2)71/2 + yut(@ + y2)’1/2 =
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= “§s * “tt * =
Naide 13« Asendada vdrrandis

“xx ¢V " 6v =0
muutujad X ja yuute muutujatega s ja t, kui

x =728 +3F), Y=|( - ).

Lahendusj>_ Teisendusvalemid on antud kujul (40). See-
parast moodustame susteemi (41):
2 6
us = X5 Y5
ut = Sc \VAM
kust
“X = 0s + Ut

1 1
> =2 US«s5 V

mis vastab sisteemile (42), kus
A* 1, B=1, C- Ds"ir

Teist jarku osatuletiste arvutamisel kasutame jalle
neid viimaseid valemeid, asendades seal u jargemdoda funkt-

sioonidega u™ ja Uy. Saame

MK = + =

(us *Vs *4 +Vt =
uss + 2ust + ~t*
ooy “* 7(42)8 + KXWt =

=2@us +Vs ““?2uus+Vt =

-159-



v mWVy @G)oVveesedVt =

=M “B-?Vs -5<K -}V f

1 1 1
578 "5 Bt ¢9 “tf

Asendame need antud vdrrandisse, saame

axx * Sxy " V. = Uss * 2ust + “fct ¢

1 1 1
+2 °Bs * Zust «* 5 ®tt “

6(J a-j uBt ¢g att) =

B? ust
ehk

uet mm<-

Vaadeldava ulesande vdime lahendada ka veel  teisiti.
Nimelt antud teisendusvalemid vd@ib viia kujule (44), s.o.
lahendada uute muutujate suhtes s ja t, leiame

t=x -
Osatuletiste ja u\. arvutamiseks tuleb kasutada valemeid

(45), millest kohe saame

«X = us * «t

1 T RN | 1
A =«xS+4 ¢ =2us~5YV
Kasutades neid viimaseid valemeid saame kergesti leida

teist jarku osatuletised:

Soe “ ASpx “ (US™X + ASj
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(45)(Uss * Uts™* + “
= Uss + 2ust + utt*

\j o~ ~'eVy + (°y =

E5)“F 2 - ust(- “tt<- 2> -

1 1 1
=2 u68 *5 “St - J utt»

(45)

1 1 1
=4 U8S "5 USt +? utt*

mis on samad avaldised mis eespoolgi.
Naide 14. Asendada vorrandis
Sa -v *2Vv =0
muutujad x,y muutujatega s,t ja funktsioon u funktsiooniga

w, kui

X :TTlT' y :TS'FTS u :TSTWE *
Lahendus_. Nagu naeme, on teisendusvalemid antud  kujul
(47). Jarelikult osatuletised u\. ja Uy tuleb arvutada vale-
mitest (48). Saame

w o+ sw :
-n T =V tte ¢ °'w>+Y T 1 *o-V

@ +twt -w
o T T W T OO (T 3 T Ot

Seega
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- - - r,N = <
K TVT» I—_r*T-ll—\T» M- a + t)" a + t)2

Viimast sisteemi lihtsustades saame
I W+ sws =~ + tOy

V 1-1t»t -w X+ Vv

kust

ToeT Wo- W

Uy = 3¢ Vg V-
Teist jarku osatuletiste u”™ ja u

dustame slsteemi (50), s.o. slsteemi

arvutamiseks moo-

s
x-nrrl
st
Y= 74T

=w + TTT ws - fomt*
mis toob vdrrandite (51) juurde, kus kordajad K, L, M ja N

on meil eespool juba arvutatud. Saame

( XAS+H A UX-IWEBH ix™swss+HABWE' ISt = TTT “xx + 4 + t °xy

(FVvwvetr ./ . tr2VtEtt =-"4A a *

ehk, arvestades u” tahendust,

t4-F ». + »« +T-TT "ss - “'ts = + teRy)

I 11§f)2 ws 7wt + wt + T+N »st - twtt

Ortjs<"ud+“*r)
kust
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Sac + tuxy = (2 + t)we + swss - t(1l + t)w8t

Sac + sScy = -sws + e(l + tHwst - t0 + t)2*".

Viimase siisteemi lahendamine annab

)
r\x =2Zv3 +T-TT WS3 - 2twst *Tix 1 +
_V =*s + T-7T "ss ¢ <l - *>»st - ¢ O*tf
Osatuletise uyy leidmiseks piisab sisteemist (52) moo-
dustada vaid Uks v@rrand, nditeks esimene, kuna u on juba

teada, saame
<Vs + (V «Ws + (uy)wEwas + < * = TOV +1 ~V

Arvestades u” avaldist, saame

1l +tws +1 +twss +wst _ 1T+ tScy +T +t Vy*
teost

<
1

TWS +f W3S -~-nrl ,. £ 2 V =

=T-1-5 *33 + "st + 4 -N*tf

Paigutades need antud vlrrandisse, saame

0=V +v 2V =

ws * (L *1-2)TT I ess

¢ (-2t ¢ 2 - 2 @2t)«at + (2 +1 - 2t) 2 +-b wtt

1(1 + ©)(1 - t)2wtt.
Seega loplikult

wtt = ==
Antud (lesande vdib lahendada veel teisiti. Nimelt

teisendusvalemid voib viia kujule (53), s.o.
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s=x+7, €= W= .

Nuud tuleb kasutada valemeid (54), saame

[-~ +5 ¢ mV + =5 * (-7 +0"ax)

( = *e "V *wt@ * SV "
kust
r vV u
[Ux =~S - Z wt X

Uy = xws + wt.

Teist jarku osatuletiste saamiseks diferentseerime saa-
dud avaldisi uM ja Uy jaoks muutujate x ja y jargi, lugedes
osatuletisi wg ja Wy, liitfunktsioonideks x ja ysuhtes va-

hepealsete muutujate s ja t kaudu. Saame

"n o * * (X"s - x wt + I>x = (xwa)x - (X wt>x + dx *
*ws + *(w3>x +/~  wt - -p *5 X =
= WwWs + X(wsssxt3ttx> * - | (wtssxttttx) - €t 4 “x=

*s & *C»8S - N wsfo * wt e I (wst -~ wtt> -

I (xw Zw + =
X~ s T X ot ;;U)

—n3

*2ws ¢ *ss - % wst *5 “tt>

V =WV =(XA3 eVy =Xy +<Vy =

*("SeBy - »StV * (Wt3Sy + Wt&y mm

= x'*s3 + »et + <*ts + o»tt ;) *
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- ¢ 2»«* ¢ s wtt*

v "V T(Vx e <78 * oyl -

»3 + x(W8)x ¢ (»,),.

"s ¢ x("3a - wat -j> ¢ (»te - wtt -5> »

m*s + *"33 + <1 - I>wst - p wtf
Paigutades viimased antud vérrandisse, saame

0 *5x+\V 2A/ =@ " 2W3 + (I +*" gOoz3 e
. 2
((w. ¢r-2e¢7wst + (I£ +1 - zg) ,tt

- "»f

kust nagu eespoolgi

Glesanded.

Jargmistes vorrandites asendada muutujad X ja y uute

muutujatega s ja t antud seoste abil.

812. xi~ + JA +y Uy =xy, x =es, Y=sht

83. (x + y)ux - (x - y)Uy, x = eS8cos t, Y= essin t

E*« «xx = Oyy» *=58 -1, y="(s vV

815, 2uxx ““2y “yy =V Xx =7 +t), y="g(8 - t)2

Jérgmistes voOrrandites asendada iUks muutujatest uue
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muutujaga t antud seoste abil.

816. xuy = yu™,

817. xu* + yUy = u, X =ty

818. x2IN. - 2x siny + sin2y uty =0, t = x tan(y/2)
Teisendada jargmised diferentsiaalavaldised polaar-

koordinaatidesse x = rcosy , y= rsinif.

819. W = xUy - w.

820. W = xu. - yUy
821. W = 12Qm, + 201 +3y2 Uyy
822. W = y2n - 2xy ¢ 120 - xS - yly

Jargmistes vorrandites asendada muutujad x ja Y uute

muutujatega s ja t antud seoste abil.

823. 1 +x2 u. +ytr =xy, s =1Iny, t=In(x +VIl + x2)

824. (x y)N - (x-ylUy =0, s = arctan(y/x),
2t = In(x2 + y2)

825 “%x " 3uxy * 2uyy =0» s =x+y, t=x+]
826* “Xx ““3uxy + 2uyy = =
827 « A< ““ VAR = s=x, t
828. xur. + ywh. = u +\fx2 + y2 + u, s = |,

t=u+Vx2
829. XtM + yUy = x/u, B=2x2 = w2, t = y/u
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Jargmistes vdrrandites asendada muutujad x ja y uute

muutujatega s ja t ning funktsioon u uue funktsiooniga w
antud seoste abil.

830. X + YW = 2» X 7 - ft u:—EZ"
851- Scx + 2uxy + “yy = =

2x = s +t, 2y =s - t, 4u =s2 - t2 - 4w
832. y. - xiy = (y - x)u,

s:x2+3;),t:['+rI w=lnu-x-y

833. x2U. + YUy = abf =11 =11

834. (xy + Wux + (1 - y2)Uy = x + yu,
S=yu-Xx, t=Xu-y, w=xy-u
835. 1™M(1 & ux)uy7 - (1 + u* + Uy + 2uxuy)uxy +

+ Uyl + Uy)!I~ =0, X = w-t, Y= Ww-S, U= s+t-w

836. Teisendada diferentsiaalvdrrand

+ *ORERE vy +2x2‘Xz+2)/*V =0

uutele muutujatele

837. Teisendada Laplace & vdrrand

+v 10
polaarkoordinaatidesse

X = r cosd, y= rsin.

Teisendada sfaarilistesse koordinaatidesse

-167-



X = rcosip sinG , y=r sinifsin® , z - r cosu
dif«rentsiaalavaldissd
858. V2u = (I™M2 + (Uy)2 * (ua)2

859. Va =" + Uy e u,,

g 5. Mitme muuta.lafunktsiooni ekstreemumid.

Olgu antud mitme muutuja funktsioon

f(P) = f(x,y,.-.)
maéramispiirkonnaga D.

Mitme muutuja funktsiooni lokaalsed ekstreemumid, del-
dakse, et funktsioonil f on punktis PQ£ D lokaalne maksimum
(miinimum),kui punktil PO leidub uUmbrus UCD, kus

f(P)~MF(PO) (vastavalt f(P)MF(PQ)). (55)
Sel korral punkti p nimetatakse funktsiooni f ekstreemum-
punktiks ja vaartust f(PQ) funktsiooni T laaeiz=s ekstree-
mumlks.

Tarvilik tunnus. Funktsioonil f v3ib lokaalne ekstree-
mum esineda vaid funktsiooni kriitilises punktis, s.o. maa-
ramispiirkonna D punktis, kus k&ik osatuletised on vordsed
nulliga vdi vahemalt Uks osatuletis on ldpmatu vdi ei eksis-
teeri.

Neid punkte funktsiooni f md&ramispiirkonnast, kus
funktsiooni kdik osatuletised on vdrdsed nulliga, nimetatak-
se tema statsionaarseteks punktideks. Seega diferentseeru-
val funktsioonil vdib lokaalne ekstreemum esineda vaid tema
statsionaarses punktis.

Tahistame
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SePg» al2-fxy(Po)» a2l = fyx<Poy a22 = fyy(P0)»e«
ja vaatleme determinante

= all, A2 - - A= 301822423
21222
acla 21%32283

Piisay tunnus. Eaks korda diferentseeruval funktsioo-
nil ¥ on statsionaarses punktis PQ lokaalne maksimum, kui
determinandid (56) on vaheldumisi negatiivsed ja positiiv-
sed, 8.0.

M O A2~ 0, AN 0,. ..,
ja lokaalne miinimum, kui determinandid (56) on kdik posi-
tiivsed, s.o. \%

AM>0, w2 0, AjJ>0, .. -

Piisav tunnus kahe muutu.la funktsiooni jaoks. Kaks kor-
da diferentseeruval funktsioonil z = f(x,y) statsionaarses
punktis PQ

a) on lokaalne maksimum, kui A"<0Q, A2>0;

b) on lokaalne miinimum, kui A">0, A2>0;

c) ei ole lokaalset ekstreemumit, kui A2<O0;

d) ekstreemumi olemasolu j&ab lahtiseks, kui AM = 0.

Uldiselt, kui piisavate tunnuste pdhjal ei ole vdima-
lik funktsiooni kriitilises punktis PQ ekstreemumi olemas-
olu vBi selle puudumist kindlaks teha, siis kontrollitakse
vahetult vorratuste (55) kehtivust PQ Umbruses.

Naide 15. Leida funktsiooni

S = e2**3* (8x2 - 6xJ * }y2)

lokaalsed ekstreemumid.
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Lahendus. Funktsioon z ja osatuletised on pidevad kogu
xy-tasandil. Leiame funktsiooni z kriitilised punktid. Sel-
leks arvutame osatuletised;

ESNNVAFER - 12y + 6y2 + 16x - 6y),
ZQ/ e2x+3y(24x2 - 18y + 9y2 - 6x + 6y).
Vdrdustades need osatuletised nulliga, saame sisteemi

kust néeme, et funktsiooni z kriitilisteks punktideks on

kaks statsionaarset punkti
PO = (0,0), P = (-1, -
Seega funktsioonil z vdib olla lokaalne ekstreemum vaid
nendes punktides PQ ja
Ekstreemumi olemasolu kindlakstegemiseks nendes punk-
tides rakendame nild ekstreemumi piisavat tunnust kahe muu-

tuja funktsiooni jaoks. Selleks arvutame teised osatuleti-

sed:
ZXX = M92X+37(8x2 - 6xy + 3y2 + 16x _ 6y + 4),
= Be~x+5y(8x2 - 6xy + 32 + 6x - y- 1),
Zyy = 3e2x+5y(24x2 - 1<y + 9y2 - 12x + 12y + 2).

Punktis Pt)on

*11 = zxx(p0) = 16* al2 = a2l - zxy(PQ) = -6,

a2 =V (v =6
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Jarelikult punktis Po on funktsioonil z lokaalne miinimum
min z = z(PQ) Fo.

Punktis on
e = = -Qe* -2
all sld4e*“*, a,2 = &1 9e *) = e
ja seega
14 -9
M> Q A2 = <0
-9 372

Jarelikult punktis P funktsioonil z lokaalset ekstreemumit

ei ole.

Ulesanded.
Leida funktsiooni z kriitilised punktid.

840. z = 2x5 + xy2 + 5x2 #y2
841. z = e”Cx +y2 + 2y)
842. z =[x + (J

843. z=y/l + X +Xx N+Vy

844. z

sin x + sin y+ cos(x +3Y)

D

[o=ex«Jf 0*sy«s"}

845. 2x2 + D2 + 722 + 8xz - z +8 =0

Leida jargmiste funktsioonide z lokaalsed ekstreemumid.

846. z =x2 + (Y- 1)2 849. z =1 - ™2 + 3y
847. z =x2 - (Y- 1)2 850. z =10 - 3R - 2 + v
848. z = x5 + y - XK BN .z =WV + VYV - By

852. z= (5 - 2X+ Y2 - )
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853. z

Gx + 7y - 25)e3qR - Xy - V)

854. z = /<x- 1 + [y"* <~ 855. z = >y In(x2 +y2)

856. X +y +272 - 2X+2y-4z =10
857 . &< =20<x" + z2) + 30 + AL) - 8(y - X2)
858. z = sin Xxsin ysin(x +3y),
D
Leida jargmiste funktsioonide u lokaalsed ekstreemumid.
859. u=x2 +y2 + 22 +2x +4y - 62z
860. B .x+fe*|-+],

J\X,y)s 07x,yssjrj

B

{(x.y.z)! x.y,z>0]
861. u

xy2z3(7 - x - 2y - 32)

862*. u = x2" e y2" & 720

Mitme muutu.la funktsiooni slobaalsed ekstreemumid.Oel-
dakse, et funktsioonil T on punktis PO globaalne  maksimum
ehk maksimaalne vaartus (globaalne miinimum ehk minimaalne
vaartus )ikui vorratused (55) kehtivad iga punkti PED korral.

Eui funktsioon f on pidev ja piirkond D on Kinnine ja
tokestatud, siis funktsioonil f on piirkonnas D globaalsed
ekstreemumid olemas ja nende leidmiseks toimime jargmiselt:

1) leiame funktsiooni f kdik kriitilised punktid piir-
konna d sees ja arvutame neis funktsiooni vaartused;

2) leiame funktsiooni f suurima ja vahima vaartuse
piirkonna D rajapunktides;

3) valime saadud arvudest suurima ja vahima. Esimene
neist on fankbsiooni f globaalne maksimum ja teine globaal-

ne miinimum piirkonnas D.
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Kui piirkond D ei ole kinnine v0i on tdkestamata, siis
funktsioonil f vdib globaalne ekstreemum puududa. Sel ker-
rai tuleb globaalsete ekstreemumite olemasolu uurida va-
hetult definitsiooni tingimuste (55) pb6hjal.

Naide "16. Leida funktsiooni

zZ =X2 -y2
globaalsed ekstreemumid ringis
D = {(X,y)s x2 + y2<4}.

LahendLeiame piirkonna D sees asetsevad kriitili-

sed punktid ja funktsiooni vAadrtused nendes. Et zx = 2X,
zy = -2y. siis funktsioonil z on vaid Uks kriitiline (stat-
sionaame) punkt PQ = (0,0). Seega

z(PQ) = 0.

Leiame funktsiooni suurima ja véhima vdartuse rajajoo-
nel x2 + y2 = 4. Selleks on otstarbekohane kirjutada aelle
ringjoone vdrrand parameetrilisel kujul jargmiselt

X = 2cos(t/2)
VY= 2sin(t/2)
Siis funktsiooni z védartused rajajoonel on
z(t) =4(cos2 ™ - sin2 M) * 4cos t.
Haeme, et on vaja leida uhe muutuja t funktsiooni s globaal-
sed ekstreemumid 18igul [o,4itl. Selleks arvutama
Z =-4ein t

t€ [0,4] .

ja seega kriitilised punktid on
t=0,s,2n, 3jt, 477,
milles funktsiooni z vaartused on

z(0) =4, z(jt) = -4, z(Q2rt) = 4, a@@n) = -4, a(4n) = 4.
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Seega rajajoonel on funktsiooni z suurimaks vaartuseks 4 ja
véhimaks vaartuseks -4.
Seega funktsioonil z ekstremaalsed vaartused rajajoo-
nel on punktides
Aj = (2cos 0,2sin 0)
P2 = (2cos ?7$,2sin %)
(Ja analoogiliselt arvutades)
P3 = (-2,0), P4 = (0,-2), P5 = (2,0) = Pv

(2,0),
0,2),

Vorreldes funktsiooni z vaartusi saadud punktides
PO,...,P", néeme, et funktsioonil z globaalsed ekstreemumid
asetsevad rajajoonel, seejuures globaalne miinimum punktides
P2 ja P~ ning globaalne maksimum punktides Pj ja P~.

Kokkuvottes saame:

min z = z(0,+2) = -4, max z = z(+2,0) = 4.
P«D PAD

Suurimat ja vahimat vaartust ringjoonel vdime leida ka
jargmisel viisil. Nimelt rajajoonel on y2 =4 - x2, kus
-2~x"2, ja jarelikult funktsiooni z vaartused rajajoonel
on

z(x) =Xx2 - (4 - x2) = 2x2 - 4.
Seega tuleb leida Uhe muutuja funktsiooni
{z(x) = 2x2 - 4
x = [-2,2]
globaalsed ekstreemumid. Sel funktsioonil on ks statsio-
naarne punkt x = 0. Jarelikult on vaja leida vdartused z(x)
punktides x = 0, x = -2 ja x = 2. Saame
z(0) = -4, z(-2) =4, z(2) =4,
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mis ongi ekstremaalseteks vaartusteks rajajoonel. Need aset-
sevad ringi D punktides (X,= jLL- x2), kus x = 0,+2. Seega
JOuame jalle sama tulemuse juurde.
Naide 17« Leida funktsiooni
z = x2y(4 ~ x -Y)
globaalsed ekstreemumid kinnises kolmnurgas D kilgedega
x =0, y=0, X +¥y=6.

Lahendus” Funktsioon z ja tema osatuletised on pidevad
kolmnurgas D. Leiame funktsiooni kriitilised punktid, mis
asetsevad kolmnurga D sees, ja funktsiooni vaartused nendes.
Selleks vordustame osatuletised

zZx = 8xy - 3x2y - 2xy2 = xy(8 - 3x - 2y),

Z<X: 4x2 - X3 - 2x2y = x2(4 - x - 2y)
nulliga. Tulemuseks saame, et fulktsioonil z on kriitiliseks
punktiks kolmnurga sees statsionaarne punkt PQ = (2,1),
kus

z(P0) = 4.
Rajajoontel x =0 ja y=0 on
z(0,y) =0, z(x,0) =0.

Rajajoonel x + y= 6 funktsiooni z vaartused on

z(x) =x2(6 - x)(4 - 6) = -12%2 + 2X3, kus 0<x”"6.

Ekstremaalsete vaadrtuste leidmiseks vdrdustame tuletise
zX) = -24x + 6x2 = 6x(x - 4)
nulliga. Seega kriitiliseks punktiks on veel
bl = (4.2),
kus
z(p") = -64.
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Seega globaalne maksimum asetseb kolmnurga D seas
punktis PQ ja globaalne miinimum rajajoonel punktis P>j.
Seega

mgn s = z2(4,2) = -64, mgx z =2z2(2,1) = 4.

Haide ift. Tasandil Oxy leida punkt, »iile kauguste
ruutude samma kolmest sirgest
x=0, y=0jali +2y- 16
oleks minimaalne*
Lahendus/10lgu otsitav punkt PQ = (x,Yy). Siis, nagu
jooniselt 6 néeme, punkti PQ kaugus sirgest x =0 on
X, sirgest y=0 on yja
(analluutilise geomeetria
tuntud valemi péhjal)
kaugus d sirgest x+2y =
= 16 on

d . Ix ¢ ay - i6]
fTT? -
Seega tuleb leida funktsiooni
Z = X2 +3y +7M(x +2y - 16)2
globaalne  miinimumpunkt vaadeldavate sirgetega piiratud
kolmnurga sees* Leiame funktsiooni kriitilised punktid kolm-

nurga sees. Saame slsteemi

zXx = 2X ¢ |(x + 2y o

16)

zy =2y +|(x +2y -16) =0,

mille lahendamine annab punkti PO = (gﬂ —5). gt see on ai-

nuke kriitiline punkt ja tlesandel on lahend ilmselt olemas,
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siis leitud punkt Pgq ongi Ullesande lahendiks.

tlesanded.
Leida jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid.
863» z = x4 - y2 + 2 ringis x2 +y2" 1
864. z = X2 + 2xy ~ 4x + 6y kinnises ristkiulikus D, ms c¢n
piiratud sirgetega x = 0# y=0, x =1, 7 = 2
865. 7 « e *2TY (2x* ¢ 3y ) ringis x2 + y2 »s 4
866. z = sin x + sin y+ sin(x - y) ristkiulikus
D =1 (X,y): 0" x,j tt/2>.
867. z=x2 +y2 -xy +x+y kolanurgas
D =](x,y): x"0, vy$.0, x-y"-3]
868. z = 2X5 + 4x2 + y*= - 2xy kinnises piirkonnas D, mis QU
piiratud joontega yr ja ys 4
869. z = (x - y2) Y (x - 1)2 piirkonnas y2?£x<2
870. u = x + y+ z piirkonnas x2 + y2« zssl
8?1. Jaotada arv 30 kolmeks positiivseks liide™avacs
nii, et nende korrutis oleks maksimaalne.
872. Esitada arv 81 nelja positiivse arvu korrutisena
nii, et nende summa oleks minimaalne.
873. Antud kerasse, mille raadius on R, joonestada
8uurima ruumalaga risttahukas.
874. Koikidest risttahukatest, millel on antud ruumala,
leida see, mille tais;;indala on minimaalne.
875. Antud pustringkoonusesse joonestada xaaksimaalr.e
ruumalaga risttahukas.

876. Leida vahi® kaugus parabooli Y= Xx2 jJa sirge



X - y= 2 vahel.
877. Koikidest Uhe ja sama alusega ning tipunurgaga

kolmnurkadest leida see, mille pindala on suurim.

878. Koikidest antud perimeetriga 2p  kolmnurkadest
leida see, millel on maksimaalne pindala.

879. Ellipsoidi joonestada maksimaalse ruumalaga rist-
tahukas .

880. Leida antud perimeetriga 2p -kolmnurk, mis péorle-
misel Umber oma Uhe killje moodustab maksimaalse ruumalaga
keha.

881. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga
sisenurkade siinu3te korrutis oleks maksimaalne?

882. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga
sisenurkade siinuste summa oleks maksimaalne?

883. Naidata, et mittenegatilvsete arvude X7, e»e» Am

geomeetriline keskmine ei lleta aritmeetilist keskmist.

86. Tinglik ekstreemua.

.0Olgu antud mitme muutuja funktsioon

fP) = f(x,y,...)
maaramispiirkonnade D.

O6eldakse, et funktsioonil f on punktis PQeD tinglik
ehk relatiivne meksimum (relatiivne miinimum), kui vdrratu-
sed

f(P)NF(PQ) (vastavalt F(P)MF(PQ)) (55)
kehtivad punktd PQ Umbruse selles osas, mille punktid rahul-
davad 1 Ttir -.inusi
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Yp) = o R@P) =o,... G7)
Punkti Pq nimetatakse tinglikuks ehk relatiivseks
kusjuures noutakse, et ka punkt PQ ra-
huldaks lisatingimusi (57),
Uhe ja kahe lisatingimusega tingliku ekstreemumi Jcorral
tiupilised ulesanded on jérgmised.
Ulesanne 1. Leida funktsiooni
« = F(X,Y,---)
tinglik ekstreemum lisatingimusel
Ffxjy,...) = 0.
Ulesanne Il« Leida funktsiooni
u=fx,y,...)
tinglik ekstreemum lisatingimustel
F(X,y,---) =0, 6(X,y,...) =0.
Seega, kui f on kahe muutuja funktsioon, siis Ulesanne
I taandub jérgmiseks: leida funktsiooni z = f'(x,y) tinglik
ekstreemum lisatingimusel F(x,y) = 0. Kui aga f on kolme
muutuja funktsioon, siis Ulesanne I on Jargmine: leida
funktsiooni u = f(x,y,z) tinglik ekstreemum [lisatingimusel
F(x,y,z) = 0; ja ulesanne Il on jargmine: leida funktsioo-
ni u = f(x,y,2) tinglik ekstreemum lisatingimustel
F(x,y,z) =0 ja G(x,y,z) = 0.
Tingliku ekstreemumi (lesanded, kus on enam kui  kaks
lisatingimust, sOnastatakse analoogiliselt. Jdrgnevas vaat-
leme tingliku ekstreemumi leidmise meetodeid Ulesannete 1

ja Il korral.
I. Taandamine harilikule ekstreemumile. Seda meetodit
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tlecande I lahendamiseks kahe muutuja funktsiooni £ korral
aaat kasutada, kui lisatingimusest F(xty) = 0 saab avalda-
da i_he muutuja teise kaudu. Kui naditeks Onnestub avaldada
3 "= y(x), siis paigutame ta funktsiooni f, saame
z = f(x,y) = F(x,y(x)).-

riil tuleb leida Uhe muutuja x funktsiooni f(x,y,(x)) ha-
rilik (s.o. vastavalt Ulesandele kas lokaalne v6i globaal-
e ikstreemum. Kui sel”~funktsioonil on kohal xQ maksimum
(miioimum), siis punktis Po = (xQ,y(x0)) on funktsioonil f
tinglik maksimum ( vastavalt tinglik miinimum).

Analoogiliselt toimitakse kolme ja enam muutuja funkt-

siooni korral.

Taandamisel harilikule ekstreemumile vdivad mdned
tingliku ekstreemumi punktid avastamata jéada (vt. llesan-
ne nr. 908). 1
\ \Y%
2. Lagrange*i meetod, Ulesande | lahendamiseks tuleb

kcostada jargmine Lagrange*i funktsioon:

PO<Y,-.. X ) = f(*,y,...) ¢ FAPOKY,...)  (58)
Ji lahendada susteem-1

t4'* mO0
PYy" < (59)
V. v=F(X,y,...) sa0.
01fu A0) nusteemi (59) lahend, siie pohfcti

P,3 = (<x~y"*..) nimetatakse funktsiooni f tinglikuks atat-
sLongergeks punktiks. Neih. punkte PQ. on tinglikud
s ;atSlonaarsed vOi milles funktsioonide f ja F osatuleti-

sact 5 ole pic vad vdi F osatuletised on korraga nullid,
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nimetatakse funktsiooni f tinglikeks Tfarlitiiisteks xnmkti-
de tea«

Tarvilik tunnus» Funktsioonil 1 tinglik ekstreemum
véib olla vaid tinglikus kriitilises punktis PQ*

Tingliku ekstreemumi olemasolu uurimiseks tinglikus
kriitilises punktis PQ kasutatakse jargmist tunnust*

Piisav tunnus. Kui funktsioonil (58) leitud XO kor-
ral on punktis PO lokaalne maksimum (lokaalne miinimum),
siis funktsioonil f on selles punktis PQ tinglik maksimum
(vastavalt tinglik miinimum).

Kui piisav tunnus ei ole rakendatav antud (lesande
korral, siia tingliku ekstreemumi olemasolu punktis PQ
.idab lahtiseks ,la tuleb kasutada teisi meetodeid.

Ulesande 11 lahendamiseks tuleb koostada jJargmine
Lagrange*i funktsioon:

D (X,yfeee ym) ®

= f(x,y, -»*) F\F(X,y,...) + fxG(xty,, (60)
ja lahendada slsteem
by =
Py=0
< iles . (61)
<= F(X,y,...) =

(nﬂ = 6(X,Y,-..) - 0.
Olgu (xo,yol..., J10,” 0> susteemi (61) lahend. Siis jalle-
gi punkti PQ = (x0,y0,...) nimetatakse funktsiooni f ting-
likuks statsionaarseks punktiks. Samuti neid punkte PQ,

mis on tinglikud statsionaarsed vOi milles funktsioonide
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f,F ja G osatuletised ei ole pidevad vdi maatriksi

( Fx Fy F2\

Gy Gy, 6, j
kéik kolm jakobiaani on korraga nullid, nimetatakse funkt-
siooni f tinglikeks kriitilisteks punktideks.

Tarvilik tunnus. Funktsioonil f tinglik ekstreemum
vdib olla vaid tinglikus kriitilises punktis PQ.

Tingliku ekstreemumi olemasolu uurimiseks tinglikus

kriitilises punktis PQ kasutatakse jargmist piisavat tun-
nust. Piisav tunnus. Kui funktsioonil (60) leitud % Ja

10 korral on punktis PO lokaalne maksimum (lokaalne miini-
mum), siis funktsioonil f on selles punktis PQ tinglik mak-
simum (vastavalt tinglik miinimum).

3* Smith*i meetod. Ulesande | lahendamiseks kahe muu-
tuja funktsiooni £ korral tuleb leida funktsiooni f tingli-
kud statsionaarsed punktid PQ = (x0,yQ), s.t. lahendada
susteem (59)* Seejérel koostatakse jakobiaanid

mV t -V:
Fx Fy
ning
= J*

Piisav tuimus. Kui tinglikus statsionaarses punktis
PO on



siis punktis PQ on funktsioonil f tinglik maksimum (vasta-
valt tinglik miinimum).

Juhul kui selles punktis PQ on
J, =J2

.= =0, Jn i 0,
kus

@]
Jn =
X y
siis kasutatakse jargmist Uldisemat tunnust.

Uldine pijsav tunnus. Kui n on paaritu arv ja punktis

PO on

Jvf 0 <Jn >0),
siis selles punktis PQ on funktsioonil f tinglik maksimum
(vastavalt tinglik miinimum).

Kui n on paarisarv, siis kohal PO tinglikku ekstree-
mumit ei ole.

Ulesande 11 lahendamiseks tuleb jalle leida funktsi-
ooni T tinglikud statsionaarsed punktid PQ = (CO20»20)»
s.t. lahendada siisteem (61). Seejarel koostatakse jfakobi-
aanid

ning

Dx Dy Dz
FX *y Fz
GX ey Gz

Piisav tunnus. Kui tinglikus statsionaarses .punktis
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PO on

O <o >0),
siis punktis Pq on tinglik maksimum (vastavalt tingxik
miiniaua) .

Juhul, kui selles panktis PQ on

D1 =D2 = ... =Dn-1 =0, Dn AO,
kus
(Ca-1"x 171
Fy Fy Fa
Gy Gy 6,

siis kasutatakse jargmist tunnist.
Oldine piisav tugnas* Kai n on paaritu arv ja punktis
PO on
D« = cb >0),
siis selles punktis PQ on tinglik maksimum (vaetavalt ting-
ik miinimum).
Kui n on paarisarv, siis kohal PO tinglikku ekstreemu-
mit ei ole.
Naide 19» Leida funktsiooni
a =Xo +y* (m>1)
tinglik ekstreemum sirgel
X + Yy« 6.
LahendusKasutame Lagrange*i meetodit. Moodustame Lag-
range*! funktsiooni
DPOLY,A) =N +y® + AKX + y- 6).
Leiame funktsiooni z tinglikud kriitilised punktid. Selleks

moodustame siisteemi
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Py = + A= o
D7 = + A= 0

-PX =x+Y -6=0.
Selle silisteemi lahend on

_ w1l/A
o O V w=3 fm=-nd

Seega tinglik ekstreemum vOib olla ainult punktis
PO = 0,3).
Kasutame piisavat tunnust. Selleks arvutame
Axx o= m(m "t 1)>T2» DAy = BCm “<1IMIT2, DN/ = 0.
Punktis Po on
ar = m(s- )3T, 012 - a2l ~ a2 = ol
kust

A = avj> 0, Ag = m(a-.A)3m"2 0 > o
0 m(m-1)3m~2
Seega on funktsioonil z punktis PQ olemas tinglik miinimum
sirgel F, s.o.
rel min z = z(3,3) = 2*3m*
Kaide 20. Leida funktsiooni
Uu=x-2y +2z
tinglik ekstreemum lisatingimusel
X2 +y2 + 22 = 9.
Lahendus”™ Leiame funktsiooni u tinglikud statsionaar-
sed punktid. Selleks koostame Lagrangeli funktsiooni
db=x -2y +22 + X(Xx2 +y2 + 22 -9)

ja selle abil sisteemi
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"x =1 + 2% = O
®- =-2 +2Ay =0
bz=2+2Xz=0
hx=> #y2 + 22 -9 = 0.
Viimase sisteemi lahenditeks on
(1,-2,2,-1/2) ja (-1,2,-2,1/2).
Seega tinglik ekstreemum vdib olla vaid punktides
PO = (1,-2,2) ja R, = (-1,2,-2).
Kasutame piisavat tunnust. Selleks arvutame
= Ayy “hzz ~ 2L Ny -~ MXZ ~Nyz -

Punkti PO korral oli A = -1/2, seega selles punktis on

®11 = a22 = a33 = 71* *12 = 13 = a23 = D>

kust
- O O
—= O
A - 4, K= =1, Aj= 0-1 O
o =
o O

Jéarelikult punktis PQ on funktsioonil u tinglik maksimum.
Punkti P~ korral oli X = 1/2, seega selles punktis
on

®11 ““a22 = a33 = * al2 = &3 = a23 = =*
kust
Aj = A2 = Aj = 1.
Jéarelikult punktis P* on funktsioonil u tinglik miinimum.
Vastuseks saame
rel max u = u(1,-2,2) = 9
rbl min u = u(-1,2,-2) = -9.
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Naide 21. Leida funktsiooni
z = XE

tinglik eketreemum ringjoonel

X2 +y2 = 4.
Lahendus®, Naites 15 on see Ulesanne juba lahendatud
harilikule ekstreemumile taandamise meetodiga. Rakendame
selle Ulesande lahendamiseks Lagrange®i meetodit. Selleks

moodustame Lagrange*i funktsiooni
dh=x2-y2 + A +y2 -4)
ja leiame funktsiooni z tinglikud kriitilised punktid.
Selleks koostame siusteemi
' = 2x( 1 +1) =0
dy=2y(A-1) =0
d==x2 +y -4 =0,

mille lahendamisel saame

y=0 y=*2

n=-1, N=1.
Seega tinglik ekstreemum vdib olla punktides

P1 = (2,0), P2 = (0,2), P3 = (-2,0), P~ = (0, -2).
Rakendame neis punktides piisavat tunnust. Selleks arvutame
Py =2 +20, dyy=-2+2A, dy=o.
Punktides P* ja P" korral oli A= -1, siis
all= = *12 ““&a&1 = <~ a22 = “1

kust



Seega piisav tunnus punktide Pj ja P* korral ei ole raken-
datav. Sama tulemuse saame ka punktide P2 ja P~ korral. See-
ga Lagrange T meetod selle Ulesande lahendamiseks ei ole ra-
kendatav.

Rakendame Smith*i meetodit. Selleks koostame jakobiaa-

nid
£ f 2x =2
Jx <Y Y = 4xy + 4xy = 8xy
Ax Ey 2x 2y
Da
8y 8x
s IX Jy = 16y2 - 16x2 = 16(y2 - X2).
2X 2y

27X *y
Punktides P* ja on # =16(-4)<0 ja seega nendes on
tinglik maksimum. Punktides P2 ja P” on =16» 4>0 Oa
seega nendes on tinglik miinimum. Sama saime ka ndites ”6,
S.0.

relmin z = z(0,+2) = -4, relmax z = z(T2,0) = 4.

(lesanded.
Leida harilikule ekstreemumile taandamise meetodiga
jargmiste funktsioonide z tinglikud lokaalsed ekstreemumid

antud joonel.

884. z = xy, Y- 2x - 3X
885z =1 - xy , vy-x =0
886. z = x(y - 3), V=X

887. Z = X2 + sin y2, X2 +y2 =jt
Leida Lagrange*i v8i Smith*i meetodiga jargmiste funkt-

sioonide z tir> likud ekstreemumid anfcud joonel.
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888. z = en, X +y=1

889. a=3 + Vs, X +y=2
890. z = xy, X2 +y =18
897 z = xy, X -y=0

11 1 1 1
892. * -5 ey, -8+7 =2

893. z = cos”™ + 2coS2y, 4 - 4y + . = O

894. z =>2 -y +1, >X +y =1
895. z = X- VWV, ftan x= 3tan y

NN VN /2
89. z =6 - 4 - 3By, >X +y =1
897. z =1+, X +y =1
898. z = >2 + 2, 2 +f =1

Leida jargmiste funktsioonide u tinglikud ekstreemumid

antud pinnal

89. u=x+ vy + z, 1 +1+1=J3 (X,y,2>0)
900. u =x - 2y + 2z, X2 +y2 +22 =9

2 2 23 n2 2 2
NMV1.u=x +vVy +2z, Tg+~rf+“7T=1
902. u = xy2z", x+y +2z=12 (X,y,z>0)
903. u = xyz, X +y+z=5
904. u = xyz, Xy +yz +xz =8

905. u = CBX cos yCOS z, x +y+z =Jt

Leida jargmiste funktsioonide u tinglikud ekstreemumid
antud joonel.
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906. u = xyz, JX +y+2z =5
Vxy + yz + Xz =8
907. u = x2 + ™2 +3z2, fx2 +y2 + z0 =1
e+ 2y +32 =0
908. Leida funktsiooni
zZ = ysin y- 4x
tinglik ekstreemum joonel
ysin y- x3 - x =0

harilikule ekstreemumile taandamise meetodiga ja seejéarel
Smith®! meetodiga. Selgitada erinevate vastuste pGhjus.

909. Tasandil Jx - 2z = 0 leida punkt, mille kauguste
ruutude summa punktidest (1,1,1) ja (2,3,4) on minimaalne.

910. Ellipsil 9x2 4y2 = 36 leida punktid,mis on mi-
nimaalsel ja maksimaalsel kaugusel sirgest 3x- y- 9 = 0.

911e Leida minimaalse pindalaga risttahukas, kui tema
ruumala on V.

912. Leida maksimaalse ruumalaga risttahukas, kui te-
ma pindala on S.

913. Leida antud ruumalaga korrapdrane kolmnurkne pi-
ramiid, mille servade pikkuste summa on minimaalne.

914 . Antud ellipsi Umber joonestada minimaalse pind-
alaga kolmnurk, mille alus on paralleelne ellipsi suurema

teljega.
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VASTUSED
I peatikk
81.
4. x2+4y2 = 4, lahtine. £. y= X(<'O); y= 0(x"0).

6. y=2(0<x <1), y="x(0ssx«l), lahtine. 2« x2-4y2=4, kin-
nine. 8. 4x2-y2=4, lahtine. X2+y2=4, y=1/x(-"2+]|"NI<x

NN2-N3, 1/2-~x~"2+0), lahtine. 10. y2"/2-x(-21/2 «
«X . NrN2), x2+y2=4. 11« -occxcoo, W20, kinnine. 12* x2+
+yp—c4, kinnirm 1£. X2+y2<4, lahtine. 27Z» x>~y, lahtine.
I£. {(x,y):x>0, x"1, y<-x j, lahtine. 16. ~(x,y)sx=yj-,
kinnine. 2Z» {(x,y):-1<y” 1}, kinnine. 18. { (x«y):-1 "y $
«1l, -1 xsSlj; kinnine. £ {(x,y) :-1<x *sl1l.} y"~-1 vdi
y*=1}, kinnine. 20. / (X,y):a2€£x2+y2” 2a2j-, kinnine.
210 {(X,y) :x™x2+y2<2xj . 22. [(X,y):-1$x2+ys;1}, kinnine.
2780 MK Y): x2>yj-, lahtine. 24, {(x,y): x>-1, y>-1,
y/oj, lahtine. 2£. |(X,y): 2<x2+y2<3j-, lahtine.
26. £(X,y): 2<x2+y2n4, x2+y2/§|- 2£. {(X,y): 2mr s;X <

@n+l)jt , y*-0 ja (2n DT« X «s(2n+2)jr , y~0, n tais-
arvj, kinnine. 28. Kogu xy-tasand. 2£. "(<,Y): XH2=KI1,
k=0,1,2,...]Jm Kinnine. £0. |(X,y): 2kJt "™ x2+y2" (2k+1)jrj.,
kinnine. jagl. | (x,y)rx”0, y?0, x2?yj, Kinnine. £2.j(xty)i
-x$y~x> kui x>0; x<y”~-x, kui x<o}. {(x,y):
y+2x70, kui y;>0; w-2x"0, kui y<oj 34. Kogu xy-tasand,
vélja arvatud punkt f0,0) ja joon 2<X®4yE&"l.
25.x>1 korral -1 «QKY,-2, x<1_- korral ><-2""y"-1.
36. 2ks;x5j2k+1 korral 2j7y«r2j+1,

2k+1-ax *72(x+1) korral 2j+1 S2j, kus
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ktj=0; 72,..., kinnine.
2 . 2k<x<2k+1 korral 2~ yx2j+1, 2k+1~ x"~2(k+1) korral
2j4-1~ yn.2j, kuo k,j=0,1,2,3» kinnine.

£8. (4k-1)/2<x+y <(4k+1)2 korral (4j-1)/2 <x-y <(4j+1)/2

(4k+1)/2<x+y <(4k+3)/2 korral

(4j+1)/2< x-y<(4j+3)/2, kus k,j=0f?1f..., lahtine.
39» Rajajoonega MMV 2-12~ piirkonna sisemus, lah-
tine. 40. (-00,00) x [0,2]\(0,0). 41. Erinevad. 42. Erine-
vad. 4£. Erinevad. 44. Samad. 4£. Erinevad. 46, Erinevad.
4Z. Samad. 48. Erinevad. 49* Erinevad, sest funktsioon
g(x,y) ei ole kohal (0,0) mdaratud, kuna selles punktis
tema esimene tegur ei eksisteeri. £0. x>0, y>0. £1. x”"O,
V0. £2« max (0, (4k~1)2 jr2/4) <xy «c(4+1)2 jt2/4, kus k=
=0,1,2,... . £5. Joon xy=x+y« 54_ f(A)=5/4;"f (B)=>-13/12;
f(O)=-65/64. 5S. f(A)=0; f(B)=-2; F(C)=5/3- £6. f(A)=-3;
f(B)=-1/4; f(C)=(a2+1)/(a2-1). ££. f(A)=16; T(B)=f(C)=2.
58. f(A)=Ff(B)=f(C)=1. 52. f(A)=-1, f(B)=1, f(C)=3/4.
£0. f(A)=-1, f(B)=3/4, f(C)=-1,5. 61« f(A)=1, f(B)=3/4,
f(C)=1,5. 62. f(A)=1, f(B)=0,2, f(C)=0. 6£. f(A)=0, f(B)=0,
f(O=-In2. 64. f(A)=0, f(B)=0, f(C)=0. 6£. f(A)=3, f(B)=JT,
f(C)=—Jt/4. 66. (y2-x2)/2xy, (x2-y2)/2xy, (y2-x2)/2xy,
2xy/(x2-y2) . 6E£. 1l+y, x+1/y. 68.F(C)=1>R. 6”. f(C)=
za4/(1-a2). £0. F(C)=«/2. A. Ff(x)=(x2+1)1/2* £2. f(x,y)=
=(x2-xy)/2. 27« F(x,y)=o0c2 (1-y)/(1+y). 24. F(x)=ac2+2x,
z(X,y)=x+"y-1. 25. F(x)=1/1+x2, z(x,y)=|x] (1+y2/x2)"/2*
76. f(x)=oc2-x, z(X,y)=(X-y)2+2y.
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§ 2.

XL* X750, y~0, Z5s0. £8. x"=0, y3*0, zSs0. £2* X2s0,
y>0* 80. x>-0, y>0, z>0. 8L.. y>0, z>0, kui x>0; y<0,
z>0 kui x<0. 82. z>0, kui x,y>0 vdi y,x<0; z<0, Kkui
x<0, y>0 vdi x>0, y0. 8£. x>0, y>0, z>1. S4. -1 s
<X,Y,SM1. 8f. X2+y2+z2«j4. 86. x2+2y2+3z2< 4. 8f. 1s""x2+
+y2+72<;4. 88. 4<x2+y2+z2n 9. 8™ 0<z”™1, kui >a’Q;, zsl,
kui x>0. 22* 0czd, kui x<0; z>-1t kui x>0. 2L. z2+z-
-1%50. %2, x2+y2+z2=1. 2.. 0. £4. |x]|sSI, |yl«sl/2, O<|s|*t
~1/3. Kui -1<x«sl, siis |yl*sl, |z|ssl; kui x=-1, siis
-1<yssl. 26. 0<x,y<l. 2Z* xyd, > |z|ssl. Kasuta-
da valeait arctan x+ arctan ysarctan (x+y)/(1-xy). £8. Kogu
ruum, valja arvatud punktid, mille k&ik koordinaadid on paa-
ritud taisarvud. 100. f(A)=1, f(B)=1,5. 101e f(A)=2/3,
f(B)=—4/3. 102. f(A)=1,25, f(B)=8,875. 10J. f(A)=e+2, f(B)=
=e. 104. f(A)=0, f(B)=-1/4. 10”. 4. 106. cos“® 4. 10£. 0.
108. Jt/2. 109. f(x,y,z)=In x+y/z-z. 110. f(x,y,z)=
=xX(x-y)/2+z2 . 111. f(X,y,z)=3t2-z2+|/e7 . 112. \/x*<z4-y2)/z2.
0. f(x,y)=(1-x)2-y-/2.

h(x»y,z)=x-y-|/22+|T2.

114, f(x,y)=(x+1)2+y2.

w(x,y,z):x+y2+zl/2
H5. f(x,y)=2x2+In y.

W(X,Y,z)=2x+y+7y7Z .

116. f(x,y)=y sinx +*r.
w(X,Y,Z)=X COSy- arccos z+ jt.

112. f(x,y)= R+y2 -x-eV ~1.
w(xfy, z,=x+y+eZ+1/zx Vx4+y2z™ -x/z-e"-1.
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118. f(x)=2+|/3+tan x, g(y)=-2-/3+eot y, w=x+y+z.
119. f(x)= ¥2(x-2)-3+2/e, g(y)=2ey“3+1 - 2/e.

w=5x-2+(2y)1/5+2/z.
220. f(x)=cos |/I-2 t g(y)=tan y"2 ,

w(X,y,z)=sin x+cos y+tan z.
121. f(x)=In x, g(x)=(x-2)3,

w(x,y,z)=ex+f(1/y)In y+z+y3y(2+ ~/2).
122. f(z)=arcsin(-z), g(y)=ez,

W(x,y,z)=(l—xP)yz+xIn y+cos[ye’F].
126. 2r. 122. 2r* 128» 2r”~. 122* 2 |/r2+r|+.._ +3".
130. 4/3/3. 125» {(X,y,z,w):xy" 0, zeR1l, w=z+)/Xy.j.
136. j(X,y,z,w):x"0, vy#), z>-1; w=/x/y2+In(z+1)J.
112* | (X,y,z,w):x2+y2/0, zeR1l, w=(2+z)/(x2+y2)|-
138. "(X,Y,z,w):x2+y2"0, z/0, w=(x2+y2)/zIn(x2+y2+1)J.
139. 1,5; -0,5; 1. 150. 0, -J7/2, - jt/2_141_.1, 2/2-1, O.
142. 0, -1, 1. 142. In(1,03v 5 +0,981/vVIl); 0,03", -0,02).
144. 1,042»02-1; 0,04; 1,04. 14£. 5,2-|/26764; 0; 0,2.

83.

152. 6=/E~ . 155. 6=£/2. Kasutada vorratust |x+l] c
cd(T,T0), kus T=(x,y), Te=(-1,1). 1™4. 6=£/2.
155. 6=£/3* 156. 20 =-ial-1bl+ lal +1bl )2+4€ _Kasutada vor-
dust xy-ab=(x-a)(y-a)+b(x-a)+a(y-b).
157 . 6=min(1.3s). 158. 0o =min(1l. £/9). 159. 6=-4+"6+T.
160. 0=-6+/36+e . 161. 120 =min(2,t ). Taandada lugeja ja
nimetaja teguriga x-y-2.162. N= jll+ 3 - )~ 2+l] . 163. N=
=[1/72£2+13. 164. 5. 16~. 16. 166. 2. 16£. "l. 168. 1.
F89«o00 . 170. 2. 171.221372. 1/8. 173 0. 174. 0. Minna ule
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polaarkoordinaatidele. 175« 1. 176. O 177. -00. 178. Q
179« O 180. O 181. 1. 182. 0,5. 18£. O 184. & . 18£. 1.
186. @ 187. 1. Kasutada vOrratust P34 £1/72(>2H2).

188. Q 189« Q 190. O 191. O 197. Piirvaartus ei eksis-
teeri. Votta lahenemisteedeks y=kx ja y:xK. 199. Piirvaar-
tus el eksisteeri. Votta lahenemisteedeks mddda sirget y+1=
=x jadad x%=1/4(4k+1) ja >a<l/4(4w+3>, kus k=1,2,...

200. Piirvaartus ei eksisteeri. Vdtta lahenemisteedeks y=x
ja y=x~. 201. 1. 202. Piirvédartus ei eksisteeri. Votta la-
henemisteedeks parast irratsionaalsuse lleviimist lugejasse
y=x ja y=x". 203.st . Teha asendus u=xy. Kasutada L"Hospi-
tali reeglit. 204. 2. 205. Piirvaartus ei eksisteeri. Lé&-
henemisteedeks votta jadad P~=(1+1/4k, 1+1/4-k) ja

PE=(1 +1/(4k+2), 1+1/(4k+2)), k=1,2,... . 206. Piirvaartus
ei eksisteeri. 211. Pxi=Pn=(5,1). 212. P?n=Pn=(1,-1).

213. PATVC-V) « 214« 1i@ ~2m= Po=( /2" 0)*~ * \Gifcka
kn =2iTQ"- 0/0n » kus on 2je ahelmurru l&hismurru nimetaja
ja |0]<1 (vt. J. Gabovits, L. Kivistik, Arvuteooria. Tartu,
1974, 1k. 61, valem B)), PQ = (0, 1). 231. Pidev,
pidev x ja yjargi. 2£2. Pidev x ja yjargi. 2~. i ole
pidev, pidev x ja y jargi. 2"4. Pidev punktis Pqg, pidev X
jargi, muutuja y jargi ei ole pidev. 2££. Pidev, pidev x
jargi. 276. Pidev x jargi. 2"£. Pidev Yy jargi. 278. Pidev,
pidev x ja yjargi. 2%%. Pidev, pidev x ja Yy jéargi.

240. Pidev x ja yjargi. 241. Pidev. 242. Pidev, pidev x ja
yjargi. 243. Pidev, pidev yjargi, vasakult pidev X jargi.
244 _ Pidev Yy jargi. 245. Pidev x ja y jargi. 246. Pidev x
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ja yjargi. 247» (0,0). 248. Katkev sirgel y=-x. 249» Kat-
kev panktis (0,0). 250« Katkevuspunkt (0,0), sirge y+x=0
G4 punktid kdrvaldatavad katkevused. 251» Koordinaattel-
gede punktid. 252. Katkeb sirgetel >ar, y=jrr (K, j=
=0,+1,+2,»..). 2%". Katkeb joonel x2+y2=1. 254. Katkeb
afaaril x2+y2+z2=z. 255» Katkeb koordinaattasandil.
256. Katkevuspunkt (1,2,-3). 257. Katkeb sirgetel x+y=1,
x+y=-1. 258. Katkeb sirgetel 1+x-y=0, x-y=(2k+1)-",
k=0,+1,+2,..» . 259» Katkev koordinaattelgedel, vélja arva-
tud punkt (0,1)e 260. Katkev joontel xy=2j ja xy=4k-3,
J.k=0,+1,+2» 261. Katkev joontel ya3rx, k=0,+1,...
262. Katkev punktis (0,0).
263. g(x,y)=Ff(x,y), kui x*0,g9(x,y)=y, kui x=0.
264* g(x,y)*sf(xfy), kui x+y/0» g(x,y)=0, kui x+y=0.
265. F(x,y)=F(x,y), kui x+y/kJT (k=0,+1, ...)j
g(x,y)=0, kui x+y=kjt (k=0,+1,...).
266. g(x,y)=elr, kui xy=0, g(x,y)=exycotlItxy), kui
0<xy<1; g(x,y)=0, kui xy=1e
262» g(x,y)=£(X,y), kui P*(-1,0),
g(x,y)=0, kui P=(-1,0).
268 g(x,y)=f(x,y), kui (x,y)"(1,0),
9(x,y)=0, kui (x,y)=(1,0)»
269» g(x,y)=F(x,y), kui x+2y=8,
e(x,y)=g”", kui x+2y=8.
270. g(x,y)=F(x,y), kui Vv
g(x,y)=(x2+sin x)/(1-e), kui y=0.

271» g(x,y)=f(x,y), kui >/1,5*
g(x,y)=«, kui x=1,5.
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2£2* Veenduda, et D on tokestatud kinnine hulk ja rakendada
Cantori teoreemi. 2£4. 6=£/5. 275. b5==t/55. 2£6. 0=£/12.
222. 6s£/9. 228. 6=V2. 279. 6=25rJ16. 280. 6=6/6.
281. 6=£/3. 282. 6=S/4. 285. 6=£/3. 284. b=3£/5. ©
288. A=0, Bart. 289. A= , Bart. 220. A-1, B=0. 291. A=1,
Bart. 222. A=1, B=0. 221. A=1» B=1/2. 294. A=1, B=0.
295. A=0, B=00 296. A ei eksisteeri, B=1. 297. A=G, B=1.
298. A=1, B=1. 222. A=0» B=0* 500. A=0, B=0. 3Q1. A=1,
B=ca. JA02. 0. 503. 0. 304. 0. 305. 0.

§ 4.

XWE3/(m+n+2) . 212. Xnresin(m+2n). 21g« 3/ =

= mcos(Jtn). 3M9. xm=8in( Jin)ln(n2+1). 520. xnP>-[m-n] .l
221* xnmme(m2-n2)/[m+n] . 222. x~=sin( 3rnt/2). 222. im=
=arctan(mn). 558. xebc\rc. 559. x€bc\rc. 560. xeo, x"b.
561. x€c, x™b. 562. x€c, x"b. 563. xE£rc. 564. s=0.
365. s=0. 566. s=0. 2&2» 3=6". 368. s=e.

§ 5.

2272- W *1» Vr% r°» v s(-1)mfl-(-1)n-(-1>*“
m,n=1,2,... . 374. ®0" » anmo=agn a*2*(—1)*,

UjjjitO, mn=1,2,... . 2Z2» “00”™» ~nB32 ~ Nb “mp2*x""N*y
N=4 (-1)mni mp=rt,2 ......... 226. a00=rt, u™—I1/Cjml)*,
~e-1/CA+1) n, urart/[nm(n+)m+1)] , T,nnN,2,...

XK - wg="» von*-1/n(n+l), uro=-1/mm+l), O0~=2/ (m+n)3-
-(*«0 . 228* wo0=5»5» wn="2/n(n+l), GjjyjS1/(m+l) (m+2),
o0r=0, mn=l,2,... . 579. uw00="1» uoa=coa[Jf/(n+1)]-coe(7t/n),
ufi0=sin[n/(nn-1)] -sinCn/m), 4*=0; m,n=1,2,... . 580. Uqgg"i
uwon=arctan(1/(@ +n(n-1))), umQ=arctan(1/(1+m(m-1))),
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umn=arctan(m+2)-2arctan(m+n-"1 )+arctan(m+n-2), m,n=1,2,»»»
21* 0'l> o> %= Sme<Iml(nm#,)-
-CG)m-1/((m-1)nt-1))-(--! )M/ (m(n-1 Y-1)+(-1)="1/((m-1) (n-2)F-1)
2SZ- u00=1> “€m=Y%0="- m,n=1,2»...
583» uQ0=0, uon=tan(JT/(2n+l))-tan(Tr/(2n-1)),
uao=tan(Ti/(4-m+1))-tan(GV(A-m3))f unm=tan(;/V(4m+2n+1)-
-tan(3Tr/(4m+2n-1))-tan(n/(4m+2n-3))+tan(Jr/(4m+2n-5); rmur
=1,2,...

384. uoo=In(e3-1,5); uQn=In [(e2+1/2-2/(n+1))/(e2+1/2-2/n)] ;
ursln [(e2-2+1/(m+2))/(e2-2+-1/(m+1))] ;

_In (e2(m+2)(m+1 )+n-m-1 X e 2(m+1 )m-n-2m-2)
(e (m+2)n+n-2m-2)(e (m+l)(n+l)+n-m)

425» Koondub. 426. Koondub. 427» Ei koondu. 428. Koondub.
42"~ . Koondub. 430» Koondub. 431. Ei koondu. 432. Koondub.
433» Koondub. 434. Koondub. 435. Ei koondu. 436. Koondub.
437» Koondub. 438. Koondub. 472* Ei koondu. 440. Ei koon-
du. 441. Koondub absoluutselt. 442. 2,25» Koondub.

443. 1,125» Koondub. 444. -jr™/72. Koondub. 445» Jt2/6.
Koondub. 446. Ei koondu. 447. Ei koondu. 448. Ei koondu.
442* -1/8. Koondub. 470« Ei lcoondu. 472* Ei koondu.

452 . Koondub. 453» Ei koondu. 454. Koondub. 455» Koondub.
456 . Koondub. 457» Koondub. 458. Ei koondu.

Il peatikk
8§ 1»
3&. fx=2, fy=i, wo. fx=3,
fxx=fyy=fxy*°- 2S1- fx=JIx2-6y, fy=3y2-6x, fJQJ=6x, fyy=6y,
f~ -6. 262 fy~-3n, fr-fyy~xy, fxy=
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B(x MY2). 460, fx=4x3-8xy2, fy=4y"-8x2y, £/=12x2-8y2t
fyy=12y -8x2» ~xy=~16xy. 464. fx=30xy(5x2y-y"+9)2,
fy=3" x y-y3+9)(5x2-3y2), fxx=30(5x2y-y"+9) (30x2y2+5x2y+
+xy5+9x), Fyy=6(5x2y-y2+9)(6x2-3y2-15x2y2+3y4-27y), Txy=
=30(5x2y-y"+9) (16x3y-7xy"+9x) .

46£. fx=675x2y2(1+5x3y2)2, fy=30x2y(1+5x3y2),

fxx=270(1+5*V) (10xV+xy),
fyy=30(1 +5x5y2) (25x6y2+x3) .

fxy#]0(1 O5xV « 2y),
466. fx=y+Vy, fy=x-x/y2, 20, fyy=2x/y*f f*r1-1/y2.

46Z.Fx=27/ (x+y)2,fy=-2x/ (x+y) 2, Fxx=-4y (x+y) “3t fyy=4x(x+y)"3,
Txy=2(x-y)/(x+y)5. 468. Tx=(x4+3x2y2-2xy3)/(x2+y2)2,
fy=(y4+3x2y2-2x3y)/ (x2+y2)2 , fxx=(-2x5y2-A0x2y5+6xy4-2y5)/

/ (x2+y2)3, fyy=(-2x"+6x"y-10x3y2-2x2y3)/(x2+y2)3}

FAr XN MY MO XM XY 4)/ (X2+y2)3 .
469 . fx=y2/(x2+y2)3/2, Ffy=-xy/(x2+y2)3/2, f""-3Dy2/

/(x2+y2)5/2, fyy=-x(x2-2y2)/(x2+y2)5/2, tXy=y(2x2-y2)/
/(x2+y2)3/2. 420. fx=x/" x2-y2, €y=-y/ "x2-y2,
fxx=-y2/(x2-y2)5/2, fyy=-x2/(x2-y2)3/2, fXy=xy/(x2-y2)3/2.

471. fx=sin(x+y)+x cos(x+y), Ffy=x cos(x+y) , £/ =2008(x+y)-
-x sin(xty), f =-x sin(xty), f_.zcos(x+y)-x sin(xty).
o). Ty (x+y), fy7cos(x+y) (x+y)

472. fx=-(2x sin x2)/y, fy=(-cosx2)/y2,
fxx=-(2sinx2+4x2cosx2)/y, fyy=(2cosx2)/y3, fxy=(2xsinx2)/y2

473 . fx=2x/y cos"2fx2/y)t fy=-x2/y cos"~(x2/y),
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fH =2/ycoe”2(x2/y) +8x2/y2 sin(x2/y)cos"3(x2/y),
fyy=2x2/y3cos~2(x2/y)+2x4/yit sin(x2/y) cos"5(x2/y),
fxy=-2x/y2cos*2(x2/y)-4x3/y3 sin(x2/y) cos"3(x2/y) =
fx=yxy 1, fy~In x, fxx=y(y-'l)xy~2, iyy~In~",
fxy=xy"1(1+yln x)(x=»0). 475. fx=V(x+y2), fy=2y/(x+y2),
fH=-V(ity2)2, fyy=2(x-y2)/(x+y2)2, '™-ry/Cx+y2)2.
476. tX=1N/2+y2, fy=y/™2+y2(x+l/x2+y2) , f~-x/Cx2" 2)572,
fyy= [(X2+y2) (+|/X2+y2) +y2(x+2 7 +y2)[/[(X2+y2) " 2(x HAR2+y2)"
fA-y/Cx27 2)3/2. 42Z. £~/ a+r2), fyr/Cr+y2), ~=-22/
/ O «2)2, fyy=-2y/(1+y2)2, fAySO (xy*1). 428. fx— |y|/
/ (x2+y2), fy=(xagny)/(x2-fy2), fxx=2x|y|/(x2+y2)2,
fyy=2x]y|/(x2+y2) 2, fxy=(x2-y2)sgny/(x2+y2)2. 422. fx=
=(y/x2)3“y/xIn 3, fy=-(1/x)3"7/xIn 3, fACy/x3) 3"(y/x)X
X(-2 In 3+(y/x)In23), fyy=(1/x2) In23‘3"(y/x), fAClIn 3)/
/x2'3~(y/x)0-y-In 3/x). 460. fx=~(Vy)e-x/y, fy=(x/y2)»
Xe-(x/7), fxx=(Vy2)e-<x/y)t fyy=(x/yd)e-"y>(2y+x),

fxy=0/y3) e”"YCy-x). 481l. fx=-(y/x2)esin<'y/x”cos(y/x),
fy=1/x esin”y/rx*cos(y/x), fxx=esia”™y"3\y/x3)[2cos(y/X)-

-(y/x)cos2(y/x)-(y/x)sin(y/x)Jd , fyy=(1/x2)expsin(y/x)x
X[cos2(y/x)-sin(y/x)] T fxy=(1/x3)expsin(y/x)[ysin(y/x)-
—xc08(y/x)—y cos2(y/x)]. 482. fx=xy(1+xy)x /l+(1+xy)Xx

XIN(1 +xy) | fy=o2(1 +xy)x“1, fxx=2y(1l+xy)x“1(1»x In(1l +xy) )+
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+X(X-1). y2(1+y)X-2+In2n +xy)(1 +xy)X fyy=x3(x_n)0+xy)x-2f

Xy=X(1+Xy)X~1 2+x In(Cl+xy)+x2y(x-1) (1+xy)x-2.

487, fx=(2x2-y)/(2x3+yx), Ffy=1/(2x2+y),

£50< 852271052 332> >+ >/ [C2x2+y2)2x2]j, fyy=-1/(2x2+y)2,
Tyx=4x/(2x2+y)2 . 484. tx=3(1+In x/In M2/ (x=In M),

fy=-(3 In x)(1+In x/In y)2/(y In2y)f *"=-3(1+In x/In y)2/

/(In y»>2)+6(1+1m x/In W/ (x2In2y)t £ =-3.1n x(In y+2)
(1+In x/In y)2/(y2 In3y)+6In2x(1+In x/In y)/(y2Indy),

f =30+In X/In y)2/(xyln §)-61n x(1+In x/In y)/(xylIn3y).
485. fx In v[2(1 + 7],

V XM/ [2Y(1M)], 3™ (L4yx) .y~ 2-1)In y-2y ™ 2In2yl/

/[4(+yx)2) fyy=[Iny.x.y(x/2- 1) (1-yx)-2y (x/2“2)x(1+yx ) /

/(Vn-yx)2] fxy=[y(x/2"W 2 Iny#H)(14yx)-y5x/2.In2y]/

/[2 «(CLltyX Y « 486. Vaata lk. 79 ndide 2. fx=2xarctan(y/x)-y
w0, fx=-y(x=0), fy=x-2y arctan(x/y)(y#>),fy=x (y=0),

fxx=2arctan(y/K)-2xy/(x2+y2) (x£0), f~TT (x=0,yA)),

fyy=-2arctan(x/y>2yx/(x2-»2) (YN0, £~=-fc (y=0,x£0),

xy=2x5/(x2+y2)-"1. 48£. Tx=3x2 sin(y/x)-xycos(x/y)+y2cos(y/x)
x/0), fX:yZ(X:O), fJ:XZCos(y/x)+3y25in(x/y)—xycos(x/y)
(YA), f’S;xZ (y=0), sz:6xsin(y/x)-4ycos(y/x)-y2/x sin(y./x>-

-ysin(x/y)t"0. Y#), fyy=-xsin(y/x)+by sin(x/y)-

—4x cos(x/y)“X2/y sin(x/y)(yA), xA3), fxy=2x cos(y/x)+
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+y sin(y/x)+2y cos(x/y)+x sin(x/y)(y#>, x#>). 488« fx(2,1)=
=1/2, fy(2,1)=0. 48". fy0,y)=1 « *26. fxy=cos X.

497» fxy=2y cosx(l+y sin x)y“XpA/2 y2 (y-1)X

Xsin 2x(1+y sin x)y_2+y2cos x(1+y sin x)y*"/lin(1+y sin x).
498. £/=0» 022* fx=ya+V(x+y+z)f fy=xz+V(x+y+z), Fz=xy+
sV (x+y+z), fxy=z-1/(x-fy+z)2, fray-1/Cx+y+z)2, fIZ=¢&-
-1/(x+y+z)2 . £00. FXx=x/[K2D2+z2, Ty=y/ /x2+y2+z2 ,

fz=z/1/x2+y2+22 , fxy=-xy/(x2+y2+z22)3/2i

fxz=-xz/(x2+y2+z2)3/2, fyz=-yz/(x2+y2+22)3/2.

501. fNZZX cos(x2+y2+z2), fl:Zy cos(x2+y2+z2),

fz=2z cos(x2+y2+z2), fxy=-4xy sin(x2+y2+z2),

fo:—4xz sin(x2+y2+z2), f]%:—4yz sin(x2+y2+z2).

502. fx= yxy/z /(xs"fy=(In X *2?/2)/z, fz=-y /2 .U x/z2,
fxy= (z+yln x)xy/z/(xz2),fxz=- yxy/z(z+y-In x)/(xz3),

fyz=- x*"~n x(zty In x) /23 (xz/tO). £02. fx=yzxyZ-1,
fy=zyz“1 X7 -In X, £y~ Inx Iny, fxy=(zyz*l xy )/xx
X(1+yzln x), fxz=yzxy In y(l+yzln x)/x, fyz=yz- V x
xIn x[1+z In y(1+yzln x)] . £04. fx=yz(xy)z"1, fy=xz(xy)2-1,
fz=(xy)zIn(xy), fxy=z(xy)zl+xyz(z-1)(xy)z“2, fxz=zy(xy) ™ +
#yzCxy)2°T-In(xy), Fyz =x(xy)z_1+xz(xy)z"1lIn(xy)-

£O0E£. fx=z/x(x/y)zf fy=-z/y(x/y)z, fz=(x/y)zIn(x/y),
fxy=-z2(x/y)z/ (xy) , Fxz;=1/x(x/y)z(1+zIn(x/y)"fyz=-1/y(x/y)
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X(1+z Inx/y)(x/y >0), £06. fx=yzxyln z, f~xz"In gz,

fz=xyz ¥ » "xy=z YN z0+xy 1n z), £22a>x/I (1 exy Inz),
fyz==axy™I(1+xy In z). £0£. fx=1, fy=1/2, fz=1/2 (kohal

(1,2,0)). ~08. fx(1,-1,1)=0, fy(1,1,4)=2sin 2,
fz=(-1/2,0,-1)=-sin 1. 509« ~xxy”* 570. u™j=-6(cosx+cosy)
V 1o M2, uxjz=eX7Z(1*3xyz+x2y2z2). uxy2=

=2(y+x-22) ((x-2)2+(j-zj 2+ (x-2jCy-2))/I(x-2)2+(y-z)2]5 .
519. 1. jarku osatuletised. 520. Kdik osa ja segatuletised
2. jéarguni. 521. e”sint+l//3cost”(cos t+sin t)=dz/dt.
522, (1-(t-4/3 t5)2)7V 2 (1-4t2)=dz/dt.
323.V cos2(t+t4-2 /)" (1 +4t3-1/ |ft)=dz/dt. 524. dz/dx=
=ex (x+1) /(1 +x2e2x). 525. du/dx=1/2 exsin x. 526. du/dx=
=1/(1+x2). 527. du/dt=fx+fy /t+fz. £28. dz/dt=(-2xInyf(x,y)-
-x2In yfx) t/l/1-2+[x2/y f(x,y)+x2In y fy]e8int cos t.
529. zx=3xpsin ycos y(cos y-sin y),
zJ:x" (sin y+cos y)(1-3sin ycos y). 530. zX:O; *);10.
537 . zx = xy(y+1) /7 [(x+y) (1+(x+y+xy)2)]+
+ V(xty)arctan(x+y+xy) (1-xy/ (x+y)), zy = xy(x+1) /
7 L(x+y) (L+(x+y+xy)2)d +1/(x+y) arctan(x+y+xy) (1-xy/(x+y)) .
522. Zx = <, Zy = 1. 52Z. zx =(1-y)(fx+fy ex(1l-y)).,
z, = (—x)(fx+fye<‘~yb. Markus: kui o jaJ f argument on

naitamata, siis fx=fx (x,y)» fy= fy(x,y).
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534. z~f (xyty/x)+xy fx0 -V x2), zy=sx(xtVx)fx . £££e zx-
=Iny(fx-1/x fy), zy=Vy f(x,y-In x)+In yfy. £2£* I'=

=Vy fx, Uy=-x/y2 tx+Vz fy, uz=-y/x2 fy. £22- zx=-y/(x2+y2)>
dz/dx=2/(1+x2). 538. zx=y x7<1, dz/dx=xInlnx(In In x-1).

539. zx=ex/(ex+ey), dz/dx:(ex+3ex3x2)/(ex—ex3). £40. zx

=yxy_ , dz/dx=x"(x)Inx+f (x)x~x~ . £41. 2zx=0, dz/dx=

=cos x(sin x)cosx"1l-(sin x)cosx+<1 In sin x.

§ 2.

542. dz =dx + 3 dy. 543. dz = (4x - 3y)dx +
+(-3x-2y)dy. £44. dz=ydx+xdy. £4£. dz=(ydx-xdy)/y2.
£46. dz=e” +xy~(ydx+xdy) . 547« dz=(xdx+ydy)/|/x2+y2+2.
£48. dz=sin xy(ydx+xdy). 549. dz=(ydx-xdy)/(2y2+x2+xy).
550. dz=yxIny dx+xy~dy. ££2« dz=x/(ycos2(x2/y)) (2dx-
-x/y dy). 552. dz=(yxy-"4+yxlIn y)dx+(xyx‘1+>bd¥1x)dy.
553. Kasutada diferentseerimiseeskirja F*(x)= <_g()f (x,y)dy-
- exX*(O)F(x, o(-Q))+ £24x)F(x, (X)), kus F(x)= 6o
=Iz(§()?f(xly)dy, dz=(sin(x+y))/(x+y) (dx+dy).

554_ dz=cos(x MW/xy (ydx+xdy). £££. -yx~+sin™x dx+
OAE;:gEHX§-dy. 556« dz=2xze2x2y22(2yzdx+xzdy+2xydz).

557. dw=—sin(xzyz)(2xyzdx+x22dy+xpydz).
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5£8. dw= [(x2+y2)dz-2z(xdx+ydy)]/(x2+y2)2 . 559. dw=V
/cos2(x-y+z) (dx-dy+dz). 56Q wx+w +wz=ex+yz(l+y+z).

n61, wx+wy+wz=2xyzex27222(yz+xz+xy). N2, Wx_2wy+3wz=
=sin(xy2z) (-y2z+4xyz+3xy2), wx-2wz=-sin(xy2z)(y2z-2xy2).
563» wx-wy=0. 564. dz=/2t [t3arctan(t3+t3)+(t®+t6)/

/(1 +H(fc3+t3)2J]+3t2 [(t2+ )arctan(t3+t3)+(t3(t2+1)2)/
/(1+(t5+t5)2)]|dt. 565. dz=-V~/cos2t (2t/cos t+
+t2/cos2t sin t)dt. 566. dz= (-1/2t ~ 2-6/fc4+3)dt/

/ cos2(3t-/t+3/t2). 567. dz=1/[1+(1 +xInx)2] (Inx+l)dx.
568. dz=2dy/(4+y2). 569. dz=(sin(uv)/v-usin(iyv)+ucos(uv) +
veos (U)W /v Sin(uAV)-u/v. sin(uv)+u’ 7y cos(uv)+
+ucos (U/V))dv. 570. dz=2u [(u2-v2)(u2+v2)u “¥ ~1+(u2-v2)u +v
xln(u2—v2)+(u2+v2)u2_)ﬂln(42+v2)+(u2+v2)(u2—v2)u2+v2‘1J du+
+2v[(u2 v2)(u2+v2)u “v +(u2-v2)u +v In(u2+v2)-

-(u2+tv2)u™"v In(u2+v2)-(u2+v2)(u2-v2)u2+v2<1]dv.

571. dz= [u(8h2v+ch2v)du+2u2shvchvdv]/ (a2 (sh2x+ch2x)) .

572. zu+zv=2 u/v2 In(3u-2v)(1-u/v)+u2/(v2(3u-2v)).

573. zut+zv=(u-v)/(u2+v2). 577. dz=(1»fx 2xy)dx+x2fxdy.
378. dz=(1+1//2xy) (ydx+xdy). 579. dz=(y2+1)fxdx+
+[F(xy+x/y)+xy("1-Vy 2)fx]dy. 5. dz=(1 +yexyfuxfv )dix'm
+(xex7fu-2yfv)dy. 58 . dz=-(cosxfu+2xy2fy)dx+(1-2x2yfv)dy.
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582. dz=(2y+3x2fy)dx+(2x-sinyfa-fv)dy. 58%. dz=[y/2"/xyX
XClL+fArEJdx+~1/~AX~r+f~r+Syfrdy . £88. dz=-2/y dx-
-2x/y2 dy, d2z=-4/y2 dxdy+"x/y5 dy2. £82. dz=(1+y)dx+xdy,
d2z=2dxdy. 590. dz=sin2ydx+xsin(2y)dy,d2z=2sin(2y)dxdy+
+2xcos(2y)dy2. 591. dz=cos3y dx-3xcos2y sin ydy,

d2=-6cos §sinydxdy+3xcosy(25in §—cos g)dy 2 592. dz=

zex FA(dx+2y dy), d2z=ex+y (dx2+4y dx dy+(2+4y2)dy2).

593. dz:(y+zz)dx+(x+z)dy+(y+22)dz, d u=2dx dy+422dx dz+
+2dy dz+2xdz2. 594. du=cos(5x-3y+9z)(5dx-3dy+9dz),
d2u=-sin(5x-3M9z)(25dx2+9dy2+81d z2-30dxdy+90dxd z-54dyd z).
595. du=-sin(2x+3y-5z+7)(2dx+3dy-5dz), d2u=-cos(2x+3y-5z+7)X
x(4dx2+9dy2+25dz2+12dxdy-20dxdz-30dydz) . £26. df(1,1,1)=
=dx-dy, d2f(1,1,1) =-2(dx-dy) (dy+dz). 597. d3z=6(dx3-3dx2dy+
my\dxdy2” N . 598. d3z=-8(xdx+ydy)3cos(x2+y2)-12(xdx+ydy)x
X(dx2+dy2)sin(x2+y2) . 599. d3u=12dxdydz. 600. d4u=2(dx4/x3T
m fdyVy~+dzVz3) . 601. dT=z=-91(dx+dy)yll/ (x+y)X<. 602. d8z=
=-(dx"-15dx2dy4+15dx4dy2-dy6)sy chx-2dxdy(3dx4-10dx2dy2+
+3dy4) sin ysh x. 603. d*u=0. 604. d8u=(1-t-2x-3y+4z)IX
X(2dx-3dy+4dz)8 . 605. d*8u=-cos(2x+3y-5z)(2dx+3dy-5dz)18.
606. d'l6u=sin(5x-3y+9z+8) (5dx-3dy+9dz)16. 607. d1”u=
=sin(x-4y-6z+7)(dx-4dy-6dz)~# 608. dy2u=ax+2%3z+4 In”ax
X(dx+2dy-3z)/2. 609. dnz=exp(2x+3y+4)(2dx+3dy)n. 610. dnz=
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zexp(x-y+2z) (dx-dy+2dz)n . 611.. dw=F*(ydx+xdy), d~y~f "dx2+
+2(F7oxy+f* )dxdy+x2f" dy2. 612. dw=(1+f e)dx+f»dy, d ~
=fM(dx+dy)2 . 613. dw=F" (xdx+ydy)/[AR+y2, d*sT " (xdx+ydy)2/
/(x2+y2)+f"  (ydx-xdy)2/(x2+y2)3i/2. 614. dw=Ff* (yzdx+zxdy+
+xydz), d2w=f" (yzdx+zxdy+xydz)2+2f ~ (zdxdy+ydxdz+xdydz).
615. dw=2Ff ~ (xdx+ydy+zdz), d2w=4f" (xdx+ydy+zdz)2+2f
X(dx2+dy2+dz2). 616. dw=2fu dx+3fydy, d2w=4fuudx2+
+12uydxdy+9fyydy2, kus f=f(u,v). 61£. dw=Fu(dx-dy)+
+fy (dx+dy), d2w=Ffuu(dx-dy)2+2fuv(dx2-dy2)+fvv (dx*dy)2.
618. dw=(y+fu)dx+(x+fu)dy+fydz, d2w=Ffuu(dx2+2dxdy+dy2)+
#2fuv(dx+dy)dz+fvv dz2+dxdy. 619» dw=FLy (dx+dy+dz) +
+2fv (xdx+ydy+zdz), d2w=fuu (dx+dy+dz)2+4f(dx+dy+dz)
(xdx+ydy+zdz)+4fyv(xdx+ydy+zdz)2+2fy (dx +dy +dz ).
620. dw=fu(dx/y-x/y2 dy)+fv(dy/z-y/z2 dz)+dx/z-x/z2 dz,
d2w=Ffuu (Odx+xdy)2/y4+2fuv [(ydx+xdy)(zdy-ydz)] /(y2z2)+
(zdy-ydz)2/ z4-2fu (ydx-xdy)dy/y3-2fv(zdy-ydz)dz/z3+
42dz2/23-1/22 dxdz. 621. dw=2fu (xdx+ydy)+2fy (ydx+xdy) +
+2f€ (xdx-ydy), <1"=4I" v (xdx+ydy)2+fyv (ydx+xdy)2+
+4fRE (xdx-ydy)2+8Ffuy (xdx+ydy) (ydx+xdy)+8fut (x2dx2-y2dy2)+
+ 8fvt (xdx-ydy) (ydx+xdy) + 2fug(dx2+dy2) + 4fy dx dy +
+2ft (dx2-dy2), kus f=f(u,v,t). 622. &=2. 623. 0c=3.

624. ot=0. 62£. O0t=0. 626. J1=3. 62£. J1I=5» 628. <X=2. 62". 0t=0.
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630« cx=-i. 621. oc=o.

83.
622. ex sinyay txy+ 1/2 x2y- 1/648 + oc".

633. 1+y+y2/2-x2/2+y3/6-x2y/2+ 0. 634. F(X,y)=x+y-
-1/2(x+y)2+1/3(x+y)3+a 3. 625. y+xy-f1/2(-y2)+9/3y3-1/2xy2+
+1/2x2y+0Cj. 626. X-xy2+ cox’. 6M2* M3““03 « 628. x2+y2+ ((j.
639. 1+ e Ov-12 Ox<x [ Oy 3 OF - Ay™+ X.

640. 1+(O><- OAy)H/2( e Oyp+1/3( Ox-Ay)3+oc™

641. [Op< Oy/-1/2( [he+ A2)+1/3( A+ Ajr)+ O

642. - JtA >0 x<Oy+t3/6 k8- sxO<y2+ 643. sinxy "
~ >y 644. ao»asNl 645, cosx/cosy 11-172(<2y2) .

646. ~ AT/H20<-y)-U/A(><2y2). 647. 0,3e. 648. 7,5.

649. 0,13*. 650. O 651. (e«e“1)0,2. 652. 2,005. 6%$3. 8,21.
654. 2,045. 625- 5,002. ©6. 0,005. 6££. 1,08. 6£8. 0,94.
659. 0,888. 660. 0,7539. 661. 4,24. 662. 257,408.

663. 1,0542. Vaadelda funktsiooni f(x)y,2)=0c2/ ("y 7).
664. 0,00875. 665. z-1=2(x-2)+2(y+l), n=(2,2f-1).

666. za :1/4-1/2(><-y), n=(-1,1,-2). 667. 2x+4y-z-5=0,
n=(2,4,-1). 668. Ei ole, sest z pole diferentseeruv selles

punktis. 669. Puutujatasand eksisteerib. Kasutada teoreemi

1,1k. 108, ja seost x/"x"+y”"=0(\fy)e 670. Eksisteerib.

671. Ei eksisteeri. 672. z-5 = 4(x-2) -2(y-1).
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673. z = - X2 ¢ /2 - 9\/5/2.-6Z4. Q0=CV6,1/3,5/36).

625* V. (O»=*=>
111 peatikk
§ 1.

680. X = [2kS/1, k=1,2,...}. 681. X=:{2kJdr, k=TI ,?2,...}.
682. X=(-00,00). 683. X=[(2k+1)J, k=0,+1,+2,...}.
684. 1) Lopmata palju 2) Kaka, 3) Uks, 4) Kaks. 685. y=x+
+Insin x. 686. y=3x, y=-X. 687. yihcaraooa x.
688. y=*x/j”™W?. 689. y=In 3/In 6-x. 690. Jaa, jaa. 691. Jaa.
jaa. 672. Ei, ei. 693. Jaa, ei. 694. Jaa, jaa. 695. Ei, ei.
696. y =(ey+y/x)/(xe7+liix). 697. y =(x+y)/(x-y). 628. y*=
=y/x (y2-2x21ny)/(x2-2y21Inx). 622» y"=siny/
/ (xcosy+siny-2sin2y). 700. y"=(ex“9y-1)/(ex_y+1), y"=
=ex“§(ex“§+1 Y3 . 221* Y=CxxtW)/(<=Y), V' 202 W2 )/(<-V)5 -
702. y =x*2y2a(x)/a(y), y 2y2[ya(x)-2(x-y)a(x)a(y)-xa2(y)Ix
Xx~a~Cy), kus a(t)=1-Int. 703» y =V(1-sinl -cosy),
y"=> sinl siny /(1-sinl* cosy)3. 704. y AP0)=2. 705. ¥'(P0)=
=0.226. y" AP0)=V3. 222» F(x)=-"x3/(2-x) , g(x)=]/xV(2-x),
f«(1)=-2, gt("0=2. 708. f(0)=-1, g X0)=1. 222- fU) =
=X/ (1<), g(x)=-F(x), df(0)=-dx, dg(0)=dx. 7K. z-
=In sin(x2+y2+1)+y-x. 711. z=y+2x, z=y-2X.
212. z=In(x2ey+1)/(In5+")»217* z=-y- K2<INOGY2X), z=-y+
WATIO2*) . 21t Ei. 21£« Ei. 216. Jaa, ei. 222» $:3"1
zy=-y/(x+z). 778.zxa-sinx cosy exp(-z), Zy=-cosx sinyx
xexp(-z). 212* zx=(z5-yz(x+z))/ (22 (x+2) In(x+z)+z3 +xy+xy(x+z),
z =xz(x+2)/§z2 (x+2) In(x+2)+z3 +xy+xy(x+z)]. 720. zx— cos 2(xy)x
Xp»z2 ,zy=-xc0s“2 (xy) |/1-2 . 221. dz=-(sin2xdx+sin2ydy)/
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/sin2x. 722. dz=-dx-dy. 723. dz=(xdx+ydy)/(1-z). 724. dz=

=1/3(dx+2dy), zx+zy=1, zx-zy=-1/3. £2S. dz=2/0-2z)X
X(xdx+ydy), zx+zy=2(x+y)/(1-2z), zx-zy=2(x-y)/0-2z).

28* zxx=-(z2+x2)/z3 , zxy=-xy/z3, zyy=-(z2+y2)/z3 .

727. zxx=((1-2)2+x2)/("1-2)5 , 2a/<y/(1-1)3 , zyy=((1-2)2+y2)/
/(1-2)3. £28. zxx=-y2z/(x2-y2)2, zxy=xyz/(x2-y2)2,
zyy=-x2z/(x2-y2)2 . 729. 2”~=0, zxy=0,zyy=8H-(z-x)/cos(z-x"X
x]cos(z-x)/(sin(2z-2x)+z-fx)j2 . 730. d2z=-2/5 dx2-2/5 dxdy-

- 394/125 dy2. 221* d2z=-dx2+2dxdy. 212. zxxx=ex“Z-3e2(x_z)+

+2e3(X“2) « zyyy:ey—z—3e2(y—z)+2e3(y—23, Zxxyzzxyxzzyxx:

=z =z"N=-eyt+x“2z+2ex+2y-5z#
Xyy yxXy YyyX

733. Xty+z=3* x=y=z. 734. 6x+3y+2z=18, x=2y-3=3z-8.

4_ey+x-2z+2ey+2x-3x z

735. Bxty+¥r"s, (x+1)/5=y-1=(z-2)/11. 736. x+y+3z=9,

x-1=y-2=(z-2)/3. 277* x+2y=4, fx-2=y-1
|_z=0 .

§ 2.
743. y=-Inlxl, z=|x]|ex. 744. y=In2x-In(1-ex),

z=x(ex+1)/(1l-ex). 745. y=xarccot x3, z=x arctan x3.
746. u=sin2(x+yj, v=cos2(x+y). 747. u=cos2(x/2-y),
v=sin2(x/2-y). 748. u=In(x*y), v=In(xzy). 749 .Y*=-2, z*=4.
2£0. y =0, z*=-1. YE=-A:/8, z*=jr/8. 2£2. vx=3/5,
vy=V5, ~=1/5, y-3/5. 21- ~=1/8, iy=1/8, vx=-V8,
vy= -1/8. 2£4. Sc=uy="* vx=1/2, vy=0. 2SS. Y<7/15,
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Y' =-38/45, z»=4/3, 7" =-4/9. 756. y"=-1, ' =-4/5, z =0,

z" =4/5. 277* ¥,=0» Ma=3/4, z"=-1, z" =-3/4. 218. dv=dx,
du=-dx+2dy, d2v=-dx2+2dxdy+2dy2, d2u=dx2+4dxdy-2dy2 .

759. du=dx+(d-sinl)dy, dv=sinldy, d2a=-d2v=2(sinl-cosl )dxdy+
+Csin2-2cosl)dy2. 760. y=sinx/ /1-cosx, zsficdix,
yx=(zcosx—ysinx)/(zz—yp), zx:(—zsinx+yc03x)/(zp—yp).

761. du=-((uy+v)dy+udx)/(y2+x), dv=-((yv-xu)dy+uydx)/(y2+x).

83.
762. dz="1/2(xdx+ydy). 763. dz=(xdx-ydy)/z. 764. dz=

=3/2 [(x2-y)dx+xdy]. 765. dz=/z>xdx-ydy) 766. dz=8/(x2+y2)
(-ydx+xdy). 767» dz=xdx+ydy. 768. dz=2(xdx+ydy). 769. dz=

=e”U £(vcosv-usinv)dx+(ucosv+vsinv)dy]. 770. dz=2(xdx+ydy).

221« Sc=5/2» V. “1/2e dz=dy* 2Z7* 2AGXYZB* zyy=

=-16x2z~3F zyxx=-64yz"5(y2+2x2), zyxy=64x5z“3(x2+2y2).

T74. zyy=l6xy/(x2+y2)2, zyx=8(y2-x2)/(x2+y2)2, 2yxy=

Ney (3x2-y2)/(x2+y2)3, zyxx=-10x(3y2-x2)/(x2+y2)3.

277* xyy=27V =V y =zy*x="- 277- Sx-"-"W*3-

777. d2z=2/(x2-f2) (xydx2+(x2-y2)dxdy+x2dy2). 778. dz=0,

022=0/2(dx2-dy2). 222» 2=x+2, =2, 280*-Gxt2%42=-8,
y=0.

=-3y+3=-6z+48. 781. 3x+3y-z=10, x-2=y-2=6-3z.
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84.

782. yEt+y=0. 287° ytt+2yt+y=0* ytt+y=0e
Z8E. yrMEAEENAEN30* 286. yEt+y=0. 287 yttt-5ytt>2yt By=
=0. K- ytt+y=0* 222 T t-y t+y=0. 222« 12-J"it+2t4 =2""
791. y™-t=0. 222. y™Mt-1=0. 227« yft"O*ZZZ* XA,
795. XJW="- 28. xJM+x(x")5=0. 222* > . XN+ (qR0.
798. . 222* uft-(u+3)uf+2u=0. 800. uft=0. 801. uft+
+8u(u£)3=0. 802. tSuf"t+(3t4+1l)affcru£=0. 80£. ujlt=ch"5t.
804. uf-u=0. 805. uft-u Zu. 806. w=r2/¥Ym2+r2. 807. w=r*/r.
808. w=(r2+r,2)3//2/| r2+zr,2-rz"|. 809. u"-2xu" +(x2-1)u=0.
810. u"-2xu"+(x2-2)u=0. 811l. u"3inx+u,2cosx(l-sinx)+
+u(sin2x(1-sinx)-f2cos2x)=0. 812. vs+0j.=essht. 813. u3=ut*
814. usfc=0. 815. Ugf=0. 816. 07"=0. 817. >ALytQ 818. 1/=
2b/(B2+2X .  819. w=u”, 820. wwvrcosr-u”® sin2vp.
821. wsr2”~ . 822. w=u~f . 82£. B8 . 824. us=ul;.
825. ust=0. 826. ust=0. 827. ust=1/2s *ufc. 828. ~=1/2.
829. Ut=iv"t4u2+s)/(u2-s). 8£0e *s3=0- 821» WSS=V2.
832. wg=0. 833. wx=0. 834. wt=0. 835. wst==. 836. 1"=0.
837. un+1/r iM1/r2 uff=0. 8"8. y2u=(ur)2+(ue)2/r2+
¢(uf )2/(r2 sin20 ). 839. Vu=urr+2ul/r+u® /r™+u” /

/(r2sin20 )+ue ctg0/r.

-212-



85.
840. (O,0),(-5/3,0),(-1#.2),(-1,-2). 841. (1/2.-1).

842. (0,0). 843. (-2/3,-2/3), >«-1, y=*1. 844. (JWA, n/6).
845» (-2,0),(16/7,0) (kumbki punkt on kriitiline f(x,y) uhe
haru jaoks). 846. min z=z(0,1)=0. 847. Ekstreemum puudub.
848. min z=z(1,0)=-2. 849. max z=z(0,0)=1. 850. max z=
=z(0,0)=10. &"l. min z=z(1fl)=-1. 852. Ekstreemum puudub.
853. max z=e’*3=z(A,3)» min z=-26exp(-1/52)=z(-1/26,-3/26).
854_ min z=z(1,-2)=0. 855« min z=zC1//28; 1/"2e)--
=z(-1/"2e,-1//2i)=-1/2ef max z=z(1//2e,-1//2e)=z(-1/ 2e,
=z(-1/ 2e,1/ 2e)=V2e. 856. max z=6, min z=-2, kui x=1,y=-1.
857. min r={G4+\r)/6=r(-L +6¥3),23), max z=(4-"/6)/6=
=z((f6-1)/3,2/3). 8£8. min z=z(2 J1/3,2 A/3)=-31/3/8, max z=
=z( N/3* JV¥3)=3"3/8. 859. min u=-14=u(-1,-2,3)» 860. min u=
=4=u(1/2,1,1). 861. max u=1=u(1,1,1), mitterange ekstreemum,
kui y=0, x"0, z=0, x+2y+3z/7» 862. min u=u(0,0,0)=0. Uurida

vahe u(P)-u(PQ) mérki. 863. max z=z(-1,0)=z(1,0)=3,
min z=z(0,-1)=z(0,1)=1. 864. max z=z(1,2)=17, min z=

=z(1,0)=-3* 865. min z=z(0,0)=0, max z=z(0,+1)=3/e.
866. max z=z( jt/3, Nr/3)32F3» min z=z(0,0)=0. 867. uax z=
=2(0,-3)=2(-3,0)=6, min z=z(-1,-1)=-1. 868. max z=

=2(-2,4)=2(2,4)=32, min z=z(0,0)=0. 862« max z=z(2,0)=
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=2, min z=0 kdikides D punktides, Kkus x=yp vOi X=1e

870« max u=u(/2/2, /2/2,1)=/2+1, min u=u(-]"2,-112/2,1)=
=1-/5". 8£l. 10,10,l0. 822. 3,3,3,3* 825« Kuup kuljega
d=2|/3/3*R* 874. Kuup. 873» Risttahuka kdrgus vordub 1/3
koonuse kdrgusest. 876. 7 1/88. 877. Vordhaame. 878. Vord-
kilgne kolmnurk. 879» Vordkilgne kolmnurk. 880. Vordkilgne
kolmnurk. 881 . Risttahuka m&dtmed on 2a//3, 2b//3', 2c//J,
kus a,b,c on ellipsi pooltelgede pikkused. 882. Kolmnurga

kuljed on p/2, 3p/4, 3p/4.
§ 6.
884» rel min z=z(2”~ 6g)=16"y. 883» rel max z=z(0,0)=1.

886. rel max z=z(-1,1)=2, rel min z=z(1,1)=-2.
887. rel min z=z(0,+ )=0. 888. rel max z=z(1/2,1/2)=el/7*.
889» rel min z=z(1,1)=2. 890» rel max z=z(2,2)=z(-2,-2)=4,
rel min z=2(-2,2)=z(2,-2)=-4. 891» rel min z=z(0,0)=0.
892» rel min z=z(-2,-2)=-1, rel max z=z(2,2)=1. 893» Stat-
sionaarsed punktid x=-1/2 arctan 2+Jm/2, y=><uV4,n0,%+1F.,.
rel min z=z(0,1)=0. 895» rel max z=z( =W/3 ?Y6)= /6,
vahim vaartus O0» 896» rel max z=z(4/5,3/5)=11, rel min z=
=z(-4/5,-3/5)=1» 822» rel min z=z(-3/ f"t-2/p3)=-\p3 /6,
rel mecf z=z(3//1T, 2//73)=/"3/6» 898» rel max z=z(18/13,

"12/13)=36/13. 822- rel min u=u(12,12,12)=36. 200. rel min u=
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=u(-1,2,-2)=-9, rel max u=u(l1,-2,2)=9. 9Q1. rel max u=
=u(+4,0,0)=4, rel min u=u(0,0,+2)=2. 902. rel max u=
=u(2,4,fe)=32-65. 221. rel max u=u(5/3,5/3,5/3)=125/27

904. Ekstreemumid puuduvad. 905. rel max u=u(n/3,JT/3,s7¥3=
=1/8. 906. Relatiivne maksimum, kui 2 muutujat vdrduvad 4/3
ja kolmas 773, rel max u=112/27. Relatiivne miinimum, Kkui
kaks muutujat vOrduvad 2 ja kolmas vordub 1, rel min u=4.
907. rel max wm=(12+33/2)/7, rel min u=(12-31/2)/7. 908. & Ha-
rilikile ekstreemumile taandades rel max, kui x=-1 ja
vsin y=-2, rel max z=2, rel min, kui x=1 ja ysin y=2,

rel min z=-2. b) Smithi meetodil lisaks eelnevale relatiiv-

sed maksimumid, Kkui

ja (4k+1) JT/2<y c(2k+1l)  voOi -(2k+1)m==x-y<-(4k+1) J*/2,
ning relatiivne maksimum kohal(0,0). Relatiivsed »miinimumid,

kui f tan y=-y
wx(x2+1)=ysin vy
ja J1/2 Qyl*cjt vdi (4k-1) jt/2 <y &<Aar vdi AT < yC

<r-(4-1) n/2. Markus: lgas ymuutumispiirkonna eespoolmar-
gitud vahemikus on parajasti (ks tinglik ekstreemum.

909. (21/13,2,63/26). 910. (4/ 5,3/"5) ja (-4/"5),-3//5)-
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221« Kuup. 972. Kuup. 915. Tetraeeder. 974. Minimaalne

pindala on 2%ah kus a,b on ellipsi pooltelgede pikkused.



25 kop.
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