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EESSONA

Kiesolev tdendosusteooria lithikursus on moeldud eeskitt matemaatikadpeta-
jatele, kes asuvad Eesti koolides tdendosustecoriat ja matemaatilist statistikat
Opetama. Kuigi toendosusteooriat on kdsitletud ka uues algupdrases kesk-
koolidpikus, on kaesolev lihikursus pohjalikum. Selle eesmargiks on naidata
Opetajatele pisut ka jaamade veealust osa, tutvustada (voi tipsemini — meenutada)
koolidpetajatele tdbendosusteooria pohitddesid nende loogilises jirjestuses ja seotuses.

Oma napi mahu ja kokkusurutud esituse tottu ei ole selles raamatus aine teh-
tud Oppuritele suuparaseks pénevate seikadega toendosusteooria ajaloost ega ka
huvitavate rakenduslike ndidetega. Autor ei ole asjatundja koolimetoodika alal
ning seetdttu pole esituses taotletudki kooliparasust. Puuduvad ka harjutusiiles-
anded — nende poolest on rikkad teised seni dpilaste jaoks ilmunud 6pikud ja
kasiraamatud.

Siiski ei ole raamatule kavas lisada silti "Alla 18 aasta keelatud” Raamatu
mdistmiseks piisab tdielikult koolimatemaatikast ja autor loodab leida lugejaid ka
nende poiste ja tiidrukute hulgast, kes oskavad niha abstraktsete arutelude ilu.
Potentsiaalseteks lugejateks voiksid olla ka need mitmesuguste erialade dppijad
(kutse- ja korgkoolides), kelle 6ppekavasse mahub vaid vdga liihike tGendosus-
teooria ja statistika kursus.

Hoolimata raamatu lithidusest on materjal esitatud kahes kontsentris. Esimese
osa moodustab diskreetne toendosusteooria, mis olulises osas tugineb esimeses
peatiikis kasitletavale 15plikule elementaarsiindmuste ruumile. Kasutades jaotuse
esitusena toenaosusfunktsiooni defineeritakse diskreetsed juhuslikud suurused ja
nende funktsioonid. Téestatakse ka Tsebd3evi vorratus.

Teises peatiikis vaadeldakse korduvate katsete skeemi ja jéutakse suurte
arvude seaduse tdestuseni ja statistilise tdendosuse moisteni. See moodustabki
esituse kulminatsiooni - siit jareldub siindmuse téendosuse ja esinemissageduse
vastastikune seos, mis tthendab teoreetilisi mudeleid praktilise kogemusega. Selle
kursuseosa 10pus tuuakse sisse empiiriline jaotus (kasutades selleks statistilist
toendosust) ning jéutakse uue vaatenurga alt heita pilk noorematest klassidest
tuttavatele kirjeldava statistika moistetele.

Kursuse leise kontsentri moodustab kolmandas peatiikis kdsitletav pidev
toendosusruum. Siin esitatakse kursuse esimese osa teatav iildistus, kus enam ei
piirduta ldpliku ega loenduva elementaarsiindmuste ruumiga ja kasitletakse ka
pidevat juhuslikku suurust. Esimeseks nditeks siin on geomeetriline tdeniosus ja
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sellega seotud tihtlane jaotus, mille puhul siilib veel nn vordtdéenaosuse printsiip.
Edasi joutakse normaaljaotuse defineerimiseni ja selle omaduste kisitlemiseru,
mis on moddapadsematuks eelduseks matemaatjlise statistika kursuse jaoks. See
kursuse osa on suhteliselt liihike, sest selle kiisitlemine elementaarsete vahen-
ditega on iisnagi problemaatiline. Koige raskemaks pahkliks kursuse selles osas
on tdendosusteooria pohimaoistete — sindmuse, tdendosuse ja juhusliku suuruse
korrektne kisitlemine, sest lugejate eeldatav ettevalmistuse tase ei voimalda
raamatus kasutada selliseid madisteid nagu c-algebra, m66t, moédtuvad hulgad ja
funktsioonid jne, mille abil tdendosusteooria pohimdisted on elegantselt ja kaas-
aegselt esitatavad.

Kéesoleva dppevahendi kirjutamisel on lugejatena eeldatud asjahuvilisi 6peta-
jaid ja Opilasi. Seetottu on piiitud siilitada esituse loogilisus (vt téestused ning
arutelud, mis on markeeritud vastavalt lopusiimboliga 4 ja <) ja vilditud
pettemangu téestustega, millesse on salamahti peidetud olulised lingad. Méned
ettehaaravad moéttekdigud on esitatud peenkirjas, need voib kiirustav lugeja
vahele jitta.

Autoril jadb vaid tile loota, et voimalikult paljudel lugejatest tekib huvi vétta
edaspidi kasile moni tdsisem raamat samast valdkonnast.

Kasutan juhust, et avaldada tinu headele kolleegidele professor Kalev Pérnale
ja dotsent Anne-Mai Parringule, samuti dpetajatele Mart Molsile, Ain Riébisele ja
Kadri Hiobile kasikirja libivaatamise ja hulga kasulike nduannete eest. Tanan ka
dotsent Imbi Traati ja opilasi Meelis Kédarikut ning Peeter Unti, kes eeltétga tut-
vusid ja hdid ettepanekuid tegid.

Mirt Molsile, Baldur Kubole ja Meelis Kaarikule suur aitih tehniliste
napunaidete ning jooniste kujundamise eest! Elvi Ehasalule palju tinu abi eest.
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1. SUNDMUS JA TOENAOSUS

1.1. Katse ja katsetvlemused. Elementaarsindmuste ruum

Téendosusteoorias on iiheks pohimoisteks (juhiuslik) katse, mille all maistetakse
teatavat juhuslikku valikut etteantud katsetulemuste hulgas. Eeldatakse, et katse
on suvaline arv kordi korratav. Kaesolevas peatiikis me eeldame, et

1° katsel on n voimalikku tulemust (/7 on loplik arv),

20 katse teostamisel esineb alati tapselt iiks (iiks ja ainult Giks) katsetulemus,

3% katsetulemused on vordvoimalikud.

Viimane tingimus sisaldab eneses katsetulemuste teatavat siimmeetrilisuse véi
samavaarsuse nouet, mis on tavaliselt intuitiivselt hasti arusaadav.

DEFINITSIOON 1.1, Tingimusi 19-3° rahuldavaid katsetulemusi nimetatakse elenen-
taarsiindmusteks ja koigi antud katsega madratud elementaarsiindmuste hulka
elementaarsiindniuste ruuimiks.

Elementaarsiindmusi tihistame edaspidi siimboliga ® lisades vajaduse korral
juurde indeksi, nditeks ®, Elementaarsiindmuste ruumi tihiseks on Q Seega
kehtib kiesolevas paragrahvis kokkulepe

Q={w,... 0} (1.1}

Ndide 1.1. Olgu katseks kaardi tombamine 52-kaardisest kaardipakist, kusjuures
iga erineva kaardi saamine moodustab (ihe elementaarsiindmuse,
n=>52.

Niide 1.2. Olgu katseks taringuvise ja iga erinev visketulemus moodustab elemen-
taarsiindmuse, 11 = 6.

Niide 1.3. Olgu katseks juhusliku &pilase valjavalimine klassist, kus on 25 gpilast.
Siis vastab igale opilasele iiks elementaarsiindmus, i1 =25. Oluline on
siin, et valikumehhanism tagaks elementaarsiindmuste vordvéima-
likkuse. Uks vdimalus sellise valikumehhanismi loomiseks on niiteks
juhuslike arvide generaatori kasutamine, millest tuleb juttu kursuse 16pu-
osas (vt punkt 12.6). Teine voimalus on valmistada 25 ithesugust sedelit
opilaste nimedega ja valida juhuslikult iiks sedel.

Niide 14. Olgu katseks kahe iihesuguse miindi viskamine. Tahistame vapipoole
pealelangemise tahega V, kirjapoole pealelangemise tihega K. Kahe
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Nide 1.5.

miindi visketulemusteks on kas (K, K) (molemad kirjad), (K, V) (iiks
vapp, teine kiri — kuna miindid on ithesugused, ei tee me vahet, kummal
on peal kiri, kummal vapp) voi (V, V) {(mélemad vapid). Kuid need tule-
mused ei moodusta elementaarsindmuste ruumi filalesitatud tdhen-
duses, sest el ole vordtdendosed — siindmuse (K, V) esinemiseks on kaks
korda rohkem voimalusi kui {ilejadnud siindmuste esinemiseks. Elemen-
taarsiindmuste ruumi-saame, kui eristame miinte ja lisame elemen-
taarstindmuse (V, K).

Peresse oodati last. Tulemused "siinnib poiss” ja "stnnib tiitar” ei moo-
dusta elementaarsiindmuste ruumi (isegi mitte siis, kui jataksime tihele
panemata selle, et rahvastikustatistika andmeil on saja vastsiindinu hul-
gas keskmiselt 51 - 52 poissi), sest on ka kolmas véimalus - stinnivad
molemad.

1.2. Sindmus ja tema klassikaline toendéiosus

Toendosusteoorias on viga oluliseks pohiméisteks siindmus. Kaugeltki mitte koik
igapdevaelus slindmusteks nimetatavad juhtumid ei ole siindmused tdenaosus-
teooria méttes, ja nende jaoks ei saa siis ka fdendosusi arvutada. Siindmuse
defineerimiseks on tarvis, et oleks eelnevalt maidratud katse ja kirjeldatud selle
tulemused - elementaarsiindmused.

DEFIMITSIOON 1.2. Olgu maaratud katse, mille tule-
muste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi Q. Ruumi € iga alamhulka
A= {m}!, ...,mik} nimetatakse siindmuseks.

Joonisel 1.1 tdhistab iga elementaarsiindmust
punkt. S

Stundmust madarava alamhulga mirkimiseks ¢-

kasutatakse kahekordseid indekseid selle- Joomis 1.1,

paraSt' et me ei tea, milliste lndekSItega ele- Sundmus A elementaarsundmuste

mentaarsiindmused hulka A kuuluvad, kill raamis
aga teame enamasti nende arvu k, mida naitab
ka viimane indeks i, .

Oeldakse, et siindmus A tonnub, kui katse tulemuseks on (iks selles siindmuses
sisalduvatest elementaarsiindmustest, vt joonis 1.2. Siin markeerib katse tule-
musena esinenud elementaarsiindmust suurem punkt. Slindmuses sisalduvaid
elementaarsiindmusi nimetetakse temale soodsateks elementaarsiindmusteks.
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Jeonis 1.2,
Stindmuse A toimumise mehhanism. Vasakul siindmus A toimub, paremal ei toimu.

DEFINITSIOON 1.3. Stiindmuse A fdendosuseks P(A) nimetatakse temas sisalduvate (ehk
tema jaoks soodsate) elementaarsiindmuste arvu k ja kdigi elementaarsiindmuste
arvu n suhet

P(A) = % . {12)
TOENAOSUSE 1. OMADUS. Toendosuse vadrtus on alati 0 ja 1 vahel.
0<P(A) <1, (1.3)

Téepoolest, see tdendosuse omadus jareldub vahetult valemist (1.2).

Seega on sundmuse tdendosus alati mittenegatiivne ja ei saa kunagi iilelada arvu 1.
&

Nide 1.6. Vaatleme katset — kaardi tdmbamine 52-kaardisest pakist (vt naide 1.1) ja
selle abil maaratud elementaarsiindmuste ruumi, ning maairatleme
sindmuse A — kaardi tdmbamisel saadi piltkaart. See siindmus sisaldab
12 elementaarsiindmust (3 piltkaarti igast mastist) ja tema tdenédosus on

PA) = % =0,231.

Ndide 1.7. Vaatleme ndites 1.2 kirjeldatud katset {tiringuviset) ja siindmust A -
taringuviske tulemusena saadakse paaritu arv silmi. Selle siindmuse

tdendosus on P(A) =§ =0,5.

Ngide 1.8. Olgu katseks opilase juhuslik valik klassist, kus 6pib 25 épilast, neist 11
on poisid (vt ndide 1.3), ja slindmuseks A poisi saamine. Siis on siind-

muse A tdenidosus P(A) = % =0,44 .
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1.3. Kindel, voimatu jo juhuslik sindmus

Olgu maaratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
raumi 2. Kombineerides elementaarsiindmusi erinevatel viisidel, saab neist
kokku moodustada 2"-1 stindmust. Lisades juurde veel tiithja hulga &, saame
kokku 27 siindmust. Siindmuste hulgas on erjjuhtudena ka kéik elementaarsiind-
mused ®,. Ka Q ise on iiks siindmus — see on stindmus, mis sisaldab kéiki ele-
mentaarsiindmusi ja toimub katse tulemusena alafi.

DEFINITSIOON 1.4. Siindmust, mis sisaldab koiki -
elementaarsiindmusi, nimetatakse kindlaks )
siindmuseks.

Kindla siindmuse tihistamiseks kasutatakse
tavaliselt simbolit £, mis tihistab ka kogu

ruumi. ... L2,

Ka tiihjale elementaarsiindmuste hulgale on

antud erinimetus. Q -

DEFINITSIOON 1.5. Siindmust, mis ei sisalda ihtki o doonis13
elementaarsiindmust, nimetatakse vdimatuks Vaimatu ja kindel sindmus.

siindmuseks.

Véimatu siindmuse siimbolina kasutakse tavaliselt tihja hulga siimbolit . Voi-
matu stindmus ei esine katse puhul kunagi. Joonisel 1.3 on siimboolselt kujutatud
ka kindel siindmus ehk kéigi elementaarsiindmuste hulk € ja mitte ainsatki ele-
mentaarsiindmust sisaldav voimatu stindmus & .

Kindla ja voimatu siindmuse definitsioonist jareldub ka eeskiri nende tdenio-
suste arvutamiseks.

TOENAOSUSE 2. OMADUS. Kindla siindmuse tdendosus on 1 ja voimatu siindmuse
toenaosus on 0.

P(Q) =1, P(D)=0 (14)

Téepoolest, kasutades valemit (1.2) saame P(€2) = g =1, P(D) = % =0.

Lopliku elementaarstindmuste ruumi puhul on dige ka vastupidine véide: kui
sindmuse tdendosus on 1, siis on see silndmus kindel, ja kui siindmuse téenédosus
on 0, siis on see siindmus voimatu.

Siindmust, mis ei ole ei kindel ega voimatu, nimetatakse juhuslikuks siindmuseks.
Toendosuse teisest omadusest jareldub, et juhusliku siindmuse téendosus on
rangelt 0 ja 1 vahel.

Niide 1.9. Vaatleme katsena tiringuviset (vt naited 1.2 ja 1.7) ja kiisime, kui suur on
toendosus, et tiringuviskel langeks peale 9 silma. Kuivdrd selle siind-
muse jaoks iithtegi soodsat elementaarsiindmust ei leidu, on selle tde-
naosus (.
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Ndide 1.10. Vaatleme katsena taas taringuviset ja kiisime, kui suur on tdenaosus, et
taringul peale langev silmade arv oleks viiksem kui 7. Et kéik elemen-
taarsiindmused on selle siindmuse jacks soodsad, siis on see kindel
stiindmus ja tema tendosus on 1.

1.4. Sindmuste jdreldusseos

On hasti teada, et iihe stindmuse toimumisega v6ib kaasneda mingi teise siind-
muse toimumine, samuti vdib juhtuda, et iihe siindmuse toimudes muutub méne
teise siindmuse toimumine hoopis véimatuks.

Kaiki selliseid sindmuste vahelisi vahekordi kirjeldavad siindmuste jireldusseosed.

Olgu madratud katse, mille tulemuste hulk
moodustab elementaarsindmuste ruumi Q ja
olgu antud siindmused A = {0, .. 0} ning

= {m] L0, 1. Eeldame, et hulkade Aja B
Vahe] on 515a1dusse05 ACB. Sellest sisaldus-
seosest tuleneb, et kaik elementaarsiindmused,
mis on soodsad siindmuse A jaoks, on soodsad . : - A
ka siindmuse B jaoks, vt joonis 1.4. Niisiis,
stindmuse A toimumisest jareldub siindmuse
B toimumine.

o
Joonis 1.4.

Stindmuste jareldusseos A =B,

DEFINITSIOON 1.6. Kui siindmuse A toimudes toimub kindlasti ka stindmus B, siis
oeldakse, et siindmus B jireldub siindmusest A.

Jareldusseost miargitakse kas hulkadevahelise sisaldusseose siimboli v6i noole
abil,

ACEB, A=B.

Jareldusseos ei ole vastastikune. Kui kahe siindmuse vahel leiavad aset
molemapoolsed jareldusseosed, siis on need siindmused identsed,

kui A=BjaB=A,siis A=B.

Sundmuste jareldusseosest tuleneb jargmine oluline vorratus nende téendosuste
vahel.

TOENAOSUSE 3. (WONOTOONSUSE) OMADUS. Kui siindmus B jareldub siindmusest A, siis ei
ole siindmuse A toendosus suurem kui sindmuse B tdeniosus,

kui A= B, siis P(A)<P(B). (1.5)

Toepoolest, vastavalt jdareldusseose definitsioonile sisaldab siindmus B koiki
neidsamu elementaarsiindmusi, mis sindmus A, ja vaib-olla veel tiiendavaidki.
Valemist (1.2) jareldub toestatav omadus vahetult.

&
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Ndide 1.11. Vaatleme katsena taringuviset ja siindmustena naites 1.7 defineeritud
siindmust A (tiringuviskel langeb peale paaritu arv silmi) ning
defineerime veel siindmuse B — taringuviske tulemuseks on viis silma.
[lmselt kehtib seos B=> A .

1.5. Vastandsiindmus ja tema téendiosus

Olgu madratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi € ja olgu antud sitndmus A selles ruumis. Et silndmus A sisaldab mingi
hulga elementaarsiindmusi, A = {m,-], ...,mj*}, siis on sellega tiheselt madratud ka
iilejitiinud elementaarsiindmuste hulk (nende arv on n—k), vtjoonis 1.5.

Seda elementaarsiindmuste hulka nimeta-
takse siindmuse A vastandsiindmuseks ja
tahistatakse siimboliga A .

. .
N}
. .

DEFINITSIOON 1.7. Siindmuse A vastandsiindmuseks
A nimetatakse siindmust, mis toimub para-
jasti siis (siis ja ainult siis), kui siindmus A ei oo Al
toimu. -
%

Vastandsiindmuse definitsioonist jireldub, et Joonis 15,
siindmuse A vastandsiindmuse A tdendosus  Sindmuse A vastandsiindmus A .
on lihtsalt arvutatav siindmuse A tdendosuse
jargi: kui siindmus A sisaldab k elementaarsiindmust, siis jadb vastandsiind-
musesse 12—k elementaarsiindmust, ning seega saame seose:

P(A) = %‘: 1-P(A).
TOENAOSUSE 4. OMADUS (VASTANDSUNDMUSE TOENAOSUS). Siindmuse A vastandsiindmuse A
toendosus P(A) avaldub siindmuse A toenidosuse kaudu jargmiselt:

P(A) =1-P(A).

Voime gelda ka nii — iga siindmuse ja tema vastandsiindmuse tdendosuste
summa on vordne iihega.

Taéendosuse omaduste vaatlemist jatkame punktis 1.7 ja 1.10.

Kindla siindmuse vastandstindmuseks loetakse vdimatut siindmust ja vastupidi,
voimatu stindmuse vastandsiindmuseks kindlat stindmust.

Ndide 1.12. Vaatleme katsena kaardi tombamist 52-kaardisest pakist (vt nédide 1.6)
ning vaatame selles defineeritud siindmuse A (saadav kaart on piltkaart)
vastandsiindmust A - kaardipakist tbmmatav kaart ei ole pilt. Selle
stindmuse toendosuson 1-0,231=0,769 .

Niiide 1.13. Vaatame katsena juhusliku dpilase valimist 25 opilasega klassist, kus
poisse on 11, ja leiame naites 1.8 defineeritud siindmuse (valiti poiss)
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vastandsiindmuse (klassist juhuslikult valitud opilane osutus titar-
lapseks) tdendosuse. See tdendosus on 1-0,44 =0.56 .

1.6. Vilistavad sindmused. Sindmuste tdissisteem

Olgu madiratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsindmuste
ruumi Q. Vaatleme mingeid siindmusi A ja B, mis ei sisalda thtki iihist elemen-
taarstindmust. Need siindmused ei saa korraga, iihe katse tulemusena, toimuda,
nad vilistavad teinefeist ehk on vilistavad.

DEFINITSIOON 1.8. Kaht siindmust, mis ei saa sama katse tulemusena toimuda (st ei
saa theaegselt esineda), nimetatakse (teineteist) vilistavateks.

Uheks vilistavate stindmuste nditeks on suvaline sindmus A koos oma vastand-
sindmusega A. Ka kaks erinevat elementaarsiindmust ®, ja ®, on alati teineteist
valistavad.

DEFINITSIOON 1.9. Sindmuste hulka #={H,... H_}, kus koéik stindmused on
paarikaupa teineteist vilistavad, nimetatakse vilistavate sitindnuste siisteemiks.

Iga stindmuste hulka % kuuluv siindmus koosneb erinevatest elementaarsiind-
mustest. Muuhulgas moodustab ka iga elementaarsiindmuste hulk vilistavate
stindmuste siisteemi.

DEFINITSIOON 1.10. Kui vilistavate siindmuste ststeemist 4 kindlasti iiks stindmus
toimub, siis mimetatakse seda stisteemi siindmnste tiissiisteeniks.

Oeldakse ka, et siindmuste tiissiisteem # maarab elementaarsiindmuste ruumis
Q liigenduse, vt joonis 1.7.

CHoH

r'E 4

-
I
-~
T

Joonis 1.6. Joanis 1.7.
Villstavad sindmused. Stindmuste tssisteem.

Iga siindmus A koos oma vastandsiindmusega A moodustab siindmuste tais-
stusteemi. Nieme, et tiisstisteemi kuuluvate siindmuste toenaosused vivad olla
erinevad, kuid nende summa on 1.

Naide 1.14. Olgu katseks kaardi valik 52-kaardisest pakist ja sindmuseks H, — poti-
mastist kaardi saamine, H, — punasest mastist (ruutu voi drtu) kaardi
saamine. Siis H, ja H, on valistavad stindmused.
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Néide 1.15. Lisame eelmises ndites kirjeldatud siindmustele veel sindmuse H,, so
ristimastist kaardi saamise. Tulemusena saame siindmuste taissiisteemi.
Kéaesolevas ndites on P(H;) =0,25, P(H,) =0,5, P(H,) = 0,25, seega lii-
genduse stindmused ei ole vordtéendosed.

1.7. Sindmuste summa. Valistavate sindmuste summa toendosus

Uks tdendosusteooria olulisi iilesandeid on seadusparasuste leidmine, mille alu-
sel teadaolevate siindmuste pohjal saab miédrata uusi siindmusi ja arvutada
nende toendosusi. Uks lihtsamaid taolisi seaduspérasusi defineerib siindmuste
summa.

Olgu madratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi £ ja olgu selles ruumis antud sitindmused A= {mil,...,wi‘} ning
B=1{ o, ...,u)-m}. Stindmuste A ja B summa AUB on méaaratud kui vastavate ele-
mentaarsiindmuste hulkade {ihend,

AUB = {ﬂ)l-l,...,ﬂ)ik} U {mjl’ -.-,mjm}.

DEFINITSIOON 1.11. Siindmuste summa AUB on siindmus, mis toimub parajasti siis,
kui toimub vahemalt tiks siindmustest A ja B.

Voime oelda ka nii, et sindmuse AUB jaoks on soodsad kdik need elemen-
taarsiindmused, mis sisalduvad kas siindmuses A vi sindmuses B (voi mole-
mas), vt joonis 1.8.

Loomulikult pakub huvi, missugune on &sja defineeritud uue sitndmuse tdenéo-
sus, kuidas avaldub see esialgsete siindmuste tdendosuste kaudu. Esialgu saame
sellele kiisimusele vastuse anda ainult erijuhul.

TOENAQSUSTE LINTMISE LAUSE (VALISTAVATE SUNDMUSTE JUHUL). Olgu A ja B samas elemen-
taarsindmuste ruumis defineeritud siindmused. Eeldame, et A ja B on vilistavad,
ning olgu nende tdendosused P(A) ja P(B) teada. Siis nende siindmuste summa
AUB tdendosus vordub liidetavate sitndmuste téendosuste summaga:

P{AUB) =P(A)+P(B) {1.6)
TOESTUS. Eeldame, et sindmused A ja B on vilistavad (vt joonis 1.6) ning
A= {m,-], - }, B= {(x)l-],...,(n}- }, st A sisaldab k, B aga m elementaarsiindmust,
kusjuures need on kindlasti erinevad. Sel juhul sisaldab siindmuste summa kdéiki

siindmustes A ja B sisalduvaid elementaarsiindmusi, mida on kokku m+k

. . k+m
Siindmuste summa tdeniosuse saame niiiid arvutada lihtsalt: P{AUB) = ——

+

Saadud lause viljendab olulist tdendosuse omadust, secpdrast kirjutame ta veel
kord valja.
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TOENAOSUSE 5. (ADITIIVSUSE) OMADUS. Vilistavate siindmuste summa tdeniosus vordub
liidetavate siindmuste tdendosuste summaga.

Valemit (1.6) korduvalt rakendades saame toeniosuse aditiivsuse omaduse ildis-
tada ka mitme valistava siindmuse jaoks.

Olgu {H,,...,H,} vilistavate siindmuste siisteem. Nende siindmuste summa
H,U...UH, on siindmus, mis toimub parajasti siis, kui toimub iiks liidetavatest
sindmustest. Vilistavate sindmuste summa tdendosus virdub liidetavate stind-
muste tGendosuste summaga:

P(H,U...UH,) = P(H,) +...+ P(H}. (1.7}

Toendosuste liitmise omaduse juurde pédrdume tagasi punktis 1.10, kus tuletame
siindmuste summa téendosuse avaldise tldjuhul.

Niide 1.16. Olgu katseks taringuvise ja siindmuseks A paarituarvuline tulemus (vt
ndide 1.2). Defineerime siindmuse C = {w,}, so nelja silma pealelange-
mine taringuviskel. Et sindmused A ja C on vilistavad, siis saame nende
summa AUC arvutamisel kasutada valemit (1.6), ning leiame

PAUC) =L 1.2

2%673

Ndide 1.17. Olgu katseks kaardi tombamine 52-kaardisest kaardipakist ja sindmus
A sama, mis ndites 1.6 — piltkaardi saamine. Defineerime siindmuse B —
drtumastist kaardi saamine. Siis stindmus AUC on kas artu- voi pilt-
kaardi saamine. Kuivdérd need sltindmused ei ole vilistavad, ei saa
summa téendosuse arvutamiseks kasutada valemit (1.6).

B A B A
O . . . . . . QO
loonis 1.8. Joonis 1.9,
Sandmuste summa. Stndmuste korrutis.

1.8. Siindmuste korrutis
Teine oluline siindmustega teostatav tehe on siimdmuste korrutamine, millega tut-
vume kdesolevas punktis.

Olgu madratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi £ ja olgu antud siindmused A= {mh’”"w"k} ja B= {u)j,...,m} 1
1 m
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Stindmuste A ja B korrutis ANB on mairatud kui vastavate elementaarsiind-
muste hulkade Ghisosa

ANB= {wjl,...,wl.‘} N {w.l,...,wjm}.

See tahendab, et siindmuste korrutise ANB jaoks saame jargmise definitsiooni,
vt joonis 1.9.

DEFINITSIOON 1.12. Siindmuste A ja B korrutis AMB on siindmus, mis toimub parajasti
siis, kui toimuvad mdlemad siindmused A ja B.

Voime Oelda ka nii, et siindmuse AMNB jaoks on soodsad koik elementaarsiind-
mused, mis sisalduvad niihasti siindmuses A kui ka stindmuses B.

Stindmuste korrutise markimiseks kasutatakse sageli ka lihtsustatud siimbolit
AB, st

AMB=AB

Esitame moned siindmuste korrutise omadused, mis osutuvad edaspidigi
kasulikeks.

SUNDMUSTE KORRUTISE OMADUSED.
19 Kui silndmused A ja B on vilistavad, siis on nende korrutis voimatu
stindmus.
Sageli kasutatakse selle tahistamiseks, et siindmused A ja B on vilista-
vad, kirjutist, mis naitab, et nende siindmuste korrutis on véimatu:
AB=0
20 Siindmuste A ja B korrutisest jareldub niihasti A kui ka B:

ANB=A, ANB=5.

Siindmuste korrutise omaduste juurde pédrdume tagasi punktis 2.2.

Ndide 1.18. Vaatleme katsena kaardi valimist b2-kaardisest pakist (meenutame
niiteid 1.1, 1.6 ja 1.17). Vaatleme siindmusi A (piltkaardi saamine) ja B
(artukaardi saamine). Nende stindmuste korrutis AMB on drtumastist
piltkaardi saamine, ning see sisaldab vaid kolme elementaarsiindmust,
need on drtu kuninga, drtu emanda ja drtu soldafi saamine. Jarelikult on

P(AﬂB)zS%

Ndide 1.19. Vaatleme taringuviset ja meenutame niites 1.16 defineeritud siindmusi
A (paaritu tulemus tiringuviskel) ja C (nelja silma saamine taringu-
viskel). On selge, et nende stindmuste korrutis on véimatu siindmus,
sest A ja C on vilistavad.
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1.9. Sindmuste vahe

Kelmas tehe, mida siindmustele tihti rakendatakse, on vahe leidmine.

Olgu méédratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi Q, ja olgu selles ruumis antud sindmused A= {w'&’ . ..,w‘.k} ning
B={w,...o} Stundmuste A ja B vahe A\B on méaratud kui vastavate elemen-
taarsiindmuste hulkade hulgateoreetiline vahe, vt joonis 1.10,

A\Bz{(njj,...,w{.k}\{wll,...,m]‘ 1 (1.8)
Siit jareldub stindmuste vahe definitsioon.

DEFINITSICON 1.13. Siindmuste A ja B vghe A\NB on siindmus, mis toimub parajasti
siis, kui sindmus A toimub, aga stindmus B ei toimu.

Voime oelda ka nii, et siindmuse A\B jaoks on soodsad koik elementaarsiind-
mused, mis sisalduvad siindmuses A, kuid ei sisaldu siindmuses B.

Tutvume siindmuste vahe olulisemate omadustega.

SUNDMUSTE VAHE OMADUSED.
19 Kui siindmuste vahel on jareldusseos A=>B, siis ANB=J.
Sel juhul jareldub eeskiri siindmuste vahe tdendosuse arvutamiseks
vahetult definitsioonist, vt joonis 1.4.
29 Kui A= B, siis P(B\A) = P(B)-P(A).
30 Kui A ja B on vilistavad, siis ANB=A ja B\A =B, vtjoonis 1.6.

Kasutades stindmuste vahe madistet saab sindmuse vastandsiindmuse avaldada
vahena, vt joonis 1.5,

A=Q\A. (1.9)

Ndide 1.20. Vaatieme katsena tiringuviset (nagu ka niites 1.19) ja stindmusi A
(paarituarvulise tulemuse saamine) ning C {nelja silma saamine).

Defineerime veel siitndmuse B = {1),}, so kolme silma saamine taringu-

viskel. Siis saame leida jargmised tdendosused: P(A\B) = %—% = % .
1 1

P(ANO) =5, P(B\C) = z

e

~,
N,

RAT T T et
O e e e 0" ..
Jaanis 110, Joonis 1.71.

Stindmuste vahe AN . [aendosuste littmise lause.
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1.10. Toendosuste liitmise lavse éldjuhul

Seame endale eesmirgiks leida siindmuste summa téendosuse tildjuhul, ilma kitsen-
duseta, et A ja B on vilistavad. Selle juures aitab meid eelmises punktis defineeri-
tud stindmuste vahe mdiste. Toestame jargmise lause.

TOENAOSUSTE LIITMISE LAUSE.

Olgu maaratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarstindmuste
ruumi Q ja olgu selles ruumis antud siindmused A= {w,, ..., @} ning
B= {o, ..o Siis kehtib stindmuste A, B ja AUB toendosuste vahel jargmine
seos:

P(AUB) =P(A)+P(B}-P(ANB). (1.10)

TOESTUS. Defineerime jirgmised siindmused, vt joonis 1.11,
A'=A\B= {wh]’ ...,u)hq},
B'=B\A={w g “"mg,}’
ANMB= {(qﬁ, ...,(nf’}.
Definitsioonist jareldub, et siindmused A" B'ja AMB on vilistavad.
Peale selle kehtivad jargmised vérdused:
A"U(ANB)Y=A,
B'U(ANB) =B,
ja siit jareldub, et
AUB=A"UB'U(ANB). (1.11)

Kasutades valemeid (1.6) ja (1.7) vilistavate siindmuste summa toéendosuste
leidmiseks saame:

P(A)=P(AY+P(ANB),
P(B)=P(B)Y+P(ANB),
P(AUBY=P{AY+P(BY+P(ANB) =P(A)+P(B)-P(ANB).

Sellega on lause toestatud.
+

Ndide 121. Olgu katseks kaardi tombamine 52-kaardisest pakist, ning olgu stind-
mused A ja B defineeritud kui piltkaardi ning drtukaardi saamine (samuti,
kui niites 1.17). Kasutades tdendosuste liitmise lauset ning ndites 1.18
leitud siindmuse AMNB tdendosust, saame leida siindmuste summa

12,8 3 013

AUB toendosuse: LAUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) = E'§+5_2_52
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2. SOLTUVAD JA SOLTUMATUD SUNDMUSED. TINGLIK TOENAOSUS

2.1. Tinglik 19endosus

Sundmuste vastastikuse moju kirjeldamiseks kasutatakse finglikke féendosusi, mille
puhul eeldatakse, et mingi siindmus toimub, ning arvestatakse selle toimumise
mdju teistele siindmustele.

Olgu méaratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi £ ja olgu antud juhuslikud sindmused A={w .. 0} ning

= {u) e, } Eeldame, et siindmus B toimub (toimus). Kuna mlsuguse eel-
duse puhul l<01g1 elementaarsiindmuste seast on véimalikud tksnes need, mis
sisalduvad siindmuses B (vt joonis 2.1), siis ilmselt muutuvad selle tulemusena
teiste sindmuste toendosused.

DEFINITSIOON 2.1. Stindmuse A tinglikitks tdendosuseks tinginnisel B nimetatakse stind-
muse A tdendosust eeldusel, et siindmus B toimub (toimus).

Oeldakse ka: siindnise A tinglik toendosus siindmuse B sulites.

Tinglikku téendosust tdhistatakse stimboliga P(A|B), kus esimesele kohale on
mirgitud siindmus, mille tdendosust leitakse, ja teisele kohale tingimust mairav
stindmus.

Leiame niilid tingliku tdendosuse avaldise. Kui on eeldatud, et siindmus B
tolmub, siis on voimalikud need elementaarstiindmused, mis kuuluvad sind-
musesse B (olgu nende arv m).

Stiindmuse A toimumiseks on soodsad vaid nood elementaarsiindmused, mis
kuuluvad tihtlasi ka siindmusesse A, st siindmuste A ja B korrutises AMB
sisalduvad elementaarsiindmused, AMB = {0) , O }. Nende arvonr, 0<r<m.
Kasutades tavalist toendosuse definitsiooni (toenaosus on soodsate elemen-
taarstindmuste arvu ja koigi elementaarsiindmuste arvu suhe), saame tingliku
tGendosuse jaoks avaldise

P(ANB)

P(AIB) = —p = (2.1)

|
Téanu eeldusele, et siindmus B on juhuslik, st ta

ei ole voimatu, on toendosuse teise omaduse
tottu nimetajas olev avaldis alati positiivne.
Seega on tinglik tGendosus alati madratud.

Naitame, et tinglik téendosus on alati 0 ja 1
vahel. Toéepoolest, kuna alati kehtib jirel-
dusseos ANBCB, siis jareldub téendosuse
koimandast omadusest, et alati P(ANB)<P(B)
ja jarelikult

Joonis 2.1
Elementaarsundmuste hulk sundmu-

seaa B maaratud tingimuese korral, P(AIRY<].
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Samast seosest tulenevad vahetult

TINGLIKU TOENAOSUSE OMADUSED:
10 P(S1B) =0,
20 P(QIB) = 1.

Tuleb aga maérkida, et vastupidised seosed ei kehti tinglike tGendosuste puhul:
sellest, et mingi stindmuse A tinglik tdendosus (mingi teise slindmuse suhtes) on
null v6i iiks, ei jareldu sugugi, et siindmus A oleks vastavalt voimatu voi kindel.

Valemist (2.1) jarelduvad veel jargmised tingliku tdendosuse omadused:
3°Kui B> A, siis P(A1B) = 1.
49 Kui A ja B on vilistavad, siis P(A|B) =P(BIA) =0.

Kui koneldakse iithteaegu (tavalisest) tdendosusest ja tinglikust tdendosusest, siis
nimetatakse tavalist tdendosust vahe tegemiseks tingimatuks toendosuseks.

Niide2.1. Vaatleme taringuviset ning stindmusi A (paarituarvuline tulemus), B
{nelja silma saamine) ja C (kolme silma saamine). Eeldame, et toimub
sindmus A ja leiame sindmuste C ning B tinglikud tdendosused:

p(cla) =20 _1 P(B|A):%£):

P(A) 37 0.

2.2. Toendosuste korrutamise lause

Eriti oluline on vétta siindmuste vastastikust mdju arvesse siis, kui meid huvitab
siundmuste koosesinemine ehk korrufis.

TOENAOSUSTE KORRUTAMISE LAUSE.

Samal elementaarsiindmuste siisteemil defineeritud juhuslike siindmuste korru-
tise toendosus vordub he sindmuse tdendosuse ja teise siindmuse tingliku
tdendosuse korrutisega, kusjuures tingimuseks on esimese siindmuse toimumine,

P(ANB)=P(B) P(AIB). (2.2)

TOESTUS. Olgu méaaratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiind-
muste ruumi Q ja olgu juhuslikud sindmused A= {o;,.., 0} ning
B= {U.)i], ...,U)jm}.

Vaatleme tingliku tdenaosuse valemit (2.1} ja kirjutame selle iimber korrutisena:
P{(ANB)=P(B) P(AIB),

mille tulemusena saamegi valemi (2.2). Et saadud valemi vasakul poolel paikne-
vad siindmused A ja B siimmeetriliselt, siis peab ka parem pool olema siim-
meetriline, jarelikult saame veel teise samavaarse valemi:

P(ANB) =P(A)-P(BIA). (2.2}
&
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Niide 2.2. Vaatleme katsena kuulikese juhuslikku vali-
kut urnist, vt joonis 2.2. Olgu urnis 5 valget ja
6 musta kuuli.

On vaja leida tdendosus, et kahel jarjestikusel
vittel saadakse valge kuul. Uks iilesande voi-
malik lahendus on jargmine. Elemen-
taarsiindmuseks on iga kuuli saamine, seega
esimesel vottel on =11 ja soodsate elemen-
taarsiindmuste arv k=5. Kui esimesel vottel
on saadud valge kuul, siis saame arvutada
tingliku toendosuse selleks, et ka teisel vottel
saadakse valge kuul; ntitidon n=10, k=4.

Toendosuste korrutamise lause kohaselt saa-

Joonis 2.2. 4
oonis 2 _o01s.

Kuulid urnis. me otsitavaks toendosuseks 1110

2.3. Soltumatud jo séltuvad sindmused

Uhe siindmuse toimumine voib teise siindmuse toimumise toeniosust rohkem
voi vihem méjutada, kuid voib ka nii juhtuda, et see moju tildse puudub - iiks
sundmus ef s61tu teisest.

DEFINITSIOON 2.2. Siindmust A nimetatakse sdlfunutuks siindmusest B, kui stindmuse
A tinglik tdendosus siindmuse B suhtes on vordne siindmuse A tingimatu toe-
niosusega.

Valemitest (2.2) ja (2.2°) jareldub, et sel juhul vérdub ka siindmuse B tinglik
toendosus A suhtes tema tingimatu toendosusega. Seega on dige jargmine

SUNDMUSTE VASTASTIKUSE SOLTUMATUSE OMADUS. Kui juhuslik siindmus A on séltumatu
juhuslikust siindmusest B, siis on ka siindmus B séltumatu stindmusest A.
Lihidalt, siindmuste soltiouatus on vastastikune.

Seosest (2.2) jareldub jargmine oluline lause

TOENAOSUSTE KORRUTAMISE LAUSE (SOLTUMATUTE SUNDMUSTE PUHUL). Soltumatute siind-
muste korrutise tdendosus vordub nende siindmuste toendosuste korrutisega.

P(ANB)=P(A) P(B). {2.3)

Téepoolest, séltumatute siindmuste puhul vordub tinglik tdenédosus tingimatuga,
mille asendamisel valemisse (2.2) saamegi valemi (2.3).
<

Viimane seos on samaviaarne sundmuste soltumatuse definitsiooniga, ning sel-
lena teda sageli kasutataksegi. Slindmuste soffuvuse moiste defineeritakse sol-
tumatuse kaudu.
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DEFINITSIOON 2.3. Stindmusi A ja B nimetatakse séltuvateks, kui nad ei ole sdltumatud.

Stindmuste soltuvuse ja sdéltumatuse vahekorra kohta véiks delda, et ildjuhul on
siindmused soltuvad, séltumatus on pigem erijuht.

Tihti tuleneb siindmuste séltuvus nende jareldusseosest.

JARELDUVATE SUNDMUSTE SOLTUVUSE OMADUS. Kui juhuslike siindmuste vahel on jarel-
dusseos, siis on need siundmused sdltuvad.

Téepoolest, kui A= B, siis ANB=A ja séltumatuse tingimus (2.3} on tdidetud
tiksnes juhul kui P(B) =1 voi kui vdhemalt ihe siindmuse toendosus on 0. Siis
aga ei ole siindmused juhuslikud.

<

VALISTAVATE SUNDMUSTE SOLTUVUSE OMADUS. Kui juhuslikud siindmused on valistavad,
siis on nad soltuvad.

Téepoolest, kui siindmused A ja B on valistavad, siis P(AMB) =0. Kui A ja B on
juhuslikud, st nende toendosused erinevad nullist, siis ei saa samal ajal kehtida
soltumatuse tingimus (2.3).

&

Niide23. Vaatleme katsena kaardi tombamist 52-kaardisest pakist ja miirame
sindmused A (piltkaardi saamine) ning B (drtukaardi saamine). 5amu
sindmusi vaatlesime ka ndites 1.19 ja leidsime nende siindmuste

toendosused P(A)zé—; ja P(B)=g. Ndites 1.19 veendusime, et

P(AHB)=%_. Nzeme, et antud juhul kehtibki vérdus (2.3), sest

3‘,_%513_; = 5% jarelikult on siindmused A ja B séltumatud.
Niide 24. Vaatleme katsena taringuviset (vt ndide 2.1) ja defineerime jargmised
sundmused:
A - paarituarvulise tulemuse saamine, P(A) = % ;
B — nelja silma saamine, P(B) = é i’a

C — kolme silma saamine, P(C) g

Leiame ka korrutiste téenaosused, kasutades selleks siindmuste korru-
tise definitsiooni: ANC=C, ANB=0, BNC=Q. Seega pole iihegi
stindmuste paari korral tingimus (2.3) tdidetud, jérelikult on vaadelda-
vad sindmused paarikaupa soltuvad.

2.4. Tiiistoendiosuse valem

Mbonikord on uuritava siindmuse tdendosuse arvutamiseks kasulik vaadelda
stindmusi, mis selle siindmusega koos toimuvad.
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TAISTOENAOSUSE VALEM. Olgu maaratud katse, mille tulemuste hulk moodustab ele-
mentaarsiindmuste ruumi £ ja olgu antud juhuslik siindmus A ning sundmuste
taissusteem {H,,...,H,} selles ruumis. Olgu siindmuste H, téendosused P(H)}ja
stindmuse A tinglikud toendosused koigi stindmuste H; suhtes P{A | H) teada.
Siis kehtib jargmine valem:

k
P(A)= Y P(H) P(AIH), (2.4)
i=1

mida nimetatakse fiistociifosuse valemiks.

TOESTUS. Valemi (2.4) tuletamiseks kirjutame siindmuste tiisslisteemi puhul alati
kehtiva vorduse

Q=HV...UH,
ning korrutades vérduse moélemad pooled siindmusega A saame
ANQ = (ANH)V...U(ANH,).

Vorduse vasakul poolel on siindmus A, sest stindmus ei muutu korrutamisel
kindla sltindmusega. Kuna kéik siindmused H; on valistavad, siis on vilistavad
ka vorduse paremal poolel paiknevad siindmused AMH, Arvutame niiid vor-
duse moélemal poolel asuvate siindmuste tdendosused, mis loomulikult peavad
olema vordsed. Leidmaks vérduse paremal poolel oleva siindmuse téendosust
saame kasutada vilistavate siindmuste toendosuste liitmise lauset, vt valem (1.6}
Seega saame

P(A) = P(ANH,) +...+P(ANH,).

Niiiid rakendame saadud vorduse parema poole igale liidetavale tGendosuste
korrutamise lauset:

P(ANH)=P(AIH) P(H),
mille tulemusena saamegi valemi (2.4).
*

Ndide 2.5. Olgu tehases 3 toopinki, neist esimene valmistab vahetuses 100, teine 50
ja kolmas 20 toodet. Esimesel on praagi tdendosus 0,01, teisel 0,05 ja kol-
mandal 0,025. Leida téenéosus, et juhuslikult valitud toode on praak.

Tahistame siindmuse, et juhuslikult valitud toode on praak, simboliga
A. Stindmused, et juhuslikult valitud toode on tehtud vastavalt esimesel,
teisel ja kolmandal t66pingil, olgu H,, H,ja H, Praagi tinglikud tdendo-
sused on eelduste kohaselt P(A{H;)=0,01, P(AIH,) =0,05 ja
P(AIH,)=0,025.
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Sindmuste H,, H,ja H; toendosused arvutame klassikalisel viisil:

100 50 20 . I .
P(H) = 170 P(Hy) = 175 - P{H3) = 1=5 Valemi (2.4} jargi saame leida
o A ' _ 100 50 20
praagi esinemise toenaosuse: P(A) =0,01 170+0,05 17O+0’025 70°
=0,0235.

2.5. Bayesi valem

Kdesolevas punktis lahendame punktis 2.4 piistitatud iilesandega teatud méttes
vastupidise iilesande — kasutame mingi siindmuse foimumise fakti selleks, et tap-
sustada temaga seotud siindmuste tdenédosusi.

Olgu mdéaratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi Q ja olgu antud juhuslik siindmus A ning siindmuste tdisstisteem
Jf={H|,...,H.} selles ruumis. Olgu siindmuste H; tdendosused P(H}) ja siind-
muse A tinglikud tdendosused koigi siindmuste H; suhtes P(AIH,) teada. Siis
kehtib klassikalises toendosusteoorias oluline Bayesi lause, mille sisuks on all-
jargnev

BAYESI VALEM

P(AIH) P(H)
P(H, | A) = ¢ )
I;P(AIH]) P(H) 25)

Lisame valemile tema traditsioonilise sonastuse Bayesi lause naol.

BAYESI LAUSE (KLASSIKALINE SONASTUS). Olgu antud hiipoteesid H,,...,H,. Nende hiipo-
teeside aprioorsed (enne katset teadaolevad) toeniosused on P(H,),...,P(H,). Sooritati
katse, mille tulemusena toimus siindmus A. Seda tulemust arvestades saab
valemi (2.5) pohjal hiipoteesidele arvutada tapsustatud, nn aposterioorsed (peale
katset leitud) toendosused P(H;| A).

TOESTUS. Kirjutame tingliku tdendosuse P(H, | A) vilja valemi (2.1} pohjal:

P(H,NA)
P(H,|A) = 5= (26)

Saadud murru lugejas oleva avaldise voime tGendosuste korrutamise lause alusel
veel kord timber kirjutada:

P(H,NA) = P(H) P(AIH).

Valemi (2.6) nimetajas oleva tdendosuse P(A) asendame tema avaldisega
taistdenaosuse valemist (2.4). Sellega ongi valem (2.5} tdestatud.

+
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Margime, et kuigi Bayesi valem kuuilub toeniosusteooria klassikaliste tulemuste hulka (pub-
litseeritud esmakordselt aastal 1763), on temas sisalduv idee - kasutada teatava siindmuse toi-
mumist tdendosushinnangu tipsustamiseks — leidnud rakendamist kaasaegses statistikas nn
Bayesi meetodite néol.

Niide 2.6. Vaatleme niites 2.5 kirjeldatud tehast. Olgu teada, et juhuslikult valitud
toode on praak. Kiisitakse, milline on tdendosus, et see on valmistatud
teisel t60pingil.

Selle stindmuse H, aprioorne tdendosus P (H,) on (eelmise niite andme-

tel) 1%%:0,29. Arvutame niilid Bayesi valemi jirgi aposterioorse
tdendosuse

P(H,) P(A|H,)

P(H,|A) = A

kus siindmuse A tdendosusena kasutame naites 2.5 taistdendosuse
valemi jargi leitud véirtust. Kasutades eelmise niite arvutusi saame

50
m'o, 05

0,0235
muudab esialgset tdendosuse hinnangut margatavalt.

P(H,1A) = =0,63. Naeme, kuidas katsetulemuse teadmine
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3. DISKREETNE JUHUSLIK SUURUS

3.1. Diskreetse juhuslikv svvruse madratlus

Téenaosusteooria iiks olulisi pohiméisteid on juhuslik suirus, mille defineerimise
eelduseks on siindmuse ja tdendosuse mobiste olemasolu. Juhuslik suurus sobib
mudeliks mitmesuguste tegelikkuses maddetavate suuruste kisitlemisel.

Olgu maaratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi Q = {®,,...,0,}, kusjuures koéigi elementaarsiindmuste tdendosused loe-

takse vordseiks, st P(w,) = %

Pohimdtteliselt ei ole kdesolevas peatiikis elementaarsiindmuste vordtéendosuse ndue
oluline, tldiselt siilivad saadavad tulemused ka siis, kui eeldada, et elementaarsiindmusi on
loplik arv ja nende tdendosused on teada.

DEFINITSIOON 3.1. Diskreetseks juliuslikuks siuruseks nimetatakse elementaarsiind-
muse funktsiooni, mis igale elementaarsiindmusele (katsetulemusele) ®, seab
vastavusse mingi reaalarvu x;

Elementaarsiindmuste ruum voib olla defineeritud ka iildisemal kujul, sh ka pideva hulgana
(ndit piirkond tasandil). See annab véimaluse ka tldisemaks juhusliku suuruse definitsioo-
niks. Igal juhul nimetatakse diskrectseks niisugust juhuslikku suurust, mille vaartuste hulk on
diskreetne. Seega on iga 1opliku vaartuste hulgaga juhuslik suurus diskreetne. Seda asjaciu
kasutame me edaspidi selleks, et tdestada juhusliku suuruse diskreetsust. Kuna me kiesolevas
peatiikis kisitleme ainult diskrectseid juhuslikke suurusi, siis loobume edaspidi enamasti
taiendist "diskreetne”, kasutades seda peamiselt nendel juhtudel, kui kasitletav asjaclu kehtib
ainult diskreetse juhusliku suuruse puhul.

Juhusliku suuruse téhistuseks on traditsiooniliselt suurtdihed X.Y, ... ja juhusliku
suuruse vadrtusi tahistatakse vastavate vdiketdhtedega x,y,... Vajaduse korral
lisatakse tahistustele indeks(id).

Definitsiooni 3.1 arvestades saame juhusliku suuruse méaaratluse esitada jargmise
valemina:
X(w)=x,i=1,..,n. 3

Definitsiooni kohaselt on juhusliku suuruse X vaartuste hulk 15plik ja ei saa olla
suurem kui #. Et mitmele elementaarsiindmusele saab vastata tiks ja sama juhus-
liku suuruse viiartus, siis voib X erinevale vadrtuste arv k olla vitksem kui elemen-
taarsindmuste arv 1.

Juhusliku suuruse juhuslikkus realiseerub katsetulemuse (elementaarsiindmuse)
juhusliku valiku kaudu: kui katse tulemuseks on @, siis omandab juhuslik suurus
X viairtuse X (). Enne katsetulemuse teadasaamist pole X viartus teada.

Ndide 3.1. Vaatleme joonisel 1.1 esitatud elementaarsiindmuste ruumi € ja oletame,
et igale elementaarsiindmusele @, on vastavusse seatud mingi reaalarv,
vt joonis 3.1. Sellega on ruumil Q defineeritud juhuslik suurus X.
Paneme tihele, et X erinevate viartuste arv k on 11, kuigi elemen-
taarsiindmuste arv 1 on 24.
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Niide 32. Vaatleme taringuviset ja loeme juhusliku
suuruse X vaartuseks pealelangenud sil- 34 7 8 010 12
made arvu.

Niide 33. Kaks poissi viskavad mintt. Kui peale
langeb vapipool (toimub siindmus V), siis
maksab Ants Jukule krooni, kui kirjapool g0 1 2 2 2 0
(toimub siindmus K), siis saab Ants Jukuit
krooni. Antsu véidusummaks on siis juhus-
lik suurus X, mis on maaratud eeskirjaga:

Joonis 3.1.
Juhusliku suuruse defineerimine
elementaarsiindmuste abil.
kui toimub V siis X =-1,
kui toimub K, siis X =1.

3.2. Juhuslikv suuruse jootus

Juhuslikku suurust iseloomustab
19 tema vaartuste hulk {v, ..., x},
29 iga vadrtuse tdenaosus P(v)= Py j=1,.. .k

Eeskirja, mis seab igale (diskreetse) juhusliku suuruse vadrtuste hulgale vasta-
vusse selle tdendosuse, nimetatakse juhusliku suuruse jaotuscks.

Juhusliku suuruse X jaotuse tavaliseks tahiseks on P,.

Jaotust saab mitmeti csitada. Kaesolevas punktis tutvume diskreetse juhusliku
suuruse tocndosusfunktsiooniga, mida kasutatakse diskreetse juhusliku suuruse
jaotuse esitamiseks kdige sagedamini.

DEFINITSIOON 3.2. Juhusliku suuruse X téendosusfunktsioon on eeskiri, mis seab igale
juhusliku suuruse X vaartusele x, vastavusse selle tbendosuse P(x,).

Toendosusfunktsiooni tdhistakse tavaliselt tihega p, voi, samuti kui jaotustki,
tdhega P,. Téendosusfunktsiooni voib esitada kas valemina, tabelina, graafikuna
voiarvupaaride (v, p) loeteluna. Sageli deldakse tdendosustunktsiooni kohta jao-
tus, tipsustamata, et tegemist on jaotuse iihe esitusega, kuid enamasti ei pdhjusta
see vaaritimoistmist.

3.3. Jvhusliku suuruse abil maarotud sundmused ja nende toeniiosused

Juhusliku suuruse jaotuse maaramine, aga samuti selle rakendamine on vahetult
seotud sclle juhusliku suuruse kaudu defineeritud siindmuste tdendosuste
leidmisega.

Olgu X juhuslik suurus ja R mingi reaalarvude piirkond (16ik, vahemik, poolldik
voi nende loplik summa). Kirjutis (X€ R) ehk (X{(w)) € R) tihistab siindmust, et
katse tulemusena esineb méni scllistest elementaarsiindmustest w,, mille korral
juhusliku suuruse vaartus X (w;) kuulub hulka R.
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Seega koosneb juhusliku suuruse X poolt madratud siindmus (X € R), kus R on
reaalarvuline piirkond, koigist elementaarsiindmustest ®,, mille korral X(w,) € R.

Praktikas kéige sagedamini kasutatavad siindmused on (X=r), (X<r), (X>r),
(X#r)ja (r;<X<r,), kusjuures koik vorratused voivad ka mitteranged olta. Loo-
mulikult on veel palju teisigi voimalusi sindmuste defineerimiseks juhusliku
suuruse abil. Kéik juhusliku suuruse X abil defineeritud siindmused avalduvad
tlalkirjeldatud siindmuste liitmise, lahutamise ja korrutamise kaudu. Stindmuse
defineerimisel ei ole oluline, kas punktid r, r;, r, kuuluvad véi ei kuulu juhusliku
suuruse X vaartuste hulka.

Juhusliku suuruse abil defineeritud siundmuste tdendosuste leidmisel saame
kasutada seda, et me eelduse kohaselt teame koigi elementaarsiindmuste téendo-
susi. Jaotuse leidmiseks on meil tarvis leida siindmuste (X =x;) toendosused. Kui
juhuslik suurus X omandab [ erineva elementaarsiindmuse (katsetulemuse)
W, 0 puhul sama vaartuse r, siis on siindmuse (X=r) tdendosus virdne
nende elementaarsiindmuste tdendosuste summaga:

!
P(X=r) = ZP(mﬁ)- {32}
j=1
Kuivord vastavalt juhusliku suuruse definitsioonile siindmused (X =x f-). i=1,...k
moodustavad tdisstisteemi, siis kehtib alati
TOENAQSUSFUNKTSIOONI POHIOMADUS

k
2p=1 {33)
=1

Selle vorduse aluseks on juhusliku suuruse definitsioonist tulenev tdsiasi, et katse
puhul omandab iga selle katse tulemuste abil defineeritud juhuslik suurus alati
ithe (ja ainult tihe) véirtuse.

Toendosusfunktsiooni abil on véimalik arvutada kéigi vaadeldava juhusliku
suuruse abil defineeritud siindmuste téenédosusi. Naiteks

P(X<a)= 2 P(x)= 2 p, (34)
P(X>b)= 2 p., 3.4)
x>b
Pa<X<by= Y p; 349
a<x;<h

Niide 34. Vaatame naites 3.1 defineeritud juhuslikku suurust X ja madrame selle
pohjal stindmuse (X=5) toendosuse. Selle siindmuse jaoks leidub 2
soodsat elementaarsiindmust 24 hulgast, vt joonis 3.1, neist iiks on jooni-
sel suurema punktiga margitud.

1

el 5 21
Jarelikult P(X=5) =5~ 12
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Niide 3.5.

Naide 3.6.

Samal viisii leiame, et P(X<3) = ;—lll
Vaatame katsena tdringuviset ja juhusliku suurusena X, samuti kui
ndites 3.2, taringuviske tulemust. Selle juhusliku suuruse tGendosus-

funktsiooni P, saame esitada valemiga
P(X=i=zi=1,...,6. (3.5)
Koostamé tabeli, mis esitab ndites 3.3 toodud juhusliku suuruse jaotust

(ithe poisi véidusumma miindiviskel, kui see on vapipoole peale-
langemjisel 1 ja kirjapoole pealelangemisel -1).

Vaérius -1 1
Toendosus 05 0,5
Tabel 3.1.

Miindiviske vdidusumma jaotus.

Selle juhusliku suuruse tdendosusfunktsioon on esitatav ka eeskirjana
P(X=1)=P(X=-1)=0,5

Niide 3.7. Naites 3.1 defineeritud juhusliku suuruse téendosusfunktsioon on esi-

tatud joonisel 3.2.

0.2

Joonis 3.2,
Juhusliku suuruse toenavsustunktsivoni kujutamine tulpdiagrammina.

| 3.4. Konstantne juhuslik svurus

‘ Erijuhul v&ib juhusliku suuruse vairtuste hulk koosneda ka tihest punktist .

DEFINITSIOON 3.3. Juhuslikku suurust, millel on liksainus vdartus ¢, nimetatakse kons-

tantsek

S.
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Konstantse juhusliku suuruse jaotus on
P(X=c)=1.

Sellist jaotust nimetatakse kddunud jaotuseks, vt ndide 3.9.

3.5. Juhusliku suuruse funktsioon

Paljude praktiliste iilesannete lahendamisel on tarvis kasutada juhuslike suuruste
funktsioone. Need funktsioonid on mdaratletud alljargnevalt.

DEFINWSIOON 3.4. Olgu X juhuslik suurus, mis defineeritud stindmuste ruumis £, ja
£( ) mingi reaalarvuliste vaartustega funktsioon. Siis on ka

Y =g(X) (3.6)
juhuslik suurus.

Toepoolest, samuti nagu X, nii on ka Y elementaarsiindmuse funktsicon, kus-
juures igale katsetulemusele w; vastab juhusliku suuruse Y mingi vairtus
¥, =g(X(wy)). Juhusliku suuruse Y véartuste hulk on y,,...,y,, kus erinevate
vaartuste arv # ei saa olla suurem kui juhusliku suuruse X vdartuste arv k.

&>

Juhusliku suuruse Y tdendosusfunktsiooni P, madramiseks tuleb Y iga vadrtuse
y, jaoks valja selgitada koik X vadrtused x,, mille puhul kehtib vordus g(x)) =y,
{on selge, et vahemalt iiks niisugune vairtus leidub), ning leida koigi nende ele-
mentaarsiindmuste ®, hulk, mille korral X(w) =X, Siit jareldub, et me saame
siindmuse (Y =y,) tdendosuse jaoks jadrgmise avaldise:

P(Y=yp= 3 PX=x)= X 2 Plw) (37)
gix) =y, glx)=y, Xlw)=x
Viimasest valemist jareldubki, et juhuslikul suurusel Y ei saa olla rohkem
erinevaid vaartusi kui juhuslikul suurusel X, samuti see, et tdendosuste P(Y =y,
summa ule Y koigi erinevate vaartuste y,,...,y,, #<k<n vordub lihega. Jarelikult
moodustavad seosega (3.7) esitatud téendosused téendosusfunktsiooni.
&

Esitatud mottekdigust jareldub

DISKREETSE JUHUSLIKU SUURUSE FUNKTSIOONI OMADUS. Diskreetse juhusliku suuruse funkt-
sioon on diskreetne juhuslik suurus.

Niide 38. Vaatleme ndites 3.1 mdiratletud juhuslikku suurust X ja defineerime

tema funktsiooni Y seosega Y = [%(] kus nurksulud tihistavad taisosa

votmise operatsiooni. Leiame niitena stindmuse (Y =() toendosuse,
kasutades juhusliku suuruse X toendosusfunktsiooni (vt joonis 3.2 ja
1 2 5 1

valem (3.7)), P(Y=0) =P(X =0)+P(X =1)+P(X =2) =ututuc3
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Niide 39. Vaatleme ndites 3.3 defineeritud juhuslikku suurust X ja defineerime
tema funktsiooni eeskirjaga Y =X? Nieme, et Y osutub konstantscks
juhuslikuks sunruseks, sest (-1)2=1, 12=1.

3.6. Juhusliku suuruse lineaarfunkisioon

Koigi juhusliku suuruse funktsioonide seast kasutatakse koige sagedamini
Iineaarfunktsiooni, mis on defineeritud seosega

Y=a+bX, (3.8)

kus a ja b on suvalised reaalarvud, b=0.

Lineaarfunktsiooni puhul vastab juhusliku suuruse X igale vadrtusele x; juhus-
liku suuruse Y vaartus y;=a+by;. Jarelikult on juhuslikel suurustel X ja Y iihe-
palju vaartusi ning X jaotusest on lihtne tuletada Y jaotust:

P(Y=a+bx)=P(X=x)=p,.

Teatavasti eksisteerib lineaarteisendusel alati poordteisendus, mis on samuti
lineaarne. Seega on alati voimalik lineaarselt teisendatud juhuslik suurus fagas:
teisendada, kasutades lineaarteisendust

_(Y-a)

X= po
Sellise teisenduse juures ei teki mingit infokadu.

Niide 3.10. Vaatleme naites 3.2 defineeritud juhuslikku suurust ja maarame uue
juhusliku suuruse lineaarteisendusega Y =2X-7 Selle juhusliku suu-
ruse téendosusfunktsiooni esitab jargmine tabel.

v, 5 3 | -1 1 3 5

_ 1 1 1 1 1 1

Pi 6 3 6 6 3 3
Tabel 3.2.

Taringuviske tulermuse lineaarteisenduse jaotus.
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4. JUHUSLIKU SUURUSE ARVKARAKTERISTIKUD.TSEBOSEVI VORRATUS

4.1. Juhusliku svuruse keskvaarius

Juhusliku suuruse jaotust iseloomustab mitu arvkarakteristikut. Neist tdhtsaim on
keskuiidrtus, mida tahistatakse stimboliga EX, vahel ka E({X). Keskvaartuse tuntud
tahiseks on ka p (kreeka tdht ‘miii”) ja vahel kasutatakse veel tihiseid m ning
MX. Eraldi simbol xon kasutusel empiirilise jaotuse keskvairtuse jaoks, millega
tutvume punktis 9.9.

Keskvairtus kuulub juhusliku suuruse asendikarakteristikute hulka, ta naitab selle
juhusliku suuruse asendit (paiknemist) arvsirgel.

DEFINITSIOON 4.1. {Diskreetse) juhusliku suuruse X keskvaartus defineeritakse jaotuse
jargi jargmise valemiga:

EX=Yp x, (a.1)

kus v, tdhistab juhusliku suuruse X vdirtust ja p, selle vadrtuse tdendosust,
i=1,...,k.

Peame meeles, et juhusliku suuruse keskvdartus on juhusest soltumatu konstant.
Valemist (4.1) jarelduvad juhusliku suuruse keskvaartuse omadused.

KESKVAARTUSE 1. [MONOTOONSUSE) OMADUS. Keskviirtus paikneb juhusliku suuruse viikseima
ja suurima vaartuse vahel,

min v,SEX<max x,.
1sisk 1<isk

Toepoolest, kui me keskvaartuse avaldises (4.1) asendame koik juhusliku suuruse
X vaértused viaikseimaga (olgu see x;), saame vorratuse, millele peale v, sum-
mamargi ette toomist rakendame valemit (3.3)

K E k
EX= ZP,XF Epjx] =X ij =X
}:1

=1 j=1

Vorratuse esimene pool on sellega téestatud. Samal viisil saab toestada ka teise

poole.
<4

KESKVAARTUSE 2. OMADUS (KONSTANDI KESKVAARTUS). Konstantse juhusliku suuruse ¢
keskvaartus vordub sama konstandiga, Ec =c.

See viide tuleneb eelmisest tdestusest — konstantse juhusliku suuruse vahim ja

suurim vaartus thtivad.
&
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Paneme tihele, et tldiselt ei tarvitse keskvaiartus iihtida juhusliku suuruse iihegi
vaartusega. Naiteks tdisarvuliste vadrtustega juhusliku suuruse keskvaartuseks
voib olla ka murdarv

KESKVAARTUSE 3. (LINEAARSUSE) OMADUS
E@+bX)=a+b-EX. 4.9

Selle omaduse toestamisel kasutame lineaarfunktsiooni téeniosusfunktsiooni
avaldist, keskvidartuse arvutuseeskirja ja keskvaartuse teist omadust.

k k k
E(a+bX) = Y p(a+bx)=a),p.+b D px,=a+bEX.
i=1 i=1 i=1 $

Mirgime, et keskvidrtuse omadused ei ole sellega ammendatud, kuid jargmiste
omaduste tdestamiseks on meil tarvis rakendada juhusliku vektori ja selle funkt-
siooni moisteid, millega tutvume alles jargmises paragrahvis. Alles siis, punktis
5.9, tuletame jargmised juhusliku suuruse keskvaartuse omadused.

Niide4.]. Leiame taringuviske tulemuse keskvdartuse (vt naide 3.2), kasutades
selleks taringuviske tdendosusfunktsiooni,

EX= é(l +2+3+4+5+6) = 3%.

Noide 42. Leiame miindiviske vbidusumma keskvairtuse (vt naiteid 3.3 ja 3.6)
EX=0,5(-1)+0,5-1=0.

Niide 43. Leiame juhusliku suuruse Y =2X-7 keskvdartuse, kui X on taringu-
viske tulemus (vt ka ndide 3.10). Juhusliku suuruse Y keskviartuse
leidmiseks kasutame nididet 4.1, mille kohaselt EX =35 Kasutades
valemit (4.2) saame keskvidrtuse lineaarsuse omaduse tottu
EY=2.35-7=0.

Viimase seose digsuses on lihine veenduda vahetu arvutamise pohjal
valemi (4.1) abil, kasutades juhusliku suuruse Y tdendosusfunktsiooni
naitest 3.10.

4.2. Juhuslikv suuruse dispersioon

Juhusliku suuruse oluliseks iseidrasuseks on tema hajuvus. Piltlikult 6eldes - mida
suurem on juhusliku suuruse hajuvus, seda rohkem erineb see juhuslik suurus
konstandist.

Juhusliku suuruse hajuvust keskvéirtuse suhtes iseloomustab tema dispersioon
DX.
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DEFINITSIOON 4.2. Juhusliku suuruse X dispersiooniks DX nimetatakse tema hélbe
ruudu keskvaartust
DX = E(X—EX)?, (43)

kus hilve on arvutatud keskvaartuse suhtes.

Meenutame, et juhusliku suuruse X hilbeks mingi konstandi a suhtes nimetatakse
vahet X-a

Dispersiooni tidhisena kasutatakse ka avaldisi D{X) ja samuti ¢° (kreeka tiht
“sigma”). Harvemini kasutatavaid tdhistusi D?(X), V(X), var(X) me kdesolevas
raamatus ei pruugi, kuid {iheksandas paragrahvis votame kasutusele empiirilise
jaotuse dispersioconi sumboli s?
Olgu margitud, et dispersioonil on veel teinegi, valemis (4.3} esitatuga samavaarne, kuid
moningates rakendustes kiepirasem kuju {vt valem (5.10)), mille me tuletame samuti alles
jargmises paragrahvis.
Valemist (4.3) jareldub, et dispersiooni arvutamiseks leitakse juhusliku suuruse
hilbed keskvdiirtuse iimber (st juhusliku suuruse iiksikvédartuste ja keskvaartuse
vahed), voetakse need ruutu ja keskmistatakse. Téendosusfunktsiooni kaudu
avaldub {(diskreetse) juhusliku suuruse dispersioon jirgmise valemi abil:

k
DX =Y p(x~EX)". {44)
i=1
Valemist (4.4) ilmneb, et mida suuremad on juhusliku suuruse hélbed keskvaar-
tusest ja mida suurema téendosusega esineb suuri halbeid, seda suurem on dis-
persioon.

Tuletame jirgnevas mdned olulised dispersiooni omadused.

DISPERSIOONI 1. OMADUS (MITTENEGATIIVSUS). Juhusliku suuruse dispersioon on mittenega-
tiivne,
DX=0.

See omadus jareldub vahetult dispersiooni definitsioonist ja keskvairtuse mono-

toonsuse omadusest.
4

Erijuhuna saame siit jareldada jargmise omaduse:
DISPERSIOONI 2. OMADUS (KONSTANDI DISPERSIOON). Konstandi dispersioon on null,
Dc=0.

See omadus jareldub vahetult konstantse juhusliku suuruse definitsioonist, sest
konstantse juhusliku suuruse hilve keskvaartuse suhtes on keskvairtuse teise
omaduse pohjal null, ning samal pohjusel on ka selle hilbe ruudu keskviirtus

null.
&
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Kehtib ka vastupidine omadus — kui (diskreetse) juhusliku suuruse dispersioon
on vordne nulliga, siis on see juhuslik suurus konstantne.

DISPERSIOONI 3. OMADUS (INVARIANTSUS NIHKE SUHTES.) Konstandi liitmine juhuslikule suu-
rusele ei muuda tema dispersiooni,

Dia+X)=DX

Toéepoolest, eelmise omaduse tottu E(a+X)=a+EX, ning jarelikult
(a+X)-E(a+X) = X—EX, millest dispersiooni 3. omadus jireldub vahetult.
<>

DISPERSIOONI 4. OMADUS (RUUTHOMOGEENSUS.) Juhusliku suuruse korrutamisel konstandiga
suureneb tema dispersioon vérdeliselt selle konstandi ruuduga,

D(bX) = b2-DX.

Toepoolest, E(bX) = bEX jajarelikult E(bX-bEX)? = b’E(X-EX)?=1"DX.

Dispersiooni jargmised omadused toestame punktides 5.9 ja 6.3.

Niide 44. Leiame naites 3.2 vaadeldud tiringuviske tulemuse dispersiooni, arves-

1
tades ndites 4.1 arvutatud keskviirtust: DX:B[(1—3,5)2+(2—3,5)2+

+(3-3,5)2+ (4-3,5)2+ (5-3,5)24 (6-3,5)2] = 1? ~2.92,

Niide 4.5. Arvutame mindiviske voidusumma dispersiooni (vt ndited 3.3 ja 3.6):
DX=0,5-(-1)7+0,5-12=1.

Niide 4.6. Leiame juhusliku suuruse Y = 2X-7 disperstooni, kui X on taringuviske
tulemus (vt ka ndide 3.10). Juhusliku suuruse Y dispersiconi leidmiseks
kasutame dispersiooni ruuthomogeensuse omadust ja ndite 4.4 tulemusi
DY =22-DX=11,67 Arvutuse digsust saab kontrollida, kasutades vale-
mit (4.1) ja Y téendosusfunktsiooni (vt tabel 3.2).

4.3. Juhusliku svuruse standardhilve

Juhusliku suuruse dispersioon sobib kiill hasti teoreetiliste arutelude jaoks, kuid
tema puuduseks on see, et tema maddfiihikuks on vastava juhusliku suuruse
modtithiku ruut. Seda arvestades kasutatakse praktilises tegevuses juhusliku suu-
ruse hajuvuse iseloomustamiseks sagedamini ruitjuurt dispersioonist.

DEFINITSIOON 4.3. Ruutjuurt dispersioonist nimetatakse standardhilbeks.
S(X)=4DX. (4.5)

Standardhalvet tahistakse siimboliga S(X), 6, vdi .
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STANDARDHALBE OMADUSED tulenevad vahetult vastavatest dispersiooni omadustest.

19 Juhusliku suuruse standardhilve on mittenegatiivne.
2% Konstandi standardhilve on null.
3% Standardhialve on invarianine nihke suhtes,

S(X+a) =5(X).
4% Standardhalve on absoluutselt homogeenne,
S(a+bX) =|bl-S(X).

Noide 4.7. Leiame taringuviske tulemuse ja miindiviske voidusumma standardhal-
bed, kasutades selleks nende suuruste dispersioone, mis said arvatatud
ndidetes 1.4 ja 1.5. Vastavad standardhilbed on §(X) = 1,708 ja S(X) = 1.

Ndide48. Leiame juhusliku suuruse Y =2X-7 standardhilbe, kui X on tiringu-
viske tulemus (vt niide 4.6). Juhusliku suuruse Y standardhilbe
leidmiseks kasutame standardhilbe absoluutse homogeensuse omadust
ja ndite 4.7 tulemust, S(Y)=21,71 =3,42.

4.4, Juhuslikv suuruse standardiseerimine

Juhusliku suuruse keskvaartust ja standardhalvet kasutatakse teatavates lineaar-
teisendustes, mis oma sagedase rakendatavuse tdttu on saanud erinimed.
Vaatame neid kdesclevas punktis.

Olgu maaratud juhuslik suurus X keskvaartusega p ja dispersiooniga o2

EX=u, DX=0a?

1% JUHUSLIKU SUURUSE TSENTREERIMINE on juhusliku suuruse lineaarteisendus jargmise
eeskirjaga:

Y=X-pu. (4.6)

Tsentreerimine nilutab juhusliku suuruse vidrtusi arvsirgel, kuid ei muuda nende
omavahelist paiknemist.

- Tsentreeritud juhusliku suuruse keskviirtus on alati null.

—  Tsentreerimine ei muuda juhusliku suuruse hajuvust.

29 JUHUSLIKU SUURUSE NORMEERIMINE on juhusliku suuruse lineaarteisendus eeskirjaga:

X
Y= s (47)
Normeerimine muudab juhusliku suuruse skaalat, st vadrtuste omavahelisi kau-
gusi, kuid sdilitab nende janjestuse.
— Normeeritud juhusliku suuruse dispersioon ja standardhélve vérdu-

vad dhega.
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3% JUHUSLIKU SUURUSE STANDARDISEERIMINE on tema tsentreerimine ja normeerimine, st
lineaarteisendus

X0
=

Y= {4.8)
- Standardiseeritud juhusliku suuruse keskvaartus on vérdne nulliga ja
dispersioon ning standardhilve on vordsed iihega.

Praktikas kasutatakse standardiseerimist sageli erinevatel skaaladel mdodetud
juhuslike suuruste muutmisel omavahel vorreldavaiks.

Niide 49. Naites 3.3 defineeritud juhuslik suurus (poisi véidusumma miindi-
viskel) X on keskvairtusega 0 ja standardhilbega 1, seega standardisee-
ritud.

Ndites 4.3 tsentreerisime kahekordse taringuviske tulemuse. Selle juhus-

liku suuruse standardiseerimiseks tuleb algse juhusliku suuruse vaar-

tused jagada arvuga 3,42. Saame uue juhusliku suuruse vdartusteks

-1,46,; -0,88; 1,29, 0,29; (,88; 1,46, kusjuures iga vadrtuse tdendosus
1

01’16.

H . i |- | ' .
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Juhuslik suurus

AT L

-6 -5 -4 -3 -2 -t 0 1 2 3 4 5 8§ 7 8 9 10 11 12
Tsentreentud juhushk suurus

Joonis4.1.
Tuhushk suurus N ja tsentreeritud jubuslik suuros X1
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Standardiseeritud juhuslik suurus
Joonis 4.2. ,

Naide 4.10.

Normeeritud juhuslik suurus p ja standardiseeritud juhuslik suurus

Arvutame naites 3.1 defineeritud juhuslikule suurusele X vastavad
tsentreeritud, normeeritud ja standardiseeritud juhuslikud suurused X;,
X, ja X;. Koigepealt leiame toendosusfunktsiooni {joonis 3.2) ja seejdrel
valemeid (4.2), (4.4) ja (4.5) kasutades juhusliku suuruse X keskvaartuse
ja standardhilbe, p=4,583, o=3,121. Joonistel 4.1 ja 4.2 on esitatud
kéigi nende juhuslike suuruste tdendosusfunktsioonide graafikud tulp-
diagrammidena samas méd&tkavas.

4.5. Tsebosevi vorratus

Juhusliku suuruse tiksikvaartuste hajumine keskvidrtuse Gmber allub teatavale

iildisele

seadusparasusele, mille sisuks on, et viga suured hilbed esinevad iisna

viitkese  toenidosusega. See seaduspdrasus on formaalselt esitatav jargmise
vorratusena.
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TSEBOSEVI VORRATUS.

Iga juhusliku suuruse X korral kehtib alljargnev vorratus,

DX
P(lX—EX]ZC)S‘CT, {4.9)
kus EX ja DX tdhistavad selle juhusliku suuruse keskvairtust ja standardhalvet
ning ¢ on suvaline positiivne konstant.

TOESTUS. Valime vabalt konstandi c. Kirjutame dispersiooni avaldise, kasutades
valemit (4.4), ja esitame ta kahe liidetava summana. Esimesse liidetavasse (sum-
masse) arvame need liikmed, mille puhul juhusliku suuruse X vaartus erineb
keskviaartusest mitte vihicnr kui ¢ vorra, ja teise need liidetavad, mille puhul see
erinevus on viiiksem kui c:

k
DX=2p(x-EX)?= Y pAX-EX)?+ 3 piX-EX)?
i=1 |[X-EX]=c |[X-LCXl<c

Niitid asendame esimeses lildetavas avaldise |X - FX] konstandiga ¢, mille tagajar-
jel see avaldis saab ainult vaheneda. Teise liidetava, mis on kindlasti mittenega-
tiilvne, jatame hoopis ara. Ka see saab avaldist ainult vihendada, jarelikult on éige
jirgmine vorratus:

DXz¢? p;
IX-EXl2c

Viilmane tdendosuste summa viljendab siindmuse |X-EX|z¢ tdendosust, vt
valem (3.4°). Seda arvestades saame

DXz=c?2P(X-EX|20),

millest vorratuse moélema poole jagamisel positiivse konstandiga ¢ saamegi
vorratuse (14.9).
*

Néide 4.11. illustreerime T$ebO3evi vorratust taringuviske tulemuse abil. Votame
¢=2. Et niidete 4.1 ja 14 kohaselt EX=3,5 ja DX=2,92, saame

DX =0,73. Jarelikult ei tohiks juhusliku suuruse X vaartused hilbida

2
kceskvéértusest 3,5 rohkem kui kahe iihiku vérra suurema téendosusega
kui 0,73. Niisuguseid vaartusi on kaks, nimelt 1 ja 6, ning nende esine-
mise toendosus on 1/3, mis on tdepoolest vaiksem kui 0,73. Seega on lei-
tud tulemus kooskolas TseboSevi vorratusega.
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4.6. Juhuslikv svuruse momendid

Tuhusliku suuruse arvkarakteristikute loetelu ei ole esitatud kolme karakteristiku —
keskvairtuse, dispersiooni ja standardhilbega kaugeltki mitte ammendatud.
Nimetatud karakteristikud kuuluvad juhusliku suuruse momentide abil defineeri-
tud arvkarakteristikute peresse, mille tiitGpiliste esindajatega jirgnevas tutvust
teeme.

Juhusliku suuruse moment defineeritakse selle juhusliku suuruse astme keskuviidir-
tuse kaudu.

DEFINITSIOON 4.4. Olgu m suvaline naturaalarv Juhusliku suuruse X m jarku
momendiks nimetatakse selle juhusliku suuruse m-nda astme keskvairtust

Momente tahistakse tavaliselt tahisega n . Seega on m jirku moment avaldatav
valemist

w, = E(Xm). (4.10)

Arvutusvalem m jarku momendi jaoks juhusliku suuruse X tdendosusfunktsiooni
kaudu on jargmine:

k
Wy = 2P, (4.11)
j=1

Praktikas leiavad koige sagedamini kasutamist teist, kolmandat ja neljandat
jarku momenendid.

4.7. Juhuslikv suuruse isentraalsed momendid, asimmeetria kordaja ja ekstsess

Lisaks valemiga (4.10) defineeritud nn algmomentidele kasutatakse tihti ka juhus-
liku suuruse tsentraalseid momente, mille tavaliseks tahiseks on v, (kreeka taht
"niiii") ja mis on defineeritud vastava tsentreeritud juhusliku suuruse momentidena.

v, = E(X-EX)™, (4.10)

kus m on suvaline naturaalarv.

Paneme téhele, et dispersioon on teine tsentraalne moment. Ka kolmas ja neljas
tsentraalne moment on tuntud juhusliku suuruse arvkarakteristikutena.

ASUMMEETRIA KORDAJA. Standardiseeritud juhusliku suuruse kolmandat tsentraalset
momenti nimetatakse asiimmeetria kordajaks ja tahistatakse siimboliga ay,

Vi
g =

x= 53 (4.12)
Kui juhuslik suurus (tapsernalt, tema tdendosusfunktsioon) on siimmeetriline, siis
on tema astimmeetria kordaja vérdne nulliga. Vastupidine vdide ei pea tldiselt
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paika, kuid enamasti on siiski juhuslik suurus, mille asimmeetria kordaja vordub
nulliga, kaunis lidhedane siimmeetrilisele.

Et selgitada jaotuse kuju isedrasusi, votame kasutusele statistika eriala kir-
janduses levinud piltliku jaotuse "saba" méiste, mis tahistab keskvaartusest kau-
gel paiknevaid juhusliku suuruse vaartusi. "Raskeks"” nimetatakse saba siis, kui
tema toendosus on suhteliselt suur. Meenutame, et keskviirtusest eemal paikne-
vate vadrtuste tdendosused on tékestatud Tsebdsevi vorratusega, vt valem (4.9).

Kui asiimmeetria kordaja on positiivne, siis on vaadeldaval jaotusel paremal, so
suuremate vairtuste pool, "raske saba”, vt joonis 4.3. Negatiivse astimmeetria kor-
ral on olukord vastupidine.
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Joonis 4.3.
Positiivse ja negatiivse asimmecetriaga jaotus.

EKSTSESS. Juhusliku suuruse neljanda tsentraalse momendi kaudu avaldub selle jao-
tuse kuju karakteristik ekstsess ey, alljirgneva valemina:

ex=3 113
Terava tipu ja "raskete sabadega” jaotuse puhul on ekstsess positiivne. Tokestatud

vairtuste hulga ja lamedatipulise v6i ndgusa jaotuse puhul on ekstsess negatiivne
(kuid mitte vdiksem kui -2), vt joonis +.4.

.- i

- |

USES I 11

12 3 4 5

Joonis 4 4.
Positiivse ja negatiivse ekstsessiga jaotus.
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4.8. Juhuslikv suuruse jootusseadus (parameetriline jootuste pere)

Juhusliku suuruse jaotust esitav tdendosusfunktsioon sisaldab tavaliselt monin-
gaid konstante, mida nimetatakse jaotusparameetriteks. Kdige sagedamini on jao-
tusparameetriks juhusliku suuruse keskvéartus, sageli lisaks ka dispersioon véi
moni tema funktsioon. Jaotusparameetrite erinevate vaartuste korral saadakse
erinevad jaotused, mis aga kuuluvad samasse parameetrilisesse jaotuste peresse.

DEFINITSIOON 4.5. Reaalarvulistest parameetritest soltuvat jaofuste peret esitavat
eeskirja nimetatakse jaofusseaduseks.

Igal jaotusseadusel on oma tdhistus, mille juures margitakse dra ka parameetrite
konkreetsed vairtused. Tésiasja, et juhuslik suurus X on jaotusega 77(8) (siin
tahistab kreeka tdht "theta” jaotuse 77 parameetrit), tahistatakse stimbolite abil
jargmiselt:

X-~7(0).

Lihtsa ndite parameetrilisest jaotuste perest pakub jargmises punktis vaadeldav
diskreetse Gihtlase jaotuse pere %f;, millega oleme tegelikult juba tutvunud.

4.9. Diskreetne ihtlone jaotus

Diskreetne tihtlane jaotus on defineeritud oma téendosusfunktsiooni kaudu, mis
avaldub kujul

P(X=i)= ]1(;1': 1.k
Siin on parameetriks erinevate wiirtuste arv k, kusjuures k vaib olla suvaline
naturaalarv Diskreetse iihtlase jaotuse tihistuseks on %, (k).

Sellesse peresse kuulub taringuviske tulemuste abil defineeritud juhuslik suurus,
mille puhul k = 6, samuti miindiviske tulemus, mille korral k = 2.

Lihtne arvutus annab diskreetse uhtlase jaotusega %,(k} juhusliku suuruse
keskvaartuse ja dispersiooni:

k k21
EXAE, DX_—lT

Kiesolevas paragrahvis defineerime veel iihe, vdga sageli kasutatava lihtsa
diskreetsete jaotuste pere.
4.10. Bernoulli jootus

Olgu miiratud elementaarsiindmuste ruum Q ja olgu A mingi sindmus selles
ruumis, P(A) =p.
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DEFINITSIOON 4.6. Bernoulli jaotusega juhuslikuks suuruseks nimetatakse juhuslikku suu-
rust X, mis on defineeritud jargmiselt:

kui A toimub, siis X =1,
kui A el toimu, siis X = 0.

Lihtne on kontrollida, et X on tdepooiest elementaarsiindmuse funktsioon.

Leiame X toendosusfunktsiooni:

P(X=1)=p, P(X=0)=1-p. (4.4)

<&

Bernoulli jaotus soltub ithest parameetrist p (siindmuse tdendosus), mis voib
omandada suvalise reaalarvulise vairtuse vahemikus nullist {iheni ja seda
tahistatakse siimboliga ZZ(p).

Seosega (4.14) defineeritud juhuslikku suurust X nimetatakse ka siindmuse A indi-
kaatoriks.

Bernoulli jaotusega juhusliku suuruse X keskvaartuse, dispersiooni ja stan-
dardhidlbe leiame vahetult valemitest:

EX=1p=p
DX = (l_P)Z.p+(D_p)2 (1-p)=(1-p)p,
S(X) = Jp(1-p)

Bernoulli jaotusega juhuslikku suurust iseloomustab veel tosiasi, et tema koik
momendid on vérdsed. Téepoolest,

lJvm:Om_(]__F,).|.]_"“-p =p,m= l,

4

Niide 412. Vaatleme katsena tdringuviset ja siindmusena A kuue silma saamist,
ning defineerime sellele siindmuse indikaatori ning vastava Bernoulli
jaotuse. Otsitav jaotus on siis

P(XzO)zg,P(le) =é.

Keskviirtuse, dispersiooni ja standardhiélbe vadrtusteks saame:

1

EX = £ 0,1667, DX = =0,1389, S(X) =0,3727

=
N

Et leida asiimmeetriakordajat ja ekstsessi, arvutame kolmanda ja nel-

k
janda tsentraalse momendi, kasutades seost vk=§—(—l] +1(§T, siit

6\L6/) 616
jareldub, et v, = % =0,0926, v, = % =0,0810.
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L .. , . Vs 0,0926 _ .

Arvutame niidd astimmeetria kordaja a, = S35 0.0518 1,789 ja
ekstsessi ¢, = W—?, =1,2
X70,0193 a

Jarelikult on saadud jaotus margatavalt ebasiimmeetriline "raske" sabaga
suuremate vdartuste poole. Téepoolest, "suur” véartus 1, mille téendosus

on é, asub keskvidartusest rohkem kui kahe standardhilbe iithiku vorra

paremal.
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5. JUHUSLIK VEKTOR

5.1. Juhuslikv vektori moiste

Sageli on tarvis vaadelda mitut juhuslikku suurust itheskoos. Sel eesmirgil
defineeritaksegi juhuslik vektor

Olgu fikseeritud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi Q= {w,,...,®, }, ning olgu sellel elementaarsiindmuste ruumil mdaratud
mitu juhuslikku suurust.

DEFINITSIOON 5.1. Olgu X, ..., X juhuslikud suurused, mis on defineeritud samal
elementaarsiindmuste ruumil £2. Need juhuslikud suurused itheskoos moodusta-
vad m-méotmelise juhusliku vektori,

Juhuslikku vektorit tahistatakse kas siimboliga i =(X,,....X,) voi ka X. Juhus-

m

likke suurusi X; nimetatakse juhuslikic vektori X komponentideks. Kui juhusliku
vektori koik komponendid on diskreetsed juhuslikud suurused, siis nimetatakse
seda juhuslikku vektorit diskreetseks juhuslikuks vektoriks. Me eeldame kdesolevas
paragrahvis, et koik késiteldavad juhuslikud vektorid on diskreetsed.

Kui katse tagajarjel toimub Gks elementaarsiindmus ®,, siis omandab juhuslik

vektor ? konkreetse wvddrtuse ()= (X, (w),... X (w). Seda vdirtust
(Xp,...X,) = (X (w),.... X, (w)) nimetatakse ka juhusliku vektori 5() realisatsiooniks.

Niide 5.1. Olgu katseks kahe (sinise ja punase) taringu vise. Mdaraku sinise taringu
ndit juhusliku suuruse X, punase taringu ndit — juhusliku suuruse Y ja
silmade kogusumma juhusliku suuruse Z vairtuse. Siis on (X.Y,Z)
kolmemootmeline juhuslik vektor (n=3) ja arvvektor (3,2,5) on iks
tema voimalikke vaadrtusi (realisatsioone).

5.2. Juhuslikv vektori jaotus

Samuti nagu juhuslikku suurust, nii iseloomustab ka juhuslikku vektorit tema
Jaofus.

Olgu madratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi Q ja olgu selles ruumis defineeritud juhuslik vektor X.

9
DEFINITSIOON 5.2. Juhusliku vektori X jaotuseks (komponentide ihisjaotuseks) P,
nimetatakse eeskirja, mis seab igale vektori X vaartusele (vaartushulgale) vasta-
vusse selle tdendosuse.

—
DEFINITSIOON 5.3. Juhusliku vektori X iga komponendi X, (kui juhusliku suuruse)
jaotust nimetatakse marginaaljaotuseks.
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Uhisjaotus sisaldab eneses lisaks koigi komponentide marginaaljaotustele veel
teavet komponentide paaride ja rithmade omavaheliste soltuvuste kohta.

Juhusliku vektori jaotuse tavaparane tahistus on Px Seda, et vektor X on jaotu-
sega P, mairgitakse avaldisega X~P Kaesolevas paragrahvis tutvume ainult
kahemddtmelise diskreetse juhusliku vektori jaotusega, st eeldame edaspidi, et
m=2.

5.3. Kahemootmelise juhusliku vektori jootus

Olgu madaratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi £2 ja olgu selles ruumis defineeritud kaks juhuslikku suurust. Kirjapildi
lihtsustamiseks (et viltida indekseid) tdhistame X, =X ja X, =Y mis kokku
moedustavad juhusliku vektori (X, Y).

Oletame, et juhuslikul suurusel X on k erinevat vaartust x,,...,x, ja juhuslikul
suurusel Y vastavalt /i vadrtust y,, ..., ¥y, kusjuures loomulikult 1<k<n, 1<h<n.
Siin tdhistab n elementaarsiindmuste arvu ruumis £ (vt punkt 3.1). On loomulik
eeldada, et kummagi komponendi jaotus ei ole kédunud, st et k>1, A>1. Juhuslik
vektor voib pohimétteliselt omandada k-# erinevat vaartust (x, y) i=1,. Lk,
j=1,...,h Seda hulka nimetataksegi juliusliku vektori voimalike viiirtuste hulgaks
Panerne tahele, et juhusliku vektori tegelik vidrtuste hulk véib olla ka ainult osa
sellest voimalike vadrtuste hulgast, st ménede komponentide vaartuste kombi-
natsioonide tdendosus voib olla null (vt tabel 5.3). Kindlasti ei saa reaalselt oman-
datavate (nullist erineva tdendosusega) vidrtuste arv olla suurem
elementaarsiindmuste arvust .

Diskreetse juhusliku vektori jaotuse kéige kdepdrasemaks esifuseks on selle
téendosusfunktsioon, mis kahemé&détmelisel juhul tavaliselt esitatakse nn risttabeli
ehk jaotustabeli kujul.

DEFINITSIOON 5.4. Juhusliku vektori tdendosusfunktsiooniks nimetatakse eeskirja, mis
seab igale selle vektori voimalikule vaartusele (x,y,) vastavusse selle vaartuse
toendosuse P(X=xi,Y:yj) =p;-

Edaspidi tahistame juhusliku vektori (X,Y) jaotust simboliga Py, ja kasutame
sama stmbolit ka selle vektori tdendosusfunktsiooni jaoks. Juhusliku vektori
toendosusfunktsiooni on voimalik leida, kui on teada 1

19 koigi elementaarsiindmuste tdendosused (meie eeldusel P(w) = =),

20 juhusliku vektori kui elementaarstiindmuse funktsiooni eeskiri.

Juhusliku vektori abil mdaratud siindmus (X:xi,Y=yj) on selle komponentide
poolt madratud stindmuste (X=x)ja (Y=y) korrutis,

(XN =(ry)) = (X =x,Y=y) = (X=x)N(X =y, (1)

Mirgime, et esimese siindmuse puhul loobutakse enamasti lihtsuse mottes vilis-
test sulgudest.
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Jirgnevas toome kahemootmelise vektori jaotust esitava tavakohase jaotustabeli
{risttabeli).

X\Y Y, Yy . Y Py
X Pn P2 P P
*2 Pa P2z o Pan P
X Pra Piz . P Pr.
Py Pa P2 P 1

Tabel 5.1.

Juhusliku vektori (X, Y) jaotustabel.

Margime, et koneldes edaspidi (diskreetsest) juhuslikust vektorist (X, Y) ilma jao-
tust tipsustamata méoistame sellena juhuslikku vektorit tabelis 5.1 esitatud
jaotusega.

Esimene rida ja esimene veerg moodustavad tabelis nn piise, mis selgitab tabeli
iillejadnud lahtrite sisu. Alates teisest reast/veerust vastab igale reale tiks juhus-
liku suuruse X vadrtus x; ja igale veerule juhusliku suuruse Y mingi vaartus y;.
Vastava rea ja veeru ristumiskohal paikneb toendosus p,;, so toendosus, et juhus-
lik vektor (X, Y) omandab vidrtuse (x, y).

Tabeli ddarmises parempoolses veerus ja koige alumises reas paiknevad kompo-
nentide X ja Y jaotused, mis on vektori jaotuse suhtes margingal- ehk servajao-
tused. Tapsemalt on need muidugi vastavate jaotuste tdendosusfunktsioonid. On
lihtne nédha, et need on saadud lihisjaotusest téendosuste summeerimisel vas-
tavalt ridade ja veergude kaupa:

i1
P(X=x,‘) =Pl\_ = EP,—J,-, (52)
j=1
k
P(Y=yj) =p;= qu- (5.2)
i=1

Ndide 5.2. Visatagu kaht miinti, iihe visketulemused mé&aravad juhusliku suuruse
X, teise visketulemused juhusliku suuruse Y, kusjuures mélema juhus-
liku suuruse sisuks on poisi voidusumma, mis mddratud (samuti kui
nidites 3.3) nii, et vapi pealelangemisel poiss kaotab, kirjapoole peale-
langemisel vdidab Ghe krooni. Juhusliku vektori (X, Y} Ghisjaotust kir-
jeldab siis tabel 5.2.
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X\Y -1 1 Py
-1 0,25 0,25 0,5
1 0,25 0,25 0,5
Py 0,5 0.5 1
Tabel 5.2.

Véidusumma jaotus parast kaht miindiviset.

Tabelist 5.2 jareldame, et sindmus (X,Y) =(-1,-1), st poiss kaotab
molemal viskel krooni, esineb téendosusega 0,25. Sama suur on ka
kahekordse voidu tdenidosus P(X,Y) = (1,1).

Niide 5.3. Visatagu kaht taringut (sinist ja punast). Juhuslikuks suuruseks X on
sinise taringu silmade arv, Y — punase taringu silmade arv ja Z — mélema
taringu silmade arvude summa. Moodustame kahemdotmelise ]uhushku
vektori (X, 7Z) iihisjaotuse jaotustabeli alljargneval kujul.

~Zl2 |3 4 5 6 |7 |8 9 10 (11 |12 | Py

1 oo |00 |0028 {0028 |0028 [0028 [0 o o |o |0 [ozer
2 lo  |o028 |oo028 0028 0028 [0028 {0028 [0 e o o [o1e7
3 o |o |00z |oo2s 0028 |0028 |0028 |0028 [0 o |0 [o1e7
a4 o |o |0 |oos 0028 |0028 |0028 |0028 |0028 [0 [0 [o1e7
5 o o o Jo |o028 |o028 |0028 0028 [0028 [0028 [0 [0167
6 0 o Jo Jo |0 |00 |0028 |0025 [0028 |00 {0028 |0,167
P, o028 |0056 [0083 10121 (0139 [0,167 0,139 [0111 Jo083 foo056 |0028 |1

Tabel 5.3,
Uhe ja kahe tiringu visketulernuste iihisjaotus.

Juhuslike suuruste X (iihe tiringu visketulemus) ja Z (kahe taringu visketule-
muste summa) marginaaljaotused Py ja P, paiknevad vastavalt tabeli ddrmises
parempoolses veerus ja alumises reas.

5.4. Kahemédotmelise juhuslikv vektori tinglikud jaotused

Olgu (X,Y) kahemdoétmeline juhuslik vektor, mille jaotus on esitatud jaotus-
tabelina, vt tabel 5.1. Paneme tihele, et kui Gihe juhusliku suuruse véirtus on min-
gil viisil fikseeritud (tema kaudu on méaaratud mingi stiindmus ehk tingimus), siis
voib teise juhusliku suuruse jaotus soltuvalt sellest tingimusest muutuda.

DEFINITSIOON 5.5. Olgu juhusliku vektori komponendi Y kaudu madratud mingi
siindmus A= (Y€R), kus R on suvaline reaalarvuline piirkond, mille puhul
P(Y € R) #0. Juhusliku vektori komponendi X jaotust tingimusel A nimetatakse X
tinglikuks jaotuseks.
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Tinglik jaotus leitakse, kasutades selleks fingliku toendosuse méistet P(X=x;1A),
i=1,....k. Praktikas kasutatakse koige sagedamini tingimust A= (Y = y; ), sel
juhul avalduvad tinglikud tdendosused jirgmise seosega:

Py i1, k. (53)
P

Seega saame tinglikud tdendosused leida tabeli sellest veerust, mille number on
tingimusega fikseeritud (veerg nr j), jagades tabelis paiknevad tdendosused vas-
tava marginaalse tdendosusega.

P(X=x5|Y=yj) =

Samal viisil on lihtne leida ka juhusliku suuruse Y tinglikke tdendosusi, kui tingi-
mused on fikseeritud juhusliku suuruse X abil, (X=x)),

P(Y=y;1 X=x)) =?, i=1,...s (5.4)

i

Niide 54. Vaatame kaht taringuviset, nagu ka naites 5.3, kusjuures X on sinise, ¥
punase tiringu ndit ja Z summaarne visketulemus. Leiame 7 tingliku
jaotuse P(Z | X=3) tingimusel X =3 ning X tingliku jaotuse P(X | Z=3)
tingimusel Z =3.

Z 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P 0 0 0,167 1 0,167 | 0,167 | 0,167 | 0,167 | 0,167 0 0 0
Tabel 5.4.

Kahe taringu visketulemuste summa jaotus tingimusel, et esimese tulemus on 3 silma.
X 1 2 3 4 5 6
P 0,5 05 0 0 0 0
Tabel 5.5.

Uhe tiringu visketulemuse jaotus tingimusel, et kahe tiringu summaarne tulemus on 3.

5.5. Kahe juhuslikv suvruse soltumatus

Juhusliku vektori uurimisel on iiheks peaeesmirgiks selle komponentide vahe-
liste mé&jude selgitamine. Selle aluseks on juhuslike suuruste séltuvuse maiste. Sol-
tuvuse maaratluseni jdbudmiseks alustame tutvumist sdltumatuse moistega.

DEFINITSIOON 5.6. Olgu (X, Y) kahemoodtmeline juhuslik vektor. Oeldakse, et juhusfik
sunrus X ef soltu juhuslikust suurusest Y, kui X koik tinglikud jaotused on omavahel
vordsed (ihtivad) alati, kui tingimus on maaratud Y kaudu.

Arusaadavalt iihtivad X tinglikud jaotused siis ka X marginaaljaotusega P, (sel-
les veendumiseks meenutame tingliku jaotuse ja siindmuste sdltumatuse
madratlusi).
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Viimasest asjaolust jareldub, et kui juhusliku vektori iiks komponent X ei soltu
teisest komponendist Y siis avaldub vektori toendosusfunktsioon marginaalsete
téendosusfunktsioonide korrutisena:

Py=pi P i=1.k (55)

Saadud vordus kehtib kaigi indeksi j vaartuste korral, j=1,...,h. Kokkuvéttes
kehtib definitsiooniga 5.6 samavaarne maaratlus:

(DISKREETSETE) JUHUSLIKE SUURUSTE SOLTUMATUS.

Juhuslikud suurused X ja Y on soltumatud parajasti siis, kui juhusliku vektori
(X, Y) toendosustunktsioon avaldub marginaalsete tdendosusfunktsioonide kor-
rutisena.

Arvestades tosiasja, et téendosusfunktsioon on jaotuse esitus, sénastatakse juhus-
like suuruste sdltumatuse maaratlus tavaliselt jaotuste kaudu.

JUHUSLIKE SUURUSTE SOLTUMATUS. Juhuslikud suurused X ja Y on soltumatud parajasti
siis, kui juhusliku vektori (X,Y) jaotus P,, vdrdub marginaaljaotuste korruti-
sega.

Pyy =Py Py. (5.6)

Viimane vérdus on kéige ildisem, selle kaudu defineeritakse suvaliste juhuslike
suuruste sdltumatus.

Siit tulenevad soltumatute komponentidega juhusliku vektori omadused.

JUHUSLIKE SUURUSTE SOLTUMATUSE VASTASTIKKUSE OMADUS. Juhuslike suuruste séltumatus on
vastastikune, st alati, kui X on soltumatu Y-st, on ka Y séltumatu X-st.

SOLTUMATUTE JUHUSLIKE SUURUSTE KAUDU DEFINEERITUD SUNDMUSTE SOLTUMATUS.

Kui X ja Y on soltumatud juhuslikud suurused ja A ning B on nende kaudu
defineeritud siindmused, A= (X€R,), B=(YER,), kus R,, R, on suvalised
reaalarvude hulgad, siis on A ja B soltumatud.

TOESTUS. Kuulugu hulka R, juhusliku suuruse X vaartused x,,...,x, ja hulka R,
juhusliku suuruse Y vaartused y,,...,y,. Siis avaldub siindmus AMNB jargmise
summana

st
ANB=3 Y (X=x,Y=y,).

i=1j=1

Juhuslike suuruste X ja Y soltumatuse tunnusest (5.6) jareldub, et stindmuse
ANB toendosuse saame esitada jargmise korrutisena:

st s s ¢
P(ANB) = X ZP;‘}: 2 ZP;'.'P.,-: lei- _Z;P;: P(A)P(B).
= j=

i=1j=1 i=1j=1
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Saadud vorratus toestabki siindmuste A ja B sdltumatuse.
+

Néeme, et kui juhusliku vektori komponendid on séltumatud, siis madaravad
marginaaljaotused Ghisjaotuse tiielikult. Uldjuhul ei ole see nii.

Ndide 5.5. Vaatame kahe miindi viset (ndide 5.2, tabel 5.2). Lihtne on kontrollida, et
selles tabelis on {ihine tdendosusfunktsioon iga 7 ja j korral miaratud
vastavate marginaalsete téendosusfunktsioonide korrutisena. Jdrelikult
on X ja Y s6ltumatud — mis on ka ilisna ootuspérane, sest pole mingit
sisulist alust arvata, et miindiviske tulemus kuidagi soltuks eelmise
viske tulemusest.

Ndide 56. Vaatame sinise ja punase taringu viskega maaratud juhuslikke suurusi X
ja Y, nagu ka niites 5.1, ning leiame juhusliku vektori (X, Y) iihisjaotuse,

vt tabel 5.6.
X\Y 1 2 3 4 5 6 P,
1 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,167
2 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,167
3 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,167
4 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,167
5 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,167
6 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,028 0,167
P, 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 1
Tabel 5.6.

Kahe taringu visketulemuste {ihisjaotus.

On naha, et selles tabelis on koik tinglikud jactused vordsed marginaaljaotustega,
jarelikult on juhuslikud suurused X ja Y séltumatud. See, et X ja Y marginaaljao-
tused on samuti omavahel vérdsed, ei ole oluline.

5.6. Juhuslike suuruste soltuvus

Kui juhuslikud suurused X ja Y (juhusliku vektori (X, Y) komponendid) ei ole sol-
tumatud, siis on nad salfuvad.

Soltuvus vaib olla mitmesuguse tugevuse ja iseloomuga. Soltuvuse teatud aar-
muslikuks vormiks on see, kui juhuslikud suurused X ja Y iikttivad, st kui iga ele-
mentaarsiindmuse @, korral X(®,) = Y(w,). Sel korral méirab ihe juhusliku
suuruse vairtus teise vidrtuse alati tiiesti tipselt. Uldiselt deldakse, et juhuslike
suuruste vaheline sdltuvus on seda tugevan, mida tdpsemalt vdimaldab iihe
juhusliku suuruse vidrtuse teadmine madrata teise juhusliku suuruse vaartust.
Selles mottes esindabki juhtum X =Y maksimaalse tugevusega soltuvust.
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Minimaalse tugevusega soltuvus on sélfumatus, sel juhul ei lisa iithe juhusliku suu-
ruse vadrtuse teadmine mingit teavet teise juhusliku suuruse kohta.

Juhuslike suuruste omavahelise sdltuvuse iseloomustamiseks kasutatakse mitme-
suguseid arvkarakteristikuid, nn seosekordajaid. Tutvume mdonega nendest jirg-
mises paragrahvis.

5.7. Juhusliku vektori funktsioon

Niihdsti praktiliste kui ka teoreetiliste tlesannete lahendamisel on tihti tarvis
leida juhusliku vektori funktsiooni. Maaratleme selle jargmiselt.

DEFINITSIOON 5.7. Olgu mdaratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elemen-
taarsiindmuste ruumi Q ja olgu selles ruumis defineeritud (m-moétmeline)
juhuslik vektor X Olgu g(-) mingi reaalarvuline (m argumendi) funktsioon. Siis
on

Y =g(X) (57)
juhuslik suurus.

Kuigi esitatud definitsioonis vaib 1 olla suvaline naturaalary, piirdume kaesole-
vas raamatus enamasti juhuga m = 2.

Samuti nagu juhusliku suuruse funktsiooni puhulgi on lihtne niidata, et
DISKREETSE JUHUSLIKU VEKTORI FUNKTSIOON ON DISKREETNE JUHUSLIK SUURUS.

Toepoolest, olgu suuruse Y erinevate vadrtuste arv s. On selge, et s ei saa olla
-suurem kui min(r, k- k), kus 1, kja fi tdhistavad vastavalt elementaarsiindmuste ja
X ning Y vddrtuste arvu.

¢

—
Juhusliku suuruse Y tdéendosusfunktsioon on arvutatav juhusliku vektori X
téendosusfunktsiooni kaudu:

Y
P(Y=y)= X  PX=(x,..%,))
gy, x, ) =y;

Et leida vektori funktsiooni teatava vaartuse tdenaosust, tuleb leida kéik need
juhusliku vektori X vaartused, mille puhul funktsiooni g(*) vaartuseks on y;.ja
nende toendosused liita (vt ka valem 3.7).

<



Tuhuslik vektor 51

5.8. Juhuslike svuruste summa

Uks lihtsamaid juhusliku vektori funktsioone on selle komponentide sumnia. Tut-
vume sellega kdesolevas punktis lahemalt.

DEFINITSIOON 5.8. Olgu X ja Y juhuslikud suurused, mis on defineeritud elemen-
taarsiindmuste ruumis Q Juhuslike suuruste siwnmaks nimetame suurust
Z=X+Y mis on madratud nii, et kui katse tulemusena esineb elementaarsiind-
mus ©,, siis omandab suurus Z vaartuse

Z(m,') = X(“’,‘)**Y(UJ;), i=1,.._,n1.

Veendume, et selliselt defineeritud suurus Z on téepoolest juhuslik siurus. Vahe-
tult definitsioonist jareldub, et ta on elementaarsiindmuse funktsioon, sest iga ele-
mentaarsiindmuse puhul on Z véartus theselt maaratud. Lisaks sellele on selge,
et Z vdib omandada kuni k-# erinevat vaartust. Need saadakse X ja Y erinevate
vadrtuste kombineerimisel. Loomulikult ei saa Z vairtuste arv olla suurem kui
elementaarsindmuste arv n. Jarelikult on Z tdepoolest (diskreetne) juhuslik
suurus.

<>

Juhusliku suuruse Z iga vaartuse z; tdendosus on leitav kui koigi niisuguste ele-
mentaarsiimdmuste @, tdendosuste summa, mille puhul X vaartuse ja Y vairtuse
summaks on z;,

P(Z=zp= Y = P(w).

X{w)+Y{w) =z

On lhihine kontrollida, et nii mdaratud sundmuste toendosused moodustavad
juhusliku suuruse Z tdendosustunktsiooni,

Il k h
ZP(ZI) = 2 ZP;‘,': 1,
I=1

i=1j=1

sest Z defineerimisel arvestatakse koiki X ja Y vadrtuste kombinatsioone.
£

Ndide 5.7 Naites 5.3 defineeritud juhuslik suurus Z on juhuslike suuruste X ja Y
summa. Tema erinevate védrtuste arv on 11, kusjuures erinevate vaar-
tuste jaoks on soodsate elementaarsindmuste arvud ja jarelikult ka
téendosused uldiselt erinevad. Naiteks juhusliku suuruse Z vaartus 5
saadakse nelja elementaarsiindmuse puhul, need on (1,-h), (2,3), (3,2),
(4,1), kus igas vektoris niitab esimene komponent sinise, teine punase

1

tiringu nditu. Vastavalt sellele ongi P(Z=5) = 3

TART!S ULEKOOLE



'
I~

LOPLIK TOENAOSUSRUUM

5.9. Juhusliku vektori funktsiooni arvkarakieristilud

Kéaesolev punkt vdiks oma sisu poolest kuuluda kiill eelmisesse paragrahvi, sest
siin raagitakse julmusliku suuruse arvkarakteristikutest. Et aga siin vaadeldav juhus-
lik suurus on defineeritud kui juhuslike suuruste (juhusliku vektori komponen-
tide} funktsioon, siis ei olnud nimetatud omadusi vdimalik tuletada enne
tutvumist juhusliku vektori ja selle funktsiooni pdhiomadustega.

KESKVAARTUSE 4. (ADITIIVSUSE) OMADUS. Juhuslike suuruste summa keskuvidirtus vordub
liidetavate keskvaartuste summaga.

E(X+Y)=EX+EY (5.8)

TOESTUS. Arvutame summa keskviirtuse, kasutades juhuslike suuruste summa ja
selle tGendosusfunktsiooni definitsiooni:

[
E(X+Y)=2 3 pilx,+y) = EXZP,ﬁXy,ZP,, Z‘fpﬁZyjp =EX+EY,

i=1j=1 i=1 j=1 j=
jarelikult seos (5.8) kehtib.
*

KESKVAARTUSE 5. OMADUS. Soltumatute juhuslike suuruste korrutise keskvaartus vordub
korrutatavate juhuslike suuruste keskvaartuste korrutisega,

E(X YY=EX EY (5.9
TOESTUS. Juhuslike suuruste korrutise tdendosusfunktsiooni arvutamine toimub

tapselt samuti nagu summa tdendosusfunkisiooni leidmine. Arvestades valemit
(5.5) saame

E(X Y)= ZZP,,U y,)—ZZP, Py Y= ZP, X, Ep,yj EX EY

i=lj=1 i=1j=1 i=1

+
Kasutades momente, saame lihtsalt tuletada ka
JUHUSLIKU SUURUSE DISPERSIQONI ALTERNATIIVSE AVALDISE.
DX =E(X3)-(EX)?, (5.10)

mille voib kirjutada ka momentide abil:

DX =, (5.10)
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TOESTUS. Avaldame dispersiooni vastavalt definitsioonile ja teisendame seejirel
keskvddrtuse margi all olevat avaldist, rakendades {ihtlasi keskvdartuse aditiiv-
suse ja lineaarsuse omadusi:

DX=E{(X-EX)*=E(X2-2EX X+{EX)H) =E(X?:-2EX EX+(EX)?
Saadud seos annabki peale sarnaste lilkmete koondamist avaldise (5.10).

Toestame ka dispersiooni vaga olulise omaduse.

DISPERSIOONI 5. (ADITIIVSUSE) OMADUS. Soltumatute juhuslike suuruste summa disper-
sioon vordub liidetavate dispersioonide summaga.

D(X+Y)=DX+DY {5.11)

TOESTUS. Lahtume jille dispersiooni avaldisest ja kasutame koigepealt keskvaartuse
aditiivsust

D(IX+Y)y=E(X+Y-EX-EY)?=E(X-EX)?+2E(X-EX)(Y-EY)+E{Y-EY)?

Arvestades tehtud eeldust X ja Y séltumatuse kohta, millest loomulikult jareldub
ka X-E£X ja Y-EY soltumatus, saame keskvadrtuse viienda omaduse tottu aren-
dise teise lilkkme limber kirjutada:

E(X-EX)(Y-EY)=E(X-EX)Y E(Y-EY)=0,
sest

E(X-EX)=LCX-EX.

Tulemus ongi tdestatud. Uldjuhul tdestame selle omaduse punktis 6.3.
+

Niide 58. Jatkame ndites 5.1 Kkirjeldatud juhuslike suuruste vaatlemist. Et
Z=X+Y kusjuures, nagu tegime kindlaks niites 5.6, on X ja Y sdl-
tumatud, siis peaksid kehtima ka seosed

EZ=EX+LY DZ=DX+DY
Arvestades, et EY = EX, sest molemad on iihesuguse jaotusega juhuslikud

suurused, veendumegi naites esitatud tabeli 5.3 pohjal, et ootuspéarased seo-
sed kehtivad: EZ=2EX =7 (DZ=2DX=5,833).
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5.10. Mitme juhusliky suuruse summa

Et kahe juhusliku suuruse summa on juhuslik suurus, siis véime kahe liidetava
summale liita omakorda kolmanda liidetava jne. Siit jareldub, et kui juhuslikud
suurused X,,...,X, on defineeritud sama katsega mairatud elementaarsiind-
muste ruumis, siis on ka summa X, +...+X, juhuslik suurus.

Kehtima jddvad summa arvkarakteristikuid iseloomustavad seosed.
KESKVAARTUSE ADITIVSUS
E(X{+...+X,) =EX+...+EX,. (5.8)
Kui liidetavad on sdltumatud, siis siilib ka
DISPERSIOONI| ADITIIVSUS

D(X,+...+X,) =DX,+...+DX,. {5.11)

5.11. Juhuslike suuruste aritmeetilise keskmise arvkaralderistikud

Muuhulgas jarelduvad eelmises punktis tGestatud valemitest ka juhuslike suu-
ruste aritmeetilise keskmise

= 1
X= E(X1+---+Xn)
arvkarakteristikute avaldised, mis on niihésti tdendosusteoorias kui ka statistikas

erilise tahtsusega.
ARITMEETILISE KESKMISE KESKVAARTUS VORDUB LIIDETAVATE KESKVAARTUSTE ARITMEETILISE KESKMISEGA.

EX= 1(&5&]. (5.12)
(43 i1

Kui liidetavad X, on séltumatud, siis kehtib sarnane omadus ka dispersiooni
jaoks.

SOLTUMATUTE LIIDETAVATE ARITMEETILISE KESKMISE DISPERSIOON ON n KORDA VAIKSEM KUI LIDETAVATE DIS-
PERSIOONIDE ARITMEETILINE KESKMINE, kus # on liidetavate arv,

DX = #(inxl} (5.13)

i=1
Erijuhul, kui juhuslikel suurustel X, on sama keskvaartus ja sama dispersioon,
EX,=u, DX, =0? saame veelgi lihtsamad valemid:

EX=u; (512)

DX = (5.13)

H

Viimases valemis loomulikult siilib liidetavate séltumatuse eeldus.
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Niide 59. Leiame kiimne ja saja taringuviske keskmise tulemuse keskviadrtuse ja
dispersiooni. Viimaste valemite pohjal saame, ef igasuguse katseseeria
korral on EX = 3,5. Keskmise X dispersicon ja standardhélve aga soltu-
vad katseseeriast. Kiimne viske puhul on DX = 0,292, saja viske puhul
DX =0,029. Standardhdlve on vastavalt iiksikviske puhul 5(X) =1,708,
kiimne viske puhul 5(X) = 0,540 ja saja viske puhul 5(X} = 0,171
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6. JUHUSLIKE SUURUSTE KORRELATIIVNE SOLTUVUS

6.1. Juhuslike svuruste kovariatsioon

Uks juhuslike suuruste seost iseloomustavaid arvkarakteristikuid on kovariatsioon
cov(X,Y).

DEFINITSIOON 6.). Kahemd6tmelise juhusliku vektori kovariatsioon on maaratud jarg-
mise seosega:

cov (X, Y)=E(X-EX)(Y-EY). (6.1)

Kovariatsiooni tihiseks on ka o,

Seosest (6.1) jdreldub kovariatsiooni arvutusvalem:

k k
cov(X,Y) =), Ep,j(erX) (v,~EY). (6.2}
i=lj=1
Kovariatsioonil on jirgmised omadused:
KOVARIATSIOON! 1. OMADUS. Identsete juhuslike suuruste kovariatsioon vérdub nende
dispersiooniga,

kui X=Y siis cov(X,Y)=DX=DY

Kovariatsiooni esimene omadus jireldub vahetult kovariatsiooni definitsioconist.
Olgu miérgitud, et see kovariatsiooni omadus ei ole poératav: sellest, et kehtib
seos cov(X,Y) = DX = DY eijdreldu uldiselt juhuslike suuruste X ja Y identsus.

KOVARIATSIOONI 2. OMADUS. Soltumatute juhuslike suuruste X ja Y kovariatsioon on
vordne nulliga, cov(X,Y) =0.

Selle omaduse tdestamiseks kasutame keskvaartuse 5. omadust, mille kohaselt X
ja Y séltumatuse korral kehtib vordus

E(X-EX)(Y-EY)=E(X-EX) E(Y-EY}=0.

&

Ka see kovariatsiooni omadus ei ole p&oratav Sellest, et juhuslike suuruste kova-
riatsioon on null, ei jireldu nende soltumatus, vt ndide 6.1. Seda, et siiski leidub
ka selline jaotus, mille korral sdltumatus ja mittekorreleeritus on samavéarsed,
ndeme 13. paragrahvis, kus vaatleme normaaljaotust.

KOVARIATSIOONI 3. OMADUS {LINEAARSUS MOLEMA JUHUSLIKU SUURUSE SUHTES).

cov(a+bX,c+dY) =bd cov(X,Y). {6.3)
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Selle omaduse toestamisel kasutame keskvadrtuse lineaarsuse omadust, seega
saame:

E(a+bX) =a+bEX, E(c+dY)=c+dEY

Paigutades leitud keskvdirtused kovariatsiooni arvutusvalemisse, saame
cov(a+bX,c+dY) = E(BX-bEX)(dY—dEY) =bd -cov(X,Y),

kus kasutame veelkord keskviirtuse lineaarsuse omadust.
<>

Saadud valemist tuleneb erijuhuna kovariatsiooni esimene omadus, kuid ka jirg-
mine praktilist huvi pakkuv seos, mille saame, vottes X=Y, a=c=0, b=1,
d=-1,

cov(X,-X) =-DX. {6.4)

DEFINITSIOON 6.2. Kui juhuslike suuruste X ja Y kovariatsioon erineb nullist, siis
oeldakse, et need juhuslikud suurused on korreleeritud.

Juhuslikud suurused, mis ei ole korreleeritud, on mittekorreleeritud. Voib delda ka
nii, et kui juhuslike suuruste kovariatsioon on null, siis on need juhuslikud suu-
rused mittekorreleeritud.

On selge, et kovariatsioon on seda suurem, mida suurem on mdolema juhusliku
suuruse hajuvus, st mida suuremad on nende hilbed keskviirtuse suhtes
(x,—EX)ja (y]—E Y). Kuid kovariatsiooni suurus soltub ka sellest, kas need hilbed
on pohiliselt sama- véi vastasmiirgilised. Kovariatsjioon on suur siis, kui X ja Y
omandavad suhteliselt suuri (vo1 vastavalt vaikesi) vaartusi samade katsetule-
muste (elementaarsiindmuste) o, korral. See tihistab teatud méttes samasuunalist
muutumist. Viike (negatiivne) on kovariatsioon siis, kui hilbed on enamasti vas-
tasmargilised, st kui juhuslike suuruste X ja Y puhul vastavad iihe suuruse
suurtele vadrtustele teise viikesed viaartused ja vastupidi.

Kui juhuslike suuruste X ja Y kovariatsioon on positiivne, siis deldakse, et nad on
positifvselt korreleerifud, ja kui negatiivne, siis negatiivselt korreleeritud.

Noide 6.1. Vaatame juhuslikku vektorit (X,Y), mille jaotus on antud jargmise

tabeliga.
X\Y -1 0 1 Py
-1 0,25 0 0,25 0,5
1 0 0,5 ) 0,5
P, 0,25 0,5 0,25 1
Tabel 6.1.

Lihtne  arvutus  nditab, et EX=0, EY=0 ja jarelikult
cov(X,Yy=0,25(-1) (-1)+0,25-(-1) 1=0, sest koik teised liidetavad



58 LOPLIK TOENAOSUSRUUM

sisaldavad tegurit null. Jarelikult on juhuslikud suurused X ja Y mitte-
korreleeritud. Samal ajal ei ole tegemist séltumatute juhuslike suurus-
tega, sest tingimus (5.5) ei ole koigi ¢ ja j vdartuste korral tdidetud.
Piisab, kui me kontrollime seda juhul i=1, j=1 ja ndeme, et
P p1=0,25-0,5=0,12520,25.

Niide 6.2. Vaatleme kahe taringu viskamisel defineeritud juhuslikke suurusi X ja
Z, mille thisjaotust esitab tabel 5.3. Arvutame kovariatsiooni cov(X,Z).
Selleks votame nditest 4.1 EX = 3,5 ja arvutame EZ=2-3,5=7

Jargmiseks sammuks on dsna t6omahukas korrutiste summa
arvutamine. Selle juures arvestame lihtsustusena, et iga elementaarsind-

muse téendosus on {,028 = 3_16 ja korrutame iga X—EX vidrtuse koigi

Z-LZ vaartustega.

1
cov(X,7) = 3—6-[—2,5- (-5-4-3-2-1)-1,5-(-4-3-2-1+1) -
0,5 (-3-2-1+142)+0,5- (-2-1+1+2+3)+1,5- (-1+1+2+3+43+
105

+2,5 (1+2+3+4+5 =35 =2,917

Seega saime tulemuseks, et cov(X,Z) =2,917

6.2. Korrelatsioonikordaja

Kovariatsioon iseloomustab kiill moénevorra juhuslike suuruste omavahelist
seost, kuid tema puuduseks on séltuvus nende kummagi hajuvusest (disper-
sioonist). Sellest puudusest vabanemiseks defineeritakse juhuslike suuruste korre-
latsioonikordaja.

DEFINITSIOON 6.3. Kahemodtmelise juhusliku vektori (X, Y) korrelatsioonikordajaks
r(X,Y) nimetatakse selle vektori kovariatsiooni suhet tema komponentide stan-
dardhalvete korrutisse,

cov(X,Y)

T = DY

(6.5)

Korrelatsioonikordaja jaoks kasutatakse tihise r(X,Y) korval ka tdhistust ry,.
Kasutusel on ka siimbol p (kreeka tidht "roo”}), mida me kdesolevas raamatus ei
pruugi.

Voib Gelda ka nii, et korrelatsioonikordaja on normeeritud juhuslike suuruste kova-
riatsioon. Korrelatsioonikordajal on omadused, mis tulenevad vahetult kovariat-
siooni omadustest.
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KORRELATSIOONIKORDAJA 1. OMADUS {(NORMEERITUS).

r(X,X)=1r(-X,X) =-1.

See omadus tuleneb vahetult kovariatsiooni 1. ja 3. omadusest.
KORRELATSIOONIKORDAJA 2. OMADUS (SOLTUMATUS).

Kui juhuslikud suurused X ja Y on séltumatud, siis (X, Y) =0.

Et korrelatsioonikordaja on vordeline kovariatsiooniga (vordetegur on posi-
tiivne), siis kehtivad korrelatsioonikordaja puhul samad seosed korrelatsiooni-
kordaja mirgi ja juhuslike suuruste muutumise suuna kohta, mis me tuletasime
eelmises punktis.

KU1 JUHUSLIKUD SUURUSED MUUTUVAD ULDISELT SAMASUUNALISELT, SIS ON r(X,Y) POSITIIVNE, KUI AGA
MUUTUMINE ON PIGEM VASTASSUUNALINE, SIS ON r (X Y} NEGATIIVNE.

Meenutame, et samasuunalise muutumise puhul suureneb tihe juhusliku suuruse
suurenedes keskmiselt ka teine. Vastassuunalise muutumise puhul tihe juhusliku
suuruse suurenedes iildiselt teine viheneb (ja vastupidi).

Korrelatiivne soltuvus on vastastikune.
Korrelatsioonikordaja arvutusvalem on diskreetsete juhuslike suuruste X ja Y
jaoks jargmine:

ko h

2 ZP;';' (v—EX) (yj_EY)

i=lj=1

r(X,Y)= , {6.6
JDX DY )
kus
k I
EX=2p, x, EY= Zprj'yj
i=1 j=1
ja

X 3
DX=2p, (x—EX)?, DY = X p (y,-EY)?
=1

i=1
Korrelatsioonikordaja omaduste uurimist jatkame punktis 6.5.

Niide 63. Jatkame ndidet 6.2, arvutades korrelatsioonikordaja r(X, Z) iihe tiringu
visketulemuse ja kahe tiringu visketulemuste summa vahel. Selleks on
meil tarvis kasutada ndites 6.2 arvutatud kovariatsiooni vaartust 2,917 ja
ka kummagi juhusliku suuruse dispersiooni, mis on vastavalt 2,917 (vt
naide 4.4} ja 5,833. Viimase suuruse arvutamiseks saame kasutada dis-
petsiooni 5. omadust, vt valem (5.11). Arvutame niitd korrelatsiooni-
kordaja

(X, 7) = cov({X,7) _ 2,197 _ 1 =0,707

- /DX JDZ J2,917 5,833 .2
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Seega ndeme, et juhuslikud suurused X ja Y on positifvselt korreleeritud,
tithe suuruse suurenedes suureneb enamasti ka teine (mis ongi nende
juhuslike suuruste sisu arvestades tdiesti ootuspdrane).

6.3. Summa dispersiooni avaldis Oldkujul

Eelmises paragrahvis (punktis 5.9) tdestasime dispersiooni aditiivsuse omaduse
eeldusel, et liidetavad juhuslikud suurused on soltumatud. Kéesolevas punktis
tuletame iildise valemi juhuslike suuruste summa dispersiooni jaoks.

DISPERSIOONI 6. OMADUS. Juhuslike suuruste summa dispersioon vérdub liidetavate
juhuslike suuruste dispersioonide ja kahekordse kovariatsiooni summaga,

D(X+Y) =DX+DY+2cov(X,Y). (6.7)

TOESTUS. Kirjutame dispersiooni avaldise keskviirtuste kaudu ja kasutame selle
teisendamisel keskvdartuse aditiivsuse ja lineaarsuse omadusi ning kovariat-
siooni definitsiconi:

DX+ =E[(X-EX)+(Y-EY) 2= E(X-EX)2+2E(X-EX)(Y-EYY+E(Y-EY)2
Soovitav tulemus ongi kies
*

Paragrahvis 5.9 tuletatud dispersiooni aditiivsuse omadus (juhuslike suuruste
soltumatuse eeldusel) tuleneb kovariatsiooni teise omaduse pohjal erijuhuna
valemist (6.7).

&

6.4. Cauchy-Bunjakovski-Schwarzi vorratus

Kovariatsiooni ja dispersioonide vahekorda iseloomustab vérratus, mida on Eesti
korgkoolides peamiselt Cautchy-Bunjakovski vorratuseks nimetatud, kuid mida tihti
ka Schwarzi nimega seotakse:

[cov(X, N12<DX DY (6.8}

TOESTUS. Olgu X ja Y kaks mittekddunud juhuslikku suurust, st nende disper-
sioonid erinevad nullist,

DX =062#0, DY = 62=20.
Defineerime juhusliku suuruse Z =0, Y-o, X, kus o, ja 6, tdhistavad juhuslike

suuruste standardhilbeid. Arvutame juhusliku suuruse Z dispersiooni, raken-
dades selleks eelmises punktis toestatud summa dispersiooni valemit ja
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disperiooni ruuthomogeensuse omadust, samuti ka kovariatsiooni lineaarsust
molema argumendi suhtes.

Kasutades dispersiooni mittenegatiivsust, saame avaldise:

DZ =62DY+62DX-26,6 cov(X,Y)>0.

Viime kovariatsiooniga liikme teisele poole vérratusmarki ja koondame sarnased

liikmed, arvestades tahistusi DX = 62, DY = 05:

L0U(X,Y)

22
20x6y226x0'f

Jagame saadud avaldise mélemad pooled kahekordse standardhalvete korruti-
sega 20,60,. Et see suurus on eelduse kohaselt alati positiivne, jadb vorratusmirk
samasuunaliseks:

O'xGyZCOU(X, Y).

Saadud vorratus sdilib ka vorratuse mélema poole ruutu tdstmisel, mis annabki
vorratuse (6.8).
+

Ndide 6.4. Tlustreerime Cauchy-Bunjakovski vorratust niites 5.3 defineeritud
juhuslike suuruste abil. Vottes aluseks juhuslikud suurused X ja Z,
saame

DX=2,917, DZ=5,833, DX DZ=17,014
ja cov(X,Z)y =2,917, [cov(X,Z}|? = 8,507

Et 17,014>8,507, siis on tulemus Cauchy-Bunjakovski vérratusega
kooskdlas.

Vottes vaadeldavaks juhuslike suuruste paariks X ja Y, mis on sdl-
fumatud ja mille omavaheline kovariatsioon on seetdttu 0, saame samuti
kooskéla Cauchy-Bunjakovski vorratusega:

2,917 2,917>0

6.5. Korrelatsioonikordaja omadused

Cauchy-Bunjakovski vérratuse abil saame pohjalikumalt uurida korrelatsiooni-
kordaja omadusi. Kui jagada vorratuse (6.8) mélemad pooled dispersiocnide
korrutisega, saame jareldada

¢ Arvutused on tehtud ldhtesuurustega, valtides vahetulemuste umardamisvigade
edasikandumist
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KORRELATSIOONIKORDAJA 3. (NORMEERITUSE) OMADUSE.
Korrelatsioonikordaja absoluutvaartus ei ole suurem kui 1.

Seega ndeme, et korrelatsioonikordaja muutub iildiselt 16igul [-1,1], kusjuures
korrelatsioonikordaja esimesest omadusest jareldub, et vidartuse -1 voi 1
omandab korrelatsioonikordaja siis, kui ¥ =-X voi vastavalt Y=X Need aga
pole ainsad voimalused.

KORRELATSIOONIKORDAJA 4. (LINEAARSE SOLTUVUSE) OMADUS.

Kui juhuslik suurus ¥ on juhusliku suuruse X lineaarfunktsioon, Y =a+bX, siis
on Xja Y korrelatsioonikordaja absoluutvadrtuselt vordne tihega, kusjuures tema
mark vordub kordaja b margiga.

r(X,a+bX) = sgn(b).

Siin tidhistab siimbol sgn(z) nn margifunktsiooni, mis omandab viartuse 1 véi -1
vastavalt sellele, kas argument z on positiivne vdi negatiivne.

Korrelatsioonikordaja neljas omadus jareldub vahetult kovariatsiooni kolmandast
omadusest.
&

Kovariatsiooni lineaarsuse omadusest tuleneb ka sellega samavaarne korrelat-
sioonikordaja omadus.

KORRELATSIOONIKORDAJA 5. OMADUS {INVARIANTSUS LINEAARTEISENDUSE SUHTES).
r{a+bX,c+dY) =sgn{bd) r(X,Y).

Selle omaduse tdestus jdreldub vahetult kovariatsiooni lineaarsuse ja stan-
dardhélbe absoluutse homogeensuse omadusest.
%

Paneme tahele, et korrelatsioonikordaja puhul on lineaarne teisendus erilise
tahendusega — kui iiks juhuslik suurus on teisest saadud lineaarteisenduse teel,
siis on nende vaheline korrelatsioon maksimaalse tugevusega (korrelatsioonikor-
daja omandab absoluutvairtuselt maksimaalse suuruse). Selletottu nimetataksegi
korrelatsiconikordajat tihti lineaarseks korrelatsioonikordajaks. Seega,

KORRELATSIOONIKORDAJA MOODAB JUHUSLIKE SUURUSTE VAHELISE LINEAARSE SEOSE TUGEVUSL

Piiliame seda omadust intuitiivselt interpreteerida, kasutamata rangeid
matemaatilisi arutlusi.

Viimati esitatud korrelatsioonikordaja omadus tahendab seda, et mida lihedasem
on juhuslike suuruste X ja Y vaheline séltuvus lineaarsele (funktsionaalsele) sol-
tuvusele Y = a+bX, seda suurem (absoluutvairtuse poolest) on korrelatsioonikor-
daja. Oma maksimaalvdirtuse saavutab korrelatsioonikordaja (omaduste 3 ja 5
pohjal) tapse lineaarse soltuvuse korral.
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Niide 6.5. Arvutame kahe tiringu visketulemuste korrelatsioonikordaja tabeli 5.6.
pdhjal.

Selleks tuleb meil kdigepealt leida kummagi tunnuse keskvaartused ja
standardhélbed.

Niidete 4.1 ja 4.7 pohjalon EX=EY =3,5ja S(X) =5(Y) = 1,708.
Et leida tunnuste kovariatsiooni, kasutame tabelit 5.6.

cov(X.Y) = %-[—2,5(—2,5—l,5—0,5+0,5+1,5+2,5) -
-1,5(-2,5-...+2,5)...42,5(-2,5-...+2,5) | =0.

Jarelikult on ka korrelatsioonikordaja null ning taringuvisete tulemused
on mittekorreleeritud. Tulemus on igati ootuspéarane.
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7. SOLTUMATUTE KATSETE JADA

7.1. Soltumatud katsed

Toendosusteoorias ei paku tavaliselt huvi niivord tiksikkatse tulemuse analiii-
simine, kuivéord juhuslike katsete kordamisel tekkinud katsejadadega seotud nih-
tused. Niisuguste ndhtuste kirjeldamisele ja uurimisele ongi piihendatud
kaesolev peatiikk.

Olgu mairatud katse, mille tulemuste hulk moodustab elementaarsiindmuste
ruumi 2 = {w@,,..., 0}

DEFINITSIOON 7.1. Kui katset korratakse nii, et katsetingimused ja elementaarsiind-
mused (ruum Q) jadvad muutumatuks (st, on koigi katsete korral tihesugused),
siis nimetatakse korduvaid katseid sdltumatuteks.

Vaatleme kaht sdltumatut katset ja tdhistame nende katsete tulemused sim-
bolitega w! i=1,...,n ning @?, j=1,...1. Elementaarsiindmuste ruumi jacks
kasutame mélemal katsel sama tdhist Q Paneme tihele, et vaadeldes neid kat-
seid tiheskoos, saame defineerida uue elementaarstiindmuste ruumi, milles ele-
mentaarsiindmusteks on koik esialgsete elementaarsiindmuste kombinatsioonid
(!, w?). Selliseid elementaarsindmusi on #? tiikki ja nad on kdik vardtdeniosed,
sest eclduse kohaselt on elementaarsiindmused w, vordtdendosed ning katsed
soltumatud. Tekkinud uut elementaarsiindmuste ruumi tiahistatakse siimboliga
Q2 Ruumis ©Q? on maidratud koik stindmused, mis on méiratud ruumis Q (esi-
mesel ja teisel katsel), kuid lisaks sellele veel rida teisigi siindmusi.

Ndide 7.1. Olgu katseks tdringuvise. On selge, et see katse on korratav, ning kaks
jarjestikust taringuviset on séltumatud. Katsetulemuse "esimesel viskel
saadi 6 silma" jaoks on soodsad koik elementaarsiindmused (a)b, (Uz), kus
j on suvaline ifdeks, st, pole tihtis, missugune tulemus saadi teisel
viskel. Samuti saame kuus elementaarstindmust, mis on soodsad siind-
musele "teisel viskel saadi 6 silma

Seevastu aga siindmuse jaoks "vdhemalt iihel viskel saadi 6 silma" on
soodsaid elementaarsiindmusi 11, need on (®},®}), (0}, ®3), (@l o),
(0l o}, (@,0d), (@l 0d), (0],0), (©},e)), (0l 0), (o}, w), (vl ;).
Siindmuse jacks "moélemal viskel saadi 6 silma” on aga ainult iiks ele-
mentaarsindmus {®}, ®7) soodus.
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Ndide7.2. Vaatleme kuulikese vatmist urnist, kus on viis valget ja kuus musta
kuuli (vt joonis 2.2 ). Kui voetud kuul peale vdrvi kindlakstegemist urni
tagasi pannakse (ja kuulid segatakse), siis on katsed soltumatud, vastasel
korral aga mitte, sest elementaarsiindmuste runni muutus.

7.2. Soltumatute katsete jada abil méératud elementaarsindmuste ruum

Et defineerida siindmusi korduvate katsete abil, on tarvis kdigepealt mddratleda
selleks vajalikud pohimaisted - elementanrsiindmused ja cleimentaarsiindmuste riamn.

DEFINITSIOON 7.2. Olgu méddratud katse, mille tulemuste hulk moodustab elemen-
taarsiindmuste raumi Q = {0,,...,0,} Korratagu seda katset suvaline arv kordi
eeldusel], et koik katsed on soltumatud (st katsetingimused ja elementaarsiind-
mused jddvad muutumatuiks). Nii saadud katsete jada nimetatakse saltumatute
katsete jadaks.

Soltumatute katsete (1opliku voi lopmatu) jada kohta kasutatakse ka nimetust
katseseeria.

Vaadeldes tekkinud katseseeriat kui kafset, ndeme, et meil tekkis uus elemen-
taarsiindmuste ruum, kus elementaarsindmusteks on esialgsete elementaarsiind-
muste jadad {w}{, ...,wl::{} Selline jada tekib, kui esimese katse tulemuseks on
elementaarsiindmus ,, teise katse tulemuseks ®,, jne, ning m-nda katse tule-
museks on @, On lihtne niha, et erinevaid elementaarsiindmuste jadasid on
kokku s tiikki, sest esimese katse voimalikke tulemusi on 1, teisel katsel voib
esimese Katse iga tulemusega kombineeruda suvaline teise katse tulemus, mida
on jalle 1, jne.

Tahistame sellise] viisil defineeritud elementaarsiindmuste ruumi stimboliga €™
Esialgset elementaarslindmuste ruumi £ nimetame elementaarsiindmuste ruumi
Q" komponentrinniks.

On selge, et kui esialgses elementaarsiindmuste ruumis Q on koik elemen-
taarstindmused vordtdenaosed, siis sdilib sama omadus ka ruumi Q% puhul, kus-

. . y o Lo
juures iga elementaarsiindmuse tdendosus on siin e
i

7.3. Sindmused ju toendosused soliumatute katsete korral

Et selgitada, kuidas on omavahel seotud siindmused ja nende téendosused ruu-
mides € ja Q" vaatleme lihtsaimat erijuhtu m = 2. Seega on meil miaratud ele-
mentaarsiindmuste ruum

Q2= {(w,w),(0,0,),... (0,0}
mille komponvntruumiks on €.

Tutvume uue elementaarsiindmuste ruumi olulisemate omadustega.
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ELEMENTAARSUNDMUSTE RUUMI €22 OMADUSED,

10 Igale siindmusele, mis on defineeritud ruumis Q (esimesel voi teisel
katsel), vastab iiheselt mdiratud siindmus ruumis ©? Lihtsuse mottes
me edaspidi ei erista neid siindmusi, vaid litleme, et ruumis Q
defineeritud siindmus on ithtlasi ka siindmus ruumis 2

20 Igal stindmusel, mis on defineeritud niihdsti ruumis Q7 kui ka selle
komponentruumis Qj- (j=1,2), on mdlemas ruumis sama tdendosus.

Toestame viimase omaduse. Olgu siindmus A defineeritud esimesel katsel ja olgu
tema jaocks soodsad elementaarsiindmused 0, u)t.q elementaarsindmuste

ruumist € {esimesel katsel). Tdhendab, tema tdendosus on P(A) = % Siis on selle

stindmuse jaoks soodsad kaik sellised elementaarsiindmused

1

((ﬂ- m‘l)r ray (wfl' w“)l ey (w,'qfw])r Ty (m,‘qrw”)

ruumist 7, kus iga stindmuse A jaoks soodsa elementaarsiindmusega esimesel
katsel kombineerub suvaline teise katse tulemus (elementaarsiindmus). On lihtne

naha, et sel juhul on stindmuse A téendosus P(A) = ’%} = %

{}
Loomulikult ei saa viimast omadust laiendada juhule, kui ruumis Q? siindmus
defineeritakse erinevalt, niiteks kul huvitutakse siindmusest, et “siindmus A
esineb kas esimesel voi teisel katsel”

SOLYUMATUTE KATSETE POHJAL DEFINEERITUD SUNDMUSTE SOLTUMATUSE OMADUS. Soltumatute katsete
kaudu defineeritud stindmused on séltumatud.

See jdreldus tuleneb vahetult soltumatute katsete abil defineeritud elemen-
taarsiindmuste madrangust: kui A ja B on defineeritud soltumatute katsete
kaudu, siis kehtib alati vordus

P(AMB) =P(A) P(B).

Koaik kaesolevas punktis kahe séltumatu katse jaoks tuletatud médisted ja oma-
dused on vahetult tldistatavad ka n: séltumatu katse juhule, kus m on suvaline
naturaalarv

ELEMENTAARSUNDMUSTE RUUMI Q27 OMADUSED. Olgu Q" korduvate katsete jadaga mééra-
tud elementaarsiindmuste ruum ning £ mingi tema komponentruum. Olgu
stindmus A méaratud elementaarsiindmuste ruumis £2. Siis

19 siindmus A on maaratud ka ruumis €% ;
20 siindmuse A tdendosus on moélemas ruumis vordne;
30 spltumatutel katsetel defineeritud siindmused on séltumatud.
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Mirgime, et esimese omadusega vastupidine omadus ei kehti Gldjuhul: siind-
mused, mis on mddratud elementaarsiindmuste ruumis Q™, el ole alati stind-
mused selle ruumi komponentruumides. Loomulikult ei ole siis motet ka rdakida
nende siindmuste tdendosusest komponentruumides.

Kuigi me defineerisime soltumatute katsete jada teatava konkreetse katsete arvu m jaoks, ei
sltu see definitsioon mingil madral arvust m, vaid jaib jdusse ka katsete arvu suurendamisel
mingi uue arvuni. Seega vaib see katsete jada olla kuitahes pikk. See mottekdik viib 1opliku ele-
mentaarsiindmuste ruumi teatava tldistuse - loenduva elementaarsiindmuste ruumini. Kéaes-
olevas paragrahvis loobume me elementaarsiindmuste hulga loplikkise nbudest, asendades selle
elementaarsiindmuste hulga loenduvuse ndudega, mis tahendab sisuliselt seda, et elementaarsiind-
muste hulka véib jirjest suurendada, lisanduvaid elementaarsundmusi jarjest rummerdades,
nii et igale elementaarsiindmusele saab seada vastavusse naturaalarvu.

Ndide 7.3. Vaatlerne ruumina  miindiviske tulemuste ruumi, mis keosneb kahest
elementaarsiindmusest K ja V Kolmeviskelise katseseeria tulemused
moodustavad ruumi Q3 mis sisaldab elementaarsiindmusi (K, K, K),
(KK, V), (K,V,K), (KV V), (V.KK), (V.K,V), (VVKja(V.V,V) Iga
elementaarsiindmuse, so kolmeviskelise katseseeria iiksikiulemuse

. 1
tGenaosus on é'

Ndide 74. Vaatleme siindmust A — esimese viske tulemusena saadi vapp. See siind-

mus on defineeritud ruumis Q, kus siindmuse A tdendosus on % Sind-

mus A on defineeritud samut ka ruumis 3. Viimases ruumis on

sindmuse A jaoks soodsad elementaarsindmused (V,K,K) (V,K, V),

(V,V.K), (V,V,V). Seega on ka selles ruumis tema tdendosus g = %

Ndide 7.5. Stindmuse B "kolme miindiviske tulemusena saadi tdpselt iiks kord
kirjapool” saame aga defineerida ainult ruumis Q3 kuid mitte tema
komponentruumides. Selle siindmuse jaoks on soodsad elemen-

taarstindmused (K, V. V), (V,K, V), (V,V,K), ning jdrelikult P(B) = g

1.4. Téendiosuse jdrgi koondumine
Soltumatute katsete jada pikkus ei ole tokestatud, st et iga jada puhul on voimalik

teha veel iks soltumatu katse.

Vaatleme sdltumatute katsete jada ja selle tulemuste abil defineeritud elemen-
taarsiindmuste ruumi. Olgu selles elementaarsiindmuste ruumis defineeritud
juhuslike suuruste jada { X} = X, X,, ... ja juhuslik suurus X.
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DEFINITSIOON 7.3. Kuj iga positiivse arvupaari £ ja 1 korral leidub arv N nii, et kehtib
vorratus

P(\ Xn—X|>E)<n {7.1)

kui #>N siis me Gtleme, et julmslike suuruste jada {X;}_ koondub toendosuse jirgi
juhuslikuks suuruseks X.

Sama viite voib sdnastada ka jargmiselt. Juhuslike suuruste jada {X;} koondub
tdendosuse jirgi juhuslikuks suuruseks X, kui iga € korral kehtib alljargnev seos

P(|X,-X|>€) >0, kuin oo, (71}
[iA

Toendosuse jargi koondumise tdhiseks on 5, seega saab valemi (7.1} esitada
lihtsalt

X B X. {7.1)

DEFINITSIOON 7.4. Kui jada { X} koondub tdéendosuse jargi juhuslikuks suuruseks X,

siis nimetatakse juhuslikku suurust X jada { X} piirviirtuseks tdendosuse jirgi koon-
duniise mdties.

Toendosuse jargi koondumist on vaheviljakas defineerida téendosusruumis €,
kus elementaarsiindmuste arv on 18plik, sest selles ruumis rahuldab teatavast ¢
vidrtusest alates tingimust

P(A)<e

ainult voimatu stindmus & Sellepdrast saab mittetriviaalseid téendosuse jargi
koonduvaid piirprotsesse defineerida vaid sellises tdendosusruumis, kus elemen-
taarstindmuste arv on 1épmatu.

Vorreldes koonduvust tdendosuse jargi matemaatilises analiliisis tuntud determineeritud
(mittejuhuslike} jadade koonduvusega, paneme tihele olulist erinevust. Purprotsess
matemaatilises analiiiisis on defineeritud nii, et alates mingist n viartusest on kindlasti
taidetud vorratus

| x,—x|<e (72)

Toendosuse jargi koondumisel on see virratus (alates mingist n vidrtusest) tiidetud vaid
teatava (kiillalt suure) tdendosusega. Seega, iga n viirtuse korral siilib (vahemalt pShimétte-
line) voimalus selleks, et vorratus (7.2) ei ole tdidetud.

Praktikas on veelgi margatavam tdendosuse jargi koondumise see isedrasus, et

vahelduvad jddkliikme kasvamis- ja kahanemisperioodid ebakorrapiraselt, vt
joonis 7.1.

Ndide 7.6. Vaatleme miindivisete seeriat. Huvitagu meid siindmus A; "i-st viskest
koosnevas seerias langeb kogu aeg peale vapipool” Niisuguse siind-
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muse jaoks on igas elementaarsiindmuste ruumis Q" kéigest tks ele-
mentaarsiindmus soodne, see on

{V.V,..., V]
oot d
0t korda

Defineerime X, kui juhusliku suuruse, mis omandab véartuse 1, kui
stindmus A, toimub, ja 0, kui see ei toimu, 1 =1,2,... Niisuguste juhus-
like suuruste jada {X;} koondub téendosuse jargi konstandiks X =0,
sest kehtib vordus

P(X,=1) =2

Samal ajal on kogu aeg olemas voimalus, et realiseerub katsetulemus
V,V,...,V, kuid selle katsetulemuse tdendosus on mi-katselise seeria
puhul 277 mis nr lahenemisel ldpmatusele ldheneb kiiresti nullile.

05 ¥
0.4 1
0.3
o A
0 l \[ \/\A /‘\/\/\’

vV W\’_/_/J

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4

0.5 1
061 A

07 ,f
l

0.8 +
0.9 %
1

0 20 40 60 80 100

Joonis 7.1,
Jadkliikme lihenemine nullile tGeniiosuse jargi koondumise korral.
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8. KORDUVATE KATSETE ABIL DEFINEERITUD JAOTUSSEADUSED

8.1. Binoomjaotus

Alustame praktikas vaga sageli kasutatava jaotusega, mis iseloomustab teatava stind-
muse esinemissageduse jaotust fiksecritud pikkusega soltumatute katsete jada puhul.

Vaatleme elementaarsindmuste ruumi Q ja stindmust A, P(A) =p, mille toi-
mumist iseloomustab Bernoulli jaotusega ZB(p) juhuslik suurus X, vt punkt 4.10.
Oletame, et katset on korratud m korda, kusjuures tingimused on jddnud samaks
{s8ltumatud katsed). Kiisitakse — mitu korda esines selle katseseeria korral siind-
mus A? Loomulikult séltub vastus juhusest, see on juhuslik suurus, mille jaotus
kannab nime binoomjaotus.

DEFINITSIOON 8.1. Siindmuse A esinemiste arv nt sdltumatust katsest koosnevas katse-
seerias on juhuslik suurus X, mille jaotust nimetatakse  binoomjnotuseks
paramectritega p (juhusliku siindmuse A tdendosus) ja 11 (katseseeria pikkus).

Binoomjaotuse tahiseks on Z3(m, p), kus parameeter p tihistab stindmuse A tdenao-
sust (0<p<1) ja parameeter i {suvaline naturaalarv) — katseseeria pikkust. Olgu
margitud, et kiillaltki levinud on binoomjaotuse teise parameetri tdhisena ka taht n.

Seega kirjeldab binoomjaotuse seadus kaheparameetrilise jaotuste pere, vt joonis
8.1. Tésiasja, et juhuslik suurus X on binoomjaotusega (parameetritega m ja p),
margitakse traditsiooniliselt X ~23(m, p}.

0.28 ~
0.27
0.26
0.25
0.24
0.23
0.22
o2
02
019
013
017
016
015
014
013
012
[ER B
ot
009
008
04a7
e
0as
004
003
002 1
oot
n

== - —

-t ——

Joonis 8.1,
Binoomjaotuse toenaosusfunktsioon.
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Binoomjaotuse jaoks kasutatakse vahel ka nimetust binomiaaljaotus.

Vastavalt definitsioonile avaldub binoomjaotusega juhuslik suurus X séltumatute
Bernoulli jaotusega juhuslike suuruste X, {sindmus A toimus i-ndal katsel) sum-
mana,

X=X +...+X,. (8.1)

Siit ndeme ka, et iihesuguse tidhistuse kasutamine binoomjaotuse ja Bernoulli jao-
tuse puhul on sisuliselt digustatud, sest Bernoulli jactus kuulub binoomjaotusete
perre erijuhul m = 1.

Tuletame binoomjaotuse tdendosusfunktsiooni. Selleks leiame kdigepealt juhus-
liku suuruse X vdimalike vaartuste hulga, st selgitame, mitu korda saab slindmus
A esineda m katsest koosneva seeria korral. Ilmselt on see viirtuste hulk
0,1,...,m.

Leiame nitid ka tdendosustunktsiooni P(X=k). Mingi konkreetse katsetulemuse

A,A,A, ... A téeniosus, kus A esineb k korda ja A toimub m—k korda, on definit-
siooni kohaselt p*(1-p)™-k Selle viite digsuses veendumiseks meenutame, et

katsed on soltumatud ning séltumatute sindmuste korrutise tdendosuse
arvutamiseks saab kasutada tdendosuste korrutamise lauset, vt punkt 2.2.

Niuud on tarvis veel teada, mitu sellist katsetulemust (elementaarsiindmust),
mille puhul A esineb k korda, tildse leidub. Et katseid on m, siis on soodsate ele-
mentaarsiindmuste arv vdrdne kombinatsioonide arvuga m elemendist k kaupa,

Ck = n! _m-(m-1)...(u—k+1)
Tk m=k)yt 1 2.k '

kusk!'=12.. .k

Parempoolse avaldise kehtivuses on lihtne veenduda, kui faktoriaalid lahti kirjutada ja murd
taandada liikmetega, mis sisalduvad faktoriaalis {m—k)!

Et koigi elementaarsiindmuste tdendosus on iihesugune, siis on tdenéosuste liit-
mise lause kohaselt dige vordus

P(X=k) = Ck pk(1—p)ym* (8.2)

Jdab vaid iile kontrollida, kas saadud funkisioon on téeniosusfunktsioon, st kas
on tdidetud tingimus

il

SP(X=k=1

k=0
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Kasutades leitud téendosusfunktsiooni avaldist ja tildtuntud binoomuvalemit

m
_ k gkipn—k
(a+b)ym= ECma -k,
k=0
saame

!

> Chp*(1-p)m—Fk = [p+(1-p)]7=1.
k=0

Margime, et seos binoomvalemiga ongi andnud binoomjaotusele tema nime.

8.2. Binoomjaotuse arvkarakteristikud

Binoomjaotuse keskvéirtuse EX arvutamisel saame kasutada binoomjaotusega
juhusliku suuruse avaldist Bernoulli jaotusega juhuslike suuruste summana ja
summa keskvaartuse avaldist, mille kohaselt

EX =Y EX =mp. (8.3)

i=1

Sama méttekdiku saame kasutada ka dispersiooni arvutamisel, kusjuures peame
silmas ka seda, et liidetavad X; on sdltumatud. Saame

DX = iDXj =mp(1-p). (8.4)

i=1

Siit jareldub iihtlast, et 5(X) = Jmp(1-p)

Niide 8.1. Kaks vordse tugevusega maletajat A ja B méangivad malet, kusjuures
arvesse laheb 6 resultatiivset (ithe mingija véiduga ldppenud) partiid.
Leida téendosus, et tulemus osutub viigiliseks. Vastavalt eeldusele on
kummagi maéngija voidu tdendosus p=0,5 Téhistagu X esimese
mingija voitude arvu. Viigilise tulemuse annab X = 3. Selle siindmuse
tdendosus on C3-0,56=20-0,015625 = 0,3125.

8.3. Geomeetriline juotus

Binoomjaotuse puhul on katsete arv sdltumatute katsete jadas madratud jaotus-
parameetriga . Tutvume jargmiseks niisuguse jaotusega, mille puhul vajalik kat-
sete arv ei ole jaotusparameetriga iiheselt madaratud.

Olgu antud tdendosusruum Q ja maaratud selles stindmus A. Oletame, et katset
korratakse seni, kuni esineb siindmus A, kusjuures katsed on sbltumatud.
Defineerime jargmisel viisil juhusliku suuruse.


http://binoomvalem.it
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DEFINITSIOON 8.2, Olgu mdiratud soltumatute katsete jada, kusjuures katse tule-
museks voib olla siindmus A. Geomeetrilise jaotuseya juhusliku suuruse X vaar-
tuseks on selle katse number, mille tulemusena A esines esmakordselt.

On lihtne ndha, et X on séltumatute siindmuste jadade abil defineeritud elemen-
taarsiindmuste ruumis elementaarsiindmuse naturaalarvuline funktsioon, seega
diskreetne juhuslik suurus. Kuid geomeetrilise jaotusega juhusliku suuruse vaar-
tuste hulk ei ole 16plik. Selle juhusliku suuruse X véairtuste hulgaks on koigi
naturaalarvude hulk.

Leiame juhusliku suuruse X tdendosusfunktsiooni:
P(X=k)=p-(1-p¥1 ,k=12,... (8.5)

Et kehtib vordus
- 1
(l=pylzp.——=1,
2y I-pi=p i,

siis on funktsioon (8.5) ilmselt tdendosusfunktsioon. Naeme, et valemiga (8.5)
madratud toendosused p,=P(X =k) moodustavad (kahaneva) geomeetrilise
progressiooni, vt joonis 8.2. Siit tuleneb ka jaotuse nimetus.

ooe

Joonis 8.2.
Ceomeetrilise jaotuse toenavsustunksioon.

Geomeetrilise jaotuse parameeter on sindmuse A tdendosus p, O<p<l .
Geomeetriline jaotusseadus moodustab iiheparameetrilise jaotuste pere G(p) .
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Niide8.2. Taringumingu alustamiseks peab miangija saama kuus silma. Kui suur
on tdendosus, et mangija saab mangu alustada kuuendal katsel? Mangu
alustamishetk on ilmselt geomeetrilise jaotusega, kusjuures parameeter

5% 1
p= % . Otsitav téendosus on siis P(X=6) = (6]5'5 =0,067.

8.4. Poissoni jaotus

Jargmise, praktikas vdga sageli kasutatava jaotuse defineerimisel lahtume tema
tdendosusfunktsioonist. Defineerime Poissoni jaotusega juhusliku suuruse X
tema tdendosusfunktsiooni abil jargmiselt:

DEFINITSIOON 8.3. Kui juhuslik suurus X omandab vddrtuse k tdendosusega

A
P(X:k)=e—lH,k:O,1,..., (8.6)
kus e on naturaallogaritmide alus, ¢=2,718 ja A mingi positiivne arv, siis me
iitleme, et X on Poissoni jaotusega parameetriga A .

Joonisel 8.3 on esitatud FPoissoni jaotuse tdendosusfunktsioon.

023
02z
0.21
0.2

5] 7 8 9

loonis 8.3.

Poissoni jootuse tendosusfunktsioon.

10 11

Kontrollime, kas esitatud definitsioon on korrekine, st kas valemiga (8.6)
defineeritud tdendosuste summa vordub iihega. Et Poissoni jaotusega juhusliku
suuruse vairtuseks véib olla suvaline mittenegatiivne tdisarv, siis tuleb meil
arvutada alljargnev 16pmatu summa

(=)
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Viimases vorduses kasutame eksponentfunktsiooni iildtuntud reaksarendust
o 3k
er= %
k=0

Poissoni jaotuse tahistuseks on 7(4) (vahel ka 70 (A}), kus A on selle jaotuse ainus
parameeter. Teeme niilid selgeks parameetri A tdhenduse. Selleks arvutame jao-
tuse keskviartuse:

2 Ak-1
= ,-x__ =y = h.ehoh= .
EX gok{ G=e xﬁ(k = hetet=h
Seega veendusime, et A on Poissoni jaotuse keskvdirtus,

EX=h, (8.7)

ehk Poissoni jaotuse parameetriks A on jaotuse keskvidrtus.

Arvutame ka Poissoni jaotusega juhusliku suuruse dispersiooni, kasutades sel-
leks' dispersiconi avaldist teise momendi kaudu, vt valem (5.10),
DX =E(X%)-(EX)? Arvutame Poissoni jactuse teise momendi:

E(X?) = Em =S p. [k(k-1) +kL
k=0

Nurksulgude avamise jarel saame teisest liidetavast definitsiooni kohaselt
keskvédrtuse. Esimene liidetav omandab siis, kui k vérdub nulli ja thega, vaar-
tuse 0, seega véime summeerimist alustada k vddrtusest 2. Saame seega:

Ak o0 oAk
E(X?) A= Zk(k DR 23 T,
k=0 )

kus on kasutatud tihistust ¥’ =k-2 ja taandatud teguriga k(k—1). Viimane vor-
dus tuleneb sellest, et tdendosusfunktsiooni vadrtused on summeeritud ile kogu
juhusliku suuruse vaartuste hulga. Kokkuvottes saame:

DX=A+A2-A2=X, (8.8)

see tihendab, et ka Poissoni jaotuse dispersioon vordub parameetriga A. Seega
jéudsime Poissoni jaotusele iseloomuliku omaduseni, mida sageli tema praktilisel
kasutamisel rakendatakse.

POISSONI JAOTUSE OMADUS. Poissoni jaotuse keskvdirtus ja dispersioon on vordsed.

Tdhendab, viikese keskvddrtuse puhul on ka hajuvus viike, keskvairtuse
suurenedes suureneb ka hajuvus. Kuigi Poissoni jaotuse parameeter A vdib olla
kuitahes suur reaalarv, kasutatakse seda jaotust praktikas siiski enamasti suhte-
liselt véikeste A vadrtuste korral. Siit tuleneb ka Poissoni jaotuse pisut arhailine
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nimetus viikeste arvude seadus” Poissoni jaotust kasutatakse muuhulgas ka
harva esinevate siindmuste modelleerimiseks.

Ndide 8.3. Olgu tainasse, millest valmistatakse 100 kuklit, pandud 300 rosinat. Rosi-
nate arvu juhuslikult véetud saiakuklis modelleerib Poissoni jaotus,
mille parameetri A leiame lihtsa arvutusega — keskmiselt on saiakuklis

300:100 = 3 rosinat. Naiteks tdendosuse, et saias ei ole iihtegi rosinat,
30
leiame valemist P(X =0} = ¢ 9= e3=10,050.

8.5. Poissoni piirteoreem

Uks olulisi (kuid mitte ainus) Poissoni jaotuse rakendusalasid on tema
kasutamine hinoomyjaotusega juhuslike suuruste lihendamiseks. Sellele annab aluse nn
Poissoni piirteoreer, mis vaidab, et teatavatel tingimustel ldheneb binoomjaotu-
sega juhuslike suuruste jada katsete arvu n kasvamisel Poissoni jaotusega juhus-
likule suurusele. Esitame koigepealt selle teoreemi klassikalise sénastuse ja
seejdrel ka toestuse.

POISSONI PIIRTEOREEM.

“ey

Olgu maédratud korduvate katsete jada ja selles sliindmuste jada A A,,.
P(A) =p,, i=1,2, ... Kui katsete arv 11 e ja tGendosus p, muutub nii, et
np,—A,

siis koondub binoomjaotuse téendosus P(X =k) iga fikseeritud k korral alljargne-
vaks piirvadrtuseks:
k

P(X=k| X~B(np,))—e?* M

T (89)

TOESTUS. Paneme tihele, et valemis (8.9) on vasakul binoomjaotuse tdendosusfunkt-
sioon, paremal — Poissoni jactuse tdendosusfunktsioon.

Avaldame toendosuse P(X =k), kus X~B(n,p):

N (=) (SR

Vaatleme nuiid, millised on saadud korrutise tegurite piirvéartused:

lim (np)k = A%,

H— o0

1im(1—1j (1_"—1):1
n—oo 1’1 H

lim (1-p)"~%= lim (1-p)" = lim [1_7}) =g

H—oo n—o0 n—o

iga fikseeritud k korral,
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Kasutame veel tosiasja, et 16pliku hulga tegurite korrutise piirvdidrtus vérdub
tegurite piirvadrtuste korrutisega (tingimusel, et need koik eksisteerivad ja on
l6plikud), ning sellega ongi valem (8.9) tdestatud.

+

Toestatud valemist on véimalik tuletada ka jareldus, et tingimusel

limnp =~

H—ro0

koondub binoomjaotusega juhuslike suuruste X, jada Poissoni jaotusega juhus-
likuks suuruseks X. Paneme siinjuures tihele seda, et binoomjaotuse vadrtuste
hulk on tokestatud arvuga n, kuid Poissoni jaotusega juhuslikul suurusel véib
esineda kuitahes suuri (naturaalarvulisi) vadrtusi.

Valemiga (8.9) tdestasime, et Iopliku hulga vddrtuste 0,1, ..., » puhul lahenevad kahe jaotuse
toendosusfunktsioonid dksteisele.

Selleks, et korrektselt tdestada bincomjactusega juhuslike suuruste jada koondumine Poissoni
jaotusega juhuslikuks suuruseks, oleks tarvis veel naidata, et » suurenedes ja korrutise np
lahenedes konstandile A liheneb siindmuse (X>m) téendosus kiilialt suure m korral nullile
niihdsti siis, kui X on binoom- kui ka siis, kui ta on Poissoni jaotusega. Nimetatud asjaolu on
intuitiivselt usutav, kuid selle korrektne tdestamine nduab veidi tehnilist to6d, mille esita-
miseks on kiesoleva raamatu ruum liiga piiratud.

Naide 84. Lennufirma andmetel on keskmiselt 200 reisija hulgas iiks reisija imi-
kuga. Lennukis on 160 reisijakohta ning kaks spetsiaalaset imikule. Ole-

tades (lihtsuse mottes), et koik reisijakohad on alati tdidetud, kiisitakse,
kui suur on tdendosus selleks, et imikukohtadest tuleb puudus.

Ulesande tipne lahendus on esitatav binoomjaotuse abil - tdendosus p

. .y 1 .
selleks, et reisijal on kaasas imik, on 200 katsete arvuks /i on lennukisse

sisenevate reisijate arv, mis on 160, ning iilesande lahendamiseks tuleb
leida P(X>2), so tdendosus, et imikuga reisijaid siseneb lennukisse roh-
kem kui 2. Muidugi on lihtsam leida vastandsiindmuse t&endosus
P(X<2). Et p ja ka pm on viikesed ja s kiillalt suur, on vdimalik
kasutada binoomjaotuse asemel Poissoni jaotust {mis on iildiselt arvu-
tuslikult lihtsam). Saame:

P(X=0) =e*=0,44933;
P(X=1) = A-e™* = 0,35946;
P(X=2)=0,5 A% ¢*=0,14379.
Otsitava slindmuse téendosuse leiame niitid lihtsalt vahena
1—(0,44933+0,35946+0,14379) = 1-0,95258 = 0,04742

Niisiis on tdendosus selleks, et imikuasemetest puudus tuleb, viiksem
kui 0,05.
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9. SUURTE ARVUDE SEADUS JA STATISTILINE TOENAOSUS

9.1. Sindmuse sogedus ja suhteline sagedus so!tumatute sindmuste jodas

Sona “sagedus” on igapiaevaelust hésti tuttav, ning vastav tdendosusteooria méiste
on oma olemuselt tavaelu mdistele tipris ldhedane — siindmuse sagedus saadakse,
loendades selle esinemiskordade arvu katseseerias.

Olgu maddratud katse, mille tulemused moodustavad elementaarsiindmuste
ruumi £, ning siindmus A selles ruumis. Vaatleme » sdltumatust katsest koosne-
vat jada ja sellega maidratud elementaarsiindmuste ruumi Q" Méaidrame siind-
muse A sageduse S, katsete jadas, 5, = X{)+ ...+ X{V. Nagu veendusime punktis
8.1, on S, bincomjaotusega Z3(P (A}, n) juhuslik suurus.

DEFINITSIOON 9.1. Nimetame siindmuse A sageduseks juhusliku suuruse S, vdirtust, st
stindnnise A esinemiste arvu n katsest koosneva katseseeria korral.

Loomulikult séltub 5, vddrtus oluliselt konkreetsest katseseeriast (juhusest), kuid
samuti ka katseseeria pikkusest n. Et saada néditaja, mis katseseeria pikkusest ei
soltu, on kasutusele voetud suhtelise sageduse moiste,

DEFINITSIOON 9.2. Nimetame stindniise A suhteliseks sageduseks selle siindmuse sage-

duse S, ja katseseeria pikkuse # suhet f

Ka suhteline sagedus on juhuslik suurus. Suhtelist sagedust voime kasitleda kui
juhuslike suuruste jada { X{'} aritmeetilist keskmist, vt punkt 5.11.

9.2. Suurte arvude seadus

Kasutades eelmises punktis kasutusele voetud sageduse moistet jbuame kiesole-
vas punktis tdendosusteooria seisukohalt keskse tahtsusega tulemuseni — see on

SUURTE ARVUDE SEADUS.

Olgu madratud katse, elementaarsiindmuste ruum £ ja selles stindmus A. Eel-

dame, et siindmuse A tdendosus on teada, P(A) =p Olgu slindmuse A suhteline
S

sagedus n katsest koosneva jada korral ;" Siis koondub siindmuse A suhteline

sagedus katseseeria lopmatul pikendamisel tdendosuse jdrgi selle siindmuse
toendosuseks p, vt valem (7.1},

wy

H

p
P {9.1)
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TOESTUS. Kasutame suurte arvude seaduse tdestamiseks tdendosuse jargi koondu-
vuse definitsiooni, vt punkt 7.4. On tarvis ndidata, et iga arvupaari €, 1 korral
leidub arv N nii, et kui n> N, siis kehtib vorratus

(‘ Sn
P ?fp

Fikseerime mingil viisil positiivsed arvud € ja 1 ning naitame, et alati leidub
selline N, et tingimus (9.2) oleks tdidetud. Selleks arvestame, et tdendosus p on

v Jen. 92

S
juhusliku suuruse ?” keskvaidrtus. Juhusliku suuruse erinevus tema keskvaartu-

sest on aga piiratud Tebdgevi vorratusega

(| 2
;*P

B

Juhusliku suuruse ?” dispersiooni saame hinnata, kasutades punkti 5.11 tulemusi,

D(Sn]:pufp)gﬁ

n n — nu

Jarelikult on jada koonduvuse téestamiseks vaja leida selline n vadartus, et kehtiks

vorratus
o(2)

€

S

<n

(=]

L . 0,25 . -
st, et katseseeria pikkus n peab olema suurem kui v Et niisugust n vddrtust on

jadas alati voimalik leida, siis on sellega suurte arvude seadus tdestatud.
+

Ndide 9.1. Olgu stindmuse A tdendosus p. Meid huvitab, kui pika katseseeria peak-
sime tegema selleks, et tdendosusega 0,95 ei erineks katsetulemuse
suhteline sagedus tema téendosusest rohkem kui 0,01 vorra. Kasutame
Tsebosevi vorratust samal viisil nagu suurte arvude seaduse toestamisel
ning anname konstantidele jargmised véddrtused

e=0,01,n=0,05

0,25

——=— = 50000.
0,01%-0,05

Saame n vaartuseks n =
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9.3. Suhtelise sageduse kasutamine toendosuse hinnanguna

Klassikalise tdendosuse rakendamisel on péhiprobleemiks see, et vordlemisi
harva on uuritavad siindmused defineeritud vordtéenioste elementaarsiind-
muste 1oplikus ruumis . Kahjuks ei ole klassikalise tdendosuse maaratlemiseks
teisi voimalusi.

Palju ei aita siin ka iildisema elementaarsiindmuste ruumi méaratlemine, sest keerukama

struktuuriga elementaarsiindmuste ruumis ¢ ele olemas iildisi eeskirju stindmuse tdendosuse
mddramiseks.

Paljude praktilist huvi pakkuvate olukordade puhul ei ole katsetulemuste
vordtdendosuse noue taidetud ja seega puudub voimalus stindmuse téendosuse
teoreetiliseks arvutamiseks. Siis jadb lle voimalus hinnata stindmuste tdendosusi.
Selle jaoks annab soodsa aluse suurte arvude seadus, mille kohaselt siindmuse
suhteline sagedus saab pika katsejada puhul enamasti (suure tdendosusega) kiillalt
lahedaseks stindmuse tegelikule tdendosusele.

Kui siindmuse tegelik tdendosus ei ole teada (nditeks, kui ta ei avaldu
vOrdtoendoste elementaarsiindmuste kaudu), kuid on voimalik korraldada suva-
lise pikkusega katsete jada, mille tulemusena see slindmus voib esineda, siis on
moeldav votta toendosusena kasutusele vastar suhteline sagedus.

Et niisugune arutelu oleks korrektne, selleks tuleb
10 otsustada, missuguste siindmuste jaoks tldse saab suhteliste sageduste
abil tdendosusi madrata,
2V teha kindlaks, kas nendele siindmustele sellisel viisil omistatud téendo-
sustel (suhtelistel sagedustel} on iildiselt samad omadused, mis klas-
sikalistel tdendosustel, ning kui mitte, siis millised on erinevused.

Kui énnestub leida niisugune siindmuste hulk, mille puhul suhteliste sageduste
puhul sailivad koéik tdendosuse pohilised omadused, siis kehtivad nende siind-
muste ja nende suhteliste sageduste korral ka koik seni tuletatud klassikalise
toendosuse omadused.

9.4. Statistiline téendosus

Kiesolevas punktis defineerimegi statistilise idendosuse suhtelise sageduse kaudu.

Olgu miiratud katse ja selle tulemustest moodustatud elementaarsiindmuste
ruum Q, kusjuures me ei tarvitse eeldada elementaarsiindmuste ®, vordtdendo-
sust. Eeldame, et seda katset on véimalik kuitahes palju kordi korrata (tekitada
suvalise pikkusega soltumatute katsete jada).

DEFINITSIOON 9.3. Loeme siindmuseks iga sellist katse tulemust (elementaarsiindmuste
hulga 2 alamhulka), mille kohta peale katse teostumist on voimalik Gelda, kas ta
toimus véi mitte.
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DEFINITSIOON 9.4, Ecldame, et on tehtud katseseeria pikkusega s. Siis loeme iga siind-
muse A statistiliseks tdeniosuseks P{A) selle siindmuse suhtelist sagedust vaadel-

davas katseseerias ?”

Statistilise ja klassikalise tOendosuse vahel on véimalik luua formaalne seos jirg-
mise] viisil.
Kui me loeme tiksikkatseid elementaarsiindmusteks, siis moodustub i-katselisest

katseseeriast 16plik elementaarsindmuste stisteem. Loeme selles elemen-
taarsiindmused vordtdendosteks, st omistame igale elementaarsindmusele.

N Lo . .
toendosuse ~ Mingi stindmuse jaoks soodsaks loeme need elementaarsiindmused

(katsed), mille korral see siindmus toimus. Selle tulemusena saame kdigi antud
katse tulemuste abil defineeritud stiindmuste puhul kasutada klassikalise tdendo-
suse definitsiooni, mis selles interpretatsioonis ihtib statistilise tdendosuse
definitsiooniga. Siit jareldub koéigi klassikalise tdendosuse jaoks kindlaks tehtud
omaduste sdilimine statistilise tdendosuse puhul, kui eeldada, et katseseeria
pikkus on fikseeritud.

Hoolimata leitud formaalsest vastavusest on statistilisel tdendosusel siiski monin-
gaid eripdrasid klassikalise tdendosusega vorreldes.

STATISTILISE TOENAQSUSE OMADUSED.

5
Statistiline tdendosus on juhuslik (juhusliku suuruse F” vadrtus). Sellest tulenevad

tema jargmised omadused.
1¢ Katseseeria muutmisel (pikendamisel kasvoi itheainsa katse vorra)
muutuvad koik selle katseseeria tulemusena médratud sindmuste
tdendosused.
20 Uue, eelmisega sama pika katseseeria tulemusena saadud tdendosused
erinevad (ldiselt eelmise katseseeria tulemusena saadud tdendosustest.

Scega tuleb arvestada, et statistilised toendosused on juhusiikid suwrised, mille
vadrtus soltub konkreetsest katseseeriast,

Matemaatilises statistikas nimetatakse siindmuse statistilist tdendosust tdendosuse hinnanguks.
Hinnangute omaduste, sealhulgas ka tdpsusc analiiiisimisega tegeleb matemaatilise statistika
isceseisev haru - hinnangutc feooria. Et kdesolev lihikursus hinnangute teooria probleemidesse
siveneda ei vdimalda, siis piirdume tiksnes statistilise tdendosuse moningate olulisemate
omaduste kindlakstegemisega.

Hoolimata statistilise tdendosuse juhuslikkusest on ta praktilises kasutuses vaga
levinud.

Seda kasutama julgustab suurte arvude seadus, mis kinnitab, et pikkade katsesee-
riate puhul ei crine suhtelised sagedused tdendosuse digest (mitte teadaolevast)
vidrtusest tdendoselt kuigi palju. Samast tulemusest jareldub, et mitme erineva
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katseseeria pohjal arvutatud statistilised tdendosused ei tohiks (tGendoselt) oma-
vahel palju erineda.

Seda arvestades piilitakse tdendosuse hindamisel kasutada vdimalikult pikki kat-
seseeriaid, et saada hésti tipseid téendosuse hinnanguid.

9.5. Sindmuse toendosus ja tema esinemise voimalikkus

Klassikalise tdendosuse puhul on véimatu siindmuse definitsioon lihtne - kui
mingi siindmuse jaoks ei ole likski elementaarsiindmus soodne, siis see siindmus
ei saa toimuda, jdrelikult on véimatu. Statistilise téendosuse puhul on olukerd
teisiti. Sellest, et siindmus mingi katseseeria jooksul ei ole esinenud, ei jdreldu
sugugi see, et see slindmus oleks vdimatu. Vastupidi, see siindmus voib esineda
juba jargmisel katsel.

Seega el jireldu statistilise tdendosuse korral sellest, et siindmuse tdendosus on
null, sugugi see, et siindmus on véimatu. Kiill aga on dige vastupidine seos — v6i-
matu siindmuse statistiline tdendosus on alati null.

Samasugune on olukord ka kindla siindmusega. Kindla siindmuse statistiline
tdendosus on alati {iks, kuid sellest, et mingi stindmuse statistiline tdendosus on
tiks, ei jareldu veel, et see stindmus on kindel.

Suurte arvude seadusest jareldub ka see, miks tildse on kasulik teada siindmuste
tdendosusi. Praktilises elus tihendab see, et teades siindmuse toendosust, on voi-
malik teatud mottes ennustada siindmuse toimumist vdi mittetoimumist. Sindmuse
kohta, mille tdendosus on vidike (nditeks loteriil peavdidu saamine) véib teha
tipris realistliku prognoosi - see ei toimu (antud katse tulemusena).

Olukord muutub, kui tehakse pikk katseseeria - paljukordse katsetamise (pika
katseaja) tulemusena voivad toimuda ka siindmused, mille tGendosus iiksikkalse
korral on kaduvviike — seda olukorda tuleb arvestada mitmesuguste katastroo-
fide uurimisel ja viltimisel.

Pika katseseeria puhul saab hinnata huvipakkuva stindmuse esinemise sagedust,
kasutades tema teadaolcvat toendosust. Naiteks, kui on teada loteriivoidu téendosus,
voib arvutada valja, kui mitu piletit tuleks osta, et voitmise tdendosus oleks
suurem kul mittevditmise tdendosus.

9.6. Empiiriline jaotus

Olgu madaratud katse ja selle tulemuste kaudu elementaarstindmuste ruum €.
Vaatleme selles elementaarsiindmuste ruumis defineeritud juhuslikku suurust X.
Meenutame, et X on elementaarsiindmuse funktsioon ja igale elementaarsiind-
musele @ vastab juhusliku suuruse véartus x = X(w).

Juhusliku suuruse X abil on lihtne defineerida siindmusi kujul (X € A), kus A on
juhusliku suuruse X voimalike viartuste hulga Ry mingi alamhulk.
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Médrame mingil suvalisel viisil hulga R, lopliku liigenduse tihisosata klassideks,
nditeks (—eo,a, ], (ag,a; ], ..., (a;,00). On selge, et sel juhul siindmused A, = (X<a,),
A=Xe(a;_a;]=(a,_,<X<a) (i=1,...k)ja A,,, = (X>a) moodustavad siind-
muste tdissiisteemni (vt punkt 1.6). See tahendab, et alati, kui teostatakse katse ja
esineb iiks elementaarsiindmustest ®, toimub ka (ks sindmustest A,
i=0,1,...,k+1. Erijuhul, kui juhuslik suurus X on diskreetne ning omab védrtusi
Xgs X1, .-, X, vOID siindmuse defineerida kujul (X=x) voi (X =1).

Lihtsuse mottes tihistame edaspidi erinevate siindmuste arvu tdhega k ja siind-
musi siimbolitega A,,...,A,. Eeldame, et katse on korratav suvaline arv kordi.
Teostame n katset ja registreerime, mitu korda toimus iga stindmus A, 1= 1,...,k.
Igale siindmusele A; saame midrata niihisti sageduse 1, kui ka suhtelise sage-

n;
duse f, = m

Paneme tihele, et kuna siindmused A,,...,A, moodustavad tidissiisteemi, siis
kehtib vordus

kus f, tdhistab siindmuse A, suhtelist sagedust ehk statistilist fdeniiosust.

Jarelikult defineerivad siindmuste A, statistilised tdendosused tdendosusfunkt-
siooni, mis omakorda mééarab iiheselt teatava jacfuse. Seda jaotust nimetame juhus-
liku suuruse X empiiriliseks jaotuseks.

DEFINITSIOON 9.5. Olgu X juhuslik suurus ja A, ..., A, juhusliku suuruse X abil
defineeritud siindmuste A, = (X € R 16plik tdissiisteem. Eeldame, et siindmustele
A, on mingi katseseeria pohjal omistatud statistilised téendosused f,. Siis need
tdendosused madravad tdendosusfunktsiooni

P(XER)=f, i=1,...k (9.3)

kaudu jaofuse, mida nimetatakse juhiusliku suuruse X empiiriliseks jaotuseks.

Definitsioonist jareldub, et

JUHUSLIKU SUURUSE EMPIRILINE JAQTUS ON JUHUSLIK, ta soltub konkreetsest katseseeriast.

9.7. Empiirilise juotuse kasutamine

Hoolimata sellest, et empiiriline jaotus on juhuslik, kasutatakse empiirilist jaotust
rakendustes viga sagedasti.

Eeldame, et juhusliku suuruse X jaotus on teada. Sel juhul on teoreetiliselt vdima-
lik madrata ka kéigi sindmuste A, tdendosused P(A)). Neid téendosusi nimeta-
takse sundmuste A, feorectilisteks tdeniosusteks.
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Vastavalt suurte arvude seadusele toimub katseseeria pikenemisel iga stindmuse
A, statistilise tdoendosuse f, lihenemine selle siindmuse (teoreetilisele) tdendosu-
sele P(A):

fBPAY, i=1,..k.

Siit jareldub

EMPIIRILISE JAOTUSE POHIOMADUS. Katseseeria pikenemisel liaheneb juhusliku suuruse
empiiriline jaotus selle juhusliku suuruse teoreetilisele jaotusele (tdendosuse jargi
koondumise mottes).

Nimetatud mattekéik on rakendatav ka siis, kui teoreetiline jaotus ei ole teada. Sel
juhul saab vaadeldava juhusliku suuruse jaotusena kasutada empiirilist jaotust.
Olgu madrgitud, et réhuv enamus jaotusi, mida kasutatakse rakendusstatistikas
niihésti teoreetiliste arutluste juures kui ka praktilistes arvutustes, ongi nimelt
empiirilised jaotused.

9.8. Empiirilise juotuse omadused

Empiirilise jaotuse omadused tulenevad statistilise tdendosuse vastavatest oma-
dustest.
19 Katseseeria muutmisel (isegi itheainsa katse lisamisel véi dra jatmisel)
empiiriline jaotus muutub.
2V Katseseeria kordamisel (isegi sama katsete arvu korral) empiiriline jao-
tus tildiselt muutub.
3% Kui katseseeria on fikseeritud (olgu tema pikkus 1), siis on empiirilisel
jaotusel koik diskreetse jaotuse omadused.

Empiirilise jaotuse esitamisel lahtutakse tavaliselt jargmisest formalisatsioonist,
mis on ldhedane punktis 9.4 esitatud mottekédigule. Juhusliku suuruse X i-nda
katse tulemusena saadud vadrtust tdhistatakse siimboliga v, st X(w®,) = x;. Iga

1
katse tulemusena saadud vaartuste tdendosused loetakse vordseks arvuga v kus
n on katseseeria pikkus.

On lihtne niha, et toodud formalisatsioon (ihtib sellega, mida kasutasime statisti-
lise tdendosuse defineerimisel, lugedes siindmusele A, soodsaiks need katsetule-
mused {elementaarsiindmused (Dj-), mille korral X( (nj.) €A,

Juhuslikule suurusele, mille jaotus ei ole teada, saab leida empiirilise jaotuse néol
jaotuse hinnangu. Selle abil on véimalik leida tinglikke jaotusi, mitme tunnuse
tihisjaotusi jt jaotust iseloomustavaid niitajaid, sh igasuguseid tabeleid,
graafikuid, tulp- ja sektordiagramme jmt.
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9.9. Empiirilise jaotuse arvkarakteristikud

Empiirilise jaotuse pdhjal on arvkarakteristikuid lihtne arvutada. Empiirilise jao-
tuse pohjal arvutatud arvkarakteristikuid nimetatakse ka empiirilisteks karakteris-
tikutcks, need on vastavate teoreetiliste karakteristikute hinnangud. Kuna
empiiriline jaotus koondub tdendosuse jargi teoreetiliseks jaotuseks, siis peab
sama asjaolu paika ka jaotuse igasuguste funktsioonide, sh ka arvkarakteristikute
puhul.

1. EMPURILINE KESKMINE, mille tavaliseks tihiseks on ¥ arvutatakse seosest:

2"; (9.4

-....“__

2. EMPIIRILINE DISPERSIOON, mida tihistatakse tavaliselt sumboliga s°, arvutatakse
koige sagedamini valemist:

27 1 ¥

Viimane valem vajab kommenteerimist. Vahetult empiirilisest jaotusest tuleneb empiirilise
dispersiooni jaoks hoopis teine valem

15

-
G _11

MH

(x,-%)? {9.5)

1

Matemaatilises statistikas aga toestatakse, et viimati saadud valemiga arvutatud dispersiooni
hinnaurg sisaldab teatavat siistemaatilist viga, ta alahindab tegelikku dispersiooni. Viimane asja-
olu on ka intuitiivsclt arusaadav, selle pohjuseks on see, et hilbed, mida valemeis {9.5) ja (9.5")
kasutatakse, ei ole arvutatud tdelise keskmise suhtes, vaid selle hinnangu x suhtes, ja séltu-
vad seega juhusest.

Valermnis (9.5 sisalduvat sistemaatilist viga ehk nilief saab parandada, muutes tegurit, millega
summa on korrutatud, suuremaks. Nii ongi esimesena esitatud empiirilise dipersiooni valem
(9.5) dispersiconi niltketa hinnanguks. Suurte valimite korral (nditeks, kui n on suurem kui 100),
on praktiliselt iikskdik, kumba empiirilise dispersiooni avaldist kasutada.

3. EMPIIRILINE STANDARDHALVE. Ruutjuurt empiirilisest dispersioonist nimetatakse empii-

riliseks standardhdlbeks, viimase tahiseks on vastavalt kasutatavale dispersiooni
avaldisele kas s v0i 6.

. EMPIIRILINE KORRELATSIOONIKORDAJA. Empiirilise korrelatsioonikordaja tdhiseks on kas »
vai ka 7, kusjuures sageli lisatakse juhuslike suuruste tdhised argumentidena voi
indeksttena, F(X,Y), Fxy YOI Fpp Empiiriline korrelatsioonikordaja 7 avaldub
valemiga

2 (DY
= —=1 (9.6)

JZ(A‘,W- JZ(.:f,ﬁJZ
i=1 i=1
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Olgu mirgitud, et empiiriliste karakteristikute kui jaotusparameetri hinnangute
korval kasutatakse praktikas tihti ka teisi hinnanguid. Nagimegi, et dispersiooni
hindamisel on mitu véimalust. Ometi ei teki sellest tavaliselt erilist segadust, sest
kui mingi paramectri mitu erinevat hinnangut koonduvad toendosuse jirgi selle
parameetri tegelikuks vidrtuseks, siis osutub, et pika katseseeria puhul on kéik hin-
nangud ka omavahel iisna ldhedased.

Ndide 9.2. Vaatleme kaht suurust — algkoolilapse vanust (v) ja seda, mitu klassi ta

Niide 9.3.

on lopetanud (n). Iga tiksiku lapse puhul on need niitajad determineeri-
tud, kuid kui lapse valik on juhuslik, siis on ka nende néitajate vaartused
juhuslikud, ning neid iseloomustab nende iihisjaotus. Jaotus séltub
muidugi oluliselt sellest, kelle hulgas tehakse valik. Oletame, et me
teeme valiku eesti vdikekoolide &pilaste seas, kusjuures on tagatud
valiku juhuslikkus. Vanust méddetakse lihtsuse mottes tdisaastates. Kat-
seseeria pikkus ehk valitud laste arv olgu n = 1080. Vaatlustulemused
moodustavad jargmise sagedustabeli:

a2 e 7 8 9 10 11 12 13 %

0 30 | 150 | 100 18 2 0 0 0 300

1 0 3 | 170 | 115 23 7 0 0 350

2 0 0 5 | 142 | 148 30 3 2 330

3 0 0 0 4 36 35 16 9 100

z 30 | 185 | 275 | 279 | 209 72 19 11 | 1080
Tabel 9.1.

Koolilaste vanuse ja hariduse sagedustabel.

Tabeli 9.1 péhjal saame lihtsalt leida kahe juhusliku suuruse (raken-
dusstatistikas deldakse ka funnuse ) ithise empiirilise jaotuse, arvutades
iga stindmuse jaoks selle suhtelise sageduse ehk statistilise tdendosuse.
See tabel on samasuguse kujuga nn risttabel (vt punkt 5.3) nagu sage-
dustabelgi.

har il 6 7 8 9 10 1 12 13 | Py,

0 o028 ]0139 |0093 0017 | 0002 |0 0 0 0,278

1 o 003 | 0,157 | 0,107 | 0,021 | 0,006 | D 0 0,324

2 lo a 0,005 | 0431 | 0,137 | 0,028 | 0,003 | 6,002 [ 0306

3 o Q 0 0,004 | 0,033 | 0,032 | 0,015 | 0,008 [ 0,093
Poow | D028 | 0171 | 0,255 | 0,258 | 0,194 | 0,067 | 0,018 | 0,010 | 1

Tabel 9.2.
Koolilaste vanuse ja hariduse empiiriline jaotustabel.

Néaeme, et tabelis on fikseeritud 28 siindmust, néiteks — laps on 9-aas-
tane ja on lopetanud 2 klassi. Monede siindmuste tdendosused on nullid
(nditeks siindmus, et laps on 7-aastane ja on lopetanud 3 klassi), kuid
need ei ole pohimotteliselt voimatud, vaid iiksnes nii harva esinevad, et
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katseseerias ei tulnud neid kordagi esile. Sellist empiirilist jaotustabelit
illustreerib ruumiline tulpdiagraniu, vt joonis 9.1.

Joonis 8.1,
Ruumiline tulpdiagramm.

Ndide 9.4. Empiirilise jaotustabeli (vdi ka sagedustabeli) pdhjal on lihtne leida
vaadeldavate juhuslike suuruste (tunnuste) empiirilisi jaotusi (nn mar-
ginaaljaotusi). Need saadakse empiirilisest jaotustabelist rea- ja veeru-
summadena (vt tabel 5.1) ja tihti paiknevad nad empiirilise jaotustabeli
viimases reas ja veerus, vt tabel 9.2.

Esitame tabeli 9.3. juhusliku suuruse "vanus" jaotusega.

vanus 6 7 8 9 10 11 12 13
toendosus 0,028 0,171 0,255 0,258 0,194 0,067 0,018 0,010
Tabe! 9.3,

Vanuse empiiriline jaotus.

Sagedustabelist saab marginaaljaotused leida jargmiselt:

1% Kui tabelis puudub reasummade veerg (paikneb tavaliselt viimase
veeruna) ja veerusummade rida (tabeli viimane rida), siis tuleb need
leida, kasutades valemeid (5.2) ja (5.27).

20 Esimese tunnuse (mille vdartused paiknevad piiisveerus ja madravad
tabeli read) empiirilise jaotuse saame, jagades viimase (summade)
veeru elemendid 5, valimi mahuga ».

3% Teise tunnuse (mille vairtused paiknevad pdisreas ja midravad tabeli
veerud) empiirilise jaotuse saame, jagades viimase (summade) rea ele-
mendid n; valimi mahuga 1.

Ndide 9.5. Sagedus- v6i empiirilise jaotustabeli abil saame leida ka kummagi tun-
nuse tinglikud jaotused, kui tingimus on teise tunnuse abil maaratud (vt
punkt 5.4). [eiame nditeks teise klassi dpilaste (st tihe klassi 1opetanute)
vanusejaotuse, vt tabel 9.4,
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Ndide 9.6.

vanus 6 7 8 9 10 11 12 13
tbeniosus 0 0,100 0,486 0,329 0,066 0,020 0 0
Tobel 9.4.

Teise klassi dpilaste vanuse empiiriline jaotus.

Esitame veel ka teise tunnuse tingliku jaotuse, kus tingimuse maarame
vorratusega: leiame vahemalt 10-aastaste opilaste jaotuse 1opetatud klas-
side arvu jdrgi.

haridus ¢ 1 2 3
tdendosus 0,006 0,0%6 0,588 (4,309
Tabel 9.5,

Vahemalt 10-aastaste dpilaste empiiriline jaotus 1opetatud klasside jargi.

Néeme, kuidas lihe juhusliku suuruse vaartuse fikseerimise tulemusena teise
juhusiliku suuruse hajuvus vdheneb ja selle vadrtused kontsentreeruvad tabeli
vihestesse klassidesse. Oeldakse ka — vastava juhusliku suuruse ennustustipsies

paraneb.

Kui meid huvitab, kui suur on tdendosus, et juhuslikult valitud algkoolilaps on 8-
aastane, siis ndeme tabelist 9.3, et see tdendosus on 0,255. Kui meil aga on teada, et
tegemist on teise klassi opilasega, siis saame arvutada tingliku tdendosuse, et lihe
klassi juba 1&petanud &pilane on 8-aastane, ning see on 0,486.

Néide 9.7.

Ndide 9.8.

Leitud empiirilise jaotuse alusel on lihtne leida ka uuritavate tunnuste
jaotuskarakteristikuid. Leiame algkoolilaste vanuse empiirilise kesk-
mise, see on §,74. Samal viisil lelame, et vanuse empiiriline dispersioon
on 1,905 ja standardhdlve 1,380. Samuti saame leida, mitu klassi on
keskmiselt algkoolilaps lopetanud, see arv on tunnuse "haridus”, mille
sisuks on 1opetatud klasside arv, empiiriline keskmine 1,213.

Leiame veel karakteristikud, mis iseloomustavad vaadeldavate tunnuste
omavahelist soituvust. Tunnuste empiirilise kovariatsiooni vdirtus on
1,064. Leiame ka empiirilise korrelatsioonikordaja,

1,06380

1,3035.0,9535 0,808

¥=

Nieme, et ootuspdraselt on nende tunnuste omavaheline soltuvus
positiivne ja isna tugev.
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10. GEOMEETRILINE TOENAOSUS

10.1. Elementaarsindmused — punktid tasandil

Kédesolevas peatiikis tutvume mérksa tldisema téendosusteooria pohimdistete
siisteemiga kui eelnevates peatiikkides — me nimelt loobume eeldusest, et vaadel-
dav elementaarsiindmuste hulk on loenduv. Et vajaliku aparatuuri puudumine ei
vOimalda seda teooria osa silistemaatiliselt késitleda, piirdume iiksnes valitud
tulemustega, mis on hidavajalikud selleks, et moista teiste valdkondade {(sh
matemaatilise statistika} olulisi tdsiasju. Kahjuks ei ole selles kursuse osas voima-
lik enamust tdestusi esitada rangelt, ning sel juhul piirdutakse iiksnes intuit-
sioonil ja analoogial tuginevate aruteludega.

Vaatleme katset, milleks on juhusliku punkti valik mingil tasandilisel kujundil
(marklaual). Arusaadavalt on katsetulemuste ehk elementaarsindmuste hulk
vordne koigi selle kujundi punktide hulgaga — jdrelikult on see 16pmata suur,
nritteloendire hulk.

Meenutame, et ei leidu reeglit, mille kohaselt tasandi vai ka loigu kdik punktid saaks num-
merdada — st, need on mitfelocirdrivad hulgad. Siindmused on meil seni defineeritud kui ele-
mentaarstindmuste hulgad. Tekib kiisimus, kas ka sellise elementaarsiindmuste ruumi puhul
peaks fga elementaarsiindmuste hulk olema siindmus. Osutub, et vastus on eitav. Mingi tasandi-
lise kujundi koikvoimalike punktikombinatsioonide hulk on niivord suur ja keerukas, et seda
ei ole otstarbekas kasutada. Sindmusteks loctakse ainult teatav né moistike omadustega hulk
elementaarstindmuste hulki.

Ndide 10.1. Olgu tegemist ruudukujulise marklauaga, millel paikneb kiimme kon-
tsentrilist ringi, vt joonis 10.1. Mérkilaskmisel vastab iga ringi voi ringi-
devahelise ronga tabamisele teatava punktide arvu saamine. Loeme
siindnniiseks H, koige sisemise ringi tabamise, H,,...,H,; olgu vastavate
rongaste ja H,, — véljaspool vilimist réngast asuva marklaua osa taba-
mine. Sellega oleme mddratlenud iiheteistkiimnest siindmusest koos-
neva siindmuste tdissiisteemi.

Meenutades, et ka sindmuste summa on stiindmus, saame nimetatud
stiindmuste mitmesuguste kombinatsioonidena kirjeldada kokku 211
siindmust, sealhulgas voimatu stindmuse & ja kindla stindmuse Q.

Sindmuste hulka aga ei kuulu nditeks marklaua {ilemise poole tabamine véi
"vasakpoolse alumise nurga tabamine” sest need ei avaldu elementaarsiindmus-
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tena fikseeritud ringide (tabamise) kaudu. See stind-

muste hulk on 16plik, hoolimata sellest, et
elementaarsiindmuste ruum, mida selle defineeri-
miseks kasutati, on lopmatu. ;
Edaspidi vaatleme elementaarsindmuste ruumina
£ mingit tasandilist pinnatiikki Q ja loeme elemen-
taarsindmusteks kdiki selle pinnatiiki punkte,
Piiiame madrata sindmused nii, et sdiliksid vdima-
likult koik need siindmuste omadused, vahekorrad |

Q

ja tehted, mis me tuletasime esimeses paragrahvis,
kus kisitlesime 16plikku elementaarsiindmuste Joonis 10.1.
ruumi.

Loeme siindmusteks koik kujundid, st niisugused punktihulgad tasandil, mille
pindala on pohimétteliselt voimalik maarata (pindala on olemas). See, et pindala
tdpne arvutamine on raske voi isegi voimatu, pole siinkohas oluline.

Et siindmuste summa on stindmus, véivad siindmused koosneda ka mitmest
"Hikist". Et slindmuste vahe on stindmus, voivad siindmusteks olla ka "auku-
dega" kujundid, vt joonis 10.2.

Stindmuste hulka on otstarbekas lugeda ka teatavaid siindmuste I6pmatuid sum-
masid.

Katseks on, samuti nagu varemgi, elementaarsiindmuse (punkti) juhuslik vali-
mine. Peale katset loetakse toimunuiks koik need siindmused, milles valitud ele-
mentaarsindmus sisaldub, ja mittetoimunuiks need siindmused, mis seda
elementaarsiindmust ei sisalda.

Joonis 10.2.
Stindmused tasandilises elementaarsind muste ruumis.
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10.2. Geomeetriline toendosus tasandil

Kui tasandilises elementaarsiindmuste ruumis on siindmused mairatud, tekib
uus probleem — kuidas méirata nendele tdendosusi. Uhe, vaieldamatult lihtsaima
voimaluse pakub geomeetriline tdendosus.

Midarame elementaarsiindmustele toendosuse, jdlgides teatava mdadrani nende
vordvoimalikkuse printsiipi. Et elementaarsiindmusi on lopmata palju ja nende
summa tdendosus peab vorduma iihega (kindla siindmuse tdendosus), siis peab
paratamatult olema iga elementaarsiindmuse tendosus vordne nulliga. Vordvdima-
likkus realiseeritakse geomeetrilise toendosuse puhul ndudena, et siindmuse tdendo-
sus olgu vordeline tema pindalaga.

DEFINITSIOON 10.1. Vaatleme elementaarsindmuste ruumina (kindla siindmusena)
mingit loplikku tasandilist piirkonda € ja katsena juhusliku punkti valikut
(tabamist) selles piirkonnas. Olgu stindmus A mingi kujund (so osapiirkond)
selles piirkonnas. Siis vérdub stindmuse A geomeetriline toendosus P(A) kujundi A
pindala 5(A)ja kogu piirkonna £2 pindala 5(£2) suhtega
_sA

P(A) = S (10.1)
Kuivord kdesoleval juhul on elementaarsiindmuste ruumiks € tasandiline
piirkond, siis koneldakse geomeetrilisest tdendosusest tasandil. Seni, kuni me ei ole
muid geomeetrilise tdendosuse variante defineerinud, modistame geomeetrilist
téendosust tasandilisena ka ilma seda spetsiaalselt réhutamata.

Niide 10.2. Arvutame naites 10.1 esitatud siindmuste geomeetrilised téendosused,

S . - . 1
arvestades, et koigi rongaste laiused on vordsed ja moodustavad 50

ruudukujulise marklaua kiiljepikkusest (valimine ring puutub mérklaua
serva). Nende siindmuste tdendosusi on elementaargeomeetria abil
lihtne leida:

m-(20-1) .

P(H) = T 1,..,10, P(H,) = 1,2

10.3. Tasandilise geomeetrilise toendosuse omadused

Teeme niiiid kindlaks, millises ulatuses kehtivad geomeetrilise tdendosuse puhul
klassikalise ja statistilise tdendosuse omadused.

Vaatleme punktis 10.1 defineeritud siindmusi ja omistame koigile siindmustele
geomeetrilise tdendosuse. Lugedes tasandil paiknevaid punkte ja jooni nullpind-
alaga kujunditeks, saame nende siindmuste tdendosuseks nulli, kuid need siind-
mused ei ole véimatud. Samuti voime ruumist Q ldpliku arvu punkte voi jooni
viélja 1digata. Saadav siindmus ei ole enam kindel, kuid tema téenédosus on defi-
nitsiooni kohaselt iiks.
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Kaunis lihtne on toestada, kasutades siindmuse maarangut punktihulgana, et
teised klassikalise tdendosuse omadused (jareldussuhetest tulenevad vorratused
tdendosuste vahel, liitmislause erijuhul ja Gldjuhul jne) jadvad jousse ka geo-
meetrilise tdendosuse puhul. Seega saame kokkuvottes

(TASANDILISE) GEOMEETRILISE TOENAOSUSE OMADUSED.

1% Kui siindmus A on punkt, joon, 16plik vdi loenduv punktide véi joonte
hulk, siis on selle siindmuse geomeetriline tdendosus (tasandil) vordne
nulliga.

2 Kui siindmus A erineb kindlast siindmusest 16pliku vai loenduva
hulga punktide voi joonte vorra, siis on selle siindmuse geomeetriline
tdendosus (tasandil) vérdne iihega.

30 Sellest, et siindmuse A geomeetriline tdendosus on null, ei jareldu, et
see slindmus oleks vdimatu, ning sellest, et siindmuse geomeetriline
téendosus on ks, ei jdreldu, et see stindmus oleks kindel.

4" Tasandilise geomeetrilise toendosuse puhul kehtivad koik teised klassi-
kalise tdendosuse omadused.

10.4. Geomeetriline toeniiosus loigul.

Geomeetrilise tdendosuse saab defineerida ka 1digul. Katseks on siis ithe punkti
valimine (tabamine) teataval 16igul [a,b], mida me nimetame elementaarsiindmuste
runniks Q. Koik selle 16igu punktid @ on elementaarsiindmused. Kindel stind-
mus on selle ldigu [4,b] tabamine. Igale sellel loigul paiknevale ldigule,
poolldigule ja vahemikule seatakse vastavusse siindmus, mida lihtsuse mottes
tahistatakse sama stimboliga kui vaadeldavat punktihulka 16igul.

Al AZ A3 I
|——___ - l
Joonis 10.3.

Stindmused ldigul.

Arusaadavalt on ka kaik stindmuste (st 16ikude, vahemike, poolldikude) dilimalt loendtvad
summad siindmused. On lihtne tdestada, et niisuguste summade kaudu avalduvad ka siind-
muste vahed ja korrutised.

DEFINITSIOON 10.2. Olgu siindmus A mingi 16ik, vahemik vi 16ikude ja vahemike tili-
malt loenduv summa ldigul Q, mida loeme elementaarsiindmuste ruumiks.
Siindmuse A geomeetriliseks tdendosuseks (16igul) nimetatakse siis sellele siind-
musele vastava 16igu pikkuse (léikude/vahemike sumimaarse pikkuse) I(A) ja
kindla stindmuse € pikkuse /(£2) suhet:

_ A

P =15
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Usna lihtne on kontrollida kaigi oluliste siindmustevaheliste seoste ja geomeetri-
lise tdendosuse omaduste sdilimist esitatud definitsiooni korral.

GEOMEETRILISE TOENAOSUSE OMADUSED {LOIGUL).

19

20

30

40

Paneme

Kui siindmuseks on punkt voi tilimalt loenduv punktide hulk, siis on
selle siindmuse geomeetriline téendosus (16igul) null.

Kui siindmus A erineb kindlast siindmusest € tilimalt loenduva hulga
punktide poolest, siis on selle siindmuse geomeetriline tdendosus
(16igul) diks.

Sellest, et siindmuse geomeetriline tdendosus (16igul) on null, ei jareldu,
et see stindmus on vdimatu, ning sellest, et siindmuse geomeetriline
téendosus (16igul) on iiks, ei jareldu, et see siindmus on kindel.

Koik teised klassikalise tdendosuse omadused, mis on tdestatud 1 pea-
titkis, kehtivad geomeetrilise tdendosuse puhul (16igul).

tahele, et kuna iga punkti tdendosus on null, siis on samade otspunk-

tidega 13igu ja vahemiku geomeetrilised toendosused vordsed.

Geomeetrilist tdendosust 16igul on sobiv kasutada mitme ajaga seotud siindmuse
modelleerimiseks.

Niiide 10.3.

Ndide 10.4.

Reisija sattus juhuslikul ajahetkel bussipeatusesse, kus bussid liikusid
15-minutiliste vahedega. Reisija otsustas oodata 5 minutit, ja kui selle aja
jooksul buss ei tule, votta takso. Kui suur on tdendosus, et reisija jatkas
soitu bussiga?

Reisija tabas jubuslikku ajahetke bussidevahelisel 15-minutilisel ajava-
hemikul [a,b] Et ta otsustas oodata 5 minutit, siis on siindmuse "buss
saabub ooteajal" jaocks soodsad need tema saabumishetked, mis satuvad
1digule bussidevahelise ajavahemiku ldpuosas. Selle soodsa 16igu pikkus
on 5 minutit, ning otsitav tdendosus on 1—55 = %

Latt pikkusega { murti kahest juhuslikust kohast katki. Leida tdendosus,
et tekkinud latitiikkidest saab moodustada kolmnurga.

Eeldame, et mélema murdepunkti paiknemist latil saame kirjeldada
geomeetrilise tdendosuse abil. Vastaku esimese tiiki pikkusele x punkt
x-teljel ja teise tiiki pikkusele ¥ punkt y-teljel. Jarelejaanud tiiki pikkus on
siis {-x—-y, mis arusaadavalt peab olema positiivne. Seega moodustab

2
katsetulemuste hulga € kolmnurk, mille pindala on % Seda kolmnurka

pliravad x-telg, y-telg ja sirge x+y =1 vt joonis 10.4. Soodsad elemen-
taarsiindmused on punktid, mille puhul killjepikkused x, y ja I-xv-y

~ . ! I, .
rahuldavad kolmnurga vorratusi, X<5, y<; ja §<x+y<l. Niisugused
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punktid moodustavad elementaarsiindmuste ruumis Q viirutatud
. ) 2 .
kolmnurga, mille pindala on ilmselt 7, seega on otsitav tdendosus 0,25.

Ay

L

!

Joanis 104.
[.ati murdmise ulesanne.
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11. PIDEV JUHUSLIK SUURUS

11.1. Juhusliku suuruse defineerimine mitteloenduval elementaarsindmuste rvumil

Kiesolevas punktis lldistame esimeses peatiikis defineeritud juhusliku suuruse

moiste, vottes selle aluseks ldpmatu, mitteloenduva elementaarsiindmuste ruumi
Q.

Olgu margitud, et saadav iildistus ei piirdu ainult pidevate juhuslike suurustega. Lahemalt
tutvume me siiski vaid pidevate juhuslike suuruste kui koige olulisematega.

Vaatleme bussi ooteaega nditest 10.3. Paneme tihele jargmist.

19 Tegemist on elementaarsiindniuse funktsiooniga: iga erineva hetke (ele-
mentaarstindmuse) tabamisele busside vahelisel ajaperioodil vastab
erinev ooteaja pikkus (vddrtus).

29 Ooteaja pikkuseks voib olla suvaline ajavahemik 0 ja 15 minuti vahel.

Saame siit idee juliusliku sunrise moiste lildistamiseks. Lopliku ja loenduva ele-
mentaarsiindmuste ruumi korral on paratamatult ka juhusliku suuruse vaartuste
hulk vastavalt kas 16plik (mitte suurem kui elementaarsiindmuste arv!) voi loen-
duv. Ainult mitteloenduva elementaarsiindmuste ruumi abil on vdimalik
defineerida juhuslikku suurust, mille vairtuste hulgaks on 16ik, poolloik véi
vahemik arvsirgel vai terve arvsirge. Taoliste juhuslike suuruste hulka kuuluvad
praktikas viaga olulised pidevad juhuslikud siurused.

Kahjuks pole aga otstarbekas mitteloenduva elementaarsiindmuste ruumi €2 korral definee-
rida juhuslikku suurust kui syvalist elmentaarsiindmuse funktsiooni. Osutub, et nii tildine
definitsioon haaraks ka vaga keerulise struktuuriga funktsioone, mida edaspidi ei énnestuks
praktiliselt kasutada. On ju juhusliku suuruse defineerimise puhul tarvis néha ette selle juhus-
liku suuruse abil defineeritud slindmuste toendosuste arvutamise vdimalikkust, ning see
esitab kasutatavatele funktsioonidele teatavad kitsendused (need funktsioonid peavad olema
madtuvad). Olgu siiski margitud, et see kitsendus on pigem teoreetilise kui praktilise iseloo-
muga - tavaelus kasutatavad funktsioonid rahuldavad neid kitsendusi, kontrandite konst-
rueerimine nduab téhusaid matemaatilisi eelteadmisi.

Esitame esialgu juhusliku suuruse definitsiooni teatava reservatsiooniga.

DEFINITSIOON 11.1. Eeldame, et meil on mdaratud elementaarsiindmuste ruum €.
Juhuslik suurus X on elementaarsiindmuse reaalarvuline funktsioon, mis rahul-
dab teatavaid tdiendavaid "moistlikke" tingimusi.

Ndide 11.1. Olgu elementaarsiindmuste ruumiks 16ik [0, 15]ja juhusliku suuruse X
vadrtuseks juhuslikult valitud reaalarv sellel 1digul. Sel juhul véime
juhuslikku suurust X interpreteerida kui bussi ootamise aega naite 10.3
andmetel.

11.2. Juhuslikv suuruse abil madratavad sindmused

Juhusliku suuruse X abil méadratavate siindmustega tutvusime juba punktis 3.3,
kus ndgime, et niisuguste siindmuste {ildine kuju on (X€ R), kus R on mingi
reaalarvuline piirkond. Selliste siindmuste kirjeldamine ja nende t&endosuste
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madramine on suhteliselt likitne siis, kui juhuslikul suurusel X on ainult 1o6plik voi

ka loenduv hulk vdirtusi, kuid muutub keerukamaks siis, kui juhusliku suuruse
vaartuste hulk on mitteloenduv.

Sel juhul on otstarbekas defineerida tiks teatud mottes standardne juhusliku suu-
ruse abil middratud siindmuste klass, ning edaspidi vaadelda ainult neid sundmusi,

mida selle klassi abil Gnnestub defineerida. Niisuguseks standardseks siindmuste
klassiks voetakse siindmused

(X<x) = (XE (—oe,x)), i)

kus X on juhuslik suurus ja x suvaline reaalarv. Avaldame niitena moned sageli
kasutatavad slindmused:

(Xe[a,b)y=(X<b)\(X<a),
(Xz2b)y = ON(X<h).

Esitatud siindmuste klassi kasutame jargmises punktis juhusliku suuruse jaotus-
- funktsiooni defineerimisel.

11.3. Juhusliku suuruse jaotusfunkisioon

Teatavasti iseloomustab juhuslikku suurust tema wvidrtuste hulga korval ka tema
Jaotus, mis naitab kéigi selle juhusliku suuruse abil médaratud stindmuste toendo-
susi. Diskreetse juhusliku suuruse puhul esitab jactust tdendosusfunktsioon,
mille abil on kdigi stindmuste tdenaosused lihtsalt arvutatavad. Toéendosusfunkt-
sioonil ei ole aga métet siis, kui juhusliku suuruse vaartuste hulgaks on loik
arvsirgel, sest sel juhul on paratamatult kdigi (vahemalt peaaegu koigi) punktide
tdendosused vordsed nulliga.

Defineerime niiiid iildisema juhuslike suuruste klassi jacks sobiva jaotuse esituse
— jaotusfunktsiooni.

DEFINITSIOON 11.2. Juhusliku suuruse X jaotusfunktsiooniks Fy(x) nimetatakse
reaalarvulise argumendi x funktsiooni, mis on madratud eeskirjaga

F (x) =P(X<x). (11.2)

Seega madrab jaotusfunktsioon kdigi eelmises punktis defineeritud siindmuste
(11.1) tdendosused. Jaotusfunktsiooni tdhises Fy (x) kasutatakse juhuslikku suu-
rust identifitseerivat allindeksit X, mille jatame &ra siis, kui sellest ei teki aru-
saamatusi.

Jaotusfunktsioon (vt joonis 11.1) on jaotuse iiks tdhtsamaid esitiisi. Tema puhul on
oluline see, et ta on méaratud kigi julnslike suuriiste jaoks.

Seega voiksime tiiendada definitsiooni 11.1 ndudega, et juhuslikul suurusel peab eksisteerima
jaotusfunktsioon, ehk, et kdik juhusliku suuruse abil méaratud sindmused (X <x) on {ihtlasi
siindmused elementaarsiindmuste ruumis £2.
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Nagu margitud, on jaotusfunktsioon maaratud ka diskreetse juhusliku suuruse X
korral, sel juhul

Fo(v) = Zpi, {11.3)
.1'1<X
kus p, = P(X =1x,).
Paragrahvis 3, kus me diskreetse juhusliku suuruse jaotust kisitlesime, ei poora-
nud me sellele funktsioonile aja sddstmise mottes tihelepanu, sest diskreetse

juhusliku suuruse puhul lisab jactusfunktsioon tdendosusfunktsiooniga vérreldes
vordlemisi vihe teavet.

1 1

08 a8
06 : 06
04 04
0.2 - 0.2
0 0

0 10 20 30 a0 50 60 01 2 3 4 5 & 1 8
Joonis 11.1.

JTuhusliko sutruse jootusfunkesicon.
Vasakul pidg‘\', paromdl diskreetne jootus.

11.4. Juotusfunkisiooni omadused

Kaesolevas punktis tuletame jaotusfunktsiooni olulisemad omadused.

JAOTUSFUNKTSIOONI 1. (MONOTOONSUSE) OMADUS, Jaotusfunktsioon on mittekahanev. Toe-
poolest, kui x<y, siis hulkade [a,x)ja |4,y ) vahel on sisaldussuhe

la,x)Clay)

millest tuleneb siindmuste jireldussuhe (X<x)=(X<y) ja siit ka varratus
toendosuste vahel

P(X<x)<P(X<y).
<>
JAOTUSFUNKTSIOONI 2. [PIIRVAARTUSE) OMADUS. Jaotusfunktsioonil eksisteerivad piirvairtused.

lim F(x)=0ja limF(x) =1

A ——00 X oo
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Toepoolest, kui véddrtuste hulga parempoolne otspunkt x ldheneb miinus 1opma-
tusele, siis 1dheneb vairtuste hulk ise tiihjale hulgale ning juhusliku suuruse sat-
tumine sellesse liheneb véimatule stindmusele. Kui aga ldigu otspunkt saab
kuitahes suureks, siis kaetakse varem voi hiljem selle 16iguga juhusliku suuruse
koik vidartused, ning jarelikult juhusliku suuruse sattumine sellesse 16iku laheneb
kindlale siindmusele.

&

JAOTUSFUNKTSIOGNI 3. (PIDEVUSE) OMADUS. Taotusfunktsioon on vasakult pidev. See oma-
dus tuleneb jaotusfunktsiooni definitsioonist ning kehtib niihdsti pidevate juhus-
like suuruste puhul (nende korral on jaotusfunktsioon pidev, st pidev nii vasakult
kui paremalt) ning samuti ka diskreetse juhusliku suuruse korral. Siis on jaotus-
funktsioon treppfunktsiooni kujuline (katkevus on parempoolne). Jaotusfunkt-
siooni vasakpoolset pidevust me ei tdesta.

Iga funktsioon, mis rahuldab tingimusi 1°-3°, on mingi juhusliku suuruse jaotus-
funktsioon.

11.5. Pidev juhuslik svurus

Varem olime me tuttavad vaid diskreetse juhusliku suurusega. Teine praktikas
vaga oluline juhuslike suuruste klass on pidevad juhuslikud suurused. Asume
jrgnevas neid uurima ja selleks alustame pideva juhusliku suuruse defineeri-
misega.

Oluline on meeles pidada, et sellega juhuslike suuruste hulk ei piirdu. On olemas juhuslikke

suurusi, mis on osaliselt pidevad, osaliselt diskreetsed, kuid ka selliseid, mis pdhimatteliselt ei
ole ei pidevad ega diskreetsed {isegi mitte oma vdartuspiirkonna osades).

DEFINITSIOON 11.3. Juhuslikku suurust X ja selle jaotust nimetatakse pidevaks, kui selle
jaotusfunktsioon F,(x) on diferentseeruv.

Diferentseeruv funktsioon on kindlasti pidev, kuid vastupidine ei ole dige — funktsioon voib
olla pidev, kuid tal ei ole loplikku tuletist, st ta ei ole diferentseeruv. Meie jatame niisugused
juhud vaatluse alt kdrvale.

Diferentseeruvuse noéue on vajalik selleks, et defineerida pideva juhusliku suu-
ruse jaoks veel iiks jaotuse esitus — tihedusfunktsioon.

11.6. Tihedustunkisioon

Lisaks jaotusfunktsioonile on pideval juhuslikul suurusel veel teinegi esitus — see
on juhusliku suuruse X tifiedusfunktsioon fy(x) ehk toendosusc tiiedus, vt joonis 11.2.

DEFINITSIOON 11.4. Pideva juhusliku suuruse X tihedusfunkisiooniks f, (x) nimetatakse
selle juhusliku suuruse jaotusfunktsiooni tuletist

d
fy(x) =ﬁFx(x)' (114)
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Siin x tdhistab argumenti, st juhusliku suuruse X védrtust. Kui pole karta sega-
dust, jaetakse tihedusfunktsiooni tahises allindeks X idra.

] 1 ] ]
L e o e e e D e e | | e e ccccccaman I__‘
0.28 ¢+ T r 7 1
I 1 1 ] 1
1 1 ] ) 1
e R bemommmooo oo bo-omoommooooe dmmmmmmmemeeoes
1 1 [] 1 1
] 1 ] ] 1
015 Faf--------Ng--- G LR L e 1
1 1 1 ] 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
01 fdfmmmmmane N R Lo emomneees R 4=
1 | ] 1 1
! | 1 1 1
005 L]-cmmm e O L. e
: . ! !
I 1 1 1
e e — e i -
4] 4 8 12 16
Joonis 11.2,

Pideva juhusliku suuruse tihedusfunktsioon.

TIHEDUSFUNKTSIOONI OMADUSED tulenevad vahetult tema definitsioonist ja jaotusfunkt-
siooni omadustest:

10

20

30

Tihedusfunktsioon on alati mittenegatiivne. Téepoolest, mittekahaneva
funktsiooni tuletis on mittenegatiivne.
&
Jaotusfunktsioon avaldub tihedusfunktsiooni integraalina,
X
Fy(xy = [ feibdt. (115)

—oo

See omadus tuleneb tihedusfunktsiooni definitsioonist ja Newton-
Leibnizi valemist. Jaotusfunktsiooni teisest omadusest jareldub, et
liidetava konstandi vdartus on null.

£
Tihedusfunktsiooni integraal {ile juhusliku suuruse vdirtuste piirkonna
vordub tihega. See omadus jdreldub jaotusfunktsiooni teisest omadu-
sest,

o0

[ fo(xrdy = Fyoo) ~Fy(-o0) = 1. (11.6)

-0

&

Iga funktsioon f(x), mis rahuldab ilaltoodud tingimusi, on mingi jaotuse tihe-
dusfunktsioon.
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11.7. Juhusliku suuruse abil mddratud sindmuste toendosused

Vaatame, kuidas kasutada juhusliku suuruse jaotust esitavaid funktsioone selle
suuruse kaudu mairatud stindmuse téendosuse arvutamisel.

1. JAOTUSFUNKTSIOONI KASUTAMINE TOENAOSUSE ARVUTAMISEL

10

20

TOENAOSUS, ET JUHUSLIKU SUURUSE VAARTUS SATUB ANTUD POOLLOIKY. Olgu [a,b) suva-
line poolloik juhusliku suuruse X vaadrtuste hulgas. Siis kehtib vordus:

P(X€ la,b)) = Fy(b)—Fy(a). (1.7

Pideva juluslikue stiurise korral on sama suured ka jargmised toenaosused:

P(X€ [a,b]) =P(X€ |a,b))=P(XE (a,b]) = P(XE (a,b)). (1.7

Téepoolest, poolldigu [a4,b) puhul jareldub vordus (11.7) vahetult jao-
tusfunktsiooni definitsioonist; vordused (11.7) tulenevad toésiasjast, et
pideva juhusliku suuruse puhul on iga punkti tdendosus null.

&
JAOTUSE "SABADE" TOENAOSUSED. Jaotuse P, "sabadeks” nimetatakse matemaa-
tilises statistikas siindmusi (X>b) ja (X<a), kusjuures vorratused voi-
vad ka mitteranged olla. Eriti pakuvad need slindmused huvi vidikese a
ja suure b vadrtuse korral. Vasakpoolse "saba” (X <a) tdendosus tuleneb
vahetult jaotusfunktsiooni definitsioonist, parempooclse leidmiseks
tuleb kasutada ka vastandsiindmuse tdendosuse avaldist. Uldjuhul
kehtib vordus

P(Xzb) =1-Fy(b), (11.8)
kuid pideva juhusliku suuruse korral voib mitterange vérratuse asen-

dada rangega, sest punkti tdendosus on null.
<>

1. TIHEDUSFUNKTSIOONI KASUTAMINE TOENAQSUSE ARVUTAMISEL
Pideva juhusliku suuruse korral saab samad téendo-

sused lihtsalt avaldada ka tihedusfunktsiooni abil.
Mblema, praktiliselt iiksteist dubleeriva reegli esita-
mise mote seisneb selles, et monel juhul (moéne jaotuse
puhul) on lihtsam rakendada iiht, monel juhul teist

reeglit.
1 0

TOENAOSUS, ET JUHUSLIKU SUURUSE VAARTUS SATUB ANTUD
LOIKU. Toendosus, et pideva juhusliku suuruse . p

vddrtus satub antud loiku, vordub tihedus- Joonis 113,
funktsiooni integraaliga iile selle piirkonna, Tocnaosus, of X vadrtus
vi jOOl’liS 11.3. kuulab Totku [a. 0.
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b
P(X€ [a,b]) = [fo(xrdx (11.9)

See tulemus jireldub vahetult Newton-Leibnizi valemist ja tihedus-
funktsiooni definitsioonist.

&
Kuna pideva juhusliku suuruse puhul on punkti tdendosus null, tule-
nevad leitud valemist ka valemid juhusliku suuruse vaartuse poolldiku
ja vahemikku sattumise tdendosuse arvutamiseks:

b
P(X€ (a,b)) = P(XE (a,b]) = P(XE [a,b)) = [ fi)dx (11.9)

&
2° JAOTUSE "SABADE" TOENAOSUSED avalduvad tihedusfunktsiooni omaduse 29
kohaselt, vt valem (11.5)

P(X<a)=P(X<a) = | f(x)dvx, (11.10)

P(X>b) = P(X2b) = | f(x)dx. (n.1)
I

<>

Paneme tdhele tihedusfunktsiooni teatavat sarnasust diskreetse juhusliku suturuse
tdendosusfunktsiooniga, kusjuures téendosusfunktsioon on defineeritud ainult
diskreetsefe ja tihedusfunktsioon ainult pidevate jaotuste puhul.

11.8. Juhuslik vektor

Kasutades juhusliku suuruse ilildisemat definitsiooni, laiendame ka paragrahvis 5
esitatud juhusliku vektori definitsiooni.

DEFINITSIOON 11.5. Kui elementaarsiindmuste ruumis Q on defineeritud mitu juhus-
likku suurust X,,X.,...,X,, siis moodustavad nad juhusliku vcktori. Juhuslikku
vektorit iseloomustab selle vektori jaotus (komponentide tihisjaotus).

Tuletame vektori jaotuse olulisemad esitused kahemddtmelise juhu jaoks. Iga

juhuslikku vektorit (X,Y) iseloomustab tema jaotusfunktsioon

Foplyy) =P(X<x, Y<y), {11.12)

kus reaalarvulised argumendid x ja y on vastavalt juhuslike suuruste X ja Y vaar-
tused, vt joonis 11.4.
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Kui juhusliku vektori mdlemad komponendid on pidevad juhuslikud suurused,
siis on sellel juhuslikul vektoril olemas tihedusfunktsioon f, (x,y), mis leitakse
jaotusfunktsiooni diferentseerimisel,

82
fxy(xr]/) :mpxy(xry)- (”]3)

0
Joonis 11.4.
Pideva juhusliku vektori jaotustunktsioon.

PIDEVA JUHUSLIKU VEKTOR! PIDEV REAALARVULINE FUNKTSIOON ON PIDEV SJUHUSLIK SUURUS, See jareldub
pideva juhusliku suuruse definitsioonist.

Uldiselt on vdimalik avaldada pideva vektori jaotuse kaudu selle vektori funkt-
siooni jaotus, vt punkt 5.7, kuid sellel me kdesolevas raamatus ei peatu. Kill aga
esitame juhusliku vektori komponentide séltumatuse tingimused.

JUHUSLIKY VEKTORI SOLTUMATUSE TINGIMUS ULDJUHUL. Tarvilik ja piisav tingimus jubusliku
vektori komponentide sdltumatuseks on see, et vektori jaotusfunktsioon vérdub
komponentide jaotusfunktsioonide korrutisega,

ny(l‘,y) ZFx(X) Fy(y)

PIDEVA JUHUSLIKU VEKTORI SOLTUMATUSE TINGIMUS. Pideva juhusliku vektori korral on
komponentide séltumatuseks tarvilik ja piisav, et vektori Ghine tihedusfunktsioon
vordub komponentide tihedusfunktsioonide korrutisega,

Sxv () = £ (0 fy (). (11.14)

11.9. Pideva juhuslikv suuruse keskvddrtus

Defineerime niid pideva juhusliku suuruse arvkarakteristikud, alustades
keskvaartusega. Olgu margitud, et kuigi pohimétteliselt on véimalik esitada
ithised avaldised suvaliste juhuslike suuruste arvkarakteristikute arvutamiseks, on
need kasutamiseks liialt tilikad, ja seetottu piirdume kiesolevas ainult pidevate
juhuslike suuruste korral kehtivate avaldistega.
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DEFINITSIOON 11.6. Olgu X pidev juhuslik suurus, mille tihedusfunktsioon on f, (x).
Siis defineeritakse juhusliku suuruse keskvdartus EX valemiga

EX= | xf (v)dx. (11.15)

Kui juhusliku suuruse vaartuste hulgaks on 16ik [, b}, siis toimub integreerimine
rajades g-st kuni b-ni.

Olgu margitud, et pohimétteliselt on voimalik ka olukord, et keskvaartust madrav integraal ei
koondu, sel juhul juhuslikul suurusel keskvairtus puudub. Keskvidrtus véib puududa ka dis-
kreetsel, loenduva ja tdkestamata vadrtuste hulgaga juhuslikul suurusel. Tokestatud vairtuste
hulgaga juhuslikul suurusel on keskvadrtus alati olemas. Jaotused, millel keskviirtus
puudub, jatame edaspidises kasitluses korvale.

Integraali omadustest jarelduvad

PIDEVA JUHUSLIKU SUURUSE KESKVAARTUSE OMADUSED. Kasutades integraali omadusi ja
punktis 11.8 kasutusele voetud pideva juhusliku vektori ning suuruse funktsiooni
moistet ja selle jaotust, saame tuletada pideva juhusliku suuruse keskvadrtuse
omadused sarnaselt sellele, kuidas need tuletati diskreetse juhusliku suuruse
jaoks. Ndeme, et pideva juhusliku suuruse puhul siilivad kdik diskreetse juhus-
liku suuruse keskvdartuse jaoks tdestatud omadused (vt punktid 4.1 ja 5.9).

1 minX<EX<maxX,

20 E(cX) =cEX

30 F(X+a) =FEX+a,

40 E(X+Yy=EX+EY,

59 E(X Y)=EX EY kui Xja Y on sdltumatud.

11.10. Pideva juhusliku suuruse dispersioon

Laiendame pideva juhuslikua suuruse jaoks ka dispersiooni ja standardhilbe
mbisted.

Pideva juhusliku suuruse X dispersioon defineeritakse, samuti kui diskreetse
juhusliku suuruse dispersioon (vt valem (4.3)), valemiga

DX =E(X-EX)?

Pideva juhusliku suuruse dispersioconi arvutusvalem tuleneb keskvaartuse arvu-
tusvalemist:

oo

DX= | (x~EX)2f,(x)dx. (11.16)

—oo
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Samuti kui keskvaartus, nii voib ka dispersioon pideval, tSkestamata viirtushulgaga juhus-
likul suurusel puududa. Keskvddrtuse olemasolu on dispersiooni ja momentide eksisteeri-
miseks tarvilik, ent mitte piisav tingimus. Kdesclevas kursuses me eeldame, et juhuslikul
suurusel on olemas niihdsti keskvidartus kui ka dispersioon.
Pideva juhusliku suuruse korral sdilivad diskreetse juhusliku suuruse disper-
siooni olulised omadused, mis on tuletatud punktides 4.2, 5.9 ja 6.3. Need on liht-
salt tildistatavad, kui kasutada keskvaartuse (integraali) vastavaid omadusi.

PIDEVA JUHUSLIKU SUURUSE DISPERSIOONI OMADUSED.
19 DX>0,
20 D(cX) =c2DX,
3° D{X+a)=DX,
4% D(bX) = b*DX,
50 D(X+Y}y=DX+DY kui XjaY on sdltumatud.

Miérgime, et iildisemate juhuslike suuruste puhul ei kehti diskreetse juhusliku
suuruse dispersiooni esimese omaduse jdreldus, mille kohaselt nulldispersioon
on ainult konstandil. On vdimalik defineerida ka selliseid juhuslikke suurusi, mis
ei ole konstantsed, kuid mille dispersioon on null. Kéesolevast kursusest jadvad
need vilja.

Pideva juhusliku suuruse standardhilve on, nagu diskreetsegi juhusliku suuruse
standardhalve, ruutjuur tema dispersioonist. Pideva juhusliku suuruse stan-
dardhilve siilitab automaatselt ka punktis 4.3 tuletatud diskreetse juhusliku suu-
ruse standardhdlbe omadused.

11.11. Pideva juhuslikv suuruse ja vektori momendid

Jargnevas tldistame pideva juhusliku suuruse jaoks momendid.

Pideva juhusliku suuruse momendid on defineeritud, samuti kui diskreetselgi
juhul, keskvdartusena juhusliku suuruse astmest, vt valem (4.10),

p‘m =E (Xm)

Pideva juhusliku suuruse momentide jaoks saame tuletada arvutusvalemi,
kasutades selleks juhusliku suuruse pideva funktsiooni keskvadrtuse avaldist.
Kéesolevas raamatus esitame siiski vaid loppresultaadi:

oo

w, = | wmf, (x)dx. (n.7)

Mirgime, et tokestamata viirtuste hulgaga juhuslikul suurusel véivad momen-
did (alates mingist m vddrtusest) ka puududa.

Kahe juhusliku suuruse iithisjaotuse abil defineeritakse juhusliku vektori sega-
moniendid. Nende esindajatest on meile tuttav kovariatsioon, mis avaldub kui antud
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juhuslikele suurustele X ja Y vastavate tsentreeritud juhuslike suuruste teist jirku
segamoment ehk teist jarku tsentraalne segamoment,

cov (X, Y)Y =E(X-EX)(Y-EY),

vt valem (6.1). Pideva juhusliku vektori kovariatsiooni arvutusvalem on all-
jargnev:

oo oo

cov(X,Y) = I J.(x—EX)(y—EY)fXY(.\‘,y)dxdy, (11.18)

—00 —00

kus f,(x,y) tihistab vektori (X, Y) tihedusfunktsiooni.

Pideva juhusliku vektori kovariatsioon sdilitab koik diskreetse juhusliku suuruse
kovariatsiooni omadused, vt punkt 6.1. Tuleb aga markida, et tokestamata vaar-
tuste hulgaga juhuslikul vektoril ei tarvitse kovariatsiooni eksisteerida. Selle
eksisteerimiseks on (Cauchy-Bunjakovski vorratuse tottu) piisav. kui molemnal
juhuslikul suurusel X ja ¥ on clemas dispersioon.

Kovariatsiooni kaudu defineeritakse ka pideva juhusliku vektori jacks korrelat-
sioontkordaja,

cov{X,Y)

JDX DY

Ka korrelatsioonikordaja sailitab dldjuhul koik omadused, mis me tuletasime
punktides 6.2 ja 6.5.

Samuti nagu diskreetse juhusliku suuruse puhul (vt valem (5.10)), on ka pideva
juhusliku suuruse dispersiooni véimalik arvutada teist jarku momendi kaudu,

r(X,Y)=

DX =p,—p?

kus p tdhistab keskvaartust. Selle valemi kasutamine lihtsustab sageli disper-
siooni arvutamist.

11.12. Pideva juhusliku suuruse kvantiilid

Defineerime kiesolevas punktis rea uusi juhusliku suuruse arvkarakteristikuid,
nimelt kvantiilid. Mérgime, et need eksisteerivad pohimétteliselt ka diskreetse
juhusliku suuruse jacks, kuid sel juhul on nende defineerimine pisut komplitsee-
ritum ja nad ei ole alati tiheselt maaratud.

Pideva juhusliku suuruse X korral on tema jaotusfunktsioon F, (x)} pidev ja mono-
toonselt mittekahanev. Oletame lihtsuse méttes, et jaotusfunktsioon on kogu ulatuses
kasvav, st et juhusliku suuruse vaartuste piirkond on sidus, selle sees ei ole nullti-
hedusega piirkondi. Sel juhul saame iga etteantud téendosuse o jaoks leida juhus-
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liku suuruse X sellise vadrtuse x =g, et juhuslik suurus X on sellest vdartusest
vdiksem tdendosusega o, vt joonis 11.5.

DEFINITSIOON 11.7. Niisugust juhusliku suuruse vaartust g, mille korral kehtib vérdus

P(X<g,) =uo, kus O<a<l,

nimetatakse selle juhusliku suuruse jaotuse o-kvantiiliks.

a

Joonis 11.5.
Juhusliku suuruse kvantiili mddramine.

Kvantiil g, leitakse vorrandi F, (x) = o lahendamise tulemusena, st, ta on jaotus-
funktsiooni podrdfunktsiooni vaartus

-1
Gy =Fy (o).

On selge, et pideval juhuslikul suurusel eksisteerivad koik kvantiilid. Moned
nende seast leiavad juhusliku suuruse arvkarakteristikutena usna tihedat
kasutamist ning on seetdttu saanud eraldi nimed. Tutvume nendega.

KVANTIILIDE KAUDU MAARATUD ARVKARAKTERISTIKUD.

17 MEDIAAN, 0,5-kvantiili nimetatakse mediaaniks.
20 KVARTIILID. 0,25-kvantiili ja 0,75-kvantiili nimetatakse vastavalt aluniiseks
ja tilemiseks kovartiiliks, vt joonis 11.6.

30 DETSILD. Kiimnendik-kvantiile, st %)-kvantiile, nimetatakse detsiilideks.
4% PROTSENTILID. Sajandik-kvantiile nimetatakse protsentiilideks (véi ka sentii-
lideks}).

Lisaks kvantiilidele kasutatakse praktiliste iilesannete lahendamisel (eriti raken-
dusstatistikas) tihti ka tdiendkovantiile.
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alumine ulemine
kwvartiil mediaan kvartiil
Joonis 11.6.

Mediaan ja kvartiilid.
DEFINITSIOON 11.8. Niisugust juhusliku suuruse véddrtust g,, mille korral kehtib vordus

P(X>7,) =@,

nimetatakse selle juhusliku suuruse jaotuse a-tiiendkvantiiliks.

Kvantiilide ja taiendkvantiilide definitsioonist jarelduvad nende olulisemad oma-
dused.
1. KVANTIILIDE MONOTOONSUSE OMADUS.

Kui a<p siis g,<4;

2.. TAIENDKVANTIILI AVALDIS KVANTIILI KAUDU.
ququ—u‘ (H]B)

Koige sagedamini kasutatav kvantiil on medizan. Mediaan on niisugune juhusliku
suuruse vaartus, millest juhuslik suurus on iihesuguse tdendosusega suurem ja
viiksem. Seega iseloomustab mediaan juhusliku suuruse viartuste hulka ja on
iiks selle juhusliku suuruse nn asendikarakteristikuid. Simmeetrilise jaotuse puhul
langevad juhusliku suuruse mediaan ja keskviirtus ihte.

Tihti kasutatakse juhusliku suuruse hajuvuse iseloomustamiseks kvartiile. Vaikese
hajuvusega juhuslikul suurusel, mille vadrtused suure tdendosusega on kontsent-
reerunud keskmise (mediaani) lahedusse, paiknevad kvartiilid lahestikku, nende
vahe on viike. Suure hajuvusega juhusliku suuruse puhul on aga kvartiilide vahe
enamasti suur.
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12. UHTLANE JAOTUS

12.1. Uhtlane jaotus ldigul 1a,b)

Samuti nagu diskreetsete jaotuste puhul, nii on ka pidevate jaotuste korral
defineeritud teatavad jaotusscadused ehk parameetrilised jaotuste pered. Lihtsaim
nende perede hulgast on iihtlane jaotus Idigul, kus parameetriteks on 1digu
otspunktid.

Asume nuiid tutvuma iiltlase jaotusega Iigul, mis on olemuslikult seotud
geomectrilise toendosusega Idigul.

Et seda seost tunnetada, pédrdume tagasi bussi cotamise iilesande juurde, vt
naide 10.3. Olgu bussi liiklusintervalli pikkus b. Oletame, et reisija sattus bussi-
peatusesse juhuslikul hetkel. Tihistame tdhega X tema jaoks vajaliku ooteaja, st
ajavahemiku reisija bussipeatusesse saabumisest kuni bussi saabumiseni. Vas-
tavalt definitsioonile on X juhuslik suurus. Olgu x mingi antud mittenegatiivne
arv Korrates naites 10.3 toodud arutelu leiame tdendosuse, et reisijal ef olnud vaja
bussi oodata kauem kui x (minutit). Kehtib seos:

X .
P(X<x)=1b kui x<b,
1

Ckul x2b.

Oluline eeldus selle lilesande lahendamisel on see, et tdenidosts bussi saabinniseks
teatava ajavalientiku jooksul soltub vordeliselt selle ajavahemiku pikkusest (Joomulikult
kuni tdendosuse vairtuseni iiks). Selle printsiibi alusel defineeritaksegi jaotus-
funktsiooni kaudu ihtlane jaotus loigul {a,b], kus loomulikult a<é.

DEFINITSICON 12.1, Juhusliku suuruse X jaotust nimetatakse iifitlaseks 16igul [a,b], kui
tema jaotusfunktsioon on vérdeline 16igu pikkusega x-a iga argumendi x,
a<xy<b korral,

0 kuix<a,
Felx) = 17— kuia<asb, (121)
1, kui x>b.

Uhtlase jaotuse tihiseks on 9f[a, b], kus parameetriteks a ja b on suvalised reaalar-
vud, a<b.

Uhtlase jaotuse jaotus- ja tihedusfunktsioon on esitatud joonisel 12.1. Tasiasja, et
juhuslik suurus X on (ihtlase jaotusega parameetritega a ja b, tahistatakse siim-
boliga X~ 4f[a,b].
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‘ Joonis 12.1.
Uhtlase jaotuse jaotus- ja tihedusfunktsioon.

Koige sagedamini kasutatakse iihtlast jaotust 9/[0,1]. Selle puhul on jaotusfunkt-
siooni avaldis eriti lihtne:

0, kui x<0,
Fo(x) = {x, kui0<x<l, (12.1)
I, kui x>1.

12.2. Uhtlase jootuse tihedusfunktsioon
Uhtlase jaotuse jaotusfunktsioon on lineaarfunktsioon, seega diferentseeruv, ning

jarelikult on {ihtlane jaotus pidev.

Leiame ihtlase jaotuse fihedusfunktsiooni f,(x) jaotusfunktsiooni tuletisena.

Piirkonnas x € [4,b] saame
i(-\;-ﬂ)_ 1
dx\b-a)” b—q’

Et konstandi tuletis on 0, siis saame kokkuvdttes

0, kui x<a,
1
fy(x) = lbfa kui a<x<h, {122)

0, kul x>b.

Seega on iilitlase jaotuse tihedusfunktsioon konstantne kogu selle juhusliku suuruse

vadrtuste piirkonnas.
&

Sageli kasutatakse seda tihtlase jaotuse omadust tema definecrimiseks, sel korral
saadakse jargmine, definitsiooniga 12.1 samavéarne, kuid ménevérra "labipaist-
vam’ mairatlus.
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DEFINITSIOON 12.1°. Juhusliku suuruse X jaotust nimetatakse iihitlaseks 16igul [a,b], kui
tema tihedusfunktsioon on sellel 16igul konstantne ja viljaspool seda loiku
vordne nulliga.

Jooniselt 12.1 on ndha, et tihedusfunktsiconi graafik on ristkiilikukujuline. Et selle
ristkiiliku pindala on tihedusfunktsiooni kolmanda omaduse pdéhjal vérdne

b2 ! -, nagu on nidha ka valemist (12.2).
Siit jareldub ka alljargnev arvutuseesklrl.

ithega, siis peab tema korgus olema —

UHTLASE JAOTUSEGA JUHUSLIKU SUURUSE ABIL MAARATUD SUNDMUSE TGENAOSUSE LEIDMINE. TGendosus
selleks, et iihtlase jaotusega juhusliku suuruse X véirtus satuks loiku [c,d],
as<c<d<b (voi samade otspunktidega poolliku véi vahemikku) vérdub jargmise
avaldisega

P(X€ [c,d]) = ‘;T‘;_ (123)
&

(HTLASE JAOTUSEGA JUHUSLIKU SUURUSE LINEAARTEISENDUSE OMADUS. Uhtlase jaotusega %(a,b)
juhusliku suuruse X lineaarsel teisendamisel saame juhusliku suuruse Y =c+dX,
mis on samuti iihtlase jaotusega, Y ~@f|c+ad, c +bd).

12.3. Uhtlase jaotuse keskvédrtus

Alustame iihtlase jaotuse arvkarakteristikute leidmist traditsiooniliselt kesk-
vadrtusega.

Keskvaartuse valemi (11.15) pohjal saame iihtlase jaotuse keskvaartuse avaldise:

b
_ L (ah) _aib
EX =5 Jue= S5 =05 (124)

Seega naeme, et 16igul [a,b] ithtlase jaotuse keskvdirtuseks on selle Ioigu keskpunkt.
Tulemus on igati ootuspirane.

Ndide 12.1. Leiame keskmise bussiooteaja naitest 11.1. Kasutades viimati tuletatud

valemit ndeme, et see on % = 7,5 minutit.

12.4. Uhtlase jootuse dispersioon, standardhéilve ja kvantiilid

Kasutades valemit (11.16) ja juba leitud iihtlase jaotuse keskvairtuse avaldist
leiame 16igul [4,b] iihtlase jaotusega juhusliku suuruse dispersiooni avaldise.

(a+b)?_ b*-a’ a?+2ab+b? _ (b—a)®
4  3(b-a) 4 12

DX = E(X?)- (EX)Z——ijd
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Seega ndeme, et
LOIGUL [a,b] UHTLASE JAOTUSE DISPERSIOON ON

(b-a)

DX =
12

(12.5)

Samast valemist tuleneb ka iihtlase jaotuse standardhilbe avaldis:
LOIGUL [a,b] UHTLASE JAOTUSE STANDARDHALVE ON
b-a
S(X)=—.
2.3
Eriti lihine on leida iihtlase jaotuse kvantiile.

LOIGUL [a,b] UHTLASE JAOTUSE «x -KVANTIL g, avaldub valemiga
g =a+a-(b-a). (12.6)

Ndide 12.2. Leiame naidetes 10.3 ja 11.1 vaadeldud bussi ooteaja dispersiooni, arves-
tades, et busst litkumisintervall on 15 minutit. Kasutades eeltuletatud

2
valemit ndeme, et DX = % = 18,75, standardhalve on 4,33.

Niide 123. Leiame eelmistes ndidetes vaadeldud bussi ooteaja mediaani ja kvartii-
lid. Lahendades vastavalt vorrandid F(x) =0,5, F(x) =0,25, F(x) =0,75

ning arvestades, et kdesoleval juhul F(x) = %, saame mediaani vaar-
tuseks 15-0,5 =7, 5, ning kvartiilid on vastavalt 3,75 ja 11,25.

12.5. Uhtlase jaotusega juhuslik vektor

Kui juhuslikud suurused X ja Y on mairatud samal elementaarsiindmuste ruumil
ning on lihtlase jaotusega, siis moodustavad nad iiheskoos iihtlase jaotusega juhus-
liku vektori. Tutvume pogusalt séltumatute komponentidega tihtlase vektoriga.

DEFINITSIOON 12.2. Olgu juhuslikud suurused X-%{a,b), Y~%(c,d) séltumatud. Siis
on juhuslik vektor (X, Y) Gihtlase jactusega ristkiilikus [4,b] x [c,d].

Seda tosiasja tdhistatakse siimboliga (X, Y} ~%([a,b] x [c,d]). Ka kahem&dtmelise
tihtlase jaotuse tihedusfunktsioon on kogu oma madramispiirkonnas konstantne:

1
fxy(xry) = (b—ﬁ') (d—C) ’
0 muudel juhtudel.

kui a<x<b, c<y<d, (27)
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Niisugune kahemdotmeline (ihtlane jaotus on seotud geomeetrilise tdendosusega
tasandil - iga ristkilikusse [2,b] % [¢,d] kuuluva kujundi A puhul on tdendosus, et
juhusliku vektori (X,Y) vddrtus satub sellesse piirkonda, vordne selle kujundi
geomeetrilise tdendosusega eeldusel Q = [a,b] x [c,d].

12.6. Juhuslike arvude jada ja generaator

Mitmesugustes inimtegevuse valdkondades osutub tarvilikuks mitte iiksnes
juhuslike ndhtuste analiitisimine ja juhuslikkusega seotud seaduspérasuste avas-
tamine, vaid ka jufiuslikkise tekitamine.

See on usna lihtne katsete korral, millel on suhteliselt vaike arv katsetulemusi.
Niisuguste “juhuslikkuse generaatoritena” on ammu tuntud mindi- ja taringu-
vise ning mitmesugused teised hasartmingudes ja loteriides kasutatavad eeskir-
jad ja mehhanismid. Mérksa keerukam on lugu siis, kui soovitakse gencreerida
pideva juhusliku suuruse vidrtusi. Niisuguste (ilesannete lahendamiseks on vilja
tootatud juhuslike arvude generaatorid, millega me alljirgnevas pdgusalt tutvume.

DEFINITSIOON 12.3. Jaotusega P juhuslike arvude jadaks nimetatakse l6pmatut reaalar-
vude jada, millel on jargmised omadused:

10 kéik sellesse jadasse kuuluvad arvud kuuluvad jaotusega P juhusliku
suuruse viartuste hulka;

2V jada liikmed on omavahel sdltumatud;

3% jada iga lopliku pikkusega n osajada midrab empiirilise jaotuse P
on antud jaotusele P kiillalt lihedane.

o IS
Praktikas kasutatakse juhuslike arvudena nn pseudojuhuslikke arve, mis on leitud
mingi mittejuhusliku eeskirjaga, kuid mis rahuldavad kiillalt hédsti tingimusi
10-3Y Lihtsuse mottes nimetatakse tavaliselt neidki arve juhuslikeks, nii teeme
meiegi.

Juhuslikul arvul on métet ainult jadas. Mehhanismi voi algoritmi, mille abil
juhuslikke arve tekitatakse (arvutatakse), nimetatakse juhuslike aroude generaa-
toriks. Juhuslike arvude generaatorid on igatiitibilistes arvutites (sh ka taskuarvu-
tites) kiillaltki levinud ning nende kasutamine on lihtne. Viikeste iilesannete
lahendamisel saab kasutada juhuslike arvude tabeleid, mida voib vaadelda kui
juhuslike arvude jada teatavat laplikku osajada.

12.7. Uhtlase jootusega juhuslikud arvud

Koige sagedamini tekitavad generaatorid 16igul [0,1] tihtlase jaotusega juhus-
likke arve, kusjuures iseloomulik on see, et need arvud viljastatakse paljude
kitmnendkohtadega. Tihti tihistatakse tihtlase jaotusega 7/(0,1) juhuslikke arve
stimboliga «, lisades juurde indeksi i, mis nditab selle arvu jarjekorranumbrit
jadas.
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Uhtlase jaotusega juhuslikke arve saab teisendada ka mingi muu jaotusega juhus-
likeks arvudeks. Selleks on olemas universaalsed teisenduseeskirjad, millel
peatuda ei voimalda kiesoleva raamatu liihidus. Kiill aga toome naiteid, milles
demonstreerime, kuidas leida

1° antud parameetritega a,b tihtlase jaotusega @/(a,b) juhuslikke arve;

20 diskreetse iihtlase jactusega %;(k}juhuslikke arve.

Niide 12.4. Seame enesele eesmirgiks modelleerida bussi ootamist, st “teha katseid”
bussi ootamise tlesande illustreerimiseks, kasutades katsetulemuste
tekitamiseks juhuslikke arve, mis illustreeriksid bussireisijate ooteaegu.
Et bussi ooteaeg on (ihtlase jaotusega ¢(0, 15), siis tuleb meil koigepealt
genereerida juhuslikud arvud «, jaotusega %(0,1) ja seejarel teha
lineaarteisendus x,=a+ (b-a)o; Kaesolevas tilesandes lelame x = 15w,
mis ongi i-nda saabunud reisija ooteaeg.

Niide 12.5. Olgu tarvis leida eeskiri, kuidas valida juhulikult tiks dpilane antud
klassi 25 dpilase seast. Uks vaimalus selle tilesande lahendamiseks on -
genereerida liks arv y lihtlase diskreetse jaotusega 9/,(25) ja lugeda selle
vaartus valitava dpilase jarjekorra numbriks.

Juhusliku arvu y saamiseks toimime jargmiselt. Genereerime juhusliku
arvu o I6igul [0,1], korrutame selle 25-ga ja votame taisosa. Et me selle
tulemusena saame diskreetse iihtlase jaotuse vddrtustega 0,1, ...,24, siis
tuleb tulemusele veel liita (iks. Seega oleks valitava dpilase jarjekor-
ranumbriks klassi nimistus arv [25a] + 1.

13. Normaaljaotus
13.1. Normaaljaotuse definitsioon

Normaaljaotus on mitmel péhjusel nii tdendosusteoorias kui ka matemaatilises
statistikas kdige sagedamini rakendatav jaotus. Peale selle on tal erakordselt suur
tahtsus kéigis statistika rakendusvaldkondades. Kdesolevas paragrahvis tutvume
normaaljaotuse miiratluse ja moningate olulisemate omadustega.

Kahjuks peame vajaliku aparatuuri {jaotuse esitus karakteristlike funktsioonide kaudu) puu-
dumise tottu esitama suure osa tulemustest toestusteta.

Normaaljaotuse defineerime tema tihedusfunktsiooni kaudu.
DEFINITSIOON 13.1. Normaaljaotuseva juhiuslikitks suuruseks nimetatakse juhuslikku suu-
rust, mille tihedusfunktsioon on

| =(x-)
¢ T (13.1)

flx)y =

;

2ng?
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kus parameetrid U ja ¢ véivad omandada vastavalt suvalisi reaalarvulisi ja mit-
tenegatiivseid reaalarvulisi vadrtusi (—co <l <oo,g>0).

Normaaljaotuse siimboliks on Xy, 6). Seda, et juhuslik suurus X on normaaljao-
tusega, tahistatakse avaldisega X-X{(J,6) Valemiga (13.1) esitatud tihedus-
funktsiooni tahistame edaspidi siimboliga f(x| W, o) voi ka fu, o{¥). Joonisel 13.1 on
esitatud normaaljaotuse tihedusfunktsioconi graafik.

041
03+
02

o1 T

Joonis 13.1.
Normaaljaotuse tihedusfunktsioon.

13.2. Normaaljaotuse omadused

Vahetult normaaljaotuse tihedusfunktsiooni definitsioonist jarelduvad méningad
normaaljaotuse olulised omadused.

NORMAALIAOTUSE 1. OMADUS. Normaaljaotus on pider jaotus, mille vaartuste hulgaks on
koigi reaalarvude hulk.

Tdepoolest, kuna jaotus on defineeritud tihedusfunktsiooni kaudu, peab ta olema
pidev Valemist (13.1) jareldub ka, et iga argumendi x vidartuse jaoks saab tihedus-
funktsiooni vadrtuse arvutada, ja see on rangelt positituite. Isekiisimus on see, et
absoluutvairtuselt suurte x vadrtuste puhul on f(x} vddrtus vaga Jahedane nullile.

&

NORMAALIAOTUSE 2. OMADUS. Normaaljaotus on siimmeetriline punkti pu suhtes.

Kasitledes normaaljactuse omadusi, on kasulik meenutada méningaid omadusi,
mis tulenevad vastavatest pidcoate jaotuste omadustest, vt punkt 11.6.

NORMAALIAOTUSE 3. OMADUS. Normaaljaotuse tihedusfunktsiooni integraal {ile kogu
madramispiirkonna vérdub iihega,

o

[o73 gx=1. (132)

1
Lf(x)d.\ - N2TG2
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NORMAALIAOTUSE 4. OMADUS. Normaaljaotuse tihedusfunktsioon liheneb asiimptooti-
liselt nullile argumendi absoluutvairtuse kasvades,

lim f(x) =0.

K=o

13.3. Normaaljaotuse keskvidrtus

Normaaljaotuse arvkarakteristikute leidmist alustame, leides kdigepealt nor-
maaljaotuse keskvairtuse.

Keskvdartuse arvutamiseks kasutame paragrahvis 11 esitatud valemit (11.15)

= el

EX= | f(x)xdx,

—co

kus tihedusfunktsiooniks f(x) votame f(x|p, o). Rakendame argumendile x
lineaarteisendust, f = x—p. Sel juhul saame x =+ ja dx = dt, [dpmatud integree-
rimisrajad ei muutu ning integraal teiseneb kujule

—_t=

EX=—2 IL’ZG:(Hp)dt.

2702 oo

Paneme tdhele, et teguri (t+p) kordajaks integraali margi all on normaaljaotuse

tihedusfunktsioon f(t|0,0). Integraali aditiivsuse omaduse kohaselt saame selle
integraali kirjutada summana:

EX = | fit10,0)tdt+ | ufcti0,0)dt.

Esimese liidetava puhul on tegemist paaritu funktsiooni (péaratu) integraaliga
stimmeetrilistes rajades, mis vordub nulliga, sest vastav integraal koondub (koon-
duvuse tdestust me ei esita).

Teise liidetava puhul on tarvis vaid konstant p integraali ette votta. Seejarel
saame integraali tihedusfunktsioonist, mis teatavasti vordub iihega. Niisiis,
kokkuvottes saame:

EX= j flx|w,o)vdy = . (13.3)

-

<>
Joudsime olulise normaaljaotuse omaduseni:

NORMAALIAOTUSE PARAMEETRIKS 1 ON KESKVAARTUS,
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13.4. Normaaljaotuse dispersioon

Normaaljaotuse dispersiooni arvutamise lihtsustamiseks arvestame, et disper-
sioon on nihke suhtes invariantne ning leiame tsentreeritud normaaljaotuse dis-
persiooni. Kasutame selleks eelmises punktis leitud tulemust, mille kohaselt
f(x]0,0) on tsentreeritud normaaljaotuse tihedusfunktsioon, sest parameeter
on selles voetud vordseks nulliga. Arvutame valemi (11.16} abil

oa

DX = [ f(x]0,c)x2dx.

—o0

Teeme lineaarteisenduse f = g . siis x = 6t, dv = 6dt ja integraali margi alla tekib

tihedusfunktsioon f(f|0,1), vt valem (13.5) jargmises punktis. Paneme tihele, et

teisendamise kdigus taandub ka konstant o integraali margi eest. Selle tule-

musena saame me suvalise parameetriga ¢ normaaljaotuse dispersiooni avaldada,
kasutades tihedusfunktsiooni f(t|0, 1),

DX =62 | f(t]0,1)24t.

Leiame niiiid viimase integraali, kasutades selleks nn ositi integreerinisc valemit
—f2

J.udzrz llt?—_[t’dll. Meil on tarvis leida integraal E_[tzfjdt. Tahistame t=1,

_f? —fl

e2tdt=dv.Siisv=—e2, du=dt ja me saame

1 4
T N R R
DX=0¢ { Jz—n[te J

Selle toestamine, et esimene avaldis on vordne nulliga, taandub selle avaldise
piirvadrtuste avaldamisele juhtudel t——o0, t —>c0. On lihtne ndidata, et need
mdlemad piirvdartused vorduvad nulliga ja siis on ka vastav avaldis vordne nul-
liga. Teise integraali vordumine ihega on ilmne.

o oo

+ Jf(flﬂ,l)dt} = g2 {134)

—oo

&

Arvestades veel tdsiasja, et ruutjuur dispersioonist on standardhélve, saame lei-
tud tulemuse sonastada alljargnevalt.
NORMAALIAOTUSE TEISEKS PARAMEETRIKS ON STANDARDHALVE G.

Manikord nimetatakse normaaljaotuse teiseks parameetriks ka dispersiooni 07 Arusaadavalt
on siin vahe vaid kokkuleppes, mitte pohimattes, sest ¢ ja o2 on iikstheses vastavuses.
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13.5. Standardiseeritud normaaljootus

Normaaljaotuse pere esindajana kasutatakse tavaliselt standardiseeritud normaal-
jaotust, st normaaljaotust parameetritega 1 =0 ja o= 1. Standardiseeritud nor-
maaljaotuse fihedusfunktsiooni avaldis on

f(xj0,1) =—¢’ (13.5)

)|~
A

ja jaotusfunktsiooni avaldis

o
Fivjo,ly = —= [eZat (12.4]

J2m

Olgu mirgitud, et standardiseeritud normaaljaotuse jaotus- ja tihedusfunktsiooni
traditsioonilised tdhised on vastavalt ®(x)ja ¢{x). Normaaljaotuse jaotusfunkt-
siooni graafik on esitatud joonisel 13.2.

q9-
08-
0.6-

04-

02-

e - —_——r —

-5 <3 -1 Q 1 3 o

Joonis 13.2.
Normaaljaotuse jaotusfunktsioon.

Et normaaljactuse tihedusfunktsiooni arvutamine on paris talikas ja jaotusfunkt-
sioon ei ole tildse elementaarfunktsioonides avalduv, siis on nende funktsioonide
vadrtused praktiliseks kasutamiseks tabuleeritud. Standardiseeritud normaaljao-
tusega juhusliku suuruse X, jaotusfunktsiooni @(x}) abil on lihtne leida iga teise
normaaljaotusega juhusliku suuruse X jaotusfunktsiooni F(x), kasutades punktis
4.4 tuletatud seoseid

X-u ja X=0X,+L, (13.7)

%="g

kus ptja o on juhusliku suuruse X keskvadrtus ja standardhilve. Siit tuleneb, et

F(x) = P(X<¥) = P(X;“<";“)=¢>(";“). (13.9)

Sarnaselt saame tuletada ka vastassuunalise feisenduse valemi:
b(x) =F{ox+p). {13.9)
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13.6. Normaaljaotusega juhusliku suuruse lineaarteisendus

Valem (13.7) nditab tegelikult seda, et

RAKENDADES NORMAALJAQTUSEGA JUHUSLIKULE SUURUSELE LINEAARTEISENDUST, SAAME NORMAALIAOTUSEGA
JUHUSLIKU SUURUSE.

Olgu X~X{(1,0). Defineerime Y =a+bX, kus 4 ja b on suvalised reaalarvud (liht-
suse mottes eeldame, et b>0). Siis jareldub valemist (13.7), et juhusliku suuruse Y
jaotusfunktsioon avaldub X jaotusfunktsiooni kaudu,

Fy(x) = FX[‘—;?] (13.10)

Analoogiline seos on leitav ka tihedusfunktsioonide vahel, kuid me esitame selle
siin toestuseta

fr(x) = %Jﬂ%) (3.11)

Arvestades keskvadrtuse lineaarsuse ja dispersiooni ruuthomogeensuse omadust,
saame leida ka juhusliku suuruse Y keskvdartuse ja dispersiooni:

EY=a+bEX,K DY =0?DX

ning voime kirjutada Y ~X(a+by, bo),

13.7. Normaaljactusega juhusliku suuruse abil defineeritud sindmuse téendosuse
leidmine 1abeli abil

Normaaljaotuse kohta on koostatud mitmesuguseid tabeleid, kusjuures valdavalt
kasutatakse standardiseeritud normaaljaotust X(0,1). Nende tabelite seast on
levinuimad jaotusfunktsiooni ja tihedusfunktsiooni tabelid.

Jaotusfunktsiooni tabel on kasutatav peamiselt kahel eesmirgil:
10 siindmuse tdenidosuse leidmiseks,
2V kvantiili leidmiseks.

Jaotusfunktsiooni tabel koosneb sisuliselt ainult kahest veerust — neist esimene sisaldab juhus-
liku suuruse vidrtusi x ja teine vastavaid jaotusfunktsiooni véaartusi @ (x). Ruumi ékonoom-
sema kasutamise huvides on tabel tihti esitatud ristkiilikukujulisena, kus veeru pais médrab
argumendi x viimase kiimnendkoha,

Juhusliku suuruse abil maadratud siindmuse tdendosuse arvutamiseks kasutame
jaotusfunktsiooni definitsiooni ja valemeid (11.7) ning (11.8), tehes vajaduse korral
lineaarteisendusi.
19 Olgu juhuslik suurus X~X{y, o), ning olgu tarvis leida siindmuse
{n< X <b) tdendosus. Siis saame

Pla<X<b) = m(b%“]-cb(“—;ﬁj. (13.12)
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20 Olgu juhuslik suurus X ~X{(y, 6) ning tuleb leida arvud g, ja g, nii, et

P{X<g) =0 ja P(X>q,) =«,

kus o on suvaline etteantud tdendosus, st reaalarv 0 ja 1 vahel. Otsita-
vad arvud g, ja 4, on normaaljaotuse (), o) ¢ -kvantiil ja o -taiend-
kvantiil.

Koigepealt leiame standardiseeritud normaaljaotuse o-kvantiili z, samast nor-
maaljaotuse jaotusfunktsiooni tabelist, vahetades vaid veerud: argumendiks o
votame jaotusfunktsiooni vadrtuse ¢(x) (kasutades vajadusel imardamist) ja
otsitavaks a-kvantiiliks = on siis vastav juhusliku suuruse vadrtus. Taiendkvan-
tiili leidmiseks kasutame kvantiili ja tdiendkvantiili vahelist seost, mille kohaselt
Za= "1-0-

Leidmaks standardiseeritud normaaljaotuse kvantiilide z, ja z,_, pohjal nor-
maaljaotuse Xy, o) vastavaid kvantiile g, ja g,_,, tuleb veel teha lineaarteisen-
dused

go=a+b-z,, g, o=a+b-z7y {13.13)

S

Naide 13.1. Olgu teada, et eesti rahvusest noorte neidude keskmine kasv on 165 cm
ja kasvu standardhilve 7,5 cm. Eeldame, et kasv on normaaljaotusega.

Olgu tarvis lahendada jargmised tlesanded:

19 Leida tdenaosus, et neiu kasv on suurem kui 175 cm.

2° Leida jaotuse kvartiilide vahe, st see piirkond {(keskvdirtuse umber),
kuhu neiu kasv langeb tdoendosusega 0,5.

Esimese tlesande lahendamiseks tuleb meil leida téendosus

P(X>175) = P(X0>1757$)= 1-®(1,33) =1-0,9082 =0,092. Seega on

téendosus selleks, et neiu pikkus on suurem kui 175 em, vordne 0,09.

Teise iilesande lahendamisel leiame z;, ,, = 0,675, z ,5=0,675 ja teeme
lineaarteisendused (vt valem (13.13)) q,.,=165-0,675-7,5=159,%4,
o5 = 165+0,675-7,5 =170,06. Siit jareldub, et kvartiilide vaheline plir-
kond, millesse neiu kasv satub toendosusega 0,5, paikneb vahemikus

159,9 kuni 170,1 cm. Seega voime (viikese (imardamisega) kinnitada, et
keskmiselt pooled neiud on 160 — 170 cm pikkused.

13.8. Klassikaline piirteoreem

Markisime kiesoleva paragrahvi alguses, et normaaljaotus sobib viaga paljude
reaalelu nihtuste modellecrimiseks. Pliiame kdesolevas punktis leida vidhemalt
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tihe pohjuse, miks see jaotus on nii universaalne. Selleks p&hjuseks on asjaolu, et
normaaljaotus on teatava piirprotsessi piirjaotuseks.

Tutvustame kdigepealt veel iiht juhuslike suuruste koonduvuse maistet — jaotuse
jargi koonduvust.

DEFINITSIOON 13.2. Me titleme, et juhuslike suuruste jada {X,} koondub jaotuse jargi
juhuslikuks suuruseks X, kui jada F x; (%) koondub arvuks F,(x) koigi selliste x
védrtuste korral, kus funktsioon F, (x) on pidev; siin tahistavad F x; Ja Fy vas-
tavalt juhuslike suuruste X, ja X jaotusfunktsioone.

Jaotuse jirgi koonduvust tihistatakse siimboliga X, -5 X.
Sénastame niitid nn klassikalise piirteoreemi.
KLASSIKALINE PIIRTEOREEM (V).

Olgu antud binoomjaotusega juhuslike suuruste jada, X, ~7(n,p), kus tdendosus
p on fikseeritud ja 1n—ee. Defineerime jada Y, kui vastavate standardiseeritud
juhuslike suuruste jada,

X,—np
Y, =——. {13.14)
Jap )
Siis koondub jada Y, factuse jirgi juhuslikuks suuruseks Y
Y, by (13.15)

kus Y on standardiseeritud novmaaljaotusega, Y ~N(0,1).

Et selle teoreemi téestus on {isna tehniline, siis me seda ei esita. Kiill aga lisame
moned kommentaarid.

Koondumisprotsess (13.15} on seda kiirem, mida lahemal on tdenédosus arvule 0,5.
Nullilihedase téendosuse korral on koondumine vaga aeglane, sama on dige ka
siis, kui toendosus on ldhedane arvule 1.

Sellega seoses on kasulik meenutada Poissoni piirtecreemi (vt punkt 8.5), mis
toimib just sel juhul, kui p on véike (liheneb nullile) - siis on bincomjaotusega
juhuslike suuruste jada piirjaotuseks Poissoni jaotus.

Meenutame, et binoomjaotusega 5(11,p) juhuslik suurus avaldub 1 séltumatu Ber-
noulli jaotusega juhusliku suuruse 7, summana,

Jarelikult véime piirteoreemi sénastada ka jargmiselt:

NLASSIKALINE PIIRTEOREEM (1) Uhesuguse Bernoulli jaotusega soltumatute juhuslike suu-
ruste standardiseeritud summa koondub liidetavate arvu 16pmatul kasvamisel
jaotuse jirgi standardiseeritud normaaljaotusega juhuslikuks suuruseks.
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Edasi tekib kiisimus — kui oluline on siin see, et liidetavad juhuslikud suurused
on Bernoulli jaotusega? Osutub, et see ei olegi tdhtis. Kehtib ka jargmine,
monevorra uldisem

KLASSIKALINE PIRTEOREEM (2). Olgu X, sdltumatud, lihesuguse jaotusega juhuslikud
suurused, millel eksisteerib keskvaartus ( ja dispersioon 2. Siis koondub juhus-
like suuruste normeeritud summade jada liidetavate arvu lIdpmatul suurenemisel
jaotuse jargi standardiseeritud normaaljactuseks,

1 D (X~ DY, Y-N(0,1). (13.15')
g1 i=1

Mirgime, et ka viimati esitatud klassikalise piirteoreemi eeldused ei ole tarvilikud — normaal-
jaotusega juhuslikuks suuruseks koondub ka maddukalt erinevate jaotustega juhuslike suuruste
jada.

Viimane piirteoreem annabki teatava selgituse sellele tosiasjale, et paljud prakti-
kas esinevad suurused on kiillalt hasti kirjeldatavad normaaljaotuse abil — nimelt
on nende juhuslike suuruste vddrtused kujunenud suure hulga suhteliselt sol-
tumatute ja tihti ka kiillaltki tihetaoliste m&jurite tulemusena.

Tiitipiliseks néditeks selle kohta on mdédtmisvead, mille kisitlemisel normaaljaotus
on end hésti digustanud. Ka paljusid looduslikke protsesse saab normaaljaotuse
abil lisna rahuldavalt kirjeldada — néiteks selle kohta on neidude kasv mida
vaatlesime eelmises naites. Hdsti saab normaaljactusega lahendada ka neid
juhuslikke suurusi, mis on teoreetiliselt kiill binoomjaotusega, kuid katsete arv i
on vaga suur, mist&ttu binoomjaotuse kasutamine on tiilikas.

13.9. Normaaljaotusega juhuslik vektor

Suur osa normaaljaotuse huvitavatest omadustest ilmneb just siis, kui me késit-
leme itheskoos mitut samas elementaarsiindmuste ruumis defineeritud normaal-
jaotusega juhuslikku suurust. Et neid ldhemalt uurida, defineerime
normaaljaotuseya juhusliku vektori, piirdudes siin kahemodtmelise juluga (X, Y) ja
tehes veel lihtsustava eelduse, et mélemad komponendid on standardiseeritud,
X-20,1), Y~XN(0, 1)

DEFINITSIOON 13.3. Olgu juhusliku vektori X tihedusfunktsioon

—(x2=2rxy+y?)

1 q
fXY(x’y) =2TE(1-!'2)€ H1=r9 “3]5)

kus r on reaalarv, ~1<r<l. Me iitleme, et juhuslik vektor on siis kalicinddtnielise
normaaljuotisega.
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Selgitame jaotusparameetri r tihenduse. On voimalik naidata, et kehtib vordus

cov(X,Y) = j foy(x,y) xy dxdy =r, (13.17)

kus fy (x,y) avaldub valemiga (13.16).

Et standardiseeritud juhuslike suuruste kovariatsioon langeb {ihte korrelatsiooni-
kordajaga, siis jareldub seosest (13.17), et kahemddtmelise standardiseeritud nor-
maaljactuse liheks jaotusparameetriks on komponentidevaheline korrelatsioonikordaja.

Uldisern normaaljaotusega juhusliku vektori tihedusfunktsiconi kuju esitatakse selle vektori
kovariatsicontmaatriksi abil. Toome &ra ka selle avaldise kahemadtmelisel juhul

1 aa-prla-iy ‘
fxy(xy) = me 2 ] {13.1¢)

kus = (x,y)", i = (EX.EY) ja

- DX cov(X,Y)
Tleoo(X,Y) DY |

Siin A’ tihistab maatriksi A transponeerimist, |A| - selle maatriksi determinandi ning A™ -
podrdmaatriksi leidmist.

Valem (13.16") on vahetult iildistatav suvalise komponentide arvuga normaaljaotuse juhule.

13.10. Kahemddtmelise normaaljuotuse omadused

Kahem&dtmelise normaaljaotuse tihedusfunktsiooni graafik on esitatud joonisel
13.3.

= St
=l
S

Joonis 133,
Kahemaootmelise normaaljaotuse tihedusfunktsioon.
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Paneme tihele, et erijuhul, kui korrelatsioonikordaja » = 0, muutub tihedusfunkt-
siooni valemis (13.16) eksponentfunktsiooni argumendis liige 2rxy nulliks, mille
tulemusena tihedusfunktsioon on teisendatav korrutiseks

fry(xy) =fx(x|0.1) -f (| 0. 1).

Sellest avaldisest aga jareldub (pidevate juhuslike suuruste s6ltumatuse tunnuse
tottu, vt valem (11.14)), et X ja Y on sdltumatud.
£

NORMAALJIAOTUSEGA JUHUSLIKU VEKTORI 1. OMADUS. Normaaljaotusega juhusliku vektori
puhul jareldub komponentide mittekorreleeritusest nende soltumatus.

Lisades juurde veel iildkehtiva viite (vt punkt 6.2) — juhuslike suuruste séltuma-
tusest jareldub nende mittekorreleeritus — saame jirelduse

NORMAAUAOTUSE PUHUL ON MITTEKORRELEERITUS JA SOLTUMATUS SAMAVAARSED.
Teiste jaotuste puhul see omadus tildiselt ei kehti.

Traditsiooniliselt esitatakse kahemédtmelise jaotuse graatik kolmemdotmelisena,
kus vertikaalteljel on kujutatud tihedusfunktsiooni vidartused, vtjoonist 13.3.

Selle tihedusfunktsiooni graafiku loikamisel x\y-tasandiga paralleelsete tasan-
ditega tekivad ellipsid, mida nimetatakse samatiheduse ellipsiteks. Nende ellipsite
kuju on seotud juhuslike suuruste omavahelise korrelatsiooniga. Kui juhuslikud
suurused on mittekorreleeritud, siis muutuvad kéik ellipsid ringideks. Mida
tugevam on juhuslike suuruste vaheline korrelatsioon, st mida ldhemal on korre-
latsioonikordaja r absoluutvadrtus arvule 1, seda viljaveninum ja kitsam on
ellips, vt joonis 13.4. Piiril, kui r saab vordseks {ihega (miinus iihega), langevad X
ja Y (voi X ja -Y) kokku ning kahemdétmelise vektori jaotus kédub juhusliku suu-
ruse jaotuseks. Ellips taandub sel juhul 16iguks. Ellipsi orientatsioon teljestikus sol-
tub korrelatsioonikordaja mérgist.

CZas)

Joonis 134,
Normaaljaotusega juhusliku vektori samatihedusellipsid.

Teise normaaljaotusega juhusliku vektori omaduse esitame toestuseta.

NORMAAUAQTUSEGA JUHUSLIKU VEKTORI 2. OMADUS. Normaaljaotusega juhusliku vektori
komponentide iga lineaarkombinatsioon

Z=aX+bY
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on normaaljaotusega. Saadud normaaljactusega juhusliku vektori parameetrid on
lihtsalt leitavad, kasutades valemeid (6.3) ja (6.7):

EZ =aEX+bEY,
DZ =a?DX+b2DY +2ab - cov(X,Y). (13.18)

Vottes konstantideks a=1, #=0 ja a=0, b=1, saame esitatud omadusest
jareldada, et normaaljaotusega juhusliku vektori marginaaljaotused on normaal-
jactusega. Vastupidine viide aga lildiselt ei kehti — sellest, et mingi juhusliku vek-
tori komponendid on normaaljaotusega, ei jireldu veel see, et see vektor oleks
mitmemadtmelise normaalfactusegn. Pohimétteliselt on véimalik, et vektori tihedus-
funktsioon erineb seosega (13.16) madratust. Siiski ei esine sellist olukorda prakti-
kas eriti tihti.

13.11. Mootmisvigade jaotus

Niitena normaaljaotuse rakendamise kohta tutvustame pogusalt médtmisvigade
teooriat, mis on traditsiooniliselt olnud iheks vanimaks normaaljaotuse rakendus-
valdkonnaks.

Mootmisvigade kasitlemisel lahtutakse jargmistest eeldustest:

17 Moétmistulermmus on normaaljaotusega N (a,), kus 2 on mdddetava
suuruse dige (kuid madtjale mitte teada olev) vddrtus ja 6 — mddtmis-
tulemuse standardhalve — konstant, mis séltub médtmistingimustest.

29 Mébtmised on pohimdotteliselt korratavad (vastavalt korduvate katsete
skeemile), kusjuures {iksikmodtmised on saltumatud,

TULEB UURITAVAT SUURUST MOOTA KORDUVALT NING MOOTMISTULEMUSEKS LUGEDA UKSIKMOOTMISTE ARIT-
MEETILINE KESKMINE.

Arvestades tehtud eeldusi ja punktide 5.11 ja 13.10 tulemusi on ka see aritmee-

tiline keskmine normaaljactusega, X ~ D\[{a, %J
n

Oletame, et madtmistulemused saadakse kaudselt, kusjuures otsitava tulemuse Z
leidmiseks kasutatakse lineaarkombinatsiooni Z =cX+dY vahetult méddetava-
test suurustest X ja Y, mis eelduse kohaselt on normaaljaotusega vastavalt disper-
sioonidega ©? ja o©2. Siis saab kaudse moodtmise tdpsust iseloomustava Z
dispersiooni c: avaldada maodetavate suuruste dispersioonide kaudu,

2

g

= c*o;+d*c]

Siinjuures on eeldatud masdtmistulemuste X ja Y séltumatust. Kui see eeldus ei
ole digustatud, tuleb kasutada tldkujulist lineaarkombinatsiooni dispersiooni
avaldist (13.18).
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Erijuhul saame siit mddtmiste summa ja vahe standardhélbe avaldised:

— /2 2
Oyxsy = G_\+GI!,

— 2 2
Ox y =0 +0;.

Ndide 13.2. Instrumendi madtmistdpsus véimaldab teatavat suurust modta stan-
dardhilbega 6. Noutav on aga kiimme korda véiksem standardhilve,
Mitu maétmist tuleks selleks korraldada, et saada vajaliku tdpsusega
tulemust?

Et aritmeetilise keskmise standardhilve on iiksikmdotmise standardhal-

best /it korda viiksem, saame otsitava katsete arvu jaoks vorrandi

1. 0,1, millest jdreldub, et katsete arv » peab olema sada.

Jn

Ndide 13.3. Et teha kindlaks materjali kulu keerulise konfiguratsiooniga anuma
jaoks, méodeti tema vilisruumala V, {anum tiheskoos temas sisalduva
ainega) ja siseruumala V_ (anumas sisalduva aine ruumala). Molema
modtmise tdpsused on teada, vastavad standardhilbed on ¢, ja o,
Noutakse leida anuma materjali ruumala standardhilve.

Et materjali ruumata V, arvutatakse mootmistulemuste vahena V-V,
siis saame standardhidlbe jaoks rakendada dsja tuletatud seost:
G, =.Jo2+02

13.12. Normaaljaotusega juhuslikud arvud

Tihti on tarvis tekitada normaaljactusega juhuslikke arve, st saada (kuitahes pikk)
jada niisuguseid arve, mis katsetulemustena kisitledes annaksid normaaljao-
tusele kullalt lihedase empiirilise jaotuse. Arvestades asjaolu, et normaaljaotu-
sega juhusliku suuruse lineaarse teisendamise teel saab tema parameetreid
muuta, piisab standardse normaaljaotusega juhuslike arvude genereerimise
eeskirjast.

Esitame kdesolevas raamatus ithe viga lihtsa eeskirja, mis tugineb klassikalisele
piirteoreemile. Nimelt, olgu o, o, ... tihtlase jaotusega 9/[0,1]juhuslikud arvud.

Siis Eat, = %, Da, = 1—12 ja nad on séltumatud. Leiame juhusliku suuruse

12
X= Ea,-—ﬁ.
i=1
On lihtne kontrollida, et EX =0, DX =1 ja tsentraalse piirtcoreemi kohaselt on X
jaotus kaunis lahedane normaaljaotusele. Osutub, et paljude praktiliste {ilesan-
nete lahendamiseks sobivad sellisel viisil arvutatud normaaljaotusega juhuslikud
arvud taielikult.
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Empiiriliste karakteristikute arvutamine sagedustabeli pohjal.

Et empiiriline jaotus on kasiteldav diskreetse jaotusena, mille puhul téendosus-
teks on suhtelised sagedused, siis on empiirilise jaotuse parameetrite
arvutamiseks péhimétteliselt kasutatavad koik diskreetse jaotuse parameetrite
arvutamise valemid. Kui aga on tarvis kisitsi (taskuarvuti abil) leida tabeli abil
esitatud tunnuste empiirilisi keskmisi, dispersioone, standardhilbeid, kovariat-
sioone ja korrelatsiooni kordajaid, siis holbustavad sobivalt teisendatud valemid
ja korraldatud arvutusskeemid arvutustddd tublisti. Esitame jargnevas need
skeemid.

A. Keskmise, dispersiooni ja standardhdlbe arvutamine.
Olgu antud juhusliku suuruse X sagedustabel, milles on k erinevat vaartust.

Téahistame need xi,..., X, ning olgu j-nda vairtuse esinemissagedus n_, Yy =,
i=1

Siis on empiirilise keskmise tavaline valem (9.4), milles x, tihistab i-nda vaatluse
tulemust, iimber kirjutatav jargmisel kujul:
i

=1

:.’Slb—'

2 ;. (L1)
;:1

Samal viisil saab sageduste abil teisendada dispersiooni valemit:

11—

[Zn xz—n X ] {L2)

Mélema valemi jargi tehtavad arvutused on sobiv koondada hisesse tabelisse.

- - 5
X ) "X X
Y " i e

* * . *2

X m n, X; nqy X

* * n .xtz

*x i My X Xk
n Sx sz

Tabel L.1.
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Tabeli teise veeru summa on valimi maht #, jirgmiste veergude summade S ja S ,
abil on lihtne arvutada vajalikud statistikud:

s, s
pdy oo L{s %) ®

Paneme tihele, et kehtib vordus s %2 = ?r kusjuures arvutustidpsuse seisukohast
on eelistatuim viimane variant,

Niide L.1. Arvutame nditest 9.2 tunnuse “haridus” keskmise ja dispersiooni. Sel-
leks koostame tabeli 1.2, mille esimesed kaks veergu moodustavad uuri-
tava tunnuse sagedustabeli. Jairgmistes veergudes paiknevad véartused
arvutatakse esimeste veergude pd&hjal.

X; " n; X ", 2
0 300 0 0
1 350 350 350
2 330 660 1320
3 100 300 900
1080 1310 2570
Tabel L.2.
Leiame niitid uuritava tunnuse keskmise ja dispersiooni valemite (L.3)
abil:
- _1310 1 13102)_ 981,02
x=@=1,213. 52=m(257ﬂ—m)= 1079 =0,909.

Samal viisil saame arvutada ka tunnuse “vanus” keskmise ja disper-

siooni:

y; g 1y ny;? )
6 30 180 1080
7 185 1295 9065
8 275 2200 17600
9 279 2511 22599
10 209 2090 20900
11 72 792 8712
12 19 228 2736
13 11 143 1859

1080 9439 84551

Tobel L.3.
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Valemite (L.3) pohjal leiame:

439 871,22 (84551

Y= 1080 5~ 1079 =1,905.

94392) _ 2055,89
1080 /1079

B. Kovariatsiooni ja korrelatsioonikordaju arvutamine

Korrelatsioonikordaja arvutamiseks on samuti otstarbekas pd&hivalemit pisut
teisendada. Koigepealt teeme teisenduse, mis on sarnane dispersiooni alterna-
tiivse arvutusvalemi (9.5) tuletamisega:

2 XY, —nxy
r=— =1 i (L4)

n
Svom [Sypir
i=1 i=1

Olgu lahteandmed antud sagedustabelina, kus X omab k ja Y vastavalt | vadrtust
ning sindmuse (X=x, Y=y;) sagedus on 1, kusjuures loomulikult

3y Mig = 1. Siis on saadud valem esitatav jargmisel kujul, mis on valemist (9.6)
j=1g=1

kill formaalselt keerukam, kuid tegelikul kasutamisel siiski marksa dkonoom-
sem, eriti siis, kui # on suur ning k ja [ suhteliselt viikesed:

{L3)

- .
2_py? 2 pi2
JZ X -yt JZH y;o-ny

Viimase valemi kasutamiseks on sobiv risttabelist saadud andmed paigutada all-
jirgneva tabeli kolme esimesse veergu. Neljas veerg arvutatakse kolme esimese
veeru vaartuste korrutisena:

Y Yy Mg Pig Y Yy
4 L 1 My X
Xy Y Hy R XYy
n T
Tabel L 4,

Saadud tabelit ja tiksiktunnuste parameetrite arvutamise tabeleid 2 ja 3 kasutades
saame empiirilise kovariatsiooni cov’ jacks lihtsa avaldise:
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1 5,5,
oo =m(5w— '” ‘1). (L6)

Et avaldada empiirilist korrelatsioonikordajat, peame kovariatsiooni jagama stan-
dardhilvete korrutisega. Et iilearuseid korrutamisi ja jagamisi valtida, kasutame
véimalikult palju tabelitest vahetult leitud summasid:

Sx Slf
Fo— 1 (L7)

52 s
A/sz__-‘. g .- ¥
n ¥ oon

Niide L2. Arvutame niitid empiirilise korrelatsioonikordaja samast niitest:

Selleks moodustame jargmise tabeli:

X, Y, " , 1Iy\
0 6 30 0

0 7 150 0

0 3 100 0

0 9 18 0

0 10 2 0

1 7 35 245
1 8 170 1360
1 9 115 1035
1 10 23 230
1 11 7 77
2 8 5 80
2 9 142 2556
2 10 118 2960
2 11 30 660
2 12 3 72
2 13 2 52
3 9 4 108
3 10 36 1380
3 11 35 1155
3 12 16 576
3 13 9 351

1080 12597

Tabel L.5.
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Saadud andmete pdhjal on lihtne leida empiiriline kovariatsioon:

1310-9439) _ 1147,84

oL ( ) _
€0V’ = 7575 12597 - 1080 =079 =1,064.

Korrelatsioonikordaja leiame, kasutades valemit (L.7)

147,84 1147,84

981,02 205589 1420,15

= 0,808

F=
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1.:Siimdmus ja toendosus

v 1.1
Y1.2.

Y13
v 14
- 1.5.
v 1.6.
v 1.7
v 1.8.
v 1.9,
» 1.10.

Katse ja katsetulemused. Elementaarsundmuste ruum.
Stindmus ja tema klassikaline tdendosus.

Kindel, véimatu ja juhuslik stindmus.

Stndmuste jareldusseos

Vastandsiindmus ja tema tdendosus.

Vilistavad stindmused. Stindmuste tissiisteem

Stindmuste summa. Vilistavate siindmuste summa téendosus
Siindmuste korrutis.

Siindmuste vahe

Toendosuste liitmise lause Gldjuhul

2. Soltuvad ja soltumatud sindmused. Tinglik téendosus

2.1.
2.2
2.3
24
2.5,

Tinglik toendosus.

Tdendosuste korrutamise lause
Soltumatud ja séltuvad slindmused.
Taistéoendosuse valem .

Bayesi valem.

3. Diskreetne juhuslik suurus

¥ 31.
v 3.2.
v 3.3,
Y 34.

3.5.
¥ 36.

Diskreetse juhusliku suuruse miiratlus

Juhusliku suuruse jaotus

Juhusliku suuruse abil maaratud siitndmused ja nende tdendosused
Konstantne juhuslik suurus .

Juhusliku suuruse funktsioon

Juhusliku suuruse lineaarfunktsioon

4, Juhusliku suuruse arvkarakteristikud.TSebosevi vorratus.

1.1
v+.2,
4.3.
1.4
1.5.
1.6.

4.7

v 18
+9.
4.10.

Juhusliku suuruse keskvadrtus

Juhusliku suuruse dispersioon

Juhusliku suuruse standardhalve

Juhusliku suuruse standardiseerimine.

Taebogevi vorratus.

Juhusliku suuruse momendid

Juhusliku suuruse tsentraalsed momendid, asiimmeetria kordaja ja ekstsess
Juhusliku suuruse jaotusseadus (parameetriline jaotuste pere).
Diskreetne tihtlane jaotus.

Bernoulli jaotus

oo OGN U1 Wh

11
12
13
15
16

17
17
18
19
20
22

24
24
25
25
27
28
29

30
30
31
33
34
36
38
38
40
40
40
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5. Juhuslik vektor

5.1. Juhusliku vektori moiste

5.2. Juhusliku vektori jaotus

5.3. Kahemodotmelise juhusliku vektori jaotus .

5.4. Kahemootmelise juhusliku vektori tinglikud jaotused

5.5. Kahe juhusliku suuruse séltumatus

5.6. Juhuslike suuruste soltuvus.

5.7 Juhusliku vektori funktsioon.

5.8. Juhuslike suuruste summa.

5.9. Juhusliku vektori funktsiooni arvkarakteristikud
5.10. Mitme juhusliku suuruse summa.
3.11. Juhuslike suuruste aritmeetilise keskmise arvkarakteristikud.

6. Juhuslike suuruste korrelatiivne soltuvus .
6.1. Juhuslike suuruste kovariatsicon
6.2. Korrelatsioonikordaja
6.3. Summa dispersiooni avaldis lildkujul
6.4. Cauchy-Bunjakovski-Schwarzi vérratus
6.5. Korrelatsioonikordaja omadused

It SOLTUMATUTE KATSETE JADAD

7. Séltumatute katsete joda “
7.1. Séltumatud katsed
7.2. Soltumatute katsete jada abil maaratud elementaarsiindmuste ruum .
7.3. Sindmused ja tdendosused séltumatute katsete korral
7.4. Toendosuse jargi koondumine

8. Korduvate katsete abil defineeritud jaotusseadused
" 8.1. Binoomjaotus
¥ 8.2. Binoomjaotuse arvkarakteristikud
8.3. Geomeetriline jaotus
- 8.4. Poissoni jaotus
V 8.5. Poissoni piirteoreem

9. Suurte arvude seadus ja statistiline toendosus. cene
9.1. Siindmuse sagedus ja suhteline sagedus séltumatute siindmuste jadas .
9.2. Suurte arvude seadus
9.3. Suhtelise sageduse kasutamine tGenidosuse hinnanguna
9.4. Statistiline tdenidosus.
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9.6. Empiiriline jaotus
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