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Sissejuhatus

Kaesolevas bakalaureusetoos uuritakse ldhemalt siiddamlikke integraaloperaa-
toreid, nende spektrit ja siidamlikke integraalvorrandeid. See siidamlikke in-
tegraaloperaatoreid kisitlev t66 on enamjaolt referatiivne ning péhineb Gen-
nadi Vainikko 2009. aastal avaldatud artiklil " Cordial Volterra Integral Equa-
tions 17[1]. Paragrahv 3 pohineb enamjaolt Walter Rudini teosel ” Functional
Analysis”[2]. Antud t66 eesmérgiks on anda selgitusi Gennadi Vainikko ar-
tiklile ja lihtsustada seeldbi lugeja artiklist arusaamist.

T66 koosneb kaheksast osast. Esimeses osas esitatakse stidamliku integraal-
operaatori V,, moiste ja tuuakse paar néidet tuumadest, mis genereerivad
siidamliku integraaloperaatori. Antakse ka siidamlike integraalvorrandite la-
hendi leidmise skeem.

Teises osas koostatakse Banachi algebra, mis oleks isomeetriliselt isomort-
ne siidamlike integraaloperaatorite Banachi algebraga. Samuti laiendatakse
molemad Banachi algebrad iihikelemendiga Banachi algebrateks.

T66 kolmandas osas vaadeldakse multiplikatiivseid lineaarfunktsionaale ja
nende omadusi, mille abil on voimalik stidamliku integraaloperaatori spekt-
rile anda mugav kuju. Tuuakse ka vélja, et spekter koosneb siidamliku integ-
raaloperaatori omavéartustest.

Neljandas osas ndidatakse, et siidamliku integraaloperaatori V,, spekter ruumis
Z(C[0,T]) on samaviirne eespool loodud iihikelemendiga Banachi algebra
elemendi spektriga.

Viiendas osas vaadeldakse siidamliku integraaloperaatori V., spektrit ruumis
£(C™[0,T)) ning niidatakse, et kui vorrandi pv = V,, v+ f™ lahendiks on
v € C[0,T), siis vorrandil pu = Vyu + f leidub iihene lahend v € C™[0,T],
nii et u(™ = v.

Kuuendas osas vaadeldakse uuesti esimeses osas sisse toodud néiteid ning
leitakse nende siidamlike integraaloperaatorite omavéaartused ning spektrid.

T66 seitsmendas osas vaadeldakse siidamliku integraalvorrandi ligikaudset
lahendamist poliinoomide abil ning nédidatakse lahendi leidmise meetod.



Kaheksandas osas toestatakse teoreem, mis iitleb, et kui funktsiooni f on
voimalik arendada astmereaks, siis siidamlikul integraalvorrandil pu = V,u-+
f on ruumis C'*°[0, T iiks lahend ning antakse selle lahendi kuju.

Gennadi Vainikko artiklil ”Cordial Volterra Integral Equations 1”7 on il-
munud ka jarg ”Cordial Volterra Integral Equations 27[3], kus vaadeldakse
stidamlikke integraalvorrandeid iildisemal kujul.



1 Siidamlikud integraaloperaatorid ja -vorrandid

Antud peatiikk pohineb peamiselt allikal [1], Definitsioonid 2 — 6 on al-
likast [2]. Selleks, et edaspidises t60s saaksime uurida siidamlikke integ-
raalvorrandeid, toome esmalt sisse jargmise moiste.

Definitsioon 1. Me nimetame Volterra integraaloperaatorit V, : C[0,T] —
C[0,T] kujul
¢
Vadlt) = [ lpls/us)s, 0<t<T, TeR pell01) ()
0

stidamlikuks ja funktsiooni ¢ tema stidamikuks.

Kasutades muutujavahetust z = s/t, dx = t~'ds, saame siidamliku integraal-
operaatori esitada ka kujul

1
(Ve(®) = [ ole)uat)da. ®)
0
Jérgmise teoreemiga néditame, et integraaloperaator V,, on korrektselt defi-
neeritud.

Teoreem 1. Olgu ¢ € L'(0,1). Sidamlik integraaloperaator V,,, st operaator

kugul (1), on kujutis ruumist C[0,T)| ruumi C[0,T] ning on tokestatud hulgal
0,71,

HV‘PHC[O,T]QC[O,T] =llell; (3)

H)‘[ - VSOHC’[O,T]—)C[O,T] :|)“ +H(10H17 AeC. (4)

Téestus. Votame funktsiooni w € C[0, T ja vaatleme selle pidevuse moodulit

w(d;u) = sup{|u(t1) —u(tz)| 10 <ty bty < T, [ty —to] <6}, 6>0.

Kasutades (1) ja u pidevuse moodulit, saame

w(5; Vu) = sup {\(v@u)(tl) — (Vou)(ta)| 1 0 < b, ta < Tty — 1] < 5}

= sup Ogtl,tQST,OSJISl,’tl—tﬂS(s

/O o(2)[u(trz) — ul(tsr)|dz

1
s/ |o(x)| dosup{u(tiz) — u(tez)| : 0 < b1, < T,0 < & < 1]ty — to] < 6}
0

<|lell; w(d;u) = 0, kui 6 — 0.



Seega V,, kujutab pidevad funktsioonid pidevateks.
Toestamaks (3) néditame esmalt iihtpidi vorratuse. Selleks on meil vaja normi
||ul|, mis on defineeritud jargmiselt

||u||oo = HUHC[OaT] - oIEti}g“lu }

Seega

s Vol

= sup maX‘Vu)()|

el 1 0<t<T
1
/ o(s)u(st)ds
0

H s”up_1/’ s }Orilte?% st)’ds
< [ le)las =1l

[AT = Vso||c[0,T]—>C[o,T] <[Mlicpr-cp.m +HV¢’”C[07T]—>C[07T]
< sup [[Aull o+l

llull o=

<A +llelly

Velleom-00m =

= sup max
llull o —10<t<T

Toestamaks (3) ja (4) peame néitama veel vastupidised vorratused. Liahendame

1

¢ poliinoomide ¢,, abil nii, et||¢ — ¢, ||, < — ja Re ¢, jaIm ¢, ei ole korraga
n

vordsed nulliga. Votame

n(t
v (())| kui 0 < ¢ < min{1, 7}
tnlf) = Iso D)
o kui min{l,T}<t<T
en(1)
Imselt u,, € C[0,T] ja
len(®]| _ _
[ttn]| o = max |u,(t)| = max = max 1 =1
0<t<T 0<t<T| (1) 0<t<T




Saame, et kui n — o0, siis

wwmw=mM—mwmwﬁé%@%@@

ﬁ%%AW®W=Mh

:/01(%0—%On)(x)un(:c)dx+/01¢n<5)\¢n(

‘Pn(s

ja seega HV@HC[QTHC[O’T] > |||, Seega on toestatud (3).

Kui A = 0, siis (4) langeb kokku (3). Olgu A # 0 ja T > 1. Olgu jille

n(l . 1 . A . .
un(t) = M, kui 0 <t <1— —, kuid niiiid u,(t) = |—|, kui1 <t <T ja
©n(t) n A
1
defineerime u,,(t) vahemikus 1 — — < ¢ < 1 nii, et kehtiks ikka u, € C[0,T7,

n
|lun||, = 1. Siis

Mg (1) + (Vioun) (1) = [A] + (Voun — Vi, un)(1) +/0 Pn(s)un(s)ds
— | Al —{—/0 |90(S)‘ ds =|\ +|lell, , kui n — oo.

Jérelikult | A\J — V¢“C[ = IAl+lell, ja seega on tdestatud ka (4). O

0,71—Cl0,T

Definitsioon 2. Tdhistagu BC(0,T] intervallil (0,T] tokestatud pidevate
funktsioonide ruumi, mis on varustatud supreemumnormiga, st

2]l = sup |z(t)].
0<t<T

Lause 1. Sidamlik integraaloperaator Vi, kujul (1) voib ka tequtseda ruumis
BC(0,T1, V,,: BC(0,T] — BC(0,T] on tokestatud operaator.

Téestus. Néitame, et operaator V,, viib intervallis (0, 7’| pidevad funktsioonid

)
pidevateks. Fikseerime tq € (0,7]. Saame votta oy < to, nii et / o(z)| da
0



0
oleks piisavalt vaike, t > EO ning vaatleme

| (Vo) (to) ()] = ) (u(tox) — u(tz)) do

< /0 (@) ||u(tox) — u(tz)| dx
o
:/ | Hutox —ut:z:{dm—i—/}gp H u(tox) —utw}dw

< QM/ (z)| da +/§ |o(2)| dzsup{u(tor) — u(tz)| : 6y <z < 1}

Kuna u € BC(0,T], siis on u tokestatud ja leidub selline M > 0, et |u(t)| <
M, VvVt € (0,7]. Kuna u on pidev [dy, 1], siis on ka iihtlaselt pidev, seega
supreemum ldheneb nullile, kui ¢ on ¢y piisavalt ldhedal. Kuna ¢ on in-

tegreeruv, siis 09 — 0 korral laheneb ka viimane summa nullile. Jarelikult
V : BC(0,T] — BC(0,T] kujutab koik pidevad funktsioonid pidevateks. [

Olgu meil Volterra integraaloperaator (Vu)( / K(t, s)u(s)ds. Vaatleme

niitena monda sellise integraaloperaatori tuuma K (t,s), 0 < s <t < T, mis
genereerib siidamliku integraaloperaatori V.

Niide 1. Olgu tuumaks K (t,s) = t%s°71, 8 > 0. Sel juhul integraalope-
raator on kujul

(Vou)(t) = /Ot tPsP u(s)ds = /Ot t= 1P Py (s)ds
:/O t (5/75)’8_1 u(s)ds,

kus siidamikuks on funktsioon o(s) = s”~1.

Néide 2. Olgu tuumaks K(t,s) = t*}(t —s)™®, 0 < a < 1. Siis integraa-
loperaator on kujul

(Vu)(t) = /O Lt — 5)Ou(s)ds — /0 111 = 5 /1) u(s)ds
:/0 t7H(1 — s/t)u(s)ds,



kus stidamikuks on funktsioon ¢(s) = (1 — s)~.

Niide 3. Olgu tuumaks K(t,5) = (t7 — s7)7%/7, 0 < v < oo. Sel juhul
integraaloperaator on kujul

(Vou)(t) = /0 (t7 — 7)Y u(s)ds = / t=(1 = (s/t)) Y u(s)ds

0

:/O t7H(1 — (s/t)) "V u(s)ds,

kus siidamikuks on funktsioon ¢(s) = (1 — s7)71/7.

Vaatleme niiiid stidamlikke integraalvorrandeid, st integraalvorrandeid kujul

pu=Vou+f, p#0, @elL'(0,1), (5)

kus V,u on stidamlik integraaloperaator ning f € C™[0,7], m > 0. Otsime
integraalvorrandi (5) lahendit v € C™[0,T]. Antud integraalvorrandile (5)
saame anda kuju

(Wl =Vou=f, p#0, @elL0,1). (6)

Néeme, et kui leiduks (uf —V,,) ™!, siis vorrandi (5) lahendi saaksime avaldada
kujul

u= (ul —V,)"'f. (7)
Seda, milliste u € C korral operaatoril il —V,, leidub péérdoperaator, saame

teada, uurides integraaloperaatori V,, spektrit. Toome esmalt sisse spektri
moiste.

Definitsioon 3. Olgu X ja 'Y topoloogilised vektorruumid. B(X,Y') tihistab
koigi tokestatud lineaarsete kujutuste T : X — Y kogumit. B(X, X) vdoime
tahistada kujul B(X).

Definitsioon 4. Operaator A € B(X) on pddratav, kui leidub S € B(X)
ni, et

SA=1=AS,
kus I € B(X) tihistab ihikoperaatorit. Sel juhul kirjutame S = A

Definitsioon 5. Operaatori A € B(X) spektriks o(A) nimetatakse selliste
skalaaride X € C hulka, mille korral operaator A — X ei ole podratav.

9



Seega peame uurima lahemalt integraaloperaatori V,, spektrit o(V,,), sest kui
p ¢ o(V,,), siis leidub operaatoril uf —V,, péérdoperaator ja integraalvorrandi
(5) lahend w on leitav vordusega (7).

Definitsioon 6. Olgu A € B(X) operaator ja A € C. Kui A — X ei ole
injektitone, siis oeldakse, et X on A omavddrtus. Elementi x € X nimetatakse
A omavektoriks(omafunktsiooniks), kui x rahuldab vorrandit

Az = \x.

Mairkus 1. Paneme téhele, et kui A € C on operaatori A omavéértus, siis
A — M pole injektiivne, millest saame, et operaator A — A\I ei ole pocratav.
Seetottu operaatori A spekter sisaldab alati koiki A omavaartusi. Vastupidine
véide ei ole enamasti toene.
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2 Isomeetriliselt isomorfsed Banachi algebrad

Jargnev pohineb allikal [1]. Selgub, et siidamlike integraaloperaatorite klass
moodustab kommutatiivse Banachi algebra, korrutamisena sellel algebral
vaatame operaatorite kompositsiooni.

Definitsioon 7. Kompleksne algebra on vektorruum A ile kompleksarvude
hulga C, kus korrutamine on defineeritud nii, et kehtib

1. x(yz) = (zy)z,
2. (z+y)z=zz+yz, xz(y+z)=zy+az,
3. azy) = (ax)y = z(ay)
iga x,y,z € A, a € C korral.
Kui A on lisaks Banachi ruum, kus korrutise norm rahuldab vorratust
4 eyl <llzllllyll  (z € A,y € A)
stis kutsutakse ruumi A Banachi algebraks.

Eelmises peatiikis toime vilja, et vorrandi (5) lahendi leidmiseks peame
lahemalt uurima operaatori V,, spektrit. Selleks koostame esmalt Banac-
hi algebra, mille spektrit on lihtsam uurida. Jargmise teoreemi abil tekita-
me kommutatiivse Banachi algebra, mis oleks isomeetriliselt isomorfne meie
siidamlike integraaloperaatorite Banachi algebraga.

Definitsioon 8. Olgu X ja Y Banachi algebrad. Lineaarset stirjektsiooni
A X =Y nimetatakse isomeetriliseks isomorfismiks, kui

A(zy) = A(x)A(y) iga z,y € X korral

Jja
|Az|| =||z|| iga x € X korral.

Kui leidub isomeetriline isomorfism A : X — Y, siis deldakse, et Banachi
algebrad X ja'Y on isomeetriliselt isomorfsed.

11



Teoreem 2. Olgu ¢, 1) € L*(0,1). Siis V,,Viy = Vipuy, kus ox1p € L'(0,1) on
defineeritud

(px)(s) = / to(t)(s/t)dt, 0<s<1. (8)

Kehtivad
O Y =1P*p (9)
lexlly <llelli vl (10)

Testus. Arvestades (1) saame
Vo) = [ ¢ s/ Vi )ds
= [t ([[susunas) o
_ /O o ( / /t s_lw(s/t)qﬁ(s’/s)ds) u(s')ds'.

Viimasel sammul vahetasime integreerimise jirjekorra, mida me saime teha,
sest molemad integraalid koonduvad absoluutselt.
Téhistame

B(t, s ::/ s Lo(s/t)y(s')s)ds.

/

Niitid ¢ > 0 korral kehtib

Bct,cs’) = /c s to(s/ct)(cs'/s)ds

s/

- / rlo(r)o(s'fr)dr = B(t, 5),

/

kus kasutasime muutujavahetust s = c7, ds = cdr. Seega niitasime, et 3(t, s)
soltub tegelikult suhtest §'/t, mistottu 5(t,s") = (1, s'/t) =: v(s'/t).
Niiiid kuna

1

(ox () = / (sl [s)ds = B(L, ') = (),

S/
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VoV (1) = / £ (s 1yu(s')ds = (Vyu)(t) = (Vowte) (2).

Jargmiseks néaitame, et kehtib (9). Selleks kasutame muutujavahetust z =
s/t,dx = —st™2dt.

1
(px0)(s) = [ ¢ eltuls
—— [ e et/ a)da
1
= [ o/t = (6 )s).
Naidata on veel jadnud vorratus (10). Norm ||¢||, on defineeritud jérgmiselt

1
Il =lellpon = / o(s)] ds.

Paneme esmalt tdhele, et

Il
S~

/0 (px1p)(s)ds / t_lgo(t)@b(s/t)dt> ds

¢(s/t)ds> tLo(t)dt

0

t/o ¢(:c)d:c) tYo(t)dt

/0 w<x>dx) o(t)dt

et / (x)dz,

Il Il
S~ S—

I
S~

S~

kus kasutasime muutujavahetust x = s/t,dr = t~'ds.
Kuna

[ et < [ e el d

13



ehk (0% ¥)(s)| < (] x[¢])(s), siis

el = [ exn)lds < [ telsuisas

/|<,o \ds/w )| ds =l 101

mis toestab (10). Niitid vorratuse (10) pohjal [ x|, < ¢l |2l < oo,
seega o x 1 € L1(0,1). O

Ruum L'(0,1) on koos korrutisoperaatoriga (8) on Banachi ruum. Vordus
(9) annab meile, et ruum on kommutatiivne ja vorratus (10), et kehtib kor-
rutise normi vorratus, seega ruum L'(0, 1) koos korrutisoperaatoriga (8) on
kommutatiivne Banachi algebra.

Vorduse V,Vy = Vi, ja (3) pohjal on algebra (L(0, 1), ) isomeetriliselt iso-
morfne kommutatiivse siidamlike integraaloperaatorite Banachi algebraga.
Need algebrad ei sisalda iihikelementi. Toesti, kui mingi ¢ € L'(0,1) oleks
iihikelement, st ¢*p = ¢, siis ¢ = 1 korral (8) pohjal saame, et fsl t~p(t)dt =
1, 0 < s < 1 ning diferentseerimise tulemusena saame 1 = 0, mis on vas-
tuolus iihikelemendi omadustega. Kuna (L'(0, 1), %) ei sisalda iihikelementi,
siis ka isomeetriliselt isomorfses Banachi algebras ei ole iithikelementi.

Laiendame meie Banachi algebrad iihikelemendiga Banachi algebrateks. Téhis-
tame tdhega B laiendatud kommutatiivse Banachi algebra, mis koosneb ope-
raatoritest kujul A\ + V,,, A € C, ¢ € L'(0,1) ja on operaatori normiga
(4). Veelgi, tdahistame tdhega A laiendatud kommutatiivset Banachi algeb-
ra, mis koosneb elementidest Ae + o, kus A € C, p € L'(0,1) ja e on lisatud
ithikelement. Tehted ruumis A defineerime jérgmiselt

(Ae + @) + (e + ) = (A + pe + (v +9),
p(re + @) = (pA)e + pep,
(Ae + ) x (pe + 1) = (Au)e + (AN + pp + o x ),

ja jiljendades (4) defineerime normi ||Ae + ¢|| ; = |A] +||¢|l,. Seega A ja B
on ikka isomeetriliselt isomorfsed.

Ruumide A ja B kontekstis vaatleme veel monesid iihikelemendiga kommu-
tatiivse Banachi algebra moisteid.

14



Definitsioon 9. Element e + ¢ € A on pdoratav hulgas A, kui eksisteerib
element pe + 1 € A nii, et (Ae + @) * (ue + 1) = e.

Definitsioon 10. Elemendi p € L'(0,1) spekter o.7(¢) on hulk kompleksta-
sandil, defineeritud kui

oa(p) ={X € C: e —y eiole pioratav hulgas A }.
Sarnaselt defineerime

o3(V,) ={A € C: X =V, ei ole pioratav hulgas B},
kus vaatleme operaatorit V,, ruumis C0, T voi BC(0,T].

Kuna ruumid A ja B on isomeetriliselt isomorfsed, siis ka

oa(p) = og(V,). (11)

15



3 Multiplikatiivsed lineaarfunktsionaalid

Antud peatiikk pohineb peamiselt allikal [2]. Ruumide A ja B spektrite
paremaks kirjeldamiseks toome sisse jargmise hulga. Olgu .# 7 hulk, mis
sisaldab koiki nullist erinevaid multiplikatiivseid lineaarfunktsionaale hulgal

A.

Definitsioon 11. [1] Lineaarfunktsionaal M hulgal A on multiplikatiivne
ehk M on hulga A kompleksne homomorfism, kus

M((Ae+p)x(ue+1)) = M(Ae+p)M(pe+y), ApeC, e L1(0(> 1))-
12

Paneme téhele, et M € .# 7 korral
M(e) = M(exe) = M(e)M(e),
mistottu M(e) = 1. Samuti, kui z € A on pdoratav, siis
M(x)M(z™) = M(za™) = M(e) =1,

mistottu M(x) # 0. Seda, et multiplikatiivne lineaarfunktsionaal on alati
pidev, nditame jargmise teoreemi abil.

Teoreem 3. Olgu A Banachi algebra, x € A, ||z| < 1. Siis
(a) e —x on pioratav,
(b) ‘M(:p)| < 1 iga multiplikatiivse lineaarse funktsionaali korral hulgal A .
Toestus. (a) Kuna |[2™]| <||z||" ja|l=| < 1, siis
s,=e+x+ai+ .. +2"

on Cauchy jada hulgal A . Toesti n > m korral

s = smll =||a" + 2"+ 4 ™| <2 + || + ..+ []a™ |
R R 1 i —
,1M—00

Kuna A on téielik, siis eksisteerib s € A nii, et s, — s. Kuna 2™ — 0 ja

+1:(

sple—x)=e—2a" € — T)Sy,
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siis korrutise pidevusest saame, et s on elemendi e — x poordelement.

(b) Niiiid olgu A € C,|\| > 1. Teoreemi (a) osa pohjal on e — A~'z poratav.
Kuna M(e) = 1, siis

1—-A"'M(z) = M(e) — A\"'M(x) = M(e — \'x) #0.

Seega M (z) # A, mistottu | M (z)| < 1.
[

Niitame, et multiplikatiivne lineaarne funktsionaal M on pidev. Funktsioon
M on tokestatud eelneva teoreemi (b) osa pohjal. Fikseerime € > 0. Votame

§ = % Siis ||z — y|| < 4 korral

[M(x) = M(y)] =|M(@ —y)| < Nl —yll < No = N =<,

seega M on pidev. Lisaks saame multiplikatiivsuse tingimusega samavaérse
tingimuse:

M(p*) = M(p)M(¥), @,v € L'(0,1) (13)

Sonastame teoreemi, mille abil saame spektrit o7 () kirjeldada multiplika-
tiivsete lineaarsete funktsionaalide kaudu. Selleks on meil esmalt vaja tutvu-
da hulga ideaali moiste ja omadustega.

Definitsioon 12. Kommutatiivse komplekse algebra A ideaaliks nimetatakse
alamhulka J, kut

(a) J on vektorruumi A alamruum;
(b) xzye J, kuiz e Ajay € J.

Kui J # A, siis deldakse, et J on parisideaal. Maksimaalne ideaal on pdrisideaal,
mis et sisaldu tiheski suuremas pdarisideaalis.

Teoreem 4. Olgu A kommutatiivne kompleksne algebra.
(a) Ruumi A tkski parisideaal ei sisalda A péoratavaid elemente.

(b) Kui J on kommutatiivse Banachi algebra A ideaal, siis J on A ideaal.
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Téoestus. (a) Olgu J ruumi A périsideaal. Oletame, et element x € J on
pooratav hulgas A. Ideaali definitsiooni kohaselt, kuna = € J ja 27! € A,
siis 7'z = e € J. Niiiid suvalise y € A korral ideaali definitsiooni kohaselt
y = ye € J, mistottu saame, et J = A, mis on aga vastuolus sellega, et J on
ruumi A parisideaal.

(b) Olgu J ruumi A ideaal. Teame, et alamruumi sulund on ka alamruum.
Oletame, et = € J jay € A, seega niitamaks, et J on ideaal, peame niitama,
et yr € J. Kuna x € J, siis leidub jada z, € J, nii, et 2, — . Seega ka
korrutise pidevuse tottu yx, — yx. Kuna J on ideaal, siis yz,, € J. Kuna
leidub jada Y elementidest, mis koondub elemendiks yz, siis yz € J. Seega
J on ideaal.

O

Teoreem 5. (a) Kui A on ihikelemendiga kommutatiivne kompleksne al-
gebra, siis A iga parisideaal on A maksimaalse ideaali alamhulk.

(b) Kui A on kommutatiivne Banachi algebra, siis A iga maksimaalne
ideaal on kinnine.

Téestus. (a) Olgu J algebra A périsideaal ning olgu & koigi A périsideaalide
hulk, mis sisaldavad ideaali J. Koostame hulgas & osalise jirjestuse hulkade
sisalduvuse suhtes. Olgu ¢ maksimaalne téielikult jérjestatud &2 alamko-
gum ning olgu M hulga ¢ koigi elementide iihend. Kuna M on téielikult
jarjestatud ideaalide hulk, siis M on ise ka ideaal. Ilmselt J C M ja M # A,
sest mitte iikski &2 element ei sisalda A iihikelementi. Kuna hulk ¢ oli mak-
simaalne, siis M on A maksimaalne ideaal.

(b) Olgu N ruumi A maksimaalne ideaal. Kuna N eelmise teoreemi pohjal
ei sisalda A pooratavaid elemente ja pooratavate elementide hulk on lahtine,
siis ei sisalda ka N pooratavaid elemente. Seega on eelmise teoreemi pohjal
N ruumi A périsideaal. Pidades silmas N maksimaalsust, saame seega, et
N = N. m

Definitsioon 13. (/4]) Olgu X ja Y Banachi algebrad ning S : X —'Y li-
neaarne operaator. Operaator: S tuumaks ehk nullruumiks nimetatakse hulka

STH{0}) ={z € X : Sz =0}.

Operaatori S tuuma tihistatakse KerS.
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Teoreem 6. Olgu A kommutatiivne Banachi algebra ja M4 hulga A komp-
leksete homomorfismide hulk.

(a) Iga hulga A maksimaalne ideaal on mingi M € M4 tuum.

(b) Element x € A on péoratav parajasti siis, kui M (x) # 0 iga M € My
korral.

(c) X € o(x) parajasti siis, kui M(x) = X\ mingi M(x) € M4 korral.

Enne teoreemi (6) tdestamist toome #ra toestamisel vaja mineva Gelfand-
Mazuri teoreemi, mille toestuse leiab allikast [2].

Teoreem 7. Kui A on Banachi algebra, kus iga nullist erinev element on
pooratav, siis A on isomeetriliselt isomorfne komplekstasandiga.

Niitid saame toestada teoreemi 6.

Toestus. (a) Olgu N ruumi A maksimaalne ideaal. Siis N on kinnine eelmise
teoreemi pohjal ja A/N on seega Banachi algebra. Valime z € A, z ¢ N ja

J={ar+y:a€Aye N}
Siis J on A ideaal, sest kui votame suvalised ax +y € J ja z € A, siis saame
2(az +y) = (2a)z + 2,

kus za € A ja zy € N, seega z(axz +y) € J. Uhtlasi on .J suurem kui N, sest
x € J (Vottes a = e jay =0.). Seega J = A, sest N oli maksimaalne ideaal,
mistottu ka mingi a € A,y € N korral ar +y =e. Kuim: A — A/N on
faktorkujutus, siis kehtib 7(a)w(x) = 7(e). Banachi algebra A/N iga nullist
erinev element 7(z) on seega podratav ruumis A/N. Gelfand-Mazuri teoree-
mi pohjal leidub isomorfism j : A/N — C. Olgu M = jom. Siis M € #4 ja
N on M tuum.

(b) Kui z on pooratav hulgal A ja M € 4, siis
M(x)M(z™) = M(zz™) = M(e) =1,

nii et M(z) # 0. Kui z ei ole pooratav, siis hulk {ax : a € A} ei sisalda ele-
menti e, seega on périsideaal. Teoreemi 5 (a) osa pohjal on hulk {ax : a € A}
algebra A maksimaalse ideaali alamhulk ning on seetottu teoreemi (a) osa
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pohjal mingi M € .44 tuuma alamhulk, st M (a)M (z) = M(ax) = 0Va € A,
seega M (x) = 0.

(c) Teoreemi osa (b) kohaselt A € o(x), st Ae — = ei ole pooratav hulgas A
parajasti siis, kui mingi M € .#4 korral M (Ae — ) = 0 ehk M(z) = \.
0

Kuna soovime leida paremat kuju spektritele o7 ja og, siis teoreemi 6 (c)
osa pohjal on meie eesmérgiks leida koik lineaarsed pidevad funktsionaalid
M ruumil L'(0, 1), mis rahuldavad tingimust (13), st meie A jaoks

oale) ={M(p): M € Mx}. (14)
Sellele probleemile annab lahenduse jargmine lemma.

Teoreem 8. ([1]) Nullist erinev lineaarne pidev funktsionaal M ruumil (L*(0, 1),
x) rahuldab multiplikatiivsuse tingimust (13) parajasti siis, kui M on kujul

M(@) = M) = p(N) = / o(s)$ds, (15)

kus A € C, Re A > 0.

Toestus. (i) Esmalt eeldame, et nullist erinev lineaarne pidev funktsionaal
M rahuldab multiplikatiivsuse tingimust (13). Néitame, et funktsionaal M
on kujul (15). Igal lineaarsel pideval funktsionaalil ruumil L'(0, 1) on kuju

M(p) = M,(¢) = /0 wt)pt)dt, € L'(0,1), we L>®(0,1).

Multiplikatiivsus (13) annab w € L*>(0,1

/0 w(r) (% ) (r)dr = / w(t)p(t)dt

jaoks lisatingimuse
1

w(s)y(s)ds, o, € LY0,1).
(16)

~—

S—

Kirjutades seose (8) abil lahti, saame

[ s

| |
8
\
,E
N
=
\]
Va)
=
Va)
~_
.
\]

o= [
/@o
[
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kus viimasel sammul tegime muutujavahetuse t = 7571, dt = s~ 'dr. Tingi-
musest (16) tuleneb, et suvalise ¢ € L'(0, 1) korral

[ et ( A w(tS)w(t)dt> s = [ wloletons [ wtpioy

ehk suvalise ¢ € L'(0,1) korral

/01 ©(s) (/01 Y(t)w(ts)dt — w(s) /01 w@)zﬂ(t)dt) ds = 0,

mistottu jarelikult peab sulgudes olev funktsioon olema vordne nulliga iga
Y € L'(0,1) korral:

/O D) (w(ts) — w(s)w(t))dt = 0.

Jalle peab sulgudes olev funktsioon seega olema vordne nulliga. Jérelikult
tingimus (16) on samavéirne vordusega

w(ts) = w(t)w(s) peaaegu iga t,s € (0, 1) korral. (17)
Illmselt sobivad vorduse (17) lahenditeks w = 0 ja w(t) = wy(t) = t*; tingi-

mus w € L>(0,1) tottu seatakse A € C noue Re A > 0.

(ii) Jargmiseks naitame, et vorrandil (17) ei leidu teisi lahendeid w € L*(0, 1).

Selleks néditame esmalt, et kui w on lahend vérrandile (17), siis w = 0 voi
t

/ w(t)dr # 0, t € (0,1]. Olgu w € L'(0,1) integreeruv lahend vorrandile
0

(17). Viidame, et kui ¢ € (0,1) korral kehtib [ w(r)dr = 0, siis ¢’ € [0, ]

korral f(f/ w(T)dr = 0 ja seega w(t') = 0, kui t' € [0,t]. Toesti, eelnev tuleneb
vordustest:

571 /0 Stw(T)dT: /0 tw(T's)dT': /O tw(T')dT'w(s):o, s € (0,1],

kus kasutasime muutujavahetust 7 = 757!, d7’ = s7'd7 esimese vorduse
korral ja (17) teise vorduse juures. Kolmanda vorduse saamiseks kasutasime
eeldust, et t € (0, 1) korral fot w(T)dT = 0. Eelmise viite tottu leidub suurim

21



arv tg € [0, 1] nii et w(t) = 0igat € [0, o] korral. Juhul ¢y < 1, siistg <t <1
jaoks / tw(T)dT # 0. Vaidame niiiid, et ainult vaartused ¢ =0 ja tp =1 on
realisceritavad. Toepoolest (17) pohjal, kui votta ¢ = s, siis w(t)? = w(t?),
mistottu, kui t2 < ¢y ehk t < té, siis on w(t) = 0, mis on agzi vastuolus ¢

definitsiooniga, kui ¢ty € (0,1). Seega, kas to = 0, sel juhul / w(r)dr # 0,

0
kui ¢t € (0,1], vdi to = 1, sel juhul w = 0, mis langeb kokku vorrandi (17)
juba leitud lahendiga.

t
(iii) Niiid nditame, et kui w korral / w(r)dr # 0, t € (0,1], siis w = ¢*,

0
ReA > 0, mis langevad kokku punktis (i) juba leitud lahenditega. See-

ga vorrandil (17) ei ole teisi lahendeid. Olgu w mittetriviaalne integree-
t
ruv vorrandi (17) lahend. Punkti (ii) pohjal saame, et / w(r)dr # 0, kui

0
t € (0,1]. Seega niiiid kasutades muutujavahetust x = t's, dv = sdt’ ja
vordust (17) saame

s /Otsw(:v)dx = /Otw(t’s)dt’ = /Otw(t’)dt'w(s)

ja muutujavahetust = = ts', do = tds’

t_l/otsw(x)dx:/Osw(ts')dt’:/OSw(s’)ds’w(t).

Uhendades need kaks vordust saame

ehk
tw(t)  sw(s)

t - rs
[ywyay  Jyw(s)ds'
Seoste koostamisel votsime arvesse, et esimene suhe ei soltu suurusest s ja
teine suhe ei soltu suurusest ¢, seega molemad suhted on vordsed konstandiga,

=: A+ 1.

t
mille téhistasime A+ 1. Seega tw(t) = (A +1) / w(t')dt'. Kuna selle vorduse
0
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parem pool on diferentseeruv, siis on ka vasak ning saame diferentseerida t
jargi:

tw'(t) + w(t) = (A + Dw(t)
tw'(t) = w(t)
In|w(t)| = An[t| + C
w(t) = pt
kus votsime p = 4. Kuna w on eelduse pohjal vérrandi (17) lahend, saa-
me p(ts) = p?trs, mistottu g = 1. Oleme saanud, et kdik mittetriviaalsed

lahendid funktsionaalvérrandile (17) on kujul w(t) = #*, ReX > —1, aga
lahendid, mis kuuluvad ruumi L°°(0, 1) on antud w(t) = ¢}, Re A > 0 ja roh-
kem mittetriviaalsed lahendeid ei leidu ruumis L>°(0,1). Seega nullist erine-
vad lineaarsed pidevad funktsionaalid ]1\4 , mis rahuldavad multiplikatiivsuse

tingimust, avalduvad kujul M(y) = / ©(s)s’ds.

0
(iv) Néitame viimaks, et kehtib ka vastupidine jéreldus. Eeldame, et nullist

erinev lineaarne pidev funktsionaal M ruumil (L'(0,1),*) on kujul M(p) =
1

| etsrshas

0
Néitame, et funktsionaal M rahuldab multiplikatiivsuse tingimust.
1
Mlgw) = [ (erv)(s)shds
0
1 1
_ / & / Loty (s /) dtds
o t
:/ t_lgo(t)/ sMp(s/t)dsdt
o Jo
:/ go(t)/ e M) () dadt
0 0

:/0 (,p(t)t)‘dt/() e (w)de = M(p)M (),

kus kolmandal vordusel vahetasime integreerimise jéarjekorda ja neljandal te-
gime muutujavahetuse x = s/t, de = t~'ds. O
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4 Spekter oy(V,,)

Antud peatiikk pohineb allikal [1]. Teoreemi 8 ja (14) abil on voimalik meil
niiiid anda spektrile o7 () parem kuju.

Teoreem 9. Olgu ¢ € L'(0,1). Siis
oga(p) ={0}U{p(\) : A € C, Re X > 0}. (18)

Téestus. Teoreemi viide on otsene jéreldus valemist (14) ja Teoreemist 8.
Vaatleme eraldi arvu 0 hulgas (18), mis on sellise multiplikatiivsee funkt-
sionaali M védrtus, mis ¢ € L'(0,1) korral rahuldab M () = 0, kuid pole
vordne nulliga ruumis A . Tdesti on antud funktsioon multiplikatiivne

M((Ae + @) * (ue + ) = M((An)e + (M) + pp + @ x ¢))
= At = M(Xe + o) M (pe + ).

]

Mairkus 2. Markuses 1 toime vilja, et operaatori spekter sisaldab alati koiki
antud operaatori omavaartusi. Leidsime, et

0(Ve) = aalp) = {0y U{p(A) : A € C,Re A > 0}
Siit saame, et operaatori V,, omavéértused voiksid esituda kujul

¢ = [ eto)stas

Paneme téhele, et vastavad omafunktsioonid on kujul uy () = t*. Toesti

Volt) = [ et@tn)ds = [ @) de = o0,

0

seega integraaloperaatori V,, omavéértused on kujul

awzéw@fw (19)

ja neile vastavad omafunktsioonid on wuy(t) = t*.
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Miérkus 3. Seoses valemiga (19) paneme téhele, et 0 <t < T ja A € C,
Re\ > 0 korral t* = tReAeiImAlost igrelikult uy € C[0,7]. Kuid Re X = 0,
Im A # 0 korral uy € BC(0,7]\ C[0,T].

Mirkus 4. Paneme téhele, et funktsioon ¢(A), Re A > 0 on pidev. Fiksee-
rime A € C, ReX > 0. Olgu (\,) jada, Re A, > 0, mis koondub elemendiks
A, st A, — A Siis ka p(s)s* — ¢(s)s* peaaegu koikjal vahemikus (0, 1).
Paneme tahele, et ‘gp(s)s’\"| < ‘gp(s)|, sest Re A\, > 0ja 0 < s < 1. Lebesgue’i
domineeritud koonduvuse teoreemi kohaselt

1

1
lim ¢(A,) = lim o(s)s™ds = / o(s)sds = H(N).
0

Seega funktsioon ¢(\) on pooltasandil Re A > 0 pidev.

Vaatleme spektri standardset definitsiooni

00(Ve) == ozcrom (V)
={A € C: A\ -V, ei ole pooratav ruumis .Z(C[0,T7])},
ozpoo)(Ve) = {A € C: X =V, e ole péératav ruumis £ (BC(0,77)},

kus vaatleme V,, kui operaatorit ruumil C[0,7] voi BC(0,7T] ja Z(X) on
(mittekommutatiivne) Banachi algebra, mis koosneb kdikidest lineaarsetest
pidevatest operaatoritest Banachi ruumil X. Need kaks definitsiooni on erine-
vad 04 (V,,) definitsioonist, kuid tuleb vilja, et vaadeldavad kolm definitsiooni
annavad komplekstasandil sama hulga. Seda néitame jargmise teoreemiga.

Teoreem 10. Olgu ¢ € L'(0,1), siis operaatori V,, korral kehtib

00(Ve) = 0.z(Bcor) (V) = 03(Vy) = aa(p)
={0}U{p(\): A€ C,Re )\ > 0}. (20)

Téestus. Varasemalt toestatud vorduste (11) ja (18) pohjal on meil kaks vii-
mast vordust ndidatud.

Peame niitama veel, et kehtivad vordused oo(V,,) = 05(V,,) ja 0 ¢co1) (V) =
o3 (V). Kui operaator uI —V,, ei ole pooratav ruumis .2 (C[0,T]) (v6i ruumis
Z(BC(0,TY)), siis ei ole see operaator pooratav ka ruumis B. Seega oo(V,,) C
O’(B(V@) ja O-ff(BC(O,T])VLP C U@(Vw).

Vastupidi, olgu 1 € 0g(V,) = o.x(y), siis (18) pohjal saame, et p = p(N)
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mingi A € C,Re)\ > 0 korral. Seega juhul Re X > 0, uy = t* € C[0,T] on
Miérkuse 2 pohjal operaatori V,, omafunktsioon, mis vastab omaviirtusele p.
Miérkuse 1 pohjal sisalduvad koik V, omavéértused operaatori V,, spektris,
seega (1 € oo(Vi,).

Juhul g = ¢(X), kus Re A = 0, saame sama tulemuse, kui votame A\+¢, & > 0,
e — 0. Paneme téhele, et $(\) on pidev funktsioon pooltasandil Re A > 0 ja
tuletame meelde, et spekter on kinnine. O

Mirkus 5. Tuleb vilja, et siiddamlik integraaloperaator V,, ruumil C[0, 1] ei
ole kompaktne, sest tema spekter (V) ei ole loenduv. Samas aga analiliitiliste
funktsioonide ruumis on operaator V,, kompaktne, sellest saab lahemalt lu-
geda allikast [5].
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5 Spekter 0,,(V,)

Spektrit o,,(V,,) vaadeldakse allikas [1]. Stidamliku integraaloperaatori de-
finitsiooni (1) kohaselt ¢ € L'(0,1), u € C™[0,T] korral kehtib ka, et
V,u € C™[0, 7] ja

(V,u)™ (1) = / () [u(t) ™ d

= /1 o(z)z™u™ (tz)dx
W), 0<e<T (21)
kus téhistasime ,, € L*(0,1) jirgmiselt
Om(x) == p(z)z™, 0<x<l. (22)

Jarelikult V, : C™[0,T] — C™[0, T'] on lineaarne tokestatud operaator. Edasi
uurime selle operaatori spektrit ruumil £ (C™[0,T7)

Jm(v¢) = UX(CM[O,T])(V@)-

Kui u € C™[0,T] on vorrandi pu = V,u + f lahend, kus f € C™|[0, T, siis
diferentseerides molemat vorrandi poolt m korda, saame

pul™ = (un)(m) + fm),
Kasutades seost (21) on tulemuseks
™ =V, ) 4 fom,
Ilmselt on v = u™ € C[0, T] lahend vorrandile
o =V, v+ fm.
Vastupidise tulemuse sdnastame jéargmise teoreemina.

Teoreem 11. Olgu ¢ € L'(0,1), f € C™[0,T], m > 1ja 0 # p € C
rahuldagu p # ¢(k), kus k = 0,1,....m — 1. Olgu v € C[0,T] vorrandi
po =V, v+ f™ lahend, kus ¢, on defineeritud kui (22). Siis vorrandil
pu = Vyu+ f on dihene lahend u € C™[0,T] nii, et u™ = v, kusjuures




Téestus. (i) Vaatleme esmalt juhtu m = 1. Seega eeldame, et f € C[0,T],
p# ¢(0). Olgu v € C[0,T] vorrandi pv = V, v + f’ lahend. Antud vorrand

on seega kujul

po(s) :/o o(z)zv(sz)dr + f'(s).

Integreerime vorduse molemaid pooli rajades 0 kuni ¢

,u/otv(s)ds _ /01 o) (/Otv(sx)ds> de + f(t) — (0).

t
Kuna muutujavahetuse s’ = sz, ds’ = xds abil saame / v(sz)ds
0

tr
! / v(s')ds’, siis eelmine vorrand esitub kujul
0

" /0 " (s)ds — /0 () ( /0 mv(s’)ds’) dr+ f(t) — £0).  (24)

Konstantse funktsiooni w = ¢ € C korral saame samasuse

(1) = / o(@)w(tx)de + € — ¢ / o(z)dz.

Liites vorduste (24) ja (25) vastavad pooled kokku saame samasuse

(w(t) + /0 ' o(s)ds) = /O o) (w(ta:)—i— /0 tmv(s’)ds') da

() = F(0) + pE— € / ().

(25)

Téahistame u(t) := w(t) + fot v(s)ds, siis ndeb eelmine vordus vilja jargmiselt

pu(t) :/0 e(z)u(te)de + f(t) — f(0) + ¢ (u—/o w(x)dx> :

ehk
uu(t) = (Vu)(t) + S(2) — F(0) +€ <u - / w(x)daf) .
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1
Kuna eeldasime / o(x)dx = ¢(0) # p, siis leidub tihene ¢ € C nii, et
0

§<M—As%ﬂﬂ>=f@)

)
1 —¢(0)
ja sel juhul asendades ¢ funktsiooni u definitsiooni, saame

= —f(O) tv s)ds
““‘u—wm+A (s)de.
Néeme ka, et

"(t) = —f(O) tvs s /: v(t) =0
u(t)_<,u—g5(0)+/o ()d) 0+ v(t) (t).

Saadud u(t) on jérelikult ainus vorrandi pu = Vyu+ f lahend ruumis C'*[0, T7,
mis rahuldab u’ = v. Seega oleme lemma viite tdestanud m = 1 korral.

(ii) Mistahes m € N korral saab lemma viidet nédidata rakendades toestuse
osa (i) korduvalt. Olgu ¢ € LY(0,1),f € C™[0,T] ja 0 # pu, u # ¢(k),
k=1,...,m — 1. Kehtigu antud lemma véide kK = m — 1 korral. Naitame, et

vaide kehtib ka k& = m korral.
Olgu v € C[0, T vorrandi pv = V,, v + f™ lahend. Seega vérrand on kujul

po(s) = /0 o(x)x™v(sz)dr + f(s).

Integreerime vorduse moélemaid pooli rajades 0 kuni ¢

u/otv(s)ds = /01 o(x)z™ (/Otv(sx)ds> dr + fm=Y() — Fm=1(0).

t
Kuna muutujavahetuse s’ = sz, ds’ = xds abil saame, et / v(sx)ds =
0

tx
! / v(s')ds', siis eelmine vorrand esitub kujul
0

u/ﬂ v(s)ds :/o o(x)z™ (/Oxv(s’)ds’> dr+ fm=Y () — fm=1(0). (26)
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Konstantse funktsiooni w = ¢ € C korral saame samasuse

p(t) = / (@)™ wo(tx)d + pé — € / p@)a™ A (27)

Liites vorduste (26) ja (27) vastavad pooled kokku saame samasuse

i (w(t)—I—/O U(S)dS) —/0 o(z)z™ ! <w(tx) —i—/oxv(s/)dS') dx
+ @) — D0 4 pg — g/o o(x)x™ tdx.

Téhistame u(t) := w(t) + f; v(s)ds, siis ndeb eelmine vordus vilja jargmiselt

pu(t) = /0 p(x)a™ tuta)da+ fO 0 (8) = D (0)+€ (M_ /0 ()2 dx)
ehk

pa(t) = (Vi u)(6) + £ () = FmD(0) + € (u - / w(m)xmldw> .

1
Kuna eeldasime, et / o(x)2™ tdx = p(m—1) # p, siis leidub iihene ¢ € C,
0

nii et X
. m—ld — r(m=1) 0
€<u / o(a) ) £ (0)

¢ = ()
ja sel juhul asendades ¢ funktsiooni u definitsiooni, saame

_—f(m—l)(o) tv s)ds
u<t>_,u—g5m(0) —I—/O (s)ds.

Néeme, et leitud u(t) on vorrandi

pu(t) = (Vo u)(t) + f (1) (28)
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ainus lahend ning v'(t) = 0+ v(t) = v(t).

Induktsiooni eelduse pohjal leidub vérrandil (28) lahend w(t) nii, et w1 =
u, seega ka v = u' = (W™ V) = w™, ja

m—2 ®) .
w(t) = Zki / Eol)g th + ! I /0 (t — s)" 2u(s)ds.

—klp—pk)  (m—2

Niiiid asendades u eelmisesse vordusesse saame

I A () N S AR O e (N
RN e i e A (J?EKS+4“@M§dS

k=0
L) e, e SO0
“komu—ﬂ@t+Km—2ﬂ<A@ TN

Vaatleme eraldi molemat integraali. Esimese integraali puhul kasutame muu-
tujavahetust © =t — s, dex = —ds. Teise integraali korral vahetame integree-
rimise jéarjekorda ja teeme sama muutujavahetuse.

' _ gym2 Jm=D(0) ¢ — O _ o2
/0 (t ) w—= @m(o)d N H—= @m(()) /0 (t ) a
O [y
ol A (30)
)
= gm(0)m =1

/Ot(t — 5)m2 /0 v(s)ds'ds = /Otv(sf) /:(t o)™ 2dsds’

t t—s
:/ v(s’)/ "2 dxds’ (31)
0 0
t t _ J\ym—1
:/ v(s')—( S_) ds'
0 m 1




Niiiid asendame vorduses (29) integraalid (30) ja (31).

m—2
w(t) = 1 770 ey [ h(0)
oo K= gk) (=2t \ = on(0)m =1
. (s)(t—s)""'d
m— 1 . VS S s
= m—2 i f(k:) (0) o 1 f(m—1)(0) e
i Mmoo (m == 2 (0)
1 .
* (m —1)! /0 v(s)(t —s)" "ds
m—1
1 f®0) , 1 . B
— klp— o(k) * (m — 1) /0 v(s)(t —s)™ ds
Sellega oleme lemma viite dra toestanud. O

Jargmise teoreemi abil uurime spektrit o,,(V,,).
Teoreem 12. Olgu ¢ € L'(0,1), siis operaatori V,, jaoks kehtib
om (Vo) ={0}U{p(k) : E=0,1,....m =1} U{P(A) : ReA >m}.  (32)
Téestus. (i) Sisalduvuse
{0} U{@k): k=0,1,....m =1} U{H(N) : ReA > m} C 0,,(V,,)

saame omavéértusi vaadeldes. Konstandid ¢(k), kus k = 0,...,m—1 ja $(\),
kus Re > m, on Mérkuse 2 pohjal operaatori V,, omavaartused, mis vasta-
vad omafunktsioonidele t* ja uy(t) = t} = tRereimAlos! Need omafunktsioo-
nid kuuluvad ruumi C™[0, T, mistottu védrtused ¢(A) kuuluvad spektrisse
om(V,) Mérkuse 1 pohjal. Elemendid 0 ja ¢(\), kus Re A = m, kuuluvad
om(V,,) spektri kinnisuse ja funktsiooni ¢() pidevuse tottu.

(ii) Teistpidi sisalduvuse

om(V,) C {0} U{p(k) 1k =0,1,...m— 1} U{p(\) : ReA > m}
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saamiseks votame suvalise € C, nii et u # 0, p # ¢(k), kus k =0,...,m—1,
ja pu # ¢(A), kus ReA > m. Paneme téhele, et ¢,,(s) definitsiooni (22)
kohaselt

@m(A):/O gom(t)t’\dt:/o OOt dt = $(m + N).

Viimasest tingimusest saame, et u # ¢, (A), kui ReA > 0. Teoreemi 10
pohjal on vérrandil pv = V, v+ f™,  f € C™0,T] ithene lahend v €
C[0,T). Lemmast 11 saame, et vorrandil pu = Vyu + f, f € C™|0,T] on
ithene lahend u € C™[0,T], nii et «™ = v. Kuna v oli ainus, siis ka u
on ainus lahend ruumis C™[0,T)]. Seega eksisteerib poordoperaator (pul —
V)"t C™[0,T] — C™[0,T]. Kuna operaator V,, : C™[0,7] — C™[0,T] on
tokestatud, siis on ka poordoperaator tokestatud Banachi teoreemi pohjal.
Jarelikult oleme néidanud, et p ¢ 0,,(V,,) ning kehtib vastupidine sisalduvus.

O
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6 Naiteid

Vaatleme uuesti esimeses peatiikis véilja toodud siidamlike integraaloperaato-
rite néiteid, nende omafunktsioone ning spektrit. Néited parinevad Gennadi
Vainikko artiklist [1].

Stidamliku integraaloperaatori V,, omavéértused ¢(\) saame leida vorduse

1
P(N) = / ¢(s)s*ds abil. Peame ka meeles, et 0 < s <t < T.
0

Niide 1. Selles néites on integraaloperaatori siidamikuks operaator ¢(s) =
sP71 B > 0. ReX > 0 korral omafunktsioonile u(t) = t* vastav omaviiiirtus
on

1
gBHA

1 1
H(\ :/ sﬁlsAds:/ PHA1ds =
P(A) i i Y

Paneme téhele ka, et
1
1 B
s
ds = / P lds = =
: 5,

1
ol = |
0
Murdlineaarne funktsioon p = viib imaginaartelje iiksiiheselt ring-

B+ A
1 1

— % = % ja pooltasandi Re A > 0 hulgaks D%, kus

1
06+>\

1
1 = —.

jooneks

'gf r >0,

r
DT::{MGC:‘N—— 9 )

2

on kinnine ring diameetriga r, mille keskpunkt on reaalteljel punktis (,0).
Seega Teoreemi 20 tulemuse pohjal

UO(Vgo) =0a(p) =D

1.
B

viib piirkonna Re A > m ringiks D _:

Veelgi funktsi =
eelgi enam, funktsioon p EES) T

ning Teoreemi 12 pohjal



o ~-- B=07
- ~
0.6 ’;’ "’\\ —-= B=15
/J '\\ ..... B=5
044 S Nl
— \
’f/_, . \
[
0.2 1/ . v
/ \ ',
\ 1
H H 1
E 00] p E i .
ol ; I
Lo J ]
; i
—0.2 1 |\_ / !
‘\ . 7 7
S K
\
—0.4 \ P4
“, s,
N 7
0.6 AN ~
- "-._‘ o’J

Joonis 1: Kover ¢g(ip), p € R piirab spektri o(V,,), kus ¢pg(s) = s°~*

Lisaks vaatleme Néite 1 iimbersonastust, kus votame ¢g := BsPL B > 0.
Siis
Lo 1
Joall, = [ 55 tds = slell = 55 = 1.
0
1 A ' A s
A)\—/ ssds—ﬁ/ s)s*ds = Bp(N) = ——.
Ps(A) 090,3() Ow() P(A) T

Funktsioon ¢g viib pooltasandi Re A > 0 ringiks D;, mistottu

00(Vips) = 0a(ps) = Di.

Niide 2. Antud niites on funktsioon ¢(s) = (1 —s)™*, 0 < a < 1 integ-
raaloperaatori V,, siidamikuks. Re A > 0 korral omafunktsioonile u(t) = ¢
vastav omavéaartus on

1 1
P(A) = / (1—5)"%s s = / (1 — 5)=)-150+D-1 g
0 0

T(1+AI(1—a)

=B(A+1,1—q) = NETe T
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kus kasutasime tuntud beeta- ja gammafunktsiooni seoseid

B(m,n) = /o u™ N1 —u)" tdu (33)
I'(m)T'(n)
B(m,n) = m (34>

Saadud valemist pole lihtne niha, kus operaatori V,, spektri punktid voéivad
asuda. Funktsiooni ¢ spektri lokaliseerimiseks kasutame Taylori reaks aren-
damist.

o = ala+1)...(a+k—1
(1—s)* = chsk, co=1 cp=cpra= ( ) k<! ) >0,k>1,
k=0

mis koondub kui 0 < s < 1, lisaks

1 1 ad
_ . Cr 1
ally = 1-— “lds = 1—- “ds = = ’
[[ally /0|( s)"*| ds /0( s)""ds ;kﬂ 1—a

[e.9]

B 1 Z(l—a)ck kE+1
k:0k+1+>\_1—ak:0 E+1 k+1+N

ReA > 0.

kE+1
Funktsioonid u = W—i_ﬂL)\’ = 0,1, ..., viivad pooltasandi Re A > 0 ringiks
(1—
D,. Kuna g ? +alck = 1 ja selle rea koik liikmed on positiivsed, siis ka

1
punktid Z ? _f?ck ’ f_&:_ 5 on Re A > 0 korral ringis D; ja ¢()) asub

ringis D . Jarehkult

00(V4Pa) = 0-/7(9011) C D 1,

l—«

T'(1+ k)(1— o)
om(Ven) © { r2—a+k)
I'(1+mI(1 -«

r2—a+m)

ck=0,1,....,m — 1} UDy, .

kus 70 =
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1.0 4

0.5

-1.04

Joonis 2: Kover ¢,(ip), p € R piirab spektri o¢(V,,, ), kus @ (s) = (1 — s)*

Niide 3. Kolmanda niitena toime tuuma K(t,s) = (7 — 7)™, 1 < v <
0o, mis genereeris siidamliku integraaloperaatori V,, siidamikuga ¢(s) = (1 —
s7)~1/7 Integraaloperaatori V,, omafunktsioonile u(t) = t* vastav omavéirtus

on

1
o) = / (1-— s”)‘l/vskds
0

Y

1 14+ A 1

Y Y Y

1I‘1_lpu
=MD peaso,

Y F(l—i-;)

oy Ldx ja kasutasime Néites 2
33) ja (34). Me saame arendada

2|~

kus tegime muutujavahetuse x = s7, ds =

—~

toodud beeta- ja gammafunktsiooni seoseid

ck(sv)k,

0

(1—s") "7 =

o}
k=
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kus ¢ = ¢;, 1 Naitest 2. Siis 0 < s < 1 korral
Ty

! _1 > Cp
H907H1_/0 (1—-s7) 7d‘s‘_§:1+,y]{;

k=0

kus eelviimasel vordusel kasutasime gammafunktsiooni omadusi

T
Ia)'(1—-a)=
(a)T°( @) sina
['(n) =(n—-1)!
Niiiid
VPV N S o G s LIS S
P _k:01+7k+>\_ 'Ykzorw(l—l—*yk)l—k’yk%—)\’ =
ja saame, et
UO(V%) = Uﬂ(@'y) - Drw
101 = DT(EH)
om(Vp,) C 4 — 71— k=0,1,..m—-1,UD,, ,
171 = Hrdem
kus 7, ( 7> 7(717 )
F(1+7)
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Joonis 3: Kéver ¢, (ip), p € R piirab spektri 0(V,,, ), kus ¢, (s) = (1—s7)71/7
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7 Siidamliku integraalvorrandi ligikaudne la-
hendamine

Lahendamise skeem pohineb allikal [1]. Vaatleme integraalvorrandeid kujul
(5). Esimeses peatiikis néitasime, et kui leidub (uf — V)™, siis lahend w esi-
tub kujul (7) ehk u = (ul —V,,)~' f. Oletame, et p # 0,,(V,,) ja f € C™[0, T,
kus m > 0. Spektri definitsioonist saame, et jarelikult leidub tokestatud
poordoperaator (ul —V,,)~! € L(C™[0,T7]) ja vorrandil (5) on iihene lahend
ue C™0,T).

Et poliinoomide abil lihendada vérrandi lahendit, siis ldhendame funktsiooni

f poliinoomide f,(t) = Z &,t" abil ja defineerime seega u,, = (ul —V,,) 71 f,..

Eeldasime, et p ¢ 0,,,(V,,), mistottu p # ¢(k) € o,(V,,), k=0,1,.... Seega
ka p — @(k) # 0 ja saame kirjutada

B N 35
wl) =2 ! &
Siis
Ju— Un”moo - H(MI — Vo) f = (I — th)_lanm,oo
=[(uI = Vo) (f = fillloe (36)
<||(ul - Vsa)ing(cm[o,T])Hf = Sl o

ks ull o, = llullomgory = D ]
k=0

Juhul m = 0, kui p ¢ oo(V,,), siis

o0

[ = wnlloe <[ = V)™

Z(Co,1)) ||f - fn”oo

Seega kui f,, — f, siis ka u,, — u. Ndeme, et stidamlikke integraalvorrandeid
on viga lihtne ligikaudselt lahendada. Probleeme v6ib esineda moéningatel
juhtudel omavéaartuste ¢(k) arvutamisega, kuid néiteks néidetes 1-3 on meil
omavéadartustele lihtne kuju olemas.
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Probleeme voib esineda ka funktsiooni f ldhendamisel poliinoomide abil, kui
T on suur. Sellisel juhul saame muuta ldhendamise protsessi nii, et funkt-
siooni f ldhendatakse poliinoomide f,, abil lithikesel intervallil [0, ¢o], to < T'.

Eeldame, et p ¢ 0o(V,) ja médrame vorrandi (5) ligikaudse lahendi w,, =
(ud — V)~ f,, intervallil [0, to] valemi (35) abil. Loigus to < ¢ < T kirjutame
vorrandi (5) timber kujul

putt) =17 [ plsiutnds + 70+ g0), 1<

to
kus

g(t) = 1 /0 " o(s/u(s)ds, to <t<T.

Lahendades viimases integraalis funktsiooni v funktsioonide u,, abil ja tdhistades

gn(t) =t1 /Oto o(s/up(s)ds, to <t <T, (37)

saame me vorrandi

pu(t) =t /t o(s/t)u(s)ds + f(t) + gn(t), to <t <T, (38)

to
et leida w intervallil t; < ¢ <T.
Seega me jagasime vorrandi (5) lahendi leidmise kolmeks probleemiks:

(i) funktsiooni f lihendamine poliinoomide f, abil intervallil [0, %] ja u,
kindlaks tegemine (35) 16igul [0, to];

(ii) operaatori g, arvutamine valemi (37) abil 16igul [to, T ;
(iii) integraalvorrandi (38) lahendi leidmine 16igul [to, T']

Integraaloperaator vorrandis (38) on kompaktne ruumis C|tg, T'] (vaata Lem-
ma 1 allpool), seega vorrand (38) on lahendatav standardsetel meetoditel
(splainidega kollokatsioonimeetod [6]). Selle meetodi (i)-(iii) viga koosneb
vigadest

e = tnlloc o < 10T = Vo) poop 1 = Frlloc o
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lg — gn||oo7[t0,T] < ey llu — unHoo,[o,to]

ning vorrandi (38) ligikaudsel lahendamisel tehtud veast.

Eelmises teoreemis vajasime vorrandi (38) integraaloperaatori kompaktsust,
selle toestame jargmise lemmaga.

Lemma 1. Olgu p € L*(0,1) ja to € (0,T). Siis vorduse

t
(Vfo’T]u)(t) = t_l/ o(stNu(s)ds, to<t<T, wueL®{t,T),

to

abil on defineeritud kompaktne operaator Vgo’T] ruumist L>(to, T) ruumi
Clto, T7.

Toestus. Kui ¢ € C[0,1], siis viiide on selge. Kui ¢ € L'(0, 1), siis viiide saa-

o

O

me toestada, ldhendades funktsiooni ¢ pidevate funktsioonidega, sest ’

el
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8 Lahendi leidmine astmeridade abil

Peatiikk pohineb allikal [1]. Vaatleme ménda juhtu, mil siidamliku integ-
raalvorrandi (5) lahend on leitav tépselt. Kéige lihtsam juhtum on, kui vaba-

liige on lineaarne kombinatsioon f(t) Z cpt™, kus Re \; > 0. Tingimusel

k=0
w# @A), k=0,..., M, esitub vorrandi (5) lahend kujul

M
=3
1= P(Ak)

k=0
Toepoolest

1

oy s

prdl )\k

(Vou)(t) + f(t) (wt)Mda + ) ept™

| |
S—

1 M
Ck A/ Ak A
e AL p(x)z *dr | + cpt™*
= ()\k) 0 () Z

p”q:

k=0 L k=0
= i C—tAk >\k } + cht/\k
= L= o) k=0
_ i G a0 + ot ]
o LM~ (k)
M pCit
- kz:; 1= p(Ae)
M
- ; 1 —i?’j(Ak)tAk = puld)

Edasi laiendame vaadeldud téhelepanekut juhule, kui funktsiooni f on véimalik
arendada astmereaks.

Teoreem 13. Oletame, et f € C*[0,T] saab arendada astmereaks
=> ot (39)
k=0
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mis koondub 0 < t < T’ korral, kus T' > T. Olgu ¢ € L*(0,1), u # 0,
w# o(k), kus k = 0,1,2,... . Siis vorrandil (5) on ruumis C*[0,T] ainus
lahend

u(t) = kz:% M_C—;(k)fka (40)

kus astmerida koondub tihtlaselt intervallis 0 <t < T.

Enne Teoreemi 13 toestamist néditame, et kui Re A > 0, |A\| — oo, siis p(A) —
0.

Miérkus 6. Funktsiooni ¢ € L'(0,1) korral $()\) on pidev pooltasandil
ReA >0 ja
lim  |¢(A)] =0. (41)

Re A>0JA|—o0

Toesti, piirviirtus (41) kehtib, kui o(t) = t*, k € N, sest

1 - 1
D(N\) = ds =
a9 /03 ST AT h+1

Seega (41) kehtib iga politnoomi ¢, € &, n € N korral. Niiiid antud ¢ €
L'(0,1) ja suvalise viikse arvu € > 0 korral votame piisavalt suurt jirku
poliinoomid ¢, nii et [ — ¢, |, < 5 ja votame siis piisavalt suure c, nii et
kui [A| > ¢, ReA > 0, siis |@¢(\)| < £. Siis || > ¢, ReA > 0 korral

1

0:)\+k+1_>

0.

Lw@+%@—%wwﬁ

1
/ on ()t dt
0

(N =

<

-+
=2

1
g/ o — @n(t)] " dt + =e.
0

DO | ™

Toestus. Astmerea (39) koonduvusraadius R = on teoreemi

1
lim sup /|y
k—o0

eelduse pohjal R > T'. Kuna ¢(k) — 0, kui k& — oo, siis
1

1
= > 1T
i sup ] e ‘ lim sup /|y
HSUP A =e® ko0
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Seega astmerida (40) koondub intervallis 0 < t < 7" ja defineerib funktsiooni
u € C*[0,T]; koondumine on iihtlane 16igus [0, 7]. Kuna operaator ul — V,,
on tokestatud operaator ruumis C|0, T, siis voime selle astmereas (40) viia
summa mérgi alla ja seega u rahuldab vorrandit (5) intervallis 0 < ¢ <7T. O
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