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Sissejuhatus

Kirjanduses mainiti murrulist jdrku tuletise moistet juba 17. sajandi 10pus.

Mitmed tuntud matemaatikud (nt Riemann, Liouville jt) on andnud oma panuse
murrulise tuletisega seotud teooria arengusse.

Pikka aega oli tegemist valdkonnaga, millest huvitusid enamasti ainult matemaa-
tikud, kuid viimase paarikiimne aasta jooksul on murrulised tuletised leidnud laialdast
kasutust ka véljaspool matemaatikat.

Kiesolevas bakalaureusetoos tuuakse Riemann-Liouville’i ja Caputo murrulise
tuletise definitsioonid ja kirjeldatakse moningaid nende omadusi. Lisaks sellele kon-
strueeritakse moned numbrilised meetodid Caputo murrulist tuletist sisaldava Cauchy
iilesande ligikaudseks lahendamiseks. Saadud numbrilisi skeeme illustreeritakse
mitme erineva naitega.

To60 on jaotatud neljaks peatiikiks. Esimeses peatiikis on vilja toodud definit-
sioonid ja omadused, mida kasutatakse jargnevates peatiikkides.

Teises peatiikis defineeritakse Riemann-Liouville’i integraal- ja diferentsiaal-
operaatorid ning Caputo diferentsiaaloperaator. Lisaks tuuakse vilja moned nende
operaatorite kasulikud omadused ning esitatakse moned niited murrulise diferentsi-
aaloperaatori kasutamise kohta.

Kolmandas peatiikis kirjeldatakse Caputo murrulise tuletisega Cauchy iilesan-
net ning esitatakse sellega samavéirne Volterra integraalvorrand. Saadud inte-
graalvorrandi ligikaudseks lahendamiseks tuletatakse kolm Adamsi tiilipi numbrilist
skeemi: Adams-Bashforth, Adams-Bashforth-Moulton ning Dengi modifikatsioon.

Viimases peatiikis rakendatakse eelnevalt kirjeldatud numbrilisi skeeme kolme
erineva Caputo murrulist tuletist sisaldava Cauchy iilesande ligikaudseks lahen-
damiseks ning vorreldakse arvutuslikult saadud veahinnangute suhteid teoreetiliste
tulemustega.

To60 teoreetiline osa pohineb peamiselt raamatutel [1] ja [3]].



1 Vajalikud moisted ja tulemused

Selles peatiikis on vilja toodud definitsioonid ja omadused, mida kasutatakse jirgne-
vates peatiikkides. Peatiikk tugineb raamatutel [3]], [S]] ja [6]].

1.1 Diferentsiaal- ja integraaloperaatorid

Olgu n € {0,1,...}. Siin ja edaspidi tdhistame 1digus [0, b] n-korda pidevalt
diferentseeruvate funktsioonide hulka C™[0, b] abil, kusjuures C°[0, b] := C[0, b].
Olgu D operaator, mis viib 16igus [0, b] diferentseeruva funktsiooni tema tuletiseks,
ehk

(Df)(zx) := f'(x), = €][0,0].

Olgu J operaator, mis viib 1digus [0, b] integreeruva funktsiooni f funktsiooniks .J f,
mis on kujul

(JF)(x) = /Oxf(t)dt, 0<z<b

Kasutame stimboleid D™ ja J", kus n € N U {0}, et tihistada vastavalt operaatorite
D ja J n-jirku iteratsioone, ehk D! := D, J! := Jja D" := DD}, J* == JJ* !,
kui n > 2. Kui n = 0, siis defineerime D° := I ja J° := I, kus I on iihikoperaator.

Teoreem 1 (Diferentsiaal-integraalarvutuse pohiteoreem). /5| lk 367] Olgu funkt-
sioon f :0,b] — R pidev ja funktsioon F : [0,b] — R defineeritud jirgmiselt:

F(x):/omf(t)dt, 0<z<hb.

Siis funktsioon F' on diferentseeruv ja F' = f.
Viimasest teoreemist jareldub vahetult jirgnev tulemus.
Lause 1. Olgu funktsioon f : [0,b] — R pidev, siis
DJf =f.
Lausest|[I|jareldub, et pideva funktsiooni f korral
D"J"f=f neN (1)

Toestame vdite matemaatilise induktsiooni abil. Baas kehtib lause |1| pohjal.
Oletame, et viide (1)) kehtib n = k € N korral ehk D*J* f = f. Niitame, et viide
kehtib n = k + 1 korral, ehk D*+1 J¥+1 f — f Paneme tihele, et

Dk+1Jk+1f — DDkaJf
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Tahistame J f := f, siis induktsiooni eelduse ning lause 1| tottu saame
DD*J*Jf = DD*J*f, = Df, = DJf = f.
Jarelikult oleme niidanud, et viide kehtib iga n € N korral.

Lemma 1. Olgu f loigus [0, ] integreeruv funktsioon, siis

(") (z) = — ; /Ox@c O (d, 0<z<bneN. ()

(n—1
Toestus. Toestame lemma matemaatilise induktsiooni abil. Olgu f 1digus [0, b]
integreeruv funktsioon.

Kui n = 1, siis

o [ e = [ = pe. o<a<e

Jarelikult (2)) kehtib n = 1 korral.
Oletame, et vordus (2)) kehtib n = & korral, ehk
1 €T
(D@ = Gy | = 0" e o,
(k=1 Jo

Peame niitama, et vordus kehtib n = k + 1 korral. Kuna J” := JJ" !, kui
n > 2, siis induktsiooni eelduse abil saame, et

) = 0t = [ (2 [ 0w ds

_ ﬁ /0 (/Os(s - t)k—lf(t)dt> ds

_ (14;—;1)' /0 (/j(s _ t)’f—lds> Ft)dt, 0<az<b.

Viimane vordus kehtib, kuna me muutsime integreerimisjérjekorda.
Leiame integraali [, (s — )" 'ds:

[s—oras =

@ Nk
_ kt>, 0<x<b.

Jarelikult

G - ol /0 x ( / (s - t)’“ds) F(tydt = ﬁ% /0 = 0 F)dt

T

1
=— | (z=t)Ff(t)dt, 0<x<b
A




ehk

K
Kokkuvottes oleme nididanud, et vordus kehtib iga n € N korral.

(T ) (@) = ~ /Ox(x _0FF)dt, 0<a<b

O
Lemma 2. Olgu m,n € N sellised, et m > n ja olgu funktsioon f € C™|0, b]. Siis

Toestus. Eeldame, et m,n € N, m > n ja olgu funktsioon f € C"[0,b]. Seose
pohjal kehtib
f=Dmgmnf f e CM0,0].

Rakendades vorduse molemale poole operaatorit D", saame
Dtf=Drpmrgmnf o f e CM0,b).
Paneme tihele, et

D"D™"=D...DD...D=D...D=D".
——A

n m—n n+m—n

Seega kokkuvdttes oleme ndidanud, et

D"f = DD f = DL f e OO, ).

1.2 Gammafunktsioon

Definitsioon 1. Funktsiooni I" : (0,00) — R, mis on defineeritud vordusega

['(x) :—/ t"te7tdt, x € (0,00),
0

nimetatakse gammafunktsiooniks.
Teoreem 2. Kui x > 0, siis I'(x + 1) = «I'(x).

Téestus. Olgu z > 0. Definitsiooni [I] kohaselt

0o 00 b
[(x+1)= / i le Tt = / t"e~tdt = lim [ t“e 'dLt.
0 0

b—o0 0



Integraali fob t*e~'dt leiame ositi integreerides. Votame u = t° ja dv = e~ 'dt, siis
du = xt* dt jav = —e~t. Jirelikult

o) b
/ tPetdt = lim | t%eldt
0

b—o0 0

b
= lim <—bzeb — 0% +/ xtxletdt)
b—o00 0

b
= lim —b%¢ "’ + 2 lim t*le~tdt

b—o0 b—oo 0
= lim —b"e " + 2l ().
b—o0

Kuna —b%~ — 0, kui b — oo, siis saamegi, et ['(z + 1) = 2T'(x).

Jareldus 1. Kui n on naturaalarv, siis
[(n) = (n—1), 3)
kus 0! := 1.

Toestus. Toestame viite (3)) matemaatilise induktsiooni abil.
Kui n = 1, siis definitsiooni [I] kohaselt

ra) = / Pletdt = Tim (—e )+ e® = 1= 0! = (1 — 1)L
0 t—00

Jarelikult véide (3)) kehtib n = 1 korral. Oletame, et vdide (3)) kehtibn = k € N

korral, ehk I'(k) = (k — 1)!. Niitame, et viide (3) kehtib ka n = k + 1 korral.

Kasutades teoreemi 2] ja matemaatilise induktsiooni eeldust saame, et

T(k+1) = kI'(k) = k(k — 1)! = kI,

ehk
C(k+1)=k.

Jarelikult (3)) kehtib n = k + 1 korral. O

Jargnevates peatiikkides on monikord kasulik vaadelda gammafunktsiooni nega-

tilvsetest suurustest. Mérgime, et teoreemi [2| abil saame = € (—1,0) korral defi-
neerida I D
x +
I'z) : =——=, x€(-1,0).
x
Sarnaselt jitkates saame gammafunktsiooni laiendada koikidele negatiivsetele reaal-
arvudele, mis ei ole tdisarvud.



Teoreem 3. /6] lk 249] Olgu o, € R, := {x € R : z > 0}. Siis

Yacigy peetg _ D@T(B)
/Ot (1—1) dt_F(aJrﬁ)'

Sellest jdreldub, et x € R, korral

Y a1 o — 1Lt = 2 5—1F(04)F(ﬁ)
/0 t* Nz —t)P 1 dt + Tid)



2 Caputo diferentsiaaloperaator

Selles peatiikis késitleme Riemann-Liouville’i integraal- ja diferentsiaaloperaatoreid
ning Caputo diferentsiaaloperaatorit. Lisaks on vélja toodud moned nende kasulikud
omadused ning esitatud moned nédited nende kasutamise kohta. Peatiikk tugineb
raamatule [3]].

2.1 Riemann-Liouville’i integraal- ja diferentsiaaloperaator

Definitsioon 2. Olgu « positiivne reaalarv. Operaatorit Jz_; , mis on defineeritud
seosega

(5 L)) = %a) / Nw— @, 0<z<b, f e,

nimetatakse «-jdrku Riemann-Liouville’i murruliseks integraaloperaatoriks.
Defineerime J3_; := I, kus I on iihikoperaator. Jérelduse (1| ja lemma p()hjal
ndeme, et o € N korral Jg_; = J.

Riemann-Liouville’i integraaloperaatori jaoks kehtib jargnev nn. poolriihma
omadus.

Teoreem 4. /3| Ik 14] Olgu o, 5 > 0ja f € C|0, b], siis
Tp-rIn-rf = JRLF.

Definitsioon 3. Olgu « positiivne reaalarv ja m = [«a], ehk m € N on selline, et
m € [a,a + 1). Operaatorit D%_,, mis on defineeritud vordusega

D% f == D"JR e f, kui JITPf € C™[0, 1],

nimetatakse a-jdrku Riemann—Liouville’i murruliseks diferentsiaaloperaatoriks.
Defineerime D%_ ; =1, kus I on iihikoperaator.

Lemmast jareldub, et kui o € N, siis D%_; = D®. Toepoolest, sellisel juhul
a=m € Nja

D% f=D"Jref=D"J%  f=D"If=D"f=D"f feC™0,bl.

Jarelikult Riemann-Liouville’i murruline tuletis on vordne klassikalise tuletisega,
kui o on naturaalarv.

Lause 2. Olgu o > 0. Siis iga [ € C[0, ] korral
(Di-rJrf)(@) = f(z), 0<z<b
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Téestus. Kui a = 0, on vordus triviaalne, sest D% _; = Ija J% , = I.
Olgu a > 0 jam = [a], siis definitsiooni [3| kohaselt

(Di_pJp-rf)(x) = (D" Jp_pf)(z), 0<z<b
Kasutades teoreemi 4|ja seost (1)) (kuna m € N), saame, et
(D™ IR T f)(x) = (D™ JR_ f)(@) = f(z), 0<z<b
Jarelikult oleme ndidanud, etiga f € C0,b] ja0 < x < bkorral
(Di_r Sz f) (@) = (D"JE_L[)(@) = f(z).
O

Néide 1. Vaatleme funktsiooni f(z) = ¢, kus ¢ € R, z € [0,b]. Olgu o > 0 ja
m = [a]. Leiame funktsiooni f Riemann-Liouville’i a-jdrku murrulise tuletise.
Kui a = m, siis

(Ds_pf)(x)=Dmc=0, 0<x<hb.

Kui o # m (st. a < m), siis

D3 @) = 0N = (1) (o | - omeea)

dx
_ (%)m (F(ml_ (m ‘o t)”HX)

= — D" (@), 0<z<h 4)

Mirgime, et

D" (") = (m — ) D" (@)

Kirjutame lahti I'(m — «) teoreemi [2] abil:

I'm—a)=(m—-—a—-1I(m—-a-—1)
=-=m—-a—-1)m—-—a—-2)...(m—a—(m-—1)I'(l —a).

Kui me asendame suurused D™ (x™ ) ja I'(m — «) tagasi seosesse (@) ning teeme
taandamised, siis

(D)) =

c cxr™ @

PR = w—ay

(m —a)(m— a) Osz<bh

Jarelikult konstantse funktsiooni f(x) = ¢ a-jarku Riemann-Liouville’i tuletis on 0
parajasti siis, kui & € N voi ¢ = 0.
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Niide 2. Olgu a > 0 jam = [a]. Vaatleme funktsiooni f(z) = z*, kus k €
{0,1,...,m — 1} ning x € [0,b]. Leiame funktsiooni f Riemann-Liouville’i a-
jarku murrulise tuletise.

Kui o = m, siis

(D%_pf)(x)=D"z* =0, 0<z<b,

sest k < m.
Kui a # m (o < m), siis 0 < x < b korral

D3 @) = 0" 0w = (1) (i [ -0t

-«
Teoreemist [3jdreldub, et

T _
(k+ 1DI'(m oz)7 0<xz<b.
I'k+14m-—a)

/ (I‘ . t)m—a—ltk dt = xk—l—m—a
0

Jarelikult oleme saanud, et

() (s A2

_ F(k + 1) i " mk—l—m—a
CT(k+14+m—a) \dz
F(k + 1) k—a

Th+l—a)’ ° US?TS

2.2 Caputo diferentsiaaloperaator

Olgu m naturaalarv ning f € C™[0, b]. Funktsiooni f m-jarku Taylori poliinoom
punktis 0 on defineeritud jargmiselt:

(Tnf) () = Y~ 25 FP(0), we 0]

k=0

Definitsioon 4. Olgu « positiivne reaalarv, m = [« ja funktsioon f € C™ 1[0, b]
selline, et Ji" ' (f — Trn1f) € C™[0, b]. Defineerime funktsiooni D¢, f jirgmiselt:

Dgupf = Dy (f = T f) = D" TR=E(f = T f).

a

Operaatorit D¢,

nimetatakse Caputo a-jdrku diferentsiaaloperaatoriks.
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Votame definitsioonisd o = m € N, siis
D¢opf = D" IR (f =T f) = D™JR"f — D™ IR T f =
=D"f—-—D"T,_1f =D"f.
Viimane vordus kehtib, kuna 7,,_; f on m—1-jirku poliinoom, mistdttu D7), 1 f =

0. Jarelikult Caputo tuletis ja klassikaline tuletis langevad kokku, kui o on naturaalarv.
Defineerime D¢, f := I, kus I on iihikoperaator.

Lause 3. Olgu o > 0 jam = [«|. Eeldame, et funktsioon f : [0,b] — R on selline,

et D¢, f ja Dg_ f leiduvad. Siis

m—1 (k)
(Dol )(0) = (Dh 1)) = 3 e, 0<a <

Toestus. Olgu a > 0, m = [a] ning funktsioon f : [0, 6] — R selline, et D¢, f ja
Dg_ f leiduvad. Siis definitsiooni ] kohaselt

(Deapf) () =(Dg_p(f = Tm—af))(x )= (D)) = (Dg_Tn-1f) ()

=(Dg_pf)(z Zf DRL (%), 0<z <.

Paneme tihele, et ndite [2| pohjal

rk+1) k! .
T ke T gk 0<z <)
Tk+1—a)" Tktl-a) =°~ ='=

Kokkuvottes oleme saanud, et

D%—L(fk) =

(Déapf)(x) = (D f)(2) =

k=0
m—1 (k) 0

~ (Do) = 3 iy gt 0 <a <
k=0

Lausest [3| jareldub vahetult jargmine tulemus, mis nditab, millal Riemann-
Liouville’i ja Caputo murrulised diferentsiaaloperaatorid kokku langevad.

Lause 4. Olgu o > 0 jam = [«|. Eeldame, et funktsioon f : [0,b] — R on selline,
et D¢, f ja Dg_ [ leiduvad. Siis

D%—Lf = D%apf

parajasti siis, kui



Teoreem 5. Kui funktsioon f : [0,b] — R on pidev ja o > 0, siis

D¢ if =1 (5)

Toestus. Tahistame ¢ = Ji_; f. Paneme tdhele, et £ = 0,1,...,m — 1 korral
teoreemist [4] ja lausest 2] jareldub, et

oW (x) = (D* T L f)(@) = (D" TP TR f) (@) = (JRZLf)(@), 0<w <b.
Seega

oM (0) = (Jp_5 £)(0)

1

’ —k—1
:m/o(x—t) f)ydt=0, k=0,1,...,m—1.

Lausest 4] ja lausest 2] jareldub, et
Dg'apJIa%—Lf = Dgap¢ = D?%—L¢ - D%—LJ]%—LJ[ = f.
O

Niide 3. Vaatleme funktsiooni f(x) = ¢, kus ¢ € R, z € [0,b]. Olgu o > 0 ja
m = [a]. Leiame funktsiooni f Caputo a-jérku murrulise tuletise.
Kui o = m, siis

(Dggpf)(x) =D"c=0, 0<z<h

Kui o # m, ehk a < m, siis deﬁnitsioonikohaselt

(Déapf) (@) = (D (f = T f))(2)
= (D"JR [ (f = Tof))(x)

_ (%)m /0 IM(gg—t)m-a—l(c— o)dt
—0, 0<z<b

Kokkuvéttes oleme ndidanud, et Caputo murruline tuletis konstantsest funktsioonist
on alati vordne nulliga.

Niide 4. Vaatleme funktsiooni f(z) = 23, kus z € [0,b]. Olgu o = 1 ja seega m =
[a’] = 1. Leiame funktsioonist f Caputo a-jarku murrulise tuletise. Deﬁntisiooni@
kohaselt

(DU f)(x) = (D2, (f = Tur ) (@) = (D2, (f = Tof))(x), 0<z<bh.
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Paneme tihele, et
0
(f = Tof)(&) = f(2) = 5:F(0) = f(2) = £(0) = f(2), O<a<b,
sest f(0) = 0® = 0. Jdrelikult

(D )(@) = (D2, f)(@) = (D T2 f) (@)

= (&) (s [ -0

_ (%) (ﬁ /Ox(a; - t)1/2t3dt> L 0<z<b

Teoreemist 3] jareldub, et

I4)r/2)
ra+ijz) 0svst

/ (z — t)71/2t3dt — Al
0

Kokkuvottes oleme saanud, et

o = (1) (g [ -0 ea)
- (z) (e )

d\ 6x7/? 2125/2 0 ,
= [ — — < < ).
(dx) r(9/2) (92 ~—'=
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3 Murrulise tuletisega Cauchy iilesande ligikaudne
lahendamine

Selles peatiikis kirjeldame Caputo murrulise tuletisega Cauchy iilesannet ning
kisitleme erinevaid meetodeid selle ligikaudseks lahendamiseks. Pohiliselt tug-
ineb peatiikk raamatule [1]].

3.1 Ulesande piistitus

Olgu o > 0 jam = [«]. Vaatleme Caputo murrulise tuletisega Cauchy iilesannet

{ Dg,y(x) = f(x,y(x)),

6
y(k)(O):yék), k=0,1,...,m—1, ©)

kus otsitavaks on funktsioon y = y(z),z € [0,b], f on ette antud pidev funktsioon
ja y(()k) e R, kE=0,1,...,m — 1. Kirjandusest (vt nditeks [1]] vdi [3]]) on teada, et
pideva funktsiooni f korral on algtingimustega iilesanne (6 samaviérne Volterra
integraalvorrandiga

[y

m—

k

(k) z
o) = 3 Beat + s [ @0 sl @)

= )

See tihendab, et pideva funktsiooni f korral iga Cauchy iilesande (6)) lahend on
Volterra integraalvorrandi (7)) lahend ja vastupidi.

Naiide S. Praktilistes iilesannetes on Caputo murrulise tuletise jirk enamasti iihest
viiksem s.t. kehtib 0 < « < 1. Sellisel juhul m = [a/] = 1 ning Cauchy iilesanne
(6) on kujul

Deopy(x) = f(z,y(x)), = €0,0],

_ ®)
y(0) = %o,

kus o € R ning f on ette antud pidev funktsioon. Ulesanne (8) on samaviirne

Volterra integraalvorrandiga

1 r o1
mm=m+ﬁaécww f(ty(®)dt, x e (0.5

Jargnevates punktides tuletame kolm numbrilist meetodit Cauchy iilesande (6)
ligikaudse lahendi leidmiseks. Selleks konstrueerime moned Adams-tiitipi difer-
entsskeemid Volterra integraalvorrandile (7)), vaadeldes 1ihemalt Adams-Bashforthi,
Adams-Bashforth-Moultoni ja Dengi modifikatsiooni. Diferentsmeetodi eesmirk on
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anda tépse lahendi y ligikaudsed virtused y;, ~ y(xy) etteantud sdlmpunktides xy.
Edaspidise arvutuskiigu lihtsustamiseks eeldame, et

k
ZL’k:Nb (k:O,l,...,N),

kui N on ette antud sdlmpunktide arv. Osaldikude pikkust tdhistame siimboliga h, st.
h=0b/N.

3.2 Adams-Moultoni tiiiipi meetod murruliste diferentsiaalvorrandite
jaoks

Késitleme esmalt Adams-Moultoni (AM) tiilipi meetodit Caputo murrulist tuletist

sisaldava Cauchy iilesande (6) numbriliseks lahendamiseks. Ulesande (6]) algtingimustest

saame, et yo = y(rg) = y(()o). Léhendite yy, ~ y(zx), k = 1,..., N, leidmise eeskirja

konstrueerime vorduse (vt (7))

m—1 (]) ) z)
o) = 32 Bead + s [ =0 o) ©

pohjal. Tahistame g(t) = f(¢,y(t)), t € [0,b]. Asendame integraali [*(z; —
t)*~1g(t)dt trapetsvalemil baseeruva lihendi abil:

/oxk (zp — 1) Tg(t)dt = /0% (ze — 1) gr(t)dt,

kus g on igal osaldigul [z}, ;1] kujul

i) = () + (1 — ) 20 9ID)
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Integraali aditiivsuse tottu saame kirjutada

Tg I
/0 (z — 1) gr(t)dt = Z / (s — DG (6)dt =
s ZTj+1 e
:Z% /xj (xk — t)a—l (g(xj) + (t _ xj)g( J+ )h g( ])) gt

—gw) [ a0+ (o) — gta) [ )

o) o

2

(wx — )7 (t — 1)
h

+9(T—2) /xkl(mk — 1)t + (9(wp-1) — glzi-2)) /xkl (& = t)"—h(t — xk_2)dt

Th—2 Tp_o

(g =)t — )

+g($k71> /xk (Qik - t)aildt + (g(xk) — g(xkl))/ A dt.

Tr—1 Tp_1

+g(z1) /m(%k —)* 7t + (g(ws) — g(a:l))/ dt + -+

T T

Kui me viimases summas votame kokku suuruseid g(zo), g(x1), . . . g(xy) sisaldavad
liidetavad, siis

/Omk(mk — )" gk(t) = g(wo) (/ml(ffk —1)*'dt — /zl (& = t)a;(t —~ zo)dt)

k—1 Tjq1 Tji1 (I' . t)a_l(t . .’,U)
; — )" dt — i 7 gt
e A
zj _ta—lt_ . Tk _ta_lt_ B
_%/ (e =) xynﬁ)>+g@w/" I S

Leiame suurustega g(zo), g(zx) ja g(z;),j = 1,2,... k—1, seotud integraalid eraldi.
Integraalide leidmisel paneme tihele, et x; = jh, kui j = 0,1,... k. Alustame
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suuruse ¢ (o) kordajast:

/xl(l“k — )t — /xl ( — t)a;(t —%0) 4

0 zo

= /h(kh —fyetdt /h (kh— )7t
0 0 h

(kh —t)~ h (kh — ) (at + kh) h
« |, altDh |,
_kaha - (k - 1)aha (k‘ — 1)O‘ho‘(a + k) Lot pe
— a Oé(Ck + 1) B Oé(Oé + 1)
o (et 1=K + (k= D*(a+k—a—1)
- ( ala+1) )

:% (k=) = k*(k —a—1)).

Suuruste g(x;),j = 1,2,...,k — 1, kordajad on vdimalik leida sarnasel viisil:

Fitt Tj+1 _ na—1l(p .

n /mj (), — t)o‘;(t —r)

(G+Dh N (kh — t)a (at + (—a — 1) jh + kh)
ih a(a+1)h
(kh —t)* (at + (—a— 1) (j — 1)h + kh)
a(a+1)h
i N/ (k_j)a(j_k—f—j—k)
B ( afa+1)
(k—j—1(=1—j+k) (k—j+1"(—j+1+k)
! ala+1) * a(a+1) >
—p (k—j)a(Qj—Zk)—i—(k_j_l)a+1+(k_j+l)a+1
- ala+1)

Jj—1
M (G+1h

«

jh
jh

(G=Dh

:$ ((k‘ —J— 1)a+1 +(k—j+ 1>a+1 _ 2(1{;_3,)&“).
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Viimasena leiame g () kordaja:

/xk (ZUk — t)a_l(t — l’k_l)dt

k—1 h
:/kh (kh —t)* Yt — (k — 1)h)dt
(k—1)h h
(kb =) (at + (—a = 1) (k — Dh+ kh) [*"
- ala+1)h (k- 1)h
of0k—a—ak—k+a+1+k\  hA®
=h ( ala+1) )_Oz(a—l—l)'
Jarelikult
yém@%—ty—ﬁawdp:g@@azngj«k_lyw1_k%k—wy—1»
— h* 1 . a+1 a1
+;g(5€j)m (k—j—1" 4+ (k—j+1)"" —2(k—j)**")
hOé
+‘g(xk)512;;fij'

Paneme tihele, et teoreemist Q jareldub

1 1 1

IMNao)a(a+1) Tla+1)(a+1l) T(a+2)

Kokkuvottes oleme nididanud, et

1 Tk a—1~ _pa .
m/o (g;'k — t) gk(t)dt =h Z@j,kg(xj)a

J=0

kus kordajad a;;, on defineeritud seosega

(k — 1) — (k —a — 1)k°, kui j = 0,
1 y (k—j+ D)o+ (k—j—1)tte

YT T2t a) —2(k =), kuil<j<k-1,
1, kui j = k.
(10)
Léhendi y;, leidmiseks saame Adams-Moultoni tiiiipi eeskirja
mol,G) k
ykzz%xithaZaj’kf(xj,yj), k=1,...,N, (11)
j=0 3=0
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kus kordajad a;j, on defineeritud seosega (I0). Tegemist on ilmutamata kujul
vorrandiga tundmatu y; suhtes, mille lahendi olemasolu ja iihesuse kohta kehtib
jdrgnev teoreem.

Teoreem 6. [/} Ik 58] Olgu Cauchy iilesandes ({6) funktsioon f pidev ja eeldame,
et f rahuldab Lipschitzi tingimust oma teise argumendi suhtes, s.t. leidub konstant

L>0 l’lii, et lgCl (x71y1)7 (35,3/2) korral f<x>yl) - f(xayQ)l S L ‘yl - y2| .
Olguh < (@) * siis vorrandil (|1
korral.

1) on tapselt iiks lahend yy. igak = 1,2,..., N

Nieme, et vorrandil leidub iihene lahend kiillaltki iildistel tingimustel.
Samas, kuna iildjuhul on tegemist mittelineaarse vorrandiga, siis ei ole tdpse lahendi
otsene leidmine tavaliselt vdimalik ja peame piirduma ligikaudsete vahenditega. Uks
ligikaudne lahendusviis on jirgnev nii-6elda prognoosi-korrektsiooni skeem.

(a) Leiame esmalt mingi ilmutatud meetodiga otsitava suuruse vy, alglihendi (predik-
tori), mida tihistame y; o abil.

(b) Rakendame eeskirja (L)), kus vdrrandi paremal pool on otsitav suurus y
asendatud prediktoriga y;, o. Téhistame saadud suuruse y;, ; abil. Asendades niiiid
vorrandi (TT)) paremal pool oleva otsitava y;, suurusega yy 1, saame jirjekordse
lahendi yy, o. Nii jatkates saame iteratiivse skeemi

m-1_j k-1
T j (e (03
Yk = Z ﬁyé]) +h Zaj,kf(xj,yj) + bk i f(Ths Yrp—1)s p=1,...,1,
=0 =0

suuruse y; = yi, (korrektori) leidmiseks, kus [ € N on iteratsioonide arv.

Praktikas tehakse tihti ainult iiks iteratiivne samm, s.t. [ = 1. Jirgnevates punktides
kirjeldame kahte prognoosi-korrektsiooni skeemi detailsemalt.

3.3 Adams-Bashforthi ja Adams-Bashforth-Moultoni tiiiipi mee-
todid murruliste diferentsiaalvorrandite jaoks

Konstrueerime ilmutatud Adams-Bashforthi (AB) meetodi Caputo murrulist tuletist
sisaldava Cauchy iilesande (6)) lahendamiseks. Erinevalt eelmisest punktist kasutame
seoses (9) integraali ligikaudseks leidmiseks ristkiilikmeetodil baseeruvat lihenemist.
Tahistame g(t) = f(¢,y(t)),t € [0,b], siis saame kirjutada

1 Tk ol N Lk*l N Tl o -
@/0 (zp — )" g(t)dt =~ F(@);(q( ])/mj (zp — t) dt).
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Kuna z; = jh,7 =0,1,...,k, siis

/xj“(x g (e =D\ [V (e — )" — (2 — 2500)°
Tj * o x; Q
:(k‘h — jh)a — (/{:h — (] + 1)h)a
(0%
T
0]
Jarelikult
T k-1
o | =t g0 b3 ()b
0 =0
kus

1 o o
bk = m((k—J) —(k—=1-7)%). (12)

Asendades saadud hinnangu seosesse (9), saame nn. Adams-Bashforthi tiitipi
eeskirja:

m—1 j k—1
Z j el
Y=Y Tlfy(()]) + 0" bk (x5,5),
§=0 §=0

kus k =1,2,..., N jab;, on antud seosega (12)). Tegemist on ilmutatud meetodiga,
mille veahinnangu kohta kehtib jargnev tulemus.

Teoreem 7. [1| Ik 60] Kui D¢,y € C*[0,0], siis Adams-Bashforthi meetodi jaoks
kehtib veahinnang

N gl <
jmax | ly(z;) —yl <ch,

kus c on suurusest N soltumatu konstant.

Kasutades Adams-Bashforthi ja Adams-Moultoni eeskirju prognoosi-korrektsiooni
skeemis, saame nii-nimetatud Adams-Bashforth-Moultoni algoritmi, mida tihistame
edaspidi lihendi ABM abil. ABM meetodis leiame ldhendi y, ~ y(x) (k =
1,..., N) jaoks esmalt Adams-Bashforthi abil prediktori yy o:

m—1 j k—1
Yo =Y T?Jéj) + B b (), y5)-
Jj=0 J: Jj=0
Korrektori mdaramiseks kasutame Adams-Moultoni meetodit, valides iteratsioonide
arvuks [ € N. Seega saame y;, = y, kus

m—1 4 k—1
Z j a a
Yk = Zj_l'cyéj) +h Za],kf(xjayj) +h ak,kf<xk7yk“u—1)7 w= ]-727"'7l'
j=0 j=0

ABM meetodi veahinnangu jaoks kehtib jdrgnev tulemus.
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Teoreem 8. [/} Ik 61] Kui D¢,y € C*(0,b], siis Adams-Bashforth-Moultoni meetodi
jaoks kehtib veahinnang

A q
jmax y(z;) -yl < e b,

kus ¢ = min {2, 1 + la} ja c on suurusest N séltumatu konstant.

3.4 Dengi modifikatsioon murrulise ABM meetodi jaoks

Viimasena vaatleme W. Dengi poolt [2] vilja pakutud modifikatsiooni eelmises punk-
tis késitletud murrulisele ABM meetodile. Sarnaselt murrulisele ABM meetodile on
ka Dengi modifikatsioon prognoosi-korrektsiooni tiilipi meetod — Dengi puhul on
kasutusel lihtsalt teine prediktor.

Tuletame Dengi modifikatsioonis kasutatava prediktori. Vaatleme Caputo mur-
rulist tuletist sisaldavat Cauchy iilesannet (6). Lihendi y;, leidmiseks konstrueerime
eeskirja, mis pohineb vordusel (9). Esitame vorduses (9) esineva integraali kahe
integraali summana:

]_ Tk a—1 o 1 Thet T — a—1
W/o (2 — ) f (£, y(2))dt _—F(a)/o (wp — ) f (£, y(2))dt
1 ok a—1
+m /xkl(xk - t) f(t, y(t))dt.

Integraali [;*~* (xy — ¢)*~* f(t,y(t))dt leidmiseks kasutame trapetsvalemil baseeru-
vat lihenemist (vt. 3.2) ning integraali [ * (zx — t)*'f(t,y(t))dt leidmiseks
kasutame ristkiilikvalemil baseeruvat lIdhenemist (vt. 3.3). Saame, et

k—2

ﬁ /Oxk(xk — t)* 7 f(t,y(t))dt ~ h° ;Oaj,kf(mj, yi) + heorf (Trots Yro1),

kus kordajad a; j, on defineeritud seosega (10) ning kordajad c;, avalduvad jérgmiselt

B P
i, T e

. . (ZL’l — l’o)a o 1

CT(a+ 1)k T(1+a)

zo
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ning k£ > 2 korral

h—® /xk . Trp_1 _1t — Tpo
o, = (2 — )Nt + / (zp — 1)1 —E2 gy
F(Oé) ( Tp—1 Tl—2 h

1 alk =1+ (—a—=1)(k=2)+k  (kh— (k—2)h)*"
Ma+1) (a+1)T(a+1) (a+1)T(a+ 1)hott
atl—-akt+at+ak+k—-2a—-2—k N (k — k + 2)otipott
B (a+1)T(a+1) (a4 1) T(a+ 1)hott
-1 2a+1 2a+1 -1
CT(a+2) +F(a+2) S T(2+a)
Seega
i~ kuik=1,
W {m w
r(2+;)v kui £ > 2.
Kordajate ¢;, K = 1, ..., N, leidmisel arvestasime, et x; = jh,kuij =1,..., N.

Lihendi y;, leidmiseks saame jirgmise valemi

m— k—2
=0

J=0

Paneme tihele, et tegemist on ilmutatud valemiga.
Dengi modifikatsioonis kasutatakse valemit (14)) prediktorina prognoosi-korrektsiooni
tiitipi meetodis, st Dengi modifikatsiooni algoritm on jirgmine:

) k-2
Yo = y—flfk+haza]kf (j,y;) + her f(Tr-1, Yr—1)
=0 7=0
-1 y '
Z_' +hazaj,kf(xj7yj) +hfaak,kf<xkayk,u—l) (:u: 1727"'71)
=0 =0

Yk = Yk,1-

Kui me vordleme Dengi modifikatsiooni algoritmi murrulise ABM meetodi algo-
ritmiga, siis me nideme, et iildiselt tuleb Dengi modifikatsiooni rakendamisel teha
vihem arvutusi. Erinevus tuleneb sellest, et ABM meetodis on vaja arvutada predik-
tori ja esimese korrektori summad eraldi, kuna korrektori eeskirjas esinev summa
erineb prediktori eeskirja omast. Dengi modifikatsiooni korral on prediktori ja
korrektori eeskirjades esinevad summad peaaegu samad: korrektoris tuleb predik-
tori summale juurde liita vaid ag_1 x f(zg—1, yx—1). Edasised korrektorid kasutavad
molemal juhul esimese korrektori summat, seega sealt arvutusi ei lisandu.

Dengi modifikatsiooni vea kohta on teada jargmine tulemus (vt. [1] voi [2]]).
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Teoreem 9. [|1} Ik 63] Kui D¢,y € C*(0,b], siis Dengi modifikatsiooni viga avaldub
jargmiselt:
max_[y(a;) =yl < e I,

=1,...,

kus g = min{2,1 + (I + 1)a} ja c on suurusest N soltumatu konstant.

Vorreldes murrulise ABM meetodi ja Dengi modifikatsiooni veahinnanguid,
nideme, et Dengi algoritm [ korrektori sammuga annab sama tépsuse, mis ABM
meetod [ + 1 korrektori sammuga.
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4 Numbrilised naited

Siin peatiikis vaatleme kolme erinevat Caputo murrulise tuletisega Cauchy tilesannet.
Lahendame need numbriliselt eelmises peatiikis tuletatud Adams-Bashforthi, ABM
ning Dengi prognoosi-korrektsiooni meetoditega.

Olgu iilesande tépne lahend y = y(z), z € [0, 1]. Vastava meetodiga saadud ldhisla-
hendid tihistame yx, k = 0, ..., N, nende leidmiseks kasutame 16igul [0, 1] moodus-
tatud tihtlaseid vorke kujul

xj=jh, j=0,1,...,N, h=—, (15)

kus
N=2" n=23,...,8

Iga iihtlase vorgu korral leiame vead

EnN ‘= Imax Tr) — Yk
e () = gl
ja arvutame veasuhted
EN/2
Sy = 2
EN

Saadud tulemused on esitatud tabelites 1-6. Iga tabeli viimane rida néitab vastava
meetodi ldhislahendite teoreetilist veahinnangute suhet. Kuna mdlema prognoosi-
korrektsiooni meetodi korral piirdume iihe iteratsiooniga, siis on teoreemides [7} [§]ja
O] esitatud hinnangute pdhjal alust arvata, et suhted Sy lihenevad AB, ABM ja Dengi
modifikatsiooni korral vastavalt suurustele 2, 2mn{2.1+0} j5 gmin{2,1420} [Jlesannete
numbrilisel lahendamisel on kasutatud autori poolt Pythoni keskkonnas kirjutatud
programme, mis on esitatud to0 lisas.

4.1 Naiteiilesanne 1

Esimese nditena vaatleme Caputo murrulise tuletisega Cauchy iilesannet

1 25/2
Dé’apy(x) = 12“1(9—/2) - y(x) + $37 YIS [O’ 1}7 (16)
y(0) =0.

Nieme, et tegemist on iilesandega kujul (), kus a = 1, m = [o] =1,y = y(0) =

0ja f(z,y(x)) = %1(“97—72? —y(z) + 2°. N'aiitepf)hjal on iilesande (16) tipne lahend
y(z) = x3. Leiame ldhislahendid v, =~ y(x), kus z; on defineeritud (T3) abil,
kasutades eelmises peatiikis kisitletud numbrilisi skeeme.
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1. Adams-Bashforthi meetod
Leiame y;, punktis 3.4 tuletatud eeskirja abil:

0 k—1 k—1
T
vk = orvo + A1) b f ) =12 Y bif (),

=0 =0
kus k£ =1,2,..., N jab;, on defineeritud valemiga (12)).

Tabel 1. Ulesande veahinnangud Adams-Bashforthi meetodiga
N EN SN
4 16.092-107"
8 [3.785-107! | 1.609
16 | 2.107-107 | 1.797
32 | 1.099-107t | 1.918
64 | 5.549-1072 | 1.980
128 | 2.765- 1072 | 2.007

256 | 1.372-1072 | 2.016

2

2. ABM prognoosi-korrektsiooni meetod
Lihislahendid 5, = y;1 leiame punktis 3.3 kirjeldatud eeskirja abil:

0 k—1
X
Y1 = O—I,Cyo + Y2 " agf (2, y5) + B Par s f (@ yeo)
! g
k—1
= /2 Z ajpf (x5, ;) + B 2ap s f (2r, yro)s
=0
kus
J}O k—1 k—1
Yo = O—'Tyo + Y i f (g, ys) = B2 bief (e, y5),
' =0 =0

k=1,2,...,N, aj; on defineeritud seosega (10) ning b, on defineeritud

seosega (12)).
Tabel 2. Ulesande veahinnangud ABM meetodiga

N EN SN
4 | 1.781-1071

8 | 81191072 | 2.193

16 | 3.282-1072 | 2.474
32 [ 1.248-1072% | 2.630
64 | 4.601-1073 | 2.712
128 | 1.669 - 1073 | 2.757
256 | 5.999 - 107* | 2.782
2.828
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3. Dengi prognoosi-korrektsiooni meetod
Lihislahendid y, = yi 1 leilame punktis 3.4 kirjeldatud eeskirja abil:

0 k-1
x
Yk = O—’f?/o +h'/? Z ajrf (@5, y;) + h1/2ak,kf(37k> Yi.0)
! =

k—1
= p!/? Z a;kf(@5,95) + W Pag o f (2r, Yio),

=0
kus
0 k—2
Yro = O—lfyo +R'2Y agf (g, y5) + WY 2o f (@, gea)
! g

k2
= pt/? Z ajnf(x5,y;) + W2 enf(zr_1, yp_1),
=0

k=1,2,...,N, ajj on defineeritud valemiga ning ¢, on defineeritud
valemiga ((13)).

Tabel 3. Ulesande veahinnangud Dengi meetodiga
N EN SN
4 11.355-1071
8 [ 4.774-1072 | 2.839
16 | 1.435-1072 | 3.326
32 [3.988-107% | 3.599
64 | 1.063-1072 | 3.751
128 | 2.769 - 107* | 3.839

256 | 7.113-107° | 3.893

4

Nieme, et niiteiilesande 1 korral on saadud arvutuslikud veasuhted kooskolas teo-
reetiliste tulemustega.

4.2 Naitetilesanne 2

Vaatleme Caputo murrulise tuletisega Cauchy iilesannet

a —a I'(54+a/2 —a
D¢, y(x) = %xs — 3%1‘4 2+ 9T (a+1)
3.a/2 _ 4)°0 _ 3/2
y(0) =0,
y/(O) -
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kus o = a; = 1 jaa = ay = 3. Mirgime, et tingimus y) = ¢/(0) = 0 on vajalik
ainult v = ay korral. Artikli [4] pohjal on Cauchy iilesande tapne lahend kujul

9
y(z) = 2® — 3z*+e/? ¢ ZE“, z €0, 1].
Leiame «; ja s korral vastavate iilesannete ldhislahendid y;, =~ y(xy), kus 25 on

defineeritud (15) abil, kasutades eelmises peatiikis kisitletud numbrilisi skeeme.

1. Adams-Bashforthi meetod
Olgua=qa; = %, siis leiame y;, punktis 3.3 tuletatud eeskirja abil:

0 k—1 k=1
xr
Yr = O_I!Cyo +hi? Z bjf (x5, y;) = h'/* Z ikt (%5, 5),

=0 §=0

kus kK =1,2,..., N jab; on defineeritud valemiga (12).
Olgua = ay = %, siis leiame y;, punktis 3.3 tuletatud eeskirja abil:

x() z k—1 k—1
Yo = Thoo+ S0+ Y by fagys) = Y by (),
j=0 Jj=0

kus kK =1,2,..., N jab; on defineeritud valemiga (12).

Tabel 4. Ulesande veahinnangud Adams-Bashforthi meetodiga
T 3

a =3 a=3
N EN SN EN SN
4 |4.189-1071 6.497 - 107!
8 |2104-10"' 1] 1.991 | 3.330-10"" | 1.951
16 | 9.900-1072 | 2.126 | 1.659- 10~ | 2.007
32 | 4.789-1072 | 2.067 | 8.319-10"2 | 1.994
64 |2.334-1072 | 2.052 | 4.151 - 1072 | 2.004
128 | 1.147-1072 | 2.035 | 2.073-1072 | 2.003
256 | 5.663 - 1073 | 2.025 | 1.036 - 1072 | 2.001

2 2

2. ABM prognoosi-korrektsiooni meetod
Olgua = = %, siis lahislahendi y, = y ; leiame punktis 3.3 kirjeldatud
eeskirja abil:
20 k—1
Y1 = O—TZ/O + 02 agf (5, y5) + B ag ke f (2k, Yeo)
! s
k—1

=12 " ajif (@5,y5) + WPk f (@ yko),

Jj=0
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kus

0 k—1 k—1
x
Yro = O—Tyo + RPN by y) = B2 b (),
j=0 Jj=0

k =1,2,...,N, a;; on defineeritud valemiga (10) ja b, on defineeritud
valemiga (12)).

Olgua =ay = %, siis ldhislahendi y;, = y 1 leiame punktis 3.3 kirjeldatud
eeskirja abil:

40 - k-1
Y1 = O—If’yo + ¥+ WY " agf (25,55) + WP an g f (2r, yeo)
! ! g
k-1
= h3? Z ajif (x5, 95) + WP o f (@, yro),

j=0

kus
20 - k—1 k—1
Yro = O—Tyo + Fy() + 12N b (g ) = B b (),
j=0 Jj=0

k =1,2,...,N, ajj on defineeritud valemiga (I0) ja b, on defineeritud
valemiga (12)).
Tabel 5. Ulesande veahinnangud ABM meetodiga
=3 =3
N EN SN EN SN
4 | 4.267-107" 8.473-1072
8 | 1.308-107" | 3.262 | 1.979-1072 | 4.283
16 | 3.655-1072 | 3.579 | 4.698 - 1073 | 4.212
32 [ 1.086-1072 | 3.364 | 1.127- 1073 | 4.167
64 | 3.396-1072 | 3.199 | 2.732-107* | 4.126
128 | 1.105- 1073 | 3.074 | 6.678 - 1075 | 4.091
256 | 3.689-107* | 2.994 | 1.642 - 1075 | 4.068
2.828 4

N | O

. Dengi prognoosi-korrektsiooni meetod
Olgua =ap = %, siis ldhislahendi y;, = y, 1 leiame punktis 3.4 kirjeldatud
eeskirja abil:
_ )y 1/2 — 1/2
Yea = 5%+ h 2; ajrf(,y;) + 7 ar g f(Tk, Yro)
k—1 ’
= h'/? Z ajif(5,;) + B f (T, yeo),

Jj=0
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kus

k—2

Yk,0 = h'/? Z ajnf(25,y5) + W' f (2r-1, Yn-1),
=0

k = 1,2,...,N, a;j on defineeritud valemiga (I0) ja c¢; on defineeritud

valemiga (13)).
Olgua =ay = %, siis ldhislahendi vy, = y 1 leiame punktis 3.3 kirjeldatud
eeskirja abil:

k—1
y(') + h3/2 Z aj7kf(xj, yj) + h3/2ak,kf<xk7 yk,O)

J=0

Tk

y
Ykl = ayo + 1

k—1

=132 " aif (@, y;) + W Pap i f (@, Yo).

=0
kus

k—2

ko = K2 " ainf (25, 45) + WP f (@ro1, yor),
=0

k = 1,2,...,N, aj; on defineeritud valemiga (10) ja ¢; on defineeritud
valemiga (13)).

Tabel 6. Ulesande veahinnangud Dengi meetodiga
o= & — 3

N EN : SN EN SN
4 |4.041-107" 7.182-107*
8 19.975-1072 | 4.051 | 1.645-1072 | 4.365
16 | 2.081-1072 | 4.793 | 4.042- 1073 | 4.069
32 | 4.672-1073 | 4.454 | 1.008 - 1073 | 4.011
64 | 1.093-1073 | 4.276 | 2.519-107* | 4.001
128 | 2.615-107* | 4.177 | 6.298 - 1075 | 4.000
256 | 6.350 - 107° | 4.119 | 1.574 - 107° | 4.000

4 4

ooy

Nieme, et niiteiilesande 2 korral on saadud arvutuslikud veasuhted kooskolas teo-
reetiliste tulemustega.

30



Kirjandus

[1] D. Baleanu, K. Diethelm, E. Scalas, J. J Trujillo. Fractional calculus : models
and numerical methods. New Jersey: World Scientific, 2016.

[2] W. Deng. Numerical algorithm for the time fractional Fokker-Planck equation.
Journal of Computational Physics 227, 510-1522 (2007).

[3] K. Diethelm. The Analysis of Fractional Differential Equations: An Application-
Oriented Exposition Using Differential Operators of Caputo Type. Berlin Hei-
delberg: Springer-Verlag, 2010.

[4] K. Diethelm, N. J. Ford, A. D. Freed. A Predictor-Corrector Approach for the
Numerical Solution of Fractional Differential Equations. Nonlinear Dynamics
29, 3-22 (2002).

[5S] G. Kangro. Matemaatiline analiiiis 1. Tallinn: Valgus, 1982.
[6] G. Kangro. Matemaatiline analiiiis 11. Tallinn: Valgus, 1968.

31



Lisa
Lisas on toodud peatiiki 4 nédidete lahendamiseks kasutatud Pythoni programmid.

1. Programm leiab Caputo murrulise tuletisega Cauchy iilesande lahendi Adams-
Bashforthi meetodil.

breakatwhitespace
import numpy as np
from scipy.special import gamma
import decimal

viga = np.zeros (7)
for g in range(2,9): # kordab koodi N = 4, 8, ..., 256
# jaoks
# Parameetrid
b =1 4# 16igu [0,b] md&ramine
N = 2xxg # solmede arv
alpha = 3/2 # Caputo tuletise jark
h = b/N # sammu pikkus
m np.ceil (alpha) # vdikseim naturaalarv, mis on
# alphast suurem
# Cauchy Ulesandes antud tuletised

ytul0 = np.zeros (int (m))
ytul0[0] = 0
ytulO[1l] = 0

# SOlmedele vddrtuste andmine
X = np.zeros (N+1)
for i in range (0,N+1):
x[1] = h*i
# Lidhendite maatriks
y = np.zeros (N+1)
y[0] = ytulO[O0]

# Tépse funktsiooni y(x) definitsioon
def ytap(x):
return x*x8-3xxx* (4+alpha/2)+9/4xx++xalpha

# Cauchy llesandes antud funktsioon f (x,vVy)
def f(x,y):
return (40320/ (gamma (9-alpha) ) *x** (8—alpha) -
3xgamma (5+alpha/2) /gamma (5-alpha/2)
x+* (4—alpha/2)+9/4+xgamma (alpha+1) +
(3/2xx*xx (alpha/2) —x**4)**x3 — y*xx(3/2))
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# Seoses (12) leitud kordaja b_ (j, k)
def b(j,k):
return (1/(gamma (l+alpha)) * ((k-=j) **alpha-
(k=1-73) x*xalpha))

# Meetodi abil ldhislahendite leidmine
for k in range (1,N+1):
suml = 0 # Adams-Bashforthi meetodi summa
# esimene liige
sum2 = 0 # Adams-Bashforthi meetodi summa
# teine liige ilma kordajata hxx (alpha)
for i in range (0, int(m)) :
suml = (suml + ((x[k]**1)/np.math.factorial (i))
*ytulO[i]) # esimese liikme arvutamine
for j in range (0, k):
# teise liikme arvutamine
sum2 = sum2 + b (j,k)*x£(x[Jj],yI[]])
y[k] = suml + (hxxalpha)*sum2 # AB meetodil saadud
# ldhislahend y_k

# Meetodi tehtud vea arvutamine
def suurimviga(x,Vy) :
# votame esialgselt veaks esimeses sOlmes
# tehtud vea
viga = np.abs(ytdp(x[0])-y[0])
# leiame igas punktis tehtud vea,
# maksimaalseks valime neist suurima
for i in range (1,N+1):
vigal = np.abs(ytdp(x[1i])-y[i])
if viga <= vigal:
viga = vigal
else:
None
return viga

# Informatsiooni vdljastamine
vigal[g—-2] = suurimviga (x,y)
print ("N =", N)
print ("Suurim tehtud viga:", round(vigal[g-2]1,10))
if g !I= 2:
print ("Vigade suhe:",
round(vigal[g-3]/vigal[g-2]1,3))
else:
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None

2. Programm leiab Caputo murrulise tuletisega Cauchy iilesande lahendi ABM
meetodil.

breakatwhitespace
import numpy as np
from scipy.special import gamma

viga = np.zeros (7)
for g in range(2,9): # kordab koodi N = 4, 8, ..., 256
# Jaoks
# Parameetrid
b =1 4# 16igu [0,b] mddramine
N = 2xxg # sOlmede arv
alpha = 3/2 # Caputo tuletise Jjark
h = b/N # sammu pikkus
m = np.ceil (alpha) # vdikseim naturaalarv, mis on
# alphast suurem
# Cauchy llesandes antud tuletised

ytul0 = np.zeros (int (m))
ytulO[0] = 0
ytulO[1l] = 0
# Solmedele viaddrtuste andmine
X = np.zeros (N+1)
for i in range (0,N+1):

x[1] = h*i

# Prediktorite maatriks
y0 = np.zeros (N+1)

y0[0] = ytul0[0]

# Ldhislahendite maatriks
yl = np.zeros (N+1)

y1[0] = y0[0]

# Tdpse funktsiooni y(x) definitsioon
def ytap(x):
return x**8-3xx*+* (4+alpha/2)+9/4+«xx+xalpha

# Cauchy ilesandes antud funktsioon f (x,y)
def f(x,y):
return (40320/ (gamma (9-alpha) ) *x** (8—alpha) -
3xgamma (5+alpha/2) /gamma (5-alpha/2) %
x** (4—alpha/2)+9/4+gamma (alpha+1) +
(3/2xxxx (alpha/2) —x**4)*%x3 — y*xx(3/2))
# Kordaja a_(J,k) seosest (10)
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def a(j,k):
if 3 == 0:
return (1/gamma (2+alpha)* ((k-1)*=* (1l+alpha)-
(k—alpha-1) xk**xalpha))
elif j >= 1 and (k-1) >= 7j:
return (1/gamma (2+alpha) * ((k=j+1)*x (1+alpha)+
(k=j-1) % (1+alpha) 2% (k—=7) ** (1+alpha)))
elif 3 == k:
return 1/gamma (2+alpha)

# Kordaja b_(J,k) seosest (12)
def b(3,k):
return (1/(gamma (l1+alpha)) * ((k—7j)**alpha-
(k=1-73) x*xalpha))

# Meetodi abil l&hislahendite leidmine
for k in range(1l,N+1):

suml = 0 # Adams-Bashforthi meetodi summa

# esimene liige
sum2 = 0 # Adams-Bashforthi meetodi summa

# teine liige ilma kordajata hxx (alpha)
sum3 = 0 # ABM meetodi summa teine liige

#

ilma kordajata hxx (alpha)
for i in range (0, int(m)) :
suml = (suml + ((x[k]**1)/np.math.factorial (i))
*ytulO[i]) # AB esimese liikme arvutamine
for j in range (0, k):
# AB teise liikme arvutamine
sum2 = sum2 + b (j,k)*f(x[Jj],y1[]])
y0[k] = suml + hxxalphaxsum2 # prediktori leidmine
for j in range (k) :
# ABM teise liikme arvutamine
sum3 = sum3 + a(j,k)*£(x[Jj]1,y1[]])
# ABM meetodil saadud lahislahend y_k
y1[k] = (suml + hxxalphax*sum3 +
h*xalphax*a(k,k)*~f(x[k],y0[k]))

# Meetodi tehtud vea arvutamine
def suurimviga (x,Vy):
# votame esialgselt veaks esimeses sdlmes
# tehtud vea
viga = np.abs (ytdp(x[0])-y[0])
# leiame igas punktis tehtud vea,
# maksimaalseks valime neist suurima
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for i in range (1,N+1):
vigal = np.abs(ytap(x[i])-yI[i])
if viga <= vigal:
viga = vigal
else:
None
return viga

# Informatsiooni vadljastamine
viga[g—-2] = suurimviga (x,yl)
print ("N =", N)
print ("Suurim tehtud viga:", round(viga[g-2]1,10))
if g != 2:

print ("Vigade suhe:",

round (viga[g-3]/vigalg-2], 3))

else:

None

3. Programm leiab Caputo murrulise tuletisega Cauchy iilesande lahendi Dengi
modifikatsiooniga.

breakatwhitespace
import numpy as np
from scipy.special import gamma
import matplotlib.pyplot as plt

viga = np.zeros (7)
for g in range(2,9): # kordab koodi N =4, 8, ..., 256
# jaoks
# Parameetrid
b =1 4# 16igu [0,b] md&&ramine
N = 2%xg # sOlmede arv
alpha = 3/2 # Caputo tuletise Jjark
h = b/N # sammu pikkus
m

np.ceil (alpha) # vdikseim naturaalarv, mis on
# alphast suurem

# Cauchy llesandes antud tuletised

ytul0 = np.zeros (int (m))

ytulO0[O0] 0

ytulO[1] 0

# SOlmedele vddrtuste andmine

X = np.zeros (N+1)

for i in range (0,N+1):

x[1] = h«*i
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# Prediktorite maatriks
y0 = np.zeros (N+1)

y0[0] = ytulO[O0]

# Ldhislahendite maatriks
yl = np.zeros (N+1)

y1[0] = y0[0]

# Tdpse funktsiooni y(x) definitsioon
def ytap(x):
return x**8-3%xxXxx (4+alpha/2)+9/4*x**alpha

# Cauchy illesandes antud funktsioon f (x,y)
def f(x,y):
return (40320/ (gamma (9-alpha) ) *x** (8—alpha) -
3+xgamma (5+alpha/2) /gamma (5-alpha/2) %
x** (4—alpha/2)+9/4+gamma (alpha+1) +
(3/2xxx* (alpha/2) —-xx*4)**x3 — y*x(3/2))

# Kordaja a_(j,k) seosest (10)
def a(3j,k):
if j ==
return (1/gamma (2+alpha)* ((k-=1)** (1+alpha)-
(k—alpha-1) xkxxalpha))
elif § >= 1 and (k-1) >= 7J:
return (1/gamma (2+alpha)* ((k—=j+1)** (1l+alpha)+
(k=j-1) x% (l+talpha) —-2* (k—3) ** (1l+alpha)))
elif j ==
return 1/gamma (2+alpha)

# Kordaja b_(j,k) seosest (12)
def b(j, k):
return (1/ (gamma (1+alpha))* ((k—7) **alpha-
(k=1-3) »*xalpha))

# Kordaja c_k seosest (13)
def c (k) :
if k ==
return 1/gamma (l+alpha)
else:
return (2%« (alpha+l)-1)/gamma (2+alpha)

# Meetodi abil l&hislahendite leidmine

for k in range(l,N+1):
suml = 0 # ldhendi summa esimene liige
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sum2 = 0 # l&dhendi summa teine liige
# ilma kordajata hxx (alpha)
for i in range (int (m)) :
suml = (suml + ((x[k]**1)/np.math.factorial (i))
*ytulO[i])
for j in range(k-1):
sum2 = sum2 + a(j,k)*f£(x[Jj]1,y1[]])
# prediktori leidmine
yO0[k] = (suml + hxxalpha*sum2 + hxxalphax
c(k)~f(x[k-11,y1[k=-11))
# Dengi modifikatsiooniga
# ldhislahendi leidmine
yl[k] = (suml + hxxalphaxsum2 + hxxalphax
a(k-1,k)»f(x[k-1],y1l[k-1]) +
hxxalphaxa(k, k) «£f(x[k],y0[k]))

# Meetodi tehtud vea arvutamine
def suurimviga(x,Vy) :
# votame esialgselt veaks esimeses sdlmes
# tehtud vea
viga = np.abs(ytap(x[0])-y[0])
# leiame igas punktis tehtud vea,
# maksimaalseks valime neist suurima
for i in range (1,N+1):
vigal = np.abs(ytap(x[i])-yI[i])
if viga <= vigal:
viga = vigal
else:
None
return viga

# Informatsiooni vdljastamine
vigalg-2] = suurimviga (x,y1l)
print ("N =", N)
print ("Suurim tehtud viga:", round(vigal[g-2],10))
if g !'= 2:

print ("Vigade suhe:",

round (viga[g—-3]/vigal[g-2], 3))

else:

None
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