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Koordinaatidest.

1. Analiitilise geomeetria moiste. Ana-
liiiitiline geomeetria opetab, kuidas kdsi-
tella geomeetrilisi kujundeid algebra abil.
Sealjuures kasutatak:: noordinaatide meetodit.

Koordinaatide meetodi vottis geomeetrias esimesenaml

{
tarvitusele prantsuse matemaatik-filosoof Descartesd

(Iugeda dekart) ehk Cartesius (1596—1650). Selle-

pdrast loetakse teda analiiiitilise geomeetria pohjendajaks.

2. Kahe tdpi kaugus iiksteisest sirg-
joonel. Loomulik on tdhistada sirgjoone (joon. 1)
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Joon. 1.

tdppe nende arvuidega, mis nditavad, kui kaugel vaadel-
davad tdpid on moénest sama sirge kindlaks mé&dratud,
vdlja valitud tdpist. Tdppi, millest kaugused moode-
takse, nim. alguseks chk nulitapiks. Tema margiks
on tdht O (ladina keeles: origo — algus). Kui lugeda
kaugused algusest paremale poole positiivseiks
ja pahemale poole negatiivseiks ning tarvitada
ikka sama mootiiksust, siis omame laused:
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1. Igale tdpile vastab ainult iiks arv,
nimelt see arv, mille saame, kui tdpi kau-
guse algusest dra moodame.

2. Igale arvule vastab ainult iiks tdpp,
nimelt see tdpp, milleni j6uame, kui algu-
sest ldheme nii kaugele, kui mitu iiht voi
iithe osa on arvus.

Arve, mis tdhendavad tdppide kaugusi algusest,
nim. abstsissideks ja margitakse dra tdhega x.
Igal tdpil on oma abstsiss. On tdppidel A ja B abs-
tsissid x;=-+3 ning Xx,=—2, siis Kkirjutatakse:
A (+3), B (—2).

Lause. Et saada kahe punkti kaugust
iiksteisest ehk loigu pikkust médrgiga,
lahutatakse 16igu 16pu abstsissist tema
alguse abstsiss: ;

AB=x,—x,=—2—(+43)=—5,
BA=x;—X=+4+3—(—'2)=-+05.

Madrkus 1. Selles raamatus tuleb arvu all moista
alati reaalarvu.

Madrkus 2. Abstsiss x on algebraline arv, temas
sisaldub absoluutne véadrtus ja méark. Sarnases mottes
tarvitatakse ka teisi tdhti anal. geomeefrias. @ Mark
saab ilmseks, kui suurus antakse numbritega. Abso-
luutse vadrtuse tdhiseks on kaks piistioont: | |.

3. Koordinaatide teljed koosnevad kahest
lopmata pikast ristjoonest XX, — abstsiss~ chk
X-telg ja YY, — ordinaat- chk Y-telg, mis I6iku-
vad koordinaatide alguses O ja jagavad tasa-
pinna neljaks nurgaks ehk veerandiks (joon.2): esimene
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veerand XOY, teine YOX, jne. Abstsisstelje 16ikude mar-
kide kohta on maksev nr.2 antud reegel, kuna ordi-
naattelje loigud algusest iilespoole on posi-
tiivsed, vastas‘sihis’ voetult aga negatiivsed.

4. Tasapinna tapi madramine. Tasapinna
tépp, nditeks A (joon. 2), on tdiesti mddratud, kui on
teada tema kaugused felgedest, s. o. koordinaadid:
abstsiss AL c¢hk OF ja ordinaat AF chk OL;
nende suuruste tdhisteks. on vastavalt kaks arvu x jay.

Vaadeldakse tdppi P tema y
koordinaatide kaudu, siis kir- B A
jutatakse: P(x, y). Joon. 2 ' L

-

firgi on: A(F3: 4D Xl U H X

4
v

B (84,42} obcd= 85 =2), O+
D (+3: —2), 0(0; 0), ¢ E D
N (—3; 0) jne. ¥
Nii ndeme, et tasapinna .
Joon. 2.

igale tdpile vastab
kaks arvu — koordinaadid. Umberp&érdult: igale
kahele arvule voime leida tasapinnal vas-
tava tdpi. Arvudele —3 ja +2 vastab nditeks
tdpp B, mille leiame, kui X-feljel votame algusest
d modotiiksust pahemale poole ja Y-teljel 2 mootiiksust
iiles ja saadud tdppidesse N ja L tombame telgedele
perpendikulaarid NB ja LB; nende lGiketdpi B koordi-
naadid on —3 ja +2.

5. Jooned tasapinnal. DPecale tdppide voi-
vad tasapinnal esineda jooned. Ka neid on véimalik
vaadelda iiksikute tdppide koordinaatide kaudu, sest
jooned on tdppide kogud. Sagedamalt avaldatakse aga
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jooned analiiiitilises geomeetrias vorrandifega ja
ofsustatakse nende omaduste jargi joonte omaduste
iile. ‘Kuidas see véimalik on, selgub allpool.

Kui analiiiitilises geomeetrias rddgitakse antud
punktist, siis moeldakse sellega, et tema koordinaadid
on anfud. Leida moni pikkus véi muu suu-
rus tdhendab avaldada see pikkus voi
suurus antud koordinaatide kaudu.

6. Ulesanne 1. Leida punkti
P(x;,, v/) kaugus algusest
(joon. 3).

Antud punkti P koordinaadid
on piistkolmnurga (tdisnurkse kolm-
nurga) AOP kaatetid, kuna oftsitav
kaugus OP = d on hiipotenuus, jdre-

Joon. 3. likult OP2 =0A? -+ PA? ehk

P=x24y? ja d==+)x2+y
Kaugusel antud juhul on peamiselt tdhtis tema abso-
luutne vdartus, seepdrast radikaali ees sihimdrke alati
arvesse @i voeta.

Ndide. Punkti (—3; —+4) kaugus algusest :
d=1/(—3)*+4- (+4)* =5. Teha joonis!

Mdrkus. Néiteile ja iilesandeile, kus
aga iganes voimalik, tuleb teha joonised
ja vorrelda graafilisi lahendusi algebra-
listega.

7. Ulesanne 2. Leida kahe punkti kau-
gus iiksteisest tasapinnal

Ehitame ‘antud punktide P; (X, vy) ja Py (X5, ¥s)
koordinaadid (joon.4) ja tombame P;N' OX. Piistkolmnur-



=

gast P;ND, avaldame ofsitava y : P,
kauguse P,P, = d Pythagorase X
teoreemi pohjal: P,P,? = P;N2+ : P,

+P,N2. Et aga P,.N=AB= N
= 0B —0A =x,—X; ja P,N= 0 X

= P,B—NB = P,B— P,A = —
=yo— Yy, 8iis d2=(x; — X;)* 4~
+ (ya— Vi) ja
d=) (Xo—X)* 4 (Y2 — V)™
Aluse mdrgi vahetamisel ei muutu feise astme
mark ega suurus, nii et ka

d= 1/ G =" 09"
Ndide. Punkfide F, (+3; —4) ja F, (—5; +2)
kaugus: d=1/ (+3 +5)2 + (—4 —2)% = 10.

A B

Joon. 4.

8. Ulesanne 3. Leida sirgloigu kesk-
koht.”"

Olgu antud (joon. d) sirgloigu otsatdpid P, (xl,’ Y1)

ja Py (xy, y5). Ofsitav on kesk-
y P Pz koht P (x,y). Tombame tdppidest
P;, P, ja P ristjooned X-feljele.
P, Et tingimuse jargi P;P = PP,, siis
0 ka ML =LN. Joonisest on naha,
L L [ X ¢ OL=OM+LM, OL=ON—LN
ehk’ x=x, 4+ LM, x=x,—LN.
Joon: B Liidame kaks viimast vordust,

saame: 2x=Xx{+ X, ja

i X1+X2.

2



Trapetsi MP,P,N keskjoon PL =
yi+ ve y
2

PMAPN
2

y ==

Ndide. Sirgloigul, mis iihendab tdpid F; (—4;

—11) ja Fy (+10; —54), on keskkoha koordinaadid:
M :',,‘L'J'g(im), By e “'1,‘,,‘,*‘2,(_—5‘,/2,,), S 10

9. [(llesandeid. 1. Kui kaugel on tdpid A (—5)
ja B (—12) iiksteisest ?

2. Mitmendas nurgas asetseb punkt (—3; —6)?

3. Missugusel teljel on tdapp (+8; 0)?

4. Leida tédpi (+12; —5) kaugus koordinaatide
algusest.

5. Kui kaugel on tdpid (— +2) ja (+8; —3)
iiksteisest ?

6. Sirgloigu otsatdpid on (—9; —5) ja (+6;
-+7). Leida keskkoht.

t

I 7. Kui kaugel on tdpp (—1; +3) tdppide (—3;
+4) ja (4 2; +2) iihendusloigu keskkohast"

8. Kolmnurga tippudeks on tdpid A (+42; -3),
B (+4; —5) ja C (—3; —6). Leida kiilgede pikkused.

9. Kolmnurga tipud on (+6; +3), (+4; —5) ja
(+2; +3). Kui kaugel on tipp (+46; +3) vastaskiilje
keskkohast ?

10. Leida kolmnurga Kkiiljepoolitajate pikkused,
kui tippudeks on tdpid (0; 0), (4+2; —4) ja (+4; +2).

11. Kolmnurga kiilgede keskkohtade (+2; 0),
(+3; —1) ja (+1; +2) jargi leida tipud.



Kolmnurga pindala.

10. Ulesanne 1. Leida kolmnurga pind-
ala, kui iiks tipp asetseb alguses ja teised
kaks on ka teada.

Vaatleme kolmnurka OP;P, (joon. 6), kus antud
tipud P; (x4, y1) ja Py (X5, ¥5). Tombame P,N ja P;M
risti X-teljele. Tdhendagu Q otsitavat pindala, s. o.
A\ OP;P, = Q= /\ ONDP,, + trapets NMP,;P, — /\ OMP,
S Q=ON .2P2N G & l;zN) .MN__OM.PM

ses vorduses MN = OM — ON =
=X; — X, aga teised sirgloigud on
tdppide P, ja P, koordinaadid, siis

__ Xgy. (Yitys) Ki—X%)  xqy
Rz 2oy oaig

. Et viima-

2

ehlk O == T8 Tl ; YiXe

See valem annab kolm-
nurga pindala positiivse voi Joon. 6.
negatiivse selle jdrele, kas
jadb kolmnurk pahemale v6i paremale poole,
kui tipust P, lilkuda méoda serva P;P, tippu P,. Kui
vahetuvad tdpid P, ja P,, siis vahetub ka kolmnurga
pindala madrk, kuid ei muutu tema absoluufne vdartus.

Ndide. Kolmnurga iiks tipp asetseb alguspunktis,
kaks teist on A (42%; —5) ja B (—10; —14). Leida

pindala.
(RS L ) SRR T ViR
0= | FACIN—EHCI0) _ o,

11. Ulesanne 2. Kolmnurga tippude
jdrgi leida tema pindala (iildjuht).



10

Olgu antud tépid P, (X‘b Vi) Py _(_X-_n ys) ja Py
y (X3, y3) (joon.7). Uhendame nad
P iiksteisega ja algusega. Ofsi-

P tav  pindala - /\ PiPyPy = Q =
S, | =AOPPst AOPP~—

s (Bt — /\ OP,Py; nr. 10 leitud valemi
' . - .se
O#Z” X Jdrele saame:
3 Q o X¥a  ViXe % Xo¥3 — YoX3:
2 2
Joon. T — X3¥1— V3X1

2
ehk Q =4 [X; (Ya—ys) + X (Vs — Y1) + Xa (yi —Yo)l.
-Viimase valemi meelespidamiseks tuleb tdhele
panna, et numbrid tdhtede juu- 1
res ja ringjoonel jargnevad
iihteviisi (joon. 8). Pindala médrgi o
kohta on maksev nr. 10 antud seadus.
Nédide. Kolmnurga tipud - on 3
Ty (+2; +7), To (=53 28) Ja'Ts " j00°g
(42; —3). Leida pindala.
Q0=|3[2(—3+3) —5(—3—7) + 2 (+7+3)] |-—55
12. Ulesandeid. 12 Leida kolmnurga pind-
ala, kui tipud on: (+2; 4+1), (+3; —2) ja (—4; —1).
13. Leida kolmnurga pindala, kui tipud on (0; 0),
(+3; +8), (+7; —10). ) |
14. Leida viisnurga pindala, Kkui  tipud on
(=12, —8), (8,42}, (+ 4, +9), (+9 —4) ja(+3; ——10)

FunktsioonideSt.

- 13. Konstandid ja muutujad. Suurust,
mille vé&drtus on mones iilesandes alati iihesugune,
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nim. jaddvaks suuruseks chk konstandiks.
Suurust, millel v6ib mitu isesugust vdédrtust olla, nim.
muutuvaks suuruseks chk muutujaks. Antud
ringis nditeks on diameeter ja ringjoone pikkus jddvad
suurused, kuna koolu pikkus, sektori ja segmendi pind-
alad on muutujad. Koigil ringidel on ringjoone ja
diameetri suhe jddv = m.

Konstante mdrgitakse harilikult tdhestiku esimeste
tahtedega: a, b, c jne., muutujaid viimastega: x, vy, -
7 ne;

Kui punkti voime vaadelda liikuvana, 'siis nim.
teda jooksvaks ja tema koordinaate jooksvaiks.

14. Argument ja funktsioon. Muutuvad
kaks. suurust nii, et iihe igale vddrtusele vastab teise
kindel vddrfus voi miftu kindlat vadartust, siis need suu-
rused on funktsionaalselt seotud. Suurust,
mille vddrtusi — harilikult teatavates piirides — mee-
levaldselt valitakse, nim. argumendiks chk rip-
pumatuks muutujaks. Suurust, mille védartused
olenevad argumendi vddrtusist, nim. funktsiooniks
ehk rippuvaks muutujaks.

Suuruste funktsionaalset olenevust on paljudel
juhtudel voimalik avaldada vorrandiga. Sealjuu-
res valitakse argumendiks enamasti x ja funktsioo-
niks y.  Vorrandiga y = 2* nditeks avaldub astme (y)
olenevus asfendajast (x) antud alusel (2). Saab argu-
ment selles vorrandis vdadrtused: +1; 2 jne., siis f.
vddrtused on: +2; +4 jne. Vorrandiga avalduvad f.
omadused algebraliselt. Igas vorrandis voime vaa-
delda iiht tundmatut teise funktsioonina.



12

15. Funktsiooni graafiline kuju. Ké&-
vera vorrand. Funkisiooni graafiliseks kujuks on
joon — sirge voi kover. Seda joont, nagu pdrast
ndeme, on voimalik ehitada funktsiooni omaduste jargi.
Umberpoérdud iilesanne on ka voimalik: graafilise -
kuju jdargi koostada vorrand. -

Kuid ei ole tarvis f. omadusi sugugi teada, graa- '
filise kuju voib siiski leida, ehitades tema iiksikute
tdappide kaudu. Votame ndite.

Anname argumendile x vorrandis
xy =10 ehk y:vlr0

X
vddrtusi, arvutame vastavad funktsiooni vadrfused ja
koostame tabeli:
x=—10; —9; ... +40,00; +0,1; +1; +2;...
y=—1; —14; ...41000; +100; +10; +5;...

Vaatleme saadud arvude paare koordinaatidena,
y leiame neile vas-

tavad tdpid, mille
ilhendame joonega

- (joon. 9). See joon
ongi otsitav graa-
filine kuju, Kui
juhtub, et kahe ta-
pi vahel ei ole kiil-
laltselge, kuhujoon
tommata, siis ehi-
tatakse sinna va-
hemikku tdppe, ku-
ni joone kdik saab
ndhtavaks. Saa-
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dud kovera tdppidel ja antud vorrandi juurtel on side:
kovera tdppide koordinaadid rahuldavad vorrandit.
Vorrandit, mida rahuldavad kovera
tdippide koordinaadid, nim. kovera vor-
randiks. ;

Vorrandite graafilisel lahendamisel leitakse vas-
tavate joonte loiketdppide koordinaadid, mis ongi
juured.

[ldsuse mottes nim. anal. geomeetrias tihti sirget
ka koveraks.

Sirgjoonte vorrandid.

16. Telgedega rodbikud sirged. Votame
sirge S, mis roobik Y-teljega (joon. 10). Koigil tema
tappidel on vordsed abstsissid,
kuna ordinaat igal tépil on ise- ¥ S
suurune. Tdhendab, abstsiss on (ol
siin jddv suurus, ordinaat aga
muutuja. Kui Kirjutame, et abs- ¢ )
tsiss x on jdav:

. X::a,
siis avaldame sirge S jddva
omaduse, mis koigi tema Joon. 10.
tdppide kohta maksev, seepdrast
‘on see vorrand sirge S vorrand.

Samuti voib otfsustada, et vorrand

y =D,
kus b jddv suurus, vastab sirgele, mis asetseb b kaugu-
sel X-teljest ja on temaga paralleelne.

Y-telje tdppidel on abstsissid nullid, X-telje tdappi-
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del on aga ordinaadid nullid, nii et nende telgede
vorrandid on vastavalt
xi== 0 fja y =0;

Nditeid. 1. Sirged: y=4, y=—9, 3y =7 ehk
y =21 on paralleelsed X-teljega. Nende ehitamiseks
votame Y-teljel algusest 44, —9, +2! mootiiksust ja
tombame 1dbi saadud tdppide paralleeljooned X-teljele.

2. Sirged: x=—2, x=05,6x= —5 ehk x==—§
on paralleelsed Y-teljega. Ehitatakse neid sarnaselt
eelmistega.

17. Algusest Idbimineva sirge vorrand.
Sirge S (joon. 11) asend' on fdiesti mddratud, kui on
~ teada nurk SOX = «, mille moodustab see sirge X-telje

positiivse sihiga. Votame
Prs sirgel Sjooksva tapi P (x,y)
ja ehitame tema Koordinaa-

. 7 % ¥ ‘did: "ON==x"ja'"PN=Y.
5 3 y /l\ N Piistkolmnurgast PON

: leiame: y = xtga (1). Sirge

teiste tdppide koordinaadid
on seofud samasuguse vorrandiga, jdrelikult
ta on sirge S vorrand: temaga avaldub selle sirge
koigi tdppide jddv omadus. Olefades, et fga=K,
saame (1) jdrgi

Joon. 11.

VA== 0.

Juhul, kui sirge moodustab X-telje positiivse sihiga
niirinurga (NOS,), oleks k negatiivne, kuid vorrandi
kuju jddks endiseks: y= kx.

On a=10° siis k=0, jarelikult y=0. See on
aga X-telje vorrand, nagu peab olema, sest kui a=0°,
iihtub sirge X-teljega.
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Ndide. Sirge y=4%4x (S) moodustab X-telje
positiivse sihiga teravnurga, aga sirge y=— $x (S;)
niirinurga. Molemad ldhevad 1dbi alguse.

18. Sirge, mis ei ldhe 13bi alguse. Vaat-
leme sirget MN (joon. 12). Ta ei ldhe ldbi alguse ja
ei ole ka paralleelne kummagi feljega. Selle sirge
asend on ftdiesti -mddratud, ; :
kui feada on kaks suurust: P/M
sirge kaldenurk MDA =a Y m
abstsisstelje suhtes ning sirge / :
ja Y-telje loikepunkti C kau- B

gus OC=m algusest.
Votame sirgel MN jooks- D

va. tapi P ja echitame tema 7 d"
- koordinaadid OA =x ja v
PA=y. Ldbi alguse tom-
bame abisirge OB || MN. Joo-
nisest on ndha, et y—=BA + m.
Aga piistkolmnurga OBA kaatet BA=xtga, nii et
ofsilav vorrand on y =xtga -+ m ehk
y=Kkx-+m,

X

O ©

Joon. 12.

kus k=tga.

Jddvaid suurusi, mis sirge asendi dra mddravad,
nim. parameetriteks. Lcitud vorrandis on para-
meefriteks k — nurkkoeffitsient chk tous jam —
algusordinaat. DParameetreid voib kasutada sirge
joonestamiseks. Selleks fuleb alguse juure ehi-
tfada k-le vastav nurk, méota Y-teljel algusordinaat ja
1dbi saadud tdpi tommata nurga haarale, mis ei iihtu
X-teljega, roobik sirge.

Kui vorrandis y=kx + m parameeter m =0, siis
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y =kx, ja sirge ldheb labi alguse. Kui k=0, siis
y:m, ja sirge on roobik X-teljega.

On kahe sirge vorrandid y=kx-+m ja y=k;x+m,
ning k=Kk,, siis ka a=a,. Jdrelikult sirged on ré6bi-
kud, sest X-telje juures moodustuvad vordsed vastavad
nurgad. Naditeks: y=3x—7 ja y=238x+4.

19. Sirgjoone vdrrand telgléikudes.
Avaldame sirge MN (or. 18) vorrandi y=kx-+m (1)
telgloikudes ehk parameetritt OD=n ja OC=m
kaudu (joon. 12). Té&pp D (n, 0) asetseb antud sirgel,
jarelikult ta rahuldab tema vorrandit: 0=Kk.n -} m,

millest k:—?. Et m teada, siis vorrandist (1) saame:
y:——nTx-{-m ehk nm.x—l—y:m; jagades koiki liik-
meid m-ga, leiame loplikult

%=1,

Ndide. 3x-+2y=6. Jagades 6-ga, saame:
;-&-g—:t Sirge joonestamiseks on see Kkuju
isedranis kohane. Votame felgedel algusest vastavalt
+2 ja +3 mootiiksust ja ldbi leifud tdappide tombame
sirge. Antud vorrand peab vastama saadud sirgele.

Jarelkatseks proovida, kas sirge tdppide koordinaadid
rahuldavad vorrandit.

20. Sirge normaalvorrand. Sirge asendi
mddramiseks voib tarvitada parameetritena kaht
_jdrgmist suurust: 1) algusest sirgele tommatud rist-
joont OC =p (joon. 13) ja 2) nurka AOC=a, mille
moodustab see ristjoon X-telje positiivse sihiga.
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Olgu OA=n ja OB =m, siis sirge AB vérrand

on nr. 19 jargi %—}—%:1 (1). Piistkolmnurkadest AOC
ja BOC, kus / CBO= / COA, saame: n=_"

csa

ja m= S}?d, jarelikult vor- N

rand (1) omandab kuju \‘B
Xcsa+ysna=p Ol/a A K

ehk xcsa+ysna—p=0. =

See ongi sirge AB nor=-

maalvorrand. Temas loe- Joon. 1.

takse p oluliselt posi-
tiivseks suuruseks,nii et — p on oluliselt nega-
tiivne suurus.

21. Sirge iildvdrrand. Eespool ndgime, et
sirge vorrand on iildiselt esimese astme vorrand kahe
tundmatuga. Umberp6ordult on ka 6Gige: esimese
astme vorrand kahe tundmatuga '

" Ax+By+C=0
vasrab alati sirgjoonele, seepédrast nim. teda ka lineaar-
vorrandiks (ladina keeles: linearis — jooneline)s
Toenduseks muudame antud vorrandi kuju, kuni fa
saab samaseks nditeks vorrandiga y =kx + m. Kaoiki
litkmeid vc‘)ime ia‘gada B-ga, vorrandi juured seejuures

ei muutu: x+y+B—0 ehk y——— (1) Et
tangens votab koik reaalvéddrtused, kui nurk muulub 00
kuni 180°, siis leidub niisugune nurk a, et vtga:——g,

S. 0. ——%:k. Ka m voib iga reaalvddrtus olla, nii
2
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et — = =m. Jdrelikult vorrand (1) saab kuju y=kx -+ m.

C
B
Vorrandit
Ax+4+By+C=0

kutsutakse sirge illdvorrandiks. Varem leifud
vorrandid

y=Kkx+m,

X | G

Wttt

xcsa—+ysna—p=0
on iildvorrandi erikujud.

Uldvérrandis Ax -+ By 4 C=0 on kolm liiget,
moned neist voivad hdvida, kui vastavad koeffitsien-
did on nullid. Olgu: -

1. C=0: sirge ldheb ldbi alguse, sest vorrandit
rahuldab siis tapp (0; 0).

2. B=0: sirge on paralleelne Y-teljega, sest

= - & 5
vorrandist saame siis X==7 :
3. A=0: sirge on paralleelne X-teljega, sest.
al < < X0 17T &,
vorrandist saame igal x-si vddrtusel y—— B

4. B=0 jaC=0: siis vorrand omab kuju Ax=0
.ehk x =0, s. o. sirge iihiub Y-teljega.

5. A=0, C=0: By=0 ehk y=0, s. o. sirge
ithtub X-teljega.

6> Ae=l Bz vorrand ei sisalda tundmatuid
ja on vasturdadkiv.

22. Sirge iildvorrandi normimine. Sama
sirge vorrandid erinevad iiksteisest, kui parameetriteks
valida isesugused suurused. Kuid meie nédgime
normaalvorrandi leidmisel, et iihed parameetrid aval-
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duvad teiste kaudu. Ka iildvorrandi koeffitsiendid ja
normaalvorrandi parameetrid olenevad iiksteisest. Leiame
sideme nende vahel, kasutades niinimetatud madra=
matute koeffitsientide wvotet, mis pdhjeneb
printsiibil: Kui kaks hulkliiget on samased
meelevaldsetel tundmatute vaartustel, siis
peavad fundmatute iihesuguste astmete
koeffitsiendid vordsed olema.
On moni sirge antud vorranditega
Ax+By+C=0
+jd xcsa-+ysna—p =20,
siis peab olema tegur, millega korrutatult iiks vor-
rand saab teisega samaseks. Olgu niisuguseks
teguriks (mormija tegur), mis muudab iildvorrandi
normaalseks, N, s. o.
N.Ax+N.By+N.C=xcsa-} ysna—p.
Sellest samasusest saame: :
N.A=csa(1), N.B=sna(2), N.C=-—p.
Ruudime ja lildame vordused (1) ja (2):
N2, A2 N2 B2=cs?a + sn?a=1,
millest N2 (A2 4 B?») =1
) A24-B?
Kui selle avaldisega korrutame sirge iildvorrandit,
saame normaalvorrandi, sealjuures tuleb radikaali
ees valida méark vastupidine vabaliikmele.
Né&ide. Vorrandit 3x —4y-15=0 korrutame
1
—YA+3R + (=4
— x4y —3=0.
9

avaldisega — &, saame normaalkuju
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23. Ulesandeid. 15. Ehitada sirgjooned: x =6,
dy =17, 2x =—5.

16. Ehitada sirgjooned: y=—— 4x, i
—3x + 5y =0.

17. Ehitada sirged: y=2x-+43, y=—x-—+1,
y=—0x + 7.

18. Leida sirgete x -+ 3y=3, 7x — 2y = 10,
4x 4 6y = 20 vorrandid telgloikudes.

19. Joonestada sirged &x — &y =15, 2x 4 9y =
= —18, 7x 4 8y =2.

20. Leida vorrandist 11x 4 8y = 14 parameetrid
k ja m.

21. Leida sirgete 3x —dy —8 =0, x — 6y = —1,
2x + 2y = —5 normaalvérrandid.

Pohiiilesandeid sirgjoontest

24. llesanne 1. Leida sirge vorrand,
kui kaks tema tdppi on teada.

Olgu antud tdpid (+3; +1) ja (—2; +9). Ase-
tame nende koordinaadid valemisse y=kx -+ m ning
mddrame saadud vorranditest parameetrid k ja m:
1=k.34+m, 9=k.—24+m, s. 0. k=—§ ning
m =%’ Otsitav vorrand on y = —§x + %° ehk 8x +
-+ By = 29.

Tuletame kahest tdpist mddratud sirge vorrandi
iildisel kujul — geomeetriliselt ja algebraliselt.

Geomeetriline viis. Maddraku tdapid P, (x,, y,)
ja Py (xy, yp) dra sirge (joon. 14). Ehitame nende ja
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ka sirgel jooksva tdpi P (x, y) koordinaadid ning
tombame P;M | OX: Et AP,;MP, ~ AP;NP, siis

PN P;N

p’zmz';‘j’:ﬁ (1). Aga PN=PB—NB =PB—P,A=
=Y — ¥ p‘zM:ng— y /Pz
_MC_——pQC_‘ p1A=y2_ P/

—vy, P)N=AB=O0B— P
~— OA = x— X, ning P,M = ; ™
=AC=0C — OA=x;—X;. »
Jar. vordusest (1) omame ot- : /
sitava vorrandi : A BC
Y=Yy X— X% /
Yo Vs Xp— X1

Ndide. Lé&bi tdppide (—5; +2) ja (4+8; —7)

ldseb sirge _—S;Eg = g{:}g ehk 9x + 13y 4+ 19=0.

Algebraline viis. Rahuldagu tdpid P, (x;,y;) ja
P, (X5, ys) vorrandit y=kx + m:
YI=kx1+m, Y2=kX2+m.
Lahutades leiame, ef
y —yi =k(x=x;), yo—yi =k(xs —xy),
millest jargneb jagamise teel
S St 4 ISt
b & Rpd (A B,

X

Joon. 14.

Mérkus. Vorrandit y —y; = k(x — x,) rahuldab
iiks tdpp P, (x,, y;), sellepdrast on ta 1dbi iihe -
tépi minevate sirgete vorrand.

25. Ulesanne 2. Leida kahe sirge
3x + oy = 43 :
6x — 7y =1
l16iketdpi koordinaadid.
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Loiketdpp asetseb moélemal sirgel, tema koordi-
naadid rahuldavad antud vorrandeid, nad on nende
juured. Lahendades leiame:

oS —{—6, y = +5.
Tahame omada l6iketdpi koordinaatide valemeid,
votame sirged iildkujul :
ax + hy =c,
ax + by =rc¢;.
Esimesest vorrandist leiame: y = g:b A,

o

R c—ax ¢b—eby
asefame feise: a,x+b,.~—=c;, 5.0 x= b
cb;—e;b
e c,b o T
T te (1) pohjal saame niiiid: y =-—— e
SIS Geel alc Lobyt gl L0 racy ~ 88
R aD R T Al b ah

Siit ndeme, ef kahe sirge l6iketdpi koordinaadid
on iildjuhul murrud, mille lugeja saame nende iihi-
sest nimetajast, asetades koeffitsiendid vas-

tavalt vabaliikmetega; iihisnimetaja a. /b

koostub ristamisi korrutatud koeffitsien- g

tide vahest, kusjuures korrutis alt & \b
3 | 1

iiles on miinusega.

Ndide. Sirgete 2x —3y=—2 ja 3x }+ 7y =43

o D 2T —45.(—8)
iihistdpi koordinaadid on: x =2 e = 45,

9.45—5.(—9) "
 fhorel W LT e Bl

26. Uldvorranditega antud sirgete
réopseis. Roobikute sirgete iihistdpp on lopmatu-
ses, jdar. tema koordinaadid on lopmata suured. Murd
(vt. avaldised x ja y nr. 256) muutub l6pmatuseks, kui
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nimetaja on null, s. o. fingimusel
ab,—ab=0
on sirged roobikud. Ehk teisiti:
e
a; by

s. 0. ro0psirgete vorrandites on tundma-
tute koeffitsiendid vordelised.

Ndide. Sirged 2x—}—5y——7—-0 ja 6x -+ 18y +

-+ 11 =0 on roobikud, sest - 155

Kui koeffltsu»:ndld ja ka vabaliikmed
on vordelised, siis sirged iihtuvad.
Ndide. Sirged 2x + 3y =5 ja 4x + 6y =10 iih-

tlivad, sest o dgi® 8y . Jagada fteist vorrandit

2 3 d
kahega!

' 27. Ulesanne 3. Leida nurk kahe sirge
vahel

Moodustagu sirged AN ja BM (100n 15), mille

' vorrandid y=kx+m ja y=

=k, x+ m,;, X-telje positiivse y Nicj
sihiga nurgad « ning f. Oftsi- : { 4
tav on £ MLN=¢. Et a on ¢

kolmnufga MLN vilisnurk, 8 ’

ja ¢ aga sisenurgad, siis a = M B a X
=B4 ¢ ning p—=a—f Jar. S 0 /7\
g 9 =tg (a—p) = £4 185 opk

1+1gatgl Joon. 15.
€9 = IFkk
sest tga =Kk ja tgf =Kk,
Néide. Leida nurk sirgete y=13x—3 ja y=
=d4x + 1.
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tg(p=-:3_1544 5 =0,1698; 9 =9°58".

28. Ordinaadi suhtes lahendatud vor-

 randitega antud sirgete rist- ja roopseis.

Et sirged oleksid risti, peab ® =90° (vt. nr. 27), nii
el e

et tgp =oc. Selleks peab aga murru Tk, nime-

;|

taja null olema:

14 kk, =0 ehk k, = — 1,

s.0. ristsirgete vorrandite nurkkoeffitsien-

did on vastasméargilised p66rdsuurused.

On sirged r66bikud, siis nurk @ =0°, jdreli-

kult tgg=0. See on voimalik, kui murru LS. 7

1+ Kk,
lugeja on null:

k—k1=0 ehk k=k1,
s. 0. roopsirgete nurkkoeffitsiendid on
vordsed (vt. or. 18).

Nédide. Sirged y—-r -x— 10 ja y—é %x on

. . 6
risti, sest — = —1:,.

29. Sirgete ristseisu tunnuse leidmise
teine viis. Olgu sirgete NL ja ML (joon.16) vorrandid
y =kx + m ning y=k;x 4 m;

Y /ONL=a ja ,MLN=90°
L Jar. / XML =90°+ « ja k=tga
%0 ning k, =tg (90° + a). Korrutame
N A4 90%a nurkkoeffitsiendid: kk; = tga.
7 0] AN ¢ g (90°+ a) = —tgactga=
=—1,s, 0. kky=—1ja k;=
Joon. 16. eseco: |

K*
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30. (llesanne 4. Missugune sirge ldheb
labi antud tdpi ja on r66bik antud sirgega?

Olgu antud tdpp (+3; +4) jasirgey=—%x + 1.

1. lahendusviis. Otsitav sirge ldheb ldbi tdpi
(+ 3; +4), sellepdrast y —4 =k (x—3) (vt. nr. 24,
madrkus) ; et ta aga roobik sirgega y =—$x -1, siis
y—4=—%(x—3),s 0. y=—§x+6. '

2. lahendusviis. Olgu oftsitaval vorrandil kuju
y =kx +m. Teda rahuldab tipp (4 3; + 4): 4=
=Kk .3+ m; roopseisu tingimusel k = — §, nii et 4 =
= —2%.35+ m, millest m=6, s. 0. y=—3x-46.

31. Ulesanne 5. Leida tdpi kaugus sir-
gest.

Vaatleme tédppi (—8; + 3) ja sirget y=—$x + 3.

1. Leiame sirge, mis ldheb 1dbi tdpi (—8; +£’>)
ja on risti antud sirgega:y— 3 =k (x + 8) (vt. nr. 24,

mdrkus) ; ristseisu tingimusel: k=—1:—§=4, s. o.
y—3=4%(x-+38), millest y=14 x + 13%.
2. Sirgete y=—4x+3 ja y=4 x1 13% 16ike-

tapp : (— d5%; + 63%).

3. Otsitav kaugus:
d =)/ (—8 + 55%)° + (+ 3 — 63})* = 4¢.

32. Ulesanne 6. Leida tdpi kaugus sir-
gest sirge normaalvorrandi abil.

Vaatleme sirge AB (joon. 17) normaalvéorrandit
xcsa+ysna—p =0 ja tdippi P (X0, yo). Kauguse
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PL=d (PL | AB) leidmiseks tombame abisirge
CD || AB; tema normaalvorrandi
saame, kui AB vorrandisse pane-
me p=ON asemele p-+d=0OM:
xcsa + ysna— (p + d) = 0.
Et aga punkt P (xo, y,) aset-
seb abisirgel, siis x, ja y, ra-
huldavad tema vérrandit:
Xo ¢S = yo sna — (p + d) = 0,
millest d = X, csa + y, sna — p.
Juhul, kui tdpp P on algu-
sega iihelpool sirget AB, oleks
Joon. 17. temast ldbimineva abisirge EF
(EF || AB) vorrand

xcsa +ysna—(p—d)=0

ja kaugus d = — (X, csa + y, sna -— p).

Nii ndeme, ef monesuguse ftdpi (X,, y,) kaugus
sirgest xcsa + ysna —p =0 avaldub valemiga

d = + (xo csa + y, sna — p),

milles sihimargid nditavad, kas algus ja tdpp (x,, Vo)
asetsevad kahel- vo6i iihelpool sirget.

Reegel. Tdpi kauguse sirgest saame,
kui sirge normaalvoérrandisse asetame
tdpi koordinaadid.

Nditeid. 1. Leida alguse kaugus sirgest 3 x +
+4y+20=0.

: i 3x 4y + 20
Sirge normaalvorrand: 55—

YRy =0ehk —§x—
=4y~ 4=0, Kaugus: d=|—$4.0~%.0—4|=4
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2. Leida punkti (+ 2; -+ 3) -kaugus sirgesrt 2x -

y—4=0.
o'y R

2
Sirge normaalvorrand: 1% =0. Kaugus: d =
122 g D—d) 90
i Y B S

33. Ulesandeid. 22. Sirgel on antud kaks téppi
(—1; +3) ja (—4; —d). Leida vorrand.

23. Kolmnurga ftippudeks on ftdpid (4 2; + 3),
(+4; — 8) ja(—3; — 6). Koostada kiilgede vorrandid.

24. Kolmnurga fipud on (+2; 1), (0; +7)
ja (—4; —1). Leida kiiljepoolitajate vorrandid ja 16i-
ketdpp. ‘ o

256. Leida kolmnurga pindala ja kiilgede pikku-
sed kiilgede vorrandite jdargi: dx =1 —2y, x =38y —
—7 ja y=4x—25.

26 Kolmnurk on moodustatud sirgest 2x + 3y +
+ 5 =0 ja telgedest. Leida pindala.

‘27. Leida nurk sirgete 4x — 3y = 5 ja dx — 8y =
=2 vabhel.

28, Leida kolmnurga nurgad kiilgede vorrandite
jargi: x+y=1, x4+4=0, 2x—3y+1=0.
. 29. Leida kolmnurga tipud ja nurgad, kui kiilgede
vorrandid on: x—y =38, x—3y=4, 4x+ 2y +3=0.
30. Leida tdpi (+1; —4) kaugus sirgest 3x—
—7y-+12=0. ’

31. Kolmnurga ftipud on (+42; 1), (-+3; —2)
ja (—4; —1). Leida korguste vorrandid.
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32. Kolmnurga kiilgede vorrandite x-y==3,
x=0 ja y=-—2x-+1 jdrgi leida korguste vorrandid.

33. Toendada, et kolmnurga kiiljepoolitajad 16iku-
vad iihes punkfis.

d4. Toendada, et kolmnurga kiilgede keskrist-
jooned loikuvad iihes punkftis.

35. Toendada, et kolmnurga korgused 16ikuvad
iihes punkftis.

36. Kolmnurga fippude (495; +3), (—1; —7)
ja (+2; —8) jargi leida korguste pikkused.

Koonusloiked.

34. Nelja jargmist koverat — ringjoont,
ellipsit, hiiperbooli ja parabooli kutsutakse
koonusldigeteks, sest neid voib
saada, kui koonus ldbi l6igata tasa-
pindadega, mis ei ldhe 1dbi tema
tipu (joon. 18).

Tasapind, mis perpendikulaarne
koonuse teljega, 16ikab tema pinda
modda ringjoont: AB. On tasapind
aga paralleelne iihe moodustajaga,
saame loikejoonena parabooli: FET.
Ellipsi saame, kui tasapind, olles
kaldu telje OO, suhtes, loikab iihe
osakoonuse koiki moodustajaid. Joo-
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nisel LR. Lé&heb tasapind aga ldbi molema osakoo-
nuse, siis loikejoon on hiiperbool. Tema osad: MNK
ja QUP.

Ringjoon.

35. Ringjoone definitsioon ja vérrand.
Ringjoon on koéver, mille tdpid on iihe-
kaugusel keskkohast. Tema vorrandi leidmisel
vaatleme kaht juhtu.

1. Keskkoht on. al-
guses. Votame ringjoone! y
(joon. 19) jooksva tédpi P (x, y) P
ja ehitame tema koordinaadid.
Piistkolmnurgast OPN saame
Pythagorase teoreemi pdhijal: X X

x4 y?=r’,
mis ongi ofsitav vorrand.

Ndide. Ringjoonel x>
+ y?=25 on keskkoht algu-
ses ja raadius =)/25 = 5.

Joon. 19..

2. Keskkoht on vdljaspool algust (joon. 20).
Olgu keskkoht A (a,b) ja raadius r. Ehitame jooksva
tapi P (x, y) koordinaadid ja tom-

y P bame AN ||OX. Piistkolmnur-
gast APN saame: AN?+ PN?=

A —AP? (1). Et aga AN=FE=

o\ { */ x =OE—OF=x—a PN=
‘ —PE—NE = PE — AF =y —

— b ja AP =, siis vordusest (1)
Joon. 20. jdargneb;
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(x=a)’+ (y—by’=r’
mis ongi otsitav vorrand. Peale sulgude avamist saame
temast x?+y?—2ax—2by-+a*+b*>—r?=0.

Nditeid. 1. Ringjoone raadius =r, kesktdpp on
(+3; —5). Vorrand on: (x—3)®+ (y+58)>=16 ehk -
x2+y2—6x+ 10y 18 =0. '

2. Ringjoone vorrandi x4 y2—16x 4 20y + 20=0
jdrele leida kesktdpp ja raadius.

1. lahendusviis. Esimeste liikmete ruutude ja
liikmete kahekordsete korrutiste abil otsime liikmete
‘'summa voi vahe ruudud iiles: x*>—16x -4 64— 64+
+y2420y -+ 100—100+20=0, (x—8)%+ (y-+10)’=144.
Jar. a=+8, b=—10, r=)/144=12.

2. lahendusviis. Samasusest x®-+ y?—2ax —
—2by +a?+b?2—r?=x*4y>—16x -+ 20y +20 omame
maddramatute koeffitsientide vottel: —2a=—16, —2b=
=20, a%2-+ b2 —r?=20, s. 0. a=+F8, b=+=10, r=12,

36. Definitsioon. Fookused. Teljed.
- . Ellips on .kover-
joon,mille tdppide
kauguste summa
kahest kindlast
tapist F, ja Fy on
jaav suurus (joon.21). |
F, ja Fy, on ellipsi
fookused chk tuli=-
tdpid, F,F, aga foo-
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kuste kaugus; Icigud AB ja CD on teljed,
esimene suur, teine vaike. Olgu F,F,=2c, AB=
=2a ja CD =2b. Asetsegu ellipsi feljed koordinaatide
telgedel, nii et algus O jagab nad osadeks OA = OB =
—a— suur pooltelg, OC=0D=>0 — viike
- pooltelg, ka OF, = OF,=c.

Ellipsi igal tdpil on maksev vordus PF, 4 PF,=2a.
Toepoolest, arvestades 16ikude absoluutsete vddrtustega,
yvoime kirjutada: BF,=OB — OF,=a —c ja AF,=
=0OA —OF,=a—c. Kaks suurust, mis voérduvad
sama kolmandaga, on isekeskis vordsed, s. 0. BF; =
= AF,. Ellipsi definitsiooni pohjal saame: PF, + PF,=
= BF,; 4 BF, = AF, + BF, =2a, kus BF, asemele on
pandud temaga vordne AF,.

Et suurused a, b ja ¢ on seotud vordusega a*—
—c2=Db? see toendub kergesti, sest kujund COF, on
piistkolmnurk, mille kaatetid on tuntud 16igud ja hiipo-
fenuus  CF, —CF,—4a.

37. Ellipsi vorrand. Vaatleme ellipsi (joon.
21) jooksvat tdppi P(x,y). Ehitame tema koordinaadid.
Piistkolmnurkadest PF;N ja PF;N, kus F;N = OF; —
—ON=c—X%x, F;N=OF,4+ON=c+x ja PN=y,
saame:

PF, =/ FNFF PN =)/ (=X + ¥
PF, =)/ FN" £ PNe = | (e + "
Jarelikult

Vie—x" 4y + 1/ e F ) Fy'=2a
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See ongi ellipsi vorrand; talle v6ib anda teise kuju.
Kaotame juuremdrgid &ra ja lihtsustame:

[V (c—x?+ vy =[2a— ) (c + %+ y2]%,
® — 2cx 4+ x* + y2—4a? — da) (cF X' F V4 2+
-+ 2cx + x?+y?,

da )/ (c + x)2+ y*=4a? + 4cx,
ay e+ x°+y'=a+cx;
ruudime uuesti ja korraldame liikmeid:
a(c® + 2cx + x? + y?) = a* + 2a%cx + ¢2x?,
(a2 — c)x? + ay? = a¥(a® — ¢?),
ng'l + aZyZ — a2b2’
sest a®— c? =Db?Jagame a?b’-ga, saame:
2 2
SHE—t
See on ellipsi kanooniline vorrand.

Ndide. Ellipsi vdike telg on 8 ja fookuste kau-
gus 6. Leida vorrand. !

b=5=4, c=5=5 a=b"+c?=41+5 =125,
P T B
jarelikult 52+ 1o =

38. Ekstsentrisus. Ellipsi eksfsentfri-
suseks nim. fookuste Fkauguse ja suure

telje suhet: N s e TSR S D", Alati e<1, sest

(g .

2aa
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Ndide. e= ;—, suur felg = 20. Leida ellipsi vorrand.
— 26—, millest c=8; b?=a? — c? =10°—§*=36.
2 2
Jarelikult: o+ X =1.

Mdrkus. Mida vdhem on fookuste kaugus vor-
reldes suure fteljega, seda vdhem on ellipsi ekstsentri-
sus. Langevad fookused iihte, siis e =0, ja ellips kao-
tab ovaalse kuju, ta muutub ringjooneks. Seepdrast
meie voime vaadelda ringjoont ellipsi
erijuhuna, kus e=0.

39. Ellipsi joonestamise viise. 1. Kinni-
tame noori otsad fookustesse, hoiame tema pliiatsiga
sirge ja veame iimber tdppide F, ja F,. Pliiatsi ots
joonestab siis ellipsi (joon. 21).

2. Sirgloigul F,F, (joon. 21) votame tdpi M. Foo-
kustest tombame raadiustega MA ja MB kaared, need
kaared loikuvad neljas tdpis (joonisel ainult kaks: F
ning E), mis asetsevad -ellipsil, sest MA 4 MB = 2a.
Mundame M kohta ja ehitame uued tdpid, kuni saame
neid nii palju, et véime ellipsi joonestada.

40. Definitsioon. Juhtjoon. Fookus.
Ekstsentrisus. Parabool on kodoverjoon,
mille tdppide kaugused antud sirgest MN
ja tdpist F, mis ei asetse sel sirgel, on
vordsed. Sirget MN kutsutakse juhtjooneks,
aga tdppi F fookuseKks (joon. 22).

3 :
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Tombame PM | MN ja iihendame P ning F. Defi-
nitsiooni jdrgi PF = PM.

Parabeoli ekstsentrisus c= g—; =g b

41. Parabooli vorrand. Valime X-teljeks
sirge, mis ldheb ldbi fookuse ja on risti juhfjoonega,
Y-teliecks aga FB keskristioone. FB=p olgu feada.
Ehitame jooksva tdpi P koordinaa- -

did OA ja PA. Tingimuse jargi
0 L~ PF — PM (1). Piistkolmnurgast PFA
M N 1'2'""'" sdaame: R Gl
o PF = }J/FA? + PA2 =
slfo/ | ix s
A (C =/ (x=3) +
\\, | sest FA—OA—OF=x—F ja
N K~ pA=y.

PM=BA=O0A+OB=x+3.
Kui paneme vordusse (1) vastavad
vadrtused asemele, saame parabooli vorrandi:

V ety mx g

mis peale ruutimist ja lihtsustamist omab kuju

Joon. 22.

y2 =2pX.
Ndide. Paraboolil on antud tdpp (+6; —H).
Leida vorrand.

y2=2px; (—5)?=2p.6, millest p=2§; otsitav
vorrand: y2=2.23 x = %% x ehk y?=4}x.

42. Parabooli joonestamise viise. 1. Kin-
nitame noori iihe otsa fookusesse ja teise piistkolm-
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nurgakujulise joonlaua teravnurga tippu. Surume pliiat-
siga noori vastu iiht kaatetif, mis olgu poordud X-telje
poole ja mille pikkus vordugu noori pikkusega, ja liik-
kame teist kaatetit méoda juhtjoont edasi. Pliiatsi ofs
joonestab siis parabooli osa (joon. 22).

9. Tombame X-teljele rea ristiooni PK, LS jnc.
Tépist F ehitame raadiustega AB, CB jne. kaared, mis
loikavad ristjooni. Iga ristjoone ja vastava kaare
iihistdpp asetseb paraboolil.

Hiiperbool.

43. Definitsioon. Teljed. Ekstsentrisus.
Hiiperbool on koverjoon, mille tdppide
kauguste vahe kahest kindlast tdpist F,
ja F, (joon. 23) on jddv suurus. Tema koosneb
kahest harust EAF ja PBL, mis kaugenevad |6pmatusse.

Suure ja vdikse telje asemel, vorreldes ellipsiga,
on hiiperboolil reaaltelg AB = 2a ning imaginaar-
telg CD =2b; fookuste kaugus F,I, = 2c. Tapid
C ja.D leiame, kui hiipotenuusist OF; =c ja kaatetist
OB =a chitame piistkolmnurgad COB ning DOB, s. o.
b suurus méédratakse dra vordusega b?=c%— a2

Hiiperbooli igal tdpil on maksev vérdus PF, —
— PF, = 2a. Toepoolest, antud definifsiooni jargi voime ;
kirjutada: PF,—PF,=BF,—BF,. Et aga BF,=
= AF, + AB ja BF, = AF,, siis PF,—PF, =AF, +
-+ AB — AF, = AB =2a. £
i

Ekstsentrisus: c¢— 5 o= gv on hiiperboolil suu-

rem Kkui 1, sest kolmnurgas PF,F, on iiks kiilg F,F, =2c
5*
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suurem Kkui kahe teise kiilje vahe PF, — PF, = 2a. Peale
selle on joonisestki ndha, et 2¢c > 2a.

44. Hiiperbooli vorrand. Valime koordi-
naatide telgedeks sirged, millel asetsevad hiiperbooli
teljed. Ehitame jooksva

tdpi P koordinaadid
ON=x jaPN=y. Aval-
dame piistkolmnurkade
F,PN ja F;PN hiipote-
nuusid: PF,=
= )/ F,N’+ PN? ja
. PF; =}/ F,N: 4 PNz
Toon. 48, ; Jarelikult PF, — PF, =
— 1/ F,N*+ DN —
— 1/ FN?*4-PN2=2a. Etaga F;N = ON+ OF, =x--c,
.F;N=ON— OF, =x—c ja PN=y, siis ¢
V &+ +yr—1 (x—c)pp +y2=2a.
See hiiperbooh vorrand lihtsustub sarnaselt ellipsi vor-
randiga:
[V x+¢) + y?I2 = [2a+ )/ (x—c) + y2 ]2,

cx—a2'=a1f(x c2+y%

. ruutides ja lihtsustades uuesti, saame:
(c® — a®)x2 — a’y? = a%(cz — a?),
b2x? — a%y? = a’h?,
sest c2—a?=">b2 Jagades a’b®-ga, leiame hiiperbooli
kanoonilise vorrandi

x2 y2 {
OB TSIt
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Naditeid. 1. Fookuste kauguse 2¢ =20 ja reaal-
telje 2a =10 jdrgi leida hiiperbooli vorrand ja eks-
tsenfrisus. 2

c=10, a=5; b2=c2 —a2=102— 52 =175.

X2y

) 26 5+ 20
e e

lar. —%—1T)=2

2. Leida hiiperbooli 2;-— Z—: =1 ja telgede x=0
ning y==0 loiketdpid.

Otsides hiiperbooli I6iketdppe ordinaatteljega x =0,
peame nende vorrandid koos lahendama. Leiame, et
y = -+ bi. Ordinaatide imaginaarsus on funnuseks,
et 16iketdppe ei ole. X-telge I6ikab hiiperbool tdppides,
mille abstsissid reaalsed: x=-+a. — Siit selgub
nimetuste imaginaar- ja reaaltelg mofe

45. Hiiperbooli joonestamise viise.
1. Kinnitame noori KPF; otsad fookusesse F; ja varva
F.K Kkiilge, sealjuures olgu noor varvast lithem (joon.
23). Surume pliiatsiga punktis P noori vastu varba
ja podrame viimast punkti F, iimber. Pliiatsi ofs joo-
nestab siis hiiperbooli osa. Toepoolest, PF, ja PF,
ldhevad mélemad nii palju lilhemaks v6i pikemaks, kui
palju pliiatsi ots edasi liigub, jdrelikult nende vahe ei
muufu.

2. Raadiustega MB ja MA tombame fookustest
ringjooned, nende l6iketdpid (joonisel kaks: E ja F)
on hiiperboolil, sest MB — MA = 2a. Muudame M kohta,
ehitame uued tépid, kuni neid jatkub hiiperbooli joones-
tamiseks.



38

46. Hiiperbooli asiimptoodid. Lahen-
2 2
dame vorrandi ;2-— :)%—-1 ordmaadl suhtes :

NI P v gy v / a?
) Sl mres B a—ia xV1_x2..

Et y oleks reaalne, ei tohi x tema avaldises vahem

olla kui a. On aga x vorreldes a-ga Oige suur, siis
a2 S R o A =
murd © On peaaegu null ja ligikaudu voib votta

b
y == a* X.
Neid sirgeid kutsutakse hiiperbooli aslimptootideks.
x-si kasvades ligineb hiiperbool ikka rohkem ja roh-
kem asiimptootidele ja puutub viimaks neid I6pmatuses.
Et see nii on, voib téendada. Kirjutame selleks iihe
asiimptoodi kujul -
AR
a
Uhisel abstsissil X = x erinevad sirge ja hiiperbooli or-

dinaadid suuruse
Y — ¥ (x—] x*;ég)

vorra. Piiris, kui x = oo, muutub see vahe mddrama-
tuks: oo — oo, Korrutades ja jagades aga teda aval-

disega x 4 }/ x2 — a?, saame.
~ab
o 4 x+Vx—at’
Kui niiiid lim x = oo (lugeda: liimes x; ladina keeles:
limes — piir), siis
TR e e SR R

0+ oo ®
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Nii kaob ordinaatide vahe |opmatuses dra, on 0. Sel-
lepdrast voib asiimptooti lugeda huper—
booli puutujaks lopmatuses.

Asiimptoodi ehitamiseks tombame tdppi B
(joon. 23) abstsissteljele ristioone, asetame sinna 16igu
Bl =b. L&bi O ja I tombame sirge. Samuti ehita-
takse ka teine asiimptoof. ‘

> 47. Ulesandeid. 37. Leida ringjoone x2 + y2 =
— 65 ja sirge 3x + y = 25 iihistdpid.

38. Leida ringjoone x2 + y2 — 2x + 4y —i— 1 =4

keskkoht ja raadius.
> 39. Missugune sirge ldheb ldbi ringjoonte x2 -
+ y2 =2y ja x2+ y?= 2x loiketdppide ?

40. Ringjoonel on antud kolm téppi (0; 0), (+ 1;
—2) ja (+2; +1). Leida tema vorrand.

41. Ringjoonele x2 + y2 = 25 témmata tappi (+ 3;
-+ 4) puutuja.

42. Ringjoonele (x — 2)2 + (y + 3)* = 228 on
tommatud tdppi, mille abstsiss x = -+ 11, puutuja. Leida
puutuja vorrand.

43. Missugune ringjoone x?-- y2= 144 puutuja
on paralleelne sirgega 3x =2y ?

& 44. Vorrandi 3x2 4 5y? =2 jdrele leida ellipsi
poolteljed.
0 45. Leida ellipsi x2 + 2y? =25 ekstsenfrisus. :

) 46. Leida sirge x=—6 ja ellipsi 5x* - 3y*=3
uhlspunknd :

7 47. Leida huperbooh x2—3y%2 =09 poolteljed.
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~ 48. Paraboolil on anfud tdpp (+43; +4). Leida
vorrand.

. 49. Leida koverate x*+y?=5 ja xy =2 iihistdpid.
» 80. Missugune sirge ldheb ldbi parabooli y?=8x
tdpi, mille ordinaat = + 2, ja on risti X-teljega ?

1. Missugune sirge Idheb ldbi kovera 16x®+
-+ 26y? =400 tdpi, mille abstsiss x = -} 3, paralleelselt
sirgega y=—£#x—9? Toendada, et otsitav sirge on
kovera puutuja. '

o 52. Leida kovera x2 4 y? =9 puutujad, mis moo-
dustavad sirgega x =y nurgad 45°

83. Missugused sirged ldhevad ldbi hiiperbooli
’1‘2—%2=1 fookuste paralleelselt tema asiimptootidega?

54. Toendada, et sirge x —4y 4 8 =0 on para-
booli y?=2x puutuja, ja mddrata puutetdpp.

'55. Tapist (—3; 0) on tommatud paraboolile
y?2=12x puufuja. Koostada tema vorrand.

56. Milline ellipsi x2+5y2——4 puutuja ldheb lab1
tapi (+98; +3)?

87. Tapist (+1; +3) on tommatud hiiperboolile
2x?— 3y? =5 puutuja. Koostada tema vorrand.

88. Leida ellipsi, ringjoone, parabooli ja hiiper-
booli puutujate vorrandid, kui antud on puufetdpi
koordinaadid x. ja y;.

59. Leida parabooli y?=10x puutujad, mis ldhe-
vad ldbi tema loiketdppide sirgega y=4x—5.

60. Ringjoone x®- y?=25 tdppi (—3; —4) on
tommatud puutuja. Leida tema vorrand.



Vastused.

1. +7. 2. Kolmandas. 3. X-teljel. 4. 13. 5.}/ 106.
6 (= 1100 §.048 Y68 1 A06; 1/ 80. 9B
10. 5; 5; 1/ 10. 1L (+4; —3); (0; +3); (+2; +1).
Juhatus. Kolmnurga tippude (X;, vy), (X3, Ya), (X3,¥3)

See o . -+
jargi koostame vorrandid: 5‘—2 X2 —9, ﬁig*'ﬁ‘ =3,

’Xlep"xs =1, Neist saame x;, X, ja X;. Sarnaselt leidu-

vad y,, vo ja ys. 12. 10. 13. 43. 14, 156. 18. §+1¥=

, 21;-1%%—%5):1; ;—-+—%=1. 20. Juhatus. Anfud

vorrandist saame: y ———-—%x + Z INTE T YIRE 181

s 7 3x —8y — 8 x—6y—+1

a & Te . ———— = » —— — i

ja m= 7 21 i Ay 0;
Q—X—f}—gé=o. 22, 8x— 3y = —17. 23. x — 7y =239;
9x—By=35; 4x+y=11. 24, Loiketdpp: (—$%; +2}).
25. Pindala =54, 26. 24,. 27. tgg =133 28. Uks
nurk = 45° 29. [(—4; +28); (—+¢: — 195 (45

43
AELL K G R B Tt bty 3 P
2%); tgg,=4%; tgp.=7; 1gys 3. 30 V58

31. 7x—y=13; 3x+y=7; x—3y=—1. 32 Kiil-
jele y=—2x-+1 tommatud korgus: y =4x -+ 3.
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33. Juhatus. Vaadelda kolme meelevaldset tappi,
mis ei asetse iihel sirgel, kui kolmnurga fippe. Leida:
1) Kkiiljepoolitajate vorrandid, 2) esimese ja teise Kkiiljep.
ithistdpp ning 3) teise ja kolmanda Kiiljep. iihistdpp.
Need tdpid peavad iihtuma. 34. Juhatus. Vt. ii. nr.33.

3 36 18 . 88
35. Juhatus. Vit ii. nr. 335. 36. V130" V380 110"
37. (+7; +4), (-+8; +1). Juhatus. Lahendada an-
fud vorrandid. 38. (+1; —2), r=2. 39. y=x.
Juhatus. Lahutada antud vorrandid. 40. x2 4 y2 —
—3x-+ y=0. Juhatus. Paneme vorrandisse (x—a)?-+
—+ (y —b)2=r? antud tdppide koordinaadid x ja y ase-
mele, saame kolm vorrandit, millest leiame a, b ja .
41. y=—4x+ 6} Juhatus. Puutuja on risti raadiu-
sega tema ofsapunktis. 42.3x -+ 4y =69 v6i dx —4y=93.
43. y=11x+6)/13. Juhatus. Leida sirge, mis ldheb
lébi alguse risti antud sirgega. 44. J/'%; /2. 45. /0,3
46. Ei ole. 47. 3; V3. 48. y?=5ix. 49. (4+2; +1),
(+1; +2), (—2; —1), (—1; —2). §50. x=4. 51. 3x+
—+8y=25. Juhatus. Puutumise toenduseks voib olla
asjaolu, et koveral ja sirgel on siis ainult iiks iihistapp.
52. x=+3; y=+3. 53. y=4§x+3}; y=—4x+3}
54. (+8; +4). 55. Lahendus. Vaadeldav tédpp ei
asefse paraboolil, sest ta ei rahulda tema vorrandit.
Ldbi tdpi (—3; 0) minevate sirgete vorrand on (vt.
nr. 24): y— 0=k (x+3) ehk y=k (x+ 3), mis koos
parabooli vorrandiga annab iihistdpi jaoks: kzxz‘——
—2(6—3k) x +9k? =0 ehk x=°"2 £} 6K
Puufumise korral on ainult iiks iihistdpp, nii et
36 — 36k%? =0, millest-k=-+1. Jar. y= 4+ (x +.3),
mis ongi ofsitav vorrand. 56. x—3y+4=0;
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23x — 21y =52. 57. 3y—4x=5; 16x+ 3y=26.
58. Lahendus ellipsile. Vaatleme ellipsi ,,+y S

tippe (X;, y1) ja (X, yo), millest esimene puutetdapp.
Loikajale, kui neist tdppidest mddratud sirgele (vi.

nr. 24), voime kirjutada vérrandi Y= ¥1__ X7 X1ohk
Ya=¥a Xg — Xq

y—Yy; = X — xy‘ x— xl) (1). Tédpid rahuldavad ellipsit:
2 2
xﬁ—{-y—‘:l ja ;% ‘ g‘ﬁ =1 lahutades saame: 32"1‘ -
Yzz % Y_l ) 7 gt & G bz(xz ) xl) ey

+ =0, millest R g TR A Loikajast
saab puutuia, kui X,=2Xx, ja ys=Yy; ,nii et siis
va=vi_ D™ ygrrand (1) muutub aga siis ofsita-
X — X awy,

vaks vorrandiks: y—y, = — . (x—X;) millele voib

a2y
anda kuju XX‘ % yy‘— 1, kui arvestada, et x1 + y‘ == 1

— ngloone x2—+—y = r? puufuja vorrand xxl—{—yyl
—r2. Parabooli p. v.: yy; =p(x + x,). Hiiperbooli p.

vo: 1 Y4 §9, 9y —2x—5=0; 8x+4y+56=0.

a2 b2

60. 3x + 4y + 25 = 0.




LOppsoOna.

Selles raamatus sisaldub analiiiifilise geomeefria
alalt 6ppematerjal, mis on labi mindud aufori korral-
datud Matemaatika ja fiilisika kursustel.
Aluseks on koostamisel olnud Matemaatika Ope-
tamise Komisjoni toimetusel ilmunud Kesk-
kooli matemaatika o6ppekava projekt. Os-
kussonad on peaaegu koik voetud Matemaatika
sonastikust (Ill fr.). Nimetamisvdart erandiks oleks
vahest tdisnurkne (6igenurkne) kolmnurk,
mille asemel on tarvitatud piistkolmnurk. Po6hju-
sed on jargmised: 1) Sona tdisnurk on kohasem
nurga jaoks, mille suurus 360°, sest tdispoordele
peaks vastama ka tdisnurk. Saksa keeles: Voll-
winkel = 360° 2) Piistkolmnurk on parem
kui 6igenurkne kolmmnurk. 3) Nimetused —
tdisnurkne projektsioon, tdisnurksed
koordinaadid, tdisnurkne nelinurk aseta-
takse ka fteistega: piistprojektsioon, piist-
koordinaadid, piistkiilik.

23. jaanuaril 1928.
0. K.
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