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(Gaussli taisarvud

Bakalaureuset6o
Galina Brokan

Liihikokkuvote. Kiesolevas bakalaureusetoos on vaadeldud (Gaussi tdisarve ja
nende omadusi. On toodud Gaussi tiisarvude, Gaussi tdisarvude normi ja Gaussi
algarvude definitsioonid. On uuritud podratavaid Gaussi tdisarve ja nende seoseid
Gaussi tdisarvude normiga. On dra toodud jadgiga jagamise teoreem Gaussi tdisar-
vude jaoks ning on niidatud, et Gaussi tdisarvude ring on faktoriaalne ring. T60s
on niidatud, et Eukleidese algoritmi abil saab leida (Gaussi tdisarvude suurima
tihisteguri. T66 lopus on uuritud Gaussi algarve ja nende omadusi. Jouame jarel-
dusele, et Gaussi algarve on kahte liiki ja kumbagi liiki Gaussi algarve on lopmata
palju. Téole on lisatud ka joonised, kus on néidatud kuidas Gaussi tdisarvud ja
Gaussi algarvud asetsevad komplekstasandil.

Mairksonad. Gaussi tédisarv, jaguvus, Gaussi algarv, Gaussi tdisarvu norm, suu-
rim iihistegur.

Gaussian integers

Bachelor’s thesis
(Galina Brokan

Abstract. The subject of this Bachelor’s thesis is Gaussian integers and their
properties. In this thesis Gaussian integers, the norm of a Gaussian integer and
Gaussian primes are defined. Invertible Gaussian integers and their relation to the
norm of Gaussian integers are studied. The theorem about division with a remain-
der is formulated and the ring of Gaussian integers is shown to be a factorial ring.
In this thesis it is shown that using the Euclidean algorithm the greatest common
divisor of Gaussian integers can be found. At the end of the thesis Gaussian pri-
mes and their properties are studied. We arrive at a conclusion that there are two
types of Gaussian primes and there are infinitely many Gaussian primes of both
types. Figures have been added to the thesis illustrating how Gaussian integers
and Gaussian primes are situated on the complex plane.

Key words. Gaussian integer, divisibility, Gaussian prime, the norm of a Gaussian
integer, greatest common divisor.
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Sissejuhatus

Kéesoleva bakalaureuseto6 iildiseks valdkonnaks on arvuteooria. Bakalauruset6o
eesmérgiks on uurida kompleksarve, mille reaalosa ja imaginaarosa kordaja on tais-
arvud. Niimoodi defineeritud arve nimetatakse Gaussi tadisarvudeks. Need arvud
on saanud oma nime teadlase jargi, kes esimesena uuris nende omadusi. Gaussi
tdisarvudel on vdga palju iihiseid omadusi tédisarvudega. Kuna Gaussi taisarvud
on samal ajal ka kompleksarvud, siis ka paljud kompleksarvude omadused kehtivad
Gaussi taisarvude jaoks.

Antud bakalaureuset66 on referatiivne ning selle kirjutamisel olid aluseks raa-
matud [5] ja [6], kus on tdpsemalt uuritud Gaussi téisarvude omadusi. Lisaks
kasutasime ka raamatuid [I], [4], [3] ja loengukonspekti [2]. T66 koosneb viiest
peatiikist.

Esimene peatiikk on sissejuhatav. Selles peatiikis on toodud Gaussi tdisarvude
definitsioon. On n#idatud, et Gaussi tdisarvude ring on kommutatiivne nullitegu-
riteta ring. On toodud joonis, kus on niidatud, kuidas Gaussi tdisarvud asuvad
komlekstasandil.

Teine peatiikk on pithendatud Gaussi tiisarvude normile. Ara on toodud Gaussi
tdisarvude normi definitsioon ja sellega seotud laused. On néidatud millal Gaussi
tdisarv on podratav ja toestatud sellega seotud tulemused. Selles peatiikis saame
teada, et Gaussi tdisarve saab jadgiga jagada. Peatiiki 16puks on niidatud, et
Gaussi taisarvude ring on faktoriaalne ring.

Kolmadas peatiikis uurime Gaussi tdisarvude suurima iihisteguri leidmist. On
ndidatud, et Gaussi taisarvude suurimat iihistegurit saab leida Eukleidese algorit-
mi kasutades. Peatiiki 1opus on toodud néide selle kohta.

Neljas peatiikk on Gaussi algarvude kohta. On antud Gaussi algarvude de-
finitsioon. On lisatud ka joonis, kus on néidatud Gaussi algarvude paiknemine
komlekstasandil. On uuritud Gaussi algarvude omadusi. Selles peatiikis jouame
jareldusele, et Gaussi algarve on kahte liiki ja molemat liiki Gaussi algarve on
lopmata palju.

Viimane ehk viies peatiikk on Gaussi téisarvude rakendustest. Selles peatiikis
me niitame, kuidas saab lahendada taisarvude kohta kéivad iilesandeid kasutades
Gaussi taisarvude omadusi.



1. Pohimoisted ja -omadused

Oma monograafias ,Biruutjaikide teooria“ (1828, 1832) arutles Carl Friedrich
Gauss muuhulgas ka ruutvastavusseaduse voimalike {ildistuste iile. Ta joudis jérel-
dusele, et on voimalik ja vajalik laiendada téisarvu moistet (3], k. 694). Nimelt
tuleks vaadelda kompleksarvude hulgas arve a+ bi, kus a ja b on tdisarvud ([3], lk.
697). Ta néitas, et sellised arvud moodustavad ringi, kus pooratavaid elemente on
neli: 1, —1,7, —i. Ta uuris taandumatuid elemente selles ringis ja toestas, et iga ele-
mendi saab teatud mottes iiheselt esitada taandumatute elementide korrutisena.
Kéesolevas to0s anname iilevaate nendest teemadest ja nditame ka, kuidas Gaus-
si taisarvude omadusi saab rakendada tédisarvude jaoks sonastatud probleemide
lahendamisel.
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Joonis 1: Carl Friedrich Gauss

Definitsioon. Gaussi tdisarvud on kompleksarvud, mille reaalosa ja imaginaarosa
kordaja on tédisarvud. Gaussi tdisarvude hulka tahistame Z[i]. Seega

Z[i) = {a +bi | a,b € Z}.

Definitsioon. Olgu R ring. Nullist erinevat elementi @ € R, mille korral leidub
kas nullist erinev b € R voi nullist erinev element ¢ € R nii, et kas ab = 0 voi
ca = 0, nimetatakse nullitequriks.

Lause 1.1 ([I], lause 3.2.21). Korpuses ei leidu nullitequreid.
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Lause 1.2. Ring Z[i| on kommutatiivne nullitequriteta ring.

TOESTUS. Niitame, et Z[i] on korpuse C alamring.
Kontrollime alamringi definitsiooni tingimusi:

(i) Olgu a = a+ bi € Z[i] ja B = ¢+ di € Z]i], kus a,b,¢,d € Z. Siis o + [ =
(a+c)+i(b+d) € Z]i], sest a+ ¢,b+d € Z.

(ii) Olgu o = a+ bi. Kuna a,b € Z, siis ka —a, —b € Z. Seega —a = —(a + bi) =
(—a) + (=b)i € Z[i].

(iii) Olgu o = a+bi ja = c+di. Siis « - § = (ac + bd) + (ad + be)i € Z]i], sest
ac+ bd, ad + bc € Z.

(iv) Korpuse C iihikelement 1 kuulub ka hulka Z[i], sest 1 = 1+ 0i.

Néitasime, et Z[i] on korpuse C alamring, seega on ta ise ka ring.

Ring Z[i] on kommutatiivne, kuna ta on korpuse C alamring, mis on aga kom-
mutatiivne.

Kasutades eelmist lauset voime oelda, et Z[i] on nulliteguriteta, kuna C on
korpus. O

e

Y

Joonis 2: Gaussi tdisarvud komplekstasandil

Definitsioon. Olgu R kommutatiivne nulliteguriteta ring ja a,b € R. Oeldakse,
et element a jagab elementi b (ja tidhistatakse a|b), kui leidub selline element ¢ € R,
et ac = D.



Definitsioon. Kompleksarvu a = a+bi kaaskompleksarvuks nimetatakse kompleks-
arvu & = a — bi.
On selge, et kui a € Z[i] siis ka & € Z[i].

Lause 1.3 ([1], k. 185-186). Kui o, 3 € C, siis ,af =af jaa+ B =a+ f.

Lause 1.4. Kui arv 3 jagab arvu o ringis Z[i], siis ka arv 3 jagab arvu & ringis

Zl[i].

TOEsTUS. Kui B jagab arvu a, siis leidub selline v € Z[i], et 8y = a. Jirelikult
By = [y = @, mis tdhendab, et 8 jagab arvu a. n
Jareldus 1.5. Kui Gaussi tdisarv « jagab tdisarvu a ringis Z[i|, siis ka o kaas-

kompleksarv jagab tdisarvu a.

TOESTUS. Toestuseks kasutame eelmist lauset. Kui «a, siis a|a, kus a =a. O



2. (Faussi taisarvude norm

Kuna Gaussi tdisarvud on kompleksarvud, siis voib vaadelda nende moodulit. Defi-
neerime mooduli abil Gaussi tdisarvude jaoks normi ja uurime, millised omadused
sellel normil on.

Definitsioon. Gaussi tdisarvu o = a + bi normiks nimetatakse tema mooduli
ruutu, st mittenegatiivset tiisarvu a® + b%. Tavaliselt arvu o normi téhistatakse
N(a). Seega N(a) = a® + b%.

Lause 2.6. Gaussi tdisarv « jagab oma normi ringis Zi].
TOEsTUS. Kuna
a-a=(a+bi)-(a—bi)=a®>—abi+ abi + b* = a* + b* = N(a),

kus @ on ka Gaussi tédisarv, siis a|N(«) ringis Z[i]. O

Lause 2.7. Tdisarvu norm on vordne tema ruuduga.

TOESTUS. Kui a € Z, siis N(a) = a*> + 0 = a*. O
Lause 2.8. Kahe Gaussi tdisarvu korrutise norm vordub nende arvude normide
korrutisega, ehk N(af) = N(a)N(B) mistahes a, 5 € Z[i] korral.

TOESTUS. Teame, et selline omadus kehtib kompleksarvude mooduli kohta (Jaf| =
la| - |5]). Kasutades seda omadust saame, et mistahes af € Z[i| korral

N(ap) = |af]* = |aBllaf] = |al|Bllal|B] = |o*|B]* = N(a)N(B).

[
Jareldus 2.9. Kui «, 5 € Z[i] ja f # 0, siis N(af) = N(«).
TOESTUS. Kui 8 # 0, siis N(8) > 1. Seega N(af) = N(a)N(B) = N(«a). O

Toome iihe néite sellest, kuidas Gaussi tdisarvude normi saab rakendada.

Naiide 2.10. Esitame arvu 221 = 13 - 17 ruutude summana.
Teame, et 13 = 2% 4+ 3? ja 17 = 12 + 4%, Paneme tihele, et 13 = N(2 + 3i) ja
17 = N(1 + 44). Jarelikult, lause pohjal

221 = 13-17 = N(2+ 3i) - N(1 + 4i) = N[(2 + 3i)(1 + 4i)]
= N(—10+ 11i) = 10* + 11%.

Teise voimaliku lahendusena:

221 = N(2 — 3i)N(1 + 4i) = N(14 + 5i) = 14* + 5°.



Lause 2.11. Kui |« ringis Z[i], siis N(B)|N(«) ringis Z.

TOESTUS. Kui f|a, siis jaguvuse definitsiooni tottu a = S, kus v on ka Gaussi
tiisarv. Kasutades lauset 2.8/ saame vorduse N(a) = N(B)N(v), mis tihendab, et
N(B)|N(«) ringis Z. O

Vastupidises suunas viide ei kehti. Norm N(f) voib jagada normi N(«) ka
siis, kui arv 8 ei jaga arvu «. Néiteks arv § = 1 — 2¢ ei jaga arvu a = 1 + 21,
aga N(5) = 5 jagab arvu N(«a) = 5. Oletame vastuviiteliselt, et S|a. Siis leidub
v=e+ finii, et fy =,y €Z[i] jae, e Z. Jarelikult

(1 —2i)(e+ fi) =1+ 24,
e+ fi—2ie+2f =1+ 2i,
(e+2f)+i(f —2e) =1+ 2i.

Viimasest vordusest saame vorrandisiisteemi

e+2f=1
f—2e=2

Avaldades esimesest vorrandist e = 1 — 2f ja asendades teise vorrandisse saame,
et

f—2+44f =2,
5f =4,

4

f=z

Saame, et f =4/5, ehk f ¢ Z, mis on vastuolus eeldusega.

Definitsioon. Ringi elementi, millel leidub po6rdelement korrutamise suhtes, ni-
metatakse selle ringi péoratavaks elemendiks. Ringi R koigi pooratavate elementide
hulka tihistame U(R).

Lihtne on n&ha, et kehtib jargmine lause.

Lause 2.12. Kommutativse ringt R element a on pooratav parajasti siis, kui a
jagab ringt R ihikelementi.

TOEsTUS. Tarvilikkus. Olgu a péoratav element, siis leidub selline element b € R,

et ab = 1. Sellest jéreldub, et alb.
Piisavus. Oletame, et a jagab ringi R iihikelementi, ehk a|l. Sellest jaredub, et
leidub selline element b € R, et ab = 1. Seega a ja b on teineteise p6érdelemendid.
[



Lause 2.13. Gaussi tdisarv on pooratav parajasti sis, kui selle arvu norm on 1.

ToOEsTUS. Tarvilikkus. Olgu antud pooratav Gaussi tdisarv o = a + bi. Lause
pohjal «|1. Kasutades lauset saame, et N(a) peab jagama arvu N(1),
kus N(1) = 1. Tdisarvu 1 ainsaks mittenegatiivseks taisarvuliseks jagajaks on
tema ise, ehk 1. Jdrelikult N(a) = 1.

Piisavus. Olgu Gaussi tdisarvu o = a + bi norm 1. Siis

(a+bi)(a —bi) = a* +b* = N(a) = 1.

Jarelikult a + bz on pooratav element. O

Lause 2.14. Ainult nelja Gaussi tdisarvu norm on vordne ihega. Need arvud on
1,i,—1 ja —i. Seega

TOESTUS. Olgu N(a + bi) = a* +b* = 1, kus a ja b on tiisarvud. On ilmne, et
a® < 1, jarelikult @ = 0 voi a = £1.

Kui a =0, siis b= +1 ja a + bt = +1.

Kuia==+1,siis b=0jaa+ br = =£1. O]

Definitsioon. Elemente a ja b nulliteguriteta ringis R nimetatakse assotsieeritud
elementideks, kui a = bc ja element ¢ € R on pdoratav.

Mirgime, et vordusest a = be, kus ¢ on podratav, jareldub vordus b = ac™'.

See tdhendab, et kui elemendid a ja b on assotsieeritud, siis on seda ka b ja a.

Definitsioon. Olgu R nulliteguriteta ring. Mittepdoratavat elementi p € R ni-
metatakse taandumatuks, kui vordusest p = ab, a,b € R, jareldub, et kas a on
pOoratav voi b on pooratav.

Definitsioonist jareldub, et taandumatu element on nullist erinev. Lihtne ji-
reldus definitsioonidest on ka see, et taandumatu elemendi ja pooratava elemendi
korrutis on taandumatu.

Lemma 2.15. Olgu a,b kommutatiivse nullitequriteta ringi R nullist erinevad
elemendid. Element a on elemendi b jagaja ja element b on elemendi a jagaja
parajastt siis, kut elemendid a ja b on assotsieerutud.

TOEsTUS. Tarvilikkus. Olgu a|b ja bla. Siis leiduvad sellised elemendid ¢ ja d ringis
R, et b= ac ja a = bd. Jarelikult b = bdc. Kuna iga nullist erinev element ringist
R on taandatav, siis dc = 1. Seega on element ¢ pooératav ning elemendid a ja b
assotsieeritud elemendid.

Piisavus. Jireldub assotsieerituse definitsioonist ja pérast seda definitsiooni
tehtud markusest. O



Lause 2.16. On olemas ainult loplik arv Gaussi tdisarve, mille norm ei tleta
antud positiivset reaalarvu.

TOESTUS. Olgu M positiivne reaalarv. Oletame, et N(a + bi) < M, kus a + bi
on Gaussi tiisarv. See tihendab, et a® + b* < M, kus a ja b on tiisarvud. Sellest

jareldub, et
la| < VM ja |b] < VM.

On ainult 16plik arv tdisarve, mille absoluutvéirtus ei ole suurem kui v M.
Kuna arvude a ja b jaoks on loplik arv voimalusi, siis ka arve a+ bz, mille korral
N(a+ bi) < M, on loplik arv. O

Definitsioon. Nulliteguriteta kommutatiivset ringi R nimetatakse Eukleidese rin-
giks, kui leidub kujutus
d: R\ {0} - NuU{0},

mille korral:
(i) igaa € R,0+# b € R, puhul d(ab) > 6(a);
(ii) iga @ € R jaiga 0 # b € R korral leiduvad sellised elemendid ¢ ja r ringist
R, et a = bq + r, kusjuures kas r = 0 voi 6(r) < §(b).

Definitsioon. Nulliteguriteta ringi R nimetatakse faktoriaalseks ringiks, kui tema
mistahes nullist erinev mittepooratav element on esitatav taandumatute elemen-
tide korrutisena ning selline esitus on iihene selles mottes, et kui mittepddratav
element a € R\{0} on esitatav korrutisena

a=Dpip2- - Pr
ja ka korrutisena

a=aq1q2 - " (gs,
kus p1,p2, .-, Pry Q1,G2, - - -, qs On taandumatud elemendid, siis » = s ning (pa-
rast tegurite ¢, go, . . . , ¢s voimalikku iimbernummerdamist) elemendid p; ja ¢; on
assotsieeritud iga i = 1,2, ..., r korral.

Teoreem 2.17 ([I], lause 6.13.4). Eukleidese ring on faktoriaalne ring.

Lemma 2.18. Iga kompleksarvu z = x + iy saab esitada kujul 2 = v + 21, kus v
on Gausst tdisarv ja z; on kompleksarv mille moodul on vdiksem kui 1.
1

2’ . Siis saame

N | —

TOESTUS. Olgu a ja b sellised tdisarvud, et |z —a|] < =, |y — b <

kirjutada
r=a+x, y=>b+y,
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kus z; ja y; on reaalarvud, mille absolutviirtus ei tileta arvu % Tahistame
v=a+bi; 2z =x1 + yit.
Lihtne on nédha, et
z=x+iy=a+x+ilb+y) =a+x+bi+iyy = (a+bi)+ (x1+y1i) =v+ 2

ja

|21] = /2% + i < l2+ 12— 1<1
A A 2) “ Va2~

]

Teoreem 2.19. (Jddgiga jagamine) Kui o ja B # 0, on Gaussi taisarvud, siis
leiduvad sellised Gaussi tdisarvud q ja r (jagatis ja jaak), et

a=fq+r,
ning
N(r) < N(B).

TOESTUS. Lemmat [2.18| kasutades nieme, et kompleksarvu z = a voib esitada
kujul

o

3 =q+ 21, kus ¢ € Z[i], z1 € Cja || < 1.
Seega,

a=pq+r,
kus r = Bz.
Kuna «, 3, ¢ on Gaussi tiisarvud, siis r = a— v peab ka olema Gaussi taisarv.

Lisaks sellele |r| = |Bz1| = |5] - |z1] < |B], kuna |z1] < 1. Sellepérast saame, et
N(r) = |r|* <|B]* = N(B). O

Naiide 2.20. Kasutades teoreemi [2.19 jagame arvu o = 17 — 3¢ jidgiga arvuga
B = 8+ bi.
a
Koigepealt leiame kompleksarvu —:

a 17-3i  (17-3i)(8—5i) (136 —15) +i(—24—85) 121 109

B 8+5i  (8+5i)(8—5i) 89 89 89"

109
Koige ldhem taisarv arvule — on 1. Koige ldhem téisarv arvule ——— on —1.

Seega v =1—1ijap=(17—3i) — (8+5¢)(1 — i) = 4, kusjuures N(4) = 16 < 89 =
N(8 + 59).
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Teoreem 2.21. Gaussi tdisarvude ring on faktoriaalne ring.

TOESTUS. Niitame, et Gaussi tidisarvude ring on Eukleidese ring.
Lauses [1.2] toestasime, et ring Z[i] on kommutatiivne nullteguriteta ring.
Vaatleme kujutust

N:Z[i\{0} — NU {0}, a+— N(a).

Eukleidese ringi definitsiooni tingimus (i) on tdidetud ténu jareldusele Tingi-
mus (ii) kehtib ténu teoreemile 2.19 Seega Z[i] on Eukleidese ring.

Teoreemist [2.17)teame aga, et Eukleidese ring on faktoriaalne ring, seega Gaussi
taisarvude ring on ka faktoriaalne ring. O
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3. Suurim iihistegur

Gaussi taisarvudest saab ka suurima iihisteguri leida. Selles peatiikis niditame,
kuidas seda teha Eukleidese algoritmi abil. Sonastame ka moned tulemused, mis
on meil edaspidiseks vajalikud.

Definitsioon. Olgu R nulliteguriteta kommutatiivne ring. Elementide a ja b, a,b €
R, suurimaks thistequriks nimetatakse niisugust elementi d € R, mis rahuldab
jargmist kahte tingimust:

(i) d on nii a kui ka b jagaja, see tihendab, et d|a ja d|b,

(ii) kui ¢ € R on nii a kui ka b jagaja, siis ¢ on d jagaja, see tdhendab, et
cla A clb = ¢|d.

Definitsioon. Olgu R nulliteguriteta kommutativne ring. Kui elementide a,b € R
suurim iihistegur on 1, siis 6eldakse, et elemendid a ja b on tuhistequriteta.

Teoreem 3.22. Kui a,b € Z ja SUT(a,b) = 1 ringis Z, siis SUT(a,b) = 1 ringis
Zli).

TOEsTUS. Olgu a ja b iihisteguriteta tiisarvud. Siis saab leida sellised téisarvud
T ja vy, et
axr + by = 1.

Sellest vordusest jareldub, et a ja b iga iihistegur, mis on Gaussi tdisarv, peab
olema arvu 1 jagaja ringis Z[i]. O

Nagu teada (vt. [I], lk. 196) saab Eukleidese ringis suurimat iihistegurit leida
Eukleidese algoritmi abil. Vaatame, kuidas see algoritm to6tab Gaussi tdisarvude
ringi korral.

Olgu « ja f Gaussi taisarvud, ning 5 # 0.

Jagame jadgiga arvu a arvuga (. Kui jadk ei ole null, siis jagame [ saadud
jadgiga. Jitkame jagamist kuni seda on voimalik teha. Saame jargmised vordused
ja vorratused:

a = foy + p1, kus N(py) <
B = pioa + pa, kus N(py) <
p1 = p203 + p3, kus N(ps) <

N(B),
N(p1>’
N(p2>7

Pk—2 = Pr—10k + Dk, kus N(py) < N(pr-1),

Pk—1 = PkOk+1
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Jagamine ei saa jatkuda lopmatuseni, sest jadkide pq, po, p3, ... normid moodus-
tavad mittenegatiivsete tdisarvude kahaneva jada. Jarelikult peab jarjestikuste ja-
gamiste protsess loppema, aga ta saab loppeda ainult siis, kui jadk on null.

Ulal kirjeldatud skeemis me eeldame, et ilma jasgita jagamine toimub (k+1)-sel
skeemi sammul.

Nagu teame, on viimane nullist erinev jaik py arvude « ja § suurim iihistegur.

Naiide 3.23. Leiame Gaussi tdisarvude o« = 96 — 38i ja § = 31 + 774, suurima
iihisteguri. Kasutame selleks Eukleidse algoritmi:

a 96— 38& 5 857

53 h 680 sy T O (FLi=

pr=a—o01=96—38 +i(31 +77i) =19 - 7i

B 31+7T7i 5 166 . . .

o 10-7 Al T T ihREs

10— 7;
Pr_ 0 ,72 =5 — 47 on Gaussi téisarv.
D2 3+1

Jérelikult, 3 + ¢ on arvude « ja [ suurim iihistegur.
Lihtne on veenduda, et kehtivad jargmised tulemused.

Lause 3.24. Kui R on faktoriaalne ring ja a,b,c € R, siis SUT(CCL, cb) = c-
SUT(a,b).

Lause 3.25. Kui R on nullitequriteta kommutatizune ring, a,b,u € R ja u on
pooratav, siis SUT(a, bu) = SUT(a, b).

Lause 3.26. Olgu R faktoriaalne ring, a,b € R, olgu d = SUT(a,b) ning olgu
a=da jab=dV, kus a',b/ € R. Siis SUT(d', V') = 1.

Neid lauseid on meil edaspidi vaja.
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4. Gaussi algarvud

Selles peatiikis me proovime aru saada, millised arvud on Gaussi algarvud. Naita-
me, et Gaussi algarvud jagunevad kahte tiiiipi.

Definitsioon. Algarvon naturaalarv p > 1, mille ainsad naturaalarvulised jagajad
on 1 ja p.
Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole algarv, nimetatakse kordarvuks.

Definitsioon. Ringi Z[i] taandumatuid elemente nimetatakse Gaussi algarvudeks.

Joonis 3: Gaussi algarvud (punasega margitud) komplekstasandil.

Definitsioonist jareldub, et nullist erinev mittepdoératav Gaussi téisarv « on
Gaussi algarv siis ja ainult siis, kui teda jagavad ainult temaga assotsieeritud
Gaussi taisarvud ja pooratavad Gaussi tdisarvud. Seega Gaussi tiisarv m on Gaussi
algarv parajasti siis, kui

1) g g {Oa ]-7 _17i7 _2}7
2) kui m = af, kus «, [ € Z[i], siis kas « € {1, —1,4, —i} voi g € {1, —1,i,—i}.

Jireldus 4.27. Kui o on Gaussi algarv, siis N(«) > 1.
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TOESTUS. Gaussi tdisarvu « normi jaoks on kolm voimalust:

1) N(a) =0,
2) N(a) =1,
3) N(a) > 1

Paneme téhele, et kui o on Gaussi algarv, siis ei kehti vordused 1) ja 2). Kuna
vordusest N(a) = 0 jareldub, et a = 0, siis ei saa kehtida vordus 1) .

Kui N(«a) = 1, siis sellest jareldub, et o € {£1,+i}. Saime, et o on pdoratav
element, seega « ei ole taandumatu. O]

Teoreem 4.28. Kui 7 € Z[i] ja N(7) on algarv, siis m on Gaussi algarv.

TOESTUS. Olgu N(m) algarv. Siis m # 0. Samuti 7 on mitteptoratav, sest pdora-
tava elemendi norm on 1. Seega kui 7 ei ole Gaussi algarv, siis leiduvad «, 5 € Z][i]
nii, et 7 = af ja «, 5 ei ole péoratavad. Siis N(w) = N(a)N(5), kus N(«) # 1
ja N(B) # 1. Kuna N(a) # 0 ja N(5) # 0, siis N(a) > 1 ja N(f) > 1, mis on
vastuolus sellega, et N(7) on algarv. Seega 7 on Gaussi algarv. [

Naide 4.29. Gaussi tdisarvud 1 +4,1 —4,—1 417 ja — 1 — ¢ on Gaussi algarvud,
sest nende koigi norm on algarv 2.

Teoreemist ja raamatu [I] teoreemist 6.12.5 jareldub vahetult jargmine
tulemus.

Lause 4.30. Kui 7 on Gaussi algarv, a, f Gaussi tdisarvud ja m|af, siis w|a voi

7|B.
Teoreem 4.31. Iga Gaussi algarv on tapselt ihe algarvu jagaja.

TOESTUS. Lause pohjal teame, et iga nullist erinev Gaussi tédisarv on mingi
naturaalarvu jagaja, néiteks oma normi jagaja. See kehtib ka Gaussi algarvude
kohta.

Olgu Gaussi algarv m naturaalarvu a jagaja. Siisa > 1, sest w ¢ {0,1, —1,4, —i}.

Lahutame naturaalarvu a algteguriteks: a = p1ps - - - px.

Tegurite pq,pa, ..., pr hulgas voib olla vordseid. Kuna 7|pips - - - pg, siis lause
[4.30] pohjal leidub i € {1,...,k} nii, et 7|p;.

Olgu p, ¢ erinevad algarvud, mille korral 7|p ja 7|q. Siis 7 jagab SUT(p, ¢) ringis
Zli]. Teoreemipéhjal SUT(p, q) = 1 ringis Z[i]. Seega 7|1, ehk 7 on pdoratay.
Saime vastuolu. O
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Teoreem 4.32. Gaussi algarvu norm on algarv voi algarvu ruut.

TOESTUS. Olgu 7 Gaussi algarv. Teoreemi pohjal leidub algarv p nii, et 7|p:
p=Ta,

kus « € Z[i]. Siis saame normide jaoks vorduse:

Nieme, et N(7) on arvu N(p) = p? jagaja ringis Z. Jirelikult N(7), mis on
positiivne tiisarv ja ei ole 1, vdib olla ainult p véi p°.

Paneme tihele, et N(7) saab olla p® ainult siis, kui vérduses p = Ta arv « on
iiks pooratarvatest Gaussi taisarvudest, st. kui 7 on assotsieeritud naturaalarvuga
.

Kui N(m) = p, siis p = 77, kus @ on arvu 7 kaaskompleksarv. Ka arv 7 on
Gaussi algarv, kuna N(7) = N(7) = p ja me saame kasutada teoreemi O

Definitsioon. Gaussi algarve, mille norm on algarv, nimetatakse esimest liiki
Gaussi algarvudeks. Gaussi algarve, mille norm on algarvu ruut, nimetatakse teist
litks Gaussi algarvudeks.

Olgu a = a + bi esimest liiki Gaussi algarv. Siis
p=N(a)=a®+ b

Jérelikult, algarv p, mis on esimest liiki Gaussi algarvu norm, on esitatud kahe
taisarvu ruutude summana. Kehtib ka vastupidine: kui algarv p on esitatud kahe
taisarvu ruutude summana, siis teda saab lahutada kaheks algteguriks. Toepoolest,
kui

p=a®+ b
kus a,b € Z[i], siis
p = (a+bi)(a— bi),

ning arvud a + bi ja a — bi Gaussi algarvud, kuna nende kummagi norm vordub
algarvuga p.

Definitsioon. Olgu a,b € Z jan € N. Oeldakse, et a ja b on kongruentsed mooduli
n jargi (ja kirjutatakse a = b (mod n)), kui n|b — a, s.t. kui leidub selline k € Z,
et b=a+ (—k)n.

Lause 4.33. Iga algarv kujul 4n+ 3, kus n € NU{0}, on teist liiki Gaussi algaro.
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TOESTUS. Vaatleme algarvu p = 4k + 3, kus £ € N U {0}. Kuna ring Z[i] on
faktoriaalne, siis p esitub taandumatute elementide korrutisena: p = my - - - 74, kus
T, ...,Ts on taandumatud. Vérdusest p> = N(m)--- N(m,) jireldub, et on kaks
voimalust.

1) s =1ja N(m) = p® Sellisel juhul p on teist liikki Gaussi algarv.

2) s =2, N(m) =pja N(my) = p. Siis m; ja m on esimest liikki Gaussi algarvud.
Eespooltoestatu pohjal
p = (a+bi)(a—bi) = a®+ b,

kus a,b € Z.
Kuna p on paaritu arv, siis a ja b peavad olema erineva paarsusega. Naiteks a
on paaris ja b on paaritu arv. Siis

a® =0 (mod 4), v* =1 (mod 4)

ning jarelikult
p=a*+b"=1 (mod 4),

see tahendab, et p on kujul 4n + 1, mis on vastuolus eeldusega. O
Lause 4.34 (Vt. [1], lause 7.1.9). n-nda astme polinoomil ile kommutatiivse kor-
puse K ei saa (kordsust arvestades) olla rohkem kui n juurt korpuses K.

Lause 4.35. Kongruentsil
22 +1=0 (mod p)
algarvulise mooduliga p leidub lahend, kui p = 4n + 1.

TOEsTUS. Olgu p =4n + 1.

Siis 277! —1 = 2’ — 1 jagub poliinoomiga z* — 1 ja, jarelikult, ka poliinoomiga
2% + 1. Seega (7> + 1)g(z) = 2* — 1, kus g(x) on poliinoom astmega p — 3.

Kongruents 2~* — 1 = 0 (mod p) omab p — 1 lahendit, nimelt
r=1,2,3,...,p— 1.

Jarelikult, lause tottu, kongruentsil 241 = 0(mod p) on kaks lahendit. [

Teoreem 4.36. Iga algarvu kujul 4n + 1, kus n € N saab lahutada kahe esimest
litki Gaussi algarvu korrutiseks.
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TOEsTUS. Olgu p = 4k + 1 algarv. Kongurentsil
22 +1=0 (mod p)

leidub lahend tinu lausele .35

Olgu a € Z selle kongurentsi lahend. Siis p jagab arvu (a +4)(a — i) = a® + 1.
Sellest jareldub, et Gaussi taisarvud a + ¢ ja a — 7 ei saa olla samaaegselt iihiste-
guriteta arvuga p, kuna muidu nende korrutis a® + 1, mis jagub arvuga p, oleks
iihisteguriteta arvuga p.

Olgu niiteks SUT(a + i,p) # 1 ja tihistame 7 = SUT(a + i,p). On lihtne
nidha, et arvude a — 7 ja p suurimaks iihisteguriks on siis arv 7, mis on arvu m
kaaskompleksarv. Arvud 7 ja 7 ei ole pooratavad arvud ja nad on iihistegurita.
Vastasel juhul oleks nad {ihisteguriga «, mis ei ole pooratav, siis « jagaks arve
a+ i, a — i ja p ning jarelikult, oleks ta siis arvude p ning (a + i) — (@ — i) = 2i
iihisteguriks, mis pole voimalik, kuna arvud p ja 2¢ ihisteguriteta. Sellest jareldub,
et p, mis jagub arvudega 7 ja 7, jagub nende korrutisega:

p=m7A= N(7)- A,

kus A € Z[i]. Vordusest p = N(x) - A jareldub, et A € N.

Kuna N(7) on naturaalarv, mis ei ole 1, saab see olla ainult N(7) =pja A = 1.
Sellest jareldame, et 7 ja 7 on esimest liiki Gaussi algarvud, kuna neist kummagi
norm vordub algarvuga p. [

Teoreem 4.37. Arv 2 jagub ainult ihe esimest litki Gaussi algarvuga. Nimelt
2 = —i(1+1)%

TOESTUS. Vordust 2 = —i(1 + 4)* kontrollime jirgmiselt:
—i(1+i)* = —i(1+2i—1) =2.
Arv 1+ on esimest liiki algarv, tinu teoreemile kuna
N1+i)=1"+1*=2.

Viide, et Gaussi algarvud, mis ei ole kujul 1 + 4, ei jaga arvu 2, jareldub
algteguriteks lahutamise iihesusest (teoreem [2.21)). O]

Votame 16puks kokku tdhtsamad faktid Gaussi algarvude kohta.
1. Tga Gaussi algarv on naturaalarvu jagaja.

2. Algarvud kujul 4n + 3 on Gaussi algarvud.
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3. Algarvud kujul 4n + 1 saab lahutada kahe esimest liiki Gaussi algarvu kor-
rutiseks.

4. Arv 2 on assotsieeritud esimest liiki Gaussi algarvu 1 + ¢ ruuduga.
Tuletame meelde moned tulemused harilike algarvude kohta.

Lause 4.38 ([2], teoreem 2.4). Algarve kujul 4n+ 3, kus n € NU{0}, on lopmata
palju.

Lause 4.39 (2], lause 9.9). Algarve kujul 4n + 1, kus n € N, on lopmata palju.
Jareldus 4.40. Teist litki Gaussi algarve on lopmata palju.

TOESTUS. Jéreldub lausest ja lausest [4.38] O

Jareldus 4.41. Eseimest litki Gaussi algarve on lopmata palju.

TOEsTUS. Jareldub teoreemist ja lausest ]
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5. Rakendused

Toome moned néited selle kohta, kuidas Gaussi tdisarvude abil saab leida taisar-
vuliste kordajatega vorrandite taisarvulisi lahendeid.

Néide 5.42. Leiame Pythagorase vorrandi 22 +y? = 22 koik tdisarvulised lahendid
(x,y, 2), kus SUT(z,y) = 1.

LAHENDUS. Olgu (z,y, z) vorrandi 2 + y* = 2% lahend ja SUT(x, y) = 1. Siis iiks
arvudest x,y peab olema paariasrv, teine paaritu arv ja z ka paaritu arv.

Arvud z,y, z rahuldavad vordust (z + yi)(z — yi) = 2. Niitame, et SUT(z +
yi,x — yi) = 1. Selleks oletame, et leidub mitteptoratav element ¢ € Z[i] nii, et
clx + yi ja clx — yi. Siis

o (x +yi) = (z = yi) = 21,
c|(z+yi) + (x — yi) = 2.

Kui ¢ 1 2, siis lause tottu c|z ja c|y. Teoreemi pohjal SUT (z,y) = 1 ringis
Zli]. Seega c|1 ringis Z[i] ehk ¢ on pdoratav, saime vastuolu. Jarelikult c|2. Siis
aga N(c)|N(2) = 4, s.t. N(c¢) = 2 véi N(c) = 4. Vordusest (x + yi)(z — yi) = 2°
jireldub, et ¢*|2? ja seega N(c?)|N(z?). Kuna aga N(z?) on paaritu arv ja N(c?)
on paaris, siis oleme saanud vastuolu.

Kuna kahe iihisteguriteta arvu = + yi ja x — yi korrutis on téisruut, siis algte-
guriteks lahutamise iithesusest jareldub, et nii arvu x + yi kui x — y¢ algteguriteks
lahutuses peavad algtegurid esinema paarisarvulises astmes. Muuhulgas

T+ yi =emimy M = e,

kus ¢ € U(Z[i]) ja « = mymg -+ - 1, on mingi Gaussi taisarv. Arvu ¢ jaoks on neli
voimalust:
e=1 e=—-1;, e=1, ¢ = —1.

Kuid piisab vaadata nendest ainult kahte: ¢ = 1 ja € = ¢, kuna

—a? = (ai)?, —ia® = i(ai)?.
Need voimalused arvu z + y¢ jaoks on jargmised:

x+yi = (a+bi)* ja x4+ yi = i(a + bi)?

kus a, b on mingid tédisarvud ja o = a + bi.
Avame sulud ja vordleme reaal- ja imaginaarosasid, saame arvude x ja y jaoks
avaldise:
r=a*—b* y=2ab véi x = —2ab; y=a*— b
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Saab ndidata, et kui valida a ja b nii, et nad on iihistegurita ja erineva paarsu-
sega, siis nende valemite abil defineeritud z ja y on ka iihistegurita.

Niide 5.43. Leiame koik vorrandi
224y = 222
tiisarvulised lahendid (z,y, 2), kus SUT(z,y) = 1.

LAHENDUS. Koigepealt mirgime, et vorrandi igas lahendis peavad x ja y olema

paaritud, sest kui x ja y on erineva paarsusega, siis 2° + y* on paaritu ja ei saa

voduda 22°-ga, kui aga = ja y on mélemad paarisarvud, siis SI"JT(J}, y) = 2.
Esitame vorrandi kujul

(z + yi)(z — yi) = 22%

Paneme téhele, et 2 1 x + yi. Kui 2|z + yi siis 2(a + bi) = x + yi, kus a,b € Z.
Vordus kehtib ainult siis, kui 2a = x ja 2b = y. Saime vastuolu, sest = ja y on
paaritud. )

Niitame, et 1 4+ ¢ = SUT(x + yi, x — yi).

i) Kuna x ja y on paaritud, siis

r+yi Tty y-—x. _
= ez
1+Z 2 + 2 t [7’]7
rT—yr T—Y —T—1U. ,
= € Z[1].
50 2 g ‘€zl

Seega 1 + iz + yi ja 1 +i|x — yi ringis Z][i].

ii) Oletame, et 0|z + yi ja d|z — yi. Siis §|2z ja §|2yi, kust 6|2y. Jarelikult,
kasutades lauset saame, et 0|SUT(2z,2y) = 2 - SUT(z,y) = 2. Arvu 2
jagajad assotsieerituse tdpsuseni on 1,1 + ¢ ja 2. Ei ole voimalik, et § = 2,
sest 21 x + yi. Seega 6 = 1 voi § = 1 4 4. Molemal juhul 0|1 + 4.

Kuna 1 +i = SUT(z + yi, x — yi), siis

SUT :):+y.zjx—y'z _q
1+2 142

lause pohjal.

Paneme tdhele, et

rv—yi  (~y—wzi)i —y—xi T —Yi
1+ (1—4)yi  1—i  1—i




kus —¢ on pooratav. Jarelikult lause pohjal

1:SUT(x+y’,x_yl.(_¢)) :SUT(z+yz,x_yl).

1+¢  1—14 1+¢  1—14
Kuna ) )
rT+yr T —Yt 9
. = Z
14+7 1—14 ’
siis faktoriaalsuse tottu saame vorduse

z+yi =e(1+1i)(a+ bi)?

kus a + bi € Z[i].
Jélle € uurimisel piisab vaadata kahte voimalust:

e=1ljae=n1.
Need voimalused méaravad lahendid:

r=a?—2ab—b?
y=a’+2ab— 1’

ja

r = —a®— 2ab+ b?
y = a® —2ab — b?
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