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Liithikokkuvote. Bakalaureusetoos toestatakse, et kui meetrilise ruumi R™
alamruumil M on ligilihedase keskpunkti omadus, siis Lipschitzi-vaba ruum
F (M) on lokaalselt peaaegu ruudu omadusega.
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Sissejuhatus

Kéesolev bakalaureuset66 on funktsionaalanaliiiisi valdkonda kuuluv
teaduslik uurimus Lipschitzi-vabade ruumide kirjeldamisega tegelevast
aktiivsest ja populaarsest harust.

Iga Lipschitzi-vaba ruum on Banachi ruum, mille aluseks on mingi
meetriline ruum. Meetriliste ruumide vahel tegutsev Lipschitzi funktsioon
on jatkatav pidevaks lineaarseks operaatoriks vastavate Lipschitzi-vabade
ruumide vahel, kusjuures nii, et jatku norm on tépselt algse kujutuse
Lipschitzi konstant. See voimaldab (mittelineaarse) Lipschitzi funktsiooni
asemel vaadelda (tavaliselt lihtsamat) lineaarset funktsiooni, mis tegutseb
(tavaliselt keerukamate) Lipschitzi-vabade ruumide vahel.

Lipschitzi-vabad ruumid on rahuldavalt kirjeldatud kiillaltki vahestel
juhtudel. On teada, et ruumile R vastav Lipschitzi-vaba ruum on klassikaline
Banachi ruum L, (R), kuid {ihest suurema naturaalarvu m korral ei ole teada
ruumile R™ vastava Lipschitzi-vaba ruumi rahuldavat kirjeldust.

Hiljutises teadusartiklis [GPR] on néidatud, et Lipschitzi-vabal ruumil
on (tuntud) Daugaveti omadus parajasti siis, kui vastaval meetrilisel ruumil
on ligildhedase keskpunkti omadus. Viimast omadust uuritakse ka kéesolevas
bakalaureuset6os. T66 pohitulemus iitleb, et ruumi R™ kinnisele ja kumerale
(s.t téielikule ligilihedase keskpunkti omadusega) meetrilisele alamruumile
vastav Lipschitzi-vaba ruum on lokaalselt peaaegu ruudu omadusega.
Uuringute laiem siht on kirjeldada Lipschitzi-vabades ruumides Daugaveti
omadusele ldhedasi omadusi aluseks oleva meetrilise ruumi terminites.

Bakalaureusetoo koosneb kahest peatiikist. Esimeses peatiikis antakse
vajalikud spetsiifilised moisted ja tulemused bakalureusetoo teises peatiikis
esitatud pohitulemuse ja selle toestuse jaoks. To60s kasutatud iildised
funktsionaalanaliiiisi-alased teadmised on tuttavad ,,Funktsionaalanaliiiis I
loengukursusest ja leitavad ka Ojade opikust [OO].

Bakalaureusettos vaatleme ainult reaalseid normeeritud ruume. T66s
kasutatud tahistused on standardsed. Ruumis R™ téhistame punktide p ja q
vahelist 16iku [p, q]. Meetrilises ruumis téhistame siimboliga B(a,r) lahtist
kera keskpunktiga a ja raadiusega r. Kui X on mingi hulk ja A tema
alamhulk, siis hulga A karakteristlik funktsioon on y : X — R,

(2) 1, z€A,
xT) =
A 0, zdA.

Olgu X mnormeeritud ruum. Ruumi X kinnist iihikkera, iihiksfddri ja
kaasruumi tahistame vastavalt By, Sx ja X*. Kui x € X, siis leidub f € By«
nii, et f(x) = ||z|| (teoreem piisavast arvust funktsionaalidest). Oeldakse, et



normeeritud ruumid X ja Y on isomeetriliselt isomorfsed, kui leidub lineaarne
stirjektiivne kujutus 7: X — Y nii, et iga x € X korral [|[Tz| = |z
Vastavat kujutust 7" nimetatakse isomeetriliseks isomorfismiks.



1 Vajalikud eelteadmised

Kaesolevas peatiikis anname vajalikud spetsiifilised moisted ja tulemused ba-
kalureusetdo teises peatiikis esitatud pohitulemuse jaoks. Esimeses kahes ala-
punktis vaadeldud Lipschitzi ja Lipschitzi-vabade ruumide teooria on laie-

malt tuntud, seega esitame kasutatavad tulemused toestuseta, detailsema
kisitluse leiab néiteks allikatest [N], [O] ja [W].

1.1 Lipschitzi ruum

Definitsioon 1.1. Olgu (X, dx) ja (Y, dy) meetrilised ruumid ning f: X —
Y. Oeldakse, et kujutus f rahuldab Lipschitzi tingimust, kui leidub L > 0
nii, et iga p, ¢ € X korral

dy (f(p), f(q)) < Ldx(p,q).
Véhimat sellist arvu L téhistatakse Lip(f).

Definitsioon 1.2. Meetrilist ruumi koos selles fikseeritud elemendiga nime-
tatakse nullpunktiga meetriliseks ruumiks. Fikseeritud elementi nimetatakse
nullpunktiks ja tdhistatakse stimboliga 0.

Olgu M nullpunktiga meetriline ruum. Téhistame stimboliga Lip,(M)
koigi selliste Lipschitzi tingimust rahuldavate kujutuste f: M — R hulka,
mille korral f(0) = 0. On teada, et Lip,(M) on Banachi ruum punktiviisi
defineeritud vektorruumi tehete ja normi || f||;;, = Lip(f) suhtes.

Lause 1.3 (vt nt [O, laused 1.3 ja 1.4]). Hulk Lip,(M) on vektorruum iile
reaalarvude korpuse punktiviisi defineeritud tehete suhtes ja Banachi ruum
normiga

£l = Lip(f)-

On teada (vt nt [O, lk 8]), et ruum Lip, (M) ei soltu tegelikult meetrilises
ruumis M nullpunkti valikust. Tédpsemalt, kui esialgse nullpunkti 0 asemel
lugeda meetrilise ruumi M uueks nullpunktiks element 0" ja Lipy (M) on vas-
tav Lipschitzi ruum, siis Lip,(M) ja Lipy (M) on isomeetriliselt isomorfsed.
Vastav isomeetriline isomorfism on 7': Lip,(M) — Lipy (M),

(Tf)(p)=f(p) = f(0'),  f€Lipy(M), pe M.



1.2 Lipschitzi-vaba ruum

Olgu M meetriline ruum.
Definitsioon 1.4. Oeldakse, et funktsioon m: M — R on molekul, kui tema

kandja {p € M: m(p) # 0} on loplik ja Y  m(p) = 0.

peEM

Tahistame koikide selliste molekulide hulka M(M).

Lause 1.5 (vt nt [O, lause 1.6]). Hulk M(M) on vektorruum ile reaalarvude
korpuse punktiviisi defineeritud tehete suhtes.

On teada (vt nt [O, lk 9-10]), et iga molekuli m € M(M) saab esitada

kujul
n
m= E :ai Mpi,qs
i=1

kusn €N, p;,q; € M, a; € R ja molekul

Mpsqi = X{p:} — X{as}-
Lause 1.6 (vt nt [O, laused 1.7 ja 1.8]). Kujutus || - ||ag: M(M) — R,

|m|| 4 = inf { Z | d(piy gi): m = ZO@ mpi#]i}’
=1 =1

kus infiimum on voetud tle molekuli m koikide esituste, on norm vektorruumil

M(M).

Definitsioon 1.7. Normeeritud ruumi M(M) téieldit F(M) nimetatakse
Lipschitzi-vabaks ruumaiks.

Teoreem 1.8 (vt nt [W, teoreem 3.3]). Olgu M nullpunktiga meetriline
ruum. Banachi ruumid F(M)* ja Lipy(M) on isomeetriliselt isomorfsed. Vas-
tav isomeetriline isomorfism on T: Lipy(M) — F(M)*,

(Tf)(mp,q) = f(p) — f(q), f € Lipy(M), p,q € M.

Lause 1.9 (vt nt [O, lause 1.12]). Iga p,q € M korral

Hmp,qH =d(p, q).

Teoreem 1.10 (vt nt [GPR, 1k 3|). Olgu M meetriline ruum ja A tema
koikjal tihe alamruum. Banachi ruumid F(M) ja F(A) on isomeetriliselt
isomorfsed.



Jareldus 1.11. Kui M on meetriline ruum ja M tema tareld, siis Banachi

o~

ruumid F (M) ja F(M) on isomeetriliselt isomorfsed.

Teoreem 1.12 (McShane’i jatkamisteoreem, vt nt [W, teoreem 1.33]). Olgu
M meetriline ruum, M’ tema alamruum ja f': M' — R Lipschitzi funktsioon.
Leidub funktsiooni f' jatk f: M — R nii, et Lip(f) = Lip(f’).



1.3 Ligildhedase keskpunkti omadusega meetriline ruum

Definitsioon 1.13 (vt nt [GPR, definitsioon 3.1 ja lemma 3.2], [BH, 1k 32]).
Oeldakse, et meetrilisel ruumil M on ligildhedase keskpunkti omadus (ingl. k
length space), kui iga p,q € M ja € > 0 korral leidub u € M nii, et

d(p, q)
2

max {d(p, u%d(u,q)} < +e.

Olgu m € N. Meetrilise ruumi R™ tavalist kaugust tdhistame siimboliga
d, s.t iga p,q € R™ korral

d(p,q) = |p — 4l

kus |- | on moodul.
Olgu edaspidi M meetrilise ruumi R™ alamruum.

Lemma 1.14. Kui meetrilisel ruumil M on ligilihedase keskpunkti omadus,
sits 1ga p,q € M ja € > 0 korral leidub u € M nai, et

d(p—;q,u> <e.

Lemma 1.14 toestamisel kasutame jargmist teoreemi.

Teoreem 1.15 (Apolloniose teoreem, vt nt [AAK, 1k 16] ). Olgu A, B,C, D
tasandi punktid, kusjuures D on punktide B ja C' vaheline keskpunkt. Kehtib
vordus

|AB|* 4+ |AC|* = 2(|AD|* + |BDJ?).

Seega
4|AD|* = 2|ABJ|* + 2|AC|* — | BC|*.

Mirkus. Apolloniose teoreem on erijuht skalaarkorrutisega ruumis kehtivast
roopkiiliku vordusest (vt nt [OO, 1k 235)): skalaarkorrutisega ruumi X korral
kehtib iga =,y € X korral vordus

lz + 1 + lle = ylI* = 2(ll=l* + llyll*).

seega iga z,y, z € X korral (vottes eelnevas vorduses x = xQﬂ —zjay =5Y)
kehtib vordus
r+y 2 T —Y2
o= 212+ lly = =12 = 2| 5= = =* + | =21°).



Lemma 1.14 toestus. Eeldame, et meetrilisel ruumil M on ligildhedase kesk-
punkti omadus. Olgu p,q € M ja e > 0. Olgu

2
s U, dpg)

4 2
Eelduse kohaselt leidub u € M nii, et
d d 2
mas {0 do, )} < TGD 0 = [T e

Apolloniose teoreemi pohjal
2
4d(p ;— : U) = 2d(p,u)? + 2d(u, q)* — d(p, q)*
d(p, q)? d(p, q)*
<9 (%Jﬁ?) 42 ((%Q) +22) — d(p.q)?
= 462,

jarelikult

]

Lause 1.16. Kui meetrilisel ruumil M on ligildhedase keskpunkti omadus,
siis iga p,q € M, u € [p,q| ja € > 0 korral leidub v € M nii, et

d(u,v) < e.

Toestus. Eeldame, et meetrilise ruumil M on ligildhedase keskpunkti oma-
dus. Olgu p,g € M, e >0jau € [p,q].
Néitame esiteks, et iga k € Njaigal € {0,...,2"} korral leidubu ; € M
2k

[ l el
dlur,p+ (1-50)a) <=3 o
(u%,Qkp—f— ok Q><4;2j

[Imselt voime votta uy = p, uy = gq. Lemma 1.14 pohjal leidub w1 € M nii,
2

nii, et

et + €
brq
oy P20 <2
" 3
Olgu k € N, k > 1. Eeldame, et leiduvad punktid wp, w1 ,...,uq_1,u1 € M

2k ok
nii, et iga [ € {0, ..., 2%} korral

d : +<1 l) < c L
N - — - —.
Lo orP ok ) 1) =4 2o

10

??‘
._\

<.
Il
=)



Lemma 1.14 pohjal leidub iga € {0,...,2% — 1} korral ug41 € M nii, et

2k+1

U + U

dl u 2t 2 ) < c

21+1 .
2k+1 ’ 2 4 * 2k

Eelduse pohjal

] UL UL 9 4 241
(1 Ze)s

o okt P
IR | 20 41
D) + 9 2k+1p_ C 9k+1 q
B “#Jr“l;—,}_li S+l 12k -1 12k —i-1
1 9 ookl T oo P YT ok 4
1 I 2k N l+1 26— ]—1
Stk TP T T ) Ty |t T T P ok 4
1 ! l I+1 [+1
Lot (- £00) oo e (20
2{(“2% P T T o q)+ (“’*—J o P o )4
<5k_11
4 £— i’
7=0

Seega iga [ € {0,...,281} korral
k
[ [ € 1
]:
Oleme niidanud, et iga k € Njaigal € {0,...,2"} korral leidubu ; € M
2k

nii, et
k—1

d l +(1 l) ~egd
U, — - — -y —.
S orP 2r)9) =7 <2

=

Kuna u € [p, gl, siis leiduvad k € N ja l € {0,...,2*} nii, et

l l €
Eelneva pohjal leidub v ; € M nii, et
2k
[ [ € 1 €
ORI IS SR
(uz,ikzkar 2kq)—4, 2 =2

11



Vottes v = u ; , saame
2k

d(u,v) < d(u, %p—i— (1 — %) ) +d( lkp—i— <1 ;k)q,v)

<S4t
2 2

O

Jareldus 1.17. Olgu M ligilihedase keskpunkti omadusega tdielik meetriline
ruum. Iga p,q € M korral [p,q] C M, s.t M on kumer.

Téestus. Olgu p,q € M ja u € [p,q|. Eelneva lause pohjal leidub iga n € N

korral v, € M nii, et

1
d n) < —.
(,00) < —

Jarelikult v,, — u. Kuna M on téielik, siis u € M. O

Lause 1.18. Kui meetrilise ruumi koikjal tihedal alamruumil on ligilihedase
keskpunkti omadus, siis meetrilisel ruumil on ligildhedase keskpunkti omadus.

Toestus. Olgu meetrilisel ruumi M koikjal tihedal alamruumil A ligilahedase
keskpunkti omadus. Néitame, et meetrilisel ruumil M on ligilihedase kesk-
punkti omadus. Olgu p,q € M ja ¢ > 0. Kuna A on ruumis M koikjal tihe,
siis leiduvad u,v € A nii, et

€
d <=
(p7 u) 3
ja
d(q,v) < %
Alamruumis A saame ligilihedase keskpunkti omadusega leida w € A nii, et
d
max {d(u, w), d(w,v)} < w + %
Paneme téhele, et
d(p,w) < d(p,u) + d(u, w)
£ d(u v) €
3 2 * 3
2¢  dwp)  dp.g) | dg,v)
< —
- 3 2 + 2 + 2
26 e dpqg) ¢
3 % 6 Ty 2 + 6
d .9) + €.
2

12



Analoogiliselt saame, et

Jarelikult
d(p, q)
2

max {d(p, w), d(w, q)} < +e.
]

Jareldus 1.19. Kui meetrilisel ruumil on ligildhedase keskpunkti omadus,
sits tema tdaieldil on ligildhedase keskpunkti omadus.

Lemma 1.20. Iga x € Srany ja € > 0 korral leidub z = Y"1 aymy, 4 €
By nii, et || — 2| <€ ja

Z || d(pi,q:) =1
i=1

ning erinevate indeksite i ja j korral on loikudel [p;, ;] ja [p;, ;] Glimalt ks
tihine punkt.

Toestus. Olgu 0 < 6 < 1 selline, et
)
o+ —— )
+ =3 <e

Lipschitzi-vaba ruumi ja molekulide ruumi normi definitsiooni kohaselt leidub
N . .
Y= Zj:l Vi M ; S M(M) nii, et Hy” < 17 HZE - y” < d Ja

N
>yl d(ug,v;) < 1.
j=1
Olgu
N
z = Zﬁj My ;s (1)
j=1
kus iga j € {1,..., N} korral

B = -
J N :
> i1 [l d(uy, v5)

Paneme téahele, et

N
1=0 < lyll <Y |yl d(uy,v;) <1,

J=1

13



seega
Yy
N
Zj:l 1v;l d(uyg, v;

vzl = v - (=
yA =Y =1 1-0l=1-¢

mistottu

)
lo =2l < llz =yl +lly = 2l <6+ =5 <e.

Néitame, et elemendil z leidub sobiv esitus. Lahtume tema definitsioonist
(1). Kui N = 1, siis on sobiv esitus leitud. Vaatleme edasises ainult juhtu
N = 2, juhul N > 2 on sobiva esituse konstrueerimise pohiidee sama. Kui
16ikudel [u1,v1] ja [ug, v2] on iilimalt iiks 16ikepunkt, siis vaadeldav esitus on
sobiv. Eeldame, et 16ikudel [ug, v1] ja [ug, v] on rohkem kui iiks 16ikepunkt.
Siis on [ug, v1] N [ug, ve] 16ik. Olgu [p, q] = [u1, v1] N [ug, ve] selline, et

0 = d(ur,ur) < d(ur,p) < d(ur,q) < d(ur,vr).
Vajadusel vahetades omavahel uy ja v ning arvestades, et

2= My g T <_62) Myg,ug;

kehtigu ka
0 = d(ug, u2) < d(ug,p) < d(ug,q) < d(ug,v2).

Paneme téhele, et sobiv esitus on
Z = /61 My p + 51 Mg, + (51 + 52) Mypq + 52 Mays,p + 52 Mg vy,
sest
B1 My p + Br My g + B1mgw, = b (mm,p + Mpq + mq,vl)
= Bi(X{ur} — X{p} + X{p} — X{a} T X{a} — X{u})
= B1(X{uw} = X{w1})
= 51 mul,vl

ja analoogiliselt

62 Maysp + 62 mp.q + ﬁ2 Mgvy = 52 Muysg vy

Kuna

d(uy,v1) = d(uy, p) + d(p, q) + d(q,v1)
ja

d(us, v2) = d(uz, p) + d(p, q) + d(q, v2),
siis

81| (d(ur,p) + d(p, q) + d(q,v1)) + |Ba| (d(uz, p) + d(p, q) + d(q,v2))
= |p1| d(ur, v1) + | B2| d(uz, v2) = 1.

Sellega on lemma toestatud. O]

14



1.4 Lokaalne peaaegu ruudu omadus

Definitsioon 1.21 (vt nt [ALL, definitsioon 1.1, lause 2.1]). Oeldakse, et
Banachi ruum X on

1) lokaalselt peaaegu ruudu omadusega (LASQ, ingl. k locally almost
square), kui iga x € Sx ja € > 0 korral leidub y € Sx nii, et
e £yl <1+¢

2) peaaegu ruudu omadusega (ASQ, ingl. k almost square), kui iga
T1,..., T, € Sx jae > 0 korral leidub y € Sx nii, et igai € {1,...,n}
korral ||z; £ y|| <1+e.

Kui Banachi ruum on ASQ, siis ilmselt on ta ka LASQ. Vastupidine
implikatsioon {ildiselt ei kehti, nditeks F(R) = L;(R) on LASQ, kuid ei
ole ASQ (vt nt teoreem 2.1, [ALL] lemma 5.5).

15



2 Pohitulemus

Selles peatiikis sonastame ja tdestame bakalaureuset6é pohitulemuse.

Teoreem 2.1. Olgu M meetrilise ruumi R™ alamruum. Kui ruumil M on
ligilihedase keskpunkti omadus, siis F(M) on LASQ.

Toestus. Olgu meetrilisel ruumil M ligildhedase keskpunkti omadus. Teoree-
mi 1.10 ja jérelduste 1.11 ning 1.19 pohjal, minnes vajadusel iile M tiieldile,
voime eeldada, et M on téielik. Olgu x € Sr ja € > 0. Lemma 1.20 pohjal
leidub z = Y"1 | aymy, 4 € Baman nil, et aq, ... 00, >0, ||z — 2| <€ ja

Z a;d(pi, ;) = 1
=1

ning erinevate indeksite ¢ ja j korral on l1oikudel [p;, ¢;] ja [p;, ¢;] tilimalt {iks
ithine punkt.
Fikseerime ruumis M nullelemendi 0 = p,. Piisab néidata, et leidub y =
Yo 0y € Sy nii, et iga i € {1,...,n} korral
”mpi,qz' + yl” < d(piv Qi>7

sest sel juhul

HZ + yH < Zai ”mpiﬂi iyiH < Z&i d(pia%') =1,

=1 i=1

mistottu
|z 2yl <llz—z[+[zxy]| <1+e

Tahistame

n

'Llézjl
ning B C M ja r > 0 korral
U(B,r)={p€ M:d(p,B) <r},
kus
d(p, B) = inf{d(p,q) : ¢ € B}.
Valime s > 0 nii, et kui [p;, ¢;] N [p;, ¢;] = 0, siis

U([pu%’]a 5) N U([pj7QJ]7$) =0

16



ja erinevate u,v € A korral d(u,v) > 2s.
Leiame 0 < r < s nii, et erinevate i, 5 € {1,...,n} korral

diam(U([pi, qi],r) N U([pj, qj],r)> < s.
Sel juhul
(U (i) VU (e s).) ) \ B =0,

kus B = J,c4 B(a, s).
Fikseerime i € {1,. n} Olgu i qz] NA = {u,...,ux}, kusjuures
= Di, U = (; .]a d(pz7 U1 - < d pw“k .]OOIHS 1

& e

Joonis 1: Punktide uq, ..., u; valik.

Olgu K € N selline, et iga j € {1,...,k} korral

d(uj,ujir) —2s < Kr.

Iga j € {1,...,k — 1} korral olgu uj, ... ,u§K+5 € [uj, u;41] sellised, et

d(uy, u]l) =0,

s
d(“j? u?) = 57

s
d(ui" up) = 2
d(u§K+5, ujr1) =0

jaigal € {0,...,2K} korral
l
d(uy, uf'?) = s + 57 (AW, 1) = 29)

(vt joonis 2).

17



-1 ,,0  I+1 2K43  2K+4 2K+5 _
ug e uy U u; uj uj = Uj41
Joonis 2: Punktide uj, ... ,u?K% valik.
Votame
k—1 K42
Yi = m, o, 21—1 + M, 2, 2141 ).
iy Uiy
7j=1 [=1

Niitame, et ||my, q, & vil| < d(p;i, ¢;). Kuna iga f € Brp, (ar) korral

F30S () - F037) + 168~ 10637)

<2303 d@d, )

Ssiis

Hmpqu' + yZH < d(pi7Qz’)'
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Analoogiliselt, kuna iga f € Brip, () korral

Mg = ) = | F02) = F(a2)

siis
”mpi,qz' - yz” S d(pi7%)'
Edasi naitame, et ||y|| = 1. Kuna
1
||y2|| = 5 Hmpi,qz' + Yi — My, g + yZH
1
S 5( Hmpzqu‘ + ylH + Hmpi,qz‘ - ylH )
- d(pza%)?
siis

Iyl < || avw]| < S ol < 3 asd(pia) = 1
1=1 i=1 =1

Niitame et ||y|| > 1. Selleks piisab néidata, et mingi f € Brip,(ar) korral
f(y) = 1. Sobiva funktsiooni f defineerime [p;, ¢;] osaldikude [u;, u;41] punk-

tides ul, ..., u3"*° jirgmiselt
0, kui [ on paaritu,
l S 7 ~o7
flu;) = 3 . kui l =2 voil = 2K + 4,
%, mujal.
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Mérgime, et iga j ja [ korral

l S
f(u]) < 55
sest L
2K -2 2
Imselt iga u,v € {uj, ... ,u?K“’} korral
|f(u) = f(v)] < d(u,v).
Kui ¢ € {1,...,n}, siis sarnaselt 16iguga [p;, ¢;] oleme 16igu [py, gi] jaotanud

osaldikudeks hulga
{Ula o 7/Uk:’} - Am [pi’aqi/]
punktide abil, leidnud K’ € N nii, et iga 7' € {1,... k" — 1} korral

d(’Uj/, Uj’—i-l) —25 < K/T,
. . ~ . ’ . ~
fikseerinud igas 16igus [vj, v;41] punktid vjl»,, e ,UJZ-,K +5 nii, nagu osaldigus
2K+5

7777, ning defineerinud analoogiliselt vadrtused

[, uji1] punkti(} uj, ..U
Fh), o fE0).
Vaatleme 4,7 € {1,...,n} korral vastavalt [p;, ¢] ja [pi, ¢ir] osaloike [u;, wji1]
ja [vj,vjra]. Olgu w € {uj, ..., ui* ™} jav e {v}, ... ,UJZ.,K/+5}. Kui u = v,
siis f(u) = f(v), sest juhul ¢ # ¢’ kehtib f(u) = f(v) = 0. Seega on vaadeldud
punktides f defineeritud korrektselt.
Veendume, et u # v korral

|f(u) = f(v)| < d(u,v).
Kui [uj, uji1] N vy, vj41] = 0, siis

=s < d(u,v).

[f(u) = f)] < [f)l + 1 f0)] < 5 +

NNV
N | »

Kui [uj, 1] O [vj,vj41] # 0, siis kas [uj, ujr1] = [vy, vj41], mistottu
|f(u)— f(v)| < d(u,v), voi neil 16ikudel on téapselt iiks ithine punkt. Viimasel
juhul vaatleme kolme alternatiivset olukorda.

Kui leidub a € A nii, et u,v € B(a,s), siis juhul u = a v6i v = a kehtib
|f(u) = f(v)| = 3, vastasel juhul f(u) = f(v) = 5. Molemal juhul

|[f(u) = f(v)| < d(u,v).
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Kui leidub a € A nii, et v € B(a, s) jav ¢ B(a,s), siis

[f(u) = fv)] <

< d(u,v).

NN VA

Kui u,v € B, siis

[f(u) = f(0)] < [f(uw)] + [f(0)] < 2r < d(u,v).

McShane’i jatkuteoreemi pohjal voime eeldada, et funktsioon f on defi-
neeritud kogu ruumil M nii, et [|f|| < 1. Lopetuseks piisab niidata, et

f(y:) = d(pi, ¢;), sest sel juhul

) =F (X eww) =D o) = Y awdlpig) =1

Paneme téhele, et

k—1 K+2

P =303 (70 = 7@ + 1) = F)

[y

j=1 I=1
k—1
d(uj,uji1) — 28
= Py s )
. (s + oK + s
7=1
k—1
= d(uj, uj1)
j=1
Sellega on teoreem toestatud. 0
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