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I.VEKTORARVUTUS

1. Vektori mdiste

Suurusi on mitut 111):3.. Kaks lihtsamat suuruste liiki on
skalaarsed suurused (ehk skalaarid) ja vektoriasalsed suurused
(ehk vektorid). k

Skalaarseks suuruseks nimetatakse suurust, mille vddrtus
pirast mddduiihiku valikut on tdielikult iseloomustatav iihe-
ainsa arvuga.

Skalaarid on n#diteks keha ruumala, mass ja temperatuur,

Vektoriaalseks suuruseks nimetatakse suurust, mille tdie~
likuks iseloomustamiseks tuleb peale tema arvulise véirtuse
médrata veel suuruse mdjumise siht ja suund.

Vektorid on n#éiteks keha liikumise kiirus ja kiirendus,
joud jm.

Vektorite tdhistamiseks kasutatakse triikikirjas nn.pool-
paksu kirja, kdsitsi kirjutades ja masinkirjas aga noolekesi
tédhtede peal, nagu a, b, X, y. Neid loeme: vektor ‘a Jjne.

Vektori geomeetriliseks kujutiseks on suunsga 13ik ruu-
mis (joon. 1), s.o0. sirgldik, mille iiks otspunkt on loetud
13igu alguspunktiks ja teine tema l3pp-punktiks., Viimast mér-
gitakse joonisel noolekesega. Selline geomeetriline vektor —
suunaga sirgldik - iseloomustab tédielikult vektoriaalset suu~
rust, sest

1) tema pikkus nditab vektori arvulist védrtust ehk vek-
tori moodulit;




2) sirge, millel see 13ik asetseb, nditab vektoriaalse
suuruse méjumise sihti (seda sirget nimetatakse vektori kand-
Jeks)s

3) suund 18igu alguspunkti poolt 1dpp-punkti poole on

. vektori suund. !

Edaspidi m¥istame vektori all ikka geomeetrilist vekto-
rit.

Vektorit, mille alguspunkt on A ja 13pp-punkt on B, ti-
histatakse siimboliga AB. Vektori & pikkust (moodulit) mérgi-
takse siinboliga |&| v&i lihtsalt a, Niisamuti vektori AB pik-
kus on {Kﬁ[ = AB.

: e i

e
B "a
4 -
a
A - 4 G e
Joon. 1. Joon. 2. Joon. 3.

»

2. Kahe vektori vordsus

See, milliseid vektoreid loetakse vdrdseiks, sdltub vaa-
deldavate suuruste liigist. Meie rakendame jdrgmist vektorite
vordsuse definitsiooni:

kaht vekbtorit nimetatakse vdrdseiks, kui neil on iiks ja
sama pikkus, siht ja suund. -

Kahel vektoril on iiks ja sama siht, kui nende kand;ad
on paralleelsed (nagu vektoreil @ ja b joonisel 2) vdi iihti-
vad (nagu vektoreil ¢ ja d samal joonisel 2). Kaks samasihi-
list vektorit on kas samasuunalised (siimbolites afl D) voi
vastandsuunalised (siimbolites af{|B). Seega vektorite @ ja B
virdsuse definitsiooni saame siimbolites avaldada kujul
(joon. 2):

a=0, kui |g] = [B] ja ait¥.



-Kui kaks vektorit erinevad ainult suunalt, s.t. kui
lgl=18] 3a 3H3,
siis neid nimetatakse vastandvekbtoriteks (joon. 3). Vektori
a vastandvektorit tdhistatakse sumboliga -a. Kui a ja® on
vestandvektorid, siis

- —_

a = =b.

Vektorite vordsuse definitsioonist jdreldub, et roéoplik-
kel saame vektorist temaga vdrdse vektori (joon. 2). Seega
vektori alguspunkt on vabalt valitav.

Samasihilisi vektoreid nimetatakse ka kollineaarseteks
vektoriteks.

3. Vektorite summa ja vahe

Kahe vektori & ja b _summaks nimetatakse kolmandat vekto-
rit ¢, mille alguspunktiks on esimese vektori alguspunkt ja
13pp-punktiks teise vektori 13pp-punkt eeldusel, et teise
vektori alguspunkt on tehtud iihtivaks esimese l1&pp-punktiga
(joon: 4): \

3+—5=A—.§+:~BT)=E=E.
Kui sama punkti A juurde kannaksime esmalt vektori

= AC ja viimase 18pp-punkti juurde vektori a = CD, siis
roopkiiliku omaduste jargi saaksime sama summa:
; 'aT o f = "E C -8...

Seega vektorite liitmisel kehtib vahetuvuseseadus. Uht-
lasi ndeme jooniselt, et vektorite liitmisel kehtib peale
ilalantud kolmnurgareegli ka jérgmine rodpkiilikureegel:

kui liidetavatel vektoritel on iihine alguspunkt A, siis
nende summaks on liidetavatele ehitatud rodpkiiliku diagonaal-
vektor, mille alguspunktiks on sama punkt A.

Kahe vektori liitmise eeskirja  korduval rakendamisel
saame liita kuitahes palju vektoreid (joom. 5):

v
B=a+b+¢C + d.

Eui vektorite liitmisel viimase liidetava l3pp-punkt iih-
tib esimese liidetava alguspunktiga, siis summaks on nn. null-
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vektor, s.t. vektor, mille pikkus on null ja siht on mddra-
mata. Néiteks kshe vastandvektori summa on nullvektor.

' D

Joon. 4. Joon. 5.

Kahe vektori & ja b vaheks nimetatakse vektori a ja vek-

tori b vastandvektori —b summat:
I—F=E+($L

Kui védhendatav ja lashutatav on viidud ilihise alguspunkti .
juurde (joon. 6), siis vaheks on vektor, mis viib labutatava
13pp-punktist véhendatava 13pp-punkti.

Vektorite liitmisel kehtib ka iihenduvuseseadus:

a+(P+e)=(2+D) +¢c.
T3epoolest (joon. 7),

a+(b+70)

"
»}
+
Bl
1]
8l

Jja
(:+g)+3=6§+3=&.

Joon. 6. Joon. 7.

4, Vektori korrutamine arvugs
Vektori & ja arvu o # O korrutiseks
xd = ax
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nimetatakse vektoriga & kollinesarset vektorit, mille pikkus
vordub vektori & pikkuse ja arvu « absoluutvéirtuse korruti-
sege ja mis & > O puhul on vektoriga @ samasuunaline, aga
& < 0 puhul — vastandsuunaline. Kui & = 0, siis «&'= 03 =
tdhendab nullvektorit. Seega:

, loe Fl=] ] « | 7]
a

xuioi.—.3>o, siis

0(3: ;: = a,

i
a

wi=

kus a° tdhistab vektori & @ iihikvektorit, s.o. vektoriga @ kol-
lineaarset ja samasuunalist vektorit, mille pikkus on 1.
Vektori ja arvu korrutamisel kehtivad jérgmised seadused:
1) vahetuvuseseadus, s.t.
o a = o H

2) iihenduvuseseadus, s.t.
x(88) = @) &
3) jaotuvuseseadus skalaarse teguri suhtes, s.t.
(x+@) a=ad +07;
4) jaotuvuseseadus vektoriaalse teguri suhtes, s.t.
(3 + D) =xa +ab.

Vektori korrutamist mingi arvuga « vdib vaadelda vektori
niisuguse homoteetsusteisendusena (sarnasusteisendusena),mil-
le tegur on o« ja keskpunkt O on meelevaldne. Joonisel 8 on
nii esitatud korrutisedod, kui &« on 0,5; 2 ja -1,5; seejuures
OB = 0,5-0A jne. '




Ulalantud korrutamiseseadused 2, 3 ja 4 on kdik homoteet-—
suse omadused ja jarelduvad Jjoonisest 8 (vahetuvuseseadus on
kehtestatud definitsiooniga). e

Unenduvuseseaduse toestamiseks oletame, et OB = 3-0A ja
OD = & -OB. Siis OD = x(#+0A).= x(@.OA. Niiiid on vektor DD' saa-
dav kahel viisil:

DD' = BB = (@73)
DD' =o@-AA* = (xP).3.

Jarelikult paremal seisvad avaldised on vdrdsed.

Homoteetsust kasutades saame tdestada ka lilejddnud sea-
dused.

5. Lineaarsed operatsioonid vektoritega

Lineaarseteks operatsioonideks vektoritega nimetatakse
vektori korrutamist arvuga ja vektorite liitmist ning lahuta-
mist. Nagu eespool nédgime, kehtivad siin samad arvutamisesea-
dused, mis on kehtivad arvavaldiste kohta, seetdttu avaldisi,
mis sisaldavad lineaarseid operatsioone vektoritega, tuleb
teisendada ja lihtsustada algebra algkursusest tuntud reegli--
te jérgi. Naiteks:

1) 3(28 - 5b + 6) - 2(b - 3¢) + 4(3 + 2b) =
63 ~ 15b + 3¢ - 2b + 6C + 43 + 8b =
108 - 9% + 9¢ = 108 - 9(B - ©).

2) «(@-B)+P®-8) -7@E-D) =
= (c+ )8+ (B-x)b = (B+7)3.

1. Punkti asukoha mddramine ruumis

Asukoha mddramiseks ruumis on esmalt vaja baasi, mille
suhtes asukohta mddrata. Selleks vdtame ruumis mingi punkti O
uhes sellest vidljuva kolme iksteisega ristuva iihikvektoriga
E, 5'jaVE, nis moodustavad nn, paremakde vektorikolmiku (vek-
tori K 10pp-punktist vaadates ndib taisnurkne poore, mis vek



tori 1 viib vektori E-peale, toimuvat vastu kellaosuti liiku-
mist). Selle baasiga on mddratud kolm koordinaattelge x, ¥y ja
z, mille iihikvektorid on vastavalt i, j ja K, ning kolm koor-
dinaattasapinda xy, yz ja 2X, mis 13ikuvad koordinaatide al-
guspunktis O (joon. 9).

Ruumipunkti M asukoha madramiseks leiame tema ristpro-
jektsiooni Mx xy-tasapinnal ja punkti "xy ristprojektsiooni
x-telael, S.0. punkti M. Siis alguspunktist O punkti M minev
vektor, s.0. punkti M kohavektor

W= Of = qu Mx"xy Mxy”
Et vektorid OMx, MxMxy Jja Mxyﬂ on vastavalt kollineaarsed vek-
tor1tega i, j ja X, siis leidub kolm sellist arvu x, y ja z,
et

le =" 33 Mxlxyz ¥ jallxyll = zk,

Asendades saame punkti M kohavektori niiiid kujul

T=xi+ ¥3 + zk.

Koordinasattelgede sihilisi kohavektori liidetavaid ii,
T3 zk nimetatakse kohavektori komponentideks teélgede sihis
ja nende kordajaid nimetatakse kohavektori kcordinaatideks,
iihtlasi ka kohavektori 1&pp-punkti M koordinaatideks.

Punkti kohavektori koordi-
naatideks on selle kohavektori
projektsioonid koordinaattelge-
del, sest punkti M l&bivad tel-
gede risttasapinnad moodustavad
telgedel 16igud, mille pikkused
on vastavalt OM,, , Mxlxy Ja nyM.

Kohavektori avaldist tema
koordinaatide kaudu

W= xi+y]+ 2k

Joon. 9.

kirjutame edaspidi liihemalt ku-
Jul
= {X; Y Z}.
Lauset, et punkti M koordinaadid on x, y ja z, kirjutame
endiselt kujul
M(x3 ¥3 z).
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2. Vabavektori koordinaadid

Olgu vektori alguspunktiks punkt A(xq; ¥43 21) ja lapp-
punktiks 8(12; Toi 22). Leiame avaldise vektorile AB telgede
ilhikvektorite kaudu. Vektorite liitmise eeskirja jérgi

6‘A+A‘-§=6’B,\
seega 2
AB = OB - OA.

Kohavektorid OB Jja Ok avaldame iihikvektorite kaudu.Siis

Saame : ;

iB (xz_{ & y23’+ zzf) - (x,]_f # y,‘fj' * z',‘_E) =

(xz‘xq )-f o (ya‘Y1 )_J. o (22-21 )iE =
{Zomxq8 Ip=9q3 23724},

s.t. mistahes vektori koordinaadid vdrduvad tema ldpp-punkti
ja slguspunkti vastavate koordinaatide wvahedega.

Kuil vektori otspunktidest A ja B panna 1&bi tasapinnad
risti x-teljega, siis need l13ikavad-telge vastavalt punkti-
des x, ja X, (joon, 10). Jérelikult on vektori projektsioon
teljel x suurusega Xy = Xq. Niisiis,

vektori koordinaadid on vektori projektsioonid telgedel.

Uhe tidhega mirgitud vektori
koordinsate téhistame sama t&hega,
kuid koordinaadile vastava indek-

siga:

= {ayi ayi 8.}

Nédide 1. Leiame vektori koor-
dinaadid, kui vektori alguspunkt
Joon. 10. . on A(3; =23 5) ja 18pp-punkt on
B(=1; 63 2): .

A—i = {-1-3; 6+2; 2—5} = {—4; 8% —3}.
Ngide 2. Leiame vektori @ = {-4; 8; -3} alguspunkti A,kui
18pp-punkt on B(-1; 63 2).

Vektori & koordinaadid avalduvad otspunktide koordinaati-

de kaudu kujul ;

10



e s S b

% =J2 = Jq»
a, = Zy = Zq.
Avaldades neist vektori alguspunkti koordinaadid, saame
Xy =% -8, ==1+4= 3,
T4 ® Ig i 6-8=-2,
Zq =2, - 8, = 2¢+3= S,

Seega vektor @ algab punktist A(3; =2; 5).

Lopuks mérgime, et

vordsetel vektoritel on vastavalt vordsed koordinaadid
ja, limberpddrdult, vastavalt vordsete koordinaatidega vekto-
rid on vdrdsed.

. See t8siasi jdreldub sellest, et kui vdrdsed vektorid
viia rdopliikke abil koordinaatide alguspunkti juurde, siis
nende ldpp-punktid lihtivad. Jédrelikult on neil iihed ja samad
koordinaadid — nende iihise 13pp-punkti koordinaadid., Umber-
pddrdult: kahe vektori vastavalt vdrdsed koordinaadid m#&ra-
vad ainult iihe punkti, mis on neile vektoreile iihiseks l1l3pp-
punktiks.

3. Lineaarsed operatsioonid vektoritega koordinaatides

Vektorit, mis antud vektoritest saadakse lineaarsete ope-
ratsioonide tulemusena, nimetatakse nende linesarseks kombi-
natsiooniks.

T3estame, et

vektorite lineaarse kombinatsiooni koordinaatideks on

nende vektorite vastavate koordinaatide samalaadilised line-
aarsed kombinatsioonid.
Tdestuseks tuletame vektorite

'E:{g‘; ayi a,], ?:{bx; by; bz}, 'c’={cx; Cyi cz}

lineaarse kombinatsiooni :
xd + 0B +7¢

koordinaadid. Selleks avaldame kdik vektorid iihikvektorite
kaudus 3

1



o«d + 93 - 3-'c’=oc(ax'f + aya'-n- azf) +p(bx-f ks by';j’+ bzf) +
+ T(ch + cy3’+ c;k'),

mis parast sulgude avamist ja sarnaste liikmete koondamist
saab kuju

od + @b + ¢ = (xay + @by + oy b B (ocay +6by +3~c Y5
+ (ozaz + @b, +3~c K.
Tulemus nditab, et vdide on dige:
o«& + @5 + 3¢ ={ua +pb +pe,: xa b +fosi aa,+b,+ e, ).
Néide 1. Kui & = {3; 25 4}, siis 58 = {5°3; 5:2; 5:4}=
: {15; 103 20}.
Niide 2. Kui & = {2; 41 -1} ja b = {65 3; -1}, siis
48+3D= 4{2y =43 -1} + 3{63 33 -1} =
{8: =16; -4} + {18; 9; -3} =
{263 73 -7}.
Viimases ndites leidsime tulemuse iiksikute tehete kau-
pa. Ulalantud teoreemi pdhjal saab selle leida kiiremini

je.rgmlselt:.
43+ 3 )

(4.2 + 3.6 4e(=4) + 3:3; 4(=1) + 3.(-D)}=
{263 -73 -7}.

Néide 3. Kui T = {4; =23 3}, B = {15 0s -1}, T = {-2; 3 5},
siis 27 - 3b + 4T = {8-3-8; ~4-0+12; 6+3+20} = {-3; &; 29].

1. Skalaarkorrutise mdiste

-

‘Vektorite & ja D skalaarkorrutiseks & - b nimetatakse
vektorite pikkuste ja nende vahelise nurga koosinuse korru-
tist:

2+ D= ab cos(3a,b).
Sellest definitsioonist jédreldub:
1) kui vektorite 3 ja ® vaheline nurk (suurusega 0 ja 7

12



vahelt) on tédisnurgast vdiksem, vdrdub tdisnurgaga, v3i on
tdisnurgast suurem, siis skalaarkorrutis 2 - D on vastavalt
positiivne, null, v3i negatiivne;

2) skalsarkorrutis vdrdub korrutisega, mille teguriteks
on iihe vektori pikkus ja teise vektori projektsioon kui suu-
naga 13ik esimese sihil (joon. 11, kaks varianti vastavalt
sellele, kas nurk vektorite wvahel on teravnurk v3i niirinurk):

2+ D= ab cos(3,D) = a-proj.ﬁ't? . b-pro;js'a’;

. R
Z]_b; : z,
A T . A — 3

projgb>0 projgB<0

Joon, 11,

3) kui tegurid on vdrdsed, siis skalaarkorrutis vdrdub
vektori pikkuse ruuduga:

F-3 = aa cos O = & ehk &a° = &2,

a =V-§_21

s.t. vektori pikkus vordub ruutjuurega vektori skalaarsest
ruudust.

seega

2. Skalaarkorrutise pdhiomadused

Vektorite skalaarne korrutamine kui arvutusoperatsioon
toimub jargmiste seaduste jargi, mis k3ik kergesti jareldu-
vad skalaarkorrutise definitsioonist (kuidas?):

1) vahetuvuseseadus, mis i{itleb, et

a-b=b-3a;
2) ihenduvuseseadus, mille jargi
AE-D) = A&) B = - (D), (kus A on arv);
3) jaotuvuseseadus, mille jargi
2@+ =a-D+a-.o.

13



Neist jéreldub muuseas, et
@+D)(@=-8) =3 =% = o2 = %
@F+B)P2 = (B +D) (T +3D) = a° + 225 + bv°.

3. Skalaarkorrutis koordinaatides

Kui tegurid on antud koordinaatides
-8.3{313 &yi lz}, ?:{bx; by; bz},
siis skalaarkorrutis leitakse jargmiselt (rakendades p.2 an~
tud omadusi):
2 G (a;f + a§3'+ agib-(b;z'+ b¥3.+ b;;) =
= 'xbx + ayby + azbz’
sest
- - — - - - - - - -
i*i=3+J=kX*k=1 ja i-j=j-k=k-1=0.
Seega
kahe vektori skalaarkorrutis vdrdub nende iihenimeliste

koordinaatide korrutiste summaga.
Sellest jérelduvad jédrgmised tdsiasjad.

1. Eui E.%, siis ad + b, + a,b, = 0 ja iimberpsor-
dult (viimane eeldusel, et ¥ # O ja B # 0).
2. Vektori & pikkus

a=]/€z=l/ax§+a§+a§,

mis jéreldub eelmisest jéreldusest (a; = by jne.).

3, Kahe vektori vahelise nurga koosinus (léhtudes ska-
laarkorrutise definitsioonist) avaldub koordinaatides kujul

005(5,?) = -_8::5__'5 = 5—1’!‘ v ayby S azb& .
- V2+2+a21/b2+b2+b2
5 % Z b 4 Yy z

Kui vektoriks b vBtta iihikvektor I, _;j. voi _f, siis saa~
me vektori & sihikoosinused:

a

cos(T,a) = %‘; cos(3,8) = ?; cos(k,a) = Tz'

14



Téhistades vektori sihinurki vastavalt téhtedega o, @
Ja J, saame kergesti kontrollida (teha seda!), et vektori
sihikoosinuste vahel kehtib jérgmine seos:

coszu + c082@ - cosza"= 1.

4, Vektori @ projektsioon vektori D sihil (lahtudes p,
1 jéreldusest 2) avaldub koordinaatides kujul

U Yol - P o
|/ béx + by2 + bzz

5. Skalaarse korrutamise pdordiilesanne — iihe teguri &
ja korrutise 2% jédrgi teise teguri_f leidmine - pole iihe-
selt lahenduv, sest otsitava teguri kolme koordinaadi mdéra-
miseks on kasutada ainult’ liks vdrrand: a&bx + %by + a,b, =

—_ >
= a-*b.

projg

1. Vektorkorrutise mdiste >

Vektorite & ja P vektorkorrutiseks axb nimetatakse vek-
torit €, mis t#idab jérgmist kolme tingimust:

1) L3 ja c17; o

2) vektorid 3, v Jja ¢ moodustavad nn. paremakie kolmiku
(nagu vastavalt parema kde ptial, esimene s3rm ja teine sirm
vdljasirutatult);

3) vektori € pikkug ¢ = ab sin(F,b), s.o. vektoritele
2 ja D ehitatud réépkiliku pindalaga.

Sellest definitsioonist jédreldub, et sdltuvalt vektori-
te vahelisest nurgast :

0<|ax®| <avb,

kusjuures vektorkorrutise pikkus on null, kui tegurid on kol-
lineaarsed ja pikkus on ab, kui tegurid on risti.

15



2. Vektorkorrutise pdhiomadused

Vektorite vektoriaalne korrutamine kui arvutusoperatsi-
oon toimub jidrgmiste seaduste jidrgi, mis jdrelduvad selle
operatsiooni definitsioonist:

1) alternatiivsuseseadus, mis iitleb, et

axb = -~(bX3);
2) iihenduvuseseadus, Se.t.
A(ExD) = AB) XD = ax (AD) (kus A on arv);
3) jaotuvuseseadus, mille kohaselt
Ax (B + ) = axDb + axc.
(Nende seaduste tdestused vt., niiteks dpikust Privalov,
Analiilitiline geomeetria, II osa, pt. II, § 12.)

3. Vektorkorrutis koordinaatides

Kui vektorkorrutise tegurid on antud koordinaatides
ﬁ’:{ax; ay; az}, _t;:{bx; by; bz}'

siis, avaldades nad iihikvektorite I, J ja ¥ kaudu ning raken-
‘dades eelmises punktis antud kerrutamiseseadusi, saame:

axd (axT+ a’}r+ azf)x(bx_i’+ by3’+ bz_lf)

axbx(-:fx-{) + aybx(:']’x-:f) + asz('l;x?.)

+

+
+

e — - -

axby(iX;j) + ayby(;j x3) + %by(k x3)
+ b, (TxE) + agb, (TxEK) + a,b, (K xk).
Vektorkorrutise definitsioonist jareldubs:
1) iihenimeliste ithikvektorite vektorkorrutis on 0, s.t.
Ixi=FxI=%kxk=o0,

sest sin(-:{,-{) = 0 jne., seega korrutis on aullvektor;

2) kahe erinimelise iihikvektori korrutis vdrdub kolmanda
ilhikvektoriga v31 selle vastandvektoriga sdltuvalt sellest,

kas tegurid on antud ringjdrjekorras ijki... v8i vastandjirje-
korras kjik...: j
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(Kontrollida neid vdrdusi definitsiooni pdhjal!)
Neid korrutisi kasutades saame: :

axb = -aybk+asza+%bk-ab1-%b3+%bi.
Viies igas kahes liikmes ilihise ilihikvektori sulgude ette
ja kirjutades sulgudesse jddva teguri determinandina, saame:

% % axa ax&y

axb=1
vbybz by b, by by

Saadud vdrduse parema poole vdib kirjutada kolmerealise
determinandi kujul jargmiselt:

T 75K :
- >
axyp a ax%az.

bxbybz

See determinant ongi vektorkorrutise avaldiseks koordi-
naatides.

Naide. Vektorite 3 = {1; =23 3} ja b = {2; =1; 2}vektor-
korrutise leiame jérgmiselt:

1 \
IxB = [1 =2 3| = (4+3)T = (2-6)T + (~1+4)k =
21 2 :

T+ 4T+ = {-1; 4; 3}.

[}

Vektorkorrutise kaudu saab avaldada vektoritele ehita-
tud kolmnurga pindala ja madrata nurka vektorite vahel. Kui

axb=¢ = {cx; Cyi c,}s

i Bor 7 ™
by 7

siis vektoritele a Jja D ehitatud kolmnurga pindala

c
z

%z x|

c_ =
; bz bx

PP R VR OR ¢ oy LR K
8 = 5|axB]| = » " e el

7



nende vektorite vahelise nurga siinus aga avaldub kujul:

]/2 2 -
. Kx-t; cx+cy+cz
sin(4,b) = = o
i S e e T e

Vektoriaalse korrutamise poordiilesanne — antud kahe vek-
tori 3 ja ¢ jirgi leida kolmas vektor B nii, et axB = ¢ -
on lahenduv muidugi ainult siis, kui 31¢, s.t. a+¢ = 0. Ot-
sitava vektori B koordinaadid peavad rahuldama kolmest vor—
randist koosnevat siisteemi (1), mille determinant osutub
vdrdseks nulliga, nagu selgub selle arvutamisel. Vektori B
iihe koordinaadi saame valida vabalt.

Niide. Leida vektor B = {x; yi 2z} nii, et axB = T, kui
F={3 1 =2} Ja<={1 5 4}.
Tingimus 2-C = O on tdidetud, sest a-¢ =3 + 5 =8 =0.

Avaldame korrutise 3 xB koordinaatides ning vdrdsustame
selle koordinaadid vektori € vastavate koordinaatidega:

EY _5 x 2y+ z = 1
axb = 3 1=2|= {z+2y; -3z=-2X} 3y-x}; -2Xx =3z =5
X ¥ z -xX+3y = 4.

Saadud silisteemi lahendamisel (néditeks y-koordinaati va-
baks jdttes) leiame, et
X = 3y=4 Jja z = =2y+1.

Seega_l; = {3y-4; b -2y+1}.

1. Segakorrutise mdiste ja geomeetriline t3lgendus

Kolme vektori a, P jac segakorrutiseks nimetatakse kor—
rutist
(-a. x_'S) 2 -C.,
kus kahe vektori wvektorkorrutis on korrutatud skalaarselt
kolmanda vektoriga.
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.

Skalaarkorrutise tegurite vahetuvuse tottu saame sega-

korrutise anda ka teisel kujul:
(ExB)-¢ = ¢ (@xD).

On ilmne, et segakorrutis on skalaar. Selgitame tema
geomeetrilise tdhenduse.

EKanname vektorid @, ® ja ¢ iihe punkti O juurde, kus nad
moodustagu paremakde kolmiku (joon. 12). Et ka 'E, o Ja 8=
= axb moodustavad paremakie kolmiku, siis vektorid ¢ ja §

-S’ léhevad lUhele ja samale poole

- tasapinnast, mille md&drab
punkt O koos vektoritega Z ja
A\

& Tdestame, et sel juhul
A kolme vektori segakorrutis

C B S vordub neile vektoritele ehi-
tatud rodptahuka ruumalaga.

0 a | Tsestus. (AxD)+C =
=5.-8= |-§|-proj§?=
= ab sin(Z,B) - h = V, kus
) projgé' on vektoritele ehitatud rédptahuka kdrgus ja V on
rooptshuka ruumala.

Kui vektorid 3, D ja ¢ moodustavad vasakukie kolmiku,
siis vektori € projektsioon vektori S sihil on negatiivne,
kuid tema absoluutvdidrtus on ikkagi antud vektoritele ehita—~
tud rocptahuka kdrgus. Seega niilid

(8xDB) - ¢ = ab sin(Z,B)+(~h) = -
Kokkuvdttes saame, et
|(@xB) <=
s.t. segakorrutise absoluutviddrtus vordub vektoritele ehita-

tud rooptahuka ruumalaga. Seetdttu nimetatakse segakorrutist
sageli ka ruumkorrutiseks.,

Joon. 12,
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2. Segakorrutis koordinaatides
Olgu antud kolm vektorit oma koordinaatidegas:

a = {ag ag g},
b= {bys b3 bz},
<

°z}'

Avaldame nende segakorrutise koordinaatides:

I
—~—

[¢]
y

]
o ¥

T T E
(axb)-c = %ayaz .c =
by by b,
(b B . 5 1% Y A
‘{by b, b, b’ by By {exs Cyi °z}'

Et skalaarkorrutis vdrdub tegurite iihenimeliste koordi-
naatide korrutiste summaga, siis

(‘Exf)-?: :y.:z .c_ +
5 s

% o R

v «C_.

z

" %
b, b

zZ X

%
by by

Kuid paremal seisev summa on jirgmise kolmerealise deter-
minandi arend viimase rea elementide jargi:

8y 8y %
b, by b,

Oy Sy S

o'

(Ex'f) ‘-5 =

e}

Seega kolme vektori segakorrutis vdrdub kolmerealise de-
terminandiga, mille reaelementideks on antud vektorite koor-
dinaadid.

Et segakorrutise absoluutvdidrtus vérdub teguritele ehi-
tatud rodptahuka ruumalaga V, siis

V.= I bx by bz | .

Cx Sy Cp

Ndéide. Olgu rodptahuka tipust O(1; 33 2) vdljuvate serva=

de otspunktid A(2; 1; 3), B(-13 2; 5) ja C(0; 4; 6) (joon. 12)
8iis sellest tipust vdljuvad vektorid on
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Ok ={1; -2; 1},
0B ={-2; -1; 3},
o€ ={-1; 1; 4}.

Nende vektorite segakorrutise arvutamisel sasme:

1-2 1
(OAx0B) -0C = | -2 =1 3| = -20.
-1 1 &

Seega rooptahuka OABC ruumala V = 20.

3. Segskorrutise omadusi
Segakorrutise avaldisest koordinaatides

R b e
(axb) -c = bxbybz

Cy cy <,
tulenevad selle korrutise mdned tidhtsad omadused.

1. Segakorrutis ei muutu, kui selles vektoriaalse kor-
rutamise ja skalaarse korrutamise midrkide asukohad vahetada,
Se.t.

(ExDB)-T=3d-(bxe),
kusjuures esimesena teostatakse ikka vektoriaslne korrutami-
ne, 2

Tdepoolest, arvutades viimase korrutise koordinaatides,

saaksime sama determinandi:

;S N 0 ¢ o W By T fyr %
L R S Yy Pl IR el Vg Vel
a-(bxe) ‘{ax' ayi az} el e |ile. e l¥]e. e ft= |Px Py P2
vy %z z %x x % ¢ <5 <
X

Selle omaduse tdttu segakorrutist kirjutatakse lihtsalt
kujul 2 D ¢, kus iiks kshest kdrvutiseisvast korrutamisest on
vektoriaalne (mis teostatakse esimesena), teine skalaarne.
Riisiis,

(ExD)-¢=2-(BxC)=ab c.

Vektoritele 2, b ja ¢ ehifatud rééptahuka ruumasla saame
kirjutada niiid kujul

v=|3ad 2l
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2. Kui segakorrutises vshetada kzks kdrvutiseisvat te-
gurit, siis korrutise mérk muutub vastupidiseks (sest vasta-
va vektorkorrutise mérk muutub vastupidiseks). Sellest jdrel-
dub, et kahe sellise tegurite vahetamise tulemusena segakor-
rutis ei muutu., Nii saame:

- > - - -

- - > - e e o A0 - -
abc==-bac=bca==-cba=cab=-achb.

II.RUUMI ANALUUTILINE GEOMEETRIA

1. Kahe punkti vaheline kaugus

Punktide A(x1; Y43 z1) ja B(x2; Yoi z2) vaheline kaugus
d on vektori
-
AB = {xz-x,,; Yo=Yq3 zz-z,‘}
pikkus (vt. peat. I, § -3, p. 3, jédreldus 2):

d = 1/(x2-x1)2 - (y2-y,] )2 + (zz-z,‘ )2.

2, Loigu jaotamine antud subhtes

Kui punktide A(x1;y1;z1) ja B(ngyz;za) vaheline 13ik AB
on jaotatud punktiga C(x;ys;z) suhtes A, kus A # -1 on antud
arv, siis suunaga 13ikude AC ja CB suhe

ic

—=A ehk A—C =.A(Tﬁ. .
CB "
Kuid siis ka
15 s A —§

ehk
{x—-x,‘; I~ z-z,]} = ]l{xz-x; Yo=¥3 z2-z} =
={Ax-x)s A(3-7)i A(z-2)}.



o /|

e

Seega AB xAC

- Vektorite vdrdsuse tingimuse pdhjal siis
X=X4 = sz-hx; : y—y1 = Ay2-hy; 2=24 = Az2-Az.
Lahendades need vdrrandid x, y ja z suhtes, saame jao—
tuspunkti C koordinaadid: y

o0 e AN i e s
= H Yy s —} zZ = ——.

14N 1+ 1+

Kui C on 18igu AB keskpunkt, siis A = 1; jérelikult
13igu keskpunkti koordinasadid avalduvad otspunktide koordi-
naatide kaudu jargmiselt:

e e g N i PR s bt
ATt L. Tapd Dy
3. Kolmnurga pindala
Olgu kolmnurga tippudeks punktid
A(x,‘;y,l;z,]), B(’z?Yaizz)’ C(33373323)-V

—

Eolmnurga ABC pindala on pool vektoritele AB ja AC ehi-
tatud roopkiiliku pindsiast, s.t.

Sypc = 3 |ABxac].
{Tam43 72743 35724} Ja
{ X3Xq3 Y3743 2324},

]
& B

siis
: T 3 X
1
Sipc = 2||%e % TaTr wpw||= Y G VT
x3-x1 y3—yﬁ 53-51
kus Nes - V. Jja v, -on vektorite AB Jja AC vektorkorrutise koor-
dinaadid.
Niide. Leiame kolmnurga ABC pindala S andmeil:

A3 =15 2), B(2; 45 3), C(1;3 2; 4).
AB = {-1; 5 1},

IG '2' 30 2}

20 73 O3

V7 + o2 + 7

—

Jja S



4, Tetraeedri ruumala

Olgu tetraeedri tippudeks punktid A, B, C ja D. Vekto-
ritele AB, AC ja AD ehitatud rééptahuka ruumsla teatavasti
v8rdub nende vektorite segakorrutise absoluutvidirtusega. Et
tetraeedri pdhja pindala on pool selle rdédptahuka pdhja
pindalast je tetraeedri ruumala on } tema pdhja pindala ja
kdrguse korrutisest, siis tetraeedri ruumsla on z vaadelda-
va rodoptahuka ruumalast. Seega tetraeedri ruumala

= ¢|iB i 1B|.
Kui tetraeedri tippude koordinaadid on
A(x4354324)s B(X5372325), C(X3373324) D(X,37,32,),
s8iis ruumala on
X=Xy Yo Tq  HovEy

1
Vag [{xy® 3o sa)
b4 4-11 y4-y1 z 4"21

1. Pinna vorrandi mdiste. Sfddri vdrrand

Pinna vdrrandiks nimetatakse sellist v3rrandit vektori-
tes v3i koordinaatides, mida rahuldavad pinna k3ik punktid
Jja ainult need.

Nditena pinna vdrrandist tuletame sfddri vdrrandi.

Olgu sfadri keskpunktiks punkt K(xo; > ¥ zo) ja raadiu-
seks r., Siis sfddri suvalise punkti M(x; y; z) kaugus punk-
tist K on r, s.t.

Avaldades selle vektori pikkuse tema otspunktide koor—
dinaatide abil (vt. valem § 1, p. 1), saame

V2% + (-3,)° + (23,)° =
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ehk
(x-xo)a- + (y-yo)2 + ("'o)z = @)}

Sama v8rrand vektorites on
@-02=
kus m on sfiiri suvalise punkti M kohavektor ja k on kesk-
punkti K kohavektor.

Umberpdordult, kui mingi punkti koordinasadid x, y ja z
rahuldavad seda vdrrandit, siis punkti kaugus punktist K on
r, tdhendab, ta asetseb sfddril, Seega vdrrand (1) on sf&d-
ri vdrrand. .

Avades vdrrandis (1) sulud, koondades sarnased liikmed
ja korrutades vdrrandi m¥%lemaid pooli mingi arvuga A,. saame
sellele kuju

Ax° + Ay + Az° + Bx + Cy + Dz + E = O, ")

Seega sfdéri vorrand on kolme tundmatuga teise astme
vorrand, milles tundmatute ruutudel on vdrdsed kordajad ja
milles puuduvad liikmed tundmatute korrutistega xy, xz, yz.

Euid iga selline vdrrand ei tarvitse olla sféiri vor-
rand., Ta on seda vaid siis, kui vdrrandi (1') teisendamisel
kujule (1) parem pool osutub positiivseks.

Ndide. Selgitame, mida esitab vdrrand

2x° +2y° +22° + 5x = 8y + 4 = O,
Jagades vBrrandi pooled 2-ga ja eraldades siis tédisruu-

dud, saame:
x2+y2+22+gx-4y+2=0

(x+2)2+(y-2)2+22=-2-§,2|-2+4

ehk
(x+2)2+(y-2)2+z2=§%.
Seega antud vdrrand esitab sfadri, mille keskpunktiks
on punkt (g5 2; 0) ja raadius on 42C.
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2. Uhe punkti ja n‘(‘imaalvektoriga mddratud
tasapinna v8rrand

‘Oletame, et tasapind 1&bib antud punkti M (x,15,32,)
ja on risti antud vektoriga 1 = {4; B; C}, mida nimetatakse
tasapinna normaalvektoriks (joon. 13).
1 Tasapinna vdrrandi tuleta-
miseks vStame sellel mistahes
punkti M(x; y; z), mille iihen-

/ dame alguspunktiga O ja punkti-
2% n ga M. Siis
”’ > — —
- mo + Hol = OM
0% Mo . ehk teisiti tdhistades
g -
m, + lo = m,
Siit
e > —
Joon, 13. : MM =n - m,.

Et vektorid M_li ja n on punkti M iga asukoha puhul risti,
siis
-> —
n - MOM =0
ehk
s
o (& -m) = 0. @)
See ongi antud tasapinna vdrrand vektorites (miks?).
Avaldades vdrrandis (2) esinevad vektorid koordinaati-
des, saame
{A; B G} . {x—xO; I=Tqb z-zo} = 0,
ehk, arvutades skalaarkorrutise,
A(x-xo) + B(y—yo) + C(z—zo) = 0. 2')

Tulemus on iihe punkti ja normaalvektoriga m#ddratud tasa-
pinna vdrrand koordinaatides. '

Kui tasapinnast on antud kolm punkti A(xog Toi zo),
B(x1; Yq3 z1) ja C(x2; Joi 2 ), siis tasapinna normaalvekto—
riks saame v3tta vektorite AE ja a8 vektorkorrutise (aga ka
iga sellega kollineaarse vektori):

= EXIE.
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J‘:

Ndide. Punkti (2; O3 -3) lébiva ja vektoriga {4; -2; 5)
ristuva tasapinna vdrrand on
4(x-2) - 2(y-0) + 5(z+3) = 0
ehk
4x - 2y + 5z + 7 = O.

3. Tasapinna iildv8rrand

Avades v@rrandis (2) sulud ja téhistades arvu -n -:o

“tdhega D, saame vdrrandi

Z.m+D=0, (3
Analoogiliselt saame vdrrandist (2') vdrrandi
Ax + By + Cz + D = 0, ; £3")

kus vabaliige D.= -(Axo > By, » czo).
' Vérrandit (3) ja (3') nimetatskse tasapinna iildvdrran-
diks (vastavalt vektorites ja koordinaatides).

Et iga tasapinna vdrrandi saab anda kujul (2) ja sel-
lest saab tuletada vorrandi (3'), siis :
iga tasapinna vdrrand op lineaarne muutujate x, y ja z
suhtes. ; :
Umberpdérdult, iga lineaarne vdrrand (3') esitab tasa-
pinda, kui selles vdrrandis vdhemalt iiks kordajalst A, B ja
C on nullist erinev., TSepoolest, kui nditeks C # O, siis
verrand (3') esitab tasapinda, mis on risti vektoriga
{As B; C} ja Lébib punkti (05 05 -F).

Selgitame, milliseid tasapindu esitab vdrrand (3') siis,
kui mdni kordajaist A, B, C ja D on nullid,

Kui D = O, siis tasapind 1dbib koordinaatide alguspunk-
ti, sest selle koordinaadid rahuldavad vdrrandit.

Kui A=0 vdi B= O vdi C = O, siis tasapinna normaal-
vektori O = {A; B;. c} iks koordinaat on null, seega normaal-
vektor on ristl selle koordinaatteljega ja tasepind on paral-
leelne selle teljega. Nditeks v3rrand

3y + 42 - 12 = O

esitab tasapinda, mis on paralleelne x-teljega ja 13ikab
y-telge punktis (0; 4; O) ning z-telge punktis (0; O; 3)
(joon. 14). Vdrrandi vdib kirjutada ka kujul
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l

O:x + 3y + 42 - 12 = O,

millest ndhtub, et y ja z iga vddrtuspaari pubhul, mis vdrran-
dit rahuldab, on x meelevaldne.

Eui A=0vSi B =
vdi C = O ja veel D = O,siis
tesapind 18bib koordinaatide
alguspunkti ja iihtlasi {ht
koordinaattelge.

Kui kordajatest A, B j&
C mingid keks on nullid,siis
tasapinna normsalvektor on
risti kshe koordinaatteljega,
seega paralleelne kolmanda
teljega. Tasapind on siis
risti kolmanda teljega, see~
ga paralleelne iihe koordinaattasapinnaga. Niisiis, v3rrandid

Ax+D=0, By+D=0, Cz+D=0

esitavad tasapindu, mis on risti vastavalt x-teljega, y-tel-
Jjega ja z-teljega.
Erfijuhtumil, kui ka wvabaliige D = O, saame vdrrandid
X 2 0, ¥y =0, z2=0,
mis esitavad vastavalt yz-tasapinda, zx-tasapinda ja xy-tasa-
pinda.

Joon. 14.

4, Tasapinna normaalvdrrand

Teisendame tasapinna ildvdrrandit (3) ja (3') nii, et
selles esinev normaalvektor oleks ilihikvektor ja vabaliige
oleks negatiivne., Selleks jagame vdrrandi pooll arvuga
+|8] = +V/42 + B2 + €2, kus vOtame mirgl +, kui D < O ja mir-
gl -, kui D> 0. (Rui D = O, siis on iiksk3ik, kumb mirk v3t-
ta.) Saame vdrrandi

n- n+D 0 obk Axfm+cz+D=0
Zn VAT + +

Téhistame uue vabaliikme ;_— liihemalt -p. Et uus normaal-

vektor om ilihikvektor, siis tema koordinn.did on normaalvekto-

ri sihikoosinused:
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% =10° = {cosu; cos (3; cos 7}

Uus vdrrand on
BT -p=0 ehk =X cosx +y cosf + 2z cos} =D =0

See ongi tasapinna normaalvdrrand (vektorites ja koordi-
naatides). Selles esineva vabaliikme p tdhenduse selgitami-
seks avaldame korrutise #°-W vektori W projektsiooni abil
(joon. 15):

- -

p=1n°m =|'£°|pro;]in = projzi = OP.

Seega p = OP on kaugus algus-
punktist tasapinnani.
M Normaalvdrrandis on tasapin-
da mddravateks andmeteks algus-
P punktist tasapinnale t3mmatud
m ristldigu pikkus ja selle 13igu
B sihikoosinused.
0 Ndide. Teisendame normaalkuju-
liseks v@rrandi
2Xx = 3y +z + 7= 0.

Normaalvektori pikkus on

n = l/22+32+12 = '1/1_.

Normaalvdrrand on seega

Y e i ko . U
mx+my Vﬁz VA 0

Joon. 15.

5. Tasapinna vdrrand telgldikudes

Viime tasapinna iildvdrrandis (3') vabaliikme paremale
ja jagame vdrrandi pooled arvuga -D. Siis saab anda vdrrandi-
le kuju

%1-%4-%::1, )
kus
a=-%, bs-%, c=-g

tédhendavad koordinaattelgede 1¥ike alguspunktist kuni punkti-

29



ni, milles tasapind 13ikab seda telge. TSepoolest, 1dikumisel
nditeks x-teljega on y = O = z, seega vdrrandist (4) saame
X = a. Vorrand (4) ongi tasepinna vorrand telgldikudes. Sel-
lise kuju saab vdrrandile anda ainult siis, kui iikski korda-
jalst A, B, C ja D ei ole null,

Nédide. Kui tasgpind 13ikab x~telge punktis, kus x = 4,
y-telge punktis, kus y = -2 ja z-telge punktis, kus z = 5,
siis tema vdrrand on

zxi'-g"'%:q-

§ 3. Sirgjoon

1. Sirgjoone v8rrand vektorites

Olgu ruumisirgest antud iiks punkt llo, mille kohavektor
on ifo, ja sirgega kollineaarne vektor ¥V, mida nimetame sir-
gesihiliseks vektoriks.

Sirgjoone vdrrandi saaniseks vitame sirgel mistahes
punkti M, mille kohavektor olgu o, Avaldame vektori B vekto-
rite n ja V¥ kaudu (joon. 16):

R = ‘o + IOM. ;
Et MM ja v on kolline-
aarsed, siis

B P G M=,

M, kus t on mistahes arv (para-
ke m meeter). Asendades saame
”’o - o -
m=mn, + tv. €1)-.
0 See ongl sirgjoone vir-
Toon. 46, rand vektorites, sest seda

rahuldavad antud sirge kdigi
punktide kohavektorid .ja ainult need.

2. Sirgjoone parameetrilised vorrandid

Olgu vdrrandis (1) esinevate vektorite koordinaadid
Jjédrgmised:
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K-{xo.yo,z v_{v;v.v} ..{x y;zj.

Et vdrrandis (1) paremal seisva vektorite lineaarse kom-
‘binatsiooni @, + tv koordinaadid peavada vdrduma vektori m
vastavate koordinaatidega, siis vdrrandist (1) saame kolm
vdrrandit koordinaatides:
"% ='x° + tvx
F=73,+ tvy ()
z B h tvz

Neid nimetame sirgjoone parameetrilisteks vdrranditeks.
Niide. Leiame punkte A(2; 53 1) ja B(4; =13 5) lédbiva

sirgjoone parameetrilised vdrrandid.
e
Sirgesihiliseks vektoriks vdime vdtta vektori AB:

v= E:{Z: -6; 4}.
Punktiks, mida sirge 1Zbib, v3tame A. Vdrrandid on

X =2 + 2¢t;
y=5= 6t
z =1 + 4t,

3. Sirgjoone kanoonilised vorrandid

Elimineerime vérranditest (2) parameetri t. Selleks
avaldame t igast vdrrandist ja vdrdsustame tulemused:
b L et (3
¥ v:7 L

Need ongi sirgjoone kanoonilised vdrrandid. Kui neis md-
ni jagaja on null, siis ka vastav jsgatav on null, nagu sel-
gub vérranditest (2). Nditeks, kui vy = 0, siis ka x - x, =0,
sest sel juhul x = X,

Kui sirgest on antud kaks punkti A(x°; Vo zo) ja
B(x,l; Fq4 z1), siis sirgesihiliseks vektoriks saame

L
V= {X4mXg3 T~V 2972, )
Jja sirge kanoonilised v@rrandid on
Bt SRl Ao PR Ll A

= = = . £31)
ot W R L R Y )

N

-



4. Sirgjoon kahe tasapinna 13ikejoonena

Sirgjoone kanoonilised vdrrandid (3) sisaldavad kaht
s8ltumatut vérrandit

s M SO N o e B
v @b f i
x ¥y ¥y z

n
<
~~
;S
N

Neile saab anda kuju

\E AR (v&xo ol >

VY = Vg2 = (vzyo - vyzo) =0,

Ja - (4*)
milledest esimene esitab z-teljega, teine x-teljega paral-
leelset tasapinda ldbi antud sirge. Need on seega antud sir-
get vastavalt xy-tasapinnale ja yz-tasapinnale projekteeri-
vad tasspinnad (joon. 17). Kolmas projekteeriv tasapind on

Kui vdrranditest (4')
iihe pooli korrutada mingi
arvuga A ja siis vdrrandid
liikmeti 1iita, siis saame
antud sirget lébiva tasapin-
na vorrandi, sest kui mingi

Joon, 17. punkti koordinaadid rshulda-

vad mdlemat vérrandit (4'),

siis nad rashuldavad ka neist tuletatud vdrrandit. Andes A-le
kaks vadrtust, saame kaks tasapinda:

0
. (%)

n

A1x + qu + G1z + D1
A2x + B2y + c2z + D2

millede 1l3ikejooneks on antud sirge.

Umberpddrdult, iga kaks vdrrandit kujul (5), kus tund-
matute kordajad pole vdrdelised (tasapindade normaalvektorid
pole kollineaarsed) esitavad kaht 1ldikuvat tasapinda; neist
vérrandeist koostatud siisteem (5) esitab siis nende tasapin-
dade 13ikesirget.
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Kahe tasapinna vdrranditest (5) v3ib tuletada ldikesir-
ge kanoonilised vdrrandid. Viimaste kirjutamiseks peab tead-
ma mingit sirgesihilist vektorit ja sirge iiht punkti. Tasa-
pindade 1dikesirge sihiline vektor on risti kummagi tasapin-
na normaalvektoriga, jdrelikult k3lbab selleks tasapindade
normaalvektorite vektorkorfutis (aga ka iga sellega kolline-
aarne vektor)., Sirge punktiks on kdige lihtsam vdtta punkt,
milles sirge 13ikab iiht koordinaattasapinda (x = O v8i y =0
v6i z = 0).

N&dide. Leiame tasapindade -

X+ 2y -3z + 4
2X - y+ z2=-2=0
1%ikesirge kanoonilised vdrrandid.

Siin

]
o

B, ={1; 25 -3} ja
1, ={2; =13 1}.

B x 8, = {-1; =73 =5},
mistdttu sirgesihiliseks vektoriks vdtame
v ={1 7 5}. :
Leiame punkti, milles tasapindade 1ldikesirge 13ikab
xy-tasapinda (siis z = 0):

Jérelikult

o
b4

X + 2y
{mipe

Siit
X =20Jjay==2.
Seega antud tasapindade 13ikesirge kanoonilised vdrrandid on
r R G A
54 S 2 4
Tulemuse kontrolliks v3ib nididata, et selle sirge mingid
kaks punkti on mdlemal antud tasapinnal.
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1. Kahe tasapinna vastastikune asend

Vaatleme tasapindade .
O (Mpdon  Tyr B4 Dy =0, Ty ={A3ByiCy} ™)
‘:’?)F\/"MJJJ..AX -52 -W+ D2 o, -5-2 ={A2332302} (2)
vastastikust asendit.
Tasapinnad (1) ja (2) l8ikuvad, kui nende normaalvekto- :
rid ei ole kollineasarsed, s.t.

7, 423,
ehk, teisiti, mingid kaks kolmest suhtest
by

’

&g ; C2

pole vdrdsed.
Tasapinnad (1) ja (2) on paralleelsed, kui

n1 =.A32, kuid D1 # DE;
teisiti:
e TG, O T8

o, =ML, ja D= D,
ehk

Kui tasgpinnad 1%ikuvad, siis tekib kiisimus nende 1ldike-
sirge leidmisest (vt. § 3, p. 4) ning nende vahelise nurga
médramisest. Viimane vdrdub normaalvektorite 7..'1 ja 32 vaheli-
se nurgaga voi selle kdrvunurgaga (vastavalt sellele, kumb
neist on mitteniirinurk). Seega

BBl Ak ¢ BBy + 00|
S VZ B VB

cos<g.—.
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Erijubul, kui B,-H, = O, on tasapinnad risti.

2. Sirgjoone ja tasapinna vastastikune asend

Vaatleme sirget B= +t7 )
ja tasapinda 3'.; D=0, )
kus Eo = {xo;yogzo}, v {v 3V ;vz} o= {A;B;c}

Sirge (1) asetseb tasapinnal (2), kui sirge on risti
tasapinna normaalvektoriga, s.t. kui n.v = O ja lisaks sel-
lele sirge mingi punkt, nditeks punkt llo(xogyogzo) asetseb
tasapinnal. Nditeks sirge

L':3§.12=L5_1._.z-1

2Xx - 8y + 10z = 5 =

asetseb tasapinnal

sest
1) 8.7 ={2;-8i10}- {3:2;1} =6 - 16 + 10 =0 jJa
2) 2:(=6,5) = 8:(=1) + 101 = 5= =13 + 8+ 10 - 5 =

Sirge (1) on paralleelne tasapinnaga (2), kui sirge on
risti tasapinna normaalvektoriga, S.t. n -V = O, kuid sirge

punkt Mo(xoayo;zo) el asetse tasapinnal.

Sirge (1) 13ikub tasapinnaga (2), kui n -V # 0. Eriju-
bul, kui B = AV, s.t. n ||V, on sirge tasapinnaga risti.

Ldikumise korral tekib kaks kiisimust: 1) kus toimub
13ikumine ja 2) kui suure nurga all see toimub?

Sirge ja tasapinna 13ikepunkti leidmiseks tuleb lahen-
dada vdrranditest (1) ja (2) koosnev siisteem
{ i = Ho + t‘v’,

.

P-m+D=0.

Siit saab kergesti tuletada valemi 13ikepunkti kohavek-
tori arvutamiseks, kuid lihtsam on igal konkreetsel juhul
see lahendus 1&bi teha.

Ndide., EKui sirge on antud oma parameetriliste vdrrandi-
tega

s 2¢ 3, y=21=2¢, 823+
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ja tasapind varrandiq&\’ ji Q/ +
T 3 +y=-2z+9=0,

siis parameetri t vddrtuse nende 13ikepunktis leiame vdrran-
dist
32+ 3t) + (1M =26) =23+ t) +9 =0,

millest t = =2. Sirge vorranditest jareldub niilid, et
X mlty Ty B gl e Y,
Tulemust kontrollime tasapinna vdrrandi abil. Ldikepunkt on

(=43531).
Sirge ja tasapinna vaheline nurk

e=5-V,
kus W on mitteniirinurk tasapinna normaali ja sirge vahel

(joon. 18). Kui tasapinna nor-
maalvektor on B ja sirge sihi-

T line vektor V, siis
BV
cos Yy = | v |
seega
i
0 G n-v
@ = ¥ - arccos l'—nv‘l'

Joon. 18.
3. Kahe sirgjoone vastastikune asend

Olgu antud kaks sirget oma v3rranditega

i=i°+ﬁ
Ja =i, + b0

Sirged on paralleelsed, kui nende sihilised vektorid on
kollineaarsed, s.t.
- —
us=Av
ja iihe sirge antud punkt ei asetse teisel sirgel (niditeks Eo
ei rahulda teise sirge vdrrandit). Kui U =AYV ja @, rahuldab
teist vdrrandit, siis sirged lihtivad.
Kui sirgete sihilised vektorid @ ja V ei ole. kollineaar-

- sed, siis sirged ldikuvad vdi on kiivsed. LSikumine leiab
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aset, kui vektorid &,-@m_, V ja U on komplanaarsed, s.t. pa-
ralleelsed iihe ja sama tasapinnaga. Sel juhul neile ehitatud
rooptahuka ruumala on null, s.t., segakorrutis
(&-8,) ¥ ¥ = O.
Kui viimane korrutis ei ole null, siis antud sirged on
kiivsirged. 3
Ndide 1. Sirged

-2 + 1 z + 2
1_3_=l_2__-____,r_.

. X=-5_y=-1_12+3
iihtivad, sest neil on iiks ja sama sihivektor {3; 2% -1} ning
esimese sirge antud punkt (2;-1;-2) rahuldab teise sirge v&r-

randeid:
2-§=-1:'1=-2-+2.
Ndide 2. Sirged
x-2=z-1=z_+3 “)
Ja x-4=z-.3=z-3 )

—

15ikuvad, sest vektorite m,~ m,
(kuid T # AV):

v Ja a segakorrutis on null

45 31 343 o 8
8 2 WA e 3 2 ST N e
g s 8 2.8 ..8

 Nende sirgete 13ikepunkti leidmiseks tuleb lahendada
vdrrandeist (1) ja (2) koosnev siisteem. Selleks avaldame iihe
sirge vdrrandeist nditeks y (v3i z) x kaudu ja paigutame sae~
dud avaldise teise sirge vdrranditesse. Vorrandeist (1) saa-

me:
y=2£§_2).+1=21_§_2,

Niitid jareldub vdrrandeist (2), et

Alx + R) = 2 (gl 3),

millest x = 2. Edz;si saab kergesti leida, et y = -1 ja z = =2.
Punkt (2;-1;-2) rahuldab mdlema sirge vdrrandeid, jirelikult
ta on nende sirgete lbikepunkt}’



Néide 3. Sirged

on kiivsed, sest nende sihivektorid {3;-2;—1} Jja {2;3;4} po-
le kollineaarsed ja vektorid {3;-2;=1}, {2i3;4}, {5-131+1;-3-2}
pole komplanaarsed:

Jja

3 2
2 3 4| = 3.(=23) + 2(=26) - (=8) # O.
i P il
Kahe (16ikuva vdi kiiv-) sirge vaheline nurk on
@ = arccos uuovv 4

kus U ja V on antud sirgete sihivektorid. Nii niiteks sirgete
(1) ja (2) vaheline nurk (ndite 2 andmeil) on:

3:2.% 2.8 + (=1).5 .. _ 9 =
ek Vo+4+1 - V4 +16+ 25 G i V1445

arccos 37%@ = arccos 0,3586 = 69°.
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4, Punkti kaugus tasapinnast

Punkti kaugus tasapinnast v3rdub tasapinna normaalvdr—
randi vasaku poolega, milles tasapinna punkti koordinaadid
on asendatud antud punkti koordinaatidega.

Tdestuseks paneme 1&bi antud punkti M(xo;yogzo) abitasa-
pinna 5U', mis on paralleelne antud tasapinnaga T, mille
normaalvdrrand olgu

X cosx + ycos@ +zcosf -p=0.

Kui punkti M kaugus antud tasapinnast 5T on d (joon. 19),
siis teda ldbiva abitasapinna vdrrand on

X cosx +ycos@ +zcosf - (p+d)=0, 1)

kua d tuleb lugeda positiivseks, kui punktid M ja O on antud
tasapinnast teine teisel pool, negatiivseks aga, kui nad on
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sellest iihel pool. Et punkt M asetseb abitasspinnal 7', siis
tema koordinaadid rahuldavad selle tasapinna vdrrandit (1):

X, 08 + y co8 @ + z,c08 I - (p +4) =0.
Saadud vdrrandist leiamegi d:

d= X oS0 # F,CO8 0 + Z,C087 = P. )

Vdttes punktiks M algus-
punkti (0;0;0), saame vale-
mist (2), et d = -p, mis kin-
nitab lilalantud seisukohta,
et kaugus tasspinnast & al-
guspunkti poole on negatiiv-
ne, Kooskdlas sellega on ta-
sapinna kaugus alguspunktist,
8,0, p, ikka positiivme.

Ndide. Leiame punkti
Joon. 19, (13=233) kauguse tasapinnast
2X + 2y -z + 9 = O.

Tasapinna normaalvdrrand on
2X + B4 Yl p

-V?+2§+'12

Antud punkti kaugus tasapinnast on

q =23 +'2(-g)-3+3=_4_
-79 3

Seega punkt asetseb tasapinnast g- ithiku kaugusel seal pool,
kus on alguspunkt.
——. 0Olgu mérgitud, et kahe paralleelse tasapinna (samuti
sirge ja temsga paralleelse tasapinna) vahelise kauguse leid-
mine taandub eelmisele lilesandele sel teel, et iihel tasapin-
nal (sirgel) vdetakse vabalt mingi punkt. Aga sellele taandub
ka kahe kiivsirge vshelise kauguse (s.o. nende iihise ristldi-
gu pikkuse) leidmine, kui 1&bi iihe sirge panna tasapind, mis
on paralleelne teise antud sirgega, ja siis leida teise sirge
kaugus sellest sbitasapinnast.




5. Punkti kaugus sirgest
Punkti A(x1;y1;z1) kaugus sirgest

- - -

m=m + tv
a

leitakse vektoritele v ja M_A, kus M_ on sirge antud punkt,
ehitatud rodpkiiliku kdrgusena,
kui aluseks on vektori Vv pik-
kus (joon. 20). Et rddpkiiliku
pindala on nende vektorite
vektorkorrutise moodul, siis

g Axvl

Néide. Punkti A(3;-1:2)
Joon. 20. kaugus sirgest, mille para-
meetrilised vdrrandid on

\\ =1+2t, y=3-t, %=-44+3t

\.

leitakse jédrgmiselt.
Sirgel antud punkt on l°(1;3;-4), seega

= {2;-4;6}
Jja

[ Ex7] = V6® + 6% + 6 = 673,
I?I=mo
; 363, 3V -
V4 7

Sellele iilesandele arusaadavalt taanddb ka kahe paral-
leelse sirge vahelise kauguse leidmine.



§ 5. Zeist jirky plopgd
1. Uldine silinderpind. Teist jérku silinderpinnad

Silinderpinnaks nimetatakse pinda, millel asetsevad
k8ik antud sirgega paralleelsed sirged, mis 13ikavad iiht ja
sama joont. Seda joont nimetatakse silinderpinna juhtjooneks
Ja teda l8ikavaid sirgeid silinderpinna moodustajateks.

Olgu juhtjoorneks mingi joon iihel koordinaattasapinnal,
nditeks xy-tasapinnal. Selle joone vdrrandi sasb anda kujul
F(xyy) = O,
kus F(x,y) tdhendab avaldist, mis sisaldab muutujaid x ja y.
Kui moodustajad on paralleelsed z-teljega, siis silinderpin-

na vdrrandiks on seesama vdrrand F(x,y) = O, ehk F(x,y) +
+ 0.z = O, sest seda vdrrandit rahuldavad silinderpinna k&i-
kide punktide koordinaadid ja ainult need (joon. 21). T8epoo-
lest, kui mingi punkt M(x,y)
rahuldab juhtjoone vdrrandit

F(x,y) = O,

siis punkt N(x;y3z) rahuldab
sama vorrandit, olgu z milli-
ne tahes,

Uldiselt, kui pinna v3r-

randis puudub pinna jooksva
Joon. 21. punkti iiks koordinaat, siis
vdrrand esitab silinderpinda,
mille moodustajad on paralleelsed puuduvale koordingadile

vastava teljega.

Nditeks vorrand x> + y° = 1 esitab silindrit, mille moo-
dustajad on paralleelsed z-teljega ja juhtjooneks on iithik-
ringjoon keskpunktiga koordinaatide alguspunktis.

Kui pinda 18igata mingi teise pinnaga, siis saame joone.
Viimast esitab vdrrandisiisteem, mis koosneb antud kahe pinna
vorranditest. Néditeks silinderpinna F(xz,y) = O juhtjoone saa-
me anda siisteemiga 2

s el
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Eui silinderpinna juhtjooneks on mingi teist jérku joon
iihel koord:l.nuttua;pinnal Ja moodustajad on paralleelsed kol-
manda teljega, siis pinda nimetatakse teist jérku silinder-
nmah Vastavalt juhtjoonele saame kolm 1iiki teist Jjérku
silinderpindu: elliptiline, hiiperboolne ja paraboolne silin- ‘
der. Kui juhtjoonteks vdtta kanooniliste virranditega méira-

tud teist Jjérku jooned xy-tasapinnal, siis
elliptilise silindri (joon. 22) vdrrand on

hiiperboolse silindri (joon. 23) vdrrand on

paraboolse silindri (joon. 24) vdrrand on y2 = 2px.

r4

¥
\J
i
5

e EE A .
// ] \‘\ -:- ey s
,/):‘~~~ — "—1_\ ><K NT—
: Y D : v
/’ 1 \1\ 4
l ) i /—N
Joon, 22. Joon. 23. Joon. 24.

2. Podrdpind. Péordkoonus ja iildine teist jérku koonus

Poordpinnsks nimetatakse pinda, mille kujundab tasapin-
naline joon, kui ta podrleb iimber oma tasapinnal asetseva
sirge., Viimast nimetatakse pOdrdpinna teljeks. Pinda kujun-
davat joont tema mistahes asendis nimetatakse podrdpinna me-

ridiaaniks.
Vdtame meridiasaniks yz-tasapinnal asetseva joone
{r(y.z) =
x=0 )



ja p6drdpinna teljeks ‘z-telje (joon. 25). Joone (1) pédrie-
misel iimber z-telje jd&b tema mistahes punkti M(O3;y;z) kau-
gus teljest, s.o. 13igu NM pikkus, muut uks. See punkt
fildasendis olgu M'(x;y;z). Siis NM' = V% + ¥°. Selle suuru-
se ja z vahel peab kehtima sama seos, mis on meridisani vdr-
randis y ja z vehel. Sellegt jéreldub, et pddrdpinna virran-
di saamiseks tuleb meridiasani v®rrandis y asendada avaldise-
ga t W (-~ sellepdrast, et y v3ib vdrrandis olla ka ne-
. gatiivne). Poordpinna vdrrand on

seega

F(x x2+y2,z) = O.

Uldiselt: péérdpinna vdrrandi
saamiseks tuleb koordinaattasapin- -
nal antud meridiasani vdrrandis
podrlemisteljele mittevastava koor-

Y  dinaadi ruut asendada pédrlemistel-
jele mittevastavate koordinaatide

Joon, 25. fuutude summaga.
Néide. Tuletsme yz-tasapinnal

asetseva sirge
z=my + b
poorlemisel tekkiva pddrdkoonuse vdrrandi, kui pobérlemistel-
jeks on z-telg (;]_oon. 26). Vastavalt iilalantud eeskirjale
tuleb meridiaani varrg;lis y asen-
+

dada avaldisega ¥
v Nii saame:

n7 z—_-tn[/12+yz+b.
mis ongi otsitavaks vdrrandiks.

A Viies b vasakule ja tdstes vorran-
Kontrolliks arvutame pinna (2)

di pooled ruutu, saame vdrrandile
Joon, 26. mdned l&iked.

anda kuju
2°x° + 1212 - (z-b)2 =0, (2)
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1. Loikame pinda yz-tasapinnaga. Sellel x = O ja vdrran-
dist (2) jéreldub, et ,

2°y% = (z-b)% = 0
(my + z - b)(my - z + b) =

ehk

millest
= =-my + b ja z = my + b3

seega l3ige yz-tasapinnsga on sirgete paar.

2. Loikame pinda (2) tasapinnaga, mis on paralleelne

xy=-tasapinnaga, s.o. tasapinnaga Z = h = const:
m % + m' yz (h-b)2.

Loige on ringjoon keskpunktiga (0;0;h) ja raadiusega I
kui h # b. Kui h = b, siis 18ikeks on punkt (0;0;b), S.0.
koonuse tipp T. Saadud 13iked kinnitavad vdrrandi %igsust.

Kui podrdkoonust moodustav sirge 1labib koordinaatide al-
guspunkti, siis tema vdrrandis b = O ja pédrdkoonuse vorran-
diks saame

h-b
m

n212 + m2y2 - 22 = 0.
Siin m2 v3ib olla ka positiivne murd, ilitleme 02: 32.

Asendades ja jegades vdrrandi pooli arvuga 02, saame poord—
koonuse vdrrandile kuju

xax‘;:z;z

Sellest saame iildise teist Jarku koonuse vorrandi, kui
x Jja 12 jagajad teeme erinevaiks, nii et xy-tasapinnaga pa-
ralleelsed 1diked oleksid juba ellipsid:

2 é z2
+ - =
¥ oo

Pole raske néidata (teha seda!), et selle pinna 13iked
tasapinnaga x = h osutuvad hiiperboolideks.

3. Ellipsoidid

Kui ellips é +
b
x

OI\JN



podrledb ilimber z-telje, siis tekib podrdellipsoid, mille vdr-
rand on

2 2
X+ +z=1. 1
¥ f:zé & o

Kui b > ¢, siis ellipsi podrlemine toimus liihema telje
imber ja saadud poordellipsoidi nimetatakse lapikuks poord-
éllipsoidik‘s (joon. 27). Kui b < ¢, s.t, ellipsi poorlemine
toimub pikema telje iimber, siis podrdellipsoid on piklik
(joon. 28).

Joon. 27. Joon. 28.

Saadud poordellipsoidi 13iked tasapinnaga z = h on
|| < ¢ puhul ringjooned

b b c

Kui h = *c, siis 13ikeks on punkt; kui aga |h|> c, siis tasa-
pind z = h ei 1%ika ellipsoidi.

Poordellipsoidi 13iked tasapindadega x = h ja y = h, kus
|h|< b, on ellipsid.

Teisendamg pinda (1) nii, et ka tema 13iked tasapinnaga
z = h oleksid ellipsid. Selleks tuleb x2 Jjagaja teha erine-
vaks 32 jagajast (kdrvaldades sellega poordpinna tunnuse):
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Saadud pinda nimetatakse kolmeteljeliseks ellipsoidiks
(joonised 27 ja 28, kui neis 13iked risti z-teljega lugeda
ellipsiteks).

4, Hiiperboloidid

2
EKui hiiperbool bé - =1

O'dll

x=0 (&D)

podrledb iimber z-telje, siis tekib iihekatteline pdordhiiperbo-
loid (joon. 29), mille vdrrand on

2 2
x+ _Z=1.,- 2
v %5 o AT

Selle 13iked tasapinnaga z = h on ringjooned (leida raa-
dius!), 1ldiked tasapindadega x = h ja y.= h aga hiiperboolid
(leida teljed!).

Eui sama hiiperbool (1) podrleb imber y-telje, siis te-
kib kahekatteline poérdhiiperboloid (joon. 30), mille vdrran-

diks saame

ey oY L

b c2
ehk

2 2

2 - +z = =1, ’ )
| e 15 & .

Selle l8iked tasapinnaga y = h, kui |h|> b, on ringjoo-
ned (pdhjendada seda!), 1diked tasapindadega x =h jaz = h
aga hiiperboolid.

Kui vdrranditest (2) ja (3) kdrvaldada poédrdpinna tun-
nus, muutes x~ jagajat, siis saame neist vastavalt:

lihekattelise hiiperboloidi vdrrandi

2 é z°
+ - = 1
2 W .
Ja kahekattelise hiiperboloidi v3rrandi
x2 é 22
- + = =1,
@ v o



Neid pindu kujutavad endised joonised 29 ja 30, kui
neil endised ringjoonelised 13iked lugeda ellipsiﬁeks.

Z

Joon. 29. Joon. 30.

5. Paraboloidid

Kui parabool {,2 = 2pz
xX=0

poorleb iimber z-telje, siis tekib péordparaboloid (joon. 31),
mille vdrrand on
x° + )’2 = 2pz

hk
7 z=§2-+é, )

kus a = 2p > O,

Pinna 15iked tasapinnaga z = h > O on ringjooned raadius-
tega 1/ah. Loiked tasapinnsga X = h (samuti y = h) on meridi-
aaniga vdrdsed paraboolid, fokaallaiusega a = 2p.

Kui pdordparaboloidi vdrrandist (4) kdrvaldada podrd-
pinna tunnus, vittes 12 Jagajaks arvust a erineva arva b > O,
siis saame elliptilise paraboloidi

'zg%z-i-é, 5

mille 15iked tasspinnaga z = h > O on ellipsid, 15iked tasa-
pindadega x = h ja y = h aga endiselt paraboolid (vt. joonist
31, lugedes seal z-teljega ristuvad 13iked ellipsifeks).
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Kui viimases v8rrandis asendada b arvuga -b < 0, siis

saame vdrrandi
i =
z=—;-§, 8> 04D >0 (&)

millega esitatud pinda nimetatakse hiiperboolseks paraboloi-
diks ehk sadulpinnaks (joon. 32). Selle 13iked tasapinnaga
z = h on hiiperboolid (erijuhul h = O sirgete paar), mille fo-
kaaltelje siht muutub, kui muutub h mdrk. L3iked tasapinda-
dega x = h jay=h on parabooliq. ;

Joon. 31. Joon. 32.

6. Kokk 73te

Vaadeldud viit pinda, nimelt ellipsoidi (mille erijuhuks
on sféar), lihekattelist hiiperboloidi, kahekattelist hiiperbo-
leidi, elliptilist paraboloidi ja hﬁperbooiget paraboloidi
koos teist jérku koonuse ja silindritega nimetatakse fteist
jérka pindadeks, sest nende gggoonilgggd vdrrandid ristkoor-
dinaatides, nagu ndgime, osutusid teise astme v3rranditeks
koordinaatide x, y ja z suhtes. Vastavalt sellele sirge 13i-
kab neid pindu ilimalt kahes punktis (mdnel neist v3ib sirge
ka asetseda). :

Kui koordinaate teisendada (teljestiku rdopliikke Jja pdo=
ramise teel), siis teisenduvad teist jérku pindade vdrrandid
ildkujule
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Ax2+i372+ Cz2+2ny+2Eyz +2F2X +2Gx + 2Hy +2Kz +1, =

Tekib kiisimus, kas see iildine teise astme vBrrand kol-
me tundmatuga esitab veel muid pindu peale iilalnimetatud
teist jérku pindade. Selle vdrrandi uurimine néitab, et pea-
le nimetatud seitsme pinnaliigi vdrrand véib esitada veel
tasapindade paari, kahekordset tasapinda, sirgjoont ja punk-
ti v8i ta ei esita mingit reaalset kujundit. Sellest jérel-
dub, et teist jédrku pindu on ainult seitse 1liiki (taseapinda~-
de paari me selleks ei loe).
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The Mari
in the south of the Mari A.S.S.R.
23. Yelasyr (The Mountain Mari) 1.89 1.85 1.67 2.28 11.0 2.69 2,37 1.78 0.99 3.30 164.8 188.0 153.7 81.8 141,4 1273 90.0 63.3 18.0
24. Zvenigovo { (The Meadow Mari) 2.18 1.57 1.65 2.20 12.0 2.61 2.22 1.82 0.94 3.41 163.6 186.7 151.2 81.0 139.3 125.9 90.4 63.7 11.0
25." Morki \ 2.16 1.63 1.85 2:25 18.0 2.65 2.35 1.87 1.01 3.35 163.3 188.1 153.5 81.6 140.3 126.8 90.4 61.4 13.0
in the north of the Mari A.S.S.R.
26. Medvedevo 2.34 1.43 1.74 2.09 13.7 2.54 2.51 1.84 0.82 3.51 162.7 187.6 152.5 81.3 138.9 126.6 91.1 63.5 9.5
27. Orshanka (The Meadow Mari) 2.57 1.29 1.83 2.23 17.0 2.58 2.40 2.03 1.01 3.62 161,0 188,1 150,6 80.1 138.4 125.3 90.5 62.0 13.0
28. Sernur 2.24 1.47 1.83 2.18 18.0 2.57 2.38 1.88 0.83 3.31 162.1 186.4 151.4 81.2 137.8 127.4 92.4 60.6 13.5
28. Mari—Turek 2.52 1.34 1.90 17 8.1 2.57 2.40 1.80 0.78 3.48 161.7 186.6 151.6 81.2 138.4 126.4 91.3 61.4 16.2
in the south-east of the Kirov region
30. Shurma (The Eastern Mari) 2.48 1.34 1.60 2.38 17.0 2.58 2.64 1.83 0.98 3.44 161.3 187.2 153.2 81.8 140.4 124.2 88.5 65.5 20.0
in the north-west of the Bashkir A.S.S.R.
31. Kaltasy ( (The Eastern Mari) 259 1.27 1.59 2.29 10.0 2.12 2.40 1.75 0.96 3.59 160.9 188.4 3152.3 80,8 140.0 125.7 89.8 64.7 26.0
32. Mishkino 2.29 1.76 1.70 2.37 12.9 2.19 2.58 1.99 0.91 3.61 161.5 189.5 152.5 80.5 140.1 126.8 90.5 62.0 14.0
The Mordvinians-Erza
in the east of the Mordovian A.S.S.R.
33. Chamzinka 2.35 1.50 2.02 2.08 9.0 2.55 2.59 2.28 0.39 3.12 167.2 1914 153.8 80.4 140.7 124.9 88.8 65.5 15.0
34. Kozlovka 2.81 1.25 2.11 213 2.0 2.73 2.15 2.23 0.59 3.28 167.9 190.8 153.6 80.5 140.5 126.7 90.2 64.6 11.0
35. Atyashevo 2.86 1.15 1.95 211 6.0 2.75 2.78 2.35 0.54 3:17 170.5 192.9 153.6 79.6 141.2 127.4 90.2 66.8 17.0
36. Dubenki 2.76 1.29 1.87 2.19 4.0 2.58 S 2.35 0.64 2.89 168.1 192.4 151.7 78.8 139.8 126.2 90.3 66.0 17.0
The Mordvinians-Moksha
in the north-west of the Mordovian
A.S.S.R.
37. Atyuryevo 2.41 1.40 1.95 2.10 13.5 2.62 2.50 1.88 0.72 3.28 165.7 191.6 149.0 77.8 138.4 125.8 90.9 66.0 6.2
38. Krasnoslobodsk 2.39 1.36 1.93 2.19 10.0 2.61 2.47 1.90 0.68 3.09 165,3 192,3 150,3 78.2 138.6 126.9 91.6 65.2 11.0
38. Staro-Sindrovo 2.23 1.38 1.94 2.12 7.0 2.67 2.27 1.86 0.75 3.32 165.7 192.2 151.5 78.8 139.1 124.9 89.8 67.1 16.0
in the south-west of the Mordovian
ASSR.
40. Shiringushi 2.68 1.14 1.83 2.16 7.0 2.84 2.59 2.15 0.78 3.12 166.0 192.3 151.7 78.9 139.4 127.3 91.3 64.9 10.0
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