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Teoreetilise mehaanika kinemaatika osa õppimisel on

kesksemaid küsimusi jäiga keha tasapinnaline liikumine. Keha

tasapinnalise lõike kui tasapinnalise kujundi mingi punkti

kiiruse, eriti aga kiirenduse leidmine on osutunud kinemaa-

tikaga esmakordselt tutvujale üheks raskemaks küsimuseks. Te-

iselt poolt on see kinemaatika peatükk laiale praktilise
tähtsusega. Võib ütelda, et keha tasapinnalise liikumise

teoorial on kinemaatikas samaväärne koht kui tasapinnalise

jõusüsteemi teoorial staatikas. Saanud igati tuttavaks tasa-

pinnalise jõusüsteemi teooriaga, on õppijal edasisel staati-

kaga tutvumisel kergem jagu saada kehale mõjuva meelevaldse

jõusüsteemi uurimisest. Nõnda on asi ka kinemaatikas. Omanda-

nud korralikult keha tasapinnalise liikumise teooria, on õp-
pijal seejärel kergem tutvuda ka keha teiste liikumistega.

Käesolevas töös on püütud algul meelde tuletada keha ta-

sapinnalise liikumise üldomadusi, et siis lähemalt vaadelda

tasapinnalise kujundi liikumisel punkti kiirust ja kiirendust

nii mooduli kui ka suuna poolest. Pärast näiteid on esitatud

küsimusi aine kordamiseks, ülesandeid ja skemaatilisi jooni-

seid küsimustega.

Keha tasapinnalise liikumise käsitlemisel pole eeldatud

punkti liitliikumise teooria tundmist, kuigi näitena on too-

dud ühe ülesande võrdlev lahendus nii keha tasapinnalise lii-

kumise teooria kui ka punkti liitliikumise teooria seisuko-

halt.

1.

Keha tasapinnaline lleelne liikumine.

Keha liikumise võrrandid

Jäiga keha lihtsamad liikumised on tema translatoome

ehk kulgev liikumine ja pöörlemine ümber paigalseisva telje.

liigub näiteks veoauto kast siia, kui auto
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kiigub sirgel teel. Paigalseisva ehk kinnistelje ümber pöör-
leb näiteks hooratas. üsna palju aga esineb sellist keha lii-
kurnist, mille puhul keha iga punkt jääb liikumise kestel min-

&i kindla tasapinna suhtes paralleelsele tasapinnale. Nõnda
liigub näiteks joones tuskolmnurk mööda joonestuslauda, ka
väntmehhanism liigub nii, samal moel liiguvad mööblieseme
punktid, kui mööblit libistada

lemist ümber kindla telje võib

tasaparalleelseks liikumiseks.

mööda põrandat. Ka ketta pöör-
lugeda tasa seks ehk

Definitsioon: Jäiga keha tasapinnaliseks liikumiseks ni-
metatakse niisugust liikumist, mille puhul keha kõik punktid
liiguvad antud liikumatu tasapinnaga paralleelsetes tasapinda-
des. Sellest keha tasapinnalise liikumise definitsioonist ilm-
neb, et keha punktid, mis asetsevad (joon.1 kindla tasapin-
na nstsirgel AB, liiguvad kõik ühteviisi - neil on ühesu-
gused trajektoorid, ühel ja samal ajahetkel võrdsed kiirused
na v.rdsed kiirendused. Mainitud omadusest aga järeldub, et
keha tasapinnalise liikumise kirjeldamiseks piisab sellest
kui vaadelda keha sellise lõike liikumist, mis jääb antud
kindla tasapinnaga paralleelseks.

...

"ikumlse määrab omakorda tarnalvd.tud alrg-
ogu AB liikumine. Seejuures punkt A joonestab mingi tra-

jektoori AA,, punkt B aga v6ibpöörelda ümber punkti A

A vSlb toimuda päraatMigu AB translato.rs.t liikumist, enne seda vdl kogu tramm-latoorse liikumise kestel.

Joon. 1
Joon. 2
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Siit selgub, et tasapinnalise kujundi liikumisel oma ta

sapinnas see kujund võtab üheaegselt osa kahest liikumisest -
translatoorsest ja pöörlevast, kusjuures pöörlemine toimub

mingi punkti A (mida nimetatakse ka pooluseks) ümber.

Seega, et määrata mingil ajahetkel keha asukohta ja asen-

dit, on vaja teada kolme arvu: punkti A kaht koordinaat!

ja ning pöördenurka ,
mille võrra punktid pöörlevad

ümber A. Võrrandid

= (1.1)

mis määravad keha liikumise, nimetatakse keha tasapinnalise

liikumise võrranditeks. Viimane võrrand on kujundi pöörlemise
võrrand ümber punkti A.

Keha tasapinnalist liikumist ei tohi ära segada keha

translatoorse liikumisega. Viimase puhul peab ju keha mista-

hes sirge jääma liikumise kestel endaga paralleelseks. Sel

korral on liikumine määratud punkti A liikumisvõrranditega
- liikumise määramiseks peab teadma punkti A koordinaate

ja aja funktsioonidena, s.o.

*A = fl(t) ja = (1.2)

Kui vaadelda paigalseisva

teljestiku (x,y) kõrval veel

koos liikuvat teljestikku
,

, mille alguspunktiks on poo-
lus A, siis määrab pöördenurk

ühtlasi liikuva teljestiku pöör-

denurga paigalseisva teljestiku
suhtes.

Joon. 3 Joon. 4

Joon. 5
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2.

Tasapinnalise kujundi pöörlemise hetkeline tsenter

Tasapinnalise kujundi liikumisel mööda tema tasapinda
kehtib

teoreem:

Tasapinnalist kujundit võib igast tema antud asendist
üle viia mistahes uude asendisse pööramise teel mingi punkti
ümber.xx

Teoreemi tõestamiseks võib

lõigu AB liikumist
vaadelda kujundi ühe sirg-

Olgu lõigu AB uus asend

Punktide ja
ühenduslõikude keskristsirged
lõikuvad ühes punktis C. Et kesk

ristsirgete omaduse tõttu

AC = ja BC =

siis
= ACB.

Seega on nende kolmnurkade ti

punurgad ACB ja omava-

hel võrdsed ja

ZACB+ <x= x +

Sellest järeldub,et punkt Aon pöörelnud ümber punkti
sama nurga võrra, mille võrra punkt B on pöörelnud punkti
Kerge on veenduda, et ka lõigu AB teised punktid pöörlevad
ühe ja sama nurga võrra ümber punkti C. Seda punkti C nime-
tatakse kujundi lõplikuks (jäävaks) pöörlemistsentriks..in-
hul kui poorlemistsenter liigub mööda tasapinda ja võib see-
ga muuta oma asukohta, nimetatakse seda punkti hetkeliseks
poorlemistsentriks (vt. ka HÕAOHCKHÜ, I, § 104).

Bemoulli-Chasles'i teoreem on väga näitlik ja õpetlik.
Ta kergendab ühtlasi arusaamist keha liikumisest ümber pai-
galseisva punkti r

Loe šal.

J00n,6
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3.

Keha nurkkiiruse ja nurkkiirenduse sõltumatus

pooluse A asukohast

Teooria ja praktika seisukohalt on päris oluline teada,

et keha tasapinnalisel liikumisel tema pöörlemise nurkkiirus

CJ ja nurkkiirendus € ei sõltu pooluse A asukohast.

Teiste sõnadega: ülesande lahendamisel võib valida pooluseks

keha mistahes punkti, ilma et seejuures peaks uuesti arvuta-

ma pöörlemise nurkkiirust või nurkkiirendust.

Et selles veenduda, vaatleme koos tasapinnalise kujun-

diga liikuvat teljestikku algusega pooluses

Liikuva teljestiku pöörlemise
määrab nurk . Kui aga nüüd

on valitud uus poolus A2,siis
uue liikuva teljestiku

y2) pöördenurk on

Jäiga keha liikumisel jäävad

temaga koos liikuvad sirged

(praegu teljed ja X2)
omavahel paralleelseks.

Joon. 7
Seepärast

f2 = f 1 2
<3.l>

df2
ja et

"TE
— = ni°S 2

*

2*' (3.2)
dt

(3.3)

(3.4)

Nõnda näiteks teades, et ketta libisemata veeremisel te-

ma telje punkti A suhtes on nurkkiirus uj ja nurkkiiren-

dus C
,

kehtivad sama cu ja sama 6 mingi teise

punkti, näiteks maapinnaga kokkupuutepunkti B kohta.

Vaadeldud omadus kehtib muidugi ka nurkkiirusvektori Gü ja

nurkkiirendusvektori ? kohta. Kasutades kujundi mingi



punkti M kiirusvektori valemit (vt.

(5.3)), võib küsimust vaadelda

vektoriaalseid Pooluste ja

kohta kehtivad valemid:

7,4 = +

* ja = +

Järelikult v. + eo. xr, „

A 2 2 A2M xr.1

ehk eõ xr. + dj x r1 2

= oj x r
1

millest
, sest

" *

Tõestuskäigust ilmneb, et mainitud omadus kehtib ka ke
ha üldliikumise korral.

4.

Tasapinnalise kujundi punkti liikumisvõrrandid

Olgu kujundi punkti
M koordinaadid paigal-
seisvas teljestikus

ja liikuvas
, ,

siis on joonise abil ker-

ge veenduda, et

XM = + xi eos <p
- 71 sin f

Joon. 8

Joon. 9
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yM =yA + XlSin*P + (4.1)

Saadud valemeid nimetatakse tasapinnalise kujundi punkti

unisvõrrändeiks.

Nende võrrandite abil on hõlpus leida näiteks libisemata

veereva ratta äärepunkti liikumisvõrrandeid juhul, kui ratas

veereb sirgel teel, mööda liikumatut ringjoont (ratast) või

ringjoone sees (vt. näiteks ülesandeid Meõtõerski kogumikus,
nr. 496 ja 497).

Punkti liikumise võrrandid (4.1) sisaldavad ju analüü-

tilise geomeetria tuntud teisenduste, nimelt rööplükke ja
pöördteisenduste valemid. Nii võib ütelda veel kord, et tasa-

pinnalise kujundi liikumine tema enda tasapinnas on knhe lii-

kumise - translatoorse ja rotatoorse üheaegne toimumine.

Kasutades viimast joonist (9), võib esitada punkti M

liikumisvõrrandi kompaktsel vektoriaalsel kujul

rM=?A* (4-2)

milles on punkti M kohavektor paigalseisvas teljesti-
kus, j?A pooluse A kohavektor ja punkti kohavektor

kujundiga kaasaliikuvas teljestikus. Ka see vektoriaalne va-

lem näitab, et punkt M võtab osa kahest liikumisest: poolu-
se liikumisest ja ümber pooluse pöörlemisest. Seejuures koha-

vektor on konstantse pikkusega, kuna punkt M jääb
kord valitud poolusest A kindlale kaugusele.

5.

<unkt:

Teades punkti kinemaatikast, et punkti kiirusvektor on

võrdne tema kohavektor! esimese tuletisega aja järgi, s.o.

*7;
—

' <5-n

siis valemi =

(5.2)



10

mõlema poole diferentseerimisel aja järgi saadaksegi punkti M

kiirusvektori valem

(5.3)+ VAM*

Seega punkti M kiirusvektor on pooluse kiirusvektori
ja pooluse ümber pöörlemise kiirusvektori sumina.

Valem (5.3) annab tasapinnalise kujundi kõigi punktide kii
ruste arvutamise eeskirja.

Kuna konstantse pikkusega vektori tuletisvektor* on te-

maga risti
,

siis

-

3t " -L (5.4)

Jäiga keha kahe punkti A

Näitlik on ka vektori

geomeetriline tõlgendus:
punkti M kiirusvektor osu-

tub vektoritele v. ja v.„
, A AM

ehitatud rööpküliku diagonaa-
li sihiliseks vektoriks.

Sellest geomeetrilisest

Pildist järeldub nagu iseene-

sest üsna ulatusliku prakti-
lise tähtsusega lause:

ja M kiirusvektorite projekt-
sioonid neid punkte ühendavale sirgele AM on omavahel võrd-
sed ja samasuunalised.

Tähendab

Proj Proj ?A.

= 2 S
.

ä
. N.nd. k.h.

avaldise võrdlemisest järeldub, et 2 5.5
= 0. Seega a±s.

Joon. 10
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Lause toestuseks tuleb veenduda vaid selles, et punkti

M rakendatud kiirusvektorite ja lõpp-punkte pro-

jekteerib üks ja seesama projekteeriv kiir.

Lauset rakendatakse mitte üksnes kinemaatikas, vaid ka

dünaamikas seoses staatika ja dünaamika üldvõrranditega (vir-

tuaalsete nihete printsiibiga). See lause kehtib ka ruumis

liikuva keha kohta, näiteks võib ütelda, et oda lennul tema

mistahes kahe punkti kiiruste projektsioonid neid ühendavale

sirgele on omavahel võrdsed.

Mainitud lausest järeldub, et joonisel (10a) toodud ka-

he punkti A ja B kiirusvektorite pildid ei ole õiged.

Märkus: Teades kahevardalise mehhanismi äärmiste

punktide kiirusi, võib leida varraste ühenduskoha (liigendi)
kiiruse, kui kasutada kiiruste projektsiooni teoreemi (vt.
joon. 10 a)

Kasutades tasapinnalise kujundi punkti liikumise võrran-

deid (4.1) ja teades, et ning tp on muutuvad,
kuid ja konstantsed suurused, saab nende võrduste

diferentseerimisel aja järgi kiirusvektori projektsioonid

koordinaattelgedele x ja y.

<p.sp.XM = XA-3L]Sin

Joon. 10

Joon. 10&
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7-iCos .
- (5.5)

ehk (4.1) abil.

XM = VMx =XA-

?M=VMy=yA+ (XM'XA)-
(5.6)

Kiiruse valemi (5.4) teine tuletamisviis on järgmine.
On teada, et paigalseisva telje ümber pöörleva jäiga keha
punkti kiirusvektor avaldub nurkkiirusvektori ja koha,
vektori r abil valemiga

v=ü)xr. (5.7)
valemist järelduvad ka ühikvektorite i, j, k

tmletisvalemid (Poissoni valemid):

v=Jjxi, j=tdxj ja E =J)xE
. (5.8)

Nüüd punkti M kohavektor avaldub nii:

= * + y 1 J, (5.9)

milles

*I=XM"XA ja yi=pM-yA* (5.10)

Diferents eerides vörduse (5.9) mõlemaid pooli aja jär-
gi

= const, = const),

saab
x + yj) (5.11)

ehk

(5.12)

Kerge on veenduda, et sellest vektorvnlenist järelduvad
kiiruse projektsioonid pnigslseisvatele koordinaat Igadel,
valemite (5.6) kujul.
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6.

Tasapinnalise kujundi kiiruste hetkeline tsenter

(6.1)Kiiruse valemist = * VAN

järeldub, juhul kui = (6.2)

VM = O, (6.3)
et

s.t. et punkti M kiirus on sel hetkel võrdne nulliga.

Võib üldiselt väita, et mittetranslatoorsel tasapinna-

lisel liikumisel on kujundil antud hetkel punkt, mille kii-

rus on võrdne nulliga. Seda antud betkel paigalseisvat punk-

ti nimetatakse kujundi (keha)

riks. Teda võib tähistada tähe

kiiruste hetkeliseks tsent-

C või Cy abil.

Kui valida pooluseks mitte juhuslik punkt A, vaid kii-

ruste hetkeline tsenter C, järeldub valemist (6.1),

et (6.4)
= '

kuna nüüd

?A= ?C =°*

Valemi (6.4) põhjal võib väita, et antud hetkel tasa-

pinnalise kujundi punktide kiirused jaotuvad nii, nagu pöör-

lekaid need punktid ümber kiiruste hetkelise tsentri C. Min-

gi punkti M kiiruse arvutamiseks on vaja teada pöörlemise

nurkkiirust oJ ja selle punkti kaugust punktist C. Sõ-

nastatud lause vihjab tuttavale liikumisjuhtumile, nimelt

ringketta pöörlemisele oma

tsentrit läbiva telje ümber.

Selle ketta kõik punktid tiir-

levad ümber punkti 0. Punkt

0 on ketta kiiruste hetkeli-

ne tsenter. Seejuures punkti-

de joonkiirused on võrdelised

nende kaugustega tsentrist.

VM_ OM, (6.5)
Joon. 11
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Veel tähtsam on see, et kõikide punktide kiirusvektorid
on risti nende pöörlemisraadiustega (nagu ikka ringliikumi-
sel). Siit saab juhise tasapinnalise kujundi kiiruste hetke-
lise tsentri graafiliseks leidmiseks. Teades kahe punkti kii-
rusvektorite sihte, tuleb nendest punktidest tõmmata kiiruste
sihtidele ristsirged. Ristsirgete lõikepunkt ongi antud keha
kiiruste hetkeline tsenter. Sel viisil võib näiteks, teadmata
ketta tsentri asukohta, leida viimase "kinemaatilisel" teel
- kahe punkti kiiruste abil.

Sel korral [ ] ]

Teades mingi punkti A (poo-
luse) kiirust ja keha nurk-

kiirust cj
, võib punkti C asu-

koha leida ka järgmiselt: sammu-

da punktist A risti kiirusvek-

toriga vastavalt selle pöör-
lemissuunale lõigu d =

võrra kas vasakule või paremale.
Lõigu lõpp-punkt ongi punkt C.

Kiiruste hetkelise tsentri asukoha võib aga leida ka
analüütiliselt. Selleks tuleb arvutada punkti C koordinaadid.
Bt = 0 (lg =0 (y<,= 0), siis valemist (5.6) saab

y* x.
-

—. y -v 4-
A

c A (6.6)

Neist valemeist on näha, et punkti C pole võimalik
leida sus, kui =O. Tähendab sel hetkel keha ei pöörle,
vaid liigub translatoorselt. Siis punktide kiirused j. samuti
nende ristsirged on omavahel paralleelsed (j00n.13), kiiru-

sed aga võrdsed (ka siis, kui

E

Kiiruste hetkelise tsentri
koordinaatide valemid näitavad,
et kiiruste hetkeliseks tsent-

riks antud ajamomendil saa?b ol-

la ainult üks punkt, kuna x ja
sõltuvad võrduste parempool—

Joon. 13

Joon. 12
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setest suurustest lineaarselt. Muidugi on ka geomeetriliselt

ilmne, et kiiruste hetkeliseks tsentriks antud momendil saab

olla ainult üks punkt.

Valemist (6.6) selgub ühtlasi, et igal erineval aja-

hetkel võib kiiruste hetkeline tsenter olla ise kohas. See-

ga punkt C joonestab paigalseisvas teljestikus mingi joo-

ne, mille võrrandite parameetriliseks paariks ongi (6.6). Se-

da joont nimetatakse kujundi paigalseisvaks tsentroidiks.

Punkti C kujundatud joon liikuvas teljestikus kannab nime-

tust liikuv tsentreid.

Järgmistel joonistel on näidatud kiiruste hetkelise

tsentri leidmist.

Joonistel 14 ja 1? piisab kahe punkti kiiruste sih-

tide teadmisest, joonistel 15 ja 16 aga peab teadma kahe

punkti kiiruste mooduleid ja suundi. Kaks keskmist pilti tu-

letavad meelde ringketta raadiuse (ja diameetri) peal oleva-

te punktide kiiruste jaotust. Joonisel 17 on esitatud vänt-

mehhanismi kepsu kiiruste hetkeline tsenter.

Huvitav on leida punkti C

asukoht libisemata veereval rat-

tal, tänapäeva ühel levinumal liht-

maainal.

Punkt C on kõigil libisemata

veerevail rattail maapinnaga kok-

kupuute punktis olemas teekujust

sõltumata. Selles võib veenduda

mitmeti. Näiteks valemite (6.6)

järgi.
Joon. 18
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X. y, = = r-r = 0

Märkus: Kui on tegemist mitmest osast koosneva ke-
haga (näit, mehhanismiga), on igal osal oma erinev kiiruste
hetkeline tsenter. Seepärast on mõttetu küsida auto või trak-
tori kiiruste hetkelist tsentrit, küll aga võib seda küsida
nende masinate osade kohta.

Sirgel teel libisemata veerava ratta paigalseisvaks tsent—-

reidiks on sirgjoon, liikuvaks tsentroidiks ratta äärjoon.
Ratta äärel olevate punktide kiiruste leidmiseks on so-

biv võtta pooluseks ka punkt C. Kuna nurkkiirus ei sõltu

poolusest, siis ka C kohta jääb ta samaks.

7.

Näiteid tasapinnalise kujundi punktide kiiruste

leidmise kohta

Kui on teada tasapinnalise kujundi ühe punkti kiirus

moodulilt ja suunalt ja teise punkti kiiruse siht, võib lei-

da selle kujundi mistahes punkti kiiruse. Nimelt kahe punkti
kiiruste sihtide ristsirged määravad punkti C. Esimese punkti
kiiruse jagatis punkti kaugusega kiiruste hetkelisest tsent-

rist C on võrdne kujundi nurkkiirusega aj . Edasi, teades

teise punkti kaugust punktist C, saabki leida tema kiiruse,
korrutades selle kauguse arvuga üj . Punktide kiiruste leid-

miseks võib aga kasutada ka kiiruste projektsiooni lauset.

Näide 1. Ristkülik ABDE liigub mööda tasapinda
.nõnda, et tema tipu A kiirus on ja suunatud mööda kül-

ge AB, tipu B kiirus aga moodustab sihiga AB nurga o< .

Teades ristküliku mõõtmeid a ja b, leida tema tippude B,
D ja E kiirused, samuti ristküliku nurkkiirus.

Antud: d, a, b. Leida: Vg ja

a. Graafiline lahendus:

Kahe punkti kiiruste projektsiooni teoreemi alusel kan-

name punkti A kiirusvektori pikkuse lõigu AK (mis praegu



ühtib punkti A kiiruse projektsiooniga sihil AB) punkti B.

BF = AK. Selle lõigu ristsirge punktist F, lõikudes punkti

B kiiruse sihiga kohas H, määrabki punkti B kiiruse moo-

duli väärtuse BH.

Et leida teiste punktide kiirusi, peab leidma enne nen-

de kiiruste sihid. Selleks tuleb appi võtta kiiruste hetke-

line tsenter.

Teine viis:

Punktide kiirusi on hõlpus leida kiiruste hetkelise

tsentri abil. Punktide A ja B kiiruste ristsirged lõiku-

vad kohas C, mis ongi kiiruste hetkeliseks tsentriks rist-

küliku kõigi punktide kohta; kõik punktid pöörlevad sel

hetkel ümber punkti C ühe ja sama nurkkiirusega cJ

Teades nüüd punkti C, võib raadiusega CB tõmmata

ringjoone kaare ümber C kuni lõikumiseni sihiga C kohas

(B), kust tõmmatud paralleellõik kiirusega lõikudes

sihiga CK, määrab punkti B kiirusvektori pikkuse (B)L.

Samaste kolmnurkade ACK ja (B)CL külgede võrdelisu-

se abil saab seose kinemaatiliste suuruste vahel:

T5" = "Ty = (7.1)

Analoogiliselt saab leida ristküliku teiste tippude või

mistahes punkti (näiteks M) kiiruse.
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Kolmas viis:

Teades kiiruste hetkelist tsentrit C, võib kanda punk-
ti A kiiruse punkti C sihile CA. Siis kiirusvektori lõpp-
punktist P sirgele AB tõmmatud paralleelsirge, lõikudes

b. Analüütiline lahendus:

sirgega CB, määrabki punkti
B kiiruse mooduli CT. Ka

siin viib kolmnurkade (ACB

ja PCT) sarnasus võrdele

(7.1).

Sama võrde saab veel

teisel teel: kandes nimelt

kiiruse punkti A sihi-

le AC„ ja tõmmates QR ![AB.

Analoogiliselt saab leida

kiirusi teistel punktidel.

Kiiruste projektsiooni lause põhjal

VgCOS cx (7.2)?K

Jooniselt 20 selgub, et

AB = BC sin<x ; BC =
v '

v sin<x

Siis v-g. Vg ehk

'ACy = . (7.3)

*

sin <x
"

coscx

(7.4)

ülejäänud punktide kiiruste arvutamiseks peab enne

leidma vastavate pöörlemisraadiuste jne. pikkused
ja korrutama need siis kujundi nurkkiirusega

-

V

Näide 2. Leida väntmehhanismi kepsu AL punkti
M ja liuguri L kiirused, kui vända OA pikkus on r ja kep-
sul

. Vänt pöörleb nurkkiirusega cD

Joon. 21
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Kerge on veenduda,

et siin kehtib

*TU" = iS" = m"

' V V VVM
13" = TÕ*

(7.5)

Samuti on õige, et

A-,C L-C KUS

ZT-TB- = -C7-6)

Siin AL H

Sellest näitest

ilmneb selgesti, kuivõrd

võimsalt abistab kiiruste hetkeline tsenter punktide kiirus-

te leidmist. Kasutades seda punkti, saab üsna kergesti kätte

kepsu AL paljude punktide kiirused nii suuruselt kui ka

suunalt.

Näide 3. Vaatleme valemi

(7.7)= "AM

kasutamiseks ja tõlgendamiseks järgmist näidet. Olgu teada

sirglõigu AM otspunkti A kiirusvektor ja M pöör-

lemiskiirus *

Joonisel 23 on näha, et punkti M kiirusvektori

saab ja liitmisel. Kui on vaja leida mingi punk-

ti N kiirust, peab kandma

punkti N pooluse A kiirus-

vektori ja viimase lõpust
tõmbama ristlõigu sihile AM

kuni lõikumiseni punktide A

ja M kiirusvektorite lõppu-

sid ühendava sirgega. Nõnda

VN = VA*VAN

Joon. 22

Joon. 23
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kide punktide kiirusvektorite

joon. 24).

Seda, et loigu punktide

kiirusvektorite lõpud jäävad

ühele sirgele, on jälle ker-

ge põhjendada võrde

...

-

Seega jäävad alati lõigu kõi-

lõpud ühele sirgele (vt. ka

8.

Kiiruste dia. kiiruste plaan

Tasaparalleelselt liikuva keha ja ka kehade süsteemi,
näiteks mehhanismi,punktide kiiruste hõlpsaks graafiliseks
leidmiseks on otstarbekohane kasutada võtet, mis seisneb kii
ruste diagrammi (ehk plaani) konstrueerimises. Võte iseene
sest on lihtne ja näitlik.

Olgu teada keha ühe punkti A kiirus moodulilt ja
suunalt ja teise punkti B kiiruse siht. Siin on, nagu
eespool nägime, kerge leida keha kiiruste hetkelist tsentrit.
Seejärel joonestatakse abijoonisel kiirus lõiguna ca
(paralleelselt vektoriga ja punktist c tõmmatakse
Vg sihiline sirge. Nüüd punktist a tõmmatud lõik ab AB-ga
määrabki punkti B kiiruse. Analoogiliselt saab ed si-

Joon. 25

Joon. 24
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hil punkti d. Lõigu cd pikkus osutubki punkti D kiiru-

se mooduliks. Võtte põhjendus on lihtne. Nagu lk-1 19 too-

dud näidetegi puhul, järeldub ka siin kolmnurkade ACB ja

acb samasusest külgede võrdelisus ja sellest seos kiiruste

vahel

= ehk = ÕE = * (3'l)

Märkus: Diagrammi abcde ... joonestamisel võib
ka muuta mõõtkava, s.o. võtta lõigud ac, bc jne. võrdeli-
selt vastavate kiirustega.

Näide 4. Kiiruste diagrammi kasutamine mitmest

osast koosneva kehade süsteemi puhul.

Teades joonisel 26 kuju-

tatud mehhanismi liuguri A

kiirust, võib leida punktide

B, D ja E kiirused.

Punkti B kiirus on ris-

ti tema pöörlemisraadiusega

OB ja punkti D kiirus ris-

ti raadiusega OD. Teades sel

viisil punktide B, D ja E

kiiruste sihte, saab diagram-
mi abil leida üsna hõlpsasti

ka nende punktide kiiruste

moodulid.

Antud mehhanismi punktide kiirusi on muidugi võimalik

leida ka ilma kiiruste diagrammita, kui kasutada selleks iga

osa kohta kiiruste hetkelist tsentrit, nagu selgus eelmistest

näidetest.

9.

Tasapinnalise kujundi punkti kiirenduse lei<

Punkti kinemaatikast on teada, et kiirendusvektor on

tuletisega aja järgi*:võrdne kiirusvektori esimese

*
Mehhanismide teoorias tähistatakse kiirendust tähega a,

sõna "acceleratio" (kiirendus) esimene täht.

Joon. 26



22

dw
TE' (9.1)

Diferentseerides tasapinnalise kujundi punkti kiirus-

vektorit aja järgi,saamegi kiirendusvektori. Nõnda vale-

mist

VM = VA*VAM 0-2)

saab valemi

WM=WA+*AM' (9.3)

See tähendab, et punkti M kiirendusvektor on pooluse
A kiirendusvektori ja pooluse ümber pöörlemise kiirendus-
vektori summa. Pöörlemisel aga kiirendus jaotub kaheks kom-

ponendiks, punkti ja normaalkiirenduseks, seega

Wu = W. + w.+ w
°

.M A AM AM (9.4)

Sellele valemile vastavad geomeetrilised pildid on an-

tud joonistel 2? ja 28. Esimene joonis vastab juhtumile,

Joon. 27
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kui pöörlemine on kiirenev, s.o. kui nurkkiirus co ja nurk

kiirendus S on ühesuunalised (kiirenev pöörlemine).
Teine joonis on aeglustuva pöörlemise kohta.

Kiirenduse valemit (9.4) võib väljendada veel nii:

"M="A* *iAM* " (9.5)

mis osutub valemi (5.12) diferentseerimise tulemuseks.

Kiirendusvektori projektsioonid x- ja y-teljele kuju

nevad järgmiselt:

"Mx = *Ax

"My = "Ay " *

või valemi (9-5) alusel:

(9.6)

2
y*>'Mx =

(9.7)
2

*A> (y)<-yA>-'My""Ay":'Xy -

Järgmised näited illustreerivad kiirendusvalemi kasuta-

mist.

Näide 5* Sirge varras AB = a liigub mööda tasa

pinda nõnda, et tema otsa A kiirendus on = 1 ja

risti lõiguga AB. Teise otsa B kiirendus on = 1

mis on suunatud AB suhtes nurga o( = 45° all, nagu näi-

datud joonisel. Leida varda nurkkiirus (või CJ ja nurk-

kiirendus t . Samuti leida varda keskpunkti K kiirendus.

2
Antud:a,<x,w.=lm/s,

2

Wg=lm/a.
o

-

Leida: eo
,

E ja

kui AK = KB.

Joon. 29
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Analüütiline lahendus. Võttes punkti A pooluseks
ja x-telje mööda AB sihti, võib kirjutada

'B-*A + *AB *"AB' 0.8)

Projekteerima selle vektorvõrduse algul x-teljele, siis
y-teljele:

'Bx = ° °

r
-w

(9.9)
By* *A *AB *0

või arvulisi andmeid kasutades:

-I.cos 45°= millest
j (9.10)

2a a '

+l.sin 45°= 1 + a, millest

_n 2 7-
a 3* *AB= *a

sest

Seega antud hetkel varda

rad
2a "s* janurkkiirendus

nurkkiiruse ruut on võrdne

0.295 rad
a ? '

Märkusena olgu öeldud, et oa
2

tohi reaalse mehhania-
ini liikumisel olla negatiivne.

Selleks et leida kasutame jälle kiirenduse vale-
mit (9.8) kujul

*K =*A + *'AK + *AR. (9.11)

Siin oleks võinud valida pooluseks ka punkti B, kuid
punkti A kiirenduse suund hõlbustab valemite lihtsamat aval-
damist, nagu see ilmnes juba valemites (9.9).

Joon. 30
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Seega
- ~2a a '/T
Xg = 0 + 0- ? = -

? = --? * (9.12)

yg.=l + E§ = = 1 - 0,147 = 0,85

ja = \/0,85 =0,92. (9.13)

b. Graafiline lahendus

Üsna hõlpus on seda ülesannet lahendada graafiliselt

koos lühikeste abiarvutustega. Kuna on antud punktide A ja

B kiirendusvektorid, võib otsekohe joonestada punkti B

kohta kiirendusvektori diagrammi. Algul tuleb punkti B (või

joonise pinnal mingi kõrvalpunkti) kanda vektorid ja

Wg, seejärel lõ-

pust tõmmata siht

Nüüd

ja Wg lõpust
(või Wg lõpust siht

ja lõpust siht)

Nende sihtide lõikepunkt
määrabki vektorite w&

ja w ?*pikkused. Eks

pea ju + +

olema võrdne vektoriga

CJ j, . (9.14)

Edasi saab leida = 6 ja . (9.15)

Kandes need vektorid ja vektori lõppu,

saabki punkti K kiirendusvektori .

Järgmist näidet vaatleme skemaatiliselt.

Näide 6. Leida joonisel 32 kujutatud mehha-

nismi varda AB punkti B kiirendus, kui on teada,

et vänt pöörleb konstantse nurkkiirusega cj ja varras-

te pikkused tuleb mõõta jooniselt.

Joon. 31
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Lahendus:

Punkti A kiiruse saab nurkkiiruse a? ja vända

pikkuse korrutisena. Et punktide A ja B kiirused on risti

nende pöörlemisraadiustega ja siis nende raadi-

uste sihid lõikuvad varda AB kiiruste hetkelises tsent-

ris L. Nüüd saab leida varda AB nurkkiiruse

"AB=-TT-- 0-16)

Punkti A kiirendus osutub noimaaikiirenduseks piki

(LjA, kuna puutekiirendus on ca jäävuse tõttu võrdne nul-

liga.

. (9.17)

Edasi

*AB (9.18)

cj -

Ogß
- "

ja (9.19)

kuna (9.20)

Võib kirjutada

= "A + *AB + (9.21)

Joon. 32
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ja teiselt poolt

+ ' (9-22)

Nendes vektorvõrdustes on teada Wg ja nii

moodulilt kui ka suunalt. Et leida tundmatud ja
tuleb ehitada kaks kiirenduste hulknurka vastavalt võrduste-

le (9.21) ja (9.22).
Joonisel 32 ongi vektori lõppu liidetud

ning viimase lõpust tõmmatud ristsirge, mis on sihiline.

Vektori alguspunkti on kantud vektor Wg ja selle lõ-

pust on tõmmatud ristsiht (wg siht). Vektorite sihid

ja lõikuvad punktis, kuhu siirdub otsitava vektori Wg
lõpp; tema algus on punktis K.

Nõnda on näha, et kaks kiirenduste murdjoont määravad

rg. Esitatud lahendus näitab töö käiku skemaatiliselt. Se-

da laadi ülesandega võib lugeja detailsemalt tutvuda S.Tar-

giX õpiku näite nr. 77 varal.

Märk u s. Nagu kiirendus vektori valemit on tõlgenda-
tud punktis 7, võib tolgendada ka kiirendusvektorit. Kiiren-
dus vektori valemi

'M = *A + *AM (9.23)

järgi iga punkti kiirendus tasapinnalise kujundi liikumisel
koosneb kahe kiirendusvektori summast. Joonisel 33 oo näida-
tud punktide M ja N kiirendusvektorite hulknurgad.

x
S. Targ. Teoreetiline mehaanika. Kirjastus "Valgus", Tal-

linn 1966.

Joon. 33
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10.

Tasapinnalise kujundi kiirenduste hetkeline tsenter

Mööda tasapinda mittetranslatoorselt liikuval tasapin-

nalisel kujundil leidub antud hetkel punkt, mille kiirendus

võrdub nulliga. Seda punkti nimetatakse kujundi hetkeliseks

kiirenduste tsentriks. Teda võib tähistada või Q abil.

Kiirendusvektori valemist

(10.1)

(10.2)

'M = +

Wg = 0, kui WAM =
-järeldub

Sel juhul on nende vektorite pilt niisugune, nagu ku-

jutatud joonisel 34

Kui pooluseks on valitud punkt Q, siis

(10.3)
"

Nõnda võib ütelda, et tasapinnalise kujundi punktide
kiirendused jaotuvad selliselt, nagu pöörlekaid punktid üm-

ber hetkeliste kiirenduste tsentri.

On teada, et punkti ring-

liikumisel tema kiirendus moo-

dustab pöörlemisraadiusega

nurga t* , mille kohta kehtib

seos

tan c< =

Gü

(10.4)

Joon. 34

Joon. 35
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Seejuures nurka o< mõõdetakse alates vektorist w kii-

reneva pöörlemise puhul pöörlemise suunas, aeglustuva pöör-
lemise korral vastassuunas. Seepärast, teades uj

, & ja
saab hõlpsasti leida punkti Q: pööranud antud punkti A

kiirendusvektorit nurga cx võrra, tuleb mõõta mööda seda

sihti lõigu pikkusega

AQ =
_ (10.5)

Teine viis punkti Q leidmiseks on arvutada valemite

(9.7) abil tema koordinaadid ja Need on

X- x +*9 - *A *

y- y +

Kolmas viis punkti Q leidmiseks on puhtgraafiline.

Teades kahe punkti kii-

rendusi ja Wg ning nur-

ka o<
,

tuleb mõlemad kii-

rendusvektorid pöörata ühes

ja samas suunas nurga <* võr-

ra. Saadud sihtide lõikepunkt

ongi Q.

Nurka <x saab leida sa

muti graafiliselt, milles

võib veenduda p. 9 märkuse
põhjal.

11.

Punkti liitli keha tasapinnalise liikumise

teooriate võrdlemine

Järgnevas on toodud näide keha tasaparalleelse liikurni-

le ja punkti liitliikumise teooriate võrdlemiseks.

Joon. 36
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Näide 7- Kaks oma-

vahel võrdse raadiusega r ham-

masratast on teineteisega seo-

tud vända OA abil. I ratas on

liikumatu, II ratas saab mööda

esimest ratast veereda libisema-

Joon. 37
ta. nõutakse leida liikuva rat-

ta punktide M ja P kiirused

ja kiirendused, kui vända nurkkiirus cj = const

1. Lahendus tasaparalleelse liikumise teooria närp:i

Kiiruste leidmine:

VA = =

v&! = VA * VAM' sest pooluse A

kiirus ja punkti M pöörlemise

joonkiirus on ühesihilised. Seega

= 2cor+2cur = 4cc r

Vp= 2u)r /2?

b. Kiirenduse leidmine: Et cc = const, siis = 0
' A

ja = 0. K i.renduse valemi =

kirju-

tada lühemalt = w+

Punkti M kiirenuusvektori komponen-

\ / did on mõlemad Ühesuunalised ja see
2 2 2

ga = 2rcu <-4 = 6rcc
.

Punkti P puhul w?
. Siis

Joon. 39
.

AP : A

Wp = y + -

2. Dahendus_punkti liitliikumise teooria järgi

Ratta II liikumine jaguneb ka&saliikumiseks, mis siin

osutub tema pöörlemiseks koos vändaga ümber punkti 0, ja re

Joon. 38



latiivseks liikumiseks, mis siin

on ratta II pöörlemine ümber

telje läbi punkti A.

Kiiruse arvutamine:

" (mõlemad kii-

Joon 40
rused on ühesihilised), =

= 3r(j, reodel, kuna

"rel= "aha '"kaas =2"-"="- Seega

rel
+cjr =4cor nagueelmisearvutusejärgi.Vp= Vp =

=cj. OP. OP = rVŠ. Teades, et sine( = —?=-, vdib kas

r/T
koosinusteoreemi või kiiruste

projekteerimise abil leida punkti

P absoluutse kiiruse 2 ojr V?.
Nõnda näiteks valemi

+ + jär-

gi

peab kirjutama

Joon- 41
_____

v
, rVs)2+(o; r)2+2cor - 2corV2.abs

b. Kiirenduse arvutamine: /:

Algul vaatleme punkti M

Coriolise lause järgi =

=*k**r*2<SxVr. Etcj =

const, ja

=GJ

w =2Gjcor =2cJ siis
cor

31
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Punkti P kohta:

=&? /*5, =&)

p

cor
2cJ r

Koosinusteoreemi kasu-

tamisel järeldub, et

*As=

t

'/r_2 . ~

pt/c; " abs

Selgub, et kõik tulemused langevad kokku eespool ar\ni—-

tatud tulemustega, kuid lugeja märkab kohe, et eriti punkti
P kiiruse ja kiirenduse arvutamine liitliikumise teooria

järgi on tunduvalt vaevarikkam tasaparalleelse liikumise

teooriaga võrreldes. Tasaparalleelse liikumise teooria ra-

kendamisel ei tule muidugi Coriolise kiirendust arvutada.

Kõigest sellest paistab, et praeguse näite puhul on ke-
ha tasaparalleelse liikumise teooria kasutamine palju tulu-

sam kui punkti liitliikumise teooria kasutamine. Mõne teise
ülesande puhul on kasulikum liitliikumise teooria. Nõnda
võistlevad" need mõlemad teooriad omavahel.

12.

Küsimusi kordamiseks

*

1. Missugust keha liikumist nimetatakse translatoorseks?
2. Missugust liikumist nimetatakse keha tasapinnaliseks ehk

tasaparalleelseks liikumiseks?

3. Kirjutada välja keha tasapinnalise liikumise võrrandid.

Joon. 43
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4. Kuidas näevad välja tasapinnalise kujundi punkti liiku-

mise võrrandid?

5. Mitme vabadusastmega on keha tasapinnaline liikumine

üldjuhtumil?

6. Mitu vabadusastet on ringketta pöörlemisel ümber tema

tsentraaltelje?
7. Mitu vabadusastet on väntmehhanismi liikumisel?

8. Missuguseks kaheks liikumiseks jaotub tasapinnalise kujun
di liikumine tema enda tasapinnas?

9. Kirjutada kujundi punkti liikumise kiiruse valem. Sama te

ha kiirenduse kohta.

10. Kas pöörlemise nurkkiirus ja nurkkiirendus sõltuvad poo-

luse asukohast?

11. Kas jalgratta pedaal liigub translatoorselt siis, kui ra-

tas liigub sirgel teel?

12. Mis on kiiruste hetkeline tsenter?

13. Kas on mõtet küsimusel: kus asetseb auto, veduri, trakto-

ri kiiruste hetkeline tsenter?

14. Kas kiiruste hetkelise tsentri kiirendus peab olema võrd-

ne nulliga?

15. Mis vahe on keha pöörlemise hetkelise tsentri ja kiirus-

te hetkelise tsentri vahel?

16. Mis on keha kiirenduste hetkeline tsenter?

17. Kas kiirenduste hetkelise tsentri kiirus on võrdne nulli-

ga?

18. Kus asetsevad telje ümber pöörleva ketta kiiruste ja kii-

renduste hetkelised tsentrid?

13.

Ülesanded

1. Kus peaksid asetsema tasapinnalise kujundi punktid, mille

de kiirused on risti mingi sirgega?

2. Kas kahe punkti A ja B kiirused võiksid olla selli-

sed, nagu joonistel?

A
A 6 A'
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3 Missuguses autoratta veerandis on ratta kiirenduste het-

keline tsenter, kui ratas veereb sirgel teel libisemata

ja liikumine on a) kiirenev, b) aeglustuv.

4. Kuidas on võimalik leida tasapinnalise kujundi kiirendus-

te hetkelist tsentrit, kui on teada kujundi kahe punkti
kiirendusvektorid?

5. Kuidas saab leida tasapinnalise kujundi kiirenduste het-

kelist tsentrit puhtgraafilisel viisil?

Näpunäide: kasutada märkust p. 9 lõpus.

6. Arvutada sirgel teel libisemata veereva ratta äärepunkti-
de kiirused ja kiirendused, kui need punktid asetsevad

püst- ja rõhtdiameetril. Võrrelda nende punktide kiirusi

äärepunkti trajektoori (tsükloidi) abil arvestatud tu-

lemustega. Ratta raadius on r ja keskpunkti kiirus

Varras AB nihkub tasapinnal

nõnda, et punktid A ja B jää-

vad sirgetele a ja b. Teades

punkti A kiirust kiiren-

dust varda pikkust a ning

nurki cx ja ,
leida punk-

ti B kiirus ja varda nurkkiirus

ning nurkkiirendus.

Leida joonisel kujutatud plok-

kide süsteemi vasaku ploki tel-

je kiirus Vp, kui on teada kii-

rus VQ ja plokkide raadius r.

9. Ratas raadiusega * r veereb sirgel teel libisemata nii,
et telje kiirus on ja kiirendus Leida ratta nurk-

kiirus ja nurkkiirendus.

10. Tasapinnalise kujundi kahe punkti A ja B kiirendused

= 20 cm/s ja =l5 on risti neid punkte
ühendava sirglõiguga AB = 20 cm. Kuidas näidata, et sel

juhtumil kujundi nurkkiirus on võrdne nulliga?
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Trummel raadiusega r veereb

mööda sirget teed. Tema punk

ti D kiirus on const.

Leida trumli küljes oleva

ratta punktide B, E ja F

kiirused ja kiirendused.

Varras OA pöörleb ümber

punkti 0 konstantse nurk-

kiirusega CU = 2 Selle

vardaga on liigendiga A

kinnitatud varras AB, mille

otspunkt B on ühenduses

kaldsirget mööda liikuva liu-

guriga B. Kaldsirge kalde-

nurk oö= 45°. AO =r =

- 40 cm. AB = 2r. Leida punk-

ti B ja keskpunkti M kii-

rus ning kiirendus.

13. Leida joonistel kujutatud tasapinnaliste kujundite (tä-

hega A märgitud kehade) kiiruste hetkelised tsentrid
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Joonisel 13 vaadelda juhtumeid: a) ringjoon I lii-

gub, aga II on paigal, b) II liigub, I paigal c) mõlemad

pöörlevad erinevate nurkkiirustega ühes suunas (või vastas,

suunas), d) mõlemad pöörlevad nõnda, et nende puutepunktid

rattaga A liiguvad teineteisele vastassuunas ühesuguse
kiirusega.
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14. Leida graafiliseltjoonisel kujutatud varrasmehhanismide

liigendpunktide kiirused, kui on teada punkti A kiirus.
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