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1

Sissejuhatuseks

Kui paralleelsete tungide keskpunkti mõiste peitub eos Juba 

Archimedese poolt antud kangi seaduses, sits on üldise tungi ie süs­

teemi keskpunkti mõiste loodud alles XIX sajandi kolmekümnendates 

aastates, ungide süsteemi keskpunkti üldise mõiste isaks on 

Ferdinand Minding. Minding! mõte on olnud viljakas; Mindingi teoreem 

tungide süsteemi keskpunkti kohta moodustab astaatillse tasakaalu 

teooria ^luse. F. Min lingiga algab Tartu ülikooli raken dusmatema ti­

kute suguvõsa. Juba see üksinda õigustab peatumist tema uurimustel. 

Märgime, et käesoleva 1956* aasta algul möödus poolteistsada aastat 

F.Minding! sünniajast. Ka seegi asjaolu annab põhjust tema uuri auste 

üksikasjalikuks analüüsimiseks.
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Tööskasutatudsümboolika

Vektor tähisena on kasutatud . Summeerimismärgina kas uta не 
у \

simerdingi ' eeskujul Gaussi poolt vähimruutude meetodi esitamisel 

tarvitatud püstsulgusidl J • Sellise summa tähistus vi isi puhul muu­

tuvad ka staatika valemid tunduvalt ülevaatlikumateks, kui sümboli
kasutamisel»

Gauss summas limbo le is tungide süsteemi resultandi komponendid 

avalduvad kujul

&,-r97 ^CZ3
resulteeriva momendi komponendid aga kujul

L -CZ)7- CM
m x CX.!- Hoc] *C3ez] ~CZ^]
N = ЕМХ^-С^З-СХ^

Siin OC , • 4 tähendavad resultandi mõjusirge jooksva punkti

koordinaate. Kirjutiste lühendamise otstarbel märgime sirgete sihi-

Koosinus! töö lõpuosas " cч Ya jne.

Timerding, Geometrie der Kräfte, Leipzig, 19^6.



I Minding! eluloo lühiülevaade

Matemaatika professoritest, kes on töötanud Tartu ülikoolis sel­

le enam kui 150-aastase tegevuse ajal,ja on jätnud sügavaid jälgi 

kodumaise teaduse arengusse, tuleb esikohal nimetada tferilnand 

Mindin^it. Väärib märkimist, et F. Minding oli ajaliselt esimene Tartu 

ülikooli rakendusmatemaatika professor.

Ernst Ferdinand Adolph Minding sündis 11. jaanuaril 1806.a» 

Kaališi linnas, kus ta isa oli kohtunikuks. Keskhariduse sai linding 

Hirschbergi gümnaasiumis, mille lõpetas 1824» aastal, saades kõigis 

ainetes hinde "väga hea”. Juba gümnaasiumis Ilmnesid ta suured võimed 

vanades keeltes ja gümnaasiumi direktor soovitas talle soojalt jätka­

ta õpinguid ülikoolis klassikalise filoloogia liinis. Olid ju eritead­

lased vanade keelte alal Saksamaal tol ajal eriti suures aus. inding 

astus halle (Halle Saale ääres) ülikooli, kus kuulas loenguid humani­

taarteaduste alalt. Varsti läks ta aga üle berliini ülikooli. Ta kuu­

las seal klassikalise filoloogia, ajaloo ja filosoofia loenguid. 

Minding! filosoofiaõpetajaks oil Hegel, ajalooõpetajaks - Ranke, kumb­

ki ülemaailmselt kuulus oma ala esindaja. Ainult n.Ö. muuseas kuulas 

Minding ka mõningaid füüsika ja keemia ning ühte staatika kursust. 

See staatika kursus oli ainukeseks ülikoolis kuulatud kursuseks ma­

temaatika ja mehhaanika alalt, s.t. nende teaduste alalt, milles Min­

ding hiljem nii edukalt loovalt töötas ning oma uurimustega üldise 

tunnustuse võitis. Hariduselt klassikaline filoloog Ja ajaloolane, 

oli ta matemaatikas vaid Iseõppijaks.

1827*a. Minding katkestas õpingud ülikoolis ja oli lühikest aega 

gümnaasiumiõpetajaks, õpetades matemaatikat, ajalugu ja emakeelt. 

1829«a. kaitses ta Halles oma doktori dissertatsiooni kahekordsete 

Integraalide ligikaudse arvutamise alalt. 1831.a. siirdus ta tööle 

Berliini ülikooli matemaatika dotsendi kohale. Tema lähimaks töökaas­
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laseks oli hiljem ülemaailmse kuulsuse omandanul matemaatik Peter 

Gustav Lejeune-Dirichlet - pärastine Gaussi järglane Göttingenis. 

noorele Dirichlet ’ iie ja Mindingile sai osaks olla pioneerideks sel 

ajal alles uute matemaatikaharude õpetamisel Berliini ülikoolis: 

minding! ja Dirichlet'ga algab Berliini ülikoolis matemaatik'’ nlai 

võimas areng, mille tulemusena Berliini ülikool ka matemaatika alal 
jõudis XIX sajandi teisel poolel maailma esimeste ülikoolide hulka. 

Suureks õnneks Mindingile oli ka see, et juba esimesi aastaid Berlii­

nis töötades sai ta lähemalt tuttavaks suure ja universaalse teadla­

sega - Mex nder Humboldt * iga. 1854.a. lõpetas Minding uurimuse tun­

gide süsteemi keskpunkti olemasolu kohta. Humboldt, keda ka prantsuse 

teadlased väga austasid, esitas Minding! töö Pariisi Teaduste kadee- 

miale. Minding! töö hindamiseks moodustatud komisjon andis selle koh­

ta väga tunnustava otsuse, millega Minding! nimi sai korraga tuttavaks 

kogu maailma teadlastele.

On huvitav märkida, et alates 1854. aastast töötas minding , 

Berliini ülikoolis tööd katkestamata, ka veel kõrgema matemaatika ja 

teoreetilise mehhaanika dotsendina Berliini Kõrgemas Ehituskoolis 

(Allgemeine Bauschule, hiljem Bauacademie). 1845* aasta alguses Vene­

maa riigivalitsus tegi Mindingile ettepaneku asuda tööle Tartu üli­

kooli matemaatika professorina. Veel sama aasta sügisel asus Mindin 

oma uuele töökohale. Just enne seda lahutati puht- ja rakendusmate­

maatika kateeder kaheks iseseisvaks kateedriks, uhta matemaatika 

kateedri juhatajaks määrati Senff, rakendusmatemaatika kateedri juha- 

tnjaks - Minding. Seega sai Minding Tartu ülikooli rakendusnnatemaati- 

küte esiisaks.

Berliini ülikoolis töötades valmis Mindingil kaheköiteline dif- 

ferentsiaal- ja Integra ai arvutuse ja teoreetilise mehhaanika õpik, 
Ilmunud aastail 185?-1858x\ Avaldatud olid juba ka minding! silma- 
x)
'Ferd. Minding, Handbuch der Differential- und Integra lrechnung und 

ihrer Anwendungen auf Geometrie und Mechanik. Berlin, 1856-58.
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paistvad tööd differentsiaalgeomeetria alalt. Seega Tartusse tuli 

Minding juba üldtunnustatud õpetlasena. See võimaldas talle juba 

Tartus tõotamise esimestel aastatel sõlmida tihedad teaduslikud side­

med Peterburi Teaduste Akadeemia matemaatikutega. Eriti sõbralik va­

hekord kujunes tal akadeemik Bunjakovskiga.

1861 • aastal anti Mindingile töö eest ‘Kahe muutujaga esimest 

järku differentsiaalvõrrandite integreerimisest” Ostrogradski ette­

panekul Peterburi Teaduste Akadeemia poolt Demidovi nimeline preemia. 

1864.a. valiti Minding Peterburi Teaduste ’kaueemla korrespondeeri­

vaks liikmeks ja 1879-a. sama Akadeemia auliikmeks. Minding suri 

15* mall 1885* aastal. Ta teaduslikkude tööde arv ulatub 60-le. 

Minding! tööde temaatika on väga mitmekülgne: toid leidub peaaegu 

kõigilt matemaatilise °n°lüüsi ja teoreetilise mehhsanika aladelt. 

Kuid eriti hinnatavad on Minding! uurimused pindade teooria alalt.

Paljude Minding! poolt käsitletud teoreetilise mehhaanika küsi­

muste hulgas omab tähtsa koha tungide keskpunkti mõiste üldistamine 

mitteparalleelsete tungide juhule. Minding! teoreem tungi de s steemi 

Keskpunkti kohta moodustab astastilise tasakaalu teooria aluse. 

Mindingi tööde jätkajatest astastilise tasakaalu alal tuleb eelkõige 

nimetada kuulsat prantsuse geomeetrit Gaston )arboux*d, kelle tou 

sel alal ilmus mindingi omast 36 aastat hiljem.



II tstaqtilise tasakaalu mõiste

^staatilise tasakaalu mõiste selgitamiseks vaatleme kõigepealt 

üldtuntud ülesannet paralleelsete tungide süsteemi taandamise kotita.

Olgu kindlale kehale punktides J(0,,14,2,) • (0,,92,%, •
. • (%,,, z, ) rakendatud paralleelsed tungid 5ч , 33 , .. • ,

. Olgu teada 1) tungide suurused J, , f,, . *v ühes kokku­

leppega nende märgi suhtes; 2) nurgad °C , , } tungide positiivse

suuna ja koordinaattelgede vahel. Et tungid on paralleelsed, siis 

kolkide antud tungide jaoks need nurgad on samad.

Tõestame, et neid tunge võib alati asendada ühe ainsa tungiga.

Et antud paralleelsete tungide süsteem oleks ekvivalentne ühe 

tungiga =£0 , peavad olema rahuldatud järgmised tingimused resul­

tandi komponentide kohta:

LN 3 - / J = codo ;

[У]=С^~Со^1 .
• L Z7 -[Fcoay] = .

(i)

ja järgmised tingimused resultandi momendi komponentide kohta;

ehk

kus C.

-6* fZl ~ С, [4) slyFco-x -z/coip] 
C [O] - Q.LZ1 -fZ-Zc^o-^ - ocf

G-CZ]- c[^] - -[Zz] i
С ГХ] - ol Z] = [Jzlo-K - [Foc]
a. [^] - МЭС] * CXocj ÜM/5 -Loo* , 

(2)

C on resultandi .< rakenduspunkti koordinaadid.

Valemist (1) saame

R2 =№ * coa * co,‘y) = / 372



- 7 -

ehk

£ =m 03)
ja edasi

CO4 (-#,%j = CO1 o x
Co:(0,) ~ ) (*)
toi (^z3 = Coar J

nagu näitavad valemid (3) ja (4), paralleelsete tungide süsteemi 

resultant on paralleelne antud tungidega. Resultandi suurus on võrdne 

antud tungide algebralise summaga, kusjuures resultant on nende tun­

gidega samasuunaline, mille aritmeetiline summa on suurem.

Võrrandid (2) määravad selle sirge, milles mõjub resultant • 

Tõepoolest, arvestades võrrandit (3)> saame võrranditele (2) anda 

järgmise kuju

(4 £- -(с /I-со-з/Ь )
(c R - Гг coda = (О/ Д -/ОС^ССИ^ (
f cv^.- L9c5"J) co = ( 6 R- - ly /7/ J

Silt aga järeldub, et

СиЙ- fx Jj (у Ц,* I , _ С - I 2 Jj
Co3c C9 Со1

Kui arve ja С tõlgendada jooksvate koor di naa uidena, siis

võrrandid (5) kujutavad sirget ruumis. Magu näha, see sir,;,e 1 ibib

punkti koordinaatidega
Ы1 к

ja seda olenemata sellest milliseid väärtusi omavad oi
Sellest järeldub, et kui tungide suurused ja rakenduspunktid J itame 

endisteks ja muudame ainult tungide ühist sihti, siis süsteemi reaul­

tanttung pöördub ühiselt antud tungide süsteemiga, läbides püsivalt 



- 8 -

üht ja sama punkti koordinaatidega

[хЛ Л 2 [гЛ (6)
----- R > ' "e R ■

Kui eeldada, et süsteemi resultanttung on rakendatud just sellesse 

punkti, siis kõikide tungide pööramisel ühe ja sama nurga võrra nen­

de rakenduspunktide ümber ka resultant pöördub sama nurga võrra oma 

rakendus punkti ümber. Punkti G koordinaatidega (6) nimetatakse paral­

leelsete tungide keskpunktiks. Kui eeldada, et koordinaat! iesüsteem 

Üoc4Z on muutumatult seotud kindla kehaga, siis selle asemel, et 

pöörata kõiki tunge nende rakenduspunktide ümber une ja sama nurga 

võrra, võime pöörata seda keha vastassuunas sama nurga võrra mber 

punkti G. Ka sel puhul jäävad eelpooltuletatud valemid Kehtivaks ja 

antud paralleelsete tungide resultant läheb keha igasuguse asendi pu­

hul läbi punkti C • Kui keha kinnitada punktis C nii, et teda saaks 

pöörata punkti C ümber, siis punkti C ?reaktsioontung tasakaalustab 
resultandi R • Seega meie juhul kindel keha jääb tungide süsteemi mõ­

jul tasakaalu, hoolimata sellest, kuidas me keha ka ei pööraks* Sel­

list tasakaalu nimetatakse asta^tiIlseks tasakaaluks.

Seni oli meil tegemist paralleelsete tungide süsteemiga* Uldis- 

tau.es öeldut mistanes tungide süsteemile ütleme, et tungide tasakaalu 

nimetatakse astjat! li seks, kui tasakaal jääb edasi püsima ka siis veel, 

kui keha, millele tungid rakendatud, pööratakse mistahes nurga võrra.

Lihtsaimaks astaatilise tasakaalu niiteks on ühte punkti rakenda­

tud tungide tasakaal.

Astaatilise tasakaalu küsimuses kindla keha translatoorne liiku­

mine mingit tähtsust ei oma, kuna translatoorsel liikumisel tungide 

ja nende resultandi vastastikune asetumine ei muutu. Järelikult, kui 

tungile süsteem oli tasakaalus keha paigalolekul, siis keha transla­

toorsel liikumisel jääb tasakaal püsima, kui aga tungide suurusel, 

suunad ja rakenduspunktid jäävad endisteks* Niisiis on translate rse 

liikumise suhtes kindla keha igasugune tasakaal astaatiline. Seepärast 
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tuleb astaatilise tasakaalu teoorias arvestada vaid kindla Keha pöör­

levat liikumist»

St tasakaalus olev tungide süsteem võib pärast tema pööramist 

mitte enam tasakaalu jääda, näitab juba järgmine lihtne niide;

mõjugu kehale piki sirget Л /3 kaks tungi 5 ja Q , mis suuru­

selt võrdsed ja suunalt vastupidisel. Геате, et sel puhul tungid on 

tasakaalus. Kui aga keha pöörata umber mingi telje, mis pole paralleel­

ne sirgegaO, siis need tungid, kuigi nende rakenduspunktid jäävad 

endisteks, moodustavad tungide paari ja tungid pole enam tasakaalus; 

keha hakkab pöörlema tekkinud momendi mõjul.

Kui tungi d mõjuvad ühes ja samas tasapinnas või on paralleelsed 

mingi tasapinnaga ja kui keha pöörata tasapinnaga risti oleva telje 

timber, siis uues asendis kõik tungid esinevad pööratuna oma rakendus­

punktide ümber ühe ja sama nurga võrra.

. Üldjuhul, kui tungid on ruumis asetatud meelevaldselt, kena pöö­

ramisel kõik tungid pöörduvad erineva nurga võrra. Näiteks tung, mis 

on paralleelne pöörlemisteljega, säilitab oma sihi,pöörlemisteljega 

risti olev tung aga pöördub kõige suurema nurga võrra.
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III ^staatiline tasakaal tasapinnalise 

tundide süsteemi puhul

1. * staatiline tsenter

Oma edaspidiste arutluste lähtekohaks võtame teoreemil

Tasapinnaliste tungide pööramisel nende rakenduspunktide лЬег

ühe Ja sama nurga võrra ning ühes ja samas suunas (päri Kellaosuti

liikumist või vastu sellele) nende tungide resultandi mõjusirge 1 <bib

Ikka ühte ja sama punkti.

Tõestame teoreemi algul kahe tungi F ja kohta. Tungide 

ja 3, rakenduspunktid olgu vastavalt A ja (joonis 1), tungide 

mõjustrgete lõikepunkt C . Läbi punktile А ,/3 joonestame
ringjoone. Kui nüüd tunge ^7 ja pöörata nende rakenduspunktide 

umber ühe Ja sama nurga võrra, siis igas tungide dj ja 3, asendis

tungide mõjusirgete lõikepunkt asub samal ringjoonel, kuna ju nurk

(9/ tungide mojustrgete vahel suuruselt ei muutunud. Tungide Ji

ja 0resultant R jaotab nurga o:eA У ft osadeks d, ja d, nii

et . See suhe aga ei muutu tungide pööramisel ühe ja sama

nurga võrra. Sellest järeldub; kui tungide S resultandi

mõjusirge lõikab ringjoont punktis C , siis tungide pööramisel ühe 
ja sama nurga võrra nurk ЛОС ei muutu. St aga tungile pööramisel 

nurga ЛОС tipp 1.7 liigub ringjoont mööda, siis resultandi mõjusirge 
läheb tungide Igas asendis läbi punkti C • Kokku võttes:

Kui antud tungide ja 2 resultandi rakenduspunktiks vali­

da punkt C , siis tungide pööramisel punktide dt ja /2) imber resul­
tant pöördub punkti C ümber sama nurga võrra.

Olgu nüüd tegemist kolme tungiga 3^ , 5^ , А • Olgu tungide ^7 

ja +, resultant R,* rakenduspunktiga C . Liidame tungi R. tungiga
Tl* . » r\i 'T*'ja leiame punkti , mille ümber pöördub AL ja resultant

. Nelja tungi J, , +, , 33 , 3 puhul liidame edasi k ja 3,
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jne. Nii leiame lõpuks antud tungide J , ... , F. resultandi R 
rakenduspunkti C • Saadud punkti nimetatakse tasapinnalise tungide 

süsteemi astaatiliseks tsentriks. _ _

Kui punkti C rakendada tung R,=-(3 f 4+ , siia see

tung tasakaalustab antud tungide süsteemi. Iasakaal jääb pusima ка 

siis, kui tunge pööratakse mõne nurga võrra nende rakenduspunktide 

umber: tasakaal on «staatiline.

2. Staatilise tsentri kõõrdi naa ii d

Viriaal

Võtame tungide mõjumistasapinna OC+ -tasapinnnks. Ct eelduste 

kohaselt tungide 5, »•••> F. rakenduspunktid ei muutu (muutub vaid 

tungile siht j, siis iga tung 5" on määratud oma nelja koondina^liga

» У > Q • 4 > millisel loeme antuks* ^staatilise tsentri koor i - 

naadid tähistame C.,Yo- ResultandiR pro jektsioonid koor dinaattel- 

gedele tähistame vastavalt ja Ra :

= -

Pungi 3" moment < -telje s htes on
CC 06 '

ja resulteeriv moment sama telje suhtes
У - yK]

Et resultanti moment on võrdne üksiktungide momentide summaga, siis

resultandi mõjusirge iga punkti koordinaadid peavad rahulda-

mi võrrandit

32 R ~ 9 Rx ' vV- - О (7)

See võrdus ongi siis resultandi mõjusirge võrrand. Mõistagi peavad k«

astastilise tsentri koordinaadid rahuldama seda võrrandit, seepärast 
■ GR. ' 9,2,-/ = ° (8)

Sellele võrrandile saab anda teise kuju. X sellele välja jõuda.

arutleme nii:
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Tähistame tungi ja OC-telje vahelise nurga oL -ga. Pöörame

seda tungi tema rakenduspunkti timber nurga võrra. Siis uued pro­

jektsioonid koordinaattelgedele avalduvad kujul;

ОС1 * (^f2)) = OCcotfb- Чот^ра.

ja uus moment kujul

M‘ = ос =(«: "4 * 9%)o-/
Järelikult

R = Lx - ~ - 2, j
R, =L41 = QoAn/- R, coq ( (9)

■ M‘ = /X7 * /coa/b+ o./ j
kus . 0 = L oc R * 9 (10j
Suurust nimetatakse antud tungide süsteemi vi r' mliKs4 *. Resultan-

di mõjusirge võrrandi võime seega esitada kujul

QC R, ~ y R ~ - О
ehk kujul

f X- ~ yR, -J) CO1^> -V-) -*.кр> =o
Et astaatilise tsentri koordinaadid peavad rahuldama seda võrrandit, 

siis

(G, R, - y.R, -/) coa/ +(w,R,+4, 2, = Õ
Vastavalt võrrandile (8)

R, ”* 4 R, J ~ О , 
seega

(oc.^ - 4/^otkA =o
Kuna nurk on vabalt valitav, siis

%, * «,2a - ° (11)

X )‘Mõiste "viriaal" võeti tarvitusele alles R.Clausiuse poolt termo- 
dünaamikas. See mõiste osutub aga sobivaks töövahendiks ka kõnes­
oleva staatika probleemi käsitlemisel.



Nagu näeme, sa»b astastilise tsentri koordinaadid määrata võrrandi-

süsteemist OL.Ra ' 7 е R " = o 
Xo R, + R, ~ 0 ” °

Selle süsteemi lahendid on

■ * M . 2. " ^25= <U>
7 R,

Viriaali suurus, nagu momendi, suuruski, oleneb koordinan Gl ie 

alguse asendist • Kui koordinaatide alguseks valida astaatiline tsen­

ter, siis võrranditest (8) ja (11) järeldub, et /Г- ja ? - < •

Niisiis:

Tungide tasapinnal leidub ikka niisugune punkt (astaatiline tsen­

ter), mille suhtes antud tungide moment ja viriaal jäävad püsivalt 

võrdseks nulliga, kui tungide süsteemi pöörata ükspuha missuguse nur­

ga võrra.

Viriaalile saab anda järgmise geomeetrilise tõlgenduse: kui koor­

dinaatide algus tähistada 0 -ga ja tungi «/ rakenduspunkt Л -ga, 

siis .
ЭС Q + 9 Ä ОЛ * 3 cod (F)

ja viriaal on selliste korrutlste summa.
Juhul, kui tungide süsteemi resultant l' = Oja tungide süsteem 

pole tasakaalus, siis see tungide süsteem on ekvivalentne tunoipaari­

ga. Valemist (12) järeldub, et sel puhul astaatiline tsenter asub 

lõpmatuses. Valemist

/v‘ = -+ on/ *
nähtub, et kui antud tunge pöörata nurga fS võrra, kusjuures 

ou. А = - • V

siis antud tungide süsteem on tasakaalus. Tungide süsteem on tasa­

kaalus ka sel juhul, kui nii Д x 0, kui ka =0. Siit saame 

järeldada ka pöördväite kehtivust: kui esialgne tungide süsteem oli 
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tasakaalus ( ^»0/ //=0), siis tungide pööramisel mingi nurga /5 vörra 

tungide süsteem on ekvivalentne tungipasriga, mille moment

‘= ЛУф'ьв '
Saadud valemist järeldub, et sel juhul viriaal on võrdne sellise tungi- 

paari momendiga, mis tekib tasakaalus olevate tungide pööramisel täis­

nurga võrra.

- Illustreerivaid näiteid

1. Tõestada, et kahe paralleelse tungi astaatiline tsenter asub 

nende tungide rakenduspunkte ühendaval sirgel.

Olgu antud kaks paralleelset tungi raken luspunktiga oc4 .)

ja rakendus punkt iga *

Tungide rakenduspunkte ühendava sirge võrrand on

°&

ehk, parast lihtsustamist

+(°c,-9q)y
Eespool tõestasime, et paralleelsete tungide astastilise tsentri koor­

dinaadid avalduvad kujul

V _ [Foc]
. ь (Я

Käesoleval juhul

C\f —-e * л + F,,
Kui astaatiline tsenter peaks asuma antul tungide rakenduspunkte ühen-

daval sirgel, siis astaatilise tsentri koordinaadid peavad rahuldama 

selle sirge võrrandit. Kontrollime seda.



Sellega oleme toestanud, et kahe paralleelse tungi astaati line

tsenter tõepoolest asub nende tungide rakenduspunkte ühendaval sirgel

2» Tõestada, et ühel tasapinnal asuva ja tasakaalus oleva tungi­

de süsteemi astaatiline tsenter on määramatu.

Tasakaalu korral on L F] ja võrdsed nulliga. Seega on L3 
ja W»0. Sel juhul valemid

annavad

toi -
' [JT 
0 .
0
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I ^staatilise tasAkaalu tin^iamaed

Oletame, et kindlale kehale on punktides e-( (kua indek­

sid on Jäetud kirjutamata) rakendatud ruumiline tungide süsteem. 1 Ju­

hul see siia teem on asendatav ühe resultant tungiga Ja tungipaari-

ga, mille moment on L^C x F] , kus /f tähendab punkti kohavekto- 

rit. Keha on tasakaalus (üldjuhul, muidugi mitte astaati Ilses tasakaa­

lus) siis ja ainult siis, kui nii resultant kui ka tungipaari moment 

on võrdsed nulliga. Kirjutades neid tingimusi vektorite / ja S kom­

ponentides, saame

i

M-o
[Ц-о /

ehk, teisel kujul

Ш =0 ]
' [ = 0 ( jo

[2] = o
Leiame nüüd lisatingimused, mis

(2^

da Z $2. - ac] = О

LH-37 =0

kaalu ka siis, kui keha pöörata

[2мЬ[И-о^
[ЗСг]-[2x3 =ol (15)

1Sx]-[,]=o
vajalikud selleks, et keha jääks tasa-

mingi telje ümber mistahes nurga võrra.

Pöörame algul keha õe-telje umber mistahes nurga oC võrra. )lgu

kehaga kaasaliikuv koordinaadistik • 02’ . Siis tungide projektsioo­

nid OC-teljele ei muutu, projektsioonid telgedele 4 ja 2’ aga aval­

duvad kujul
4 = 5co1a -b Rn~ I
2 - -Joka + 2 cog« t

Kui eeldada, et tungide rakenduspunktid pöörduvad kehaga kaasa, siis 

nende punktide koordinaadid ei muutu. Seega peale keha pööret C-tel-

je umber võtavad tasakaaluvõrrandid järgmise kuju:
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[X’]=0 [2'^l-[Dzl = o I
[41 =o ■ [321 -[Za] = 0 )
[Zl=o [ЧУЧЗЕ'^] =0 1

ehk, teisiti Kirjutatult,

[DC] -О 1 • Сзс] = о
L Ycoo*+2 - 0 \ ehk [^]coi* + [21 'tina =0

* z coca] = 0 j -[ V],ü..e "^L X 7 Cod«< ~ О

ja ~ ГУ-и!■['Z'bl-i-([^l ~ [^zl} ж0 

[OE.zl+C'^xl'kh.ol — [jCxlcos* =0

[ 4x I C01<Z * [ Zoc] aind - [ ] —O _

Arvestades võrdus!
[7^]-14zj =o L3Cj-[Zx]=0 ja [^xl

näeme, et viimast võrrandite kolmikut saab kirjutada kujul

(tyl *Г2г7]^ьсс =o 
[Xxl^-Cc^j +[3xljtKo^s о
[Чх] (-f-cojdi) *[7,4 ano - о

(14)

(15)

St eelduse järgi [Xl-O, [41 -о [2]-d siis kolm võr-
Xc^JldLcdA^ct

randit (14) on rakedatue igasuguse o<, väärtuse puhul. Et ka järgmised

kolm võrrandit (15) oleksid rahuldatud igasuguse o puhul, selleks

peavad olema

1°.

ja 2°.

i)eterminandi

täidetud tingimused 
f^)*rZz]=o 

[2z] [44 , 
-[4x1 [] =L

arendamine annab
[2,]3 44x]-o

kust 
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wil siis, et tasakaal jääks püsima igasugusel keha pöördel ümber c -tel­

je, peavad olema täidetud tingimused:

Г Zo] =0 1X1=0 Г ^7 + Г = о
Kui keha pöörata -telje ümber, leiame analoogse tuletus viisiga

tingimused
ГЭС,1 = 0 rž,}-0 [Zzl+[Ы=о 

ja kui keha pöörata 2, -telje umber, tingimused

fM-0 [32]=0 (Ы *[4,1 = 0
Tingimustest

' [Xxi 44,1-0. [4,1 42x]=o [Zzl‘M-0

järeldub, et

[Rx]+[Vy] +Г21] =o
Seega, liikmeti lahutamisel,

[Xxi -0, (4il = o, [2z] -o.

D’Alembert*i lause järgi keha pööramine umber antud punkti taar .ub 

ikka pööramisele seda punkti läbiva telje timber. Edesi on teada, et 

kindla keha pööramist antud punkti ( läbiva talje umber võib alati 

asendada pööramisega kolme üksteisega risti oleva ja antud punkti / 

läbiva telje ümber. Seepärast, kui kindla keha pööramisel koordinaat- 

telgede jt 4 ümber tungide tasakaal jäi püsima, siis jääb tasakaal 

püsima ka sel juhul, kui keha pöörata ümber mistahes telje, mis läbib 

punkti 0 . Nagu näeme, selleks et tasakaal oleks ^staatiline on t^r- 

yi lik, et lisaks üldistele tasakaalutingi mustale

ГЭС) =0 [ll-о , [21-0
*0 

№]-[Zx]-o 
[44 -LX3l=o ■

peavad olema täidetud ka veel tingimused
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[Хос1=0 [Х^О (Хг>0 
[^1-0 [^]=0 №о
[^] = о [^1 = О №7 - О

viimaste tingimuste täitmisel on nutomastselt täidetud tingimused
"[2)НЧгЪо №HZxl = о, №7 -[^Ьо

Niisiis astaatiliseks tasknaluks punkti kinnitamisel on uap- 

vilik, et oleks täidetud järgmised 12 tingimust:

[X]-O ГУ]=о №o
[M-0 [^1=0 [M-o
[M-O [4)1 = 0 [4z£=0 <17)

Rx7-o [2)1 = 0 [&3=O
hagu kohe näha, neel tingimused on ühtlasi ka piisavad.

Jääb lahendada veel küsimus: kas ken° tasakaal jääb astaatiliseks 

ka sel juhul, kui keha pöörata telje ümber, mis ei lab1 punkti ? 

Kinemaatikas tõestatakse, et keha pööramist võib asendada pööramisega 

antud teljega paralleelse telje ümber, kui aga see liita kohaselt va­

litud translatoorse liikumisega. Eelpool aga näitasime, et transla- 

toorse liikumise suhtes on igasugune tasakaal astaatiline. eega või­

me seatud küsimusele anda jaatava vastuse: keha tasakaal on ^staati­

line, kui tungisüsteemi astaatilised koordinaadid on võrdsel nulliga.



2,0 *

V ^staatilise t^s^kaalu üldine teooria

Eelmises peatükis veendusime selles, et tasapinnalise tungide süs­

teemi punul leidub süsteemi tasapinnal punkt, astaatillne tsenter , 

niisugune, et kui temale rakendada antud tungidega võrdvastupidised 

tungid, siis keha jääb astaatilisse tasakaalu. Selle punkti koordinaa­

did on: 

„ =

M = mi - jcm
v" '

uma teoses "Handbuch Лег theoretischen Mechanik", ilmunud Berlii­

nis a. 1858, Minding seab esmakordselt küsimuse ka ruumilise tungide 

süsteemi keskpunkti olemasolu kohta.

1. Ruumilise tungide süsteemi keskpunkt Minlln^i jirgi

Lähtudes astaatilise tasakaalu mõistest defineerime kahe tungi- 

süsteemi astaatilise ekvivalentsuse järgmiselt:

Kahte tungisüsteemi nimetatakse «staatiliselt ekvivalentseks, kui 

need tungi süsteemid on staatiliselt ekvivalentsed ja jäävad niisugus­

teks ka veol siis, kui tunge pöörata ühes Ja samas suunas ühe Ja sama 

nurga võrra nende rakenduspunktide ümber, näitame, et

kaks tungisüsteemi on «staatiliselt ekvivalentsed, kui nende vas­

taval «staatilised koordinaadid on võrdsed.
C* . o 1Tähistame tungi J* komponendid enne pööret •,° ja peale

tungide pööret mingi nurga võrra 96 , 3 ,. Kui sihikoosinused, mis
I / . ) u

määravad teljestiku ОС 1 * orientatsiooni teljestiku J- suhtes, 

anda tabeliga



siis tungide uued komponendid avalduvad vanade kaudu kujul

X' **,4 +0,8, 
y‘ =,3+8,V+/,E

(oc]-4101--r1-,02
ja kaks analoogilist avaldist ГО J, [3]Jaoks. :dnsi sname

[W‘o] = < t LXx] ^x7 X

[V‘c]=[Rv] U9) 
[B‘x ] = [Ko J V 2c]4^ [^]

ja kuus analoogilist avaldist * -

jaoks. Saadud avaldistest näeme, et kui kahe tungi süsteemi astanti-

Ilsed Koordinaadid olid enne pööret vastavalt võrdsed, siis jäävad 

nad võrdseks ka s*ls, kui mõlema süsteemi tunge pöörata ühe ja sama 

nurga võrra. Kui aga kahe tungisüsteemi astastilised koordinaadid on 

võrdsed, siis on neil võrdsed ka nende staatilised koordinna lid

Г. 4
Järelikult need tungide süsteemid on ekvivalentsed.

Seame nüüd, endile järgmise ülesandel

Ulgu kindlale kehale rakendatud ruumiline tungide süsteem, mis
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antud, oma 12 astaatilise koordinaadiga
[E] [V] 12,3
[Ы ■

' гад гад гад (20)
г Zx] 12] [2a]

Asendada antud tungide süsteem teise ^staatiliselt ekvivalentse tungi- 

süsteemiga , mis koosneks kolmest ette antud sihiga tungist.

wäitame, et need kolm tungi on täielikult ja üheselt määratud.
Tähistame otsitavate tungide suurused K / , R , nende rakenduspunk- 

tide koordinaadid vastavalt ) , (%,y , 2, ) ja nen­

de sihikoosinused (0, ) y) ) » (d \ y‘)- otsitav üs- 

teem oleks antud tungide süsteemiga astantiliselt ekvivalentne, selleks 

peavad vastavad astaatilised koordinaadid olema võrdsed. Seega peab 

olema

Jl«. » R!V » RV = [Xl )
[t]

p p n"Kui eeldada, et otsitavad tungid - , , pole paralleelsed ihe

ja sama tasapinnaga, siis sellest võrrandisüsteemist saame nad üheselt 

määrata, sest

, 0 , d 0
,R suurused on juba määratud, võime asuda nende

rakenduspunktide koordinaatide määramisele. Selleks on meil 5 X 5 võr-

ran di t:

(22)
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И*Ме 4 43 4 * LJy] )
= г^7 и„

Nv^+fiW=rVl
R-x, »Йа.'1’. * R‘."z," =[z] )
Ам. < к * А'р" ТГ^1 , <*' 
6^2. < 4 Ryk,"= £2г1 J

Ka need, koordinaadid on üheselt määratavad, kuna Iga võrrandi rühma 

determinant on nullist erinev.

Katsume valida otsitavate tungile sihid nii, et kaks neist j .
Selleks peab olemaja

Korrutame võrrandeid (21) ja (22) 

mused. Saame

oi 
/ -ga ja liidame saadud tule-6 X

A-tol* ЧЧЗмШ^ l25, 
. йти=[Х«3* +[9x]/+Lex>

4’„ [362]a+[Y2]p+Lz.)
[XL4C41M[X]y ■

Analoogilisel teel saame avaldada ja oZ. . seega tungi 2 rakendus-

punkti koordinaadid on arvutatavad avaldistest

[Xxi* 4 )
- = 41^13.3^

[X,],+[,]/1L]g \ <26,

'• = №^^*[33^ f
« (32]-[V2]/+[¥,]y

■■ »к4Мр4»^ J
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TungiR , mille sinikoosinused on }) , mille suurus on määratud 

avaldisega (25) ja mille rakenduspunkti koordinaadid z. on antud 

avald seega (26), nimetatakse ^ntud tungi süsteemi komponenliks alal- 

koosi nustega (64,/, >l .) määratud sihis, nimetatud komponendi olemus sel­

gub Järgnevast; kui tähistame R, -ga avaldise

K,*4%/+2, •
siis võrrandid (26) annavad

, . M „ -tM y_[01[UI ' . CJQ
Silt nähtub, et kui antud tungide süsteemile koostada komponendid si­

his, mis määratud sl hikoosi nustega (•, ,, У ) , Ja need omponendid kui

paralleelsed tungid liita (kusjuures nende rakenduspunktid ühtuvad an-

tud tungide rakenduspunktidega), siis saame antud tungi,süsteemi kompo­

nendi ette antud sihis.

Valemist (26) nähtub, et kolm antud tungi süsteemi komponenti lõi­

kavad koordinaattelg! punktides koordinaatidega

kuna komponentide suurused on

(M, LC.
Edasi saame järeldada valemitest (24), et komponendi rakenduspunkt 

asub alati kindlal tasapinnal. Seda tasapinda nimetatakse tungisüstee­
mi kesktasapinnaks1. Tasapinna võrrandi saame, kui võrranditest (26)

1)
Minding, dourn. f. Mnth., Bd. 15, 1856, p. 27-
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elimineerime ^>, Y . Selleks anname nendele võrranditele jdrbiaise

kuju:
(«.[Xl - [Xli («.CXI- Lxl =o
(„.CXI-ГХ>Ч1оМ1-й)1)р b^CM-ft*-» 
(I CX] - Läkt№-M)f> - > о

Et saadud võrrandisüsteemil oleksid nullist erinevad lähen iid, selleks 

peab süsteemi determinant võrduma nulliga

^CXJ'CXC] x. CMI-L Mzl «.[Х1-Й.]
i .m- Lx,] 4,1y]-[V,] -t.ra-kjj
L.L]-Lx,] kxj Lk

belle kolmandat järku determinandi saame asendada järgmise neljandat 

j dr ku de t e r mi nandiga

o. [Xxi [4^1 IXrl
, rxa [4a Ly]
I [] LVz] cxa
t ГО [41 Ш

sest korrutades teist, kolmandat ja neljandat veergu -1 -ga saame

£ -Ш] ача -Lki 
1 • [X] -L 4] -Lk

Korrutame nüüd esimese 

esimest veergu L U ja

veeru LU6 . ja liidame teisele veerule, siia

liidame kolmandale veerule ning esimest veergu

2 da liidame neljandale veerule. Siis saame
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2 хИ-Пг] 2-L2J-L
y.C]-LXy] 4.ni-£V

L 2.№-LXij a£ü1 > .
i ra-DEJ tti-ra /2/-—

z xWi-M 20]-[3]
U, u,£Xl-£äs] ц.Ь^З’Е^ч! J
i. Lm-M 222]-L.
10 о о
x[X3-M x.L9]-L9 
и[Х]-£ХЛ ч.СУ-[^]

LE]-La] з-ЕЦ-М

3uEä£l'£*^x^ 
ч.£У-Ш

Arvestades võrrandeid (2?) näeme, et
Do ° %u X3

4, 7» «0
<žo 4 f 32 <^3
1 1 A

Asendades (, V.,). järjest kolmikutega (4,1,,2)

(2Ö)

näeme, et need kolmikud rahuldavad viimast võrrandit, see
tihendab aga, et kesktasapind läbib punkte(q,y,,2,) , UA

ehk, teisiti, kesktasapind on ma iratud kolme punktiga

Võrrandis tungisüsteemi resul-

tandi komponente. Valemist (25) nähtub, et komponendi leidmiseks ette­

antud sihis tuleb tung (LX J ,L V • ^-/ ) projekteerida sellele sihi­

le. See asjaolu õigustab siis ka nimetuse "tungisüsteemi komponent
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sihis

Komponent omab suurima väärtuse sits, kui komponendi a ht langeb 

ühte resultandi sihiga. Selleks, et see sihtide ühtelangemine teostuks, 

tuleb sihikoosinused valida suuruses

LEj oi
Й1 -1--- (29)

Siis aga resultandi ,< rakenduspunkti koordinaadid O,Yo,~ avaldu-

vad kujul

- _ )
LX7*+/97L]-

- _мхЫЪМл1МУ-

5

m1-нчр-• rai1- J

Lülnding, Journ. f. Math. (Crelle), Bd. 14, 18)5, p. 289.

Punkti koordinaatidega X^yq/2o nimetatakse tungi süsteemi JinJ^ngi 
keskpunktiks . Kui arvestada valemeid (2?) Ja tähistada 0] ' X,

Гй.у . ЫР2. , saame Mndingi keskpunkti koordinaatide

(51)
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Et koordinaatide teljed on valitud vabalt mistahes kolmes paariti 

ristsihis* siis võime valemite (51? sisu sõnastada järgmiselt:

Olgu antud kindlale kehale rakendatud tungide süsteem ja määra­

tud selle süsteemi resultandi komponendid kolmes paariti risti seisvas 

sihis. Kui siis nende komponentide rakenduspunktides Kinnitada massil* 

mis on võrdelised eelpoolnimetatud komponentide ruutudega, siis on 

nende masside raskuspunkt binding! tsentraalpunktis.

Illustreeriv näide

Tõestada, et iga antud tungide süsteem on «staatiliselt tasakaa- 
lustatav nelja antud punkti rakendatud tungiga.

Olgu kindlale kehale rakendatud tungide süsteem, mille 12 astaa- 
tilist koordinaat! on

cxi [ mi tal
L X d [ 4x1 Laa
1^1 cy M

E4=l 1^]
Asendame antud tungide süsteemi astaatiliselt ekvivalentse nelja antud 

punkti rakendatud tungiga. Olgu antud nelja punkti koordinaadid ■ x,, । 
(X1 V,*,) • J® (2,Vv,-v) . Otsitavate tungile projekt­

sioonid koordinaattelgedele tähistame
( ", 3 | , (E, ^2, ^1) / (X, j a ( Z.) *

Selleks, et otsitav tungide süsteem oleks astaatiliselt ekvivalent­

ne antud tungide süsteemiga* peavad olema täidetud järgmised tingimused:



hellest võrrandisüsteemist saame määrata ja Analoo-

gilise
C,

võrrandisüsteemi saame ka j määramiseks:

v

ja X

Tungi

V määramiseks:

%x 1 C 1 {4 = Lo Cl
+ • jz +X ^4 ^4* Loy- f

, suuruse arvutame avaldisest

« /

ja mõjusirge sihikoosinused avaldistest

Л D 0 . .Analoogilised avaldised, saame ka tung'de K2 ,ja määramiseks*

Et antud tungide süsteem oleks «staatilises tasnkaalus, selleks liida­

me antud tungide süsteemi tungidele punktides ,,2,) > И -2 Л 
(X3,-s) Ja (-,Yv,2) vastavalt tungid je - 2,

õel juhul kehale rakendatud tungide 12 «staatilist koordinaati on 

nullid ning seega Kena tasakaal on astaatiline.
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2. run^isüsteemi astaat*line vektormoment t^sRpInna suhtes

Konfokaalsel momentpinnad

^staatilise vektormomendi definitsiooni asemel anname kokkuleppe 

selle suuruse saamiseks;

antud tungi süsteemi iga tungi sihis kujutame vektori, mille pik­

kuseks on tungi suuruse korrutis tungi rakenduspunkti kaugusega, vii­

mast tausttasapinnast arvates. Saadud vektorite resultant kujutabki 

antud tungi süsteemi astaatilist momenti tausttasapinna suhtes.

Astaatilise momendi avaldise tuletamiseks oletame, et tausttasa­

pinna võrrand on jooksvates koordinaatidee , 5 , ~ antud kujul 

t 5 - G> =o • 

nii et normiv tegur

Kui mingi tungi rakenduspunkti koordinaadid tähistame OC , 5 

siis selle punkti kaugus tausttasapinnast avaldub kujul 

nimetatud tungi astaatilise vektormomendi komponendid oleksid siis

&, z d/ .
Kui resulteeriva vektormeomendi komponendid märgime tähtedega <X ,

7 . siis

9t- [3,7-13 16122154-0) =
- L3] 0)



ehk

ja samuti <гУ = ГЫ^ + [9,), , w
cr I = £Ы^ 4 4 ЕЫ-* j

Tungisüsteemi astaatilist vektormomenti kujutava vektori pikkust nime­

tatakse antud tungisüsteemi skalaarseks momendiks tausttasapinna suh­

tes. Tähistame skalaarse momendi tähega 2 ; siis

ž = /^<3* („,
Seni olid meil koordinaatteljed valitud vabalt. Järgnevas valime 

kõõrdi naatteljed nii, et kesktasapinnaks oleks —2 -tasapind ja Koor­

dinaatide alguseks oleks tungisüsteemi keskpunkt.

Kui kesktasapinnaks valime -tasapinna, siis ta võrrand on esi­

tatav kujul ^=0 • Seega eespooltoodud võrrandeis kordajad

. L 32) , L - ja L-<~ j on nullid. 04)

kt eelduse kohaselt koordinaatide algus on tungisüsteemi keskpunktis.

anH55H“222)2x)-ry,]ry1-[2,7L27-o , ,
W *" "6

Avaldisi (34) ja (35) arvesse 1r ttes saame skalaarse momen ii jaoks

järgmise avaldise

4-

_ +[3,]4)*- (CM^ ‘r -2/ 
' 1 ’ X. 1 12 (ГЖЗЧ£№+КГ)9Ъ ([1]5+L23-4 * l^J (56)

4-y. t !§>•) Z.5" = £ * ^6*- 

r1- = £ xi14 ГО1,4 tll*' (37)
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ia P=(E/§+.])*+(L/}+L‘77)-*

.t avaldis on kolme koordinaatides lineaaravaldise ruudu sum-

ла, sits vörrana 2-Cn kujutab ellipsi võrrandit* Kui Cjay 

telgedeks valime selle ellipsi peateljed, siis saame 5 avaldise kirju­

tada kujul

2 - P* Q- (39)

kusjuures -

[ад dl +L,J[2]« о а •
[3,J-°+1Y7-+22=
[2,)*,19]*+/2,J‘- <эЧ c*0'-

Eespoolseletatud koordinaadistiku valikul saame skalaarse momendi

avaldise esitada kujul

/У-1 h0+5*)2i= p‘v + oy-tй*
enk

(zt-Q*)“ (a1)
Kui eeldada, et on konstant, siis saadud võrrand kujutab teist 

järku pinda ruumilistes tangentsiaalsetes koordinaatides. unktkoor- 

dinaatidele üle minnes saame viimase võrrandi kirjutada kujul

ryt y: z4 /—-— -+ -7, n«- + " -pa==--P2 - w - .. ~
Kui parameetrile 2 anname kolk võimalikud väärtusel, saame konfokaal- 

sete pindade pere.

Seega:

rausttasapinnad, mille suhtes tunglae süsteem omab konstantse

skalaarse momendi, mähivad teist järku pinda. Skalaarse momendi väär­

tuse muutudes tausttasapindade poolt mähitud pinnad moodustavad kon- 

fokaalsete pindade pere.
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5» Kolme komponendi rakenduspunktide naetumlne

Arvestades avaldist võime astaatilised koordinaadid valida 

järgmiselt:
[X,]=Q+, №=

[4x3= [4^1=[41] • »
L1-J-Py, [Ы-- oL27-Rn Г”

Asetades need, väärtused võrranditesse (5>)» (57)» (4J) saame

Poi, R, *- P• R~, + P,Ry, =o
Q,Ra, * QB,es,+ Qy_ey, — о
^Qol^ 4- Pe,Q, 4 Pz,Qp — <D
P±a,- 4 P-a, * = P­

+ Q6 + Q-6 = Q-
R-,’ 4^ tRo* =R-

ehk, taandades,

^3 * +X} =0
+,4, 4 }} = o

1 /3d. \ ~ 0 (44)
4 ул = i

*г4 ,‘ ч'
d,‘ + Ps 'j

saadud avaldistest järeldub, et (d,,(,,y1) • ja (, '* )
on kolme paarikaupa teineteisel risti seisva sirge s'nikoosinused*

Seega võtme tungisüsteemi pöörata tungide rakenduspunktide imber

nii, et süsteemi astaatilised koordinaadid omaksid järgmisi väärtusi
P О о о

. о Q о о
о о ° R
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Kui lähtume astastiliste koordinastide niisugustest väärtustest ja pöö­

rame tunge nende rakenduspunktide umber ühise nurga võrra, siis vasta­

valt valemitele (18) ja (19) oleksid uued astaati lised koordinaadid 

järgmised:
• ° • । Qu, o E - s
Pg, 0(4 0 R(, •
P}, Qf, о x

s.o. just need avaldised, mis seisavad valemeis (4)). Siinkohal tuleb 

märkida, et skalaarse momendi väärtus ei muutu, kui pöörame tunge nen­

de rakenduspunktide ümber ühe ja sama nurga võrra, kuna seejuures pöör­

dub ka resultant oma rakenduspunkti ümber sama nurga võrra, resultandi 

suurus aga ei muutu. St nimetatud operatsioonil skalaarne moment ei 

muutu, siis jääb muutumatuks ka konfokaalsete pindade pere (42).

Asetame nüüd komponendi C rakenduspunkti koordinaatide a väldi ese 

(26) astaatiIlsed koordinaadid kujul (43). õlis 

oc _P ] 

d3 + + Xa 
Q w 

il dya wS
A= о

Komponendi R, rakenduspunkti koordinaadid on avaldatavad апя-

loogiliselt;

_2al‘+±}X -)

° R
y‘_ о

moodustame ühenineli ste koordinastide korrutised:
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(d,d+A8-p})(d-A/ +}} )

t^=< 1

(4Ь)

Kui arvestada, et ka (d,,d,, d3) fv V. v ) on kolme

paarikaupa risti oleva s4rge sihikoosinused, siis pärast lihtsustamist

saяще:

A = . - - - - - - - - -
Kui komponendid R ja A on vastastikku risti, siis

Jn

(47)

Sirge

on

OCX . 4

punkti (1 ) polaar ellipsi

p\

suhtes, nii et punkt P on sirge pooluseks. Maie sirge

on aga paralleelne sirgega 

ja asub selle sirgega sümmeetriliselt ellipsi keskpunkti suutes. Seda 

sirget nimetatakse punkti D antipolaariks.
I

Seega võrrandist (47) järeldub, et komponentide £L ja A raken-

duspunktid on

suhtes antipolaarsüsteemi konjugeeritud punktid.



- -
Kokku võttes võime öelda:

kolme paarikaupa risti seisva komponendi гакепluspunktid on kesk- 

tasapinnal kolmnurga tippudeks Ja need tipud on paariti antipolaar- 

süsteemis konjugeeritud» See lause kuulub G.Darboux’le ja toodud tema 

18?7*a» avaldatud töös.
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4. MindinKi lause tungide susteeai resultandi mõjusir^e

kohta

Lahtudes avaldisest (4)) saame antud tungi süsteemi staatilised

koordinaadid avaldada järgmiselt:

N = QAL

N = Po, - Qd,
(48)

Iga kindlale kehale rakendatud tunglae süsteem on dldjuhul asen­

datav tungi kruviga, mõistes selle all tungide kompleksi, mis koosneb 

resultandist A Ja tungipaari st, mille moment on paralleelne resultan

diga. Kruvi parameeter

ehk, meie juhul,

Et

sihi sihikoosinused, siis

on kolme paariti risti oleva

ja seega

k - 4 ^3 Я----  (M)R.. .
Järgnevas vaatleme juhtu, kus antud tungide süsteem on asendatav ihe 
ainsa tungiga. Sl Al ja

c, =A, Q (50)
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Tähistame resultandi mõjusirge jooksva punkti koordinaadid s

Resultandi mõjusirge ja H ~ -tasapinna lõikepu ktis on - • > ire-

Itkult

N---I, A=Cz • 0 
ehk, arvestades valemeid (48),

- Q- * 243 R-22 (51)
Korrutame esimest avaldist 5- ga:

P-,, - PQoi4 = — £ A3 

2t

P^-PQ^ = P7,-0ng-(P-Qn
nii et

(Z^2- Q^)^7 ■ -RPas
Tõstame saadud avaldise ruutu ja jagame vahega ; sanme

^TQt (52)

Kuna valemi ($0) järgi

Valemite (51) teisest reast sa»me, et
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Seega resultandi mõjusirge lõikepunkti koordinaadid ' *- -tasa­

pinnaga peavad rahuldama saadud võrrandit* Analoogilisel teel saab

tõestada, et resultandi mõjusirge ja $2 -tasapinna lõikepunkti

koordinaadid rahuldavad võrrandit

(55)

Kahest viimasest võrrandist järeldub Mindingi poolt antud lause:

Kui antud tungide süsteem taandub üheks tungiks, siis resultandi 

mõjusirge läbib alati kahte koonuslõi get, milledest üks on -tasa­

pinnal asuv ellips ja teine -tasapinnal asuv hüperbool, kusjuu­

res need omavahel risti asetsevates tasapindades olevad koonuslõ ked

läbivad üksteise fookuseid.

Ruumilistes tangentsiaalsetes koordinaatidee avalduvad eelpool­

nimetatud koonuslõigete võrrandid järgmiselt;

(px- Q^h1 4- Р^-Р?
(Q+- P‘ )* 5 (56)

nee.d avaldised saame tuletada ka valemitest (^-^), kui sellesse 

asendame üks kord E ’» P• ja teine kord B G- , Mõlemad koo- 

nuslõiked on konfoka»lsete pindade pere kõveraks kõdunud indiviidid. 

Neid kõveraid nimetatakse konfokaalsete pindade fokaalkõverateks.
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Seega võime eelmise lause sönnstada järgmiselt:

Kui antud tungide süsteem on tungide pööramisega vt1 ud selli­

sesse asendisse, et ta on asendatav ühe ainsa tungiga, siis resultandi 
mõjusirge lõikab konfokaalsete pindade pere mõlemat fokaalköverat-).

1) linding, Journal für Ziath*, Bd. 15» 16)6.
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Kokkuvõte

Nagu eelpool märgitud, on F. Minding astaatilise tasakaalu teoo­

ria aluste looja. Ühelt poolt oma raamatus "Handbuch der theore- 

tischen Mechanik", ilmunul Berliinis 1838.a., ja teiselt poolt Grel- 

les Journal* is nr. 14, 18)5 J4 11, 18)6.a. avaldatud töödes 

"Untersuchung betreffend die Frage nach einem Mittelpuncte nicht 

parallerer Kräft" ja "über den Ort sämmtilicher Resultates eines 

der Drechung unterworfenene Systems von Kräften" annab Minding ahel 

ja samal tasapinnal asuvate tungide keskpunkti mõi te ja analüüti- 

Ilsed avaldised keskpunkti koordinaatide määramiseks. Edasi üldistab 

ta saadud tulemused ka ruumilise tungide süsteemi juhule ja näitab, 

et antud ruumilist tungide süsteemi saab asendada kolme, etteantul 

sihis mõjuva tungiga. Nende kolme tungi sihtideks võib valida näi­

teks ka kolme paariti risti asetseva sirge sihid- V» tarnata sellele, 

millistes sihtides oleme valinud kolm komponenti, asuva 1 nende kom­

ponentide rakenduspunktid alati ühel ja samal tasapinnal - kesk- 

tasapinnal.

Edasi vaatleb Minding juhtu, et antud tungide süsteem on asen­

datav ühe ainsa tungiga. Magu temal õnnestus näidata, sel juhul 

resultandi mõjusirge läbib alati teatava konfokas laete pindade pere 

fokaalkõveraid. )6 aastat peale F.Mindingi töö ilmumist jõuab sama­

dele tulemustele ka G.Darboux. Küsimust edasi arendades käsitleb 

kuulus prantsuse geomeeter ka üld juhtu, see on juhtu, kus antud tun­

gide süsteemi saab asendada tungi kruviga. Darboux laiendab tsent- 

ranltelje mõistet ka tungi kruvi juhule. Astaatilise tasakaalu kü­

simust on peatselt peale Minding! uurinud ka Moebius. Moebiuse 
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poolt on loodud tasakaalu telgede mõiste, "sjaolu, et F. indingi 

poolt loodud üldise tungide aiisteemi keskpunkti mõis te on koi mud 

nii suurte ja tunnustatud teadlaste tähelepanu näitab, kui sügav 

ja väärtuslik see mõiste on. Seda kinnitab ka veel seegi tõsiasi, 

et selle mõistega on tegeldud ka veel 100 aastat peale tema loomist, 

teiste hulgas Minding! kolmanda järglase G. V.Kolossovi poolt.
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