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I, Die Principien,

§ 1. Erklirungen. 1) Die Geometrie ist die Wissenschaft
von den Raumgrossen, deren es drei Arien giebt, Korper, Flichen und
Linien. Ein geometrischer Korper ist ein nach allen Seiten begrinzter
Raum, und hat eben so wie dieser drei Abmessungen oder Dimensionen:
Léinge, Breite und Hohe. Eine Flédche ist die Grinze des Korpers und
hat nur Linge und Breite. Eine Linie ist die Grinze der Fliche und
kann nur Liénge haben. Ein Punkt ist die Grinze der Linie und hat da-
her gar keine Ausdchnung.

2) Eine gerade. Linie ist der kiirzeste Weg von einem Punkte
zum andern; eine krumme Linig ist eine solche, an der kein Theil ge-
rade ist. Eine Fliche wird eine Ebene genannt, wenn die geraden Li-
nien, welche je zwei ihrer Punkie verbinden, ganz in. der Fliche liegen.
Eine krumme Fliiche ist eine solche, an der kein Theil eben ist.

3) Wenn sich zwei gerade Linien begegnen, so heisst die Grosse,
um welche sie in ihren Richtyngen von einander abweichen, ein Winkel.
Die geraden Linien, welche den Winkel bilden, heissen seine Schenkel,
und der Durchschnitispunkt beider Schenkel wird der Scheitel des Win- -
kels genannt.. Man nennt Nebenwinkel zwei solche Winkel, welche ei-
nen Schenkel gemein haben, und deren beide andern Schenkel eine gerade
Linie bilden. Durchschneiden sich zwei gerade Linien in einem Punkte, so
bilden sie um diesen Punki herum vier Winkel, von denen je zwei am
Scheitel einander enigegengesetzte, S cheitelwinkel heissen. . Wenn zwei
Nebenwinkel einander gleich sind, so heisst jeder von ihnen ein rechter
Winkel.. Der rechte. Winkel wird gewdhnlich durch R bezeichnet. Jede
der beiden Linien, welche einen rechten. Winkel bilden, nennt man ecine
Senkrechte oder ein Perpendikel auf der andern. Wenn ein Winkel
~ kleiner als. ein rechter ist, so heisst er spitz; dst er aber grosser als ein
rechter, so wird er stumpf genanni. ,

4) Zwei gerade Linien heissen parallel, wenn sie in einer und
derselben Ebene liegen und sich nie begegnen; so, weit man sie auch ver-
ldngert. ) ,, :
- 5) Eine ebene Figur ist eine von allen;Seiten durch Linien be-
griinzte Ebene. Wenn die begriinzenden Linien, gerade, sind, so heisst eine
ebene Figur geradlinig oder ein Vieleck (Polygon). Die Linien,
welche eine Figur begriinzen, heissen. die Seiten derselben, und alle Sei-
ten zusammen genommen, bilden jihren Umfang. Nach der Anzahl ihrer
Seiten werden, die geradlinigen Figuren Dreiecke, Vierecke, Fiinf-
ecke u. s. w. benannt. : e
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6) Ein Dreieck mit drei gleichen Seiten heisst gleichseitig; mit
zwei gleichen Seiten gleichschenklig, und mit drei ungleichen Seiten
ungleichseitig. Ein rechtwinkliges Dreieck hat einen rechten, ein
stumpfwinkliges einen stumpfen Winkel, und ein spitzwinkliges
lauter spitze Winkel. In einem rechtwinkligen Dreieck heisst die dem
rechten Winkel gegeniiberliegende Seite Hypotenuse; die den rechien
Winkel einschliessenden, Seiten werden Katheien genannt.

7) Bei den Vierecken unterscheidet man das Trapez, von dessen

Seiten nur zwei parallel sind (Fig, 1); das Parallelogramm,
in welchem je zwei gegeniiberliegende Seiten parallel sind
(Fig. 2); das Rechteck, dessen Winkel rechte sind, ohne dass
alle Seiten gleich wiren (Fig. 3); den Rhombus; dessen Seiten
gleich, die Winkel ‘aber '‘nicht rechte 'sind (Fig. 4); das Qua-
drat, dessen Seiten gleich, und dessen Winkel rechte sind
(Fig. 5).

8) Jede 'gerade Linie,  welche die Scheitel zweier, nicht
aneinander liegenden Winkel einer Figur verbindet, heisst eine
Diagonale. -

9) In einem gleichseitigen Vieleck sind alle Seiten,

in einem gleichwinkligen alle Winkel, und in einem regel-
missigen alle Seiten und eben so alle’ Winkel unter einander
gleich. ' Zwei Vielecke heissen unter einander gleichseitig,
wenn die Seiten des einen einzeln den Seiten des andern gleich
sind und in derselben Ordnung auf einander folgen. In ihnlicher Weise
sind Vielecke' unter einander gleichwinklig. ' Die gegenseitig glei-
chen Seiten oder Winkel werden gleichliegende (homologe) Seiten
oder Winkel genannt.

10) Zwei Raumgrossen heissen einander congruent, wenn sie
auf oder in cinander gelegt ' in ihrer ganzen ‘Ausdehnung zusammen fallen:

a|RIEE[E

§ 2." 'Grundsitze. ' 1) Ziei Grossen, die einer dritten gleich
sind, Sind einander "gleich. '2) Das ' Ganze ist 'grosser ‘als sein - Theil:
3) Das Ganze ist der Smmme’dér Theile gleich, in welche es getheilt wor=
den. 4) Von einem Punkte'zum andern kann nur ' eine gerade Linie ge~
zogen werden.  5) Zwei congruente Raumgrdssen sind einander gleich.

: 1§ 8:0 Alle rechtew Winkel sind- .einander gleich.: Ist BC
J_AD, und FG | EH, so ist 2 ABC!'== BFG, i ' o bl

g : ' Macht' man-AB ==/BD == FE ‘== FH, und legl

il o B EH ‘auf AD, so"dass E ‘auf A, alsoH auf D, F auf B

fillt, so wird FG aufBC fallen; denn ficle FG auf-eine

Yon-BO ' verschiedene “Linie” BIS,” 'so ' miisste, ‘weil nach

G der’ Voraussetzung EFG = “HFG ist, ABK = DBK

; ‘ A L0 0 %ein. ! IAber es ist "TABK = ABC und DBK <<'DBC. 2 Da
E—— it " 'nun nach der Voraussetzung * ABC =" 'DBC," also" ABK
D SDBK ist, 'so kann''FG 'michtaufoeine ‘von BO wer=

schitdene Lini¢’ BK fallen, und fallt somit “auf BC, 80" dass “alsor 20 ABE ==
FEG ist. : | d . .w .2 .u 29



§ 4  Die Summe zweier Nebenwinkel ACE DE

und ECB betrdgt immer swei rechie Winkel.

 Man denke sich auf AB in C die Liuie CD | AB,so A : B
ist: ACE + ECB = ACD -4 DCE + ECB = ACD + DCB ;
= i1

' § 5. Zusditze. 1) Wenn der eine von zwei )
Nebenwinkeln ein rechter ist, so ist es der andere eben- \ ¥
falls. 2) Sind zwei Winkel gleich, so sind auch ihre Ne- D: \/
benwinkel gleich. 3) Alle Winkel BAD, DAE, EAF, FAC, B A c
an einer und derselben Seite einer geraden Linie BC, ¢

machen zusammen: zwei Rechte aus; denn ihre Summe ist
der Summe zweier Nebenwinkel BAD und DAC gleich. g _ \AE
4) Alle Winkel BAC, CAD, DAE ..., welche um einen >A\

Punkt ‘herum liegen, betragen zusammen genommen vier S o
rechte Winkel. : \

§ 6. Zwei gerade Linien, welche zwei Punkle gemein ha-
ben, fallen in ihrer ganzen Ausdeknung zusammen.

Denn angerommen, dass die beiden Linien, welche £
die Punkte A und B gemein haben, in B auseinander liefen, T
so dass sowol ABC als ABD eine gerade Linie wire, so d.
sei auf AB in B die Senkrechie BE errichtet; alsdann wire 3 ¢

2¢ EBC—= R = EBD, was nicht mdglich ist; folglich konnen
diese zwei geraden Linien in B nicht auseinander laufen,
sondern miissen eine und dieselbe gerade Linie bilden.

§ 7. Wenn swei Winkel ABC und CBD den i"
Scheitelpunkt und einen Schenkel BC gemein haben und *—— 5"
susammen zwei rechte Winkel betragen, so bilden die.
beiden andern Schenkel AB und BD eine gerade Linie.

Denn wire nicht BD, sondern etwa BE die Verlingerung von AB,
so wiirde ABC -+ CBD — 2R = ABC + CBE, also auch CBD == CBE
sein, was unmoglich ist; folglich ist BD die Verlingerung von AB.

§ 8. Scheitelwinkel sind einander gleich,

z. B. AEC = BED. Demn es ist AEC 4+~ AED =2 R = «
" BED + AED, dlso auch AEC = BED. C><;< A

“E

§ 9. Zwei Dreiecke sind congruent,

c ©
wenn in ihnen: zwei Seiten und der einge- /\ /\
A Ba A b

sehlossene Winkel gegenseitig gleich sind.

Es sei AB — ab, AC = ac, 2{ A = a. Legt man /\ abc so
auf /\ ABC, dass A auf a, ab auf AB zu liegen kommi, so muss b auf
B, ac auf AC, und ¢ auf C fallen. Da nun auch die dritle Seite bc genau
die dritte Seite BC deckt, so ist /\ ABC 2 abe.

Zusats. Tn congruenten Dreiecken liegen den gleichen Seiten
gleiche Winkel, und den gleichen Winkeln gleiche Seilen gegeniiber.




§ 10. (Fig.§9). Zwei Dreiecke sind congruent, wenn in
ihnen eineSeite und die beiden anliegenden Winkel gegenseitiq gleich sind.

Wemn AB —=ab, 2 A=a, ¢ B = b ist, und man ab auf AB
legt, so dass Punkt a aut A, also Punkt b auf B fillt, so miissen die Seiten
ac und be die Richtungen AC und BC nehmen, folglich wird der Punkt c,
welcher in den beiden Linien AC und BC zugleich liegen muss, in ihren
Durchschnittspunkt C fallen, so dass mithin /\ ABC 22 abe ist,

§ 11. - In einem Dreieck ist jede Seile kleiner als die Summe
der beiden ibrigen.

Denn weil die gerade Linie AB (Fig. § 12) der kiirzeste Weg von
A nach B ist, so muss AB << AC 4+ CB sein. ;

£ S 12. Zieht man vow einem Punkie D innerhalb

; ¢mes Dreiecks ABC nach den Endpunkten einer Seite

BC gerade Linien BD und DC, so ist die Summe der—

B C selben kleiner, als die der beiden ibrigen Seiten des

Dreiecks, also BD + DC < BA + AC.

Verldngert man BD bis E, so ist DC < ED 4 EC, also auch

BD + DC << BE + EC; weil aber BE << BA + AE, also auch BE —+
EC > AB 4 AC, so ist um so mehr BD + DC < BA 4+ AC.

§ 13. Wenn in zwei Dreiecken zwei

. Seiten gegenseitig gleich sind, aber die von ihnen

eingeschlossenen Winkel ungleich sind, so sieht

A i dem grossern Winkel auch die grossere Seite

gegendiber.  Wenn also AB = ab, -BG =.be,.2¢

¢ ABC > b, so ist AC > ac.

Legt man das /\rabe so auf das A\ ABC,

* dass AB und ab sich genau decken, so kann der Punkt

¢ entweder auf die Seite AC, oder innerhalb des

Dreiecks ABC, oder endlich ausserhalb desselben fallen.
L. Im ersten Falle ist offenbar AC > Ac

oder ac.

IL.. Im zweiten Falle ist (§ 12) AC 4+ CB
> Ac -+ ¢B, und weil CB = ¢B, so ist AC > Ac
oder ac.

"I Im dritten Falle ist AD 4 D¢ > Ac

‘und BD 4 DC > BC, also AD -+ De¢ <+ BD 3 DC

> Ac + BC oder AC + Bec > Ac -+ BC, und
weil Bc. = BC, so ist AC > Ac oder ac.

§ 14. Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten gegenseitig
gleich, die dritten Seiten aber ungleich sind, so steht der grossern

Seite auch der grissere Winkel gegenitber. Wenn also (Fig. § 13)
AB = ab, BC = bc, AC > ac, so ist 2L ABC > b.
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Wiire niamlich 2L ABC = b, so miisste /\ ABC =2 abc (§ 9),

also auch AC = ac sein, und wire 2 ABC << b, so wiirde AC <T ac

sein (§ 13): da aber beides gegen die Voraussetzung ist, so kann nur 2{
ABC << b sein,

§ 15. Zwei Dreiecke sind congruent, wenn in ihnen die
drei Seilen gegenseitig gleich sind.

Wenn (Fig. § 9) AB = ab, AC = ac, BC = bc ist, so miissen
auch die Winkel der Dreiecke gegenseitig gleich sein. Denn wire z. B.a

<< A, so misste auch be << BC sein (§ 13), was der Voraussetzung
widerspricht. Die Dreiecke sind daher congruent (§ 9 oder § 10).

§ 16. In einem gleichschenkligen Dreieck sind B
die den gleichen Seiten gegenitberliegenden Winkel glewch; :
und umgekehrt, wenn in einem Dreieck zwei Winkel :
gleich sind, so sind auch die ihner gegeniberliegenden *—5—°
Seiten gleich. ;

G
1) Wenn AB == BC, und aus B nach der Mitte D der ¥
ungleichen Seite eine Linie gezogen ist, so ist /\ ADB =2 CDB
(§ 15), also 20 A = C. 2) Es sei X E = GHE. 'Geseizt' g H
nun, dass EG > GH ist, so mache man EK = GH und ziehe

HK; dann wire dass /\ EKH 22 EGH (indem EK = GH, EH = EH,
2 KEH = GHE), was unmoglich ist, also konnen auch die Seiten EG und
GH nicht ungleich sein.

§ 17.  Zusitze, 1) In einem gleichseitigen Dreieck
sind alle Winkel einander gleich. 2) In einem gleichschenkligen
Dreieck nimmt man immer die ungleiche Seite als Grundlinie an, und nen-
* net den Winkel, welcher ihr gegeniiber liegt, den Winkel an der Spitze.
3) Die aus der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks
zur Mitte der Grundlinie gezogene. Linie steht auf dieser
senkrecht und halbirt den Winkel an der Spitze.

§ 18. (Fig. §16). In einem Dreieck liegt dem grossern
Winkel die grissere Seite gegeniiber; und umgekehrt: der grossern
Seite liegt der grossere Winkel gegeniiber.

1) Wenn = EHG > HEG, so ist auch EG > HG. Denn schnei-
det man von dem grossern Winkel ein Stick EHK = 2¢ HEG ab, so hat
man EK HK (§ 16, 2). Da nun HK 4 KG > HG, so ist auch EK
+ KG > HG oder EG > HG. 2) Wenn umgekehrt EG > HG, so ist
auch 2 EHG > HEG. Denn wire 2 EHG = HEG, so misste EG =
HG sein, und wire 2L EHG << HEG, so wiirde EG << HG sein. Beides
widerspricht der Voraussetzung; also ist 2{ EHG > HEG.

§ 19. (Fig.§ 4). Aus einem Punkte C innerhalb einer
Linie AB kann man nur eine Senkrechie auf diese errichtcn.



Denn wiiren CD und CE zwei Senkrechte, so wiirde ACD — R=
ACE sein, was unmoglich ist (§ 2, 2).

§ 20. Von einem Punkte C ausserhalb einer Linie AB

kann man nur eine Senkrechte auf diese zichen.

: Angenommen, dass man zwei Senkrechte CD und
CA auf AB ziehen konne. Man verlingere nun CD um DF
= CD, und ziehe AF, so ist /\ CDA =2 FDA (§ 9), also
2 CAD = FAD, und weil nach der Voraussetzung 22 CAD . A /| )
= R, so ist auch 2L FAD = R. Da mithin die Linie CAF " - P
gerade sein muss (§ 7), so wiren zwischen zwei Punk- s
ten C und F zwei verschiedene gerade Linien CF und CAF
gezogen, was unmdglich ist (§ 2, 4), folglich konnen auch ¥
nicht beide Linien CD und CA zugleich senkrecht auf
AB gezogen werden.

§ 21. (Fig. § 20). Zieht man von einem Punkte C aus-
serhalb einer geraden Linie EB auf diese eine senkrechte Linie
CD wund verschiedene schiefe Linien CB, CA, CE...., so ist
1) die senkrechte Linie kirzer als jede schiefe; 2) sind die bei-
den schiefen Linien CA und CB in gleichen Abstinden DA und
DB von der Semkrechter, einander gleich; 3) ist von zwei schie-
fen Linien CA und CE diejenige die grossere. welche sich weiler
von der Senkrechten entfernt. ;

1) Man verlingere die Senkrechte CD um DF = CD, und ziehe
FA und FE, so ist /\ ACD 22 AFD (§ 9), also auch CA = FA. Nun
ist CF << CA 4 FA, oder 2CD < 2CA, also auch CD << CA.

2) Wenn DA = DB, so ist /\ CAD 22 CBD (§ 9),also. CA = CB,

3) Es ist CE. 4 EF >> CA -+ AF (§ 12), oder 2 CE = 2CA,
also CE > CA. - ]

Zusdtze. 1) Die Entfernung eines Punktes von einer
Linie ist die Senkrechte, welche aus jenem Punkte auf diese
gezogen wird. 2) Von einem Punkte lassen sich nicht mehr
als zwei gleich lange Linien nach einer Linie ziehen.
3) Die kiirzeste Linie von allen, welche man von e¢inem
Punkte nach einer Geraden ziehen kann, steht auf dieser
letztern senkrecht.

§ 22, (Fig. § 20). Errichtet man aus der Mitte D ei-
ner Linie AB auf diese eine Semkrechte DC, so ist jeder Punkt
s.B. C, der Senkrechicn gleich weit, dagegen jeder Punkt ausser-
halb der Senkrechten z. B. G, ungleich weit von den Endpunkten
der Linie AB entfernt.

Da AD = BD, so sind die Linien CA und CB einander gleich
(§ 21), folglich ist C von A und B gleich weit entfernt. Zieht man ferner
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GA, GB und KB, so ist KA = KB, und da GK + KB > GB, so ist auch
GK -+ KA > GB, d. h. GA = GB; also ist G von A und B ungleich
weit entfernt.

§ 23. Zwei Dreiecke sind congruent, wenn zwei Seiten
und der der grossern von diesen Seiten gegeniiberliegende Winkel
gegenseilig gleich sind.

Es sei AB = ab, BC = be, BC > AB,

B b
: also ‘auch bc > ab, endlich 2 A = a. Legt
{ i E A man /\'ABC so auf /\ abe, dass A auf a, B auf
A ¢l i ¢ b fillt, so muss AC in der Richtung ac liegen.

: Fiele nun -BC nicht ‘auf be, sondern etwa in die
Richtung bg, so dass also das /\ abg das /\ ABC vorstelite, so wire bg
-— BC — bec. Dies ist aber nicht moglich; denn fillet man die Senkrechte
bd, so sieht man; dass bg << bc ist (§ 21, :3). Da ferner aus demselben
Grunde BC nicht ausserhalb des Dreiecks abe fallen kann, so muss BC auf
be fallen, so dass also beide Dreiecke sich vollkommen decken.

§ 24.  In jedem Dreieck ist die Summe der drei Winkel
gleich zwei Rechten.

Es sei AB die grosste,
" BC die kleinste Seite des /\
ABC, mithin C der grosste,
A der kleinste Winkel des-
selben. . Aus A ziehe man
durch die Mitte D der Seite 1
BC die Gerade AE = AB,
mache AF = AD und zie-
he EF, . verlingere endlich * :
AB bis G, so dass FG = AF, und ziehe EG. 'Nun ist /\ EAF "= BAD
(§ 9, da m ='m, AE\=='AB, AF '=="AD), also EF = BD, p'=Xx, 0'=
v Ferner ist /\ FEG £ ACD (da.v = z nach § 5, 2, i b L
CD, FG == AF.= AD), also. EG = ACy q.= C; s == u,. Hieraus folgt,
dass’ p4q-+s+m=x+ G 4+ u + m, d h die Summe der drei
Winkel des. /\ AEG ist gleich der Summe der drei Winkel des /\ ABC.
Da nun nach. der. (Voraussetzung . AC <C AB; also auch EG < AE, so
istim << s; und weil.m - s gleich. CAB, 5so ist m << /,CAB., Construirt
man . auf gleiche - Weise , aus dem | /\ ‘AEG ein. driltes AKL, so wird
die Summe der, Winkel dieses letziern derjenigen des /\ AEG, also auch derjeni-
gen des /\ ABC gleich und dabein << %,m << 1/,CAB sein. Seizt man die Con-
struction.dieser Dreipcke lange genug fort, so wird man zu einem Dreieck (wel-
ches wir.uns entsprechend  dem /\ ABC mit A'B'C’ bezeichnet.denken, wollen)
gelangen; worin der, 2 A’ wihrend  die. Summe  seiner drei Winkel die
nimliche ist wie im 1/\ ABC, Kleiner jist als ein: beliebiges, Glied der ab-
nehmenden Reihe 'y A, Yo Ay Yo Asy.. soder kleiner als irgend ein ge-
gebener Winkel, - Construirt. man nun aus dem /\ AB'C' das, folgende abc

a2

1)
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so wird die Summe der Winkel a und b gleich A’, also kleiner als irgend
ein gegebener 2 sein, so dass sich die Summe der drei Winkel des /\
abc beinahe auf den 2 ¢ allein reducirt. Um das genaue Mass dieser

Summe zu haben, verlingere man ac nach d, so ist ¢ 4~ w = 2R, also
¢ = 2R — w, folglich die Summe der drei Winkel, nimlich a 4 b 4
¢ ==2R 4 a b — w. Nun kann man annehmen, dass das /\ abc

in seinen Winkeln und Seiten sich veridndernd, zugleich alle auf einander
folgenden, aus nimlichen Construction hervorgehenden Dreiecke vorstelle,
die sich immer mehr der Griinze nihern, in welcher die Winkel a und b
Null: sind, oder die Gerade acd mit ab zusammenfillt und die Punkte 3, c,
b in ciner geraden Linie liegen. Indem aber die Winkel a, b, w, Null
werden, reducirt sich die Summe der drei Winkel des /\ abc, niimlich 2R
4+ a -4 b — w auf 2R.  Folglich ist in jedem Dreieck die Summe der
drei. Winkel gleich zwei Rechten, ] A

§ 25.  Zusatze. 1) Sind zwei Winkel eines Dreiecks oder ihre
Summe bekannt, so findet man den dritten Winkel, wenn man diese jene Summe
von 2R. abzieht. 2) Wenn zwei Winkel eines Dreicks zwei Win-
keln eines andern Dreicecks gleich sind, so ist auch der
dritte Winkel des ersten Dreiecks dem dritten Winkel des
andern gleich. 3) Kein Dreieck kann mehr als einen rechten oder
stumpfen Winkel haben. 4) In jedem rechiwinkligen Dreieck ist die Summe
der beiden spitzen Winkel einem rechien gleich, und die Hypotenuse .
ist griosser als jede der beiden Katheten (§ 18). 5) In jedem
A\ EFG (Fig. §30) ist der Aussenwinkel EGB, welcher durch dic
Verlingerung der Seite FG entsteht, der Summe der beiden
innern, cntgegengesetzien Winkel E und F gleich; denn legt
man 2 EGF einmal zu EGB, und dann zu E und F hinzu, so erhilt man
in jedem Falle 2R. :

- §:26. . Die Summe aller Winkel eines Vielecks ist gleich so
viel mal zwei Rechien, als es Seilen hat weniger zwei.

R Zieht man au seiner Ecke A des Vielecks die Diagonalen
AL AC, AD, AE, so wird dasselbe in soviele Dreiecke getheilt, alses
3p Seiten hat weniger zwei: denn iiber jeder Seite des  Viel=
: ~ecks steht ein' 'Dreieck, mit Ausnahme 'der beiden Seiten,
F E ' welche den Winkel A’ einschliessen. ” Da' nun die ‘Winkel
aller Dreiecke die Winkel des Vielecks' ausmashen, 'soist die Summe der
Winkel des Vielecks gleich so’viel mal ‘2R, als' es Dreiecke giebt; mithin
gleich so viel mal 2R, als das Vieleck' Seiten hat weniger zwei. :

§ 27" Zusiilze.' "'1) Die Summe der Winkel eines Vierecks ist
gleich ‘(4—2)2R-"4R. " Sind ‘alle 'Winkel eines Vierecks ' gleich gross,: so
ist.jeder ein Recliter. 2) Die Summe der Winkel eines Fiinfecks ist (5--2) 2R
— 6R.  Hat ein Finfeck lauter gleiche’ Winkel, 'so ist “jeder’ gleich' /5 Ru
3). Die Summe der Winkel eines Sechsecks' ist gleich (6-—2)2R.:=8R.
Jeder Winkel “éines  gleichwinkligen Sechsecks' 'betrgt’ %/ 'oder’ 4/;R.1
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§ 28. Zwei gerade Linien, welche auf einer dritien senk-
recht stehen. sind parallel.

Denn begegneten sie ‘sich in ngend einem Punkte, so gébe es aus
diesem Punkte zwei Senkrechte auf einer Linie; was unmoglich ist (§ 20).

§ 29. Erklirung. Werden zwei Linien AB, CD
von einer dritten EF geschnitten, so entstehen acht Winkel,
von welchen ¢ und e, oder d und f Gegenwinkel, ferner
c und f, oder d und e Wechselwinkel, endlicha und e,
cund g, b und f, d und h correspondirende Winkel
heissen.

§ 30. Wenn die Summe der Gegemwinkel BFE und DEF,
welche zwei Linien AB wund CD mit einer dritten EF  bilden, zwei
Rechte betrdgt, so sind die Linien AB und CD parallel.

Sind beide Winkel BFE und DEF gleich, so
ist jeder ein Rechter, also AB | CD (§ 28). Sind sie -
aber ungleich, so ziehe man aus dem Scheitel des gros-
sern Winkels EG | AB; dann ist nach der Voraus- *
setzung DEG -+ GEF 4 EFG = 2R, und (§ 25, 4)
GEF 4+ EFG = R, folglich > DEG =R, und weil
auch 2L BGE = R, so ist AB || CD (§ 28).

' § 31. Wenn die Summe der Gegemwinkel, welche zwei Li-
nien AB und CD mit einer dritten EF bilden, kleiner oder grosser
als zwei Rechie ist, so miissen die Linien AB und CD, hinling-
lich verlingert, einander schneiden.

Wenn x -+ DEF <C 2R ist, uud man zieht EG so, dass. 2 GEF
=y ist, s01stx+GEF—x+y 2Runddax+DEF<2R
so muss DE innerhalb des 2 GEF ¢ __\/ =
fallen.  Man ziehe nun  durch E ) = TEETTLIR e b o B
eine schriige Linie EM, so ist u e oo
=: GEM, weil, wenn man zu \
beiden Winkeln x -+ o hinzulegt, A 7}‘. L%
beide Summen gleich 2R sind. '
Macht man ferner MN = EM und zieht EN, so ist u = v 4+ w und zwar
ist v = w (§ 16), also ist v = "u = 1,GEM, so dass mithin EN den
2 GEM halbnt Wenn man felner NQ = EN macht, so wiirde die Linie
EQ den 2< GEN halbiren und 2 GEQ = ',GEM sein. Auf dieselbe Weise
kann ‘man Vg, Y, ... des .ZiGE’\I nehmen, und die Theilungslinien werden
die’ AB in Punkten becegnen, welche sich immer weiter von M entfernen,
so dass ‘man durch fortgesetzte Halbirung zu einem 2 GEP gelangen muss,
der kleiner ist als der 2{_ GED, und ‘dessen' Schenkel EP genugsam' ver—
Jiingert AB-in' cinem bestlmmten Punkte schneidet; um so mehr also muss
die Linie ED, welche innerhalb des 2 FEP liegt, die AB schneiden.
1*

»
N ?

o
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Wenn aber die Summe der Gegenwinkel y 4~z > 2R ist, so ver-
lingere man AF nach B und CE nach D, und es wird y 4 x + z -+ DEF
= 4R sein. Zieht man davon y 4 2z, welche Summe > 2R ist, ab, so
bleibt x 4~ DEF << 2R tiibrig, folglich miissen sich, dem ersien Falle ge-
miiss, die Linien AB und €D schneiden.

Zusats. Durch einen Punkt E kann nur eine Parallele
mit einer Linie AB gezogen werden; denn unter mehren aus E ge-
zogenen Linien kann nur eine einzige mit AB an der schneidenden EF
zwei Nebenwinkel bilden, deren Summe 2R betrigt.

§ 32, (Fig. § 29). Werden zwei Parallellinien AB und
CD von einer Linie EF geschnilten, so betrdigt die Summe zweier
Gegenwinkel zwei Rechte, und es sind jede zwei Wechselwinkel
und ebenso jede zmwei correspondirende Winkel einander gleich.

Wire namlich d -+ f kleiner oder grosser als 2R, so miissten AB
und CD sich schneiden (§ 31), was gegen die Voraussetzung ist. Da nun

d 4+ f = 2R, und ebenso d 4 ¢ = 2R. ist, so muss ferner ¢ == f, und
endlich, weil ¢ b ist, auch b = f sein.

§ 33. Zusatz. Wenn2{d=R, so istauch > f=R; also ist
jede Linie, die auf der einen von zwei Parallelen senkrecht
steht, auch auf der andern senkrecht.

§ 34. (Fig. § 29) Wenn zwei Linien AB urd CD mit
einer dritten sie dwrchschneidenden Linie EF gleiche Wechselwin-
kel oder gleiche correspondirende Winkel bilden, so sind sie pa—
rallel. , 7
Wenn ¢ = f ist, so ist, weil e 4 f = 2R, auch ¢ + e = 2R,
also AB | CD (§ 30). — Ist dagegen b = f, so ist, weil b = ¢, auch
¢ = f, also AB || CD.

§ 35 Zwei Linien, die einer dritten parallel sind, sind auch

einander parallel.

Da néimlich eine Senkrechte anf dieser dritten Linie zugleich senk-
recht auf den beiden f{ibrigen ist (§ 33), so miissen diese, weil sie auf
einer und derselben Linie senkrecht stehen, parallel sein (§ 28),

§ 36. Parallele Linien AB, CD, sind aberall gleich weit -
von einander enlfernt.

Man errichte auf AB in zwei beliebigen Punkten

D die Senkrechten EF und GH, so sind diese auch aut CD
senkrecht (§ 33) und einander parallel (§28). Zieht man

oy & B EH, so ist /\ FEH 22 GHE (§ 10), also ist die Entfer~
5 nung EF der Parallelen im Punkte E ihrer Entfernung
GH im Punkte G gleich. A

c

T n




§ 37. Zwei Winkel DEF und B sind gleich. A n
wenn ihre Schenkel nach der nimiichen Seite hin parallel / L_
sind. ! B .

Verlingert man DE bis G, so ist DEF = DGC = B
(§ 32),

§ 38. In einem Paiallelogramm ABDC sind ¢——
die gegeniiberliegendenSeiten und Winkel einander gleich. AL—
Zieht man AD, so ist /\ ABD =2 ACD (§ 10 und
§ 32), also AB = CD, BD = AC, ferner BT,
2{ BAC = CDB. _

Zusats. Parallele zwischen Parallelen sind einander
gleich.

§ 39 (Fig. § 38). Ein Viereck, in welchem je' swei ge-
geniiberstehende  Seiten gleich, oder nur zwei Gegenseiten gleich
und parallel sind, ist ein Parallelogramm,

1) Wenn AB = CD, AC = BD, so ist /\ ABD =2 ACD (§ 15),
also ¢ ADB = CAD, >¢ BAD = CDA, folglich AC | BD und AB | €D
(§34). 2) Wenn AB 4 CD, so ist /\ ABD 22 ACD (§9), also . ADB
= CAD, folglich auch AC || BD (§ 34).

§ 40. Die beiden Diagonalen eines Parallelo- ¢,

gramms ABDC halbiren einander. s
Da /\ AEC 22 BED, indem AC = BD (§ 38), ferner 3

2 ACE = DBE und 2 CAE = BDE ist (§ 32), so ist

AE = DE und CE = BE.

1. Vom Fireise und von dem Masse der
Winkel.

§ 1. Erklirungen. 1) Die Kreislinie ist eine krumme Linie,
deren s@mmiliche Punkte gleich weit von einem und demselben Punkte, wel-
cher Mittelpunkt (Centrum) heisst, entfernt sind. Der Kreis ist der
Theil der Ebene, welcher von der Kreislinie begrinzt wird, die mit Bezug
auf ihn auch Peripherie oder Kreisumfang heisst. Jede von dem
Mittelpunkte nach der Kreislinie gezogene Gerade heisst Radius oder Halb-
messer, und jede Gerade, welche durch den Mittelpunkt geht, und an
beiden Enden von der Kreislinie begrinzt ist, wird Durchmesser genannt.
In einem und demselben Kreise sind alle Radien gleich, und alle Durch-
messer sind einander und dem doppelten Radius gleich. 2) Ein beliebiger
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Theil’ der Peripherie wird B ogen genannt, und dle gerade Linie, welche
seine beiden Enden verbindet, heisst die Sehne des Bogens. Jedes Stiick
des Kreises, welches von einem Bogen und einer Sehne begriinzt ist, heisst
ein Kreisabschnitt oder Segment; dagegen heisst ein Stick des
Kreises, welches zwischen einem Bogen und den beiden nach dessen -En-
den gezogenen Radien liegt, ein Kreisausschnitt oder Sector. 3) Ein
Winkel, z. B. ACD, der von zwei Radien gebildet wird, dessen Spitze also
D im Mittelpunkte des Kreises liegt, heisst Centriwinkel,
[’ \‘\\\L wihrend ein Winkel wie ABF, der von zwei Sehnen gebildet
A\—~-ié~'i-~13 wird, und dessen Spitze in der Peripheric des Kreises liegt,
% / ein Peripheriewinkel genannt wird. Der > DCE steht
auf dem Bogen DE, und der 2 ABF auf dem Bogen AF.

4) Jede Gerade, welche den Umfang des Kreises in zwei
Punkten schneidet, so dass sie Theile ansserhalb und innerhalb des Kreises
_hat, wird eine Secante genannt. Hat aber eine gerade Linie nur ‘einen
Punkt . init einer, Kreislinie gemein, so heisst sie-eine Tangente, und der
gemeinschaftliche Punkt der Berihrungspunkt. Zwei Kreisumfinge be-
rithren sich, wenn sie nur einen Punkt gemein haben. 5) Ein Vieleck
heisst eingeschrieben in den' Kreis, und dieser heisst umschrieben
um jenes, wenn alle Seilen des: Vielecks Sehnen des Kreises sind; ein Viel-
eck heisst umschrieben um den Rreis, und dieser heisst eingeschrie-
ben in jenes, wenn alle Seiten des Vielecks Tangenten des Kreises sind.

=%
B

§ 42. (Fig. § 41). Jeder Durchmesser AB theilt den
Kreis in zwei gleiche Theile. : _

Denn, legt man die Figur ADEB so auf AFB, dass die Endpunkte
des Durchmessers AB unverriickt bleiben, so muss Bog. ADEB genau auf
Bog. AFB fallen, weil sonst nicht alle Punkie beider Bogen gleicd weit vom
Mittelpunkte entfernt wiren.

§ 43. (Fig. § 41). Jede Sehne DE ist kleiner als der
Durchmesser.
- " Denu, wenn man die Radien CD und CE zieht, so ist DE* << DC
~+} CE, also auch DE < AB. 7...: ..:

§ 44. Eine gerade Linie kann eine Kreislinie hichstens
in. swei Punkten schueiden.

Schnitte sie namlich den Umfang eines Kreises in drei Punkten,
so wiirden sich von dem Mitielpunkte des Kreises drei gleiche Linien nach
der Geraden ziehen lassen, was unmoglich ist (§ 21, Z.2).

§ 4. In demselben Kreise oder in gleichen Kreisen ge-
hiren zu gleichen Bogen gleiche Sehnen, und umgekehrt, su glei-
chen Sehnen gleiche Bogen.
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Es seien die Radien AC und ac einander gleich. Ist

e
nun Bog. AB == ab, und legt man die Kreise auf einander, so dass é w
¢ auf C, a auf A fillt, so muss der Bogen ab genau mit dem
Bogen AB, also auch b mit B zusammenfallen, woraus folgt, A
dass ab=AB. - Wenn umgekehrt die Sehnen AB und ab ein-

ander gleich vorausgesetzt werden, so ist /\ ABC == abe /_\
(§ 15), und die Kreise lassen sich so auf eimander legen, dass | ;” )
¢ auf C, a auf A, b auf B fillt, also liegen auch die Bogen 2 b
AB und ab in einander. ;

§ 46. In demselben Kreise oder in gleichen Kreisen ge-
hort su dem grossern Bogen eine grossere Sehne, und umgekehrt,
zu der grossern Sehne ein grosserer Bogen, jedoch vorausgeselzt,
dass die Bogen kleiner sind als der halbe Umkreis.

Es sei Bog. AGB > Bog. AG. Man ziehe die Ra-
dien FA, FG, FB, so sind in den Dreiecken AFB und AFG
zwei Sciten gegenseitig gleich, aber der eingeschlossene 2
AFB > AFG, folglich ist AB > AG (§ 13). Umgekehrt,
wenn Sehne AB > AG, so folgt aus den  némlichen Drei-
ecken, dass > AFB > AFG (§ 14), also Bog. AGB > AG.

§ 47. Der Radius EC, welcher auf der Sehne

gehorigen Bogen.

Da /\ ADE 22 BDE (§ 23 und § 25, 4), so ist
AD == BD, alsoAC==BC (§ 21, 2), folglich Bog. AC =Bog.
BC (§ 45).

§ 48. Zusdtze. 1) Der Mitielpunkt des Kreises, der
Sehne und des ihr zugehdrigen Bogens liegen in einer auf
der Sehne senkrechten Geraden, so dass eine gerade Linie,
welche durch zwei dieser Punkte geht, auch durch den drit-
ten gehen und auf der Sehne senkrecht sein muss. 2) Eine
auf die Mitte einer Sehne senkrecht gezogene Gerade geht
durch den Mittelpunkt des Kreises und des zu der Sehne ge-
horigen Bogens. ' ;

§ 49. Durch drei nicht in gerader Linie liegende Punkte
A, B, C, lisst sich immer eine Kreislinie legen, aber nur eine.

Zieht man AB und BC, und errichtet auf diese B
Linien inihrer Mitte die Senkrechten DF und EF, so miissen ]
sich letztere in irgend einem Punkte F schneiden (§31), ;
weil, wenn man sich DE gezogen denkt, in /\ FDE Winkel e
D 4+ E < 2R wire. Nun ist FA = FB = FC (§ 22),
mithin geht dieTaus F mit FA beschriebene Kreislinie durch
A, B, C. — Kénnte ferner noch eine zweite Kreislinie durch diese dreiPunkie
gehen, so miisste ihr Mittelpunkt sowol in der Geraden DF als in EF liegen
(§22); zwei Gerade konnen sich aber nur in einem Punkte schneiden;
folglich kann durch A, B, C nur eine Kreislinie gehen.
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Zusats. Zwei Kreislinien konnen sich nur in zwei Punk-
ten schneiden; denn hitten sie drei Punkte gemein, so wiirden sie den
némlichenMittelpunkt haben und nur eine und dieselbe Kreislinie ausmachen.

§ 50. Gleiche Sehnen AB und DC sind gleich weit vom
Miltelpunkte O -entfernt; und von zwei ungleichen Sehnen AB und
DE ist die kleinere AB vom Mittelpunkte weiter enifernt.

o i Errichtet man auf AB und DC in ihrer Mitte die
Senkrechien KO und FO, und zieht die Radien- OA und
0D, so ist /\ OAK == ODF (§23, denn AK = DF, OA
= 0D, ¢ K = F), also OK = OF, d.h. AB und DC
g sind gleich weit entfernt von Q. — Ferner, wenn AB << DE,
: Bso ist Bog. AB << Bogen DCE (§ 46), und schneidet man
“ von dem Bogen DCE ein Stiick DC = Bogen AB ab, zieht
¢ DC, fillet OF | DC, sowie OH | DE, so ist OF > 0G

> OH (§ 21), und weil OF — OK, da DC — AB, so ist

auch OK>OH, d.h. AB ist von O weiler entferntals DE,

§ 5. Eine auf dem Radius in seinem Endpunkte senk-
rechte Gerade ist eine Tangente des Kreises, und umgekehrt: eine
Tangente sleht semkrecht auf dem nach ikrem Berihrungspunkte
gezogenen Radius.

E e Wenn CD | BA, so ist jede schiefe Linie BE = AB
il ) (§21), folglich liegt der Punkt E ausserhalb des Kreises.
I Da also die Gerade CD nur einen Punkt A mit dem Kreise

¢ A"]",—D gemein hat, so ist sie eine Tangente. — Wenn umgekehrt
£%3 CD als Tangente nur den Punkt A mit dem Kreise gemein

hat, so muss jede vom Radius BA verschiedene aus B zur CD gezogene
Linie BE > BA sein; -es ist daher BA als kiirzeste Linie von B zur CD

auf dieser senkrecht (§21).

Zusats. Durch einen gegebenen Punkt der Peripherie
lisst sich nur eine einzige Tangente an den Kreis ziehen.
Kénnte man nimlich noch eine zweite ziehen, so stinde dieselbe auf dem
Radius schief, und die aus dem Mittelpunkie auf sie gefillte Senkrechte
wiirde kleiner als der Radius sein, so] dass die vermeiniliche zweite Tan-
gente in den Kreie hinein treten miisste.

§ 52, Zwischen zwei Parallelen, welche den Kreis schueiden

oder beriihren, lieger gleiche Bogen.
1) Wenn die beiden Parallelen BC und DE Sehnen

FD -——A EG sind, so ziehe man den Radius KA | BC, so ist KA auch
B(ZE -30 | DE (§ 33), folglich ist der Punkt A die Mitte der Bo-

gen BAC wnd DAE (§ 47), also Bogen BA=Bogen CA
) und Bogen DA=DBogen EA, daher Bogen BD=Bogen CE,

: i 2) Wenn eine von den beiden Parallelen DE und FG eine
B 57 I Sehne, die andere aber eine Tangente ist, so ziehe man
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zum Berithrungspunkte A den Radius KA. Dieser wird senkrecht sein aaf
FG (§ 51) und daher auch auf DE, folglich ist Bogen DA = Bogen EA.
3) Wenn beide Parallelen FG und HI Tangenten sind, die eine in A, die
andern in L, so ziehe man eine Sehne BC mit ihnen paraliel, dann ist mach
dem vorhergehenden Falle Bogen BA = Bogen CA und Bogen BL = Bogen
CL, also Bogen ABL = Bogen AEL.

§53.(Fig.§75). Schneiden sich zwei Kreislinien, so steht die
gerade Linie durch ihre Mittelpunkte auf der die beiden Durchschnitts—
punkte verbindenden Sekne senkrecht in deren Mitte.

Denkt man sich die gerade BD gezogen, und errichtet man auf
diese, den beiden Kreisen gemeinschaftliche Sehne, in ihrer Mitte eine Senk-
rechte, so muss letztere durch beide Mittelpunkte C und E gehen (§ 48,2);
da sich nun durch zwei Punkte wnur eine Gerade ziehen lésst, so ist die
durch die Mittelpunkie gehende Gerade CE zugleich auf der Sehne in ihrer
Mitte senkrecht.

§ 54. Wenn die Enifernung ab der Mittelpunkie zweier
Kreise A und B (die Cenirallinie) gleich ist der Summe oder der
Differens ikrer Radien, so berihren sich die Kreise beziiglich dusser—
lich oder innerlich.

1) Wenn die Centrallinie ab gleich ist der
Summe der Radien, wie in der ersten Figur, so liegt
jeder Punkt d der Peripheric A, mit Ausnahme des
Punktes ¢, ausserhalb des andern Kreises; denn es ist
ad + bd >.ac + bec, also bd > be. 2) Ist die Cen-
trallinie ab gleich der Differenz der Radien, wie in der
zweiten Figur, so findet fir jeden Punkt d der Peri-
pherie A mit Ausnahme eines Punktes ¢ dasselbe statt;
denn es ist ab 4+ bd > ad, und ad = ab -~ be, also
ab 4+ bd > ab -+ bc oder bd = be.

§ 55. Zusdtze. Wenn sich zwei Kreise beriihren, so liegen
die Mittelpunkte und der Berithrungspunkt in einer geraden Linie. 2) Zwei
Kreise schneiden sich, wenn ihre Centrallinie kleiner als die
Summe, und zugleich grosser als die Differenz der Radien ist.
3) Alle Kreise, deren Mittelpunkte in einer und derselben Geraden liegen,
und welche durch einen und denselben Punkt gehen, berithren ' sich in
diesem Punkte, und eine Senkrechte auf der Centrallinie in -diesem Punkié -
ist eine Tangente fiir alle diese Kreise. :

§ 56. (Fig. § 45.) In demselben Kreise oder in gleichen
Kreisen gehoren su gleichen Centriwinkeln gleiche Bogen, und umgekehrt
zu gleichen Bogen gleiche Centriwinkel.

1) Wenn beide Kreise mit dem nimlichen Radius beschrieben sind,
und 2> € = c.ist, so ist /\ ABC 2 abc (§ 9), also AB == ab, und
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daher Bogen AB = Bogen ab (§ 45). 2) Wenn dagegen Bogen AB =
Bogen ab ist, und man legt die Kreise so auf einander, dass ¢ auf C zu
liegen kommt und Bogen ab genau mit Bogen AB zusammen fillt, so fallen
die drei Winkelspilzen des /\ ABC mit denen des /\ abc zusammen, und
es ist daher 2 C == c.

§ 57. In demselben Kreise oder in gleichcn Kreisen ver—
halten sich die Centriwinkel ACB und ach wie die zu iknen gehi-
rigen Bogen AB und ab.

Es sei 2{ ACD in dem 2{ ACB fiinf Mal, und im
2L acb vier Mal enthalten. Da nun die Theile beider Winkel
sammilich unter sich gleich sind, so sind die Theile der zu-
gehdrigen Bogen ebenfalls simmilich einander gleich (§ 56),
und es miissen sich daher nicht blos die Winkel, sondern
auch die zugehirigen Bogen wie 5 zu 4 enthalten, d. h. die
Winkel verhalten sich wie ihre Bogen. Es ist klar, dass das
Némliche statifindet, wenn man auch statt 5 und 4 beliebige
andere Zahlen annimmt. Kann man also nur das Verhiiltniss
der Winkel ACB und ach in ganzen Zahlen ausdriicken, so
werden sich die Bogen AB und ab siets wie zwei Winkel
verhalten,

Es ist aber auch jedes beliebige Verhiltniss der Centriwinkel
immer dasjenige der Bogen. Denn, finde dieses nicht statt, so wiirde sich
2 ACB zn 2 ach verhalten, wie AB zu irgend einem grissern oder klei-
nern Bogen als ab. Gesetzt, es verhalte sich

. 2L ACB: 22 acb =— Bogen AB: Bogen ad,

wo ad > ab ist, so theile man AB in gleiche Theile, deren jeder << hd
ist; dann wird beim Aufiragen dieser Theile auf Bogen ad ein Theilungs-
punkt e zwischen b und d fallen, und die Bogen AB und ae werden sich
wie zwei ganze Zahlen verhalten, so dass

2{ ACB: 2 ace = Bogen AB: Bogen ae.
Aus beiden Proportionen folgt

2 ach: 2{ ace == Bogen ad: Bogen ae.
Es ist aber ach <C ace, dagegen ad >> ae; also kann sich 2 ACB zu
Z{ acb nicht verhalten, wie Bogen AB zu einem grossern Bogen als ab.
Da sich ebenso zeigen lisst, dass das vierte Glied der Proportion  nicht
kleiner als ‘ab sein konne, so muss sich verhalten > ACB: > acb =—
Bogen AB: Bogen ab. y

§ 58. Zusdtze. 1) Der rechie Winkel dient als Mass fiir alle
iibrigen Winkel. Da aber, wenn der Contriwinkel in irgend einem Ver-
hiiltnisse zu- oder abnimmt, auch der zugehérige Bogen in dem nimlichen
Verhiltnisse grosser oder kleiner wird, so kann man den Bogen zum
Masse der Winkel annehmen. Vergleicht man den Bogen, welcher
zum Masse eines Winkels dient, mit dem vierten Theile des Kreisumfanges,
so findet man das Verhiiltniss des gegebenen Winkels zu einem rechten.
?) Zwei Kreisausschnitte DCB und ach in gleichen Kreisen (Figur § 57),
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sind gleich, wenn ihre Winkel am Mittelpunkte gleich sind, und verhalten
sich allgemein zu einander, wie diese Winkel; folglich verhalten sich
die Kreisausschnitte DCB und acb wie die Bogen DB und ab.
3) Man theilt den Kreisumfang in 360 gleiche Theile oder Grade, jeden
Grad in 50 Minuten, jede Minute in 60 Secunden.

§ 59. Ein Peripheriewinkel ABC hat zum Masse
die Halfte des Bogens AC zwischen seinen Schenkeln.

A
1) Geht der eine Schenkel des 2. ABC durch

den Mittelpunkt D des Kreises, und zieht man den Durch-
messer EF | AB, so ist 2L B = 2 EDC = Bogen CE =
Bogen BF = Bogen AE (§56, § 52). Da also Bogen CE
= 1,AC, so ist 2L B=DBogen ,AC. 2) Liegl der Mittel-
punkt D zwischen den Schenkeln des 2 ABC, undzieht i
man aus D den Durchmesser BE, so ist 2 ABE =Bog. /,AE E
‘und >{ CBE — Bog. /,CE, also > ABC=Bog. /,AC. 3) Liegl B
D ausserhalb der Schenkel des > ABC, und zieht man &
den Durchmesser BE, soist > ABE = Bogen Y,AE und 2 CBE C
= Bog. '/,CE, also ABC = ABE — CBE == Bugen 'hAE — =
1/,CE = Bog. 1/;E(AE — CE) = Bog. ’/2AC. i Rt R

§ 60. Zusitze.- 1) Alle Peripheriewinkel g G
wie B, C,D..., welche auf dem namlichen Bogen
AE stehen, sind gleich, weil jeder derselben von 1/,AE ;
gemessen wird. 2) Der Peripheriewinkel im Halb- E
kreise ist ein rechter, weil er zum Masse den vierten
Theil des ganzen Umkreises hat. 3) Jeder Winkel, welcher
auf einem Bogen steht, der grosser oder kleiner ist als der halbe Umkreis,
ist beziehungsweise stumpf oder spitz. 4) In einem dem Kreise ein-
geschriebenen Vierecke betragen immer zwei gegeniiber-
liegende Winkel zusammen zwei Rechte, denn sie haben die Hilfte
des ganzen Umfanges zum Masse. 5) Ein Peripheriewinkel ist halb
so gross als ein Centriwinkel, welcher mit ihm auf gleichem
Bogen steht.

§ 61. Der von einer Tangenteund einer Sehne
gebildete Winkel ABC hat zum Masse die Hiilfte des
Bogens BC zwischen seinen Schenkeln.

Zieht man aus dem Berithrungspunkte B den Durch-
messer BE, so ist der rechte. 20 ABE — Bogen ',BCE und
27 CBE = Bogen Y,CE, also > ABC = ABE — CBE =
Bog. ,BCE — Bogen /,CE =Bogen /,(BCE — CE) — Bog.
1,BC. Eben so ist 2 CBF = Bog. ',CEB.

2
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I Aujfgabdben.
§ 62. Eine gerade Linie AB zu halbiren.

Man beschreibe aus A uund B zwei Bogen mil einem
.\ p Radius, der so gross ist, dass sich jene Bogen in C und D

7" schneiden, und ziehe CD, so ist AE = BE. Demn /\ ACD
2 BCD (§15), also x ==y, und weil /\ ACE = BCE
(§9), so ist AE = BE.

§ 63. Aus einem gegebenen Punkie C einer Geraden AB
eine Senkrechle auf diese zu errichien.

F Man nehme zwei Punkie D und E in. gleicher

Entfernung von G, beschreibe aus ihnen mit cincm Radius,

der grosser ist als CD, zwei Bogen, die sich in F schnei-
. p den, und ziehe FC. so isi diese die gesuchie Senkrechte.
E Denn weil /\ CDF 22 CEF (§ 15), so sind die Winkel
bei C einander gleich, also rechie.

§ 64. Aus einem gegebenen Punkte C ausser-
halb einer Geraden AB eine Senkrechie auf diese
zu fillen.

Aus C beschreibe man mit einem hinreichend grossen
Radius einen Bogen, welcher die ABin D und E schueidet, halbire DE in F,
und ziehe CF, so ist diese die gesuchte Senkrcchie. Denn weil /\ CDF
> CEF (§15), so ist 2£ CFD = CFE, also CF J. AB. =

K § 65. In dem Punkte C der Linie AB
Pl einen Winkel zu beschreiben, der dem gegebenen
# Winkel ¥ qleich ist.

ﬂn Aus F beschreibe man mit einem Dbeliebigen
B Radius einen Bogen, der die Schenkel des gegebenen

Winkels ii G und K schneidet, beschreibe darauf aus C
mit dem nimlichen Radius einer unbestimmten Bogen, welcher AB in E
schneidet, ferner mit einem, der Sehne GK gleichen Radius aus E einen
Bogen, welcher den unbestimmten Bogen in D schneidet, und ziehe CD, so
ist 2 ECD = F, weil /\ CDE 2 FKG (§ 15).

§66. (Fig. § 47). Einen gegebenen Bogen oder Winkel zu
halbiren. ;

Um den Bogen ACB zu halbiren, errichte man in der Mitte D
seiner Sehne AB eine Senkrechte DC, indem alsdann Bog. AC = Bog. BC
ist, (§48, 2). Um den Winkel AEB zu halbiren, beschreibe man aus E
mit einem beliebigen Radius einen Bogen ACB, suche dessen Mitte C.
und ziehe CE, so ist 2L AEC = BEC (§56).

A
¢ E
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Zusats. Ein gegebener Bogen oder Winkel lisst sich durch fort-
geseztes Halbiren in 4, 8, 16 ... gleiche Theile theilen.

§ 67. Durch einen gegebenen Punkt C eine Parallele mit
einer gegebenen Linie AB zu sziehen.

Man ziehe durch C eine die AB schneidende Gerade ¢ g
CD, lege den 2 ADG an die Gerade CD auf der enlgegen-
geselzlen Seite in C an, so ist der Scheokel CE die ver— AP ¥

langte Parallele, weil die Wechselwinkel ADC und DCE gleich
sind. ¢

§ 68. (Fig. § 4). Aus zwei gegebemen Winkeln ACD wund
DCE eines Dreiecks den dritten Winkel zu finden.

Man ziehe eine Gerade AB und beschreibe im Punkte C die ge-
gebenen Wikkel neben einander, so ist der iibrig bleibende 2L BCE der
gesuchle, weil diese drei Winkel zusammen gleich 2R sind.

§ 69. FEin Dreieck zu beschreiben, su wel- __a
chem zmwei Seiten a und b, und der zwischenliegende b
Winkel C gegeben sind. > _

Auf den Schenkeln des 2¢ C mache manCD =g, —/EE
CE = b und ziehe DE, so ist CDE das verlangte /\. c 3

§ 70.  Ein Dreicck su besclreiben, zn welchem eine Seite
W und swei Winkel x und Yy gegeben sind.

Sollen die Winkel x und y der Seite m anliegen,

so lege man an diese in ihren Endpunkten den 2C R < .
und den 2 B =y an; die verlingerten Schenkel dieser Al
Winkel schueiden sich in C und geben das gesuchte /\ ABC. . B
Soll dagegen einer der gegebenen Winkel der Seite m ge- < X

geniiberliegen, so suche man den dritten Winkel des Drei-
ecks (§ 68).  Man hat dann ebenfalls die beiden der Seite
m anliegenden Winkel, und verfahre wie vorhin.

§ 71, Mit drei gegebenen Seiten a, b, ¢ ein
Dreicck zu beschreiben. :

Man beschreibe mit b und ¢ als Radien aus den End- ,
punkten der Geraden a zwei Bogen, welche sich in C schnei- b
den, und ziehe AC und BC, so ist ABC das gesuchte Dreieck.

°I

§ 72. Ein Dreieck zu beschreiben, zu welchem zwei un—
gleiche Seiten m und n; und ein, der einen dieser Seiten gegen—
iiberlicgender Winkel A gegeben sind.
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1) Soll 2 A der grossern Seite n gegeniiberliegen, so mache
man, wie die erste Figur zeigt, den einen Schenkel AB des 2L A gleich
m, und beschreibe aus B mit n als Radius einen Bogen, welcher den an-
dern Schenkel in einem Punkte C schneiden wird, so dass ABC das ver-
langte A\ sein wird. 2) Soll 2 A der kleinern Seite m gegeniiberliegen,

B so #ndere man die vorige Con-

B struction nur darin ab, dass man

3 /\ &/n¥ m mit n vertauscht, und dann
£ o ¢ P .. konnen, je nach der jedesma-
M D707 ligen Grosse der Seite m, wel-
che aber immer kleiner als n
bleibt, entweder wie in der
zweiten Figur zwei Dreiecke
ABD und ABC enistehen, wel-
che beide der Aufgabe genii-
: gen, oder, wie in der dritten
Figur, nur ein bestimmtes (rechtwinkliges) Dreieck, sobald ndmlich m gleich
ist der aus B auf AC gefillten Senkrechten, oder endlich, es entsteht gar,
kein Dreieck, wie in der vierten Figur, wenn nidmlich m kleiner als jene
Senkrechte gegeben wiire.

§ 73. (Fig.§38). Ein Parallelogramm Zu beschreiben, zu
welchem zwei Seiten und der von ihnen eingeschiossene Winkel ge-
geben sind.

Man nehme eine Linie AB gleich einer der gegebenen Seilen, lege
in A einen 2 BAC gleich dem gegbenen an, mache den Schenkel AC
gleich der andern gegebenen Seite, beschreibe aus B mit AC, und aus C
mit AB zwei Bogen, welche sich in D schneiden, so ist ABDC das ge-
suchte - Parallelogramm, weil die gegeniiberstehenden Seiten des Vierecks
gleich sind und dieses die gegebenen Stiicke in der vorgeschriebenen Ord-
nung enthilt (§ 39).

§ 74. (Fig. § 49). Den Mittelpunkt eines gegebenen Kreises
oder eines gegebenen Bogens zu finden.

‘Man nehme in dem gegebenen Kreisumfange oder Bogen drei be-
liehige Punkte A, B, C, ziehe AB und BC, und errichte auf diese Li-
nien in ihrer Mitte die Senkrechten DF und EF, so wird ibr Durchschnitts-
punkt F der gesuchte Mittelpunkt sein (§ 48, 2).

Zusatz. - Dasselbe Verfahren dient, durch drei nicht in ge-
rader Linie liegende Punkte A, B, C, sowie um ein gege-
benes Dreieck eine Kreislinie zu beschreiben.

§ 75. Durch einen gegebenen Punkt eine Tangente an
einen Kreis zu zichen.
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Liegt der Punkt in dem Kreisumfange selbst, so D
ziehe man zu demselben einen Radius und errichle auf /
diesen im Endpunkle eine Senkrechte, so wird diese die
verlangte Tangente sein (§51). Liegt aber der gegebene
Punkt A ausserhalb des gegebenen Kreises, so ziehe man
von A nach dessen Mittelpunkte C eine Gerade, halbire
diese in E und beschreibe aus E mit dem Radius EC einen Kreis, welcher
den gegebenen Kreis in B und D schneidet, so ist jede der Geraden AB
und AD die verlangte Tangente. Denn zieht man BC, so ist 2L ABC=R
(§ 60, 2), also AB | BC, folglich ist AB eine Tangente (§ 51).

§ 76. In ein gegebenes Dreieck ABC einen Kreis zu be-
schreiben.

Man halbire die Winkel A und B miitels ¢
der Linien AG und BG, welche sich in G schnei- )
den, und ziehe aus G auf die Seiten des Dreiecks
die Senkrechten GD, GE, GF, welche einander gleich
sind, weil /\ ADG 22 AEG und ebenso /\ BDG
> BFG (§ 25, 2 und § 10). Der mit einer die-  /\ .
ser Senkrechten aus G beschriebene Kreis muss , /\ :
folglich die Seiten des Dreiecks berithren, so dass v
diese an dem beschriebenen Kreise Tangenten sein werden.

Zusatz. Die drei Linien, welche die Winkel cines Dreiecks hal-
biren, schneiden sich in einem und demselben Punkte.

§ 77. Ueber einer gegebenen Linie AB einen Kreisab-
schnitt su beschreiben, in welchem ein Peripheriewinkel dem ge-
gebenen Winkel x gleich ist.

Man mache an AB in A einen > BAD = x, ziehe
aus A die AC | AD, und aus E, der Mitte von AB, dic EC /z\

| AB; aus dem Durchschnittspunkte C beschreibe man mit f

CA einen Kreis, so ist AFB der verlangte Abschnitt, Denn, A ﬁlp
weil AD eine Tangente, und ein auf dem Bog. AB stehender N\~
Peripheriewinkel = >{ BAD ist, indem beide von Bog. 1/,AB D
gemessen werden (§ 61, § 59), so ist derselbe auch gleich

x, also AFB der gesuchte Kreisabschnitt.

§ 78 Das Verhdliniss swischen zwei gegebenen geraden
Linien AB und CD in Zahlen zu finden.

Man trage die kleinere Linie CD, so
oft es angeht, anf die grossere AB, z. B. 2 Mal, A¥
und es bleibe der Rest EB. Diesen Rest trage ¢r——i—iD
man auf die CD so oft es angeht, z. B. ein Mal, F
und es bleibe der Rest FD. Diesen Rest trage man aufden ersien EB so oft als
moglich ist, z. B. ein Mal, und endlich sei der nachbleibende Rest GBin FD
genau 2 Mal enthalten, so dass also GB das gemeinschaftliche Mass der Linien

=
+a
o
=]
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AB und CD ist. Da nun FD = 2GB, EB == FD + GB == 3GB, CD =
EB + FD — 5GB, AB = 2CD - EB —13GB, so verhilt sich AB: ch
— 13 : 5, folglich ist AB = 13,CD oder CD == 3/;AB.

Wenn man nicht wie in diesem Beispjele, wo die beiden Linien
ein gem, Mass besitzen und daher commensurabel heissen, einen Rest
finden kann, der in dem vorhergehenden genau aufgeht, {wie weit man
auch das Verfahren lortsetsen mag, so haben beide Linien kein gem. Mass,
oder sie sind incommensurabel, Lisst man in diesem Falle endlich
einen Resl ganz weg, so erhilit man ein genéhertes Verhiltniss, welches
desto genauer sein wird, je weiter man die Operation fortgeseizl hal.

§ 79, Das Verhiiltniss swischen swei gegebenen Winkeln
in Zahlen su finden.

Beschreibt man mit gleichem Radius aus den Scheiteln der Winkel
zwischen ihren Schenkeln Kreisbogen, so kann man zwischen diesen, eben
so wie bei der vorigen Aufgabe, das Zahlenverhiltniss ermitteln, welches
zugleich den gegebenen Winkeln zukommt (§ 57). Auch Bogen oder
Winkel konnen commensurabel oder incommensurabel sein. »

V. Vom Verhiilinisse der geradlinigen
Figuren,

§ 80. Erklarungen. 1)Figuren heissen einander gleich, wenn
sie einen gleichen Flicheninhalt haben. Gleiche Figuren konnen auch eine
ungleiche Gestalt haben, es kann z.B. ein Dreieck einem Vierecke gleich
sein. 2) Zwei Vielecke nennt man #halich, wenn bei gleicher Seiten-
zahl derselben die Winkel in beiden der Reihe nach gegenseitig gleich,
und die homologen oder iibereinstimmig liegenden Seilen proportional sind.
Congruente Figuren sind immer gleich und dhnlich, aber éhnliche Figuren
konnen sehr ungleich sein. 3) In ungleichen Kreisen heissen Bogen, Aus-
schnitte und Abschnitte @hnlich, wenn sie zu gleichen Mitielpunkiswinkeln
gehoren. 4) Die Hohe eines Dreiecks ist die Senkrechte aus irgend einer
Winkelspilze auf die gegeniiberliegende Seite, welche alsdann die Grund-
linie heisst. Die Hohe eines Parallelogramms ist die Senkrechte zwischen
zwei, als Grundlinien angenommenen, gegeniiberliegenden Seiten. 6) Die
Hohe eines Trapezes ist die Senkrechte zwischen seinen parallelen Seiten.

§ 81.  Parallelogramme ABCD und ABEF wvon gleichen
Grundlinien und Hihenr sind einander gleich.

o Wegen der gleichen Hohe der

B B (’;\P o N ¥ Parallelogramme  miissen  die -~ obern
\ Grundlinien in der nédmlichen mit AB,
4 A\ A / parallelen Geraden DE' liegen.  Da

A
VLA
\ \
Aoos Hah nin. AD = BO, AF = BE (§38)

und 2L DAF = CBE (§37), so ist /\ ADF 22 BCE, alsoABCD - ABED
— ALBCE == ABED — /\ ADF = ABEF:
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Zusats,  Jedes Parallelogramm ist einem Rechteck von gleicher
Grundlinie und Hohe gleich.

§ 82. Jedes Dreieck ABC ist die Hilfte ei-
nes Parallelogramms oder eines Rechiecks von gleicher
Grundlinie und Hihe. A B

Zieht man aus B die BD || AC und aus C die CD |} AB, so ist AD

ein Parallelogramm von gleicher Grundiinie und Hohe mit dem /\ ABC.
Da nun /\ ABC = BCD (§10), so ist /\ ABC = 7,AD.

Zusats, Alle Dreiecke von gleichen Grundlinien und
Hohen sind gleich gross als Hilften von gleichen Parallelogrammen.

§ 83. Zwei Rechtecke AC und ac von gleichen Grund-
linien verhalten sich wie ihre Hohen. :

Wenn die Héhen AD und ad commensurabel ¢
sind, und ihr gem. Mass m Mal in AD, und n Mal in ad 3
enthalten ist, so verhilt sich AD : ad == m:n. Zieht = ¢

man nun in heiden Rechtecken durch die Theilungs-
punkie, welche durch das Auftragén des gem. Masses
auf ihren Hohen entstehen, parallele Linien zur Grund-
linie, so theilt man das Rechteck  AC in m, und das
Rechteck ac in n einander gleiche Rechtecke (§81), so dass AC : ac =
m : n. Aus beiden Proportionen folgt AC :-ac = AD : ad,

Wenn AD und ad incommensurabel sind, so ist diese letzte
Proportion ebenfalls richtig. Denn verhielte sich AC : ac == AD : af, wo
af > ad wire, so kann man AD in eine so grosse Anzahl gleicher Theile
theilen, dass, wenn man dieselben von a nach f hintragt, ein Theilungs—
punki ¢ zwischen d und [ fiele. Zieht man nun eg || ab, so wiirde man
fir die Rechiecke AC und ag, weil ihre Hohen commensurabel sind, haben
AC : ag = AD : ae. = Aus beiden Proportionen erhielte man ac : ag —
af : ae, was aber nicht stattfinden kann, indem ac << ag, dagegen af > ae
ist.  Ebenso kann das vierte Glied der Proportion nicht kleiner sein als
ad, folglich muss sich immer verhalten AC : ac = AD : ad.

A B a b

§ 84. Zwei beliebige Rechtecke AC und EH verhalien sich
zu einander, wie die Produkte ihrer Grundlinien in die Hohen.

eine kleinere Hohe als EH.  Wenn man nun AQ = EF
- nimmt und QP || BC zieht, so ist (§83) AP : EH =
AD : EG. Betrachtet man dagegen AD als die Grund- 4 B B g
linie der Rechtecke AC und AP, also AB und AQ als 9

ihre Hohen, so ist AC : AP = AB : AQ. Multiplicirt man beide Propor-
tionen in einander, den gemeinsamen Factor AP weglassend, und EF statt
AQ setzend, so erhilt man AD : EH = AB X AD : EF X EG.

Es habe AC eine grossere Grundlinie, aber Bopd vl =
v ’
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§ 85. Zusdtze. 1) Zur Einheit des Flichenmasses nimmt man
immer dass Quadrat, dessen Seite die Einheit des Lingenmasses ist. Be-
zeichnet nun R ein Rechteck, in dessen Grundlinie die Langeneinheit m Mal,
und in dessen Hohe sie n Mal enthalten ist, bedeutet ferner Q ein Quadrat,
dessen Seite gleich ist der Lingeneinheit, so ist

R: 0 —='mn:1.1"0der F: 0 = mhitcl 8o

R
R = mn.Q, oder b A == mn,id.ol

wenn die Grundlinie und die Hohe eines Rechtecks, durch die Léngen-
einheit gemessen, die Zablen m und n geben, so giebt dass Rechteck durch
das Quadrat jener Liingeneinheit gemessen die Zahl mn, was man gewdhnlich
kurz so ausdriickt: Der Inhalt eines Rechtecks ist gleich dem
Produkte seiner Grundlinie in seine Hohe. 2) Der Inhalt
eines Quadrats ist gleich der zweiten Potenz der Zahl, welche
die-Linge seiner Seite angiebt. 3) Der Inhalt eines jeden
Parallelogramms ist gleich dem Produkte seiner Grundlinie
in seine Hohe; denn ein Parallelogrammist gleich einem  Rechteck von
gleicher Grundlinie und Hohe (§ 81. Z). 4) Der Inhalt eines Drei-
ecks ist gleich der Hilfte des Produkis seiner Grundlinie
in seine Hohe, weil ein /\ die Hilfte eines Parallelogramms von gleicher
Grundlinie und Hohe ist (§ 82). 5) Dreiecke von gleichen Grundlinien
verhalten sich wie ihre Héohen, und von gleicher Hohe, wie ihre Grundli-
nien. Dasselbe gilt von Parallelogrammen.

\

i Hib § 86. Das Quadrat AD dber der Summe

; , Zweier Linien AB und BC ist gleich der Summe der

A Quadrate beider Linien, nebst dem doppelten Rechteck

=5 aus beiden Linien, also (AB -+ BC)? == AB2 4 2AB
. 5 ¢ X BC 4 BC2

Macht man iiber AC das Quadrat AD, ferner AF
— AB, und zieht BH || AE, FG || AC, so ist AD oder (AB + BC)?
— Al + BG -+ FH + ID = AB? - 2AB X BC - BC2 Bezeichnel
man AB und BC mit a und b, so ist der algebraische Ausdruck dieses
Satzes (a -+ b)*> = a? + 2ab + b2

§ 87. Das Quadrat AD iber der Differens sweier Li-

nien AB und BC ist gleich der Summe der Quadrate beider Li-
nien, weniger dem doppelten Rechteck aus beiden Li-
nien, also (AB — BC)2 = AB2 — 2AB X BC 4 BC:z
Man mache iiber AB das Quadrat BF, nehme AE

g — AC, ziehe CG || AF, HK || AB, und vollende das Qua-
drat EL, so ist AD oder (AB — BC)* = BF — BG — DL
4+ EL = AB2 — 2AB X BC + BC2 Diesem Salze eni-
spricht die algebraische Formel (a — b)2=1a2 — 2ab + b2

5 3 R
5 i
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§ 88.  Das Rechteck AL aus der Summe
und Differens zweier Linien AB und BC ist gleich

r ey,
dem Unterschiede der Quadrate beider Linien, also g H
(AB 4+ BC) X (AB — BC) = AB2 — BC2, e
Man beschreibe iiber AB und AC die Quadrate .
AI und AD, verlingere AB um BK = BC und vollende * ¢z

das Rechteck AL, dessen Grundlinie AK = AB -+ BC, und dessen Hohe
AE = AB — BC ist. Da nun BL = DF, so ist AL oder (AB -+ BC)
% (AB — BC) = AH + DF = Al — DI = AB> — BC2 Der ent*
sprechende algebraische Ausdruck ist (a 4+ b) (a — b) = a2 — b2

§ 89. Das Quadrat AH aber der Hypotenuse eines rechi-
winkligen Dreiecks ABC ist gleich der Summe der Quadrate AE
und CF iber beiden Katheten.

Zieht man aus dem rechten 2 B die Linie
BI | AC, ferner die Geraden DC und BL, so ist
/\ DAC = ,AE, und /\ BAL = Y,AI (§ 82).
Da aber /\ DAC 2 BAL (weil 22 DAC = BAL,,
AD = AB, AC = AL), so ist auch AE — Al. Eben
so lasst sich beweisen, dass CF = KH ist; folglich
ist Al + KH = AH = AE -+ CF oder AC2 —
AB2 4 BC2.

§ 90. Zusditze. (Fig. §89). 1) Das Quadrat -
einer Kathete ist gleich dem Quadrate der Hypotenuse, weni-
ger dem Quadrate der andern Kathete. Bedeuteta die Hypotenuse,
b die ecine, ¢ die andere Kathete, so ist a2 == b2 4 c¢2, also auch b2 =
a2 — c2 und ¢2 = a? — b2 2) Da AE == Al ist und AH : Al = AC
:AK (§ 83), so verhilt sich AH : AE = AC : AK, d. h. das Quadrat
der Hypotenuse verhdlt sich zum Quadrate einer der Kathe-
ten, wie die Hypotenuse zu ihrem an dieser Kathete liegen-
den Abschnitte. 3) Da AE = Al, CF = HK und AI : HK = AK:CK
(§ 83,) so ist auch AE : CF = AK : CK, d.h. die Quadrate der Ka-
theten verhalten sich, wie die anliegenden Abschnitte der Hy-
potenuse. 4) (Fig. § 137). Wenn ABCD ein Quadrat und AC dessen
Diagonale ist, so ist /\ ABC rechiwinklig und gleichschenklig, also AC2=
AB?Z 4+ BC2 = 2.AB? d.h. das Quadrat der Diagonale eines
Quadrats ist doppelt so gross als dieses letztere. Weil AC2:
AB2 = 2 : 1, also auch AC : AB = }/2: 1, aber }/2 irrational ist, so
ist die Diagonale eines Quadrats mit der Seite desselben in-
commensurabel.

§ 91. In einem Dreieck ABC ist das Quadrat irgend ei-
ner Seite AC, je nachdem sie einem spitsen oder stumpfen Winkel
B gegeniiber liegt, gleich der Summe der Quadrate der beiden an-

dern Seiten AB und BC, vermindert oder vermehrt um das dop-
2*
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pelte Rechieck aus einer dieser Seiten AB und dem ~Abschuille
BD zwischen dem  Scheitel des Winkels B und dem Fusspunkte
des Perpendikels CD' welcher von der ihr gegenitberliegen Spitze
auf sie oder ihre Verlingerung gefdllt ist.

- g - 1) Wenn 2L B spitz ist, wie
) in Kigur 1. und II, so ist AC?= AD?
1 g4 e 4+ CD2 (§89). Da aber AD — AB
BL =3 A BE—LD " pF—— A ' BD (Fig. 1), oder AD — BD —
AB (Fig. II), so ist AD2 — AB? — 2AB X BD - BD? (§87), und weil
ferner CD? - BC2 — BD2 ist (§90, 1), so ist AC2 — AB2 — 2AB X
BD 4= BD2 4 BO2 ——'BD? oder AC% — AB*> 4 BC2 — 2ABXBD.

. 2) Wenn 2 B stumpf ist, wie in Figur III, 5o muss CD ausserhalb des
Dreiecks fallen, weil sonst ein Dreieck mit einem rechten und stumpfen 2
entstehen wiirde. Da nun AC2 = CD2 + AD2, aber CD? —=BC2? — BD?2,
ferner AD — AB - BD, also AD2-——AB2--2AB X BD 4 BD2? (§ 86), so
ist AC2 == BC2 — BD2 ++ AB2 X '2AB X BD -+ BD2 oder AC2—. AB?
+ BC2 + 2AB X BD.

§ 92. Zieht man in einem Dreieck ABE aus einer Win-
kelspitze B zur Mitte C der gegeniiberliegenden Seile eine Linie
BC, so ist die Summe der Quadrate der beiden andern Seiten
gleich dem doppelten Quadrate der, gezogenen Linie nebst dem dop-
pelten. Quadrate. der: halben getheilten Seite. '

B Zieht man BD | AE, so giebt das /\ ABC (§ 91)
AB2 — AC2 4+ BC2 — 2AC X DC, und das Dreieck BCE
giebt BE2 = CE2 4 BC2 4 2CE X DC. Beides  addirt

AT E giebt, da AC'== CE ist, AB?> + BE2 — 2BC2 1+ 2AC>.

§ 93. (Fig. § 40). In jedem Parallelogramm ist die
Summe der Quadrate aller wier Seiten gleich der Summe der Qua~
drate der beiden Diagonalen.

Da sich die Diagonalen halbiren (§ 40), so ist (§ 92)
AB2 - AC2 == 2AE2 - 2BE2
BD2 4 DC? == 2DE? + 2BE? = 2AE2 - 2BE2, folglich durch Addition
AB2 4 AC2 + BD2 4 DC2 = 4AE2 - 4BE2
Es ist aber 4AE2 das Quadrat von 2AE oder AD, und 4BE2 isl das Quadrat
von 2BE oder BC, also hat man
AB? 4 AC2 | BD? -} DC2 = AD2 -~ BC2

§ 94. Die mit einer Seite BC eines Dreiecks ABC pa-

rallele Linie DE theilt die beiden andern Seiten in proportionale
Theile.



7Zieht man BE und €D, so ist (§ 85, 5) /\ ADE : A\
BDE — AD : DB und /\ ADE : /\ CED = AE:EC. Da
aber /\ BDE = /\ CED (§ 82, Z.), so verhilt sich AD :
DB .— AE:EC. Man kann auch setzen AD - DB : AD =
AE -~ EC : AE, d.h, AB : AD = AC : AE, oder auch AB :
DB = AC : EC. ;

§ 95. Zwei gerade Linien AB und CD wer- ¥
den durch mehre Parallele AC, EF, GH. .. ir proporlio-
nale Theile geschnitten.

€
Ist K der Durchschnittspunkt der Linien AB und CD, 4
so ist (§ 94) KE : KF = AE : CF, ferner KE : KF = EG S mpr
. FH, aiso auch AE : CF = EG : FH. Ebenso wird bewie~ B/CD
sen, dass EG . FH = GB-: HD w. s. w.

E ool

§ 96.  Wenn eine Gerade DE zwei Seiten eines Dreiecks
ABC 'proportional ‘schueidet, so dass AB : DB = "AC : EC, so
ist sie zur dritten Seite BC parallel.

Denn wiire DE nicht | BC, so sei DF | BC, und dann A
wire AB : DB = AC : FC, in welcher Proportion die drei er- P
sten Glieder mit denen der vorausgeseizten Proportion iiberein- oz
stimmen, und daher EC = FC sein misste, was unmdglich ist. ZL :

§ 97. Die Linie BD, welche den Winkel B eines Drei-
ecks ABC halbirt, theili die gegenitberliegende Seite AC in zwei
Abschnitte, welche sich wie die beiden andern Seiten  verhalten,
also. AD : DC = AB : BC.

.. “Man ziche CE | DB und verlingere "AB bis zum .
Durchschnittspunkte E mit CE, so ist AD : DC = AB : BE

(§94). Danun z=x =y = E (§32), soistBE = BC 8
(S 16, 2). und daher AD : DC = AB : BC. \
E 3 & A

: 5 =

§ 98. Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn in ilnen  zwei

Winkel gegenseitig gleich sind” Wenn also A = a, B = b, so ist
/\ ABC oo abe. . : .

Zuvirderst istauch 2L C.= ¢ (§ 25, 2). Macht c
man nui AD = ab, und zieht aus D die Linie DE | BC, N
s ist-AD = AB = AE : AC (§ 94); weil aber /\ ADE
20 abe (indem A = a; AD == ab, 2L D = B =b), so A"r5 0
ﬁAb il

ist auch ab : AB = ‘¢ : AC.' Zieht: man ferner aus E
die 'Linie  EF | AB, so ist AE': AC = BF : BC, oder
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ac : AC = be : BC, da (§ 38) BF = DE = bc ist. Aus diesen Pro-
portionen ergiebt sich nun, dass ab : AB = ac : AC = bc:BC. Wegen
Gleichheit der Winkel und Proportionalitit der Seilen sind also die Drei-
ecke #hnlich (§ 80).

§ 99. Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn ihre drei Seifen

proportional sind. Wenn 3lso AB : ab = AC : ac = BC : bec, so ist
/\ ABC co abe.

Man mache 2 ¢bd — B, 2L bed =C,

A A soist A ABC co dbe (§98), also AB : db —
A AC : dc == BC : be. Nach der Vorausselzung
l’ ;c ist aber AB : ab =— AC : ac = BC : be, also
B c ¥

muss db = ab, de¢ = ac sein; folglich ist /\
abe 22 dbe (§ 15), und weil /\ dbe co ABC,
so ist auch /\ abc co ABC.

§ 100. Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie einen gleichen

Winkel zwischen proportionale Seiten haben. Wenn A = a, AB: ab
= AC : ac, so ist /\ ABC oo abe.

¢ Man mache AD = ab und ziehe DE | BC, so ist
E /\ ADE co ABC (§ 98), also AB : AD = AC : AE.
A Nach der Voraussetzung ist aber AB:ab=AC : ac, und
A oD B weil AD = ab ist, so ist auch AE = ae, folglich ist /\

ADE 22 abc (§9). Es war aber /\ ADE oo ABC, also
aAb ist auch /\ abc co ABC. ;

§ 101. Zwei Dreiecke ABC und abc sind dhnlich, wenn
ihre Seiten paarweise parallel sind.
C Wenn AB | ab, BC | be, AC | ac, und man

» ab Dbis F verlingert, so ist 2L b = x = y = B
F E.. undgazz=A(§32),alSOAABCNabC
(5 96). ‘
A B

§ 102. Zwei Dreiecke ABC und abe sind dhnlich. wenn ihre
Seiten senkrecht auf einander stehen.

a Es sei ab | AB, ac

C
: e 1 AC, be | BC. Verlingert
P ¢ man, in der ersten Figur die
/\ #  Seilen des /\ abe, so sind die
A B...X.igz  vier Winkel im Viereck Amap
m y

gleich 4R (§27), und weil 2C

4 m==2R,s0ist A -pam

-gleich 2R. Es ist aber auch 2¢ p am 4 bac == 2R, folglichist A = bac.
Auf dieselbe Weise List sich beweisen, 'dass B = abc ist, folglich ist A\
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ABC oo abe (§98). Durch die Verlingerung der Dreiecksseiten konnen
auch Dreiecke entstehen, wie in der zweiten Figur. Hier ist /\ Bxy co
bxz, also 2 yBx = zbx, und daher auch 2. ABC = abc; ebenso kann
man zeigen, dass 2L A = a ist, woraus folgt, dass /\ ABC oo abe ist.

§ 103. Der Inhalt eines Trapeses ABCD
ist gleich seiner Hohe EF, multiplicirt mit der hal- ./
ben Summe seiner parallelen Seiten.

e
Zieht- man BD, so ist /\ ABD = ',AB ( EF, ?
und /\ BCD == Y,CD X EF(§ 85,4), also ABCD = ,AB
X EF + 1,CD X EF = 1,(AB 4 €D) EF.

Zusats,  Zieht man aus der Mitte G der nichi parallelen Seite
AD die Gerade GK | AB, so ist CK = BK (§95), /\ ABD oo GHD, A\
CBD oo KBH, also GH = ",AB und KH = 1,CD, folglich GK — 1,AB
4+ 1,CD = Y,(AB 4 CD).  Also ist ABCD = GK X EF, d h. der
Inhalt eines Trapezes ist gleich seiner Hohe, multiplicirt mit
der Linie, welche die Mitten der nicht parallelen Sciten
verbindet.

§ 104. Zieht man wus der Spitze eines A
Dreiecks ABC auf die Grundlinie BC beliebige l\\
gerade Linien, so theilen diese die Grundlinie und |, ‘ .
jede mit ikr parallele Linie be in proportionale AR
Theile. DI T

: Denn es ist /\ ABD oo Abd, ADE co Ade ... (§98), also BD :bd
(= AD : Ad) = DE : de (== AE : Ae) = EF : ef u. s. w.

Zusatz. Wenn BC in gleiche Theile getheilt ist, so wird auch
bc in gleiche Theile getheilt. :

§ 105. (Fig. §121.) Wenn man von dem Scheitel des rech—
ten Winkels eines rechtwinkligen Dreiecks ADC wuf die Hypotenuse
eine Senkrechte DB ziehet, so entstehen 1) zwei Dreiecke, welche
dem ganzen Dreieck und einonder dhnlich sind; 2) ist jede Ka-
thete die miitlere Proportionale zwischen der ganzen Hypolenuse
und dem anliegenden Abschnitte derselben; 3)ist die Senkrechte die
mittlere Proportionale zwischen den beiden Abschnitten der Hy-
potenuse.

1) Es ist /\ ADC oo ABD, weil > A gemeinschaftlich, und 2
ADC = R — ABD ist. Ebenso ist /\ ADC oo DBC, folglich sind alle
Dreiecke gleichwinklig und daher éhnlich. 2) Da /\ ADC oo ABD, so ist
AC : AD = AD : AB, und weil /\ ADC oo DBC, so ist AC:DC-—DC:
BC. 3) Weil /\ ABD co DBC, so ist AB : BD = BD : BC.
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- §106.  Zusats. (Fig. § 121). ' 1) Zieht man aus einem Punkte
D eines Kreisumfanges eine Senkrechte DB auf den Durchmesser AC und
zwei Sehnen DA und DC ‘an die Endpunkie desselben, wodurch ein vecht-
winkliges /A ADC entsteht (§60,2), so ist die Senkrechte DB die mittlere
Proportionale zwischen den Abschnilien des Durchmessers, und 2) jede
Sebne ist die mittlere Proportionale zwischen dem Durchmesser und dem
anliegenden Abschnitte desselben.

§ 107.  Zwei Dreiecke ABD und AEC. weZche einen gleichen
Winkel A haben, verhalten sich wie die Produkle der Seiten, die
den gleichen Winkel einschliessen.

E Zieht man BC, so verhilt sich (§85,5) A\ ABC

B :/\ ABD = AC : AD, und /\ AEC : /A ABC = AE":

‘ AB. Multiplicict man beide Proportionen mit einander und

AL N lasst das gemeinschaftliche Glied /\ ABC weg, soist AEC
it : ABD = AC X AE : AD X AB. .

§ 108. Aehnliche Dreiecke verhallen sich wie' die -Qua-
drate ihrer homologen Seiten.

Bs sei der 2 A = a, 2{ B, =b. . Nun
ist (§107) ABC : abc = AB X AU, uab >Cae;

¢
K ferner ist wegen der Aehulichkeit der Dreiecke AB
TR e ab == AC : ac.’ Multiplicirt man ‘diese’ Proportion
. b mit der offenbar richtigen AC : ac = AC :-ae; So

erhilt man AB X AC : ab X ac = AC? : ac? folglich auch ABC : abe
= AUS e~ :

§ 109, Aehnliche Vielecke ABCDE “und abede” sind aus
emer gleichen Ansahl dhnlicher und iibereinstimmig liegender Drei-
eckel susammengesetst.

Zield man aus. den dhnlich liegenden Winkelspitzen
A und a die Diagonalen AC, AD, ac ad, so zerlegt man
5D beide Vielecke in gleich viel Dreieccke. Wegen Aehnlichkeit
e der Vielecke st > B =:'b und AB : ab"=="BC e,
folglich A\ ABC oo abe (§100), und deshalb
, 2L BCGA = hea, und BC : be == CA.: ca, und, weil
74 2¢ BCD = bed, und BC : be .. €D .: cd, 80 ist
2¢ ACD = acd,und CA : ca- CD: cd, also /\ ACD o0 acd.
Auf diese Weise kann man die Aehnlichkeit aller

Dreiecke, beweisen.

§ 110, (Fig. § 109). Wenn zwei Vielecke aus einer gleichen
Ansahl dtnlicher und dibereinstimmiq liegender Dreiecke zusammen—
- gesetzst sind, so sind sie dhnlich,
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~ Wegen Aehnlichkeit der Dreiecke ist 20 B -2 b, 20 BCA — bea,

2( 'ACD = acd, lalso auch >{ BCD == bed, und ebenso ist 2 CDE = cde

u. s. w. Ferner ist AB r ab — BC : be (= CA : ca) =.CD : cd/(=
DA : da) = DE : de u. s. w., also sind die Vielecke dhnlich (§ 80).

§1111. (Fig. 109). Die Unmfinge zweier: dhnlicher Vielecke

ABCDE wund abcede verhalten sich wie zwei beliebige homologe Sei-
ten derselben; ihre Flichen aber wie die Quadrate dieser Seiten.

1) Da wegen Aechnlichkeit der Vielecke AB : ab== BC : he = CD :
c¢d = DE : de — AE ¢l ae, 'so (verhilt/sich- anch AB:4- BC 4 CD ...,
d. h.. Umfang ABCDE zu ab -+ be + cd ... d. h. Umfang abcde, wie
z.B. AB : ab. 2) Wegen Aehnlichkeit der einzelnen Dreiecke hat man
(§ 108) ABC : abc — AB? ; ab?2 = AC? ; ac? und ebenso ACD :acd =
AC2? : ac2, also .auch ABGC, : abc == ACD. : acd. Anf gleiche Weise ist
ACD : acd — ADE : ade, folglich verhiit sich auch ABC -+ ACD 4 ADE,
d. h. Vieleck ABCDE zu abc - acd 4 ade, d. h. Vieleck abcde, wie ABC:
abe, also auch wie AB2 : ab2. . ; ;

§ 112. ' Wenn die homologen Seiten wvon drei
. dhnlichen Figuren 'y, x; 7 den drei Seiten eines recht- &
winkligen  Dreiecks ABC gleich sind, so ist die Figur A ‘—%C
z iiber der grossten Seite so gross, als die Figuren x A
und y iiber den' beiden andern. Seiten zusammen  ge-

nOMinmen. 5

Denn (§ 141) z : x : y — AC2 : AB2 : BC? also z : x + y —
AC2 : AB? 4 BC2, und weil AC2 = AB2 - BC2 (§ 89), so ist z =
X 1 V.

§ 113.  Wenn zwei in einem Punkte A sich
sehneidende géerade  Linien von eimer Kreislinie in je g="—)
zwei Punkten B wund C, D und E geschnitten werden;
so sind “die Entfernungen ihres' Durchschnittspunktes A ¢ =X
von. den Durchschuittspunkten mit  der. Kreslinie ver- n
kehrt - proportionirt, so. dass AB : AD == AL : AC. EB

Der Punkt A kann  ausserhalb oder innerhalb des Kreises liegen.
Zieht man BE und CD, so ist /\ ABE oo ADC (weil 2C A=A und 2
E = C nach § 60), also ist AB : AD = AE : AC.

Zusals. . Das Rechteck AB X AC ist dem Rechteck AD < AE
gleich. ;
§ 114. Die von emem Punkte A oausserhalb
eines Kreises an letzteren gezogene Tangente AB st die
mittlere Proportionale zwischen der von demselben Punkte
usgehenden Secante AC und threm  ausserhalb liegen-
den Stiicke AD.
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Zieht man BC und BD, so ist /A ABD co ABC (denn 2{ A — A,
26 ABD == C nach § 61 und §59), also AC : AB — AB : AD oder AB?
= AC < AD.

§ 115.  Wird ein Winkel A eines Dreiecks
ABC halbirt, so ist das Produkt der den Winkel A
einschliessenden Seiten demn Produkte aus beiden Ab-
schnitten BD und DC der - gegeniiberliegenden Seite

und dem Quadrate der Halbzmngslzme AD gleich, also
AB % AC == BD X DC 4~ AD2.

Man beschreibe um das /\ ABC einen Kreis, verlingere AD bis
zur Peripherie in E und ziehe CE, so ist /\ ABD oo ACE (denn 2L BAD
— CAE, 2 B — E nach § 60, 1), also AB : AE — AD: AC oder AB
X AC = AE X AD — (AD - DE) X AD — AD2 - DE X AD.
Ferner ist (§ 113, Z.) DE X AD = BD X DC, folglich AB X AC =
AD2 -+ BD X DC.

A § 716. In jedem Dreieck ABC ist das Pro-

B ! dukt aus zwei Seiten” AB und AC gleich dem Produkte

aus dem Durchimesser CE des wmgeschriebenen Kreises

B ¢ und dem auf die dritte Seite aus der gegeniiberliegenden
w Winkelspitze gefiillten Perpendikel AD.

Zieht man AE,: so ist 2L ADB = EAC (§ 60, 2), 2L E = B
(§ 60, 1), also /\ ABD oo AEC, folglich AB : CE — AD : AC oder AB
X AC = CE X AD

Zusats, Multiplicirt man die letzte Gleichung mit BC, so ist AB
AD X BC

XAC;":BC:CEXADXBC="—‘2———X 2CE=AABC
= Xgi(;x e = /\ ABC, d. h. das Produkt aus
den drei Seiten eines Dreiecks ist gleich dem Produkte
aus seinem Flicheninhalte und dem doppelten Durchmesser
des umschriebenen Kreises, und der Flicheninhalt ecines Drei-
ecks wird erhalten, wenn man das Produkt aus seinen drei
Seiten durch den doppelten Durchmesser des umschriebenen
" Kreises dividirt.

§ 117. (Fig.§ 76). Der Flicheninhalt eines Dreiecks ABC ist

glezch dem Produlte seines Umfanges in den halben Radius des ein

geschriebenen Kreises.

Die Dreiecke AGB, AGC, BGC haben den Radius des eingeschrie-
benen Kreises zur gememschaﬂhchen Hohe; die Summe dieser Dreiecke,
d. h. der Inhalt des /\ ABC, ist also glﬂch den Grundlinien AB, AC, BC
multiplicirt mit %, GD.

X 2CE, oder

-
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§ 118.  In einem dem Kreise eingeschriebenen Viereck ABCD
‘ist das Produkt der Diagonalen gleich der Summe der Produkte
der gegeniiberliegenden Seiten, also AC X BD = AD X BC + AB X CD.

Man mache -den Bogen CE == AD und ziehe BE,
so ist 2L ABD == CBE und_ 2 ADB =BCA (§60), also
/\ ABD oo BCF, folglich AD : CF = BD : BC oder AD
WeBC = U X BD. Ferner ist > ABE — DBC (weil
Bogen AE == Bogen CD), und 2. BAC == BDC, also !
/\ ABF oo DBC folglich AB': BD == AF : CD oder
AB X CD = AF X BD. Die Addmon beider Resultate
giebt AD X BC 4 AB X €D — CF X BD 4= AF X
BD — (CF -4 AF) BD — AC X BD.

V. Aujfgabden.

§ 119. Eine gegebene gerade Linie AE in mehrere Theile
zu theilen, die entweder sich verhalten, wie gegebene Linien, oder
einunder gleich sind.

1) Man ziehe durch den Endpunkt A der AE
eine unbestimme Gerade FG, und trage auf diese die
gegebenen Linien FH, HI, TK und KG nach einander o
auf, ziehe GE, und aus K, I HParallele zu GE, sover- * s~—y5——¢ 9 %
halten sich die Theile der AE wie die gegebenen Linien (§99) 2) Um AE
etwa in vier gleiche Thexle zu theilen, trage man auf die unbestimmte Ge-
rade FG vier beliebig grosse, aber gleiche Theile auf, verbinde den End-
punkt des vierten Thells mit E, und verfahre wie vorhin.

§ 120. Zu drei gegebenen Linien a, b, ¢ die vierte Pro-
portionale zu finden.
Auf ‘den Schenkeln eines beliebigen Winkels A ',

nehme man AB = a, BC = b, AD = ¢, zieche BD und s R

aus G die CE ! BD, so ist DE die gesuchte Proportionale.

Denn es ist (§ 04) AB : BC = AD : DE oder a : b — o ™50 8
: DE.

§ 121. Zwischen swei gegebenen Linien m und n die mitt-
lere Proportionallinie zu finden.

Auf einer unbestimmien Geraden nehme man R :
AB = m, BC == n, beschreibe iiber AC als Durch- AT T\
messer einen Halbkreis, so ist die in B auf AC er— / Fah,
richtete und bis zur Peripherie verlingerte Senkrechte .L\L;ﬁ,_ki"_._'ﬁc

BD die gesuchte Proportionale, weil (§ 106 1) AB:BD It
== BD : BC oder m : BD = BD

n. e

Eine andere Auflisung ist folgende. . Man ’:‘1{
schneide von der grissern Linie EG — m ecin Stiick Fé/ \
EF = n ab, bPSChI‘elb(‘ iiber EG einen Halbkreis, und e o

= 3
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ziehe aus F die FH | EG, so ist EH die gesuchte Proportionale, weil
(§106, 2) m : EH — EH : n.-

§ 122. Eine gegebene gerade Linie AB nach dem dussern
und mittlern Verhiltnisse su theilen, d. h. so in zwei Theile zu
theilen, dass der grossere Theil die mittlere Proportionale zwischen
der ganzen Linie und dem kleinern Theile sei.

N 1/,AB, beschreibe aus E mit EB einen Kreis, ziehe aus A
.7 | durch E die Gerade AF, und beschreibe aus A mit AD
R Dl den Bogen DC, so ist C der gesuchle Theilungspunkt.
i€ E Denn weil AB eine Tangente ist, so hat man (§ 114)
AF : AB = AB : AD, also auch AF — AB : AB = AB — AD . AD,
oder AF — DF : AB = AB — AC . AC, soder AC : AB = BC : AC,
oder AB : AC = AC : BC.

Zusals. Die Secante AF wird in D nach dem &ussern und mili-
lern Verhiltnisse getheilt. Denn, weil AB=DF, so ist AF : DF = DF : AD.

/‘\\ Man errichte auf AB in B die Senkrechie BE .=

§ 123. Durch einen gegebemen Punkt D, der innerhalb
eines gegebenen Winkels ABC liegi, eine Linie (AC) zwischen
seinen Schenkeln so zu zichen, dass sie durch dem Punkt D hal-
birt wird.

Man ziehe durch D die DE || CB, mache EA = BE,
und ziehe durch A und D die AC, so ist dicse die gesuchie

Linie. Denn es ist (§ 94) AE : EB = AD : DC, und weil
AE = EB, so ist auch AD = DC.

§ 124 Ein gegebenes Parallelogramm AC, oder ein ge-
gebenes Dreieck ABC in ein Quadrat zu verwandeln.

2 1) Man suche zwischen der

I"‘“ Grundlinie AB und der Hohe DE des

. Parallelogramms AC die mittlere Pro-

B T ‘& portionale FG, so ist das Quadrat von

FG gleich dem Parallelogramme AC,

indem AB : FG = FG : DE oder AB . DE = FG2? ist. 2) Nimmt man

bei der Verwandlung des Dreiecks zwischen seiner Grundlinie AB und der

halben Hohe CE die mittlere Proportionale, welche FG sei, so ist diese die

Seite des gesuchten Quadrats, weil AB:FG =FG: 7,CE oder ,AB . CE
=9FG2-ist.

§ 125. Ein Rechlieck, dessen zwei ungleiche Seiten m und
n gegeben sind, in ein anderes Rechteck zu verwandeln, von welchem
eine Seite p gegeben ist.
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Man suche zu p, m, n die vierie Proportionale x, so ist das Rechi-
eck, welches die Seiten p und x hat, das gesuchte, weil p : m = n : x,
also px = mn ist.

§ 126. Das Verhiiltniss zweier Rechiecke, deren Seilen
m nnd 1, p und q gegeben sind, in Linien anzugeben.

Man suche zu n, p, ¢ die vierte Proportionale x, so ist das Ver-
hilltniss der beiden Linien m und x dasjenige der beiden Rechtecke. Denm
weil n : p = q : x, oder pg = nx, s0 ist auch mn : pg = mn : nx
w5 M3, X

Zusals. Um das Verhiltniss der Quadrate iiber zwei gegebenen
Linien m und n in Linien zu finden, suche man die vierte Proportionale x
zu m, n und n; alsdam ist m? : n® = m : X

§ 127. Das Verhdltniss des Produkis dreier Linien a, b,
¢ zum Produlite dreier andern Linien P, q, v in Linien anzugeben.

Man suche zu p, a, b eine vierte Proportionale x, und zu e, q, r
eine vierte Proportionale y, so werden sich x und y wie die Produkte abe,
und pqr verhalien. Denn weil p : a = b : x, 50 ist ab == px, also auch
abc = cpx, Da ferner ¢ : ¢ = r : y, also qr = cy, s0 ist auch pqr
== cpy; folglich ist abe : pgr —= ¢px : cpy == X * V.

§ 128. Ein gegebenes Vieleck ABCDE in ein Dreieck su
verwandeln, :
Man schaneide durch die Diagonale EC ein /\ CDE »e ..

ab, ziehe durch D die DF | CE bis zum Durchschnitts- (s
punkie F.mit der verlingerten AE, und ziehe CF, so ist /\ EF—
CDE = CEE (§82. Z.), und legt man jedes dieser Drei-
ecke zum Viereck ABCE hinzu, so ist ABCDE = ABCF.
Auf dieselbe Weise kann man ferner das Viereck ABCF in

ein Dreieck verwandeln.

Zusats. Da man jedes Vieleck in ein Dreieck, und dieses in emn
Quadrat verwandeln kann (§ 124), so lisst sich auch jedes beliebige Viel-
eck in ein Quadrat verwandejn.

§ 129. - Ein Quadrat zu seichnen, welches der Summe
oder der Differens zweier gegebenen Qugdrate gleich ist.

Man construire ein rechtwinkliges Dreieck, von welchem beide
Katheten, oder die Hypotenuse und eine Kathete den Seiten der gegebenen
Quadrate gleich sind, so wird im ersien Falle das Quadrat éber der Hypo-
tenuse der Summe, im zweiten  Falle das. Quadrat iiber der andern Ka- .
thete der Differenz der gegebenen Quadrate gleich sein (§ 89, § 90).

Zusatz. Man kann auf diese Weise ein- Quadrat finden, welches
der Summe einer beliebigen Anzahl von Quadraten oder Vielecken gleich ist.
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§ 130. Ein Quadrat zu zeichnen. welches sich zu einem
gegebenen Quadrate P2 verhdll, wie die Linic m sur Linie n.

A Man mache eine Linie DF == m, ihre Ver-

' . lingerung FE = n, beschreibe iiber DE einen Halb-
v ' - kreis, errichie auf DE in F.dic Senkrechte FA, ziche
D . die Sehne AD und AE, welche man nothigenfalls ver-

lingern kann, mache auf AE die AB der Seite P des
gegebenen Quadrals gleich, und ziche BC || ED; so ist AC die Seile des
gesuchten Quadrats. Denn es ist AD': AE'="AC :-AB oder AD2': AE?
— AC?2 : AB2, und weil (§90,3) AD? . AE?2 — m : n, so ist auch AC?
: AB2.— m :.n oder AC%: P? == m : n.

§ 131. (Fig.§109). Ueber einer gegebenen Linie 2b ein
Vieleck. zu beschreiben, welches einem gegebenen Vieleck ABCDE
dhnlich sei. ' 129 \

"“Man ziehe die Diagonialen AC und AD, mache im Punkte a den 2
baw = BACyin b den 2C abe = ABC, so isi. /\ abc 0o ABC3 eben so

zeichné man auf -ac ein’ /A racd oo ACD: u.. s, w.y alsdann ist- abede 00
ABCDE!(§ H10). , i et

§ 132. Wenn swei, dhnliche Figuren gegeben sind,. eine
dritte dhnliche Figur zu beschreiben, welche der Summe oder Dif-
ferenz der beiden ersten’ gleich ist.

Man beschreibe ein rechiwinkliges Dreieck, in welchem eine Ka-
thete einer Seite der einen Figur, die andere Kathete oder die Hypolenuse
einer homologen” S¢ite”‘der andern Figur oleich’ ist, so' wird man (§ 131)
iiber der Hypotenusé' oder iiber der andern Kathete eine’ Figur beschreiben
konnen, welche ciner jeden der zwei gegebenén ihnlich und (§ 112) ihrer
Summe oder ihrér’ Differenz gleich ist.

§ 133. Eine Figur su beschreiben, welche einer ‘geyebenen
dhnlich. ist, und sich au il verhilt, wie,. sich swei gegebene Linien
m und-n-verhalten.: Spalea Nyt o e et q

Bedeutet a eine Seite der gegebenén Figur, und x eine homologe
Seite der gesuchten Figur, .s0.-muss sein x2: a2y == m : ap(§ 141). Man -
muss daher_ein. Quadrat suchen (§130), welches sich zum Quadrat von a
verhdll, wie m zu n, und iber der Seite x des gefundenen'Quadrals eine
Figur beschreiben; welche der gegebenen ihnlich ist (§134). ©
ot § 134 1 Bine Figur zubeschreiben;welche! einer gegebenen
Figyur P d@hnlich und " einer’ andern, Q" gleich vst.. 2l
Man suche die Seile m desjenigen Quadrats, welches der Figur P,
amd die Seite n'desjenigen Quadiats, welches der Figur Q gleich ist, ferner
suche ‘mah zi m © wid einer Seile ab derRigur P -die' vierte Proportio-
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nale x. Beschreibt man nun iber x eine Figur F, welche der Figur P
shnlich ist, so wird diese zugleich der Figur Q gleich sein. Denn, weil
m:n = ab : x oder m2 : n? == ab? : x% und ferner P : F = ab? : x%
so ist auch m2 : n2 = P : F oder, weil m?2 = P, n2 = Q ist, P : Q =
P : F, folglich Q = F.

§ 135. Ein Rechteck zu beschreiben, welches so: gross ist
als ein gegebenes Quadrat Q. und dessen zwei anliegende Seiten
susammen einer gegebenen Linie AB gleich sind.

Man beschreibe iiber AB einen Halbkreis,
errichte aus irgend einem Punkie A der AB aufi ool

diese eine Senkrechte  AC, ‘welche der Seile des @ |
Quadrats Q gleich ist; ziehe durch Cdie CD | AB, A ! |

und ziche aus D die DE | AB; so ist das Recht- ¥
eck aus AE und BE das gesuchte. Denn es ist (§ 106) AE : DE — DE
1°BE, "dlso"AE "X "BE’——"DE2"="Q,

. Damit die Aufgabe moglich sei, darf die Seite des Quadrats nicht
grosser sein, als ’sAB.

§ 136. Ein Rechieck zu beschreiben, welches  so - gross
ist als ein gegebenes Quadrat Q. und dessen zwei anlicgende
Seiten um eine gegebene Linie AB von einander verschieden sind.

Man halbire AB in.D, beschreibe aus D ¢
mit DA @inen Kreis, errichte in A die Tangente ACT NE— ’—**l
gleich der Seite des Quadrats” Q, ‘und ziehe durch Kv \-\ Q|
C und D die CE; so ist das Rechteck aus CE und A\)j“ 3
L

OF “das gesuchte. "Denn es ist (§114) CE:AC =
AC : CF, also CE X CF=AC2=0(, und ausser-
dem ist CE.,— CF == AB. fon 18iY

§ 137, Das Verhdltniss 'der Seite  einesQuadrats zu der
Diagonale desselben zu finden.

Bs gei 'ABCD" ein“Quadrat und AC"dessen Diago- p

nale. Man verlingere AC “um' CF == CB, und beschreibe
aus € mit CB einen Halbkveis, der AC in E schneidet, dann &
: WIEE, Pe S e )
ist AE : AB = AB : AF (§ 114), folglich' AB-= 2 \/Eél//
Anggiotill, oAl AB P
und “weil AF :-‘2AB + AE ist, so ist AB — 2AB 1 AE,

1

= ’

. . § ey , - A AE
vels gesl). ég Substituirt!man in diesen letzten Ausdrack fiir X8 immer
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wieder den Ausdruck ———1—;—-, so entsteht der unendliche Keltenbruch
2+ v
pln
2+1"l AC  CE 4+ AE AE
2+ﬁ_—'..., und weil B R o g

] AC 1
folglich —— =1 +————-—f

AB
e 2 - « ¢ .ist, und dieser .Ketienbruch in’s

AC
Unendliche fortgeht, so lisst sich der Werth — L5 nur  nilierungs-~
£

weise in Zahlen darstellen, so dass also die Seite eines Quadrats mit der
Diagonale desselben incommensurabel ist, was wir auch schon frither (§ 90, 4)
auf eine andere Weise gefunden haben. Die Nédherungswerthe des Kellen-
bruches sind %, s, "ha, *Yae w. 5. w. Es verhill sich also die Diago-
nale zur Seite des Quadrats niherungsweise wie 3 zu 2, oder genauer wie
7 zu 5, oder moch genauer wie 17 zu 12 u. s. w.

Vi. Pon den regelmiissigen Vielecken und
der Ausmessung des Hreises nebst
Aufgaben.

§ 138. Regelmdssige Vielecke von gleicher Seitensahl sind
einander dhnlich.

Die Winkel zweier solcher Vielecke sind gegenseitig gleich, indem

L DL 4
(n l»— = 2 — —Rechte
n n

betriigt (§ 27). Da ausserdem die Seiten des einen, so wie die Seifen
des andern Vielecks unter. sich  gleich sind , also zu einander in: gleichem
Verhiltnisse stehen, so sind die Vielecke #hnlich (§ 80, 2).

§ 139.  Um wund in jedes regelmissige Vieleck ABCDE
lisst sich ein Ireis beschreiben.

Man beschreibe durch die drei Punkite A, B, C
einen’ Kreis, dessen Mittelpunkt O sei, und ziehe AO, BO,
CO... sowie aus O auf die Seiten des Vielecks die Senk-
rechten OF, OK... Da AB = DC, BF = CF (§47),
2{ ABF = DCF, 2 BFO = CFO, so muss das Viereck
ODCF 22 OABF, und. daker, OD = OA sein, so dass also
D ebenfallsin dem durch A, B, C gehenden Kreisumfange

in allen regelmissigen necken jeder Winkel
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liegt. Ebenso lasst sich zeigen, dass auch Punki E in demselben Kreisum-
fange liegt. Da-ferner alle Seiten AB, BC, CD... als gleiche Sehnen des
Kreises vom Mittelpunkte O gleich weit entfernt sind (§ 50), so muss der
aus O mit OF beschriebene Kreis alle Seiten des Vielecks beriihren.

§ 140. Zusitze. 1) (Fig.§139) Der Mittelpunkt O des um-
und eingeschriebenen Kreises kann auch als Mittelpunkt des Vielecks be-
trachtet werden. Alle Winkel wie AOB, BOC..., sind einander gleich, und
man findet die Grosse eines jeden, wenn man 4R. durch die ‘Seitenzahl
des Vielecks dividirt. 2) Um ein regelm. Vieleck in einen gege~
benen Kreis zu beschreiben, muss man den Kreisumfang in
so viele gleiche Theile theilen, als das Vieleck Seiten haben
soll, weil auch die Seilen des Vielecks als Sehnen des Kreises gleich sind
und aus der Congruenz der Dreiecke AOB, BOC.., die Gleichheit der
Winkel des Vielecks folgt.

§ 11. In einen Kreis die reglm. Vielecke von 4, 8,16...
Seiten einzuschreiben.

Man ziehe zwei Durchmesser AC und BD senkrecht B
auf einander, und verbinde ihve Endpunkte durch gerade :
Linien, so ist ABCD ein Quadrat, Denn wegen der Gleich-
heit der Winkel um E sind auch die Sehuen AB, BC. .. gleich, AKC
und ausserdem sind die Winkel ABC, BCD... rechte (§ 60, 2).
Halbirt man die Bogen AB, BC..., so erhilt man das ein-
geschriebene regelm. 8eck, durch weitere Halbirung der Bo-
gen das regelm. 16, 32... eck.

Da /\ ABE rechiwinklig und gleichschenklig ist, so ist ABZ =
AE2 4 BE2 = 2AE2, also AB2 : AE2 == 2 : 1 oder AB : AE = V2
1, d. h. die Seite des Quadrats verhilt sich zum Radius des umschriebenen
Kreises wie }/2 zu 1. Ist dabher der Radius == 1, so ist die Seite des
eingeschrichenen Quadrats = J/2.

§ 142. In einen Kreis die regelm. Vielecke von 3, 6,12...
Seiten einzuschreiben.

Man trage den Radius AO sechs Mal als Sehne in
den Kreisumfang ein und verbinde die Theilungspunkte
A, B, C... durch gerade Linien, so ist ABCDEF das ein-
geschriebene reglm. Sechseck. Denn im gleichseitigen A\ °
AOB ist jeder Winkel = %R = 4R, also ist der Centri-
winkel O der sechste Theil der vier um den Mittelpunkt
herumliegenden rechten Winkel, mithin der Radius die Schne des sechsten
Theils der Peripherie. Man findet ferner das eingeschriebene reglm. Dreieck,
wenn man im reglm. Sechseck eine Winkelspitze um die andere durch ge-
rade Linien verbindet. Die Sehne des Bogens /,AB ist die Seite des
reglm. 12ecks u. s. w.

Bc
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Denkt man sich CO und die Seite AC des regelm. Dreiecks ge~
zogen, so ist das Viereck ABCO gleichseitig und daher ein Parallelogramm

(§39), folgliclt st (§93) AC? - BO? = AB2 4 BC2 4 CO2 |- OA*
oder AC2 = 3402, folglich AC2 : AQ2 = 3 : 1 oder AC : A0 = }/3:

1, d. h. die Seite des regelm. Dreiecks verhilt sich zum Radius des um-
geschriebenen Kreises wie 1/3 zu 1. Ist also der Radius gieich 1, so ist
die Seite des eingeschr. Dreiecks = 1/3.

§ 143.  In einen Kreis die regelm. Vielecke von 3, 10, 20. ..
Seilen einzuschreiben.

Man ' beschreibt das regelm. Zehneck, wenn man das
grossere Stick CD des nach dem iiussern und mittlern Ver-
hilltnisse getheilten Radius (§ 122) zehn Mal in den Umfang
hereintriigt. Denn ist AB == CD und zieht man CB und BD,
so ist nach der Construction AC : CD = €D : AD oder AC
: AB = AB : AD, folglich, weil ausserdem 2 q gemein-
schaftlich ist, /\ ABD co ACB (§ 100), also 2 z = X, und weil N\
ACB gleichschenklig ist, so ist auch /\ ABD gleichschenklig, also BD "=
AB = CD. Folglich ist p = ¢, y = x = 2, und weil (§25,6) p =
X 4+ y'= 2x, so ist auch q = 2x. Da ferner im /\ ACB (§24) x
y 4+ 2z + q = 2R oder x 4+ x 4 x,+ 2x = 5x = 2R, so ist x =
YR == %R, also der dem X X entsprechende Bogen AB der zehnte
Theil der Peripherie, und somit ist AB die Sehne des regelm. Zehnecks,
Wenn man im regelm. Zehneck eine Winkelspitze um die andere verbindet,
so entsteht das regelm. Fiinteck. Durch Halbirung des Bogens AB gelangt
man zum regelm. 20eck u. s. w. ;

o I

. § 144. Zusats. Trigt man in den Kreisumfang von einem Punkte
nach Iderselben Richtung sowol die Seite des reglm. 6 ecks, als die Seile
des regln, 10ecks als Sehnen ein, so ist der Unterschied der entsprechen-
den Bogen der fiinfzehnte Theil des ganzen Umfangs, indem Y — Y
= 1 ist. Mann kann also auch die reglm. Vielecke von 15
30, 60... Seiten in den Kreis einschreiben.

§ 145. Ein Vieleck um den Kreis zu beschreiben, welches
einem eingeschriebenen regelm. Vieleck dhnlich ist, und umgekehrt :
wenn “das umschriebene regelm. Vieleck gegeben ist, das einge-
schriebene zu finden.

1) Es sei abcde das gegebene regim. Vieleck
im Kreise. In der Mite F, G, H... der Bogen ae,
ab... ziehe man Tangenten AE, AB..., so bilden diese
das verlangte umschriebene Vieleck ABCDE.  Denn,
weil 0G sowol auf AB als auf ab senkrecht steht
(§ 48,1),s0 ist AB | ab, und ebensc BC || be u. s. w.
Es ist also erstlich ABCDE mil abede gleichwinklig
(§37). Ferner sicht man leicht, ‘dass die drei Punkte
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0, a, A, in gerader Linie liegen, weil (§23) A\ AOF = AOG (indew
A0 — AO, OF = O0G, 2L F — R = G), also 2 FOA = GOA ist, so
dass also OA durch die Mitte a des Bogens FG gehen muss. Eben so ist
ObB, eine gerade Linie u. s. w. Nun ist (§94) AB : ab (= BO : bo)
— BC : be..., also sind zweitens die Seiten beider Vielecke einander pro-
portional, woraus folgt, dass ABCDE oo abede ist. 2) Ist das regelm-
Vieleck ABCDE gegeben, so darf man nur OA, OB, OC... und die Sehnen
ab, bc... ziehen, um ein #hnliches eingeschriebenes Vieleck abcde zu er-
halten. Man finde ibrigens dieses auch durch die Verbindung der Beriih-
rungspunkte F, G, H u. s. w. ¢

Zusatz: Es lassen sich um einen Kreis alle reg'elmia's-
sigen Vielecke heschreiben, welche in demselben beschrieben
werden konnen, und umgekehrt.

§ 146. (Fig.§145). Der Flicheninhalt eines reglm. Viel-
ecks ABCDE ist gleich dem halben Produlte aus seinem Umfange
in den Radius OG des eingeschriebenen Kreises.

Es ist /\ AOB = Y, AB X 0G, /\ BOC = BC X OHu. 5. w.,
also die Summe aller Dreiecke, d. h. das Vieleck ABCDE = '/, (AB +-
BC +...) OG, d. h. gleich dem halben Produkte aus dem ganzen Umfange
ABCDEA “in den Radius des eingeschriebenen Kreises.

Zusatz. - Der Radius des eingeschriebenen Kreises ist die Senk-
rechte aus dem Mittelpunkte auf eine beliebige Seite des reglm. Vielecks,
und wird Apothem genannt,

§ 147. Die Umfinge zweier regelm. Vielecke von gleicher
Seitensahl, ABCDEF und abcdef, verhallen sich, wie die Radien
der umschriebenen oder eingeschriebenen Kreise, ihre Flichenin-
halte aber wie die Quadrate dieser Radien.

1) Da die Vielecke einander @hnlich sind (§ 138),
so verhalien sich ihre Umfinge wie AB : ab (§ 111).
Nun seien OA und oa die Radien der umschriebenen
Kreise, ferner die Radien der eingeschriebenen Kreise OG
und og senkrecht auf AB und ab. Dann ist /\ AOB co
aob (weil der 20 A ==a, 2{ B ==b, indem diese Winkel
die Hilften von den gleichen Winkeln der Vielecke sind)
und /\ AOG oo aog (S 98), folglich AB : ab = AO :
a0 = OG : og, also verhalien sich die Umfinge wie AO
. ao oder wie OG : og. 2) Die Inhalte der Vielecke
verhalten sich (§ 111) wie AB2? : ab? also auch wie AO2
: a02 oder 0G2 : og™

§/48. Eine nur nach einer Seile hin gekrimmie oder ge-
brochene Linie AB ist swischen zwei ikrer Punkie kirzer als jede

sie umschliessende wwischen denselben Punkien.
3*



: Man. versteht unter einer, pur nach der einen Seite
hin gékriimmten Linie eine solche, welche von einer Ge-
~ raden in nicht mehr als zwei Punkten geschnitten werden
kann. Wiire nun AB nicht kiirzer als alle Linien, welche sie
umgeben, so muss es unter den leiztern nothwendig eine
geben, als welche Idirzer keine andere ist. Es sei ACDEB
diese kiirzeste, umschliessende Linie. Zieht man alsdann zwischen heiden
Linien eine Gerade EF, welche die AB nicht schneidet, so ist EF << FCDE,
folglich auch AFEB << ACDEB. Es ist also die Annahme, dass ACDEB
die kiirzeste umschliessende Linie sei, nicht moglich, und mithin sind alle
umschliessenden Linien linger als AB.

§ 149. Sind zwei concenirische Kreise gegeben, so kann
man immer ein regelm. Vieleck in dem griossern beschreiben, des-
sen Seiten nicht den kleinern Kreis, ferner in diesem ein regelm.
Vieleck beschreiben, dessen Seilen michl den grissern Kreis er-
reichen.

Die Radien der coneentrischen Kreise seien
ca und cb. Man ziehe durch a die Tangente de,
welche den gréssein Kreis in d und e trifft, und
beschreibe in dem grissern Kreise eines von den
regelm. Vielecken, welche sich nach den vorher-
gehenden Aufgaben beschreiben lassen.  Durch fort-
geseizte Halbirung der zu den Seiten dieses Viel-
ecks gehirigen Bogen muss man nun zu einem Bogen, wie fhg, gelangen,
der kleiner ist als dbe; dann wird aber auch die Vielecks-Seite fg weiter
von ¢ abstehen, als de, und folglich kann das regelm. Vieleck, dessen Seite
_ Fgist, den kleinern Kreis nicht erreichen. Zieht man ferner ¢of und cg,
welche die de in m und n schneiden, so wird mn die Seite eines regelm.
Vielecks um den kleinern Kreis sein. Das umschriebene Vieleek. dessen
Seite mn ist, erreicht aber den grossern Kreis nicht, weil cm << of ist.

§ 150. Die Peripherien sweier Kreise verhalten sich wie
ihre Rudien oder Durchmesser.

— Wenn sich nicht verhielte Per. AB : Per, ab ==

" AB : ab, sondern Per. AB : Per. ab =— AB : ae, wo ac >
ab wire, so beschreibe man in dem Kreise ac ein regelm.
Vieleck, dessen Seiten den Kreis ab nicht erreichen (§ 149).
Bezeichnet man nun den Umfang dieses Vielecks dureh u
und beschreibt in dem Kreise AB ein dhnliches Vieleek,
dessen Umfang U sei; so hat man (§ 147) U : uw == AB:
ac, und da vorausgesetzt war Per. AB : Per. ab — AB : ac,
so folgt daraus Per. AB-: U = Per. ab : u, was unméglich
ist, weil (§ 148) Per. AB > U, wihrend Per. ab << u ist.
Da sich nun dureh ein #hnliches Verfahren beweisen lisst,
dass sich nicht verhalten konne Per. AB zur Per. ab, wie
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AB zu einem kleinern Radius als ab, so muss sich verhalten Per. AB :
Pezr.bgb = AB : ab. Hieraus folgt auch, dass Per. AB : Per. ab — 2AB
: 2ab.

Zusats. (Fig.§147). Die dhnlichen Bogen AB und ab
verhalten sich wie ihre Radien AO und ao. Denn es ist >¢
AOB : 4R = Bog. AB : Per. AQ und 2( aob : 4R == Bog. ab : Per. ao:
weil aber 2¢ AOB == aob (§80,3), so ist Bog. AB : Bog. ab = Per,
AO : Per. ao = AO : ao.

§ 151,  Der Flicheninhalt eines Kreises ist gleich dem
halben Produkte aus seiner Peripherie in den Radius, also Kreisfl,
CA = ",CA X Per. €A.

Denn wiire: 1/,CA nicht gleich der Kreisfl. CA,
sondern das Mass eines grossern Kreises, so sei
i,CAXPer. CA — Kreisfl. CB. ~Beschreibt man sun um
den Kreis CA ein regelm. Vieleck, dessen Seiten den
Kreis CB nicht erreichen (§ 149), und bezeichnet man
den Umfang desselben mit U, so ist (§ 146) der Inhalt °
des Vielecks = 1,CA 3 U.. Da nun Per. CA << U
ist (§ 148), so ist auch ',CA 7 Per. CA << '%,CA
X U, oder Kreisfl. CB << %,CA X U, d. h. der Kreis
CB ist kleiner als das innerhalb desselben liegende Viel-
eck. FEs kann -aiso nicht sein ',CA < Per. CA >
Kreisfl. CA. Wiye ferner ',CA > Per. CA das Mass
eines kleinern Kreises, so sei !/,CA X Per. CA =
Kreisfl. CD. Beschreibt man wie vorhin um den Kreis
CD ein regelm. Vieleck, dessen Umfang u sei, so ist der
Inhalt dieses Vielecks — '4,CD X u, und weil Per. CA > u und Radius
CA > €D, so ist /,CA X Per.. CA > Y,€D X u, oder Kreisfl. CD
> 1,CD X u, d. h. der Kreis CD ist grosser als das um ihn beschrie-
. bene Vieleck. Es kann also nicht sein ,CA < Per. CA%<T Kreisfl. CA.
Folglich muss sein 4CA X Per. CA = Kreisfl. CA.

§ 152 Zusatz. (Fig. § 149). Der Flicheninhalt eines
Kreisausschnittes fegh ist gleich dem halben Produkte aus
seinem Bogen fbg in den Radius cf.

 Denn (§58,2) fegh : Kreis ¢f = Bog. fbg : Per. cf, und weil
Kreis of = Yaef X Per. cf, so ist fcgb = Y;cf X Bog. fbg. .

§ 153, Zusats. Das Verhidlniss der Peripherie eines
Kreises zu seinem Durchmesser pflegt man durch @ zu be-
zeichnen, so dass also, wenn p die Peripherie eines beliebigen Kreises

- i ; p G
und r seinen Radius bedeutet, 1mmer2——]-_ = % ist,

Dieser Ausdruck fithrt auf die Formel p — 2rn, welche die Pe-
ripherie eines Kreises durch dessen Radius und durch die Verhaltnisszahl

@ ausdriickt,
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Selzt man in der Formel p = 2rm den Durchmesser = 1, so
enistebt p — , d. h. die Peripherie eines Kreises ist gleich m,
wenn dessen Durchmesser die Einheit ist.

§ 154, Zusailz. Bezeichnet F den Flicheninhalt, r den Radius
und p die Peripherie eines Kreises; so ist (§1451) F = 14pr und (§153)
p = 2, folglich ist F = r27, d. h. der Flicheninhalt eines Kreises
ist gleich dem Produkte aus dem Quadrate seines Radius in
die Verhiltnisszahl z.

§ 155. Zusats. . Wenn F und f die Flicheninhalle zweier Kreise,
4R und r ihre Radien vorstellen, so ist (§ 154) F=R?z und { — rm,
also F : f= R2:r2 d.h. die Flicheninhalte zweier Kreise ver-
halten sich, wie die Quadrate ihrer Radien.

Es ist (§ 152) in Fig. § 149 Ausschnitt fcgb : Ausschnill ocpa ==
yef X Bog. fg : Yyco X Bog. op, und weil (§150,2) Bog. fg: Bog. op
= cof : co, so ist auch fegb : ocpa = act X cf : Y520 X 00 ) =
cf? : co2, d. h. dahnliche Kreisausschnitte verhalien sich wie die
Quadrate ihrer Radien.

s § 156. Wenn der Inhalt eines regelm. eingeschriebenen
und umschriebenen necks gegeben ist, daraus der Inhalt des regelm.
eingeschriebenen und wmschriebenen 2necks zu finden.

Es sei AB die Seite des eingeschriche-

2 r nen n ecks, und die mit AB parallele EF die

/ Seite des umschriebenen n ecks. Zieht man CM

D ‘| AB, terner die Tangenten AP und BQ, endlich

- AM, so ist AM die Seite des eingeschriebenen,

und PQ = 2PM die Seite des umschriehenen

2necks und PQ = RPM die Seite des umschrie-

benen 2necks. Nun sei A der Inhalt des einge-

¢ schriebenen, B der Inhalt des umschriebenen n ecks,

ferner A’ der Inhali des eingeshriebenen, B'

der Inhalt des umschriebenen 2n ecks, dann ist (§ 85, 5) A : A' =

2n. A CAD:20./\ CAM—=/\ CAD : A\ CAM = CD : CM = CA : CE

— /N CMA : A.CME = 2n./\ CMA : 2n./\ CME = A’ : B, also
A'.A' = A.B, und daher A' — J/A.B.

Ferner ist (§85,5,§97) /\ GPM : /\ CPE = PM . PE = CM
:CE=CD:CA =CD:CM = /\ CAD : /\ CAM = A : A’, also
CPM : CPM -~ CPE = CPM : CME = A : A 4 A’, da aber CMPA oder
2CPM : CME = B' : B, so ist Bt : B = 2A : A + A’ also B' =
2A.B

A4+A :
§ 157. Das Verhiltniss n der Peripherie eines Kreises
zu seinem Durchmesser niherungsweise su finden,

Selzt man den Radius == 1, so ist der Inhalt des eingeschriebenen
Quadrats = 2 (indem seine Seite = }J/2 ist § 141) und der Inhalt des

M

B P
AVl
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umschriebenen Quadrats = 4. Wenn nun in den Formeln (§156) A =
2, und B==4 gesetzt wird, so ist das eingeschriebene Seck A’ = [/AB =
2A.B 16

8 — 28284271, und das umschriebene 8eck B' = E S
% & \ LA 5

= 3,3137085. Setzt man von Neuem A = 2,8284271 und B = 3,3137085,
so erhili man das eingeschriebene und umschriebene 16 eck u.s. w.  Féhrt
man auf diese Weise in der Rechnung fort, bei welcher sick die Werthe
der eingeschriebenen und umschriebenen Vielecke immer mehr néhern, so
werden sich, wie die Tabelle zeigt, die Vielecke von 32768 Seiten nicht
mehr in der siebenten Decimalstelle unterscheiden. Die 8 ersten Ziffern,
namlich 3,1415926, welche beiden gemein sind, werden den Inhalt des

Kreises ausdriicken, welcher immer zwischen dem eingeschriebenen und

umschriebenen Vielecke liegt. .
Zahl der Seiten. Eingeschriebenes Vieleck. Umschriebenes Vieleck.

2,0000000 4,0000000
8 28284271 3.3137085
16 3,0614674 3,1825979
32 3,1214451 31517249
16384 3,1415925 31415927
32768 3.1415926 31415926

Da der Inhalt eines Kreises gleich ist dem halben Produkte aus seiner Pe-
ripherie in den Radius, so ist 31415926 die halbe Peripherie, wenn der
Radius 1 ist; folglich ist das durch s bezeichnete Verhiliniss der Peri-
pherie zum Durchmesser = 3,1415926. :

Archimedes fand, dass = zwischen 3%, und 310/, liegt, so
dass also 3%, oder 2% der Zahl st schon sehr nahe kommt. Metius fand
den viel genauern Werth 355/ 13- Ludolph von Kdln berechnete @ bis
auf 35 Decimalstellen, und neuerdings hat man die Berechnung sogar bis
auf 530 Decimalstellen fortgefiihrt.



