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8[}!& Sweifel merden viele Freunde der Mathematte
mir datin beiftimmen, dag die in_neuern Jeiten fo febr
entwidelte Sabhlenlehre, neben den ubrigen mathematic
fhen Kenntniffen, allgemeiner verbreitet gu fein vers
Dient, .al8 fie bisher gervefen ift, und daf fie fid), durdh
ifre Gtrenge wie durdy ifre Klarheit, als SGegenftand
des mathematifdyen Unterrichtes gang vorguglich eme
pfiehlt. Dicfe Betradytung bevog michy gur Abfaffung
des vorliegenden Budyes, in weldem i) bemuilye gevoes
fen bin, Die Anfangsgrimde der Dhoberen Arithmetif,
gwar mit Kirze und Précifion, dody gugleichy auf eine
leidht fafliche Weife davzuftellen. Jndbem ich die Un.
terfuchungen tber unbeftimmee Aufgaben hiherer Grade
im Algemeinen bei Seite fetste, bin ich bei der Theorie
der quadratifchen Formen ftelyen geblicben, und felbft
in Besug ouf diefe habe ich nidht Alles ex{chopft, waé
bisher geleiftet worden. Jndeffen boffe iy, Ddafi 8
vemjenigen Lefer, weldyer fich mit dem JInbalte Ddiejes



Budyed vettraut gemadit hat, nidyt {hwierig fein wird,
aug den befannten Hauptwerfen Uber Sablenlelre fid)
teiter ju um‘ertid)ten; und ich fehe meinen Swed alg
vollig erceicdhe an, wenn ¢8 mir gelinge, dag Synteveffe
an Diefer Wiffenfhafe weiter gu verbreiten, und den
Unfang in derfelben su erleidytern,

Die beigefgte hiftorifhe Notiy wird Ddenjenigen
meiner Lefer nide unwillfominen fein, welde weniger
®elegenbeit haben, mit der Gefdhichte der Mathemati
fih vertraut gu maghen. : -
. Berlin im Juli 1831,

Der éBeffaffet.
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Cinleitung.

1, @rtlétung. €ine Sabl, welde blof durdy TWieders
folung der Cinbeit entfteht (cine Anjabl von Sinbeiten) heift
cine ganze Sabl.

2Bird die Einbeit in eine beftimmee Anzabl gleicher Toeile
getbeilt, fo ift eine Anzabl foldyer Tpeile eine geb o dyen e Zapl,

Die gangen und gebrochenen Jablen Heifen audy gemeins
fdaftlih vationale Sablen, weil fie in einem angebbaren Bers
paltnif gu Dder Einbeit oder den Ieilen derfelben fiehens
jede andere Sabl eifit ircational,

Dic lgebra befchdftigt fich mit der Sabl im Yngemeis
nen, die Arithmetit (Sablenlehre im engern Sinne) befdyrdntt
den Swed ibrer Unterfuhungen auf rationale und meift auf
ganze Bablen. Sie unterfdieidet die lesteen nad) verfdiedenen
Gefidytspuncten in Klaffen, lehrt die Eigenfdaften diefer Klafs
fen fennen, und endlich rvationale, meift fogar gange Sablen
finden, welde gegebenen Bedingungen Gendige leiften,

Die Aufldfung der gulest ervodhnten Yrt von Aufgaben
madyt denjenigen Theil der Arithmetit aus, welden man aud
die unbeftimmte Analyfid (analysis indeterminata) ju nens
nen pflegt. Der Grund diefed Namens liegt in dem Ums
ftande, dafi oft mebrere, ja fogar unendlidy viele verfdhiedene
gationale Bablen den Bedingungen dee Aufgabe geniigen.

2. Obgleidy im Folgenden die erften Clemente der Ariths
metit gdmlidy a8 Befannt voraudgefest werden follen, fo

Minding Avithmetit, ‘ 9l
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witd e8 dod) nidht dberfiiffig fein, nber die ganjen Sablen
cinige Sdpe mit ftrengen Beweifen voraudzufdhicden, weldye
die Grundlage der gefammten Arithmetif bilden,

Lebhrfas, Die Ordnung der Factoren eined Products
aud mebreren gangen Sablen ift fir dad Product gleidygiltig,

Beweid, DMan nehime juerft ein Product aus woei
Factoren a und b, fo ift leidyt cinjufeben, daf e Einbeiten
b mal gefest, diefelbe Sabl audmadien, wie b Cinbeiten a mal
gefest,  Denn man fdhreibe a Sinbeiten in ¢ine Horijontale
Reibe und wicderhole diefe Neibe b mal, fo bat man a.d Cin=
Deiten gefesst; sugleich aber ift bicrmit aud) eine Berticala
veibe von b Ginbeiten a mal gefest, alfo ift axb=10txa,

Soll fernee dag Product @b mit ¢ multiplicirt voerden,
fo Bat maen, indem man den fir 2 Factoren als glltig an:
etfannten Gag anwendet abxc=>baxc=cxab=cxba.
€8 ift alfo nur nadyuweifen, daff der Factor ¢ aud) in die
Mitte gefest werden dacfe  Man fhreibe die Sahl ¢ a mal
in eine Horigontalreibe und wiederhole diefelbe b mal, wie
folgendes Sdyema jeigt:

cccce

cccce

ccccece
fo ift tlar, daf man biermit foroob! die 3abl ¢ ab mal ge=
fet bat, al8 die Zabl ea & mal oder cb amal, alfo ift
exab=caxb=acxb, wad ju beweifen war.

Nun  nehmen wir an, der Sap fei fir » und weniger
al8 n Jactoren bewiefen, fo wird fid) ergeben, daf er audy
fur n-4-1 Factoren gelten muf,

Denn ¢8 feif P = abed.... klm ein Product aud
n Factoren, gifden welden cin neuer Factor z eingefchoben
werden mdge, fo daf Q=abec....z....lm ein Product
aud n--1 Factoren ift. Dad Product O 4t fih in die
beiden Factoren m und abe....z.... 1 jeclegen, von denen
der gweite aud n Factoren befteht, Auf dicfen 4t fid) alfo
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die Vorausfesung ded Saned anwenden, wodurd) man erhalt
abc...oz..l=abe....lz==abc....I1xz. Folglidh it

=abc....l1xzxm=mabe....Ixmxz=abec,...lmxz
=Pxz, alfo 0 =Pz, d. 0. an welder Stelle man aud
den neuen Factor z jwifdhen die Factoren von P einfehicben
mbdge, dad Product O ift immer das zfadje von P.

Da nun der Sap fiir 2 und 3 Factoren gile, fo gilt
e audy fir 4,5,6. u.f.vw. Factoren und alfo aligemein fiir
jede beliebige Anjabl von Factoren,

Bufas. Wird cin Product aud gangen Sablen durd)
cinen oder mefrere feiner Factoren dividirt, fo ift der CLuos
tient gleih dem Producte der fbrigen Factoren,

Sn einem Producte aud mebreren Factoren fann man
belicbige derfelben su einem eingigen Factor ded ganjen Pros
ducts verbinden,

3, 3t eine Babl @ ein Bielfadie8 von einer Fleineren
b, fo beift a durd) & obne Neft theilbar, oder fhlechtbin
theilbar, Die 3abl b ift alddang ein Factor von a.
Haben nun die beiden Jablen a und ? den gemeinfchaftlichen
Gactor B, fo bat aud) ifre Summe a-+b und ihre Diffes
teny a — b diefen Factor, wie leidyt cingufehen,

Gcfldrung., Bwei gange Sablen, weldhe aufer der
Ginbeit feinen gemeinfdhaftlidhen Factor Haben, beiffen relas
tive Primzablen.

gufas. Bwei in der Neihe der naticlihen Jablen
1,2, 3, 4,5, 6. u.f.v, unmittelbar aufeinander folgende,
find velative Primgablen; denn wdren die beiden Jahlen a und

a1 bdurdy eine dritte b beide sugleid theilbar, fo vodre

audy ibre Differeny 1 durch & theilbar; alfo fann der gemeine
fhaftlide Factor & nur gleidy 1 fein.

4, Gefldrung. Gine Babl, welde durd) feine Hei-
neve mit Audnabme der Cinheit ohne Reft theilbar ift, Geifit
elne abfolute Primyaht odee fhlechthin eine Primyabl,
eine einfadye Sabl.  Jede andere Jabhl beifit cine jufoms=

%2
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mengefeste und ift nothwendig ¢in Product aud Mereren
—‘prjmbab[em

,/' 5. Qephrfash. . Sind pwei Sablen @ und b durd eine
YPrimgahl p beide nidht theilbar, fo i)’t aady ibr Product axp
durdy p nicht theilbar,

Beweid, @ind beide oder ift nue eine der fejyg,
Rablen a und b grdfier ald p, fo fann man die dariy ent=
Baltenen Biclfadyen von p weglaffen, und ¢8 muf dag Vros
duct der RNefte, welde man mit o’ und o beseichne, o, &
p theilbar fein, wenn 8 dad Product ab ift. Deny s
gebe @ mit p dividirt, den Quotienten 2, und den Reft o
und b mit p dividirt, den Quuotienten m, Neft b’ Quﬁbam;
iﬁ'/ a=pn-}a’, folglid ab=pbn-ta'd, f°[8[id) 'l
durdh p theftbar, wenn ab 8 ift. RNun ift b =pm
alfo a’ b= pa'm--a’d/, alfo aud) a’ &’ durd) p t[)gilbqr‘\’
Man dividire mit dem Nefte o’ in die Zahl p, dev Quotient
fei q und der Neft o5 fo ift @ fleiner ald o’ uny
a’ g+ o, Multipliciet man diefe Gleichung mit b, o ;

iebt fid
2 ’ pb/ =a'b g4 "V

®a nun a’'d’ nady der Borausfesung durd) p heiltq
ift und pb/ offenbar ebenfalls, fo ift 8 audy dag ‘brobuc:\
&b, Dividitt man mit a/ in p, fo finde fich dex Reft qurs
und der Quuotient g7, fo daf
-~ p=a’qgFa” und " <a"
Multiplicict man voieder mit ¥, fo folgt:
pb! = a”b'q’-'l—a”’b',
und weil o1/, fo wie pb’ durdy p theilbar find, f, ift o

aud) /b, Uuf diefe Weife fortfabrend erhalt man tine

Reife von abnehmenden Bablen a’a”a’ etc., Welde fEmmg.

liy Bleiner al8 p und fo befhafien find, daf wenn arg.

p theilbar ift, audy a”?’, o™V’ .... vurd) p theilpq,

mifien. Da nun die abnehmenden pofitiven Bablen qr o0,

nothwendig ié auf O Berabfteigen miffen, fo MuB die 'f}a»te
Fé

fein

S
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-deefelben in p aufgeben, und da p eine Primpadl ift, fo fonn

diefelbe nur =1 fein. Folglih) mufs 1xd’ oder b durd) p
ofne eft theilbar fein, was aber ofienbar deshalb niche mdg=
fih, woeil nad) der Borausfegung b’ fleiner ift al8 p. Folg=
lify fann die Annabme, daf o’'b’ oder ab durd) p ohne Reft
theilbar fei, wabrend weder @ nody b durd) p tixilbar find,
ohne TWiderforud) nicht beftehens was ju beweifen war.

Bufas 1. Jede gufommengefeste Sabl (4t fid) nué
auf eine At in Primgablen gerlegen, vorausgefest, daf man
auf die Ordnung der Factoven feine Rucfidht nimmt.

Beweis, Dic Babl P fci ein Product der Primyablen
abed...., fo fann fie nidt durd) cine Primsahl p obn
RNeft getheilt werden, wofern nid)t wenigftend einer der Fac:
toren a, b, ¢, d dex Primsabl p gleidy ift. Wdre das Ges
aentbeil der Fall, alfo abcd durd) p theilbar, fo mufte ¢3
ciner der Factoren diefed Productd a oder bed fein, Tun
ift ¢8 a nidt, alfo muf bed durd) p theilbar fein, und da
b ¢ nidht ift, fo muf 8 cd fein. €8 ift aber weder ¢ nodh
d durd) p theilbar; folglidy ift Gberhaupt die Zafl P dard
p nidt theilbar.

gufah 2, Jede Babl ift entvocder eine Primgabl, oder
¢in Product aus mebreren Primgahlen. Sind alle diefe
Primpablen einander gleidy, fo ift die Fabl eine Potens ciner
Primpabl, wie 5. B. 9, 27, 81, und dergl. Sind diefe Prim=
gablen aber nidyt alle einander gleid), fo ift die Zabl im Als
gemeinen ein Product aud Potengen mebrerer ungleiyer Prims
gablens 3. B. 34.9%.72,

Begeihnet man alfo mit e, b, ¢, d ungleihe Primabe
fen, und mit e, 5, 7, § .... pofitive gange Exponenten, fo
ijt jede Babl ein Product wie: a*bferdi....

&ind alle Syponenten @, B, 7, 8.... der Cinbeit gleidy,
fo ift diec Babt abed.... ein Product ungleicher Primpablen.

Sind alle Exponenten @, £, y, J.... Biclfadye von
cinee und defelben Babl n, fo ift die Babl a=bior ... ¢
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Product aud n gleidyen Factoren, nemlich (a;.b-g.c:%....) R
und folglidh eine nte Voteny ciner andern ganzen Sahl.

&ind j. B, die Erponenten e, £, y.... alle grade, fo ift
die Babl a=bBer.... cin Quadrat; find fie alle durd) 3 theils
bar, fo ift die 3abl cine dritte Poteny oder ein Cubud u, f. f.

3ft einer oder mehreve dev Crponenten @, S, y, O...n
nidht dued) n theilbar, fo ift auch die Sabl A =abbc....
nidyt die nte Poteny irgend einer gangen Sabl

@oll cine Bahl AL=abPcr.... durd) eine andere
B=a%bf'cr ... theilbar fein, fo muﬁ nidit allein B nur
foldhe Primfactoren enthalten, die in & vorfommen, fondern
audy die Erponenten a’, &, ' diefer Primfactoren dirfen nidyt
grdfer fein, al8 die entfprechenden Erponenten a, 8, 7, . b.
o’ nidt grdfer ald e, u, 1. f.

Cin Product aus ungleiden Primfactoren ift daber durd)
fein Quuadrat theilbar.

Fheilt man ein Product aud ungleihen Primfactoven bes
liebig in jroei Factoren, fo fi nb diefe beiden Factoren telative
Primyablen,

6. Bufap 1. Sitceine re[atwe Primzabl gegen a, und
ab durd) c theilbar, fo ift & durd) ¢ theilbar,

Denn fest man den Q.uotienten a—?:q, foift ab=cq.
Sft nun c=menf.... wo m, n, u.f. f. ungleiche Primzab=
len find, fo muf b durdy m* theilbar fein, und weil @ den
Factor m gar nidht enthdlt, muf & denfelben, und ywar we=
nigftend auf der Poteny e enthaltens e¢ben fo muf b den
Gactor »® enthalten, u. f.f.

‘Bufapy 2, 3t cine Babl A durd) jede von gwei .velas
tiven Primjablen a und & eilbar, fo ift fie aud) duech ife
Product ab theilbac,

Beweis, RNad der Vorausfesung it A=.A4'a, A

A _Aa

¢ine gant Sapl; dividict man A mit b, fo fommt-——-—b—’

—_— Y -

cbenfall8 nad) der Borausfegung cine gange Jahl. Da nun
b relative Primgabl gegen a ift, fo muf 4/ durd) b theile \

bar fein, et man a!f& £=B, fo it £=Bab, durd ;_,’
ab theilbar, w. 3. b, w, o

7. "ufgabe. Den grdften gemcinfdyaftliden %dtm
gwoeier Sablen ju finden,

Nufldfung. €8 fei a die grdficre, b die Fleinere Babl,
man dividire mit b in a, der Quotient fei g, der Reft r, fo ift
a=bg-r.

Sﬁ nun f der grofite gemeinfdyaftlicdhe Factor von a und b,
fo ift aud) » durd) £ theilbar und £ der grdfte gemeins
fdaftliche Jactor von b und ». Denn gdbe b cinen grds
gieen gemeinfdaftlichen Factor von & und r, f/>>f, fo vodre
aud) a durdy £/ theilbar und folglicy /* gemeinfhaftlidyee
Gactor von a und b, was nidht der Fall ift. — Der grofite
gemeinfdaftlihe Factor des Divifors und Dividendud ift
alfo gugleich der grdfite gememfd)aft[ld)e Factor ded Divi=
fors und RNeftes,

€8 werde nun f mit‘?z'binibirt, der Quuotient feing’
der Reft v/, fo daf fid) ergiebt:

b=rq+r;
fabet man weiter fort, mit jedem gefundencn Refte r/ in den
vorigen P gu dividiren, fo erbdlt man
r o=y q// +rll
P = plt m+ru/ etc.

und £ ift der gemeinfdaftlihe Factor von a und b, b und
F, rURD 7, 2/ URD 14, ¢ umd p/, etc. Da nun die
Sablen 7, , r/, v eine abnehmende RNeibe bilden, fo Mup
man durd) Fortfebung ved angejeigten Berfabrend nothwen:
dig auf einen RMeft fommen, weldher in dem vorhergehenden
aufgebt, mit dem daber dad Berfabren fein Ende erveicht bat.
Diefer Reft ift der grdpte gememfd)afthd)e Gactor der Sablen
a und b
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Unmeel, St derfelbe 1, fo fInd die Geiden 8aten
celative Primzablen.

8. Crfldrung. 8wel gange Sablen a und 5, deren
Differeny durd) eine dritte ¢ (ohne RNeft) theilbar ift, Beifien
congruent nacdh) dem Modul (mnodulus) ¢. Dag Beithen
ber Gongrueny (rveldyed, nebft dem Namen, suerft von Gay
in den Disquisitionibus Ayithmeticis eingefibrt Wurde) ; t
=, &8iftalfo . B, 17=3, mod.7,8=-3, mod, 11, Weif
17-3=27, 8~ (-3)=11, +24=0, mod. 12, —15._,
mrod. 5, etc. . ’

Bolgende Sdge, weldye die Theorie diefed Jeidheng
Balten, find leicht su begreifen.

a) 3t a=p, mod. ¢, und a=d, mod. c, fo ift augy
b =d, mod. c.

b) 3ft a=b, mod, ¢, e=g, mod. ¢, fo
a}e=0b+4z, mod.c, ynd a — e=b—g moq

c) 3ft a=1bp, mod. ¢, Und e=g, mod. ¢, ift oy
ae=bg, mod.c, Denp da a— =0, mod, e, b &
a—b durd) ¢ theifbar ift, fo ift aud) e(a —b) =0, o, b.
b b ea—edb=0, mod. ¢, eca==eb, mod. ¢, e ag ;ic,
pofitive oder negative ganze 3abl fein, Aud demfelben @run:e
it aud) eb = gb, mod, ¢, folglid) nad) a) ea=gp, mog ¢
W, § 6. 1, G,

3ft daber n cine pofitive gane Sabl, und a==p,
fo ift audy a® ==p?, mod. ¢, a®* ==5?, mod.c, {iber
a"=d", mod. q, §, B.16==5, mod. 11, 20=—2, 3, 11
16 x 20=— 10==1, mod. 11, 7==+-3, mod.4, 73§9’
mod. 4, u. f. w. . T

d) 3ft ¢ cine velative Primsadl gegen a uny ,

hia

it aug

-c.

od, g,
Saupt

>

. u
a==b, mod. ¢, a e ==bg, mod. ¢, fo ift aud) e=g, Ingq "
Da a==b, und e==¢, mod. ¢, f0 ift ae=1te, mod""
alfo aud) b¢==10g, mod, ¢, 0Dt be—bg==0 06

» In

Ulfo it b (e —g) durd) ¢ (obne Reft) theilbar, ypy 0:;";

R AN
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cine velative Primpadl gegen ¢ ift, fo Muf e—~g durd o
theilbar, d. 5. e=g, mod. ¢ fein,

e) Gind m und n gwei relative Primzablen, und a==5,
mod. m, a=b, mod. n, {0 ift aud) a="0, mod., mn. §. 6.

9. Bufap. Unter dem RNefte, weldhen eine pofitive
gange Sabl a durd) ¢ dividirt (46, verfteht man die Heinfte
pofitive Sabl r, welde von a abgejogen, die Differen; a— r
durd) ¢ theilbar giebt. Derfelbe Begriff At fich audy auf
cine negative 3abl ausdehnen. €6 gicbt nemlich immer eine
fleinfte pofitive Zabl », welde von — a abgejogen, die Dife
fereny —a—r, d. 0. die negative Summe — (a4-r) durd ¢
theilbar madit. Diefe Sabhl » beifit aud) Hier der Reft von
—a, nath dem DModul c. Laffen pwei Sablen a und &
nad) dem Modul ¢ gleide Refte, fo it a=2>, mod. c. Und
umgefebrt, it @==10, mod. ¢, fo laffen die Sablen o und 3,
durd) c dividirt, gleihe Refte.

3ft der Neft » von a grifer ald die HAlfte ded8 Mo-
duld ¢, fo ift »—c eine negative Sabl, die, vom Beichen
abgefeben, fleiner ift, al8 Fo. Fhbet man alfo aud) nega=
tive RNefte ein, fo fann man r—c ald den fleinfren Reft
von a, nad) dem Modul ¢ betradhten. Dev Fleinfte Neft
ciner 3000 @, nad) dem Modul c, ift alfo entweder pofitiv
oder negativ, aber immer fleincr als X c.

Cinige allgemeine ©dge uber abjolute und relative
Primgablen.
{10, fehefas. Die Anzabl ver abfoluten Veimgahlen ift
“:.unbe_g;_enjsg_ Um died ju beweifen, nebmen wir ded Gegentheil
an. @8 fei alfo die Anyafl dec Primjahlen begrent, und z
die legte Primjable  Alsdann mifte jere Jabl, die grdfer ift,
alé =, durd) cine dev Primyablen 2, 3,5, 7 .., .. bid =




b
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theilbae fein. €8 fei nun P=2.8.5.7....z glei®) dem
Producte aller Primyahlen von 2 bid sur angenommenen lepten
z, fo ift P41 exftend offenbar grofer, al8 jede der Primjah:
fen 2,3, .... 2 und durd) feine deefelben theilbar (§. 3
guf.). AUlfo ift P41 entweder felbft cine Primzahl, oder ed
giedt gwifdhen z und P+1 nodh andere Primzablen, durd) voeldye
P41 theilbar ift.  Sn feinem Balle abee ift z die leste Prim:
gabl, w. 5 b, w,

11. €3 giebt cin febr cinfacdhes Mittel, um alle Prim-
gablen von 1 an big ju einer gegebenen Grenge A durdy blofie
AusfchlieBung der sufammengefesten Jahlen zu erbalten. Man
fdreibe nemlich die ungrade Sablen von' 1 bid 4, 5 B. bis
39 in eine Meibe:

1.3.5.7.9.11.13.15.17.19,21.23.25 27 29.31.33.35.37.39,
fo ift in diefer MNeibe jede dritte Sabl von 3 an durdh) 3 theil-
bar, man fircide alfo alle diefe Sablen 9, 15, 21, u. f. f.,,
mit Audnabme der erften, 3, aud. Hierauf fireidhe man jede
5te Sal von 5 an qus, indem man jedody die fdyon audge=
ftrihenen Sablen immer mitzddit. Man fommt alfo unddft
auf 15, welde jedod) fhon ausgeftridhen ift, dann auf 25,
35, welde nod) nicht audgeftridhen waren. Eben fo verfahre
man mit 7, und ftreiche unter den Sablen 21, 35 ... . die=
jenigen, welhe nod) nid)t ausgeftriden waren. Da 9 und
aﬂc"ﬂelfad)\mfd)on ausgeftridhen find, fo ift ¢8 nidyt nd-
thig, die Bielfachen diefer Sabl ausjuftreihen. Man fabhrt
mit 11, 13 fort, dbergebt die fdhon ausgeftridhenen Babl 15,
u.f.w. Ale Sablen 1,3, 5,7, 11,13, 17, 19, 23,29, 31, 37,
weld)e nad) diefer Operation nody ftehen geblicben, find Prim:
gablen.
1.3.5.7.9.11.13.¥4.17.19.2¥.23.9/8.9$.20.31.38.85. 7. 3.
Bu diefen ift nod) die Primsabl 2 ju zablen.

Diefe Methode (dE¢ fih nodh dued) Anmoendung der fol-
genden Bemerfung ablivgen: Ift eine Zaphl A durd) feine
Primgafl von 2 bis ju der in Ouadratwurel aus 4 (VA)
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enthaltenen grdfiten Primgadl theilbar, fo ift fie felbft eine
Primgadl. Denn wdre die Sahl A4 jufammengefest, fo mifite
fie in diefem Falle wenigftens 2 Primfactoren enthalten, von
denen jeder grdfier wdre ald y.4, wad nidht mdglich ift.

Um alfo’ fdmmtlidhe Primgablen von 1 6is 4 ju finden, ift
die Ausfdliefung aller derjenigen ungraden Sablen hinreichend,
yoskde durd) feine dev Primgablen unter .4 theilbar find.

3n dem obigen Beifpiele braudit man alfo, um die Prims
sablen von 1 bié 39 u finden, nur die durch 3 und 5 theils
baren Sablen audjuftreihen, da das Quadrat der nddftfolz ~.
genden Primsahl 7 fhon grdfer ift als 39,

v 12, Huf 3abe. Boraudgefest, daf man die Primfactos”
ren der Babl A fenne, fo fol man die Angab! der relativen
Primzadlen gegen A finden, die fleiner find ald A.

Aufldfung. €8 fei 4 =a"bfcrd’...., wo a, B,
¢, dy .... ungleidye Primjablen und e, 8, 4, 9,....
gange pofitive Exponenten find, von denen feiner gleich Null ift,

Unter den Bablen von 1 bis £ find die folgenden

o 24, 3a, 4a, ... (2)a

durd) a theilbar; der Angafl nad) -‘g
€3 bleiben alfo durdy a untbheilbare Sablen 4 —% librig,

Unter diefen find die folgenden ﬁ
b, 25, 3b. ("’)

durdy & theilbar, ousgenommen Ddicjenigen, voeldye sugleidy
durcd) a theilbar find, nemlidy:
(ﬁ)ab

ab, 2ab, dab..
a
Bon bm durd) A nidyt theilbaren A-—-~ Bablen find

alfo =% 3ab[cn, weldye durd) b und nidht 5usl¢td) durdh
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a theilbar find, absujichen, und man echéle alfo
A A, A

A - — haknty

a b ab
Sablen, weldye weder durd) a, nod) durch b theilbar find.
Man fieht leicht, daB+die Anjahl diefer Jahlen fichy cinfacher

durdh die Formel . .
4(1—3)(t—3) i
auddricten (46t

Gahet man auf diefe TWeife fort, fo findet man, daf die
nzabl der Sahlen von 1 6id A, weldye weder durd) a, nody b,

o o theitae find, A(1— =) (1—+) (1—) betedat
-/ © Befide fidy nemlic) unter den Baflen von 1618 42,

mdd)a'furd)_ c theilbar find, lnter bi.éfcn giebt 8 aber foldhe,
die durd) a und b nidt theilbar find, fo viele al§ deren ivn

der Reibe 1, 2, 3, 4, 5, i:— vorhanden find, Die An:
gabl foldher betrdgt nad) der vorigen Formel
A 1 1
2(1—3) (1—5)- |
Diefe durdh c, nidt aber durd) a und b theilbaren Jah-
. , 1 1
fen méffen von den vorigen A (1 —--;—) (1-—7) Sahlen

abgesogen toerden, um dicjenigen Sablen untee 4 gu erbalten,
roeldhe wedex durd) a, nod) &, nod) c theilbar find. Died gicht

A (=)~ (=) (), o

A(1-2)(1~2)(1—2) s

Gine gany dbnliche Fovmel gilt fir cine gedfere Anjabl
von ‘Primyablen,

Beifpiel. Die Angahl desjenigen Sablen, voeldye Feis
nee find, als 360=22,32.5 und welative Primzaplen gegen

— 13 —
360, Getrdgt 360. 2"2“.3;‘.5’;‘=2=.3.1.2.4=96
Sablen,
o

13, Aufgabe. Die Unjabl der Sablen gu finden,
wcfﬂ)e fleinec a8 B, und durd) feine der ungleichen Primjahs
en a, b, ¢, d.... theilbar find. _

Aufldfung.. €8 foll im Folgenden die in dem QLuos

M .
tienten — enthaltene gange ahl durd) B, begeidnet werden.
Man wied beweifen fdnnen, daf Ba, = Bas, d. 5, die ganie
8akl, welde in dem Qiuotienten —2—" entbalten ift, ift gleich
der gangen Sabl in dem Quotientcn %.

G8 ftelle nemlich o/ den Meft vor, welder bei. der Divis
fion von B mit a bleibt, fo ift B==aB.--a’, und o’ pofis
tiv und fleiner ald a. o

St feener b7 der Neft, welder B, durh b dividiet, (4L,
fo it Ba==bBa, b, und b Heinee ald b, Ylfo ift
B=abBab+ab’+a’. ’

Run ift b/ Hddftend gleid) p—1, folglich nicht allcin
ab’ Heiner ald ab, fondern aud a(b/4-1) fleiner oder hddhs
ftend gleih ab. Da aber o' La, fo ift ab’+-a’Lad+a)
alfo i jebem Galle ab/o'< ab. Folglid) it 2232 ein iy

a

tec Brudy, und alfo B, die grdfite in dem Q.uotienten ;1%
entbaltene gange 8abl, ¥, 5. Ba, =Baz, W. 5 b, w.

Diefes vorausdgefest, fo find unter den Sahlen von 1 bid
B die folgenden a, 2a, 3a, 4a,....(Ba)a durd) a theil=
pars ¢8 bleiben alfo B— B, duedh a nidt theilbare Saplen
fibrig. Bon diefen find B, — Bap durd) b, nidyt aber dureh
a theilbar, ¢8 bleiben alfo

B ‘_Ba—Bb+Bab

Bablen dbrig, welde wedee durd) a noch durdh b theilbae finde
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Um mit grdfierer Qeichtigleit dad Gefes QUBLUde Y P
nad)y weldyem fir eine grofere Aniadl von Primjahlen die I)ie:-
gefudhte Formel gu bilden ift, fo fei o cin Product qyp cincr
belicbigen Anzahl son ungleither Primsahlen a, b, ¢, g '
alfo 4==abecd...., und bescidhnen wir die Angafy bm_;:
nigen 3abl, weldye Fleiner {ind ald B und relative Primyay, i

\ , . {
gegen A, alfo nidyt theilbar durd) eine der Primgapey a e

b,

. B , : -
¢, d,vve, mit Z:; fo ergicbt fich die Anzabl derjenigen Sap-

len, weldje relative Primgablen gegen A4 und gegen ¢iy, hee
Primgabl p, sugleid) tleiner al8 B find, d. b. dic Bapt
B __B_ 5B,
Ap A4 A
Unter den Sablen von 1 big B find nemlich die f°[9cnb¢
P, 2p, 3p, 4p ... (BY)p n
durd) p theilbar. Unter dicfen befinden fid) aber eben fo viel
dutd) a, b, cpd ... nicht theilbare ahlen, alg (5 bm:
fn der Neihe
1234.... B,

. . B
gieht, d. . nady der obigen Beseidynung :7—_’1

Rieht man nun von allen den Sablen, weldhe durgy g,;
nen Factor von A theilbar find, dicjenigen ab, oelcye nuh
durd) p, nidht aber durdy einen Factor von A theifp,, ﬁnbr

B B I ’
fo erhalt man :TP:=:4:'—7 Sablen, m‘e[d)e Eleiney find
al3 B und relative Primzablen gegen A p.

o8It man § B. dic Unzabl der Sablen ﬁnbcn’

, . . me[d}(
fleiner find, al8 B und relative Primjahlen dtgen 44

c’
fese man L==ab, und man hat: fo
B _B_ B

Hdc A4 4
Run ift 2 = B—B,— Do+ Bas; folglidh

A
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B.
A

- Bc_Bca'—Bcb +Bcub >

':E:=B_B“_Bb~Bc+Bab+Bﬂc+Bbc— abe e
abe g
Beifpicl.  Wie viel Jablen gicbt ¢8 von 1 6is 100,
die durdy feine der Primjahlen 2, 3, 5, 7 theilbar find?
Man bat
100 10 14

ST TS o e

2.35.7 935 235
100 100 20

[ — —— e —

235 2.3 23
A0 _ 100 _ 33
B3y T2 2!
290 400 — s0.

Nun ﬁnbc,t,‘i&tan, entweder durd) Wicderholung ded ans
gegebencn Berfafrend, oder, in dem vorlicgenden einfachen
Galle, durd) 3ablung, vafi:

14 4 20 . 33

= —_— = 7 — = 17°
235 23 ' T2 ?
. , 100 .
vaber crgicht fidh) die gefudite Sahl ——— gleid):
2.3.9.7

100 — 50 —4 -7 —17 =22,

Da 8 aufier den Sablen 2, 3, 5, 7 feine andern Prim:
sablen mehe giebt, die Fleiner find ald /100, fo find alle jene
22 Sablen Primzahlen. Fhgt man su der Ansahl 22 der=
fetben nodh die Babl 4 der obigen nicht darin begriffenen Prims
sablen bingu, fo erbdlt man dad RNefultat, daf 8 von 1 6id
100 26 Primzablen gickt, die Einheit felbft mit eingerednet,

Anmerf, Die im § gefundene Formel fie % ift fo

befdaficn, dafi die Sabl B, wenn fie durd) feinen Factor von
A theilbar ift, in denfelben mitgesdHIt wird,
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14. Aufgabe. Die Anzahl fdmmilidher Qaplen U fins
ven, voeldyek in ciner gegebenen Zabl A4 ofne Neft aufgehen
Aufldfung, Die verfdicdenen Primfactoren vy A
feien a, b, ¢, d ... und A=a%bford’... ; ift jeber
Divifor von A ein Product von der Art wie a® ps v
wenn o, ', 7/, 0/... . belicbige pofitive Erponenten, fem“
derfelben jedod) grdfer als der entfpredyende @, 8, 3, 5, it

Die Anjabl aller Sahlen diefer Art ift nun aleic bn:
Anzabl der Glieder, weldye dasd Product
(1+a+a’+a’2--+a"‘)(1+b+b’+b3...+bﬂ)(1+c+ca_"+cy)
enthalt, wenn man ¢ volftdndig entwidelt, Deny in bi;:
fem Product wird offenbar jede Poteny von @ Mit jepe,
b,c, ... multiplicit.  Aud) find nidht poei Gigye,
entwicdelten Productd einander gleich; alfo betvdgt p;,
fammtlidger Glieder (¢41)(S4-1)(r1)..
jeded cin anderer Divifor von A ift.

2 3 @ @%hr___
Bufat. D faket et dat= Sy
fo betrdgt die Summe diefer fammtlidyen Diviforen bon g .
at—1 b —1 ot —1 :
a——1 . I)'—‘ 1 . c——-l s e
Beifpiel. Die Unjabl fammelider @iviﬁmn o
1800 = 52. 32,23 ift 3.3.4=36, und dic Summe derel on

ben .
51—1 33—1 26—1 _ :
ST Sy =3t.13. 15 =Koy,

15, ©Oie Bertheilung der Primgablen in der Jqp
wirde nod) Stoff su weiteren Unterfudyungen liefery
nidyt die Sdnvierigleit ded Gegenftanded fir den ey
gefesten Standpunct ju grof wdre,

S5 mdgen daber folgende Bemerfungen l)inteid,m.

Dividirt man die Primzablen mit einer b‘“ebigm %
a, fo fann cine Primzabl offendar nue folhe Nefte . scbeb[
welde Fleiner find ald o und telative Primpablen 9eqe ",

n
oAbt man g B die Sahl 4, fo Fann jede ungrqy, ,N:‘;

von
deg
ansq[)(
12 0N deney

leneig,
» Wenp
boraus,
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gabl, dividirt durd) 4 nue 1 oder 3 jum RNefte laffen. Man
fann daber fagen, daf jede ungrade Primzall entweder von
der Form 4n-4-1, oder von der Form 4n-+3 ift. Bon
der erften Art find die Primyahlen 5, 13, 17, 29, 37, etc.,
von der legtern die Prinyallen 3, 7, 11, 19, 23, 3¢, etc.
In Begiehung auf den Modul 8 fann ein ungrade Primyahl
nue die Refte 1, 3, 5, 7 laffen, und wir erhalten alfo 4 Klaf
fen von Primsadlen, nemlidy Sn 41, 8n-3, 8n-5, Sn-}7.
Beifpiele der erften Claffe find 17, 41, .. .., der pweiten Glaffe

' 8n-3:11, 19, 43 etc., der dritten Claffe Sn-5:13, 29,

37 etc., endlid) der vierten Claffe 82 4-7:23, 31, 47 ete.
3m Bejug auf den Modul 6 fann eine ungrade Prims

pabl nuc die Refte 1 und 5 laffen, alfo ift jede Peimyahl, mit

Yusnalhme der 2 und 3, von der Form 6241 oder 6745,

Sm Agemeinen ift leidht ju feben, daf man den Mo=
dul, durd) weldien die Primgablen claffificict werden, wenn
derfelbe ungrade ift, mit 2 multipliciren fann, um dann fo=
gleid) alle mdgliden Formen der Primgablen ju finden. Denn
fofl dev Modul 5 B. & fein, fo ergeben fid) junddyft die For-
men Sn1, 5n-}2, 5n4-3, 5n4-4, in denen jede uns
grade Primyalbl, audgenommen 5, enthalten fein muf, Nimmt
man nun crftend die Formen Snd-1, 5n4-3, o ift far,
daf diefelben nur dann cine ungrade 3aHl darftellen, wenn
n grade ift,

Man fdreibe alfo ftatt n:2n, {0’ erbalt man die Formen
10n+41, 10n43. Dagegen muff in den beiden Formen
5n+2, S5n4-4, die Sahl 2 nothroendig ungrade fein, da
diefe Formen felbft nur ungrade Primzablen darftelen follen.
Sdreibt man daher in denfelben ftatt n die allgemeine Form
cinee ungraden Babl 2n-f- 1, fo geben jene beiden Giber in
die beiden folgenden 10247, 10n-9, weldje lauter uns
grade Bablen enthalten, )

Yuf diefe Art fann man die Primpahlen nach jedem ges

gebenen Modul in fo viel Elofien eintheilen, als ¢8 eelative
Minbing Arithmetit. B
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Primsablen gegen diefen Modul giebt, die Heiner find, ald die-

fec. €8 186t fih nun behaupten, daf jede der erbaltenen
Glaff en eine unendlide Angabl von Primyablen in fid) fhlieht,
Go fehr aber aud) diefer Sa fhon an fidy eine grofe Wabe-
feinlichfeit Dat, und weldye durd) anderweitige Betradhtuns
gen, wie man fie vorglglidy in der Theorie der Sablen von

Legendre findet, nod) exhdht wird, fo ift dochein gany ftrens l

ger und aligemeiner Bevoeid deffelben bid jest nod) nidyt be-

fannt, und wir mifen und daber begnigen, den Saf nur

ausgeforoden su Haben, ohne und in der Sufunft davauf bes
rufen su diefen,

Unmerf. Die Formen der Primjablen, von vwelden
fier die Nede gewefen, pflegt man Formen ded ecften Gra-
des, oder aud) linedre Formen ju nennen, jum Unterfdhiede
von den quadratifden Formen, von welden fpdter die
Rede fein wird,

Die Clenmente der Arithmetit,

Crfte Abtheilunyg,
Crfiter ABTdhnitt,
Unbeftimmte Aufgaben des erften Grades. Kettenbriche.

1. gtbtfa 6. Sind a und c ywei relative Primgahlen, fo
find die Nefte, weldye die Vielfadhen von a

1a 2a 3a 4a Sa....(c—1)aq,
bividirt durd) ¢, lafien, alle von einander verfdieden.

Beweid, €8 feien m und n gwei ganse pofitive [ahe
len, fleiner ald ¢, und nchmen wit an, dof ma und na nad)
vem Modul ¢ gleidye Nefte laffen, alfo daf ma=naq, mod.c.

(gdann it (m—n)a=0, mod.c.

Da nun a und c relative Primgablen find, fo fann fein
actor von ¢ in a aufgeben; und da das Product (m—n)a
durdy ¢ theilbar ift, fo folgt daf m—n durd) jeden Factor
von ¢, alfo dued) c felbft, theilbar fein muf. Da aber we-
der m nodhy n grdfiee ift ald ¢, fo ift die Differeny m—n
nur dann durd) ¢ obne RNeft theilbar, wenn m=p,

Sobald aber m nidit ==n, o iftaud) ma nifht =na,
mod.c, W. § b, w.

gufas. €3 folgt biecraus, daf die Refte von

a2a3q4a.... mod.c
mit den Refien 1, 2, 3....0—1, wenn  audh in verdnders
tee Ordnung, jufammenfalien,
B 2
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Beifpiel, Nad) dem Modul 6 find die Negte von |
19 2,19 3.19 4,19 5.19 ocr Reibe Nady:
1 2 3 4 5. ‘
Nadh dem Nodul 9 {ind die Nefte von
16 2.16 3.16 4.16 5,16 6.16 7.16 8,16 der mei[;e nady
7 5 3 1 8 6 4 2

2., Bufags. Sind, wie vorhin, a und ¢ yuq, relative
Primgablen, und b eine belicbige dritte Rabl, fo ift 8 immer
mdglich, cine 3abl o ju finden, weldye mit « multiyiciet dette
felben Reft, wie b, nad) dem Modul ¢ (4HL.

Denn da die Sablen

,a2a3ada....(c—1)a ca
nad) dem Modul ¢ alle mdglidhe Refte laffen, fo MU eine
darunter congruent b fein, modc.

Die Congrueny eaxr==b, mod. c, welde Hierdy,
(Oft wird, BHeift eine Congrueny

b aufge-
ded erften Gradeg, vy %ic

unbefannte Grdfic o in derfelben nur mit dem Croonenten 1

yotfommt.
€ine folde Congruen; gicbt alfo fir @ ny, einen
MWerth,' weldyer fleiner ald der Modul ¢ und 5ug[e;d) pofitiv
iﬂo (§' 1')
§Bir wollen diefen Werth von x weldyer unter gqp,
fiden pofitiven Werthen der Fleinfte ift, mit « Begei

fo daf
ac=—"1l, mod, c. .
Stellt nun o cine andere Sahl vor, weldhe Benfarrs die
Gongrueny ax==5, mod. c, befriedigt, fo erbdlt ypon
ax = ax, mod.c, oder
a(x—a) =0, mod.c.
Da nun a durd) feinen Factor von ¢ theilbar ify
x—a durd) ¢ theilbar fein, alfo x—a =0, m
x=e, mod.c,
Alle mdgliche Aufldfungen dee Congrueny ar =y,
miflen alfo der fleinften pofitiven ¢ nady dem ’

m69=
dnen,

s fo mug
od,c, odee -

mod.¢
Movyl ¢ ons

w—
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gruent und folglidy von dex Form x=no-+« fein, in wel=
dher n jede belicvige gange pofitive oder negative Zabl bes
deutet *).

3t die Sabhl & grofier 6l fc, fo ift die Zoyl —ct-o
negativ, und, abgefchen davon, fleiner ald c. Da nun diefe
Bahl —c4-a eben foroobl ald die Sabhl & an die Stelle von
x in dee Congrueny ax==5, mod.c, gefelt werden fann,
fo ift su fdhliefen: '

Sind a und ¢ ywei velative Primgablen, fo ift die Con:
grueny ax ==>b, mod. ¢, aufldsbar. Unter allen SBerthen
von x, weldye diefelbe aufldfen, giebt ¢d immer einen, und
nue cinen, weldyer, abgefehen vom Jeidyen, fleiner als ¢ ift
Heifit diefer Werth mit feinem Jeidyen gedadit &, fo find alle
Sablen x, welde der Congrueny ax ==b, mod. ¢, Genige
Leiften, von der Form nc-c.

Beifpicl, €8 foll 9 =1 fein, mod. 11, der Fleinfte
Werth fir o ift 5; algemein alfo it x=11n-}5, alfo
:—17, —6, 5, 16, 27 etc.

Soll 7x=3 fein, mod.5, fo ift der fleinfte LWerth
von x:—1, und alfo allgemein x=>5n—1; . i, x=
—6, —1,4, 9 etc.

¢ ift nemli) —7 =—104-3 =3, mod. 5.

Bon den Kettenbricyen.

3. Die Aufldfung der Gongrueny aax =5, mod. c, ldfit
fidh goar immer dadurd) finden, daf man fir x nad) und
nad) die gangen Sablen von — 3¢ bid -3¢ fekt, bis man
auf Ddicjenige () fommt, welde der Congrueny Gientge leis
—
*) Sit *=«, mod. ¢, fo ift c~x burd) o theilbar, und folglid
¢in Biclfad)es von ¢, gleidyvicl ob pofitiv oder negativ, It alfo
n cine belicbige gange pofitive ober negative Rayt, fo ift, wenn
% =«, mod. ¢, aud: x=necta. Umgelehrt ift x==nect &
fo folgt » = «, mod. e



ftet; allein wenn a und ¢ grofie Sablen find, fo wipy o
Berfahren gwekmdpiger, mit der Ymvendung der ﬁettenb
vertaufdht, welde die gefudte bl o auf einem gy
LWege lieferst.

Die Iheorie der Kettenbriche wird daber, 0 wejy
Yufldfung der vorgelegten Songrueny dient, Gegengtq
folgenden §§. fein.

Man denfe fid) cine Neibe gewdhnlicher SBn‘.d)e
3dbler fammtlich gleich 1, und deren Renner Ppofig,
Sablen find, wie 5 B,

iefes
l'l.ld)e
Theren

ﬁe &ut
nd der

+ deren
¢ Sange
EEE EE:T
Addict man jeden diefer Brudhe, weldye rir thti°[=%rﬁd
nennen wollen, su dem Jenner des vorl)erget)enben, fo "f)d)(e
man einen Kettenbrudy (fractio continua). t

Sn dem votlicgenden Beifpiel exhalt man den Setteng

1 fud.
1
34—,
74—
oyt
5-[*1—1-

4, Um cinen gegebenen Brud) %, deflen 8dpre, an

RNenner pofitive gange Sablen find, weldye feinen geyy;
liden Jactor haben, in einen SKettenbrudy ju ”“‘”ane[n 6

dient man fid) de8 Berfabrens, weldied im §. 7, e, @;n[ e.x
tung angewendet wurde, um den gemeinfdhaftligyey, 8 ei=
pweier Sablen gu finden, Acto

Man dividire mit ¢ in a, der Quotient fei
ryfoit a=cq-br, alfo = =g+ —.
Man dividire ferner mit r in c; der Quotient o g

> de
Reft 7, alfe ¢ = rq’-r/, oder S =q¢4 i
) ) I~ ro folglid)

nfchafe.

2, der Reft

—_ 23 -

= -+ et man diefen Yuddeud in dem’ Werthe
[ r
9+

von — an die Stelle von -:—, fo fommt:
(4

1
-Z—=Q+ r *
¢+

r

Rendet man died Verfahren voeiter auf den BVrud) ;',:

an, fo echalt man flr diefen cinen usdrud': g +,§ e

1
dann 11;'7;— g+ %, und fo fort, 6i8 man quf cinen

Reft fommt, welder in dem vorbergehenden aufgeht, und mit
dem daher dad Berfabren beendigt ift. Da a und ¢ velative Prim=
sablen find, fo muf diefer legte Neft nothwendig gleich 1 fein,

. 5 o D 7
Nehmen wic 5 B, den Brud) 1_3, fo ift 1_§= 3+15/

7 __ ._.._.1 13—:.-.: 1 alfo §§=3 1
g=ay 7oy T 1
242

§. Grfldrung. Cinen Kettenbrud) einvidyten Heifit
denfelben in einen gewdbnlidien Brud) verwandeln,
Lefhefab, Bildet man aus den Partial = Bridyen

111 1111
C P cd " " Tmn x?
den Settenbruch
a+i
y= i
b1
C e l
ooc-+—"—1

l--I—-——-—l
m—|—-——~1
nt-—
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und tidytet man denfelben ein, fo erhdlt man die Fory .,
_Axt-2
Y =D + B’
in weldyer 4/, 4, B', B pofitive gange Zablen finy $toifihen
weldhen ¢ine der beiden folgenden Gleidungen Statt fidet
A'B—AB =41 odtt A'B—AB'=_4
Beweid, Um den Kettenbeudy y einguridyten ,
man von den lessten Gliedern derfelben an,

1 _nxt
1. it =
Daraud ergiebt fich

—

fange
Man findet w“‘%:

__1__ _ x __ (mn ""1)30
2. m+n+}———m+nx+1"‘ nmj:z".

x

Sn dem erften diefer beiden Bride ift: 4= ,
B'=1, B=0, alfo A’'B—AB' = —1.

Sn dem gweiten it A'=mn--1, Atm, B —
B=1, alfo =n,

* A'B—AB = 4-1.
$Hat man dberhaupt bei der Cinridhtung ded Settenpy, %
¢inen Brudh 8
o'xta

3, Zxte
Fatp
gefunden, in voelhem e/, @, [, £ pofitive gange apr
o' f—af==11, d B. entweder ==} 1 odep =b~m1 und
ergicht fidy bei Tortfesung des BVerfahrend . |- L, fo
1 fx+ w14 B o
4 o=ttt = ey 6

o'rxta a'xte “’,"3'}&. ~£,
ﬂ'm‘i'ﬂ .

©egt man demnad) o/l F'= 4, altf=_4
@=B, fo folgt: A'B—AB' =—(o'f~qg)
D, [, entweder == 1 oder gleich) -1,

Bon dem ulest gefundenen Brudie 4. geltey
Behauptungen ded Lebrfased dedwegen, weil fie vy,

a'==pg
>

=‘.F1’

l'lcbc

o dje
L Q far dj M v0a
tigen 3. galten, — Da nun dev Lebrfaf fur die erften B :
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1. und 2., anf weldie man bei der Cinridhtung ded Kettens
brud)s fommt, ridytig ift, fo findet er aud) fiir alle folgenden
Gtatt, wie vicle Partialbrdde aud) der Kettenbrudy enthals
ten moge. :

6. Bufag. 3n dem vorigen §. wurde vorausgefest, daf

die Mennee der Partial-Bridye 1 _1_._1_““ 1 _1_ fo wie
b c d m n ’

a, gamse yofitive Bahlen feien. Dagegen ift €5 nidht noths
wendig, diefelbe Borausfesung in Bejug auf 2 ju madyen,
deffen SBerth vielmehr unbeftimme bleibt, und cven forvoh!
cinen Beudhe ald einer ganjen Sabl gleid) fein fann. MWir
wollen diefe Unbeftimmtheit der Grdfie x benugen, um dber
die Entftebung dev Bablen 4/, 4, B/, B RuffGup jus
echalten.

Rebmen wir 1) an, a6 =0 fey fo ift der Ketten=

1
beudhy —— = n—f_ﬁ offenbar gleid) Ru,
n-l-';

Sn diefem Falle gebt alfo der gegebene Qettendrudh y
Ubes in den folgenden: a+_1__

PEag
SRR

. 1
leten Glieder - + g Weggefallen find,  Und da pugleidh
n —

> in weldem die

x
/ A ., . .
7=§7¢£% fur a2 == 0 ubergelit in %, fo ift % der
Qscrt'b)(biefes Kcttenbrud)s, in der Form eines gewdbnlidyen

Brudes.

RNehmen wic 2) an, daf a2 cine unendlich grofic Sapl
fei, fo veefdywinden in dem Ausdrude fliv y die endlidhen Sahs
len A, B, gegen die Bablen A/x, B’'x, und der Werth ded

Brudyes geht Gber in %’.

-



 Begel, um aud pwei NdDevungs ¢ MWertgen g,
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a 1 {xax 1
t andern Sl = =2
Bon der on te ift i a1 emn

7l+;
. ift; da oo A
o unendlih grof ifts daher if g der Werth des Kettens
1
btud)ﬁ a+b- +...'

oo

1
1
m+;.

\ H [ A/ A
x ¢ gange 3 — I’+
Sﬂ 3) ene gang a[)l I 2 fo lﬂ y==t B der
mtttb ded S\‘cttcnbrud)é Q+b1'~

Mus der Gleidung 4B 41/

A und A, A umd B, By 4,
Primgaphlen find. Selen wir nun
A'= A'p-~ 4, Br= B'p+-B,

B und B’ velative

fo folgt:
A'B'—4'B"= — (4/B— B4y = 71,
Ulfo find audy 4 Und B velative Primyabien,

N : ¢ A AI ' "
Hieraus folgt, daB die Bride B oo % den Werth

der entfprecyenden ﬁe“f"btﬁd)e in den fleinften Sahlen er-
geben,  ZBir nennen diefe Beidhe aud einem fodter ju ertlds
renden Grunde NAherungdoerthe yon 7> und erhalten folgende

A
B mit Hilfe
deb folgenden PartialsRenners p den folgenden %:—: §4 finden:

A"= Ap~ 4, Bv= B'p4-B.
Beifpicl. N wie ven Qettenbrudy

=1 gcht Hervor, &273

[ERPLIFEA

o7 =3+
T+ —
5+I‘fo
Der erfte NdDerungs - MWeeth deffelben ift %, der jweite
3+_;_=?72 3 Dicraus folgt der dritte mit dem Bablers
22x2-3 =47, und dem Nenner: 7x241=15; alfo
4

74+ 5

Der vierte Ndberungs = Werth ift, nady demfelben Gefess

gebildet,
47x54-22 257 =34+ 1
x5+ 7782 ~ T 1
+—y
241
Der fanfte Naberungs = MWerth ergicbt fidh:
257x 11447 _ 2874
82x114-15 — 917°

Die Naherungd = Werthe des Brud)s 2%71—* find alfo der
Reihe nad):

322 47 257 o
Man beadhte nun folgende Gleichungen, weldye nady dem
Snhalte ded §. Statt finden miffen:
3x 7— W2WUx 1= —1,
o 15x 22— 47x 7= 41,
82x 47— 257x15 = —1,
917 x 257 — 2874x82 = -}-1.
7. Dab in § 6. gebraudyte Berfahren Gatte den BVore
sug, fait gar feiner Nechnung ju bedivfen. Wi man aber

dic Annabme: =0 unp —;:O odes = unendlidh —

¥4
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welde in diefem §. ganadyt vourden, vermeiden, fo fann man
su denfelben Grgebniffen aud) auf dem folgenden Lege, mit
efwvad mehr Aufroand von Redynungen, gelangen,
( Der Werth ded Kettenbrud)d y wurde durd) die Form:
\ i o

Y= Bx+B

audgededft, in welder 4/B— AB'= +1, x ¢ine beliebige
gange odee gebrodhene Salhl war.

Seit man guctft x© gleid) einer gangen Bable p, fo ers
pdlt man: Py
4'=Ap+d, B'=Bp+B, o =TFo T

AIIBI__A/BII — :1.
Sefit man ferner = p+—:;,=l'f§|'—1, fo exbdle man:
_ A'(PP’+1)-|;{_4£' - (A/P"'A)Pl‘l'-li' - A”p"f'.d'
Y = W‘I’BPI - (B’p’+B)p'+B’ had BIIPI+BI'

St man nun At — A”p’-']- A, B'= BIIPI_I_ B,
fo exhalt man:

A"Bi— A B = — (A"B'— A'B") = +1.
folgli® find die Bablen A/ und B’ wicderum relative

Primzablen,
Sest man drittend

o g P pr'pptp”
= P+;—_1_ TS R
PII
fo erbdlt man
_ A @p' Pttt A4Ep+1)

Yy = B’ (PP’P”+P+P”) +B(p'p”+ 1)
(A'p4-Ap"p' +A'p'+ A'pt A4
Bp+B)p'p'+ B r'+Bp+B

a[fo y = (A//P/+AI)P1/+AIP+_A — A’”p”-l—A”.
(B“p'+B)p"+B'p+B — B“p"“+B"

Rimme man nun 444"z A, Bp'4Bl==Bw,

"o “si‘bt ﬁd) AVBY— i B = ( AMB— A Bm) = :l_"lo
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3t alfo der Werth des Kettenbrud)s at biT .

u-.+"—l
nt—
A , f
dyrh den Beud) - in den Fleinften Sabler audgedrit, und
beseichnet man den TWerth ded, durd) Anbingung des Partiala
Brud)s ry entftchenden Rettenbeudh8, ebenfalls in den Feina

. A
ften Bablen audgedridt, durd g 10 exhdlt man fiie den

Babler A7 und den Nenner B ded folgenden Nabherungss
Werths

AIV — AIIIPII+AII’ Blv — BIIIPII+ BII’
welhe Gleidhungen diefen Werth ebenfalld in Feinften Jah=
fen geben.

Dad bier erhaltene Gefes, nach weldhem ays soei auf
cinander folgenden Naferungs-MWerthen eines Rettenbrud)8 dee
dritte nddft folgende mit Hilfe des bingugefommenen Para

’ 1 { (
tiol - Bruds (;,—,) gefunden wird, flimmt mit dep 3nbalt
de8 vorigen §. vollfommen {berein,

8. Zir wollen nun jeigen, weldie nwendung der Kete
tenbrudie fidy auf die Aufldfung der Congrueny ax—=-1
odex ax=—1, mod. b (in weldyer a und & relative Prims
gablen vorftellen),~madyen I46t. :

Bwei aufeinander folgende Ndberungs « Wertge %;, %
¢ined Settenbrudyed baben, nady § 6., 7., die Gigenfehoft,
welde durdh) die Gleihung
) ab® —a°b = +1
ausgedradt wird, '

Um alfo die Congrueny ax=+1, mod. 3, aufguldfen,

entwidele man den Brudj 2 in cinen Settenbrudy, faffe Gicrs

"\
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auf den [lefiten Partial=Brud) im Kettenbruche Weg
den Ubrigbleibenden Kettenbrud) eins der Wert deffelt
(-]

75, foift ab®—a®b== 11, alfo ab°=+1 moq, 5,
ift o0 = 5° die Aufldfung einer der Congruengen q o —

oder ax = —1, mod, b. +1
Yus der Art, wie die Zabl & durd) Hilfe pep Babl po
gebildet wird, geht jugleich bervor, daf b° fleingy ift als
Alfo ift »° dig fleinfte pofitive Zahl, welde pey ses%cm.
Gongrueny © leiftet (5. 2.). n
@oll nun 4. B, die Congrueny ex=+1, meq, 5, auf
geldft werden, und findet fih ad° = —1, mod. 3, f; feg
man —5° flatt 3°, und 8 ift ax—0° =g o b‘ |
IBill man aber eine pofitive Sahl haben, fo it a(b—po )=~i-1.
mod. b, alfo x=0b-—5°. — T
Beifpiel, E3fei die Congrueny Q=41 mod, 1y
vorgelegt, Man findet % =14 2-1—--—1 L2
sl
14,
Die Naherungdwerthe find :
1 3 7 10 27
1°2°5°7°19°
und man Bat 10x19—-7x27 =1; obder 27&7'\19)‘10

=—1, alfo 27x7=-—1, mod. 19.

r Cidyte

s alfo

o fei -

rrsden E e s

€8 ift alfo c==—7 su feben, oder, Wenn i, %ﬂbfung

pofitiv fein foll, x=19—7=12,
 Sn der Iat ift 27x12=19.174-1, ode
27x12 == 41, mod. 19.
Bweites Beifpiel. 12x=+1, moq,
125 1

o .1 17

1_.32:1_’”1 + Nabherungdrocethe: 115
74—,
1+

o

18 195
1913

SANTIIE G TSP VORI

_— 3] -
125x19 —18x 132 = —13 alfo 125x19===1, mod, 132;
folglidy 125x113 =1, mod. 132.

9, ©8 bleibt nun nod) dbrig, su jeigen, wie die Cons
grueny ex—c, mod. & aufjuldfen ift, voraudgefest, daf ¢

nidyt =0, mod.d. R

Hat man ad’=1, mod. d, nadﬁq&lnmcifung ded vo=
rigen §, gefunden, fo feBe man x==nbgcd’ und ¢8 ¢rs

gicbt fidhs

a(nbdcb)=ach/=c, mod.b.

Da man dev [ahl n jeden belichigen pofitiven oder ne-
gativen MWerth geben famn, o gieht ¢8 aud) immer cin n,
weldyed die Sabl nb--cd’ fleiner als 15 madt (5, 2.), Die=
fer Fleinfte Weeth von o fei @, fo ift aligemein x=pn-te.

Beifpiel. €3 foll 25x==19 fein, mod. 36,
Man erhdlt 25 x 13==1, mod. 36; folglidh
ax = 36n-}-13x19 = 36n-}-247.
Nun ift 247=06x36-+31; fest man alfo n=—6,
fo folgt 25x31=19, wmod. 36.
Angemein ift fie o iede Zabhl von der Form 367431
ju fegen, und feine andere,

Beifpiel. Sl = 422, mod. 31,51 x 14 =1,

.mod. 31.

Hieraud folgt der Tleinfte Werth von x:23x14—9x31
=29, 51x29=22, mod.31; und aligemein x= 31.7429.

Anmert, DieYuf(dfung der Congrueny a x ==, mod. b
ift sugleich die Aufldfung der Gleidhung axtby=c in
gangen ablen, da die Congrueny felbft im Srunde nidts toeis
ter, al8 ein abgefirgter Yusdeud diefer Gleidyung i,

Bermittelft dec Yuf(dfung foldep Gleihungen fann man
jeden Bruch, deflen Nepner cine pufammengefeste Rah! ift,
in ein; Summe (oder Differeny) von mehreven Bridyen jees
fegen, decen Rennee Prisyahlen oder Potenyers von Prims
gablen find, : ’ ’
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€8 foll 5. B, der Brudh ‘%—225= 1—7%—5 in pwei Bridye

von den Menneen 17 und 25 erlegt werden » {0 erbdlt man

die Gleidung:
Zhd= 2 o 2w 17y = 40
ﬁ+§5_m,oet x--17y = 49,

Die tleinften Sahlen, welde diefer Gleidyung gentigen,

7

find
12

: . 11
x=—7, y=11; man erhdlt alfo 55 =7

2

DBefteht der Nenner aus mebreren un
wen, fo gerlegt man ibn erft in 2 actores
relative Primzablen find, und fug)

. x oy
der Gleidyung ?+%‘

Vaumd b, welde
t die tleinften Sablen, weldye

dad Berfabren mit den gefundenen Bridyen %, %’- fo lange
fort, als die Renner noch ungleiche Primfactoren entbalten,

Bweiter AT nite,
Die Refte der Potensen,
1. Lebefag. 3t o cine Primgapy,
aber durd) & nidht theilbace Bahl, fo ift
auf die Poteny vom Erponenten c—
dul ¢ 146, der Ginbeit gleidy; oder

a1 =

und b tine Beliebige
der Neft, welden o,
1 echoben, nady dem Mo-

—_—

=1, mod.c. S
Beweid, Sn §. 1. des erften ALFDNitts vourde gexeigt,
daf die Refte dex Bablen @2a3a4a....(c-1)a mit den Reften
123.,.. c—1, ‘

wenn aud) in verdnderter Ordnung, sufammenfaten mifien.
Das Product beider Neilhen mug

Saber nad) dekt Modul o
cinerlei Reft laffen, fo daf man at;

ax2ax3axda... . x(c—1)a= 1x2x3x4, .,
odet: : .
ac‘-—!xlx2x3)<4 Ty x(c~1) E 1x2x3x4

.. x(c‘"i), mod, c,

B

gleihen Primfacty:

= aib Gendige thun; Dierauf fegt man

LY .X(G— 1), mod‘ c'; 3

&

3 ;‘jmuns Avithmetity

. b e
oy [ :
. e
s I
w W 4 .
3 B2 DRV
: CURA

Mt nun o eine gufammengefepte 3at)l", fo ift dag Pros
duct 1x2x3.040% (6—~1) = P durd) ¢ theilbar, o'bcr P=0,
mod.c. 3ft aber ¢ eine Primyabl, fo fayn P nidt l'aurd) P
theilbar fein, weil alle Primfactoren ded Productes P leiner afs
¢ find; (5, 8" und man Bat daber folgende Refultates

a3 xP=P, mod, ¢, und P nidyt =0, mod, .

SHieraus folgt nadh §. B der Einleitung a*1=1, mod.q,
wad su beweifen war. . ‘

Ynmerf. Diefer Sas ift von Fermat, einem franzdfts
fdyen Mathematifer ded 17ten Jahrbundertd, gefunden wors
pen. @ ft fe die gefammte Arithmetit von der grdfiten
gBidtigheit. R

Bufa. 3t c cine ungrade Primyabl, fo ift

2
&1 e |
eine gange Bafl, und da a**=a @ x4 % ==1, mod, ¢, o

c—1

muf a ° entwoeder == 1 oder =—1 fein, mog, ¢;
Beifpiel

0=5’2‘Ei ‘3‘5104‘51' mod.5.

-

C

e

.

=2,22=-13*=2_1.4°=1, mod.5.

c=7,2°=1,36=1.4=1.,56=1,66=1 s mod.7,
e—1_ .

P g

== 3,2°=1,3" 5—1.4'51.53_:'_-1.6'_:_-1, mod. 7.

2. Lebrfab. 3Ift d eine pofitive Babl von der Befdyafe
fenbeit, daf ed feinen niebrig;m Grponenten al§ d giebt, wels
der, fue die gegebene Rabl a, der Congrueny a?==1, mod.c,
Gentige leiftete, und it aufecdem audy flie den €rponenten
e:a=1, mod.c, fo ift d ¢in Divifor von e, '

Beifpiel. e den Modul 11 giebt ¢8 Feine einere
Babl al8 5, weldje 34==1, mod. 11, madte, Diefee Werth
pon d, O L 8, mug, nach dem Lehrfoke, ein Divifor von
11—1 fein, weil 3to==1 mqd, 11,

Beweis. Nad) der Borausdfepung ift neben a E;;
mod. c, audh) noth a?==1, mod. ¢, und d finer g e.  Dis
,mod. c, aud) noch 4 p




p

{

\'».‘

vidirt man mit d in e, fo findet man cinen Quuotienten q
»

und cinen Reft r, weldyer Heiner ald d it Wan pot alfo

e=gd-}ri, und folglid) e9i+r==1, mod.c.

@8 ift aber a9¢tr = a?%a”, und weil al=1, mod.c, fo
ift audy a7l==1"=1, mod.c, folglich auch ar =1, mod. o,

godre nun 7 nidyt glei) Null, fo gdbe e8 eine fleinere
Babl ald d, welde die vorgelegte Congrueny befriedigte, nem,
lih r. Da aber d unter allen mdglichen die Fleinfte fein foll,
fo fann e8 feine Fleinere r geben; alfo ift »r==0 uny e=q.d,
alfo d ein Divifor von e, w. 5 b, W, ‘

Bufas. Die Bablen 1, a, a®, a?, a*. .| pig qd
loffen nad) dem Modul o alle ungleidie Refte, Depp oda
ren die Diefte von o™ und o™ gleid), dabei aber die Erponen=
ten » und »/ beide fleiner al8 d, fo fei r grdfier qls , und
da man Bat: a"=a”, mod. ¢, fo folgt: @' —ar=(
mod. ¢, alfo: a”{a~"—1)=0, mod.c. D, nun a':
nidht =0, mod. ¢, fo mifite a™~"'=1, mod. ¢, feins vas
nidyt mdglid), da r—7/ fleiner als d.

Diefe ungleichen RNefte von 1, a2, a?, ..., gd— Silben

eine Periode, welde i) bei wadfenden Erponenten pyj, .

derbolt, fo dafi fir jeded belicbige (pofitive) »:

=a, a=a ), ="M, L et grigan

Die Periode der Refte filr die Potengen von 3, nady dem ‘

Modut 11 ift 3. B. 1, 3, 9, 5,4, fo daf 3° =1, 3r=3
31==0, 3'==5, =4, P=1, =3, gr—g
—%

3‘ 559 3954) 3!0—_-;_:1’ etc. mod.ll.'

Dic Summe aller diefer verfhiedenen Nefte ift congruent
e
1

der Summe 1+a+a’+....+ad~‘=':...;1. ~

Run ift a’—1 =0, mod. ¢; ferner aber audyqd_1—
mod.a—1." Man fann annchmen, daf a fleinee qf3 ., o
ber find ¢ und a—1 relative Primzablen, und folglidy qd__g

theilbar durd) dad Product °@—§I5 alfo: 9;:1-5 \ niedc,.

(§. 7. Einleitung).

I
|
}
:
!
|
]
f
i
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Dad Product aller diefer Refte diﬁ:
) |

—1ixaxa™alx,... xal =4 ¢ ==1, mod. c;

und gwar gilt dad Seidhen -, wenn d ung;abc, dagegen —,
wenn d grade ifts denn in diefem Falle ift a*==-—1, mod. o |

3. Lehrfas. Sft ~

Axn+Bm""“+C.’rH+- ...+F$+ G =fm
eine algebraifde Function von o, deren Cosfficienten A, B,
C, .-+ F, G ganje Bablen find, fo Fann uje Songrueny
SFx=0, mod.c, (in weldyer c wie bidher eine Peimzadl bes
peutet) nidit mebr al8 n verfdiedne Anfldfungen baben,
d. b. 8 giebt bdhftens n pofitive gane Bablen, die fleingr
af$ c find, und der vorgelegten Congrueny Gnige [eiften.

A -Beweis.  Suvdrderft wird voraudgefest, %f n Hein&
ift el8 c; wdre died in der urfpringlid) gegebenen Form far

nicht der Jall, fo fann man ftatt ded gegcbenen » den Heft
fesen, weldyer bleidt, wenn man mit c—1 in » djvidict; v
fir jeded beliebige ao: ale~29H =2, mod. ¢, ynd der vore
ftebende Lebrfal gilt dann von Ddicfem RNefte,

RNun fei & eine Aufldfung der Congrueny, alfy fE=0.,
Yt8dann ift aud) fire jede Aufldfung x: fr—fx=0, mod, .

Ferner ift 2" —k*=0, mod. x —k, fiir jedes peliehige n.
et man nemli) x—k =y, x==y-k fo ift juodrderft:
y =k, mod. y; folglih aud (y+4"=#", mod, y;
w. §. 6. .

Da nun | (
SE—fk= A(x"—k")+ B(x"'—k") £ ;.7 4 Flz—kt),
fo ift fe~fk=0, mod. x—*k.

Da ferner nad) der BVorausfesung 2 und % feinee find
ald ¢, fo find x—% und ¢ relative Primsablen s folglid auch
S —Sk theilbae duedy ¢ (x—k), alfo —g—}{-’czo, mod. ¢

Sdmmtlide Auftdfungeder Congruen; fz=0, mod.o,
welde vom nten Grade ift, find alfo, mit Ausnahme ciner

igen, in der @ongrucngf‘:__-—ilkﬁ‘ =0, mod. ¢, entfaléen;

'
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welde vom n— 1ten Grade ift. Nun bat cine Qongmgm s 3
erften Graded nur bdehftens eine Aufldfung; affy eine be
gociten Grades Hodftens 2, des dritten Hddiftens 3, o, "

4, Lebrfas. It n ein Primfactor von o—1, o 146t
fidh immev eine Sabl x finden, weldpe POfILv UNDd Fejpne, al
dabei verfdhieden von 1, upd der Congrueny a"=1q, mod o’
Gendge leiftet. o

Beweisd. Unter den Bablen 1234.:., 0 gicht

¢3 nothoendig eine, 3. B. g, weldye der Gongruen; 6;,7‘21 |
mod.c, nidt Genlge leiftet (5. B, =i,

e—1

Laaand S

@8 fei nun g ™ =", mod.c, fo it gor==pn__
mod. e; alfo & eine Aufldfung der vorgelegten @ongrumg:l~

Sufaf. Ale Nefte der Ba[)[én 1, h, W3, p3 a.&.h;~l
mod. ¢, find verfdieden. Denn wenn A== >
und r, ' fleinee ald n, fo folgt > Ted.,

r (= —1)=0, mod.c; alfo A "=1, mod, vc

Sehen wit nun r—r/==7, fo ift r fleines gra 4

Primzadl », und forwohl: bie
R™'=1, mod. c, al8 audy h"Eiy mod, C.

Da nun »/ und n relative Primsabhlen find, fo t
man immer pwei pofitive Bablen 1 und v finden, mﬂd)eﬁn’n
@[Ciﬁbung ruy,__.nvzl befriebigen. b'e

Aus A™'==1, =1, mod.c, folgt demnady prery —_
=1, mod.c; alfo A”=1 umd A"t =y mo.dcl"
folglid =1, mod.c. )

Rad) der Vorausfegung ift aber 2 nidt =4 ,

Alfo find dieRefte 1, k, k>, oo, &A™ fémmu@ "
ficden. et

5. febrfag. 3ft a cine Primsabl und qo o) i
for von c—1, fo gicht ¢8 immer cine Sabl A, Weldye ;::"

S,

. Crvonenten a® fo gefdrt, daf Feine nicdrigere Pogen, ' 7
- 0l cben die vom Erponenten ac, der Einbeit COngryene By

it

LI
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Man bat alfo A2 =1, mod.c, dagegen nich¢ u® =1,
mod. ¢, fobald & fleiner ol a°.

MMan fudhe unter den Sablen oon 1 bid

o1
c—1 cine, g, von der Befdhaffenbeit, daf g« nidht cons
gruent der Cinbeit fei, nad) dem Modulud c.  Eine folde

e~

Beweid.

muf ¢8, nady §. 3., immer geben, Nun fei g°° ==, mod. ¢,
fo ift k nidt congruent 1, mod. ¢, und eben fo wenig find
8 die Potensen von k gu den €rponenten a, a®, ... a2,
Dagegen ift #%'= g =1, mod.c. Daber gehdrt 2 ent-
weder jum Erponenten a, oder ju cinem Divifor deffelben,
nadh §. 2. Oer legtere Fall findet aber, wie ¢ben’ bewiefen,
nidit Statt; alfo gehdet 2 gum Erponenten o, w, 5 b, w,

Celldrung. Man fagt fibechaupt, eine Babl & ges
gort sum Grponenten d, wenn unter allen Sablen d die
fleinfte ift, welde r =1, mod. ¢, gitbt. Daf g ein Dis-

vifor von c—1 fein muf, folgt aus §. 1. und 2,

6. fehrfag, EB8 gieht immer eine ahl B, welde |

su cinem gegebenen Divifor  von c—1 gehdet,

Beweis. Jft b eine Primzabl oder eine Poteny einer
primgabl, fo ift der Sah in §. 4 und 5. bewicfen. E8 fei
alfo b = a° a’ . a”a“.. eey @ a’ya’y oo.. ungleidye
Peimzablen. €5 gebdre A sum Erponenten a®, 4/ jum Ep-
ponenten o, w.f.f. (§ 5.), fo gebdet dad Product B=
A. A A" ... jum Crponenten b.

Buvdederft ift flar, daf B =4, 4°. 4%, . =1,
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€8 fei ferner d der fleinfte Crponent yu B, fo daf
B*=1, mod. ¢, fo muf @ ein Divifor von fein,
nady §. 2

Da nun b ein Bielfaches von d, fo fann man 4 mit
einer folden Jabl = multipliciren, daf in dem Producte nd
alle Primjablen o', a”, ., . mit denfelben Erponenten vors
fommen, welde fie in der Sabl b Baben, und nur eine dies
fee Prinablen a einen Erponenten 2 bebdlt, weldyer Fleiner
ift alé der Erponent e derfelben VPrimzahl a in b,

"
4 49

. . o’ U4
.@ltmad) lﬂ nd:aﬂ' al . a” seee, b=aa. a'a.allu
—_—n d . aa“ﬂ.

stse,

Alsdann ift A’"dE 1, A""‘lgl, mod. ¢, u.f.f
ixaﬂ bl s fo [oy
dagegen A=
Da nun A jum onnmten @ gehiet, fo ift 4 nidye
=1, wofern nidit e ¢in Vielfades von oo ift (5. 2.),

L2 3 . . .
RNun ift absr =z % a? fein Biclfad)ed von a, da A fleis

nee ift al6 o folgliy fann ud) gnd i =1 pn,
mod. ¢ ‘

Dabe ift aud) B = A" x 4™ qimd S nidt =1
mod. ¢, fobald d ¢in Divifor vor b ift, und folglich iﬂ'—nod)’
weniger BE==1, mod. c. Ao ift b der Feinte Erponent,
weldyer giebt B*==1, mod. ¢, od¢r e§ gehdrt B sum Erpos
nenten b, mod, c.

Bufag, 3ft b cin Divifor von c—1, fo at die Gons
grueny =® =1, mod. c, b von einander verfdiedene Auflds
fungen in pofitiven Bablen, die fleiner ind als o,

Deweid, €8 gehdre B junt Exponenten b, fo find
die Refte der Sahlen

1, B, B3 By, ..., g
fammtlich ‘oon cinander vesfyiedens voje fon in §; 2, bes

— 30 —

wiefen worden.  3ft nun ein foldes RNeft r, odee BP=>r,
mod. ¢, und m fleiner a8 3, fo it B">=r"=1, mod.c,
alfo r cine Yufldfung der vorgelegten Congrueny b =1,

mod. c.
Bufab, €8 [4ft (i immer eine Sabl B finden,

" yoeldye yum Crponenten c—1 gehdet.  ft nemlicy c — 1 =

asa'™. a’ ..., W0 a, a/, a. ..., wievorhin, ungleide
Primpadlen vorftelen, und gebdrt A gunr Erponenten a®, A’
gu o™, etc., fo ift die gefudite Bapl B= 44.4"....,
mod. ¢, wie im §  Der Beweid ift dem obigen, weldyer ju-
nddft far den Fall gefibet wurde, daf b ecin Divifor von
c—1 fei, vdllig gleihlautend,

Gebdrt nun die Babl B, welde pofitiv und Ffleiner als
¢ angunehmen ift, gum Crponenten c—1, fo heift B eine
primitive Wurgel von o , .

7. Rebefab, Die Angabl der Zablen B, elde jum
Crponenten b gebdren, ift eben fo grof, ald die Yngabl der
velativen Primzablen gegen b, die fleiner find als b, '

Beweis, Da B*=1, mod. ¢, fo find qudh (B?)?,

" (BY....=1, mod.c, etc. 3ft nun g cine relative Prims

3961 gegen b, die Feiner ift a8 b, fo gebdet B* yum Crpos
nenten . Denn gehdrte B jum Exponenten b/, fo vodre
B*Y=1, mod.c, wad niht mdglich ift, wofern nicht pd’
cin Biclfacdyed von b, und folglidy &’ ¢in Bielfadyes von b,
oder, da b/ der fleinfte mdgliche Erponent fein foly, »'=10 ift.

Haben dagegen o und & einen gemeinfdaftliden Factor
w, fo gehdet, mig leicht pu fd)ﬂ}é B* nidht gum Erponenten
B, da fdhon (B = BY = B =g ift.

Bufas. Die Kabl der primitiven Wurieln von ¢ ift
gleich der Angabl der velativen Primgablen gegen c—1, die
leinee find al8 c—1, o

8. Wi vollen die in den §§. 4. — 7. entbaltme Xheos
gie auf ein Beifpiel anwenden, und su diefem Fwede dic
Primgabl 19 wdblen, Demnad) ift e =19, ¢ —1 =§8=2.3"

o
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Rimme man nun (§, 4.) n==3, foift & nidit =1,
fie £=25 man erbdlt nemlich o =7, alfo h=7, 7¥=1,

Die Refte der Zablen 1, 7, 75 f(ind ane verfdiedens fie find
nemlidy der Reibe nach 1, 7, 11,

Nimmt man ferner (§. 5,) g0 32, fo ift junddift
2¢=7, mod. 10, und 22 =4, gl 8¢bdet 4 jum Erponens
ten 9. Fle die Potengen von 4 ‘

4. 4,414, 4%, 45,47, 43 49 findet man die Refte:
4.16.7 .,9.17.11, 6.5, 1,

Der Divifor von 18, welder {n §. 6, mit beseicdhnet
wurde, fel 6, Nun gehdet die apl 18 jum Crponenten 2,
und 7 gum Erponenten 3; alfo it B=18x7=—7=13
gum Crponenten 6 gebirig. Die Bablen:

12 123 123 12¢ 195 496 g¢ben die Reftes
1241 18 7 8 1, mod. 19,

ir wollen nod), um den Snfalt ves §. 7, s exldutern
fammtlide Bahlen von 1 big 18 durdigeben und su jeder deg
gugebdrigen Cyponenten fudjen. Das Refultat enthdlt vie fols
gende Tabelde, in welder juerft dje Bablen und redits daneben
bie sugehirigen Srponenten ftepen,

1| 1 71 3 13118
2118 8’ 6 14 118
3118 91 9 15 |18
4| 9 101 1s 16| 9
51 9 1] 3 171 9
6 9 121] 6 18} 2

Die Diviforen von 18 =933 find: 1.2,3.6.9.18,
Die Angabl dev gu jedem aehirigen Erponenten 1.1.2.2.6.6,
Primitives Wurseln u R 19 find folgende 61

\ 2, 3, 10, 13, 14, 15,
Culer bat cine Safel fde dle primitiven urgeln dep
Primzablen 6is 37 berechnet, an deren Unterfudyung dep Lefer

ficy 8ben fann, wobei von dews Lefrfote in §, 7. Giesraudy gu
wadjen ift.

Pelmpablen. Primitive Wueyeln,
3 2 L/
5 (2.3 |
7 30 50 /
11 2.6.7.8
13 2. 6, 7.11.
- 17 3.5.6, 7.10,11.12,.14
19 2. 8§.10.13.14.15
23 (5. 7.10.11.14.15.17,19,920.91
29 2, 8. 8,10.11,14,15.18,19.21.26.27
3t 3.11.12.13.17,21.22.24
37 2. 5.13.15.17.18.19.20.22.24.32.35.

0. ind b und b pwei ungleiche Diviforen von c—1,
fo gebdet offenbar nidit diefelbe Sabl ju beiden Erponenten;
jede Babl aber von 1, 2, 3,.... bi8 c—1 geldet nothwens
big ju irgend cinem Erponentens und pwar gehdren ju jedem
Crponenten fo viele Sablen, ald e8 relative Primjablen gegen
den Crponenten giebt, die Fleiner find al8 diefer. @4 ftellen nun
1,5, %, 0", .... alle verfdiedenen Diviforen won o—1
vor, und @1, @b, @&/, Gb, ... sbejeidne die Anzabl dev
$u jedem b gebdrigen Sablen, fo find died gugleidy die Anzabe
{en der relativen Primgablen gegen b, ¥, ..., und man bat:

Plt bt ottt/ i dpo—1) = c—1.
3n dem Beifpicle ded vorbergebenden §, waren die Dis
viforen 1.2,3.6.9.18, .
~ Man Bat pl=x1, y2=1, p3=2, ¢pb=2, 9=8§,
@18==6, und '
14142424646 = 18,

Diefer Sap, auf weldyen’ man durd) die vorftehende
Theorie gefibrt wurde, gilt nidt blof von dee Bafl ¢ —1,
roeldie der Primpabl o sunddyft vorhergeht, fondern von jedee
beliebigen Babl.  Nemlich: '

€8 fei 4 eine belicbige Jabl, und ipre fdmmtlidyen uns
gleiyen Diviforen feien 1, 5, b7, b, etc. Sud)t man nun

. pu jedem Divifor b von o, diefe Sahl felbft mit eingefdhlofe

fem, die Anjabl @b dee welativen Primyaflen gegen b,, di¢ fleis

"~
. -
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nee find, als &; fo ift dic Summe der erhaltenen Sablen
pltobd-pb... pd=A.

ZBir wollen aber den Beweid diefes Sased, von wekdyem
im Folgenden nicht mehe Gebraudy gemadt wird, Gbergeben,

10. febrfag. 3t b ein Divifor von c—1, fo erbdlt
der Yusdeudk x°, wenn man fie = nady der Reie. die Sap-

D —

c—1 .
fen 1, 2, 3, 4....c—1 fc(gt, ‘—b-N ”“fd)“btne, o, b. nad‘,')
dem Dodul ¢ nidit congruente LWerthe,

Beweis, Fit o= werde & =4, mod.c. €8 g
bore ferner o gum Erponenten b, fo fiellen (5, 6, 8uf. 1,)
die Sablen :

1, e, a3, &?
fémmtliche Aufldfungen dev Congrueny y5 =1, mod. c, vor.
Alsdann erhdlt man fdmmelihe Aufldfungen der Gons
grueny xP=a, nemlid) e, e, €, ex3 ..., cat—1; o
YUnjabl nad) b, die, wie lidt u feben, ale unteteinander
verfdhieden find.
€8 fei nun ¢ cine 3abl, Wweldie unter den vorigen o, ea,
ea?, ... nidt entbalten ift, fo findet man e*=a’, mod, o,
und ¢8 ift o’ von a verfdhieden, Db, of niht =4, mod. o,
Man ¢ehdlt nun wicder fmmtliche Aufldfungen der Gon.
grueny b =a’, mod.c, burc()' die Bablen o, ele, ele? , .
... e, weldye alle untereinander yerfdyieden, », b. nadh
dem Modul ¢ incongruent find.  Ferner ift audy feine 8apl

....ab—-l

e’a™ aud der pweiten Reihe einer andern ea™ qug per ceften
Reife congruent. Denn wdre '™ =ee™, mod.c, fo wrde |

folgen, (e‘amP=(ea™)?, alfo a’=a, mod,c,

Nennt man nun » die Ansabl aller verfdyicdenen Werthe
a, @, -..., welde die 346l x° fir die verfdyiedenen Werthe
vonx: 1,2, 3,.... c—1 etlangt,
b Terthe von o, die untes i) und von alien andern yers
fyieden find, .

fo gebdren ju jedem o
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Ae mbglidhe Werthe von x find aber der Sahl nady

Oy

c—1; alfo it nxb =c—1, n=?2 > .35 b, .

| 11. febrfab. €8 fei bb'=c— 1, {o ift die Cons

© igtueny =P=a, mod. ¢, voraudgefest daf a nifit =0,

i '

linod. ¢, mdglidy oder unmdglich, je nadydem o= 1, mod. c,
Loder nidyt. ‘

" Beweis. Buerft ift die Congruen; nidye mdglih, wos
fern nidit a® =1, mod.c. :

Denn wenn 5 eine Za0l x giebt, welhe die Gons
grueny 2 =a, mod.c, aufldft, fo ift fir diefe Sabl a

(xb)b':: xbb': 1= 1 Eab’.

Die BVedingung a®=1, mod. ¢, alé Befriedigt voraus=
gefest, ift nody u beweifen, daf die Congrueny xb =a,
mod. ¢, dann wirllich cine Aufldfung Bat.

Der Ausdrud 2% bat (nadh §. 10.) 3/ verfdiedene Werthe,
und die Congrueny y*'=1, mod.c, eben fo viele verfdyies
dene Wurgeln (§. 6. Buf. 1.), unter weldyen leateren fidy audy
a befindet, da o> =1, mod.c. Jeder der ungleichen Werthe
von ¥ ift nun nothwendig einem LWerthe von y gleidy, da
immer (%)% =1, mod. c; wdre nun nidyt jeder Werth von
y gleidy cinem Werthe von b, fo gdbe ¢8 meh ¢ verfdyiedene
Lerthe von y ald von x%; wad, wie bewiefen, nidht dee
Fall ift, Daber ift der Werth a von y nothwendig cinem
der Werthe von x° gleidh); d. b. die Gleihung o =4, mod,c,
ift dsbar, fobald a®* =1, mod.c. '

Anmerl. Und zwar, wenn die 306l & jum Crponens
ten b gebdet, und x=e eine Aufldfung der Gongrueny
xt=a, mod. ¢, ift,*fo gicbt e deven b verfdyiedene,
nemlid): e, ea, ea?, ea’,, ... eab—-l’ unb_m’d)t mehr e 3.)

12. febefab, 3t n eine relative Primyadl gegen o—1,
fo at die Congrueny x*=gq, mod.c, allemal cine, und nidyt
mefr ald cine Wurgel, vorausdgefest, %af anidit =0, mod.c.
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Beweis, Daf juvdrdert die Gongrueny eine Wurel
bat, crgiebt fidh wic folgt. €8 gcbdre o jum Srponenten &,
der cin Divifor von c—1 iff, fo find n und » relative Prim=
sablen, und man fann daber ywei pofitive Saflen » und p
finden, welde der unbeftimmien Gleichung n f=1v -1 Gies
nage leiften.

Segtman nun x=af, foift x™=gbr=4gbr+s, ynp da
e?=1, alfo a®?==1, x"=a, mod, ¢, Alfo ift x=a’
eine Uufidfung dec vorgelegten Congruens, in welder 4 fleis
nee ald b angenommen werden fann,

€8 bleibt nun nod) abrig su Beweifen, daf aufer der
gefundenen Yufldfung eine gweite niche mdgliy it. Toird,
der AbTirjung wegen, of =e, mod. ¢, gefegt, fo ift afn=
"= a, mod. ¢, und die Congrueny x" =a, mod.c, ift das
bee gleichoedeutend mit dee folgenden pr=—=cn mod, o.

Rehmen wie nun an, €8 gebe qufer x == nod) eine
pwoeite Aufldfung g, fo daB 6"=e", mod. c; aber nidt
g=¢, mod.c. Da nun.e Nt =20, mod, ¢, fo ift die
Gongrueny g = ey, mod.c, 108bar, indem e und ¢ relative
Primzablen find.  Man foll alfo haben,

g =(ey) ==y =e" alfo =1, mod. o;

Rehmen wic affo an, daB €8 auBer 1 nody einen andern
gBerth von y gebe, nemlid) £, 10 B fr=1 104, ¢, ynd

S Heinee al8 o '
Die Babl S gebdre gumt Erponenten @, affo fi=1,

mod. ¢, fo ift d Divifor von c—1 und folglich Nidyt s Divie

for von n; sugleih aber notbwendig & fleiner a(3 1,

: Rady
§ 2. mufi aber d. ein Divifor Yon 1 fein i,

Alfo fann bie Babl y nidt vor 1 yecfchieden fein; und
es ift daher g ==e, was, nadh der Gorausfegung, nidt

fin folte.

olglihy Bat die vorgelegte (‘-vnsweng nur 'eine Hufldfung.
Unmeel. It a=0,w0d. o, uhd oz d2=0, mod,c, |

fo folgt =0, mod.c.
Y '

- fallen mifjen.
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13. febefaf, It » wicderum eine relative Primjabl
gegen c-— 1, und bb ==c—1, oder b ¢in Divifor yon c—1,
ift feener die Bedingung o*'==1, mod. c, erfillt, fo Hat die
Gongruceny x®*=a, mod.c, b und nidt mebr als & Aufs
I6fungen.

Beweis. Da die Congrueny "= g, mod.c, tine
und nidht mebr al cine (§. 12.) Aufldfung pat, fo folgt, daf
wenn man dem < nad) und nach alle LWerthe 1, 2, 3,4,...
¢..c—1 giebt, die Nefte von 2™ alle von einander verfdies
den fein, und daber, in einer nidyt vorausd u beftimmenden
Ordnung, mit den Sablen 1, 2, 3, .... c—1 jufammens
Unter allen diefen Reften von an befinden
fid) aber b, und nidt mebr ald &, welde auf die bte Poteny
ethoben, den Neft a laffen (§. 11, Suf.). Tolglich giebt ¢8
audy cben fo viel Zerthe von o, weldie die gegebene Gons
grueny 2" =a, mod.c, befricdigen.

14, Beifpiel. &8 foll = aug der Bedingung gefun=
ven werden, daf x* ==3, mod. 19,

Die Fahl 3 gehdet jum Crponenten 183 man fudie das
Ber die Sabl £ umd v aus der Gleidung 55= 18v41;
man findet f=11.v=3,

Solglidy ift £==3'" ju nehmen, d.i. x= 10, mod. 19,
Man echdlt bievaus: 10 =3, mod. 19.

Um nod) ein Beifpiel von dem Sape 3 geben, daff
fdmmtlidie Refte von 27, mod. ¢ (§. 13.), verfchieden find,
nehmen wir a3, mod. 19, Man erhdlt:

1*= 1, 7s=11, 13s==14
29==13, 8°=12, 145=10,
3P=15 95=—16, 15%== 2, .
=17, 100= 3, 16*= 4, ) mod1%
=09, =17 175= 6,
6°= 5 129z 8, 18%=18

Suden wir enblic? nody bf&%uﬂbfungen der Gongrueng
a'® =7, mod. 19, €8 ift alfo (§. 13,) n=5,‘5;=3,'
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b'=06; und da 7* =1, mod. 19, audy 7 =1, mod. 19,
alfo die Aufgabe [88bar, Nun find die Aufldfungen von
¥*=7, mod. 19, die folgenden: 4, 4x7, 4x72, b. i, 4,
9, 6; und folglidy ergeben fidh fiie o die Werthe 16, 5, 17,
weldhe man unmittelbar aud der vorfiehenden Iabelle nehs
men fann.

— —

Dritter Abfdnitt,
PBon den quadratifhen Reften.

1. 3ft ¢ eine Primabl und b eine belichige pofitive
oder negative 3abl, fo beifit & quadratifdyer Neft von ¢, wenn
8 mdglidy 'ift, ein Quuadeat (x) su finden, welded nad
dem Diodul ¢ congruent & ift,

Gicbt e3 dagegen fein foldyes Quadrat, fo ift & quadtas
tifder Nichtreft von c.

3ft die Primsabl ¢ ungrade, oder {d)liefit man den Fall

c=2 aus, fo ift —02;1 eine gange Sabl, Soll nun x* =3,

mod. ¢, fein, fo wird erfordert, und ift binreidyend, daf.

c—1

b® =1 fei, mod.c (§ 11. Ab[dhn. 2.) *).

L N pam
Da ferner b3 == (b 2 ) =1, fo ift b enfrveder

=41 odet = —1, mod.c. Folglid)y erhdlt man den
Lehrfabe ‘
b ift quadratifdher RNeft oder Nidytreft von ¢, je nachdem

b =-}1 oder b= ——1, mod.oc. .
Sind die beiden Sahlen b und b’ jugleih quadratifdye
Refte oder Nichteefte von ¢, fo ift b’ ihr Produét quadratis
fher Reft von c. : :

*) Der Fall b=0, mod. ¢, ift hier, wie im Folgenden, ausge:
{dloffen. v . :

’ te

B

— 4y

- .
=3 (‘___—;1:
Denn ift 6T =41, und ¥ ° =-+1, fo it augy
(bb’)TE-l-i, mod.c. Und ift b o =—1, b'TE—i,

fo ift ebenfalid (52') * =<1, mod. .

3ft cber von diefen Sablen & und 2 die eine quadeatis
fdher Meft und die andere Nidyteeft, fo ift iGr Product b/
quadratifdher RNichtreft von o

c—1

c—1
Denn wenn b =41, & ° =—1, fo ift
o1

(b)) * =—1, mod.c.
LWir verden im Folgenden fie den Reft, welden die

Babl 52, mod. e, l3fit, und weldyer entroeder -1 oder —1
. . )

ift, das Seidhen (—c’—) braudien, weldyed von Legendee in feia
ner Iheorie der Sablen eingeftibrt worden ift. Die Swedmds
Bigleit diefed Seidyens wird fpdter mebr ind Lt treten; fir

jest begnirgen wir und mit der folgenden Bemerfung :
b AN ,
Dasg Product der Nefte (7) und (—c—) ift glei) dem

bb! LAY\ __(b\ (Y
Refe (°)5 ovee: () =(2) ().
Dicfer Sag folgt unmittelbar ausd der Dedeutung  des
a,: b - :
Seidyens (?); da nemlidy: \
o1 !

b =t sn 2
(?):__-1, s, (;)- ) =0 *, mod.¢, fo ift:

BN (¥\_. . S bb
(D= =)
o 2. 3ft eine Primgalhl ¢ gegeben, fo ift ed febe leicht, dies
Jenigen Bablen ju finden, welde quadratifthe Refte von ¢ find.

€3 find died nemlich die Refte der Quadrate: 1, 22, 32, 42,
2, viet (c=—1)2, welthe Refte, nady §, 10. ded vorbergebens

te
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den Abfnitts, 912——3 verfdicdene Zoerthe Haben. Die iibrig

Bleibenden 3;—'1 Bablen find quadratifdhe Nidtrefte von e,

QGon den Sablen 123 ....c—1 ift alfo die HAlfte quadras
tifiher MNeft und die andere Hdlfte Nidytreft von .

Da n*=(c—n)?, mod. c, fo fann man fi) bei Aufs
fudjung der quadeatifdien Refte auf die Quadrate von 1, 4, 9

big (—0—51)2 befdjrdnfen, indem die folgenden Qluadrate

(E:QH-)?, (35—3)2, vev. (c—1)* icderum diefelben Jefte
efte in umgelfehrter Ordnung geben.

Ferner ift ¢8 audy sureilen vortbeilhaft, alle Nefte fleia
nee al8 ¢ ju madyen, in weldyem Falle aber cinige decfelben
ein negatived Seichen exbalten. Jft nemlich » grdfer ald 3o
und Heiner al8 ¢, fo ift &— c negativ und fleinee als Fc,
und b=b~—c, mod.c.

Beifpiel. Nad dem Modul 17 erhdlt man die quas
dratifden RNefte aud den [ablen:

1 4 9 16 25 36 49 64, nemlid
1 4 916 8 2 15 13, oder
14481 }8+2—2—4; b.i. *1, 2, 14, 8.

Die 16tig Bleibenden Sablen: 3 5 6 7 10 11 12 14,
find quadratifhe Ridjtecfte von 17, Sie lafien fid) aud
fdyeeiben: +3, +5, +6, +7. » :

Rady dem Modul 19 exhdlt man die Refte:

1, 4,5,6,7, 9, 11, 16, 17, nad) der Grdfe geordnet
ober Wenn man fdmmtliche Refte fleiner ald 22 baben will,
1, 44, 46, 6 +7 +9 ~8 =3 =2

Dagegen find Ridtrefte die Zablens

2,38 10, 12, 13, 14, 15, 18, oder
2, 3, 8, ~9, «7, =6, —b, =4 —1.
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3. Rebefas. 3t o cine Primpabl von der Form
4n-4-1 %), und b quadratiffier RNeft von ¢, fo ift aud) —b
quabdratifder RNeft von . :

Denn ¢8 it —1 quadratifdher Neft von ¢, ba

—1 oo
() =57 =gt
folglidhy aud) das Product —1xp oder 2 quadratifdyer Reft von c.

Gin Beifpiel liefern die RNefte von 17, im vorigen §

Jft dagegen c eine Primzabl 4243, und » quadratis
fdier Reft von ¢, flo ift --biqualbratifd)er 9?1id)treﬂ von c.

—b — (] —
Oenn man bat (10 )= (F) (@) =), wit (2)
=t un it (S) = (—1)" =1, alp (Z)=—1.
R AR [+
Byl §. 1. Cin Beifpiel fiefert die Primyall 19 im porigen §

Cben fo leiit find folgende Sdge eingufehen:

3t ¢ eine Peimzabl 4n -1, und b quadratifdyer Nidhts
teft von ¢, fo ift audy —2 quadratifher Nidytreft von c.

Und ift c cine Primsabl 4043, » quadratifyer Nidhts
teft von ¢, fo ift —b quadratifdher NReft von c.

Da —1 quadratifdher Neft ift fiie die PrimgaGlen 4n-1,
bagegen Nidytreft fir die Primyablen 4n--3, fo erhdlt man
folgende Sdpe:

jede Primpabl 4n—+-1 ift ein Divifor von x> -1,

feine Primzabl 443 ift ¢in Divifor von x* 413
b, b e5 gicht immer TWerthe von a, oder o3 giebt feinen
Werth von x, welder die Summe a* -1 durd) die geges
bene Primpabl theilbar madyt, je nadydem dicfelbe 4n-}-1
und 4n4-3 ift.

Soldje Lehridse, toie die eben angefilhrten, fie gegebene
8ablen, welde quadratifhe Refte oder Ridyteefte fein follen, ju

*) Wenn bier uind fpdter von der Form einer Primzabl bfe Rede ift
fobebeutet, wie ber Lefer leidyt fidh felbft fagen ird, das in ben;
" Yusdrude diefer Form vorBommende unbeftimmee 8eidhen, wie hier
8 %B. n, immer nuv eine pofitive, nie cine negative gqnlsc 3ahl.
Minding Arithmetit,
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finden, wird der Gegenftand der folgende §. fein, in welden
man su der Aufldfung der folgenden Aufgabe gelangt:

Die Formen derjenigen Primyablen ansugeben, von wel-
hen eine gegebene Sabl quadratifder Reft ift.

4. febrefap. 3Ift p eine ungrade Primgabl, und ¢ eine
nicht durd) p theilbare Zabl, fo find die Refte der Sablen g,

2q, 3¢, 4q, .... L4, mod.p, alle von einander vers

fhieden (Erfter U, §. 1.). Bon diefen Reften, pofitiv
genommen, weldye alle fleiner ald p find, ift ein TOeil fleiner
al8 Ip, cin anderer Theil grofier al8 Fp.  Die Ungabl ders
jenigen Refte, welde grdfier find ald Ip, fei gleidh w,. fo ift

ba
q° =(— ;)", mod. p; oder nach) unferer abgeflirsten Be-
. R u
geicdhnung (7}—) = (—1)“
Beweid. Bejeidinen wir mit den Budhftaben e,, a,,
Cyy oo v die Refte, welde fleiner find ald Zp, die
grdfieren aber mit B, B,, B, ...... Bu. Ulsdann
find die Sablen p—F., p—B,, p—F;,.... alle fleiner
ald Fp, und feine derfelben gleid) irgend einem der Nefte
@, @;.... D wire p—pf=a, mod.p, a£=0,
mod. p, umda==mgq, $==ngqg, mod.p, m und n fleiner al3
3p, fo wirde folgen a—-F=(m+n)g=0, mod.p, und
ba g niht =0, m+n=0, mod.p, was niht mdglich ift,
da m~-n notbhwendig Fleinee ald p.
Da alfo die Bablene,, @;, ¢yeees p—Fr, p—4, ...

coep—B,, dev Unjabl nady B, alle pofitiv, fieiner als

ap, und von einander verfdyieden find, fo miflen fie in einer
nidjt vorber ju beftimmenden Ordnung mit den Sablen 1, 2,

3, cene P—;— pufammenfallen und man erhdlt dafer:

@y X0y X0yX.,, . p— "P'—ﬂzxu--xP"’ﬂg
= lx’..’x.':bc‘lr...->~p;1

’
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oder, wenn man linf8 die Vielfadyen von p wegldft:

e e ... 0 08;.. ..ﬁﬂx(—i)"Ei.Qﬁ....
Gerner ift .
q.2q-3q ll-l'l)_——2_—q=1.2a3 IR

5 1, mod. p.

alfo voeil

g.2¢.34.. .Bgi Biba

—-——xq T x( 1)'=1.2.3...

=00, .,

.‘6’,,, mod. p;

—1

1.2.3.. 2 —5—, mod. p,

RNun ift aber dad Product 1.2.3‘...713-1 offenbar
nidyt =0, mod. p; folglih erhdlt man

r=t. \
g * x(—1)"=-1, mod.p.
Multiplicict man dicfe Congrueny auf beiden Seiten mit

l);!
(— 1), fo folgt g = x(—1)»=(—1), modp; und weil

(— =1,
L N
g * =(—1)", mod.p; w. § b. w.

Sufas. Die Jahl ¢ ift folglihy quadratifiher Reft oder
Nidytreft von p, je naddem p grade oder ungrade ift.

5. febefas, 42 ift quadratifher RNeft von allen
Primpahlen der Formen Sn4-1, 8n4-7; RNidteeft aber von
den Primpablen 8n -3, 8n-5.

Beweid, Man fese in der obigen Formel (§. 4.).g=2,
fo ift su unterfuden, in voeldem Fale u grade oder ungrade
ift; oder wie viele von den Neften

2 2x2 3x2 4x2 5x2....

ordfier ald Zp find,
€8 fei 1) p=8n41,L ———1—4n fo find die ﬂwﬁc,
fdmmtlichy fleiner al8 p, fo[genbe.

2 2x2 2x3....2x2n|2x2n+1 2x2n 4+ 2...
D2

—1
E—2~’x2, mod. p.

2x4n
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2) p=8n3; Nefte:
2 2x2....2x2 4 |2><2n+1 2x2n+2.

e 2x4
3)p=8n+5;m¢ﬁe: ' Tt
2 2x2....2x2%n 2x2n4-1|2x2n 12
e 2x4
4) p=8n~7; Refte: : * e

2 2x2....2x25 92x25 +1] 2x2n4-2

3n den vorftehenden Bablenreiben find
unter 3p, von denen dber 2, durdy
und man braudyt pur ju §4blen, um

vee.2x4n -3,
fimmtliche Refte
cinen Stridy gefehieden,
su finden daf fir

P=8ﬂ+1, ”‘=2n,

P = 8n-3, #=2n41,
p = 8n4-5, ,u=2n+l,
P =S8n+7, (L=2n+2.,

Folalidy ift 1 grade flic die Primsahlen 8n-1, 8n4-7, »
acgen ungeade fie die ‘Dtimgab[m 8n4-3 8’n+5' ’%:a
den erften ift alfo -2 quadratifder meﬂ',von d o .
oy 3 en pYociten
Zufas, Dq —1 quadratifd
len 841, Sn--5, dagegen Nid)
(§.3.), fo it —2=—1x30 uadrati e di
Primjablen Sn—-1, 8n+3;_'-‘._)lid)?reﬂ fg:‘fbc?:tﬁbé::::n g“'b;e‘
8n+4-7. DHicraud flicfien folgende €ane: s
1) 3ede Primjahl 8n-1 it Divifor
von x>--2,
2) Jede Prinyapl 8nf-3 ift Oivifor von x
3) Jede Primiapl 8n-f7 ift Divifor von 2.9
4) SKeine Primabl 8n-3 it Divifor von m‘—i;
g) get:ne ‘Dtl:miﬂl)[ Sn7 it Divifor von :c=+2:
) v::(; ?r-‘:ts;‘!ﬂ 8n-+5 it Divifor von 2% —2 oder
Beifpicle der erfien 3 Shse find.
1) 6*—2=34 =2,17. 7*42=3.17
D 142=3. 6*42=38=9.19, '
3) 3*—2=7. 5¢—2203 g '

et RNeft fir die Primyah=
teeft fie 8n4.3, 8n4-7

von 2*—2 und

A2

— 3 -

6. Wir gelangen jest su cinem allgemeinen Safpe, in
weldem die ganze Theorie der quadratifhen Refte enthalten
ift, und weldher mit Necdht dev merfolediglte Lebrfas der H3-
Dern Yrithmetif genannt werden fann, Nad)dem man durd)
Crfahrung auf dicfen Safs gefommen, und denfelben nady vies
Ten Bemibungen fir gewiffe befondere Falle Beawicfen hatte,
gclang ¢ endlid) dem berdbmten Gauf, in feinen Disquisi-
tionibus arithmeticis gwoei fefr verfhicdene Beweife davon su
g¢ben, welden er fpdter nod) vier andere folgen lieh, die wea
gen der Mannigfaltigleit der darin befolgten Nethoden alle
von grofem JInterefie find. LBir rwerden denjenigen diefer
Beweife mittheilen, velder fie den Lefer, von dem ficr vor=
audjufesenden Standpuncte aus, am  leidhteften verftindlidy
fein dirfte.

Lehrfab, €8 feien p und g pwei ungrade Kablen,
weldye Feine gemeinfdaftlidhen Factor haben; ¢ fei w die An-
sabl derjenigen Fleinften pofitiven Nefte der Zahlen g, 24, 3g..+
...P—;—l.q, weldye grofiee find ald Ip, nad) dem Modul p;

und » die Anzabl derjenigen Nefte der Jablen p, 2p, 3p ...

P> Nad) dem Modul g, weldye grdfiee find alé § g

fo find die Bablen g, » und l’_’; x 7 ji. cntx};cbcr alle drei

~

grade, oder cine grade, die beiden andern ungrade,
Beweid, €8 werde
—1

untee dem Jeidyen S dex Inbegsiff der Sahlen 1, 2,3, ... ILE_,

s = s ff 2 2 : g s E':zl—_i'“'l"—l’

—1
z 8 # F ¢ Z 3 14 g 1,2,3,....1’7;“)
2
1
s = s F =z =z . o -q—_‘—lh--._..q‘-—i.
) ;
—1
s z SR N = 1,2,3,....'1117,”'



unter dem Seidyen @’ der Inbegriff der Jahlen pgt-t e
perftanden, *

Untee den mit  beseichneten Bablen ift offenbar feine
Bug[;i;[) bburd) P ugb q tr)e:[bar; Weil alle Fleiner find, al8
dad Product pq. Diefe [ablen ¢ n i
8 Glaffen eint][))c({[cn: fugin @ non ol 16 in folunpe

1) Bablen, weldye nach Modul 1 einer Babl aud dee
Reibe f; nad) dem Modul ¢ ¢intBabl qus F congruent find,
Shre Unzabl fei .

2) ZBablen, welde nad) dem Modul p tiner Sabl aud
S nady dem Modul g ciner Zabl qu F/ congruent find,
Shre Angabl fei A

3) Bablen, nady p congruent £, nad) g congruent F.
Jbre Unzabl fei y.

\4) Bablen, nady p congruent f*, nadhy ¢ congruent £/,
Spre Anzabl fei I,

5) Bablen nady p congruent Nu, nad) 4 congruent F,
Shre Anzabl wird gefunden, wie folgts

pq—1

Unter den Sablen ¢ find die folgenden ?%t, nemlich ;

~1
P, 2p,3p ---. %\p :

. . 1
durd) p theilbar; die folgende g%lp=‘1_l’§'|-_li ift fhon
nidit mebe unter den Zahlen @ begriffen, Unter diefen find
aber nady der Voraudfegung ¥, weldye nad) dem Modyl
Refte laffen, die grifier find ol Zg, . B, die Nefte F; e b(eg

pen alfo q%i-v Bablen dper Sten @[aﬁ'e,

6) 8ablen nad)'p congruent Nuyy, ned) g ¢
’ ongeuent F/,
Jbre Angabl ift v, ! v grtn

7) Bablen nady p congtuent f, nady ¢ congruent O
Jbre Anjalbl wird, wie in 5, gefunden, ie it 21
2

— —nu.
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8) Bablen, nad) p congruent £, nad) g congruent O,
Shre Wngabl ift g,

Die Bablen ¢’ loffen fidh derfelben Eintheilung unters
werfen, da fie nad) dem Modulud pg den Zablen —1, —2,

—38, .00 —’-’—q—2:'—!, b. b —q congruent find, It nems

lih 3 B. cine Zabl @ congruent ciner Babl £, mod. p,
fo ift dicfelbe Sabl —  oder die entfprechende ¢’ congruent
—f, b.0. congruent f/, mod.p. Daber ethalt man aus dee
Glaffe ¢': _

9) 0 Sablen, welde mit den Fabhlen der 1ften Claffe
gleidhe Cigenfdhaften haben,

100 7 Bablen, welde der Claffe 2 entfpredyen

11) 8 ? s 8 3 » 23 =

12) « ¢ s 3 2 0 2 4 = o

13) » 3 s ¢ ¢ 8 35 ¢ ¢«
g—1

14) T—’V s s 2 8 ¢4 % 6 s &

15) n s s o o &« 87 s ¢
p—1

16) T —u * s ¢ = & 8 8 « ¢

Ale Sablen aud @, weldie F* congruent find, mod. q,
betragen, wic man fieht 4 54 Unter den Zablen @

befinden fid) aber die folgenden P_(‘zli, nemlic):

1, g+1, 2¢+1, 3¢g+1, ... 1’12——194-1,
welde congruent 1 find, mod. g Die nadftfolgende:
l?:‘.ij g+1 =1_)_q_-__|—2_qj—_2_ ift offenbar {dyon grdfier ald ’%—i

Daffelbe gilt von allen andern Bahlen aus F, 5, B. find
cbenfalid die folgenden ”—i'—! Sablen aud ¢ congruent 1_2—1,
mod. g, nemlid):

1 —1 —~1 —1 —1
q—2:q+l'2_') 29+g"~ ! 1

Q> 2-’I+2;
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von denen die lehte = 1’_92:1, ift. Da nun die Anzabl der Jahlen
—1 —
F 2—2— betrdgt, fo gicht o8 P—';-i 9—2—’—15a[ﬂen aud der Glaffe

@, welde congruent F find, mod, g- Da nun nod) E—:—i Sab=

len aué @ durdy g theilbar find, fo bleiben ”Ti.g;—i Babs
len aus @ congruent F, mod. g. %) Alfo ifts

—p—1 i1
@) A+3+v=D"1EC

€ben fo find die Bablen aus ¢, welde mod. p Refte aus

1 laffen, -3 +p, .

Die Yngahl decfelben Getrdgt aber audy Lo— , I,

. R 2
alfo ift p—1 g—1

Qerbindet man ferner die Saflen der erfien und Oten
Glaffe, fo ethalt man e~-0 Bablen, weldye Fleiner find ald
P9 und in Bejug auf ibre Nefte yu £ und F gehdren,

Die Angabl aller diefer Sahlen wird aber gefunden, wenn man
fede 3abl aus der Claffe £ mit jeder 8abl aud F verbindet, d, b,
file alle Werthe von £ und F die Gleichung mp + f=nq +F [bft,

Hieedurdy erpdlt man }%1.22:1 verfdhicdene Sablens alfo ift

—p—1 g—1

¢) afd= PR
Berbindet man endlich) die Sablen der 2ten und 10tmn
Cloffe, fo find iprer B+y. Bon der andeen Seite erhdlt

man dadurd) p-gqu‘l verfhiedene Bablen, welde fdmmes
lidy fleiner find als P, alfo ift endlidys
. —1 g—1
9 by =t

" O i wemiig ZH, 1y 2t gty Pt 2t

T

——rx .
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Multipliciet man nun die Gleidung c) mit 2, addirt
d) bingu, und §icht a) und 2) ab, fo erhdlt man:
2204 oty — (B4049) — (ph o) ==L 171
Ra= p;i 9__'1
e=p--v+4 g

Da alfo die Summe der drei Sahlen g, v, R%‘l?:_i
eine grade Babl ift, fo muf entweder jede einzelne yon ibnen

grade fein,” oder e8 muff die eine grade, die andern beiden
aber ungrade fein, voie der Lebrfap befagte, Ui Wwenden die=
fen €ats jebt auf poei ungrade Primgahlen p und g an,
Bufas. 3t eine der Beiden Primjaplen p und g von
der Form 4n-f-1, oder find ¢3 beide, fo ift Lgi.———qzl cine
grade Sabl. Alddann ift aud) dle Summe fe v nothendig
grade, und folglid) entweder beide Saphlen found v grade odee
beide ungrade. Da nun

P—l
' o =(L) = —
17 = (1) = 07 moi, wo
p* E(-g—) = (—1), mod. ¢;
o ift in diefem Fall (—1)e = (—1y, folglicy (L) —(Z).
fo it in o 7, it (1) =(5)
©ind aber beide Jablen p und g von der Form 4n4-3,

—1 g—1 .
fo ift 112—12— ungrade, folglidh w=v ungrade, und folgs }

lih von den beiden Bahlen o und v die cine grade, die ans /'
dern ungrade,  AlSdann folgt (—1)# = —(—1), odee |

(%) = (—1%) Alfo:

ofeen nidht Beide Primsablen p und g von der Form
4n-3 find, fo ift (q)._.(P), oders ift p quadratifches

Reft oder Richteeft von g, fo ift aud) ¢ quadratifhee Reft /



|

\

oder Nidhtreft von p; und swar daé crfie, wenn (3):(1)

= -1, dad poeite, wenn (—;—) =(pl) =1, !

@ind aber beide Primahlen 4n-3, fo ift (g) — (}%)
oder ift p quadratifher Reft oder Nidytreft von ¢, fo ift ¢
quadratifher Riditreft oder Reft von p; das erfte, wenn (—Z—)

=—-—(—Z—) =1, da gweite, twenn (§)= -(;Jq‘)= —1.

Diefer Hiht merbodedige und frudytbare Sap fuhet den
Namen ded Saped der Reciprocitdt.

// 7. Gebraud) de8 Saped der Reciprocitdt.

Man will wiffen, ob die Primgabl 19 quadratifier Reft
von der Primgabl 101 ift, oder nidht. UM dies gu entfdheis
den, mifte man unterfudyen, ob 19%° congeuent -1 odes
—1 ift, mod.101; d. 5, ob (19 +1 oder —1.

101)
Da nun 101 cine Primyab! 4n4-1 ift, fo folgt, wenn

man von dem Sase der Reciprocitit Gedraud) madyt, sundchft
(09
101 19
Dad Reidjen (—) bedeutet aber den Teft, welden die
[ 101° ) duf 19 [46e. MNun ift 101=6,
Bab nady dem Nodu 1] Lot 5
mod. 19, alfo101° =6°, mod. 19; folglid ('_—):'(FJ)’
) . , 6 2.3 2v73
Fernerift (5. 1. diefes Ab{hnitts) (TZJ) (19) (19)(@)'
19 101 2\/ 3
alfo (101) (19) (19)(1"9')'
Da 19 von der Form Sn3 ift, fo folgt nach §. 5.
(19) —1, b,b. 2 quadratifder Nidytreft ven 19. Ulfo ift

19 J
(101) = (E)
~ Da ferner die Primyaphlen 3 und 19 beide 4n+3 find,
fo folgt aus dem Sape der Reciprocitde

-~ 539 -
L B A
() =)= () =1, 20 ~( =41
und endlich: (19) 41,
101

Alfo ift 19 quadratifdyer Neft von 101,

S der That ift 25° = 625 = 6x 101 - 19,

Die Zahl 883 ift eine Primzadl; man foll entfdheiden,
0b 43 quadratifdher Neft oder Nichtreft von 883 ift. Wendet
man den ©Sah der Reciprocitat an, fo erhdlt man, da beide

Primsablen drn -3 find:
() =) = ) = +() =+
Nun iﬂ 4 = :—(;J) (i%):

T @@=

) =E=)=6)=E=E)=—

Folglich ift 43 quadratifher Nidytreft von 883,

e . f v gt
/8. Der Sak der Neciprocitdt findet feine voidytigfte Un=
wendung , Wwenn man nad) denjenigen Primzablen fragt, von

. weldhen eine gegebene Sabl quadratifher Reft ift,

Bcldye Primiablen 3. B. find Diviforen von x*>—3,
d. b. von weldhen Primgahlen ift 4-3 quadratifdyer Neft, und

folglidh, wenn man eine foldye mit p beyeidynet, (i)=1?
1)

Um das Theorem dex Reciprocitdt ansumenden, muf man yvei
Fdle untecfdyeiven, je nadydem p==4n+41 oder p—=4n+3.

St nun 1)p=‘4n+1, fo ift <%>=(%-)=1, und
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J—3

e folgt daber, daf p* =-+1, mod.3, p==1, mod.3,
fein muf. Golglicy ergiebt fi) p=3n-1, und da sugleid
p=4n-1 fn fol, p=12n--1.

St aber p=4nr--3, fo ift ( ) .-(3-)=1, (g)
=—1, alfo p=—1, mod.3, p= 3n+2. Combinirt man
diefe Form mit 4n+4-3, fo ergiedt iy p = 12n 11, Ulfe:
Sede Primiahl 1241, 127411 ift Divifor von x*—3.

Beifpiel 4*>~3=13, 7>*—-3=2.23, 53—-3=2.11.

Dagegen ift — 3 quadratifdyer Neft far die Primgablen
12041, 12047, Denn ¢6 muf (=) =1 fein. Kun

nehmen wir f,uerﬂ p=4n-1, fo ift 715—1- eine grade Jabl,
= —3 3

{ —3)% = 3) ¢ oder ([ —)={—)=

b (=97 =37, ou (Z)=(2)

p=12n+41. Sft aber p=4n+3, fo ift

—3 3 )
T) = _(_p.) = +(%) =1,
alfo p=3n4+1 und jugleidy 4243. Dies giebt p=12n+7.
Golglid) ift 43 quadratifher Nidhtreft fiir die Primgablen
12n-4-5, 12n47. —3 ift quadratifher Nidhtreft von den
Primgablen 12,45, 12n-}-11.
+5 ift quadratifdher Reft von p, wenn (%) =1. Da

— . 5 »

oun 5=4-41, fo ift (—17)—-(%) alfo muf ( )
fein, 2. b. p*=1, mod. 5. Dies gefdieht fix p=
p=4%, mod. 5. Alfo it p="5n}1, 5n}4

Da aber p ungrade ift, fo muff in dem Ausdruck 5ni1
n grade fein, und in dem S5n-F4, n ungrade. Screibt
man in dem crftern 27 ftatt 22, in dem pciten 2241, fo
fommt p=10n--1, p=102--9. Dagegen ift 45 qua:
oratifder RNidyteeft von 5242, 543, oder befjer: 10n47,
10n-3.

— 6 -
+7 ift quadratifher Neft, wenn (Z) =1,
P

S ) p=tntt, fo it (2)=(2), at

(g)-—i %0 pP=1, mod. 7. Dies gefeicht fiic
p=7n+1, 7n4-2, 7n44, ausfdylicflic.
Gombinirt man diefe Formen mit 4n--1, fo fommt:
p=28n-1, 28,19, 28n-4-25.

2) p=4n43. (—-):—(—)— 3 _>=_—1
PP=—1, mod. 7,
Dies gtebt p="7n+3, 7n+o, Tn4-6; und diefe Fors
men, mit 4n-}-3 verbunden, find: p=28Bn+3, 28n419,
28n-27,

Ule ungrade Peimgablen fdnnen nad) dem Modulus 28
swodlf verfhiedene Refte laffen, denn fo viele find der relativen
‘Dr(mgablcn Hleiner al8 28, (Nemliy 28(1—3)(1—3) =
28.3.7=12)

Ton den bicraus fidy crgebenden 12 Glaffen find 6, von
weldyen 7 quadeatifdher Neft ift, nemlicy:

28n+4-1, 3, 9, 19, 25, 27,

Pon den ubrigen 6 Claffen: 28745, 11, 13, 15, 17,
23 ift 7 quadratifdher Nichtreft.

/9. ©tatt mehrerer Beifpicle mdgen jest cinige allges

- meine Bemerfungen dber den vorlicgenden Gegenftand ges

madht werden.
3ft g cine Primgadl 4241, und p cine Beliebige Prim=

3abl, fo iﬂ‘(%) =(—g—). ©oll nun g quadratifther Reft
von p, oder (%):1 fein, fo muf audy (%) =1, oder

—1

p? =1, mod. g, fein. RNun at nad) §, 6, bcé porigen

g
Abfhnitts die Congruen; x = =1, mod, g, T—1 verfcbu-
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dene Aufldfungen unter g, folglidy fann p, nady dem Modul
q, cben diefe 9_;1 verfdhiedene Sablen unter ¢ ju Reften laf
fens und ¢8 ift flar, daf nuv dic in diefen Formen entbale
tenen Primzadlen Diviforen von x2— ¢ find, fo wie aud),
dafi jede in einer diefer Formen enthaltene Primzadl p ein
Divifor von x?—q ift,

Ule Primzahlen p, welde nad)y dem mod. g cinen der

in den obigen nidyt inbegrifenen 1_71 Neft laffen, geben aud)

= g1 . .

nidt p* =1, und da p* nothwendig entweder =1
gt

oder =—1 ift, mod. ¢, fo geben fie p2 =1, mod. g,

ovee (L) =—1, und mitgin (%) — 1, alfo ift fiir all

diefe Primjablen g quadratifdher Nidytreft.

3ft ¢ eine Primjabl 4243, fo mufy man gtoei Fdlle
unterfdyeiden, je nacdhdem p=4n--1 oder p=4n--3.
Damit ¢ quadratifder Neft von p=4n41 fei, witd, wie

vorbin erfordert, daf (Il’) =(§) =1, Hierdurd) exhdlt
man 1—5'—1 perfdhiedene Formen fir p, nad) dem Modul ¢;
alle diefe miffen aber juglei) auf die Gorm 4nJ-1 gebradyt
yoerdens died giebt q_}{ verfdhicdene Formen nach dem TMos

dul 4¢, wie 4gn-a, wo a pofitiv, ungrade (und gwar
4n--1), endlidy fleiner ald 4 ¢ ift.

it p=4n-3 ift die Bedingung <'Z') =1 ju o

fullens da aber (—p(l-) =— (%), fo echalt man (—21) =1,

Hieraus erfolgen wieder L o verfdyicdene Formen nady dem

odul ¢, weldhe mit 43 verbunden, eben fo viel Fors
men nady dem Modul 44 geben, nemlicy Formen dgn-d,
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wo b pofitiv, ungrade und gwar 443, endlich Fleines al3
44 ift,

Atfo ergeben fic) grade g—1 Formen, d. 6. bath fo viel,
ale ¢8 relative Primsablen gegen 4¢ unter 44 gicht. Die
andere Halfte von Formen enthdlt alle die Primzablen, von
weldyen g quadratifher Nichtreft ift.

10. Damit ¢ quadcatifder Reft von p fei, wenn ¢ cine

sufammengefesite Sabl, aber nidit durd) p theifbar ift, wird
erfordert, daf (% =1, Cnthdlt nun suvdrdertt ¢ einen

quadratifhen Factor &2, fo dafi o =c'42, fo ift
c %2 "/ .2
F=)=E)E)
G)=G)) =+t

fowosit i (1) =41, s fir (B =—1, 0 i (=)

C’
_—-=(—p—>. Man fann alfo aud der gegebenen Sabl ¢ pen quas

und da

dratifdyen Factor £* weglaffen, und annehmen, dag ¢ ein Pros
duct aué lauter ungleichen Primgablen ift,

Diefes voraubgefest, feien e, £, 7, 9 ... die Primfactoren
von ¢, alfo c=efyd...., der Anjahl nad) m, fo ift

(D)=L= (5 (D) (2)(2) ...
(5. 1. dritter Ybfdynitt), F
Soll nun (—cp—)..—;-]-l fein, fo wird erfordert, daf feis

ner oder cine grade Unsabl der verfhiedenen Primfactoren
b : V=1 (L) _
von ¢ fo befdyaffen fei, daf (p)— R (P)_.—l, etc,
Die Bedingung (Pi) =41 wird alfo erftens befrics
digt, wenn

© === ==t



3ft nun 1) p=4n-41, fo folgt, wenn die Primyahe
ln e, £, 7,.... fammtlidh ungrade find,

(8)=(2)=(2) o= 41
alfo erhalt man fir p
1) dic Form 4n--1;

2) a_:_g verfhiedene Formen nad) dem Modul e, aus

der Bedingung -f:)=+1,
3) /—9%-1 verfthicdene Formen nach dem Modul B, aud

ber Bedingung (%) =1,
und fo fort fir jeden Primfactor von c.

Sede diefer verfthicdenen Formen, welde der Divifor p
nad) cinem Modul, 3. B, «, haben fann, muf mit jeder Form
diefed Divifors nad) den hbrigen Moduln B, y, ... ver:
bunden toerden. Sind 4 B, anf-of, fm-f, yv-4y*
drei Formen nad) den Moduln o, G, , fo bat man die drel
Sormen
an--o = fm~4-f = yn+ty
mit einander ju vereitigen, und erhdlt Bievduvd) ecine neue
gorm nady dem Modul « S7.

Sm Ytigemeinen gelangt man auf diefe Weife ju

a—1 f—1 y—1 5—1
2 22 T2
Formen nady dem Modul @ f7J...., von denen jede noch auf
die Form 441 gebracht werden muf.
it p=4n-43 erhalt man aud den Bedingungen:

(g) =(Fﬂ) = (}?—7)‘) = (_1(:_) = ...=41,

nady dem Theorem der Peciprocitdt:

B)= () ==~ (5) =~ ()=,
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wenn die Primjablen e, £, .. .. von der Sorm 4n-p1,
¥ 0, ... von der Form 4n-3 find.

. Sndem man tviederum die verfdyicdenen, qua diefer Be-
dingung bervorgebenden Formen combinirt, erhdlt man

e—1 f—1 y—1 51
2 * 2 . 2 . —'—‘2 *e 0

Formen nady dem Modul « By weld 1

X . he endlidy no
mit 473 su verbinden find, ’ b nod

Aber die Bedingung (%) =1 wird audy befriedit, wenn

 ®.
(—%) = (pﬁ) oo = 1L

() =—()=

YAuch diefe Nufldfung liefert, wie die obige,
e—1 1 y—1
“2 . 2 . "“-2 eoa,
Tormen £n4-1, und eben fo viele 4n-{3.

Sammtlide Diviforen von x*—c jerfallen alfo junddft
in die beiden Haupt-Claffen 4n-4-1 und 4n--3, Sede diefer
J’gaupr:@(aﬁen\acrf&[[t wieder in eine gemiffe Anzabl von Glaf:

\ . a—1 f—1 41 .
fen, deren jede eingelne T.T.%— oo verfdyiedene

Jormen nad) dem Modul e FyJ.... enthalt,

©oll ferner o quadratifder Nidytreft von p fein, fo
muff die Bedingung

2) = (&) (L) (2 =

- (p) = (p)(;)(p) e =~—1
befriedigt wetden.

Uudy biee erbdlt man gwei Haupt:Clafen 4nf-1 und
4n-3; unter jede derfelben fallen wicder cine Unzabl Claf:

o oo—1 1 4.
fen, jede 5 .~—‘6‘2 .7—?1,... Sormen enthaltend,

3ft nun ¢ eine Primyahl o, o erhalt man aug pen Bes
dingungen "

PMinding Arithmetits ¢
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()=t (£) =1

jedesmal nur cine Claffe von Formen.
3ft o cin Product aud ywei ungraden Primjablen e, B,

fo erbdlt man (%)(‘IE;) =+ 1, wenn ¢ NReft, und (g)(g)

= —1, wenn ¢ Nidteeft ift,
3n dem crften Falle erbdlt man durd) die Formeln:
(ﬁ): (ﬁ):_}_i und <ﬁ)=(£)=-—1
p P P P/
swei Claffen; und eben fo im gweiten Falle durdy die Formeln:

(.‘i):— ._é,.):..l_i, f_\:_(ﬁ):—.j.
P P r/ P
St allgemein ¢ ¢in Product qud m ungraden und vers

fchiedenen Primablen, und werden fie (5) =1 nClaf:
fen und flr (i>=—1 ¢ben fo vicle Glafjen erbalten, fo
r

gelangt man, wenn ju ¢ ein neuer ungrader Primfactor g
Bingutritt, durdy die Bedingung:
(ﬂ) =1 u 2x GClaffen,
r

nad) den Formeln : .

Ne= (L) =41, (L)=(L)=—1,

(p)—(p) +’(p) (p)
und nady den Formeln: _
)= 1) = N=er (L) =—~1,
©=—@D=+ ()=—()
cbenfalld yu 22 Glafjen fir den Fall: (1—))=-—1-

$lt m=1 ift nun n=1, fir m=2, n=2:. fl[fo

fir m=3, n=2.2 und aligemein fie ein beliebiges
min=2" bdic gefudite Anzabl der Glaffen von Sormen
4n41, und eben fo die Unahl der Claffen von Formen
4n}3.  Folglih findet man im Gangen 2™ Claffen von

e ——— e e .
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Jormen, von Ddenen die HAlfte 4n4-1, die andere Halfte
4n+3 iﬁo .
Daber erhdlt man fie die Nefte und RNidytrefte sufammen .

o—1 f—1 y—1
2x9mx 5 Aﬂ2 .72 wor Sormen, und da die Anzahl der

Sactoren e, B, ¥ ..o.m ift, fo find dies e—1.8—1.y1..,.
Sormen, von denen die Hialfte Diviforen und die anpere $Halfte
tichtdiviforen von x* —c darftelt,

Dies find offenbar alle Formen fie ungrade Primgahlen,
die nad) dem Dodul 4ee Fy.... mbglih find; denn die YAne
$abl der relativen Primzablen gegen diefen Modul, welde Flei-
pee find ald derfelbe, ift eben: xe—1xXfF—1xy—1,...

Enthdlt die abl ¢ aufier den ungraden Primfactoren a,

B,y +.o. aud) nod) den Factor 2, fo muf, wenn 2¢ quas

. , 2¢ 2
dratifher N von g PR Bl I A T H
ifder Neft p fein fol, (p) (p)(p)_l fein,
Gebt man nun nady der RNeibe P=8n4-1, 3,5, 7, fo ers

balt man in diefen Vorausfesungen:

©=1 (=1 (=t )=ts

Jede tingelne diefer Annabmen gieht . Qm Glaffen von

Formen, deren jede ‘."__“)_‘1&2:1

cooo Formen enthdlt; diefe
vicemal genommen erbdle man, Yoenn m die Anzabl der Facs
toren o, B, y ..., bedeutet, 2t Glaffen had) dem DModul

8c=8afyd...., welde jufammen
2”‘+‘x$——;1.£;—_—1....=2.a-—1.19—1
Formen enthalten.
@ben fo viele Glaffen und Formen gehen aud der Bes
dingung (?I_)_C) ==—1 fie die Formen der Primyahlen bervor,

von welden 2o quadratifher Nidyteet ift.  Man erpdtt alfo

im Gamgen 4.o0—1.8—1,y—1..., Formen von Prims

sablen, von denen die HAlfte die Diviforen, die andere Halfte
€2
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die Nidtdiviforen von 22— 2¢ enthdlt. Diefe Formen ente
Palten alle den Modulus 8c, und aufier ihnen fann Feine
andere Form nach diefem Modul mehr eine Primgahl ansdriicen,

10. Um dad Werftandnif der Bemerfungen ded §. 9,
durd) ein Beifpiel ju unterfiiten, wollen wir die Formen
derjenigen Primjahlen fudhen, weldye Diviforen von 24105
find, b 0. von welden — 105 quadratifder Neft ift. Da

nun 105=23.5.7, fo wird erfordert, daf ( =35 /) +1

N(S\/7

ift. Diefe Bedingung giebt weiter: ('-'1;—) (F) (;)—) =1,

3ft nun guodederft p=4n-1, fo iff]

(-3 =) =)
(3) (@) =(z) =1

Died gieht:
L ()= ()= ()= ro=antss

Snt-1,4; "n41,2 4.

2 (§)=- (D)= (3) = tr =sutts

5n4+2,3; 7nd-3,5, 6.

3. (%) =—(0)=—(2)=1,= Sn1,
4; 3n42; 7n-3, 5, 6.

(5)=—(2)=—(3) = Lot

2, 4; 5n42,3; 3n-f2

Gombinitt man die erften 3 Formen, fo folgt:
1) p=15n4 1, 4 mit 7n41, 2, 4.
2) p=15a+4 7,13 mit 7n+43, 5, 6.
3) p=15n411, 14 mit 7n-44, 5, 6
4) p=15n4 2, 8 mit 7n}-1, 2, 4

etc.; alfo:

e - o e

e,
- v—
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Hieraud ergicbt fidh weitce:
t)y p=105n4 1, 16, 46; 105n-64, 79, 4.
2) p=105n-- 52, 82,/79; 1052473, 103, 13.
3) p=105n4-101, 26, 41; 105n-459, %9, 104.
4) p=105n- 92, 2, 32; 105 n - 8, 23, &3.

Ule diefe Zablen auf die Form 4n--1 gebradye, geben

der Reihe nady:

(

1) p=420n-4 1, 109, 121, 169, 289, 361.
9) n=420n413, 73, 97, 157, 313, 397,
3) p=420n-4-41, 89, 101, 209, 269, 341,
4) p=420n+453, 113, 137, 197, 233, 317.

Sudit man 2tend fie p die Form 4n4-3, fo ;ﬂ( 3)
P

| .—_—.——(%), alfo:

) =~

RNun it aber, weil p=4n33, (%):-—(-g—),

) ==(5), atto mis fin (£) (£)(3) =—1.

P
Dicd gieht:

1)__(%) = (%) = (%) = f.p = 3n+42;
Sn--1,4; 7nd-1, 2, 4,
2)._(%)-.: (%):: (%): 1.p = 3n4-1;
 T5m4-2,3; Tn-1,2 4,
9-B)= (D= () =tr=snts;
S5n4-1, 4; 7n+4-3, 5, 6.
4)"(%) =—(%).=—(§) =1lp=3nt2;
5n42, 3; 7n--3, 5, 6.
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Diefen Formen gelten die folgenden gleich.
1) p=15n--11, 14, vabunden mit 741, 2, 4.
2) p=15n+4 7,13, s o+ o« Tnt1, 2, 4.
3) p=15n+ 1, 4, L . s 7n+1, 2, 4,
4) p=15n+4 2, 8 = + s 7n43,5, 6.
Diefe aber gebhen wiederum in die folgenden Gber,
1) p=105r-71, 86, 11; 105 n+}-29, 44, 74-
2) p=105n422, 37, 67; 105n--43, 58,"88,
3) p=105n31, 61, 76; 105n--94, 19, 34.
)] P=105n--17, 47, 62; 105438, 68, 83.
Diefe Zablen endlich, fdmmelicy auf die Form 4n43
gebradit, geben:
1) p=420n--11, 71, 179, 191, 239, 359.
2) p=420n-+}143, 67, 127, 163, 247, 403.
3) p=420n--19, 31, 139, 199, 271, 391,
4) p=420n-47, 83, 143, 167, 227, 383,
3n dem vorliegenden Beifpiele war m=3, a=3
B=35, y=17; folgliy mufte man nad) dem §, 9. 2? =8
3—t1 41 7—1
g 2.=6_‘{s-or=
men enthielt, yie ¢& audy gefheden ift,

Claffen finden, von weldyen jeve

Bievter AbFhnitt,
Berallgemeinerung des Fermatfchen Sabes,
Der Wilfon{che Sas.

1, L¢befat, Beeidnet = die Angabl derjenigen Sab=
fen, weldhe fleiner find alé cine belicbige Babbg und relative
Primsablen gegen 4; ift ferner a cine relative Primgap! ges
gegen A, fo bat man @*=1, mod. A,

Beweis, Beseichnen wir die verfdhicdenen unter der ge=
gebenenn Angabl 7 enthaltencn Sablen mit @, £, 75 Oy +ovrs
fo find die NRefte, weldpe die BViclfadyen von @, nemlidy: e,
fa, ya, da..,., mod. 4, lofien, fGmmtlic) von cinander

e —— - —_—
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verfhieden.  Denn wdre aa=Fa, mod. 4, fo tyirde fols
gen: a(e—pF)=0, mod, 4.

Da nun a durd) feinen Factor von A theilbae ift, fo muf
a—fF=0, mod. 4, oder @ ==F fein, wenn aa und Sa
gleihe RNefte nad)y dem Modul A laffen follen,

Die n verfdiedenen Refte von ea, fa, ya, ... falm
dafier nothwendig in verdnderter Ordnung mit den 7 Bablen:
a, B, 7, ... jufammen, fo daf man durd) Multiplication
erbdlt: ¢ fy0..coxa*=afyd...., mod. 4.

Da nun dad Product e Fyd.... durd) feinen Factor
von A theilbar ift, fo folgt:

a*=1, mod. 4; w. 3 b, . «
Bcifplc[ e a=12 ift x=4, und man ¢tbdft:
1+=1, 5*=1, 74=1, 114°=1, mod. 12.
 Glr =30 ift #=8, und 18=1, 78 =1, 115=1,
132 =1, 170 =1, 198 =1, 23°=1, 298 =1, mod. 30.

Sufas. Man dberjeugt fidyet leidht, daf, wofern nidet

A=2, = cinc grade abl ift. Daher Hat man immes

=1 oder =—1, mod. 4, wenn nidht £ =<2,

gufas. 3ft.4 cine Primyadl, fo ift 7= .4 — 1, und
man echdlt den Fermatfhen Lehrfat, Abfdhnite 2. §, 1.

9, Auf den Lebrfag ded vorigen §. l4Ft fich eine auss
fupelicye Tfheorie der Congruenyen a"=a, mod. 4, griinden,
wie im gweiten Adfdynitte eine foldhe fur den Fal gegeben
wurde, wenn der Modul eine Primzadl ift. Wie wollen dies
fed jedodd unterlaffen, indem wir und auf einige bierher ges
porige Sdse befhrdnfen, von' welden in dem folgenden §.
cinige Anwendung su madyen fein wird.

Qehrfab. It w de ng,te gemeinfdyaftlidye Sactot
dee beiden Sablen nw und m, A cine relative Primjah! gegen

, fo jft die Congrueny x™ =a, mod. .4, nur dann mg:

m

iy, wenn o =1, mod. A

M



Beweis, Buodrderft ift flar, daf x eine relative Prim:
bl gegen A fein muf, damit axmv—a durd) A4 theilbae

¥ T
fein Ednne, .'Dufeé voraugefest, Hat man (x™)*=a*,

kil

und m””‘—(x"w)w_i mod. 4; alfo o* =1, mod. A.

3. Rebrfas. 3ft A=p™ eine Poten; einer ungraden
Primzadleg p, fo ift die Jj)dlfte aller w=pm1.p—1 Sah=
fen @, B8, 7, ...., welde Heiner find al8 p™ und relative
Primsablen gegen p™, quabdratifdher Neft von p™; die andere
Hilfte Nidytreft,

Beweis, Sft e cine relative Primgadl gegen 4, fo ift
¢8 aud) A —a, und jugleid) o> =(A£— e)?, mod. A.

Um daber fammtlidhe Nefte ju finden, welde ¢in Quas
drat > nad) dem Modul 4 laffen fann, braudht man fiir
nur alle dicjenigen Rablen @, 8, 7, & .... ju feben, welde
fleiner find, als 3.4; folder find aber ofienbar I~. Ule
dicfe Quadrate @, 52, »2,... lafien nun, mod. 4, ungleidhe
Defte; denn wenn @* =42, mod. 4, alfo:

(¢—8) (e £) =0, mod. p™,
fo mifte, wenn wir den Fall, wo m =1, aufer Ucht laffen,
entroeder ciner dee Factoren @ — £, e} B, durd) p™ theilbar
fein, wad abey nidht mdglich ift, da a2 Feiner alg pm;
oder €6 mifte jugleih & — F=0, mod. p, und &+ F=0,
mod. p, fein. Hieraus folgt aber 20=0, mod.p, alfo
mifte « durd p theilbar fein, gegen die Borausfesuny,

Da alfo die Nefte @, S, 7..,, alle von einander vers

fhieden find, und ihre Ynzabl % betedgt, fo ift die Hdlfte

allev Bablen, die fleiner find als pm und relative Primzablen

gegen P, quadratifdher Jeft von 4, die andere Hdlfte
Nidytreft,

Unmerf. Sest man fir x Sablen, welde mit 4 einen

Gastor gemein Baben, fo echdlt man qudh Refte, weldye mst

A cben diefen Factor gemein aben,
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Bufag., 3ft a eine relative Primsabl gegen 4, und quas
dratifdyer Neft von 4, fo ift aud) @t =1, mod. 4 (§.2.).
4. Lehrfaf Die Congrueny x*=1, mod. p», fat
nicht mebe ol 5 Aufldfungen, die Fleiner find, afs pm;
und pofitiv,
Beweis, Nehmen wir an, daff der Sak giltig fei fir

den mod. p™ (und er gilt wirflid), wenn m=1, n=p—1),
fo ift ju geigen, dag biefclbe Congrueny nad)y dem Moduf

p™t nidit mebe ald px 5 oder p mal fo vicle Rufldfungen

ald die vorige baben fann.
RNun ift juerft su bemerfen, daff wenn e cine rdatm

Primzabl gegen p und a“:\*- 1, mod. p , aud) o s::1
mod. p™; und ift asz:—i fo ift o 2—'(_1);0—_-_—___1
mod. p™. 3t f‘)lﬂud) "—+1 fo lﬂ' audy a“"—[—!
mod. p™, und ift o “=—1 fo 1ft aud) a”———i mod. p™.
Sede Yufldfung der Gongrueny =1, mod. e ifE nun

offenbar gugleid) eine Aufldfung der Congrueny xﬂ-;—__l
mod. p™, und da die Qluﬂbfungm der Ic[mrn feine anderen

find, al8 die Aufldfungen der Congrueny x“'—i mod.p .y
fo ift endlih jede Yufldfung x der Congrueny o '2_—_—:1 ;

ki
mod. p7+, einee Aufldfung e dev Congrueny =1,
mod. p™, nadh) dem Modul p™ congruent, Man fann daber
x=c-up™ feben, in welder Form w eine pofitive gange
Sabl beveutet. Da aber ' fleiner ald p™+ fein folt, fo fann
w nut die p Werthe 0, 1,2 vus p—1 erhalten; qlfo gicht
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¢s fle jede Wursel o bdDftens p verfchiedene Werthe von o,
und folglid)y betrdgt die Unzabl alicr mdgliden o pddyftens

p.—g-, w. § b, w.

Bufas. Da nun nad §. 4, an Sablen quadratifche
Refte von pmt find, und fir jede derfelben a die Congruen;

TC k14
« *=1, mod. p™t* gilt, fo Bat die Gongrueny x I=1,

mod. p™tt, p-;—z- und nicdyt mebe Anfldfungen; oder die Con=

grueng acgzl, mod. p™, [)at% und nidyt mebr ufldfungen,
die pofitiv und fleiner al p™ find.

Bufas, 3ft @ cine relative Primjabl gegen 4 =p™,
uud a§E+ 1, mod. 4, fo ift & quadratifher Reft von L;
denn €8 giebt -z— quabdratife Refte von 4, von denen jeder

T
der Bedingung a* =<1, mod. 4, Gieniige leiftet, und au-
fee dicfen feine andere pofitiven Sablen unter A, weldye der-
felben Bedingung Gentige leiften; wasd aber der Fall fein
mufite, wenn a quadratifdyer Nidhtreft von 4 wdre.
3ft folglidy B quadratifdyee Nidytreft von & und relative

primzabl gegen A, fo it F7=—1, mod. 4.

Beifpiel. Die Congrueny x3=1, mod.7, bat die
Yufldfungen: 1, 2, 45 folglidy find die folgenden 7.3 =21
Bablen die Yufidfungen der Congrueny **=1, mod. 49,

pemlidh s
1, 8, 15, 22, 29, 36, 43,

2, 9, 16, 23, 30, 37, 44,
4, 11, 18, 25, 32, 39, 46.
5 M a cine Belicbige ungrade Babl, fo it a"=1,
mod. 2, und m=2“", Dicfes vorausdgefest, lAft fidh
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audy geigeu, daf @*=1, mod. 2", wofern nitht a e=dn4-3,
und p=2. ‘

Denn ¢ it a=1, mod.2, alfo a=2n-}1; bicrausd
folgt: a? =4n’+4n+1‘=8xn'n+1+1, in weldyer

2
Formel = '"2+ 1 offenbar eine ganse Sahl ift; folglidy > =1,

mod. 23, !
St aber dberbaupt a2”—1=2”n+1, fo ift audy:
@ T'= (1) = 2 2P a1, oder:
o= T 1
folglidh audy o* " =1, mod. 2", €8 ift folgliy @ =1,
mod. 23, e4=1, mod. 24, a® =1, mod. 2%, etc.
3ft aber =2, oder der Modul =22 =4, fo find
pwei Falle ju unterfdyeiden, je nad) dem a==4n-41 obder

a=4n+3. 20

Jm ecften Falle ift a? = gt 2
=a=1, mod. 4. Jft aber a =4 n-3, fo ift 2*°*=3,
mod. 23,

6. Qebrfa, Begeidinet man mit P dad Product aller
Bablen, die fleiner find ald eine gegebene Sahl £ und rela:
tive Primpablen gegen A, fo it P=-1 oder P= —1,
mod. A.

Beweid, Oie verfdyiedenen ungraden Primfactoren
von A feien p, g, ru. f.w, und A =24 pm gn po ..., W0
die Bablen m, n, o, .... venigftend =1 find, o aber aud
gleidy Nult fein fann, €8 [4Ft fid) nun leidit eine ungrade
Babl a finden, weldye relative Primpadl gegen 4 und qua=
dratifher Nidyteeft von A ift, I nemlid e quadratifdyer
RNidytreft von p, o fege man: ga=puf-e=2(qr,..)v+1,
fo ift a relative Primpabl gegen p, q, 7, .... ferner une
grade, quadratifdher Nidtreft von p, folglih audy yon pgr,

..
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affo- endlih a quadratiffier Nidytreft von .4 und relative
Primzabl gegen A,

€8 ftellen nun @, B, 7, ..., die verfdiedencn Sablen
vor, die fleiner find, ald .4 und relative Primzahlen gegen A,
ipre Unjall fei, wie bisher, mit m begeidhnet, .

Man [ofe die Congrueny ex =a, mod. .4, und nehme
fite 2 die fleinfte pofitive Sabl, weldye moglidy ift, fo ift die-
felbe offenbar eine relative Primyall gegen a und Fleiner alg
A. Man nehme nun eine andere (F) der Bablen e, 5, 7 o ve,
die aber weder gleih) o nod) gleichy a feien darf, und [dfe die
Congrueny Sy =a, mod. .4, indem man wieder den Fleinften
pofitiven Werth fiir y fud)t, fo ift y cine velative Primzabl
gegen A, und verfdhieden fowohl von B, al8 von & und x.
Denn wire y=4, fo mifitt 2=a fein; wad nady dec
Boraubfesung dber a nidyt mdglicy ift, Wdre ferner y = o,
alfo @f=a, ex=a, mod. 4, fo virde fi) nadh) den oft
gebrauditen Schliffen ergeben, daf f=, mod. 4, alfo
A= fein mifte.

€8 laflen fid) alfo die = verfhiedenen Bablen e, B, 7 ...
su pweien fo verbinden, daf dad Product jededmal congruent
a ift, mod, 4,

Die Anjadl aller diefer Producte ift aber 3 37 ; alfo folgt,
baf das Product aud allen Rablen &, B, 7, o0 nemlidy

P= a‘n ift, mod. 4.
(] fet nun 1) d=p™ odee L=2p™, alsdann ift

(5 4.) a’——-—i mod, p™, mespm—t.p—1. Gerner ift
a*=—1, mod. 2, weil a ungrade ift, folglidy a’-]-l theil=

bac durd) 2 und dueh ™, alfo ducd) 2p™, oder a'———l
mod. 2p™.
Tolglicy ift in diefem Falle P=—1, mod. 4.

2) 3t A=2" und p>1, fo 3Gt fid) cbenfaltd eine
Babl a finden, weldye ungrade und quadratifcher Nidytreft von
von 2¢ ift. Gine foldje ift 3, oder nod) einfacdher —1. Sns
dem man nun die Congruengen e o =—1, mod. 2“, u. f, w.
15t (gany wie oben fir die Modul A=2pmgnro,,,.))
und dann ihr Product nimme, fo echdlt man:

p—2
P=(—1)*" , mod. 2",

Wofern alfo #>2, fo ift P=1, mod. 2"; it aber
p=2, fo it P=1.3=-1, mod. 4.

3) StA=2pmg ..., fo ift:

” -
P=a%, und % =2, pr=1, g™,k 1'?2—-! e,
Run ift fernce:
m-l’B__’
a =—1, mod. -P"
qn-x -t

e =41, mod, ¢, ete. (§. 4. ,Suf)
Golglidh ecbdlt man, wenn man 3 B, die erfte der Heiden
vorffehenden Congruengen jum Erponenten 27, grer gt 5
cthebt,

x /l-‘l' nea — X
at=(—1)*" 9"t =t mod. g%

Auf gleide Weife ift a‘_“-]-l, mod. q , . f. w,

Feener ift a? = 1, mod. 2*; alfo a“:l, mod. 2%
7t
Da nun a*—1 durdh p™, ¢% % . 4., . endlidh audy

durd) 2 theilbar ift, fo ift diefe Sabl durd) dag Product
2 pm gt veo. == A theilbar,

Dee Sas gilt, tie leidit ju feben, aud) dann, wenn
A=p"q'r° «.oey 0Dt p gleih Nul. Er gilt aud), wenn
o grdfer ald 1, m =1 oder grdfier ald 1; dagegen n, o,
u. fo 0. fémmtli gleiy Nud find, alfo A =2 pm,
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n =2 p—t; folglit ar=(—1)% , mod. p";

und
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e

3n diefem Galle ift nemlichy o~ 7 = —1, mod.p™;

-1

¢bcﬁ fo a° =1, mod. 2", alfo a?El, mod. 2% ‘

folgliy a?=1, mod. 2“p™.

7. Rufab. SftA=p eine ungrade Primsabl, fo fine |

det der unter 1) erwdbnte Fal flatt; nemlidy P = —I1, !

mod. p.  Nun find die relativen Primyablen gegen p, fleinee

ald p, die Bablen 1, 2, 3, 4, ..., bi8 p—1, folglidy ijt
1.2.3.4....p—2.p—1=—1, mod. p. i

der Wilfonfde Sas genannt,
ein befonderer Fall ded im §. aufgefteliten, adgemeinen Safed.

mod. 7.

41143 =—1, mod. 18,

Diefer Sas wird Hdufig von  feinem Crfinder Wilfon ‘)
Gr ift, wic man ficht, nur

Cinige Beifpicle dieften nidye Qberfltiffig fein.
1. €8 feid=7, foift 1,2,3.4.5.6=720=—1,

€6 fei A=18, fo ift 1.5.7.11,13.17=—111317=

€8 fei 4 =25, fo ift 1.2,3.4.6.7.8.9.11,12.13.14.16,
17.18.19.21,22.23.24 = —1, mod. 25.
Man findet nemlidy junddyft, da 13 =-—12, mod. 25,
elc., %06 (1.2.3.4.6.7.8.9.11.12)* ==—1, mod, 25, {tin muf.
RNun ift 1.2.3,4=—1
6.8 =-2 mod. 25,
7.1 =42
sl 9.12 =438

& 1.2.3.4,6,7.8.9.11,12 = 32 =7, mod. 25, und

72 = —1, mod. 25,

2 €8 fei A=16=24 Ylsdann ift

1-3-5o‘709.11.13.15 E (1.3.5.7)2 :—_—_— 72 E 1, modl 160

3. A=24=9:3

1.5.7.11.13,17,19.23 = (1.5.7.11)» = 112 =1, mod. 24.

4, A=15
1.2.4.7.8.11.13.14 = (1,2.4.7)* = 42 =1, mod. 15.

8. 3m 2ten Abfdhnitte (5. 11. Anm.) wurde gefunden,
daf die Congrueny x*=a, mod. p, in weldyer p eine Prime
sall vorftellt, pwei verfdyicdene Aufldfungen uldft, die pofitiy
und fleiner als p find, oder jwei verfhicdene Nufldfungen,
die, abgefeben vom Beidyen, Hleiner als £p find %), St aber
der Modul ein Product aud mehreren verfdyiedenen -ungraden
Primzablen, von weldyen feine ein Divifor von a ift, fo giebt
¢8 mehreve veeficdene Werthe von x, weldye Heiner find ald
der batbe Modul, unter der Vorausfepung, dafi a quadratis
fdher Reft in Besiehung auf jeden Primfactor PYTreses DB
Moduld M=p.q.r.... ift. Um Ddicfe verfchiedenen Hufa
[bfungen und die Anzabl decfelben ju finden, denfe man fid
die Congrueny in Besiehung auf die cingelnen Primfactoren
von I aufgeldft. €3 fei nun a>=gq, mod. p, f*=a,
mod. g, y*=a, mod. r, fo erbdlt man fir dje Auftdfung
der Congrueny x*==a, mod. M, die Bedingung, daf

x = pntea= q”f_-l;ﬂ:: ran’+ y etc,

Buvdederft wird nun voraudgefest, daf a pofitiv und

Fleiner al8 —'2’—, £ pofitiv und fleiner alg %, 7 pofitio und

Heiner als -;— u f. w.

Sndem man nun die verfdiedenen Formen combinirt,
weldye die Sabl x in Besug auf die Primjadlen p g » aben
muf, ehdlt man verfdiedene LWerthe von x, deren jeder fleis

M
nee ald 5~ angenommen werden fann,  Betedgt die Angadl

der ungleidhen Factoren p g » ded gegebenen Noduls m, fo
ift einsufeben, daf, wenn m =1, die Sabhl der Aufldfungen
=2 ift. 3t m=2, fo IaFt fich jede diefer jrveci Auf(dfuns

*) 3ft nemlidy bie eine <o, fo ift die andere — .



gen, mit Jedee der Beiden Nufldfungen, dic in Bejug auf den
geiten Primfactor gefunden worden find, verbinden, und man
erbdlt alfo 4 Yufldfungen.

Seder neu bingutommende Primfactor verdoppelt Gberhaupt
die Angabl der fdhon gefundenen Aufldfungen und man erhdlt
daber fiie m Primfactoren, 2™ Yuflbfungen, fdmmelicy Flei-
ner al der Halbe Modul und gur Halfte pofitly’, jur Hlfte
negativ,

Beifpiel. Manweif, daf 2 quadeatifher Neft in Be-
sug auf die Primgablen 7, 17, 23 ift; ¢8 follen fdmmtlidye Aufs
Ibfungen der Gongrueny x2==2, mod. 7.17.23 == 2737, ge:
funden werden, die fleiner find ald £(2737).

Man findet 2 =7n+3=17n'+6=23n"+5.

Combinict man juerft 7743 mit 17746, fo ergicbt
fidy, daf die Zabl 1753 durdy 7 theilbar fein mufs
Alfo mug, da 17 =143, 3/-}-3 durd) 7 theilbar, und

folglich ’# eine gange Babl fein, Segen wit alfo n=—1,

fo fommt 170/ 46 =— 1746 == —11, Gombinirt man
fernee 7n—3 mit 172/4-6 fo muf 177/ -9 dued) 7 theils

bat, alfo 3"l7+ 2 cine gange Sabl fein, Died giebt n' = —3,

alfo 174G =—5146=—43.
Man erhdlt alfo aus x>==2, mod.7.17, dic folgenden
4 Nufldfungen: x=+11, +45, die fdmmtlich), abgefehen
vom Seidyen, fleiner find, al8 £.7.17. Man findet!
12— 2 =119=7,17; 452 —2==7.17 .17,
BWird mm 7.17.n4-11=23n"+5 gefest, fo muf

119§§+ﬁ eine gange Rabl fein, und weil 119 =>5.2344,

fo mu§ %_3&;, folglich audh 2%}'3 cine gange Babl fein.

Died giet, wie leidyt g feben, n==10; alfo exbdlt man
die Aufldfung + 1201,
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Nimmt man ferner 119n——11=23n’+5’ fo mug

11952 —16 . - . . dn—16
53— ¢ine ganje 3abl fein; folglicy "23 , Und mits

; n—4 ,
bin audy 55— eine ganye Babl fein. Der Feingte 2Beth,

den » Daben fann, ift daber n==4, und dje gefucte o
> u b
fung: 119.4—11 = 465, @ fide
€ept man. 119n+45=23n'-5, (o o iebt ]
? )
ANuflofung oo ==+ 1145, ] fidy die
Endlid) folgt aus der Verbindung der Formen 119, —45
und 23n' -5 die Aufldfung: ===+ 74,
Man erhdlt alfo 8 vecfdiedene Aufidfungen pey Gongruens
@222, mod. 2787, welde Heinee find af 9737
nemlidy == +74, 4465, + 1145, +1201.

9. Cnthdlt der Modul audy nod) aufier den m ungras
den Primgablen p, g, r.... den Factor 2, fo finden fich
cbenfalld 2™ Hufldfungen der Gongrum&_xas @, mod. 201
die fammelicy Heiner find als 12, ’

Denn ift a ungrade, fo giebe jeder ungrape Lerth von
o, weldyer 22 =a, mod. M, madt, aud) x> =g, mod, 21;
ift fernee a0 pofitiv, grade, Ffleiner qf3 FM, und x*=a,
mod. M, fo ift die Sabl + (11— x) ungrade, fleiner al8 I,
und (M—x)*=a, mod. 21M, Sf ¢ grade, fo giebt jeder
grade ZBerth- von = aud der Songrueny x*=a, mod. M,
aud)y ®*==a, mod.21M; ftatt ¢ines ungraden  pofitiven
gBecths von & aus der Congrueny **=e, mod. M, fann
man aber fegen: +(Max), und man bat: (M~~x)2 =g,
mod. 2111

Endlid) ift leidyt einjufelen, daf, wenn dued) einen
Sactor £ ded Moduls 7 theilbar ift, aud) o durdy diefen
Sactor theilbar fein muf, @3 fei M=nr f, fo [bf¢ man
juerft die Gongrueny **=q, mod. M o3 foil c=a, o
Fleiner al8 5075 man fege allgenicin X =Mn+-ea; und

Minding Anithmetis, &
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beftimme n o, daf x durd) f theilbar wird,
x*==a, mod. M.

Die obigen Sdhe ber die Hufldfung der Congrueny
x? =a, mod. M, befdyrdnfen fidy auf die Fdle, in weldyen
der Modul ein Product aus lauter ungleidhen Primsablen ift.
Sn DBesug auf andere Congruenien, deren Modul Potenyen
enthdlt, mag ¢6 genligen die Qefer auf die Werfe von Gauf
und Segendre gu verweifen, in welden diefe Theorie auss
gefubrt wird,

10. Ynmecl. Um die Congrueny ax* =5, mod. I,
in weldier a eine relative Primzabl gegen M bedeuten foll,
aufsuldfen, beftimme man die Zabl p fo, df ep=1,
mod. M. Multiplicirt man die vorgelegte Congrueny mit 4,

fo geht diefelbe in die folgende ber:
x? =bpu, mod. .

Alsdann ift

Fanfter Abfhnitt

Ueber die Nufldfung unbeftimmeer Gleichungen des
goeiten Grades in rationalen Sablen.

1, @3 (u

1) ax?+bxyter*+tdetey+f=0
eine Gleidung ded pweiten Graded pwifdhen = und y, deren
Goefficienten fammtlihy ganse Sablen finde Man  verlangt
dicjenigen rationalen Werthe von x und ¥, weldye diefe @(t.is
dung befriedigen. Sunddyft it ju pemerfen, daf wenn in
diefer Gleidhung einer der Coefficienten a, €, § B, a, g?[ud)
Null vodre, diefelbe in Besug auf o nur vom erften Grade
fein, und dabee jeder beliebig angenommene rationa[e.ﬂﬁer't[)
von y audy ein rationaled o geben volurde. Daber Wird Dies
fee Sall ausgefdyloffen und angenommen, daf weder a=0

nody ¢ =0,
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Maultiplicict man die Gleidyung 1) mit 44, fo fommt:
Razt-by4-d)* = (d4by)? —4a(fteytcy®).

SGesit man 20m+by+d= u, d3~4af=5',
db—2ae = h, endlid b*—4dac=.d, fo entfteht die
Gleidung 2 =gy A4y,

Nultiplicict man diefe mit ¢ . —
A—Ag=DB, fo folgt: - o R ArFr=v
2) ©v* = Au*4.B,

€8 wird angenommen, daf weder A4 nody B gleidy Null ift.

3ft nun die Gleidung 2) in rationalen Bablen [d8bar,
fo ecbdlt man die Aufldfung der Gleidung 1) yermittelft
der Formeln:

Au—bod-ndb— 4q v—h
i Qa4 y Y = 7

3ft aber die Gleidung 2) in rationalen Sablen nidyt
108bar, fo ift e8 die gegebene 1) audy nidhts weil jene eine
nothwendige Folge von diefer ift.

2. Man fann annebmen, daf die 8ablen 4 und B
feinen quadratifhen Factor haben. Denn Wwdre o =— 4'a?,
B=DB'b> alfov:= A'a*u*4-B'b?, fo fese man y =00,
an=bu', und man erhdlt die Gleidung : v 4, 4B,
indem man den gemeinfdaftlihen Factor 52 wegldfit.

Man denfe fidy jest die Bride v, w, auf ibren fleinften

gemeinfdhaftlichen Nenner gebradyt ; derfelbe feiz, und ==,
P4

X =

w=Z. €8 ift tlar, af bie ganyen Zablen o, ¥, z nidt
alle drei einen gemeinfchaftlichen Factor baben, Die Gleis
dhung 2) gebt nun dber in die folgende x*=Ady*Bz*,
in welder .4 und B feinen quadcatifthen Factor haben, Da-
ber find audy je swei der Bablen =, », =z relative Prim=
sablen; denn Bétten 5. B, 2 und y einen gemeinfdyafitlidyen
Jactor, fo fann diefer in = nadh der %orausfcgung, nidyt
ebenfalld vorfommen; und e8 mifte daber B burd). tin Qiuas
drat theilbar fein,
§ 2
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€5 follen nun jucrft gewifje Bedingungen angegeben
werden, obne deren Sefillung die Gleidhung ©2 = Ay*-}-Bz3
und folglich audy die Gleidhung 1) unmdglicy ift.

©3 fei £ der grdfite gemcinfchaftliche Factor der Sablen
Aud B, und A=qaf, B=1f; alfo x*=afy*-bfz>
Dd 4 und B feinen quadratifhen Factor haben, fo find nidht
alfein @ und b, fondern aud) o f und b, bf und a velative
Primsahlen,

Nun fei p eine Primzabl,, Divifor von &, fo muf

2*==ufy?, mod. p, fein, Da nun  und y velative Prim=
sablen find, fo ift weder & noch y durd) p theilbar; denn
vodre ¢ 5, B. x, fo mifte aud) y ¢8 fein, da af s
nicht ift.

Daber fann man eine Sabl z finden, welde fo befdhafa
fen ift, daf yz=1, mod.p. MNMultiplicict man die Cons
gruemy x*==afy* mit z*, fo folgt, weil y*z*=I{,
mod. p, (xz)*=af, mod. p.

Solgliy muf of = 4 quadeatifier RNeft jedes Fac-
tord p von b, folglich von l’ und dabher aud) von bf=DB
fei.  Die erfte Bedingung fie die Mdglichfeit der Gleichung
x*e=Ady* L Bz* ift alfo dic, vaf A quabdratifder Neft
yon B ift. Sweitend muf, auf gleide LWkeife, B quadratiz
fher RNeft von A4 fein.

Sn der vorgelegten Gleihung muf x dued) S theilbar
fein.  Sdreibt man daher for fatt x, fo erhdlt man, nady
- Beglaffung ded gemeinfhaftlichen Factord S, die Gleidungs
fx® = ay*4-bs* Multiplicict man fie mit a, fo fomme:
afx?==a?y*4-abz?, folglid (ay)*=—ab.z* mod. £,

Da nun abz® unbf, yoie feidyt su feben, relative Prima
jablen find, fo folgt, daf —abd quadtatifder Neft von £ fein
mufl, weil —abz? ¢b ift. Died ift die dritte Bedingung,

3n der Gleidhung x> = Ay -|_1;*z2 find entweder die
Bablen £ und B beide pofitiv, oder die eine pofitiv, die ans
dere Negativ. dren beide negativ, fo wdre die Gleichung

L et Sl TS

Y
]
b

unmdglid), Sft aber B negativ, oder die @(eid)ung
L ot = A} — B3,
in welder A und B pofitiv, o fese man, da = durd) f
theilbar fein muf, > = fa!, woraus
¥® == fal b2 folgt,

Diefe G)chcf)uhg giebt die drei Bedingungen, daff o f quas
pratifher Reft vor b, ab quadratifcher Reft von f, endlich
— b quadratifther Steﬂ ol fein mug. Nultiplicict man
f‘c mit a, fo fommt (ay)*== afx'*4-abz.

‘Da in diefer Gleidung die Bablen af umd ab Beide
poi’tw find, fo foll angenommen Werden, daf die vorgelegte
Gleidhung auf die Form x*=.4y>-}Bz* gebradt wore
pen ift, in weldyer £ und B pofitio find,

3. ©tatt der Gleidung v* = Au®~B Ffann man
die folgende v? =L u*4 Bw? aufldfen.  Sebe  Nufldfung
der lestern in ganjen oder audy nur in’ rationalen Saplen ift
guglud) cine Aufldfung der erften in rationalen Bahlen, €8
§ft dapee md)t davauf gu’ ref)cn, b v, u, w’ ammet gange
Bablen: fi f nd.

o @8 werde guerft angcnommm, daf die Beiden pofitiven
Rablen A4 und B ungleidy: find; ¢8 fei B die tleinere von
Beiden. " nun B quadratifdher Reft von A, fo giebt 8
¢ine oder’ mebtcre pofitive Sahlen n, Fleiner als 34, und fo

-—-B
mfd)affen, baﬁ ——— == A'L* cine pofitive ganze Rabl iff,

tweldhe den quabratlfd)en Sactor k2 haben mag. Da nun n- A__If

2
Heiner als = = und, weil n<3 4, -"— <id; fo ift

Ak LA

Man fese v--nw-—-Aw fo folgt:

(r* —B)w?* —2ndww!' 4 A* w'* = A4 u?, oder
4K wr—2nww't A w? = u?, Wil n2— B= 4.4'k*.
Multipliciet man diefe Gleihung wit A'E2, fo folgt:

(A K2 w—nw')* —(n* — A AP ) w0 = 4 | u®,
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und fest man:
AR w—nuw' =y, ku=uy', n>—44'k* =B,
fo erbdlt man:
3) vi= A'1'* 4B,
Ditfe Gleidyung ift der gegebenen apnlidy, aber /<2 4,
(€8 l4ft fid) nun nadyweifen, daf audy in 3) die obigen

Q?”mslmgen der Miglichfeit erfilit werden, wenn diefe Bes

dingungen in der Gleidhung v? == A u*-Bw? ftatt fanden,

€8 fei f der grafite gemeinfdyaftliche Factor der Bablen
A und B, alfo 4'>=a'f, B= b f, fo muf A’ von B,
B von A', endli)y — a’d’ von f* quadratifdier Neft fein.

Nun war n*— B==A4'%k*. Sn diefer Gleidyung
ﬁn!f B und k velative Primjablen; denn Hdtten fie cinen des
meinfdaftlihen Factor, fo mifte B durd) dag Quadrat defa
felben theilbar fein, gegen die Borausfesung. Ferner erfiepe
man aud diefer Gleidyung unmittelbar, daf B quadratifdher
Reft von A ift, - '

€8 fei p ein Primfactor von B, weldyer nidht Divifor
’30'? AA'K* ift, Algdann i n*==4 A'%*, mod.p, und
mclf + nad) dex Vorausfebung, .4 quadratifdyer Neft von p,
fo ift e audy Ak, folglidy ./,

3ft aber der Primfactor p von B jugleich Divifor von
A’y o ift x*=.1", mod. p, fobald =0, mod. p.

' Sft drittens p ein Divifer von B und A, alfo ein Di-
vifor ibeed ‘gemeinfdaftliden Factors £, fo ift = durd) F
theilbar, et man daber n=fv, fo folgt:

Sv3—b = a4'k3.

Da nun b nidyt theilbar' ift durd) den Primfactér p vop
L fo ift 8 aud) a4z nicht. 5 ift daber: —b=adg>
mod. p, oder venn mit o multiplicict wird, --abEa‘k’.A"
fmod-p, und ba nady dee Borausfegung —ab quabratifd)e’;
Reft von p, oder vielmebr von £, fo ift aud) 4 quabdratiz
fdher Reft von p, alfo aud) von £, Golglich ift Gberbaupt
A’ quadratifdier Reft pon B.
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Gndlih muf nodh —a’d’ quadratifdier Reft von , fein.
Da nun n*—B=A A’k fo muf n durd) F theilbar
feins fest man alfo f/v' == n, fofolgt: f/v"'—b/ = Aa'k>.
Sn diefer Gleidyung ift b7 relative Primyadl gegen £, folglich
ift ¢ aud) Aa’'k*. Nun ift A quadratifher Reft von B,
folglidy audy von f7, alfo audy Aa’k* quadratifdjer Reft
pon ¢, und da Aa’’k*=—a’'b!/, mod.f, fo it —a’d’
quadratifdier Reft von 7, w. § b. w,

9Bofern nun in der Gleidyung 3) A4’ nody grdfer alé B,
fo fann man dicfelbe auf cine andere reduciren, in yoeldher
an die Stelle von A’ ¢in Goefficient A tritt, weldyer Fleinee
ift al8 L4/, und diefed Berfabren fo voeit fortfesen, bis
man auf eine Gleidung v3 = A,u> - Bw?* gefommen ift,
in welher A, gleiy oder fleiner al8 B. Diefe Reductionen
weeden fein Hindernif erfabren, da, wie bewiefen, die Bedins
gungen derfelben fiie jede Gleidung erfillt werden, yenn fie
fiae die vorigen erfilit find.

Sft nun v* = Au*-}-Bw? tine reducirte GleiGung, in
yocldher B grdfier ald 4, fo muf die Reduction auf folgende

et fortgefest wesden,
Da A quadratififer Reft von B, fo nehme man m3 =4,

mod. B, und ¢8 fei m fleiner (8 §B. lddann ift '"’;"

— B’k?, fleiner ald 1 B.

Man fese v=mu—Bu’, fo fommt:
(m’-——d)uz-——QmBuu’-f-B'u” = Bw®, ode
B'k*u*—2mun' 4 Bu'? = w?.

Multiplicict man mit B/, und fest B k*u — mu’ ==v',
kw=1w’, fo folgt:
(B'k*u—mu)® = B'w’4(m*— BB'k*)u'?, odet
v’z — B/wlz +Aull. ‘
Sn diefer Gleidhung ift B/ <5 B; im dbrigen it (ie der
yotigen bnlidy, und erfirle die Bedingungen dev Mdglichfeit
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eben fowobl ald diefe, Der Beweis biervon ift dem vorhin
gefubrten im Lefentlidyen gleid), :

4. Findet fidh) aber in der gegebenen oder in cincr der
erhaltenen reducirten Gleidyungen A =D, fo muf dic we-
tere Neduction auf folgende Yrt vorgenommen werden.,

Da die Gleidhung v?* =Bu* 4 Bw* nidt von vorn
Bevein unmdglid) fein folf, fo geben die drei hicrsu ndthigen
igenfdaften dber in die eingige Bedingung, dafi —1 qua=
dratifher Reft von B fein muf. Denn die beiden andern
Bedingungen feifien in dem vorliegenden Falle nur fo viel,
dafi B quadratifer Neft von B ift; was fid) von felbft vers
ftebt.  Daf aber die obige Bedingung erfilit wird, wenn die
Gleidung v2>==Bu? 4 Buf augd der RNeduction von

v} = Adu*4Buw?
bervorgegangen ift, fieht man leidt. Denn da in diefem Falle
A'=DB, und n*—B=ABL2, (fiche oben), fo folgt
n=DBv, qlfo Bv* —1=Ak* oder Ak*=—1, mod. B,
Da nun A quadratifiher Neft von B, fo ift ¢8 aud) —1.
Bur Reduction der gegebenen Gleidhung nebme man nun

n*—DB f
n=2B, {o daf —5— =B—1, man febe v=Bu—Du/,
fo folgt:

B(u—u)* = 1?02, oder
(B-—l) u"-——2Buu’+Bu” = w?3,
€8 fei nun 22 der grofite quadratifdye Factor von B—~1,
alfo B—~1=Dp'12, oder B'k*1*—9Bu w'- Bu'* == w3,
Dultiplicirt man mit B/%, und fest B k*u—DBu'=v",
kw=uw', fo folgt v'* = B’ w'* 4 Bu’.

3n dicfer Gleidhung find B’ und B relative Primsahlen,

folglich faae die dritte Bedingung bintveg, oder fie wird von
felbft cefine, g ferner D'k*41= B, fo ift B quadra=
tifdyer Reft von B und weil —1 quadratifdyer Neft von B,
fo ift audy B/ k*=-—1, mod. B, quadratifhec Reft von B,
folglic) auc) B quadeatifdher Neft, von B.

- 8

Sobald alfo in der vorgelegten Gleihung die mebrmald
ervdbnten 3 Bedingungen crflille find, fo ftebt fein Hindera
nif entgegen, dicfe Gleidhung nady und nady fo ju reduciren,
bafi immer der grofiere ibrer beiden Goefficienten in cinen ans
deren, betrddytlich fleineren verwandelt ywird. Diefe NReduction
lagt fiy nun fo weit fortfesen, bis man auf eine Gleidung
v?*=u*-Bw?* fommt, in veldie ciner der Coefficienten
gleidy der Cinbeit ift. Da diefe Gleidyung immer [obar ift,
fo ift Diermit bowiefen, daf dic mebr crodbnten drei Bedin=
gungen, deven Erfillung jur Aufldfung dee Gleidyung

x* = Ay*-Bz?
erfordert toird, audy jugleid) binveidyen. Gie geben daber
ein Kennseidhen ab, nady weldhyem Gber die Ld86arkeit ciner
vorgelegten Gleidung o ==4y*|-Bz2 centfdyieden wers
ven fann,

5. Die Aufldfung der Gleidung v® == w2 L B> ers
9iebt fich febr feicht. G4 ift flar, daf eine Nufldfung in gan=
pen Bablen die Stelle jeder andern vertritt; man betradyte
alfo v, u, w als ganse Sablen.,

Nun ift v} —u? = Bw?*; man theile B in 5mei Faca
toren b, B/, und fege w=pqr, fo muf vz cin Divifor
von Bw? fein.

ird alfo v-fu=bp>r gefeht, fo folgt v— = Vg,
folglih 2v = (bp*-0/¢*)r, 2u=(b p*—bg*)r,
w=pgqgr.

Rimmt man fir p, ¢, r, Belicbige Jahlen, fo erhdlt
man aud diefen Formeln die Aufldfung der vorgelegten Gleis
dung.  Mit Weglafung ded gemeinfdaftlichen Factord o

bp? b a2 I 2 — Bl g2 .
ﬁnbct ﬁd) T P +) q u:l’—-———s—l—.’ 10=pQ¢

2 ’ 2

I dicfen Formeln fann man den SAlet p, ¢ Geliebige
ganje, und, wenn man wilt, aud) gebrodene LWerthe geben.
Da aber jede Yufldfung in gebrodencn Sablen einer beftimm=
ten Aufldfung in ganjen Jahlen entfpricht, aus weldyer fie
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gefolgert woerden fann, fo ift ¢8 dberfldffig, fir p und g ge

prodyene Bablen anjunehmen.
TYadem man nun B auf alle mdglichen verfchicdenen Ars

ten in jwei Factoren theilt, erbalt man aud den angegebenen
Gormeln aud) alle mdglicyen Yufldfungen der vorgelegten Glei=
dung v* =u*+ Bw? in ganjen Zablen.

6. Beifpiel. € foll v* =11u>-5w? fein. Man
Bat "—3—-5=1, fli n=4=, und fesc daher v=4w—11w’,

11
Man ecbdlt (0 — 41w’)* = u*=45w’, alfo wenn w—4w’

= v’ gefest wird,
v —u* = Sw';

odet

alfo

v =

v u=5p? vV—u=gqg*; W =pqg

5p2 — g2
y = P24

3 , w = pq.

q*+5p*
2 2
Hieraud folgt:

a 2 2
w = 4pg+71 -&2-5,» , v=>5pg+2q*+10p%

— =5
U = 2 4

Sn der Iat ift:
4(5pg+2¢*410p*)* = 11(¢>*—5p*)*+5(8pg+q°1+5p%).

Sweite Abtheilung,
Sedifter UbIFhnite.

Bon den quadratifhen Formen der Sablen. Begriff
und allgemeine Eigenfchaften derfelben,

1. .%mn man in dem Yusdructe t*—Dy?, in welhem
D cmf belicbige pofitive oder negative gange 3abl ift, fir die
unbeftimmten Sablen ¢ und 5 nur relative Primzablen fest,
fo ‘frdgt fidy, ob jede beliebige Bahl, und inébcfonbert jede
Primzadl ein Divifor von t*—Dy> i, d b. ob fid fire
jede gegebene Sabl p foldye Lserthe von ¢ und ¥y ermitteln
laffen, weldye feinen gemeinfdaftlichen Factor haben und jue
gleid) die Grdfie 1* —Dy= durd) p theilbar madyen

€8 ift Leidht ju feben, daf t*—Dy? durdy u‘x;c Prime=
pabl p theilbar ift, oder nidyt ift, je nadydem D quadratifdyer
Reft oder Nidytreft von p ift. Denn mit D ift immer jugleich
Dy? quadratifher Reft oder Nidytreft yon P

(] .irt alfo Grund vorhanden, die Primgablen in poei
Claffen eingutbeilen, je nadydem fie Diviforen oder Nidyedivis
f?rm vt_m 1* —Dy* find. Ob e8 Gdde giebt, in weldyen
die pwette Claffe gar Feine Primzabl enthdlt, ift allgemein ju
unterfudien nidye nothroendig *). €8 reidyt bin, gewiffe Ei-
genfdhaften und Formen der Diviforen ju finden, durd) oeldye
e8 leidht wird, diefe in jedem Falle von den Nidytdiviforen ju
upterfd)ribeh. Die linedren Formen der Diviforen und Nidyt=
diforen loffen fid) immer durd) dad Gefes der Reciprocitdt fine -

*) St D pofitio und ein Quabrat, D= g3, {o find offenbat alle
3ablen Diviforen von ‘Z-Df:("gy)(t-i-gy)



den, Wie in dem dritten AGDnitte geseigt ift; von jeit an
werden die quadratifhen Formen der Gegenftand der Unters
fudyung fein.

G5 fei p eine pofitive 3abl, Primzahl oder nidht, und
Divifor ded Yusdruds 12— Dy?; in weldyem D einc pofitive
oder negative durd) p nicht theilbare gange Sabl ift, ferner
und ¥ $wei unbeftimmte Sablen, jedod) immer nue relative
Primzabhlen bebeuten, Der Quuotient, welther peevorgeht,
yenn man mit p in > —Dy? dividict, nacdhdem man den
Sablen ¢ und 5 folde beftimmte RBerthe gegeben hat, die
f:-_l—’l-)ﬁ,gu einee gangen Sabl madyen, heife O.

Man hat alfo :* —Dy*=pQ.

@8 ift anjunehmen, daf p und » velative Primahlen
find. Denn Bdtten fie einen gemicinfdaftlidhen Factor, fo Hdtte
audy ¢ Ddenfelben Factor; alfo wdren ¢ und y nidht relative
Primsablen, gegen die Voraudfepung, Dabher fann man im-
. mer joci gange Sablen oo und » fo beftimmen, daf

t=px-try,
in welder Gleihung offenbar aud) = und y relative Prim=
gablen find, B
St man diefen Yusdeudt an die Stelle von ¢, fo fonumt :
(pxtry)—Dy* =p0, '
oder entwidelt: p2ax?4-2pray~4-(2—D)y*=p0.
Dividitt man diefe Gleidhung mit p, fo fommt: '

px’+2rxy+r——;—’——9.y‘ = Q.
na__ 2 )
€6 muf alfo (LjD—)lj—— eine gange 3abl fein, da alle
" Sbrigen Glieder der Gleidyung €5 find; und da p cine velative
z—— .
Primpabl gegen y, fo mufs r——;-l-) = g cine gange 3ah{ fein.
Man bat alfo:

Q=p»*+2ray+tgy?, r*~D=gp, D=r"—gp.
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~ Die Babl O flelt nicht weniger ald p jeven Gelieigen
Divifor ded Yusdruds 2 — Dy* vor, und man erhdlt daber
folgenden

Lehrfas, Gicbt man in dem Yuddrude 1*—Dy? dn
unbeftimmten Bablen ¢ und y nur folde Werthe, weldye fei
nen gemeinfdaftlidyen Factor baben, fo laft fi) jeder Dis
vifor O Ddiefed Ausdruct® durd) cinen andern Yusdrug
px* 4 2rxy-4-qr* darftellen, in weldemn x und y relative
Primsablen und p, r, g ganse Bablen find, welde die Cigen=
fdaft haben, 2afi r* —pg=D. '

Die Babl D=r>—py wird wegen ifrer TWidtigheit
in den vorftehenden Yusdricten die Determinante genannt,
und der gefundene Ausdeud fir O Heifit eine quadtas
tifde Jorm der ahl Q, von der Determinante D.

2. Cine gegebene quadratifhe Form pxi4-2rxy-gy?
(F)— fann man durd) Ginfibrung anderer unbeftimmter Sabe
len an die Stelle von x und y in unendlich viele andere
periwandeln,  Qimmt man viee beliebige Sahlen A
und fest: ’

x = ax'-fy, y=yax'- oy,
indem unter o, y* unbeftimmte Sablen verftanden tverden,
weldye offenbar feinen gemcinfdaftlidhen Factor baben, wenn
x und y feinen foldyen baben, fo erhalt man eine neue qua=
dratifdye Form '

(Flas 4 2ba'y/Fcyr,

in weldyee die Jablen a, 5, ¢ von den Bahlen B, 79
und p, q, r fo abbangen, daf

a=pa* 4-2ray-+ gy

b=paf+r(ad+By)+tqy9,

¢c=ph* 42rB3+q02,
wie fi) durdy die Subftitution der obigen Lerthe yon x
und y in F cegicbt,
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Multiplicict man dicfe 3 Gleihungen mit p, fo erhdlt man:
pa = (pa+ry)'—Dy?,
pb = (pe+try)(pf+rd)—DyS,
pe = (pyt+r9)* — Do,
Hievaus ergiebt fidy:
p* (V*—ac)=[(patry)(pf+rs)— Dy o]’
—(pB+-ry)* —Dy*1[(p 8+47+9)*— D3*].
3n diefee Gleidyung beben fidy, wie leicht ju Gberfeben,
mebrere Glieder auf, und man erhalt: .
p* (b*— ac)== — 2Dy3 (patry) (pB+rd)+ Dy* (pBHr)?
D (pa 2
colglih ~+ D3J*(patry)?,

}—’:ED——M) = [7(pB+rd) — S (patry)]’ = p* (rB—ad)?,

folglich
b*—ac = D(yf—ad),

Die Rahl 5> —ac ift nun offenbar die Determinante
der Form F/, und mag daber nady der Hnalogie mit D’ bes
geidhnet werden,

Die Subftitution, durd) weldye man von der Form F
auf die Form F diberging, oder, um farger ju fprecdhen, die
Gubftitution aud F in F' wat x==ax'+ fy', y=rx+ 0y’

SHieraud ergiedt fich leidht:

(¢d—By)x! = dx— By,
(Br—ed)y’ = yx—ay.

Sind nun x und y* gange Sablen, fo find aud) x und
5 ganje Bablen. Daber fann jede Sahl, weldye fie gewiffe
gBerthe von =’ und y/ durdy die Form F’ dargeftedt wird,
aud) durdy die Form F dargefteit weedens . b. giebt ed
ganze Bablen o/ und y’, diefelben mogen nun telative Prim:=
" jablen fein oder nidht, welde den ZBerth der Form F
gleih cinec gegebenen Sabl A4 madyen, fo giebt 8 aud
ganje Bablen o und y, weldye der Form F denfelben Werth
A geben.  Daber ift jder Werth von F* in der Form F

entbalten, oder die Form F ift in F entbalten, @oll aber
umgefehrt aud) die Form L in F/ enthalten fein, fo woicd ets
fordect, daf o/ und » ganje Sablen werden, fobald « und
y in gangen Bablen beliebig angenommen find.  Djefer Fall
fann nue tann Ctatt finden, wenn die Sahl e=ad—fy
cin gemeinfdafiliher Divifor der viee Zablen a, B, y, 0 ift.
Sndem nun juvdederft nicht angenommen wird, daf ad—fy
gleid) Rull ift, fepe man a==a'e, = fre, y== e §=0'e;
fo fommt: ad—fy=ez=(a'd'—f y)e3,
Und da ! d'— By nidt gleidy Null fein fann, fo folgt, ins
dem man mit e dividirt:
(e 0'—fy)e=1.

Folglidy fann e nur entweder =1 oder e =-—1 fein.

3ft nun Fin F' und F' in F enthalten, alfo e== +1,
fo Ge¥Btn die beiden Formen F und F gleidhgeltende
oder dquivalente Formen, weil jede Sahl, die durdh eine
diefer Formen dargeftet wird, audy durd) dic andere darges
ftelit wird,

©a die Determinanten der Formen F und F* durdy die
Gleidung D'==De* mit cinander verbunden find, fo folgt,
daf dquivalente Formen immer gleidye Determinanten haben.

3. febhrfab, Sind gwei Formen F/ und F einer
prittens F dquivalent, fo find fie einander felbft dquivafent.

Beweis, Die Subftitution aus F in F fei:
w=ax' =y, y=yad iy, ad—fp=e=+1.
Uind die Subftitution aus F in F fei:
x:a'x"-l-ﬂ’y-”, y=y'x''} 5/},//’ alal__ﬂ/},/=el.=:=i1.

tim die Subftitution aus F/ in F ju finden, muf man
2! und ¥/ durdy 2, 4/ aquddciden. Dan bat:
ax'tfy'=c' x"+y" und ya'+dy'=yp 248 y"
Hieraus folgt:

(ad—Br)a! = (¢/—By) '+ (8 5— 3 f) y",
(By—ad)y' = ('y—y a)x'! (8 y— & &)y,
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@ben fo echdlt man audy fir die Subftitution aud F/ in F*:
(@& — ) 2t = (0'— ') 2! (B — I By,
(B —a' ) y" = (ay'—ya)a'+(B7 —da')y.

Danun ad—LPr=—e=+1, o«/d'—f';y=e'=+I1,
fo ift fowobl dic Form F/ in F/ als F' in F' enthalten;

alfo beide aguivalent, . .

Anmerfung., Sn Bejug auf die Subititution aud F
in B bemerfe man nod), daf
(! § — By (B y— 0" @) —(aly—y'a)(§' §— &/ §)
=—a0(ed— 1)+ Py (@0 B7)
= (/= ) (@0 —fy) == —ee’.
Gben diefe Nelation gilt auch in Besug auf die Coeffis
cienten, weldye die Subftitution aud F/ in £ enthalt,

3. fehrfas, Mit einer im folgenden § ju erwdhnens

Zden Nudnahme 36t fid) jede quadeatifche Form auf eine ans

dere, ibr dquivalente Forme guclhdfifren, in welder dee Goefs
ficient (25) de6 mittleren Gliedes nicht grofer ift, ald jeder
der beiden andern Goefficienten (a und c); obne Nudfidt auf

~ die pofitiven oder negativen Seichen, mit veldyen diefe Coeffis

cienten in der quadratifdyen Form bebaftet fein mdgen,
Beweis, In der Form (F) ax*4-2bxy-+cy? fei a

fleinee oder hdd)ftend gleidy ¢, obne Rackfidyt auf die Jeidhen,

und 20 grofee als a. MNan nehme nun dicjenige gange Sabl

, b ,
m, wlde dem Cluotienten i—am nddyften fommt, mit dem

' . b o b ,
Seichen diefed Quotienten —ai, fo ift ——m swifen den

Grengen -2 und —3 enthalten, und folglid, abgefehen vom
Seidhen, b—qm Heiner oder voenigftend nidt grofer ald Fa.
Nun werde x = x/—my’, y==y’ gefest, fo erhdlt
man die Form
(F)ax®4-2(b—am)x'y'+(am* —2bm-{-c)y",
weldhe der vorigen I dquivalent ift,  In der Form F ift nun
der mittlere  Goefficient 2(0—am)==2%’, abgefehen vom

— 07 —

Beidyen, fleiner ald a und Feiner al3 23, alfo & FHeiner als
b. Wofern nun der mittlere Coefficient 257 noch ardfice ift
ald der lete o/ = am*—2bm--0, in der Form 7, fo
fese man y7==y"—na', x'==ax", und nebme far n dic-

jenige ganse Sabl, weldhe dem Brud) —c{}/ am nddften fommt,

Hierdurdy ethdlt man eine newe Form
(F//) al xli’ + 2 b//x//yll_{_ cI},III’
in weldher 256/ fleiner al8 ¢/ und b/ tleiner alg ¢ ift.

o lange alfo der mittlere Coefficient 25 nody grofer ift,
al8 einer der beiden andern, 146t fich cine dquivalente quabdras
tifhe Form finden, deren mittler Goefficient 27 Fleiner ift,
al der vorige 25. Da nun die Neibe der abnebmenden, o. 5.
der Null fid) nabernden Sablen b, b, 07,0, nidyt obne Ende
fein fann, fo muf die MglichEeit ciner weitern Reduction
anf dem cingefdylagenen Lege cinmal aufbdren, und dies
gefhieht, wenn der mittlere Goefficient 25 fleiner oder nidit
michr grdfer ift, al8 jeder der bejden anden, a,’c. Die Formen
welche diefe Cigenfhaft befiten, beifien veducirte Formen. ’

4, €5 wurde bidher feine Nadiicht auf cinen Fal ge-
nommen, weldyer fi) bei den Iranéformationen ayg FinF,
F, etc., welde im vorigen §, angewendet wurden, ereignch
fonnte; nemlid) den, daf eincr der beiden Coefficienten «, ¢
in drgend ciner diefer Formen gleidy Nult war, Diefer 811[!
fann nur dann eintrcten, wenn die Determinante b3 —qc ¢in
vollftandiges Quadrat, und pofitiv ift. Solite 3, B, in der
Form F die Grdfie ¢/==0 fein, fo miifite die gange 8abl m ¢inc
Lursel der Gleidhung am®—2bm~c=0, folglidy bdie
.D.uabratmfzrael aud der Determinante b2 —ac der gegebenen
Form I eine gange Bafl fein, €8 ift alfo diefer Fall als
ganlich audgefdylofjen su betradyten,

Sede gegebene quadratifie Form, decen Determinante
feine pofitive Quadratsabl, ift alfo wenigitend ciner reducie
ten Forme von derfelben Determinante dquivalent, @8 [4ft

Minding Arithmetif, G
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fid) aber leidht peigen, daf die Anjabl der reducicten %or&tm
ciner gegebenen Determinante immer cine endlidhe it. Denn
fei 1) D pofitiv, fo foll 25 nidt grdfer ald a und ¢, alfo
4b* nidt grdfer ald ac fein. Da nun b*—ac=D, fo
fann D nur dann pofitiy fein, wenn die Sablen @ und ¢ ¢in
negatived Product geben, alfo ungleiche Seichen haben.

9Man nehme an, daf a und ¢ beide pofitiv oder beide
negativ find, fo ift die veducivte Form immer

ax*4-2bxy—oy?, b>4ac = D.

Sn diefer Form muf nun 452 Lac fein, folglidhs
552 <b>~-ao, alfo 56> D, oder b< V(% D)

Dee Rabhl b fonnen alfo nur die Werthe 0, 1, 2, 3,440
bi8 su der grdfiten in /(3 D) enthaltenen gangen Jabl geges
Ben toerden,

Nun ift ae=D-—>b%; man fann alfo fir a und o
nur bddftend fo viele verfdhicdene Werthe erbalten, ald veea
fdyiedene Theilungen der Babl D — b2 in gwei Factoren
mdglidy find,

St aber die Determinante negativ, b*—ao = —D,
ac—b*= D, fo ift in den veducirten Formen wiedee
4% <ac, alfo 3b* <ac—10b%, oder 303D, b<y3D.

©8 giebt alfo fie jede Determinante nue eine endlidye
Anzabl reducicter Formen, deren einer wenigftend jede beliebige
Gorm von decfelben Determinante dquivalent fein muf,  Und
da jeder Divifor von 2 —Dy* durdy eine quadratifdye Form
von der Determinative D dargefteit wird (§. 1.); fo wird

vaud) jeder Divifor wenigftend durd) eine diefer reducivten Fora

men fid) darftelen loffen,
5. Beifpiel. Man foll die Form 13x*-16xy—5y*

veduciven, deren Octerminante 82 45,13 =129 ift.
Da 13 grifier als 5, fo muf man mit —5 anfangen,
Man ebdlt m=—2, da —2 dic nddfte gange Jahl

8
u—5 it. M fege alfo x=2 y=y'+42x,

— 99

fo formmt:
132416 (3" +22) &/ =5 (y/ 227", oper
‘ (134-32—20) x/* 4-2(8 — 10)x’ y! — 5 52
b, i. 2? " —4x'y' — 5y, al8 teducicte Form.
Die Determinante diefer Form ift 4452 i
\ 2y =
bie det gegebenen, + 129, wic
Um die Form 563x*4-1162y4-935% 1y repuciren
fese man: =’ —3', y=y’, da 1 junddt an 35, giern
durd) erbdlt man die Form 53:::"“-[—.’lo:::'y'~-}.30)-,5,‘z3 oeldhe
tine reducicte ift. Die Determinante ift in diefem %:ifpieleo
98% —93x53 =52 — 30x53 = -—1565
Man foll die Form 83 224380 cebuel
7+4355* tedugiren
deren Determinante == 1902 —83, 435 = —5 ?/ﬂ- souete

; 190 . ; »
2Bird, da =3 junddyft an 2, =X — 2yt eyt
gefebt, fo ergicbt fidy die Form:
o B3 dSaty Ty,
Wird in diefer Form: 3 ==y —3Fat, a0 e ol ge-

fetst, fo fommt: i
2t Gty 00,
Endlid) reducivt fidy dicfe Form durdy die Annahme:
= we=—yy, ¥y =y,,
auf die folgende: 2t 3, 4357, mit welder die Yuf-
gabe gdbﬂ iﬁ'

i man nun eine Subftitution finden, durd) weldhe
man direct von der Form: 83243802y 43553 auf dic
reducitte Form: 207 +2x, 3, 48y dbergeben fann, fo nehme
man die oben gemadyten Subfitutionen jufamnicn; wie folgt :

x = a'—2y, y =y

- Y=y =32

k4
x= x'—2y"—-3a"), y = j’”-——3a’f",

x = Tx!'—2y", y =y _3z"

xllz= x,— )y, _ Y'=y., ,

= 7.1“—9}'1: / === ---—'3‘7:x +4.71‘

G2
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Dicfe Subftitution ift dquivalent, do: 4.7—3.9=1,
(cf. §. 3.)

6. RNady der in §. 4. und 5. gegebenen Theorie ift ef
audy leidht, fammeliche reducicte Formen cindk ‘gegebenen Dea
terminantek su finden, Dies mag an den Beifpiclen der Des
terminanten 15 und — 15 gejeigt werden.

€8 fei 1) D=<-15, fo muf (5. 4.) & Fleiner fei al8
V.15 oder v/3, alfo fann b nur gleich) Null oder b =1 fein,

3ft nun 1) b= 0, ac =15, fo fann man feen:

a= 1, ¢ =15,
a= 3, ¢c= 3§,
a= 5 c= 3,
a=15 c= 1,

Dicraud ergeben i) die reducicten Formen:
x?—15y°, 3x*—5y?, bSx*—3y2, 152 —y%,
Man fann, um diefelben paarweife zufammensufafien,

fhreiben : .
+(2*—15y*) F(Q@x*—5r%)

€8 fti 2) b=1, ac=14; fo ift su bemerfen, Bafi o
und ¢ nidt Eeiner ald 25==2 fein dirfen, wenn ¢ine vedus
cirte Form cntfteben foll.  Ulfo fann 5 B, @ nidt =1 ge-
fest weeden,

€8 bleiben alfo die Falle:

a=2 c=7,
a=7, ¢c=2
welde dic Formen geben:
a2 o-2xy—T7y2, umd
7x42xy—2y%
Beide Formen laffen fidh in dem Yuddrucfe:
+ Qx4 20y—T7y)
sufammenfafien, in fofern swifhen den unbeftimmeen Zablen
o und y fein weiterer Unterfd)ied gemadyt wird.

3m Gangen erhdlt man alfo 6 verfchiedene seducirte

Formen von der Determinante 15,
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Fie die Determinante — 15 ergicht fidh ac;b":is,
b<V315, b<y5. Man fann alfo & nur nehmen =0,1,2
1) =0, ac=15, a=1, ¢ = 15,
a=3, c= 3J,
2) b=1, ac = 10, a==2 c¢= 8§,
a=4, o= 4
3) 5=2, ao=19 l4t fidy nidt gerlegen, da a
und o wenigftend =4 fein miften,
€8 ergeben fid) alfo die reducirten Sormen:
w?15y2, 3x24-5y2, 22+ 2xy-1-8y2 4 2xy4-dyt.
Da jwifden den Formen x> 41552 und 152253,
obet 3245y und 5243y fein wefentlidher Unterfhied
{ft, fo braudjten 5. B. in dem obigen Anfape fite b=0 dic Falle:
a==5, ¢=3 um a=15, oc=1
nidyt befonderd aufgesdhlt ju werden.
Ob unter den verfdhiedenen reducirten Formen von ciner
gegebenen Determinante nod) dquivalente find, wird fpdter
untecfudht werden.

6. fchrfab. Zwei Formen
(F) ax*4-2bxy-4cy? und
(F’) ax’? +2b’x’y’+ c/},lz
von gleidher Determinante
b*—ac = b'—ac’ = D,
deren erfte Goefficienten beide einander gleich, nemlic) beide
==a find, und in weldyen entwedet b==-}-2’, mod.a, odet
aud) b=—10‘, mod. e, find dquivalent *),
Beweid, Man febe o' =x—ny, y' =3y, fo geht
die Form B Gber in die dquivalente
ax*<4-2(b'—an)xy4(an*—2'n4c)y* (f).
Da nun b=+, mod. ¢, fo fann man die ganje Rah! n
fo Geftimmen, daf & —an=+0b; alddann ift audy, weil

*) Gobald eine Bahl wie hier a, ald Mobul gébratidt wird, fo
ift fie immer abfolut, b. b. ohne RAL{Dt auf ihe Seidhen u nehmen.
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die Sbetermmanten beider Formen F und f gleich find,
an®*—2b'nc = ¢,
und dle Form F folglidy auf die Form F gebradht.

Da nun die Subftitution aus L7 in F cine dquivalente
ift, fo find die beiden Formen F und F dquivalent.

7. Rebrfak. Swei nidht dquivalente Formen von cinera
lei Dcterminante tonnen nidt diefelbe Primyabl darfiellen,

Beweis, 8 feien die beiden Formen F und F/; die
erfte ftelle die pofitive Primgahl p dar durd) die Wertbe
ax=m, y==n, dic yocite ftele diefelbe Primadl p dar durdh
die Werthe o/ =m', y'=n’, fo daf fiir diefe LWerthe jua
gleiy F=p und F'=p,

Da m und n velative Primzablen fein miffen, fo loffen
fih g Qablen p und v finden, welde der Gleidyung
mv—nu==1 genfigen,

&cst man nun

x=mu-pr, y=nu-t+vv,
fo geht die Form F in eine dquivalente ¢ @ber; nemlich:
(P)put4-2quvro®,
in weldyer ¢ —pr=D=p*—ac, alfo ¢*=D, mod.p,

Uuf gleiche Wkeife fann man gwei Sahlen p und ¥/ finden,
weldye der Bedingung m? v’ —n’ u/ =1 gendigen; und fest
man wieder: af==m’y/ v, yl==n'utvv', fo geht
die Form F/ {bexr in ¢ire dquivalente;

(P)pu’42q uw v 10,
in weldyer ¢* —pr/=D alfo ¢"*==D, mod. p.

Run ift befannt, dafi, weil p eing Primsabdl ift, die Cona
grueny x2==D, mod.p, nur yoei verfdhicdene, d. b. nach
dem Modul p nicht congruente Aufidfungen pulaft, und proay
ift cine derfelben g, fo ift die gweite —g. €8 ift alfo enta
wedee q~q, mod, Ps oder q-——--—-q’, mod «p- Die Fora
men @ und ¢! find folglidh (nad) dem vorigen Lebriate) dquis
valent; folglich find audy dig¢ Sormen F und F/, veldye beide
vicfelbe Peimgabl p darftelien, cinander dquivalent, w. §. b, 1w,
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Bufags, Hat man unter allen reducivten Formen von der
Determinante D dicjenigen audgerodhlt, von voeldhen Feine einer
andern dquivalent ift, fo erhdlt man eine Angabl von Formen,
welde fdmmtlide Diviforen von £2—Dy? darftelen, Tede dies
fer Formen, wenn fie Gberbaupt pofitive Primsablen darftedlt, ents
balt diefelben audy aud fdy[ief (i ch, nad) dem obigen Lebrfase.

Giebenter AbTdnite.

Ucber Ddie quadratifthen Formen von negativer
Determinante,

1. @ ift ywedmdfig, suerft die Formen von negativer
DOcterminante ju unterfudhen, weil die Iheorie decfelben die
cinfadyere ift. Unter den Budyftaben F wird alfo im Folgens
den cine quadratifhe Form ax® +2bay fcy? verftanden, in
weldyee a, ¢ gleiche Seicdhen haben, und b® — ac==—D tine
negative, alfo D==ac—>2 ¢ine pofitive Sab! ift.

Man fieht leidyt,” daf, weldye Werthe aud) die Sablen
o und y erhalten mdgen, die Form F ftetd eine pofitive

.Babl n darftelt, wenn a und ¢ pofitiv, oder cine negas

tive, wenn a und ¢ negativ, In dem julelit genannten
Galle fann man ftatt der Form F die Form — F betradyten,
in welder —a und —c pofitiv find, Daber ift immer
angunehmen, daff in der Form F a und ¢ pofitiv find. Fevs
nee wird die durd) F dargeftelte Rahl » nur dann gleidh
Mull, wenn x=0, y==0. Denn multiplicict man fie mit
a, fo ebdlt man an= (ax~+by)*-4-Dy>, woraus fid)
die Ridptigleit der ebew gemaditen Bemerfungen ergicht,

Lehrfas, Die Form F fei eine reducicte Form, alfo

25 fleiner, oder dod) nidht grdfier ald a und ¢, fo ﬁnbma und
c me flemﬂcn Bablen, n, welde die Form F darftelt,

Beweis, S)‘cm erbdlt offenbar nidit die Fleinften Sab:
fen, welde in dee Form F enthalten find, wéng mas dad
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mittlcre Glied 250y cine pofitive Sah! fein (AL, Man nehme
dahee an, dafi eine der beiden Sahlen a2 und y negativ fei,
wenn b pofitiv gegeben war. €3 fann daher die Form F
folgendermafen gefdyricben wetden:
ax?®—2bxy4-cy?,
in welder o und 5, fo wie &, pofitiv find. Fir befiimmte
pofitice Werthe von 2 und y ftelle diefe Form die Sahl P
var, fo dafi:
ax®—2bxy-cy® = p.

Bon den Jablen 2 und y muf cine nidht grdfer fein,
al8 die andeve; diefe fei i, fo daf entweder =y odes x
grofer als .

WBervingert man die Sabl = um 1, fo ergicht fich eine
neue 3abl p/, weldhe aber nothmwendig pofitiv ift, nemlich :
p* = a(x—1)’ —2by (x—1) + cy* = p—2ax-}-a— 2y,
b p* = p—2b(x—y)—~x(a=—=2b)— a(x—1),

Da nun feine der Sablen x—y, a—20, x—1, nady
den Boraudfegungen, negativ fein fann, fo ift p’ offenbar
fleiner al8 p,

Sndem man alfo in der reducicten Form F die grdfite,
ober, wenn Deide gleich find, cine belichige der beiden unbes
fimmten Sablen o und y um 1 vermindert, erbdlt man ims
mec fleinere Sablen, weldhe durd) diefe Form dargeftellt wers
den. Man fommt aber julegt nothwendig auf die LWerthe,
welde F fir o=y =1, fodann fir x==1, y==0 und
=0, y=1 alangt; diefe find a—2b-c, a, c, die
lesten in der Neife der abnehmenden Sahlen p, P’, ete., und
alfo die fleinften, Da ferner 26 nidht grdfier als @ und o,
foift a—20b4-c nidyt Fleincr al8 @ und ¢, und folglidy find
a und ¢ die flinften in der Form F enthaltenen Sablen,

Bufas 1. ind alfo F und F swei verfdjiedene
reducivte Formen von gleicher Negativer DOeterminante, von
denen die crfte dic Ffleinften Sallen o und c, die pweite die

fleinften Bablen a’ und ¢/ enthdlt; fo find die beiden Fore
men I" und F/ nidit dquivalent.

Denn wadren fie dquivalent, fo miften die fleinften Sab=
fen, weldye die eine Form darflelt, audy ugleidy die feinften
in dec andern Form entbaltenen fein, Died ift aber in den
beiden reducirten Formen:

F) ax*<4-2bxy--cy> um

F) a'z*4-20'xy 4 c'y?
nue dann der Fall, wenn a=a’, c=¢/, oder audy v/ ==,
a=c’. 3n beiden Fdallen wirden die Formen F und F
nidyt verfdyicden, fondern identifd fein.

Bufas 2. 3ft a dic fleinfte in einer reducirten Sorm
entbaltene Sabl, fo ift e8 nidht mdglich, der Gleidyung

ax?—2bxy-tcy* = a
auf andere Teife ju gendgen, a8 indem man fest: x=1+1,
oder aud), wofern a=¢, y="+1.

Beweid, Wdre in, der vorftehenden Gleidung o grds
fer als 1, fo fonnte audy y nidht gleich Nu fein.  Alfo
yourde fid) cine diefer Sahlen um 1 vermindern, und dadurd),
nad) dem obigen Lebirfage, cine Babl darftelen laffen, welde
fleiner ald @ fein wirde, gegen die Borausfesung,

€8 ift aud) flar, daf @ nidt gleidh Null fein fann, wo=
fern nidit c=a, alfo y*==1. Denn follte x= 0, alfo
cy*==a, nift aber c==a fein, fo wideefpradye die Gleis
dung cy*==a der Borausfesung, nady weldyer ¢ grofee
als a ift,

2. Lebrfab, G fei wiederum (F) ax*+ 2bxy +cy*
eine reducicte Form von, negativer Determinante, und a die
fleinfte in denfelben entBaltene abl, alfo a fleiner alg ¢ oder
podyftens a=c. Yudy werde angenommen, daf die Sablen
a, 2b, c.nidit alle drei einen gemeinfhaftlichen Gactor baben,
QNun werde eine Primpall p (gedfer alg a) durdy die Form
F dargeftellt, indem man o =m, y =n fest; diefelbe Prims
gafl weede audy dargeftellt, indem man x=me, y=n
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fest, fo Laft fid beweifen, daff entroeder m® ==m’’, oder
n*==n'", in dem befonderen Falle aber, wenn a=c, entwes
der m® ==m’* oder m?=n’> und m’® =n? ift.

Beweid., Man fat:
1) am®*-4-2bnin—4-cn®* = p.
2) am4-2bm'n'4cn’’ = p.
Multiplicict man die erfte diefer Gleidungen mit m’n’,
die gtveite mit mn, und fubtrabict, fo fommt:

8) (amm’—cnn’)(mn’—nm') == p(m’n’—mn).
Golglih muf dad Product auf der linfen Seite in der Gleis
dung 3) durd) p theilbar fein,

Man nehme nun uerft an, daf mn'—nm’ durd) p
theilbar fei.
ZBerden die beiden Gleichungen 1) und 2) mit @ muls
tiplicitt fo fommt:
&) (am~bn)' <4 Dn* = ap,
5) (am'~-bn’)' 4 Dn'* = ap,
wo D==ac—0b* cine pofitive Jabl ift.
Diefe Gleidhungen wiederum mit einander multiplicict,
geben:
6) [(am=bn)(am’bn")EDnn’]*
+ D[/ (am—+-bn) Fn(am'~4-bn')]* = a*p*

3n dicfer Gleidyung gebdren die obern [eidhen jyufammen,

¢ben fo die untern; fie ftefit daber cigentlih gwwei verfd)iedene
Gleidungen dar, welde beide immer Statt finden. Hievoon
fann man fid aud) leicht durd) Entwiklung der darin vors
fommenden O.uadrate Gberseugen, welde unmittelbar das
fPeoduct aud den beiden vorhergehenden Gleidhungen giebt.
BAHIt man nun die oberen Beidyen, fo ift:
(am—+bn) (am’4bn’)4(ac—b*)nn’
=[amm'4-b(mn'+nm)+cnnla,
und n’(am+bn)——-n(am’+bn')=(n’m——-nm’)a; folga
liy gebt die Gleidyung 6), nad) Yuffebung ded gemeinfhafts

o

fidhen Factors a®, dber in:
[amm!/<=b(m n’+nm’)+cnn’]’+D(n’mhmm')’ =p*.
Da nun n'‘m—nm’, nad) det WBoraudfesung, durd)
p theilbar ift, fo ift diefe Sabl entrweder gleich Null, oder
wenigftend gleih p.  In dem legteren Falle ware aber Dp?
grdber ald p2, folgliy mafte das erfte Glied in der vorftes
penden Gleidyung negativ fein.  Dies ift aber nidyt mdglid),
da diefes Glied cin Quadrat ift. Alfo ift nothroendig

mn’—nm!’ = 0, oder w =
Nun find die Jablen m, n, fo wic m’, n’, relative Primzal-
len, wie aud den Gleidungen 1) und 2) su erfeben, da p
eine Primab it alfo Snnen e Bride 7 ump 7 gt
anders gleid) fein, ald wenn m = + m?, n==+n,

C8 el nun ocitens mn'—nm’ nidyt theilbac durd) p,
fo folgt aus 3), vaf

am/m_cnnl mln/_mn

P mu—nmt — 2
ceine gange Sabl fein mug.
Man nehme nun die Gleidhung 6) mit den untern Beidyen,
&3 ift
(am+bn)(am’+bn’)._pnnl‘
= a(amm’—enn')+b[a (mn' - nm')-25nn’],
und
nlam~+bn)tnlam’4-bn')= a(mn'+nm’)+2bnn'.
Multiplicict man die Gleihung 4) mit ~* ynd 5) mit
n3, fo erhdlt man durd)y Subtraction:
n'*(am=4-bn)' —n?(am/4-bn’)* = ap(n'* emn?);
folglich ift entvoeder:
n'(am+b”)+”(“m(+b"’)=a(mn'+nm')+2bnn’,
ober
n'(am=-bn)—n(am'4-bn') =a(mn!—nm')
durd) p theilbars und da, nad) der Borausfesuny, weder @
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no®) mn'—nm’ durd) p theilbar ift, fo ift et
a(mn'd=nm’)4-2bnn’'.

Daber roerde diefe Sabl == pr gefest, und €8 ift » cine gange

Babhl. Da ferner amm! —cnn’ =pq, fo ift:

a(amm’ecnn’)+b[a(mn’-l—nm’)+2bnn’]=(aq+br)p;

und man erhdlt daber, indem man diefe Loerthe in die Glei-

hung 6), mit den untern Beidhen genommen, fubftituict :

(ag4-r)' p* 4+ Dp?*r® = a®p?, odex

(aq+tbr)'+Dr* = a2.

Hicraus ergiebt fidy, wenn man dad Quadrat (ag+br)?
entroicelt, und fir D feinen Werth D=ac—>b* fet, aud)
den gemeinfdaftlidien Tactor a weglaft:

7) aq‘+2 bqr+cr° == a.

Aus diefer Gleidung folgt nun, nady Sufag 2. bed vori=

gen §., wofern nidt e==¢, ¢g>=1. Uifo ift

g = H =1, oder =—1,
folglich entwoeder:
w'n’ —nm=n'm—nm’, alfo: (m/~—m)n’=(m—n)n,
d.b. (m'—m)(n'+n) =0, odet m'n'—nm=—n'm+-nm’,
. b. (n'4-m)(n’—n)=0.

@8 folgt alfo audy in dicfer Borausdfesung, daf entwves
der o mi=m, odet m'==-—m, odet n'=n, oDt n'=-—n
fein muf.

St a=c, und b nidht gleid) Null, fo fann man in
der pulest gefundenen Gleidung 7) aud) r*=1 fehen. 3In
diefem Falle erhdlt man aus der Gleihung 7)

«q*+2bgta=a,
folglih (ag420)g==0. Solite nun ag-2b=0 fein,
fo folgt, da a nidht fleiner al8 25, daff g =—1, a==2b
it. Da nun aud) a=c, {o erbdlt man Bicrdurd) eine qua=
vratifhe Form: 20622 42bxy4-2by*, welde offendar
teine Primzablen darftellen fann. Da die gegebene quadratifdye
Form niemald cine foidye fein fann, wie die vorftehende, fo
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folgt, daB g =0 gefest werden muf. Alsdann ift

a(lmm! —nn’ .
q = ( p )8[“(5 muﬂ, fotg[id) m?n’-—nnfao,
'
alfo -n"i=£¥; umd m=+n, n=+m

3ft a==c umd 26 =0, fo ehdlt man die Form
ax®4ay?, in welder alfo a=1 fein muf.

Alsdann ift D=+1: m3+n2 =ps m”+n"=p.
Die Gleidung 6) ergicbt daper:

(mm! Enn'y 4 (mn! F nm')? =p?,
Dagegen gicht die Gleidung 3) in diefem Falle s

(mm!—nn') (mn' —nm') = p(m'n'—nm).

Alfo ift entweder mm — nn/ oder mn‘— noms durd) p
thcilbar. Im erfteren Fale folgt, weil

(mm! —n ) (mn! Fmml) = pa,
daf mn'fnm/=0; im poceiten Fale muf mm! Jonn/
=0 fein, weil (mm’+nn’)’+(mn’——nm’)’=p‘ ift,
Alfo ift entweder m==+m’, oder audh m = + n’,

Sufag. Soll eine Primgahl p durd) die reducirte Form
ax®4-2bxy4-cy® dargeftellt werden, fo crhalt, wie eben
bewiefen, eined der Quadrate 22, »* immer nue tinen bes
ftimmten 2Berth, wofern Gberhaupt die verlangte Darfteung
der abl p durd) F mdglich ift. €3 fei dies 5. B. 72, voeldyed
nue den Werth n* crhalten Fann, YlEdann hat man:
(ax+bn)'+4-Dn’=ap, und (ax’ + bn)'4-Dn2=ap
folgli) (ax+bn)* =(ax’+0n)% RNimmt man in biefet,
Gleidung die beiden obern, oder die beiden untern Sciden,
fo folgt ax == ax’, x==xa".

Rimmt man aber ax-bn=aax'—bn, », b. ibers
Baupt, giebt man dem » in beiden Uusdriden ungleiche Reis
en, fo folgt:

a(x/—a)=20bn, oder: x’=x+gb“n.
a

Da nun 2! eine gange Badl fein fol, fo muf 227 eine
a
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olde fein. Aud dee Gleidyung ax®4-2bxn--cn®e=p,
welde vorausgefest ward, folgt aber, daf a eine relative Prims
jabl gegen n ifts folglich muf 20 durd) a theilbar, und,
weil 25 nidit grofer ald a, 2b==q fein. Sn diefem Fade
erbdlt man alfo fur x2 jwei verfdhicdene Lerthe, nemlidy
z? und (x4-n)', wibrend y* =53 ift, Daffelbe Refultat
ergicbt fid), voenn man aaxtbn=—(ax’+bn) febt. Mit
Berddfidtigung der im Laufe diefed §. ermdbhnten Audnahs
men fann man alfo behaupten, daf eine Primyabl fidy duedy
eine quadratifdhe reducirte Form von negativer Determinante
nur auf eine Weife darftellen [dft, It a== 25, fo ift ims
mee cine doppelte Darftelung, wenn aber a==c, nur ¢ine
Qectaufdung von = und y mdglid), '

3. Aufgabe, DieGleihung ax?-+2baxy+tcy*=n
aufsuldfen, voraudgefest, daf 0 —ac==—D cine negative
gabl ift.

Aufldfung, Man multiplicive die Gleidhung mit a,

fo erbdlt man . .
(ax~+by)* 4 Dyd = an.
Geft man: ax-f-by=u, fo it u*4Dy*=an.
Um nun jundd)ft die leltere Gleichung aufiuldfen, bez
vedhene man die TWertbe, welde die Sahl an— Dy? etbdlt,
wenn man y nad) und nad) gleidy 0, 1, 2, 3, etc. fest. Da
die Sabl u® = an—Dy?* nothrwendig pofitiv ift, fo fonn

y nie grdfier werden ald ]/(%') Jinden fih nun unter den

bid su diefer Grenje vorfommenden ganjen Sablen eine oder
mebrere, weldye flr y gefest, die Bahl an— Dy? jui tinem
Quuadrate madyen, fo erhdlt man cben fo viele verfhicden,
Aufldfungen der Gleidung «* Dy =an. Findet fic
fein Werth von y, fo ift die Gleiung unmdglidy,

Hat man nun w=w, y=g gefunden, fo ift biere
aud nod) der Werth von a ju beftimmen. Nun ift entroeder
ax+bf=e, 0t ax+bpf=—a, odet ax—bF=ua,
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od¢t ax — b= —a, daber
:r=;|-_(a—abﬂ), odee x:_—l_—_(—o%b_ﬂ.)‘

Bon den bieraus Bervorgebenden LWerthen von o find
nur die in gangen Sablen exfdycinenden braudybar; die gebrodyes
nen dagegen ju vermerfen,

4. Die im vorigen §. gegebene Methode ift in fo fern
vdlig befriedigend, als fie alle mdglichen Aufldfungen der vors
gelegten Gleidhung liefert.  Alein fobald n eine grofie Sabl
ift, tann die Bered)nung aller Werthe von an—Dys welde
gur Aufidfung der Gleidjung u> =an—Dy* fipet, weits
ldufig fein, €8 ift daber erwdinfdt, eine Methode su befigen,
durd) weldye man die Anzabl der Berfudye verringern fapn,

Bu dem Ende nehme man cine belicbige Sabl ¢, nd
fuche die Refte d und », weldye die Jahlen D und N durd e
dividirt laffen. Soll nun die Gleidjung u4-Dy? = N geldft
weeden, fo ift flar, daf man fir » und y nur foldhe Sablen
wdablen darf, welde der Bedingung ¥ =-dy*=n, mod. e,

—_—

geniigen. 31t alfo £ cine pofitive Sabl, FHeiner qfg o und
quadratifdyer Nidytreft von e, fo darf man y nidyt fo 1éblen,
daf A+dy*=n, mod.e, odet dy*=n—f, mod. . 5
fei nun da*=r—pf, mod.e, fo darf y nidit von per Sorm
em t a fein, wodurd) aus der Neibe der fir y 3y verfudyens
den Bablen 0, 1,2, 3, ..., cinige auggefdhloffen werden.

Mit Hilfe anderer ablen fann man vie Ausfdliefung
beliebig fortfessen, o

Wenn man auf diefe Weife jur YusfdlieGung fdmmts
lider fir y ju fegenden Sablen gelangt, fo ift die Unmdge
lichfeit der vorgelegten Gleichung bewiefen.

Beifpiel. €8 foll die Gleidung u® 4135t — 33934
in gangen Bablen geldft werden, Buerft fei die auéfdlice
fende Sabl e =4, fo ift 33934=2, mod. 4, und 13=1,
mod. 4, alfo muf man Haben : -

wy*=2, mod. 4.



Nun fann ¢ nidt =2, und nidit =3 fein, mod. 4,
daber darf y nidt fo befdhaffen fein, daf »*=0, obder
y*=2—3=3, mod. 4 Dic Bedingung y*=3 {hlicht
gar feine Form von y auds dagegen y2 =0, mod. 4, lebrt,
daf man fur y feine gerade Babl fesen darf, BVon den 51

Sablen gifhen 1 und ]/(3—:?;%—) find alfo alle graden ausds

sufhliefien, und es bleiben daher nur nod) dic folgenden 26,
weldye Werthe y fein Fonnen, nemlidy: ,
1.3.5.7.9.11,13.15.17,.19,21.23,25.27.29.31.
33.35.37.39.41.43.45,47.49. 51,

@3 fei e==5, fo muf »*43y* =4, mod.5, fein.
Nun ift »* nidht =2, und «* nidht =3I}, mod. 5, alfo
find alle die Werthe von y audjufdliefen, fir welde

24-3y2=4, 3+43y*=4, mod. 5.
Died giebt:
3y*=2, mod.5, und 3y> =1, mod. 5,
alfo y2=4, y*=2, mod. 5.

Da nun y* entweder =1, oder =4, mod. 5, fo fins
det man, daf diefe Bedingungen nidit Statt finden Fonnen,
aufiee wenn y =42 oder y=-—2, mod. 5, fo dafi
3y*=2, alfo y>*=4, mod. 5, Folglidy darf y nidht von
dee Form 5+ 2 fein; und da nur nody ungrade Werthe
von y dbrig find, fo darf y feine Bahl von der Form
10n+47, 10n-3 fein.  Hiermit werden die folgenden 10
Bablen ausgefdlofien: 3, 7, 13, 17, 23, 27, 33, 37, 43, 47.
G fei e=7, fomuf 1*>4-6y>*=05 fein, mod. 7, Di¢ quaz
dratifden Nidytrefte von 7 find 3, 5, 63 alfo darf y feiner der
folgenden Bedingungen Gendge thun: 6y* =2, 6y*=0,
6y2=6, mod. 7, welde cinerlei find mit:

y*=5, y*=0, y*=1, mod. 7.

Die Bedingung y>= 5 giebt niditd; dagegen lehren
dic beiden andern, daff y nidht von den Formen 7n, 7n--1,
v n-6 fein darf, Golglich werden die Sahlen: 1, 7, 13,
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15, 21, 27, 29, 35, 41, 43, 49 audgefdloffen, unter toel-

then fich die folgenden 7 befinden, weldse bigher nod) nidyt

auége_rd)(offen waren: 1, 15, 21, 29, 35, 41, 49,

. 3£§nb§§ff;, folglidh jum Berfud) nur nod)» die forge?bcn
b, 9, 11, 19, 25, 31, 39, 45, 51,

Bon diefen {dyliefit man.durdy die Sabl 11 nody die
folgenbeft aus: 9, 11, 31, 455 der Berfudh ift daber nue
nody mit den folgenden 5 ju madyen: 5, 19, 25, 39, 51:
foofern man nidt weiter geben i, Lt B
Bon diefen Zahlen gieht aber nue 51 eine Aufldfing
nemlidh ¢ 112 4 13,512 = 33934. ot

But ausfdlicGenden Jablen wable ntan blof Primiablen .

obet. Potengen von Primsablen; da man mit dem ‘Drobuc;
grocier ungleidyen Primgahlen oder {prer Potensen nue dics
felben Sablen augfliefit, welde durd) die béfonberc NAns
foendung der Factoven fdon auszufdliefen waren,
‘ 4. 3n dem DBeifpiel des §.3. fonnte man audy auf
tinemt andernn TWege jum Bicle gelangen, nemlidy durdy Yug.
fdyliefung der unbraudhbaren Werthe vort w, Buerft find far
w nue folde Rablen braudybae, welde geben: 2 —=33934.
mod. 13, oder: #2=4, mod. 13. Folglidhy darf n;n fir 1:
nur Zablen von der Form 13n+ 2 fegens alfos 13n4-2
und 13n-+-11. Ferner mug w4y =2 fein, mod. 4, alfs
u ungrades folglidy find fie » nur die Bablen von b.en,$o£,
men 261411 und 26415 ju fesen. v

Da man nun im Gangen fie » 184 Berfude su machen

atte id jett i L
batte, fo toird jest die Babl verfelben auf <3 = 14 be[dedntt;

nemlidhy auf die Sablen :
26n+11‘ 11, 37, 3, 89/ 115; 141/ 167;
%Qbf';n-l— 150 15/ 41, 67[ 93/ 119, 146, 1714
edlent man fidy nun der audfdli , |
it fdhlicenden 3apl 5, fo
Minding Avithmetie, ()

i D
[ a
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u? 4 3y?2=4, mod. 5;
und da y2 entweder =0, oder =4, mod. 5, fo ift 3y*=0,
3, 2, alfo v*=4, v*=1, «*=2, mod.5.

Aud den Bedingungen 1® =1, ,3=4 ergicbt i), daf
u nur von eihee der Formen Sn+1, 5n+2 fein darfs alfo
find alle diejenigen ahlen aud den  obigen Reifen ju flrcie
den, eldye durd) 5 theilbar find,

&8 bleiben alfo nody:

11, 37, 63, 89, 141, 167,
41, 67, 93, 119, 171,

Die ausfdliefende Fabl 7 gicbt: u2+6y2 =35, mod. 7,
oder u® =y2 -5, mod.7; da nun y*=0, 1,2,7, mod.7,
fo muf w*=5,6,7,9, d b u*=0,2,95,6 fein, mod. 7,
Da aber 5 und 6 quadratifdye Nidytrefte von 7 find, fo find
nue die beiden erften Bedingungen brauchbar, diefe geben:
u=7n u="7Tn+3, odet u=7n 7n43, 7n44.

Hiernady bleiben nur nod) die folgenden Zahlen dbrig:
11, 63, 67, 119, 171,

Nimmet man endlich nod) die audfdlichende Jaht 11, fo
ift ©*+2y2=10, mod. 11, und y*=0, 1, 3, 4, 5, 9,
alfo 2y*=0, 2, 6, 7, 8, 10, daber folgt: »*=0, 2, 3,
4, 8, 10, mod. 11, von welden Bedingungen nuc die fols
genden braudybae find: 12==0, 3, 4. Diefe geben u==11n,
1in+5, 11n£2, oder 11n, 11042, 11245, 11n+6,
11~4-9. 24ft man affe andern Formen von u weg, fo
bleiben nody die Jablen 11, 119, 171,

Bon diefen Sabhleu giebt nur die ecfte, 11, eine Aufldfung,

5. Diefelbe Methode 136t fidy audy auf die fhon frlber
beandelte Gongrueny x*=a, mod. p (in welder p cine
Primsadl beseidhnen foll ), amvenden, Diefe Congrueny gilt
dee Gleidung: x*=a-}py glih, Um fic aufjuldfen,

braudht mam fie o nue alle 3ahlen yon O 6id
fudyen, und man eshdlt folglidy fie y eine Grenge, nemlich

p—1 §u vees
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(*z) =

2 > . C8 fei nun e die ausfdliefende Rabl, und .
B tin quadratifdier Nidytreft von e, Heiner ald e.  ¢bft man
nun die Gleidung py 4-a=g, mod. e, und echdlt y=5s,
mod. e, fo darf man fir y feine Sahl von der Form
en-t-g feeen, weil fonft 22 =pg+a=p fein mifte, was
nidt mdglih ift, da B quadratifdier Nidytreft von e. Luf
diefe Weife fann man beliebig vicle LWerthe von y audfdlies
fen, und denjenigen Werth von a finden, weldyer pofitiv
und fleiner al8 § p. ift, aud dem fidy alle mbghd)m Werthe
von  fefr leidyt ergeben,

Udpter ABfGnite.
Weitere Ausfilhrung der Theorie det Kettenbriche.

1. 3m erften Abfdynitte ift die Theorie der Kettendridhe
fo weit behandelt worden, al8 diefelbe gur Aufldfung einee
unbeftimmten Gleihung ded crften Grades ndgliy i, Da
aber Ddiefe Ibeorie bei der Unterfudung dee quadratifden
Formen von pofitiver, nidit quadratijdher Determinante viels
fade Amvendung suldft, und da fie, felbft abgefehen von
diefee Unwendung, von vorgiglider Widtigteit ift, fo fol
diefelbe jeht etrad aubfbrlicher dargeftelt werden, Dafer
follen die Sdse und Beiden ded erften AOfHnittd wiedes
aufgenommen werden,

€8 fei y==a+———--

+C+ s

vl

nt 1

. . =

ein Qettenbeudy, deffen Ndperungdwerthe nach §. 6, gefuns
den werden, wenn man die 3dblee decfelben mit £, die Nene
o2
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pex mit B beseichnet, und die verfdhicdenen A4 und B durd
die Reiger 1, 2, ..., Wie: A5, As.ees, By, Baoou. une

serfcheidet:
A, = aqa, B, =1,
A3=A!b+1: Ba = b,
A, = A, c+4,, B, =B,c+ B;,
A, = 4,d+ 4,. B, = B,d-+B, etc.

Man Hat jugleid)

A,B;—d4; B, = +1,
A, Bz_A: Bs = "'1’
A, B, — A, B, = 41 et
AvedAvr penn vie Angabl der Glieder,

Sener iy =H B, 11 11
weldje den Qettenbrudy y bilden, a, —, —, Feeer 7o

mit Audnahme ded leten é—, mit v bejeidnet wird.

Agemein bat man: A, By_y— A, By =11, und
jwae gilt in diefer Gleihung das obere Reidyen, Wwenn v grade,
vab untere, wenn v ungrade iff.

Diefe Sane find alle in den §.§, 3,— 7. ded erften Abs

fdnittd bewicfen worden,
2. ©3 wird nun guerft geseigt werden, weshald den

Briden %, ‘gl, etc. der Name von Réherungdwerthen fiie
b 4

y pufommt, Died berubt nicht allein darauf, daf diefe Bride
fidy dem Werthe von y defto mebe ndbern, je mebr Partials
bradye in denfelben jufammengefafit find, fondern voryiglich

auf dem Umftande, daf fein Brud) —Z— dem Totalwerthe y
des Rettenbruch ndhee fomme, al8 der Ndferungdrwerth %,

wofecn nidt i;- im B'él)let und Nennee grdfere Sablen enthélt,

A
ald B
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A A4,
B’ B,
des SKettenbrud)d y find abwedyfelnd fleiner und gerdfer ald
der Totalwerth y, aber fo, daf jeder folgende um weniger
von y verfdyieden ift, al8 der vorbergchende,

Lehrfas. Die Ndherungdrocerthe ,»1-“;1‘, etc.
3

Beweid, €3 feien 4, 4, die Bdbler, B, B, dit
RNenner von wei beliebigen auf einander folgenden Niherungde

werthen; auf den leften derfelben folge der Partialbrudh —1-.
&=

in weldem x pofitiv, grdfer ald 1, Gbrigend aber gany une
beftimme ift. Aledann erhalt man den Totalwerth y ded
Settenbrudhd :
Y= BB (S. §. 6. 7, ded erften Ab{Dnitts.)
Hicrausd crgiebt fidy:
A4 _ (A4, B—AB)«x
Y—'B B(B, x4 B)
_ A _ AB,— 4B
Y= B, = B.B.x+DB’

und

ce 4,
Diefe Grdfen, y——g und y—-g=, baben jundchft

entgegengefeste 8eicf)en; denn ¢ ift
AxB—ABx = “‘(-ABx —A4,B) = +1.

Geener ift, wie leidht aud der Entftebung der Nenuer
B, , B ju efehen, B, grdfier al8 B, folglidy -1%- grdfer ald

1 1 .
B’ alfo %— um fo mehr grdfiee ald B’ folglidy audy
1

x
BB.,zFB)” B, (Br+B)’
folglich liegt der Weeth y gwifdyen ‘—; und gi und ndbee an
b 4

A A
“21 qld an ;3 w. §. b 1.
B a § w

z
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3. Rehefas.  Cin belicbiger maf)crungemcrt[) des

Rettenbrud)s y Hat die Cigenfdaft, dafi 8 feinen QSrud) =

giebt, weldher dem Totalrerth ¥ ndber fommt al8
lange nidht a grdfiee ald 4, b grifer als B. -
Beweis, Soll der Brud) 2 (meld)cr in den fleinften
Bablen ausgededcft ju denfen lﬂ) dem erth von y ndbee
A
fommen, alg B fo muf decfelbe 3uvbrberﬂ swifdyen ﬁ und

A
7 fo

den rorbergehenden mdbcrungémcrtb faﬂen, d, b, fleis

nec fein ald dee cine, und grofer a(s det anbere, Nun
Bat man:

AB—BA = 41, offp L_4£ = 4 1

55 = ppe
€8 mug folglidy der Unterfchied
£ a __ A°b—al®
BT T T B
abgefeben vom eiden Heine fein afs L.

Babl A4°b—aB° roenigftens gleidy 1 ift, fo folgt, daf b
grofer a[t‘: B fem mug 5Denn wdre b Fleiner alé B, fo

. 1 A° b—aB?
f°[gte B < BB°<Z.;§'3; BB°< B B° » abs

gefehen vom sud)m der Sabl A°p— 4 Bo,
Aus der Gleidung 4 B° — B 4° =1 folgt ferner:
B__" B 1
A°‘"Z?z =g
Da nun der SBrud) T 5lv|fd)en —‘1 unb A° 5 liegt, fo liegt

Da nun die

aud) — §wifdyen ;1—5 und Z' Folglid ift, abgefehen vom Sei-

den: 4°"_<4.4°‘ alfo nothroendig a grdfier A.
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Soll alfo gwifdyen die beiden aufeinander folgenden Nd=
berungémcrtbe i und g von y e¢in Brud) eingefdhoben

werden, meld)cr grofier ift al8 der cine, und fleiner ald der
andere, fo muf derfelbe im Rdbler und Nenner mit grdferen
Bablen gefdyricben werden, ald der poeite Ndberungdroerth

%{_, und da A>.4°, B>B°, mit griferen Rahlen, ald

beide. Da nun der Brud) —Z— naber an y fommen foll, ald

©
derjenige dee Beiden Bridyen %1; und g, weldher fid) dem
Totalwerth y am meifien ndbert, d. i i;—, fo muf ee pwi

fd)cn 4 ugd ‘i fallen, und alfo a>4, 0> B fein; W

5 b m.
4, Yufgabe. CB ift ein pofitiver Bruch) 5 und cin

Naberungswerth —g- deffelben (in Fleinften Sablen) gegeben;
man folf den darauf folgenden vollftdndigen Quuotienten #

finden.
Aufldfung. €8 fei
P 1
——= _—
q9 ,9+1__
}'—I—--nt 1
PR -+‘_— 1
A4 —.

Soll nun % ein Nahecungdwerth von y fein, fo fat man
entyoeder:

y._a+3—— odet y:a-}-é—:}_—.
T EE s S,
n+— u-1+1—;
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denn Beide Borausfesungen, und nur dicfe, geben, nad) Weg-
laffupg von —, den deerungsmertb —Z—

Beseihnet man pun den vor ~§’- vorhergehenden Ndbes

rungsroerth von - mit p > fo umfafit derfelbe in der ere

ften Borausfesung alle ‘l)artmfnenner von e« big w, mit Yuss
fluB von u, in der jweiten die Partialnenner von o bis
p—1, mit Cinfdluf von p—1. Hat man folglidy in dee
erften Borausfesung pg®—gp° =1, wo i entweder = 1
oder i== —1 ift, {0 ift in der pweiten pq°—pq°=—1i, weil
nady diefer die Unsahl der Partialnenner @, B, o0y p—1
cinen mebr betrdgt, ald nady der anbdern,

3ft nun —;’— ein RNaberungdwerth von y, fo ift

y = ;’xi” olfo =v";;‘7°P’
und 8 muf in diefer Gleichung der Lerth von L fo ge-
wdhit wesden fnnen, daf  pofitiy und grofer alé 1 wird,

Bufags, Wofern der vorftehende Ausdruct fiir x e
der in der ¢inen nod) der amdern dey oben in Beyug auf Z

gemadten Borausfesungen pofitio und wenighend gleich 1 ift,
fann ud -;i. fein NAberungdrerth von y fein, Nun erhilt

man durd eie leidhte Redhnung y_% ==’ —g7p°)

¢(qx+yg°)
Uus Ddicfer Gleichung ergiebt fich, weldyer iBertb von q‘: ju
“wablen ift, da die Beidhen auf beiden Seiten gleid fein mdfo
Afen. Bied pierauf pg®—gp®=i=+1 gefest, und

},_%:___ fo ift 4= m, und. folglich, wenn

9+'1

o —

— 121 —

UmgeFehrt ift die Girbge d=q%—pq, pofitiv ges
nommen, fleiner ald —'— + 5, 0 it ¢>(g44°)9, mxt[)m
g_q_ >1, alfo x—q—q%o 5>1- Golglidy uﬂ ¢in
maberungémertb von y obct nidt, it nad)b:m d md;t grbﬁet
oder grdfier ift alg + =.

Anmerl,  Da ¢°<yq, fo ift qu?>‘§;' ift folglidy
d<5, foift aud) d<—1— + = Mithin ift
RNdberungsroerth von y, fobald 0 <L 1.

Beifpiel, T8 fol entfd)iebm werden, ob der Brud

113
o5 ¢in mdbemngﬁmertf) pon’ 175 nﬁ, oder nidyt; ohne daf

L immer ein
r

man alle mdberungémertbe des .‘Brucbé TT?; aufftedtt, ‘Man
1 899

ﬁnbct 13—- *5+ 1> alfo, wenn man m—-y-ﬁbt,
5 T
muf y fein entioeder gleich T
bbo—y Meymipl
T =, 7+-—~
» - . 1+___

Nus der ctﬂen Ynnabme erhdlt man p=113, q=22,
p° = 36, q °="7; und mltt)in ry° —-qp°='—41 i dek
prociten p =113, ¢=22, p° =77, ¢° 15‘ tmb mit[;«'h

113 '
pq°'—9§°=+1- Run ift y — W‘ folg=
. —id 3 ]
lig) & 175x22 und weil 4 poﬂtm ift, fo mu§

—iz==--1, odex i==—1 fein; alfo fann nur die erfte
dee beiden obigen Unnabmen fiix y gelten,
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. . . 3x22 _ 66
$de diefe aberift g =22, g° =7, J...-—i—m— =55
und folglich 5 < —I—, d. 0. s< 2. Daber ift L
g+q°’ 29" 22
RNdberungdwerth von y =%92-, und man findet
S 975 Tx66 7 o, 1
= —— = = = =, alfo:
* 2266 g = 2+3
1 899
y=35+-— = 75
74— N
1 8+—'—1
.2+_3_

Wy

Umgelehrete, fommeteifdhe und peei
Kettenbridye,

5. Die 8dbler und Nenner der NAherungdroerthe eined
RKettenbrud)d werden aus den gegebenen Partialnennern a, b,
G, d, «o0. nady cinem jm Borbergehenden aligemein nadyge:
wicfenen Gefege gebildet, Man Hat nemlid):

A, = a, B, =1,

A, = ab}1, ‘ B, =5,

A, = abctcta, B, = bo+1,

A, = abed+vd+adtab+1, B, = bod+d+b. etc.

Bur leidtern Ueberfidit mdgen von jest an fammtliche
Partialnenner mit dem Budjftaben a begeidhnet, und derfelbe
mit cinem Indey verfehen voerden, weldyer die Stelle des Pars
tialnennerd angeigt. Man fehse dafer:

a, ==a, a, = b, a; =¢, a, = d, elc

E8 ift alfo:

A; = ay, B, = 1,
A, = a,a,+1, B, = a, elc.

Allgemein ift:

A, = An—lan+ Aws, Br= Bu'la'l+ Br-s.
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Durd) dad Sdiema (a; a5 ay...48,) foll ebenfalls dex
Babler £, de8 NAbherungswerths ;3—1;-‘ audgedeadt, ‘und ju=

gleidy die Ordnung beseichnet werden, nach weldyer die Babs
Itn a;a,a, ....a, in demfelben vorfommen.]
Auf gleihe Weife wird Ba==(dgasa3s...a,) gefeft:
Nun ift
Ay =ay =(a), B, =1,
Ay=aza, +1=(a,a,), B, =a,=(a,),
A,=a;a;a,+a,+a;=(a;a,a,), B, =a,a,+1=(a,q,)
' etc. etc.
Da (aya;)=aza, 41, {0 ift (aaa,)=a,a,41;
¢ben fo:
(a;a,a;) = ‘a,a,a, tagta;; (a3a,5a,) = a:“a°x+ax+at'
Man findet alfo (ag) = (ay), (az a,) = (aya,),
(ara;0,) == (a;a,e,); d. b febrt man bei der Bildung
dev 3ablen A, , A., A, die Ordnung der Elemente a,, a,,
a;, um, fo bleibenIdie Bablen o,, 4,, A, unverdndert,
Dafjelbe gilt von den Nennern B, , B,, B,. '
Dicfe Induction Fann man auf 4, 5 und mebr Elemente
ausdehnen, €8 (46t fidy aligemein beweifen, daf:
(a:a.0; co.nray) = (@nGny.... ;a5 1)
Man nehme an, ¢8 fei diefer Sak fir n—1, und wes
niger Clemente bewicfen, MMan weif alfo, dafi:
(213000 0n) = (ap_guuaza,), (ag... Urr) == (@ ey 00ee @3,
(@1830000 @ney)) == (Apes Aneeg oo a3 @) elc,
Nun ift 4s=(aga;...as)=ApnartA,,, odt
(agay.i.an) = (3503 000 an3)an+ (a3 a, o0 aper)
oder
(az ... an) = (@neyis. @;) and (aneg ... a,).
erner bat man:
(a,,...., SR P 2 a,) = (ap—1+.. az)ax + (a,.__, e a.)n
(Onz oo @, @303} = (anma .+ @3) a5 - (apy ... @)
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Folglich:

(a; e a,) =2 [(an—1....03)an 4 (an-g ... a,)]ay
1 +[(@re—r oo .. 0y)an =4 (an-a--.. a3)}

Da nun (a,..;.. coreay)=(a3....anu), (@—g....a;)
== (a3 «ovo any) etc., nad) der Boraudfesung; da ferner:
(ag.-s ay)ant(a,.... a,,..@):(d; ceri@n)=(ay....a3),
(ageeeranm)ant(@z e iano)=(a;....@)=(an....a,),
fo exhdlt man:

(33+--+an) =(ane.s.a;)a;4(an....a;)=2(an....a3a;)
w. 3. b w,

For den Nennee B, = (@, -... a,) findet derfelbe Sas
und Beweis ftatt, da die Bildung deflelben aud den Elemen:
ten asa,....a, gany auf diefelbe Leife gefdieht, wie die
Bildung ded Bdblers A, aud den Clementen a;a;.... an.

6. €3 foll nun cine Bergleihung angeftelt werden jivis

fdhen” dem Werthe An eined Settenbruchs, welder aud den

. B,
Clementen .

Ay, QA;, A3 +.9+ Qpy, an
fn der vorftehenden Ordnung gebildet wird, und dem Werthe
z
ﬂ W v .
a,, az, Yoelde den vorigen gleid) find, aber in umgelebeter
Ordnung fehen..

bed ﬁ;ttenbiqd)é aud den Elementen an, @y, ove0 a4,

Man bat: ,
Ay = (ag.+.0ay), By =(az scccan),
¢ = (an.... ay), B = (an—r...0ay),

a’!*!), B, = (a; ceee a,,._l).

Man fieht fogleidy, doff e=d4,, f=dn. Dit

n

o
PWeeth ded umgelehrten Kettenbrudhd ift alfo ¥ Al
fMan Hat demnad):

An—'-r= ((lx cone
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n 1 .Au 1
Bty Fh=et——y
a‘+a. +'~u 1 an—)"l‘ n-n'l‘ cses
""+ 1 ....+ 1 1
an—l+‘;‘ 'd,'l'a—‘.

Hicraud ift gu erfehen, daf, wofern A, = B, fein
foll, damit die Ierthe beider Kettenbriche gleich werden, noths
wendig die Bedingungen:

@; == Qn, O3 == Qnew, O3 = Gneg ..., efc.
erfillen verden miffen. Gin Kettenbrud), weldher diefe Bes
vingungen erfilt, und in weldyem daber die Ordnung der
Elemente @, a,, @; .... ofne Berdnderung feined Werthes
umgelebet werden fann, Beifit fommeteifd. -

&0 ift 4 B. ay

{ ein fymmetrifder Kete
. .
a:t -
. .
1
a, - 1
a+—,

a, -

tenbrudy.  Cben fo audy: a, 4-

a
7. €8 giebt Settenbriche, welhe niemals abbre:f)m und
deven Totalwerth daber audy Ffeine rationale Babl fein fann,
Unter Ddiefen find vorylglich diejenigen metfwdedig, in denen
eine gewiffe RNeibe von Partialnennern beftdndig roiederleprt.
Solde Bradye find periodifdy,

So it 3 B.

1
a‘.‘=a:+ 1

a
a; -}

1

1
. N s +;:—|- etc. in inf,
cin periodifher Rettenbrucy, Man erhdlt aus demfelben,
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wie Teid)t ju feben,
® = a, +
B a, 4 —-.
. Yuf dbnlide Weife ift
y=a+ —
L
a;ta;+ 1
axt
a;ta;t 1
aat ay,tay

¢in periodifcher Settenbrud), und
1
y = ay +—-_—.— l

“t ay+7
Dev letere geht in den vorigen wber, fobald a, =0,
Umgelelrt giebt die Entwidlung von a, 4y cine Periode von
dev Urt der obigen fir . Man betradyte aligemein den Kets
tenbruch:

x—-a1+

-|-....

LR N +an+x
Mit Beibehaltung der bisherigen Beseidhnungen evgicht
fidy bieraus

o = A (anfx) -+ A,y — Annxd-4,
Bow(anta)F Ay ™ Bux+4Ba'
Hicraud folgt die quadratifhe Gleicdhung:
1. Brax?a-(Ba—Apy)x—An==0,
Da die Babkn Qyy A3y seee A,._g, An, Bry Bn,

famimtlidy pofitiv find, fo hat die vorftehende @)‘Icid)ung tine

poﬁtwc und cine negative Wurgel, Da nun « = a, +;;"
R oo
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pofitiv ift, fo ift 2 nothwendig die pofitive Wurgel dex
vorftehenden Gleidung 1.
€8 fei nun bder umgefehrte Kettenbrud)

1
y = a’“+al'—'l:Fuo-'
. a

fo folgt:

(an....ax)(as 4y) f(an.... a,)
(an--x . ax)(arty) 4 (ana...
_ (a,....ar.)y-l-(a,....an) . Bay+-4,

y = (ag eoee@uea)yt{(ay .cvs any) - B,,_,y-]-d,._;

Golglidy ift

2. Bn_x}'z'—‘(Bn'—'An-—x)}’—dn = 0.

Da y pofitiv ift, fo ift €8 audy die pofitive Wursel
der Gleihung 2. und folglidy die negative Wuryel der Sleis
dung 1. mit umgefebrtem Seiden genommen,

3t der SKettenbrudh fymmetrifh, fo daf ay= an,
a,=an_, u,f.f., fo folgt: By=A,_,, alfo B,_,x3=Ax.

8. Diefe Crgebniffe laffen fidy leiht auf den Fall ana
wenden, wenn a,==0. lddann ift

__An—-t :I‘+An._¢
x=ax+a‘+.“_ . und x_—%—Bn_lx_l__B:;:
P = 1 -
an—x""‘;
1 By oyt Ans
und y = 28y L
¥ an—x+ .o 1 y Bn-x]’ +a4u-—l’
. + —— 1
ati
folglidy s

B, ,x* + (Bu—a— Aﬂ'-l) Lo Ay = 0,
Bn—lra - (Bll—l - Au—))y — An-—g = O.
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€6 find alfo & und —y die beiden LWurjeln der Gleis
d)ung: Bn-—-x x? + (Bnﬂ—An-—l)m—An—ﬂ =0
Beifpiele (§.7.)

g 1 _3(3+x)+1 . 10=0:
x_1+2+ 1 ,w—m, pYL I X4 0 3
3+a S
x== +y/6—1.
- L _7(1+9+3 by —10=0:
Y= T4 YT g Y ’
1ty
y=+4v6+1.

§. 8. v .
x_.__.1+____ s =1(l”_i‘_3, 7xt—8x— 3=04
7x 42

3-|--;_—
4137
—‘—_7—
*';‘L‘t ;”":’72;-:10’ 48— 3=0,
1+7
o ym 4t +1/

Cntwidelung der Turseln einee quadeatifden
) Gleidung in SKettenbride

9, €8 foll suerft die Methode angegeben Werdent, nad
weldyer die QLuadratwutyel ¢iner gangen abl {n cinen Ketten:
brud) entwictelt wird, 3 fei D cine pofitive Babl, jedody
fein vollftdndiges Quadtat, und die gedfte in ¥D ‘entbaltmc
gange pofitive 3abl fei a, fo ift YD —a ¢ine Pofitiver ddyter
Brud), deffen Rennet x pofitis und grofier ald 1 ift, wenn
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dee Sdbler gleid) 1 gefest wird. Man batalfo: vyD =a+..1.,
1 x
VD—a
Multiplicict man den Yusdrud fir = |m Babler und
Nennee mit yD-4-a, fo fommt, da

(/D= a)(/D+a)=D—a if, 2=?Dka

oder: &=

3t nun a, die grifite m x enthaltene portwe ganje

Zabl, fo fese man x_.a,-}- » alsdann ift y pofitiv und
grofer ald 1,

Die Zahlen x, y ete., aud welden die Partialnenner ded
3u  entwicelnden Settenbrudhs bervorgehen, follen mit dem
Ramen der volftandigen Quotienten (quotiens - complets bee
Legendre) bejeichnet werden,

._._h...

2

Der erfte derfelben o ift von der Form YD1 in wels
der I==a, N= D—a* ganje gaat)lcn find, 9) an fehe nun

D4-1 1 —
4 l\-l-'{- == a,+— =-—-——-..___‘/D+fv u-——-’N,
1/D—I+a N
oder ¥
Y = VD—T¥a,N*yD¥I=a, W

wenn man im Zdbler und RNenner mit yD— I4-a; N
multiplicict,

(YD—14a, N)(YDFI—a, N) = D—(I—a, N,

fo folgt:
"/D+ax NI
Wofern nun D—I* durd) N theilbar ift, wird aud)
—(]— 1 ) .
o=l NaxN) =N, cine ganje Sabl fein, Fir den ecften

Quotienten war aber I=a, D—a*==N, alfo 2:5}—1—

¥ = N.

Minbing Aeithmetit. 3

e (-I-aN)=D-(1-al),
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Gest man daber a, N—I=1,, und
144 +I

tine gange Babl,
D—I}=NN_, foift der vollftdndige Quotient y=-——.

in weldem I, und N, ganje Sablen find, wie in bem vor=
Dergebenden.  Auf gleidhe Art ergiebt fich Yociter dec dritte

volfténdige Ouotient ’/’—?'——Il, in weldem I und N, wies
a

der ganze Bablen find,

Ueberhaupt feien

YD41 VD41,
N * N,
proei auf einander folgende volftdndige Quotienten, und a die
grofte in dem erften enthaltene gange Ba[)l fo bat man:
;/D+I
N +;/D+I ’

und aud I, N, a weden I, und N durd) die folgenden
Gleidyungen beftimmt: I4-1, = Na, D = I, NN,. Sn
diefen Sormeln find I, und N, ganje Sabhlen, weil I, N und

D—-I3.
—;L¢8 find. Der Beweid it gany wie oben.

Beifpicl, Die nicdfte gamye Fahl unter y21 it 4.

1 v21 44
Man fepe y21 —4 = - fo fommt o= ’,21+4)-(';/21_4)
,/21+4 '

Vo141

_.1+-— Hicraud folgt: y y =" W f. w,

Man nnbet die Stcfultatc, tabellarifd) sufammengeftent, wie
folgt:

Naherungdocrthe
von 21,

Vol = €+4.... 4
,/21+4 _

+...5
1/21+1 9
4\ i:l-""_é-

»

e ——————— e e
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21

——-—%"/ 3+3= 24... 25:—;
2143 2

’,——4.-’-_.= 14-... §7—
2141

Y2144 472

= 84.... ==

7103

1/2!-|-4_ 527
5 S 1+.0-01_l5.
etlc. etc.

Diefe Methode der Audjichung dee Quadratwuryeln ift
duferft leidyt, und fihet oft febe fhnell ju einer grofien Une
ndberung an die gefudite Wurgel.  Mehreve Beifpiele finden
fidy untee Underen bei Meyer Hicfd), Sammlung algedrais
fder Aufgaben, unter der Ueberfdrift: Continuirlidye Bride.

10. @8 fi ax*tbx-fc=<0 cine quadratifhe Gleis
dung, deren Coefficienten a, b, ¢ ganse Bablen find, unter
weldyen a immer aud) pofitiv angenommen wird, und welde
veelle Wurgeln bat. et man 362 —ac=1D, fo find dit
beiden Wurgeln der Gleidhung:

—_—
+1/Ill 3b und —‘l/Da—-%b.

Sede diefer Turseln 146t fich mit derfelben Leichtigleit
in cinen Kettenbrudy entwideln, welde die Entwidelung von
¥ D im vorigen §. darbot.

Die Gleidung fei 5 B, 3x*f5x—1==0. Shre
Wutpeln find:

I . i —— —_—
;1/3; L Y a’rv’g7 i
Man erhdlt fie die crfte diefer Wuryeln:
$V37—% _ +1/37 5 2
3 = V3745

32
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37 5

'@%ﬂau aufo:;*.g__i=__1

(=Y

(ﬂldberungémcrtbe g— —;— 1 %é; etc.).
i die jieite Wurgel ergiebt fich
37
Wgs 1
14—
S+ ETEs
6
Yud) in diefem Falle find die volftdndigen Quuotienten,
welde fidy bei der Cntwickelung der Wurgeln exgeben, von der

D , ,
Form: 1 1;,1' I, in weldyer Form N eine gange Sabl ift, die

Babl I jedoch den Nenner 2 bat, wenn b ungrade ift, wie
fiy fogleid) crgeben wird, Im Uebrigen finden die Refultate
o §. 9. audy bier Ynwendung.

-3b
ein Ndherungdiwerth der TWurjel — ’/

€8 fei nun L- q
YD1
N fo[gt.

auf weldien der vollftdndige Quotient Q =

o
Der vor -q"i vorfergebende NAberungdrerth werde mit 5; bes
jeidnet.  Alddann ift:
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YD—3b __ pO+4p°
a T q04¢°

unb Pq°——qp° =+1 Obt’.l‘ 1
©eit man fiix Q feinen Werth Q}‘! fo folgt:
YyD—=1b _ pVD+4pI4-p°N

«  gVPHplH+ PN
ober, wenn man die JNenner weghagfe,
gD—3b(gI+¢° N) +(¢I4-¢°N~1bq)¥D
== a(pl4-p° N)4-ap yD, ober
qD—3b(qI+¢°N)— a(pI+p°N) =y D{ap+ fbg—qI-g°N).

Bofern nun, wie voraudacfest wicd, YD feine rationale
Babl ift, fo fann die vorliegende Gleidung, in weldyer, mit
Yudnabme von y'D, lauter rationale Sahlen vorfommen, nue
dann beftehen, wenn jeded irer Glieder linfs und vecitd gleich
Nul ift. DOenn wdre dies nidyt der Fall, fo wirde die frras
tionale Sabl D aud d¢ev obigen Gleidyung einen beftimmten
rationalen TWerth cehalten, was ein Widerfprudy ift.  Alfo
findet man:

1) ¢I+¢°N=ap+}bq
a(pl+p°N) = qU—sb(qI+9°m

Die gweite dicfer Gleidyungen giebt, mit Halfe der erfien:

a(pl4p°N) = qD—3b(ap+3b9),
oder, 8 D=131b*—ac,
2) pl+p°N = —(cq+3bp).

Climinirt man I aud den Gleidungen 1) und 2), indem
man Ddie erfte mit p, Ddie swveite mit —g multipliciet, und
vie Producte addirt, fo findet fidh:

3) (pg°—qp°)N = ap*+bpg--cg®

Climinict man N, indem man Ddie erfte Gleidung mit
p°, die gweite mit —g° multiplicict, und die Producte abde

dirt, fo ergiebt fid):
4) (p°g—pq°) I = app®+wb(p° g+g°p) ey ¢

ro

s
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Die Gleidung 3) lebrt, weil pe®—qp°==1, baff
N immer cine gange Rabhl ift. Da fernee r°q+rq°
=2pq¢® ¥ 1 immer ungrade ift, fo lehrt die Gleihung 4)
baf I cine gange Sabl ift, wenn 5 grade, und folglich
D=72b*—ac ¢tine gange Babl ift; dagegen wird I den Dia
vifor 2 entbalten, wenn b ungrade, und folglidy D den Dis
vifor 4 enthdle,

87 5
Beifpiel. Die Entwidelung der Wurel —4—3--—2—
dee Gleidhung
3x*+-5x—1=0
gicht: ’
(rg°—9p°) 0= ap* 4 bpq +ecq?,
(1.1=5.0)3 = 3.184-5.1.5—1.52,
(1.5—6.1)3 = 3.134.5.1,6—1.63,
(2.6—1.11)1 = 3.224-5.2.11—1.112,
etc. etc.

(9p°=pg®)I = app°+1b(pg®+q P°)+ cqq®,

(0.0—1.1)§ = 3.1.04550.54+1.1)—1.1. 5,

(6.1—1.5) = 3.1.1435(06.141.5)—1.5" 6,
(1.11—6.2)§ = 3.1.24-35(1.1146.2)—1.6.11.

elc. etc.

Bei Cntwidelung dee Y21, cder der pofitiven Wurel
der Gleihung =2 —21 finden fidh folgende Relationen, relde
den obigen Gleidhungen 3) und 4) entfpredyen.

43 21 = — 5, 4, 1-21. 1.0 = 4-4,

5*—21 = -}-4, 5. 4-2. 1.1 = —1,

93 —21. 22 = -3, 9. 5—-21. 1.2 = +43.

232 —21., 5* = <-4, 23. 921, 5.2 = —3,

322 —21, 7 = -5, 23.32-21. 7.5 = +1,

$9*—21,12* = 1.  55.32—21.12.7 = —4.
etc, etc.
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—ib
11, Cntwidelt man die pofitive [abl m:Q:L

in cinem Kettenbrud), fo [4Ft fidh beweifen, daf von einer
gewiffen Grenge an in dem volftdndigen Quotienten Qﬁ‘tf
dic ablen 7 und N immer pofitiv find,

Sest man der Klrie wegen pg®—qp° =31, fo ift be-
fannt, b i=-+1, ober = —1; b0 ferer Z, ;’— el Rafes
rungswerthe von x find, gwifden welden = Liegt, fo ift

I —L, oder i=-1, fobald 2 grdfier ald o,
g ¢ g¢ q

Q p .
dagegen # = — 1, roenn % grdfier al3 , und dafer 4 flcis

nee ald x ift,

Run fei 1) i =1, Ié—)x. @5 war gefunden:
iN = ap? +bpq+cq’.
Multiplicict man diefe Gleidung mit der Rahl o, welde

nad) der Woraudfesung (§. 10.) pofitiv ift, fo fommt:
iaN = (ap-{-;bq)’——Dq’, oder:

i_ai_v= ar Xb)'_D
99 (q+‘ )

Da nun %)x, fo fann, wenn v cine pofitive Grdfe
begcidynet,

P v VDb v
_q—=x+a— a +a'

gefest oerden, oder:
%) +5b = VD+w.

iaN

G4 ergiebt fidy:
offenbar pofitiv ift.

=/D+v)'—D, welde Sabl



— 136 —

Da nun qudh) i==-4-1, fo folgt, bag — unb mithin
N pofitio ift,

3ft ferner i=—1., und bedeutet v wiederum eine pofi=
tive Grofie, fo erhdlt man %1’3=;/D—Lb——v, folglidy

ff_lY::(;/D~v)'-—D folglich ift iaN negatiy, fobald
99

99
(VD—v)" —D = (—2/D4-v)v negatis, alfo v Heiner als

2¢/D ift. Hat g alfo diefe Grenge ver Ynndberung an x
eereidyt, wad fogleid) im Anfange der Entwidelung gefdhicht,
fo ift -la—ql-v negativ, und, reil i==—1, N pofitiv.

Da nun N von einer sewijien Girenze an immer pofitiv
ift, fo [aft fid) aud) fchliefien, daf e8 von diefer Grenge an
eine beftimmte Grdfe nidt mebe Gbertreffen Fonn, Denn ers
ftend ift flar, daf N nie gleih) Nul fein wird, weil fonft

die Gliidung ax? 4-bad-c==0 ¢ine rationale QBurbcl
baben milfte.

&ind nun Y2 +I und ¥ 1;." swei auf einander fol=
X

gende vollftdndige D.uotwntcn, und die in dem erften enthalz
tene pofitive gange 3abl e, fo ift:
I+4I; =Ne&, D= NN,

G5 fei ferner =12 YD + S der vor yD -—t— vorhergehende

vollftdndige Quoticnt, unb in bemfe[me cbenfalld pofitiv;
man bat nody D=I*--NN,. Gobald alfoN,, N, N,,
pofitiv find, fo mafjen, da I =D-—NN,, ’=D—NN,,
nothwendig pofitive Sablen find, I ynd I,, abgefehen vom
Beidhen, jede cinyeln, Fleinee ald D, und folglidy muf

I
N= _t fleince als 2¢/D fein,
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12. Yudh die Rabl I muf von einee Beftimmeen Grenge
an immer pofitiv fein., €8 war gefunden:
—il = app®+3b(pe°+9p°)+c94°;
oder durd) Multiplication mit q,
— a
7 = (F+8)(+u)-p.
Run fei 1) i=-41, fo ift -q->x, q—o<m. SBerden

alfo mit v und w grei pofitive @régen Beseichnet, und

(+]

' r
gefest fo folgt punddyft, da dec Ndberungbroestf - urm e

. P°.
niger von x verfdyicden ift, ald der vorhergeHende Pl

vafg v <<w.
€8 findet fich alfo:

9Py 1y = YD+, ‘qu’;+gb = yD—w,
q
folglidy:

=il __ (yD4v)(/D—w)=D, oder
9¢°

—l(lI

= (v—w)VD~vuw.

Da v—w cine negative Gedfe ift, und ~y 1w cbenfalls,

fo ift _;;ZI negativ, umd weil =1, fq%' mithin

I, pofitiv,
3ft 2) i=—1, fo findet fich
v (<]
P x> Pq—o' = "'+%',

q
und wicderum v<lw; alfo:
= (yYD—v)(YD+w)—D,

“I = (w—v)¥D—ww.
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Diefe Grdfie ift pofitiv, fobald (w—v)¥YD>wwv, odee
wy 1 ,
w— v’ b 9. ¥D> 1 1 ift.

v w
Nun Hat man, nadh felberen Sdpen:
1

P v
—l gy L e
T T e T iwoFe

in voelder Formel » pofitiv und grdfer ald 15 dedgleidhen:

P a=%= Y
¢° a q°(qr+q°)
folgliy it —=gq(gr+q°) und ;=;—(qr+q°); ¢
muf alfo 1,02> 1 — fin. Da y>1,
(qr+q°)(q—q7)

g>q° (o ift q—;!; >1; fener gy+49°> 9+ ¢°, folg:

tiy (ar+49°) (q—ﬂ)>q+q°. Dabee ift die obige Be-

dingung erfilt, fobald ‘/D>q -lf =.
Bon diefer Grenye an ift I immer pofitiv. '
Da nun I und N pofitiy, N fleiner ald 2D, I fleis
gee ald ¥D, fo find nur cine endliche Hnzabl von Werthen
}/iNt.l. mdg=

fir I und NV in den volftdndigen Quuotienten

lih. Da aber foldjer volftdndiger Quotienten unendlid) vicle
find, fo mifien diefelben I und N in dex Reihe der volls
ftandigen Quotienten unendlicy oft sufammentreffen, und mit=
bin die volftdndigen O.uotienten fowolhl, alp die aud denfel:
ben Dervorgehenden Partialnennce des Kettenbrud)d fid) pecios
difd) wiederholen,

Diefelben Bemerfungen gelten aqud) von dee geiten
Wurgel dee Gleidhung

ax?4-bx-tc =0,

— 1390 —
, —yD—1% ,
nemlid) &= -—’/—;——-—If. 3t fie negativ, fo entwidelt man

6, |,
—w=+ﬁ)—+—- in cinen Kettenbrud). It vie TWurel

a pofitiv, fo ift ¢ leidt, ibr cine foldye Geftalt ju geben, daf
YD pofitived eidyen bat.  In diefem Falle muf nemlic) X5
negativ und grdfier ald ¥D fein. Sdhreidt man dahee ftatt
—1b vielmehr %5, fo wird x = *b:ﬂ), cine Luryel
der Gleidung ax? —dax4c=0.

DMultipliciet man im Bddler und Nennee mit 254-yD,
fo fommt:

“b’—D
a(}/D+1b)
Ip3 —
00“, wc‘" 4 a =,
}/D+x'b, X rS d

Man braudit alfo nur den Yuddeud ~—T YD + , in wels

dem c pofitiv ift, nad) den befannten Regeln 5u entwiceln,
@8 ift daber die Entwidelung beider Wuryeln nothroendig
periodifdh.

D+1, yD+1I yD+I,
13. @ a 14

ehefap, C8 ﬁellen N TN TN,
drei auf einander folgende vouﬂdnmge Quuotienten aus der

Periode ded Kettenbrucks fiie yD—3b

b ,
por, denen die Parz

tialnenner des Settenbrud)d: a,, e, a; nad) der Ordnung

pugebdren. €8 wird bebauptet, daf die grdfte in dem Yud=
D41 :
drude: K—Wt-i entbaltene gange Babl gleich e, d, h, der in

’/D+ enthaltenen gleidy fei,
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YD1
Beweis. Man fat ——a+\D-T-T unb
I+I:=Ne, D=I*4-NN,. Ny
DHicraud ergiebt fidh, daf aud) folgende Sleichung tich
tig ift: /oI, + 4
A TR =t

Ny

Cntiwidelt man nemlich diefe Gleidhung, fo Tolgt sun dt:
N,

. . D1,

. -t 4 + a+}/D+I’

und nad fIBcgrd)affung ber Nenner:

DA+ 114 (I4-1,)yD = QNVD+“NI+ NN,

Da nun

I+I,==aN, ud D = I(aN-—-I,)—[—IVN o,

- D411, = aIN}NN,,
fo folgt die !R;d)ttgl’ett der aufgeftellten Gleidhung,

Beil 1 und N, pofitiv rnb, fo folgt aud dep vorftehen-
den Gleidung. ) daf

Oder

D1,
5 ¥ + 2> a,
. VD +
Nun fei der vor —l—vo——° borbemebcnbc volftandige
Quotient : %ﬂ:‘, fo ift immer N_, pofitiy %),

Da nun auf gleiche Weife, wie porhin in der @Ieid)ung A)

YD1 41

N, = % 1/D+I°’
TN

und o I, und N_, pofitio find, fo folgt, dagXL ﬂ> ..

*) Da in der @leidung Des I 4 NoN_, I° nat§ der Borqus,
D
fegung Eleiner alé v/ D ift, indbem 14 ',t_{- gur ‘Dggiobe gebort,

fo folgt, bag No N unb mithin qudy N1 pofitty it (11,),

— M1 —

Daber ift 7’1)’%‘1 pofitiv und ein dditer Brudh, oder
NO
fleiner al8 1, und folglidh
D11,
2) Y + < a1

Daber ift e zugleid) die grdfite in @Nili und in
l/%'%'—{ entbaltne ganse 3abl; w. 3, 6. w.

Beifpiel. Man nehme ben in §. 9, entwidelten Kets
tenbrud) fir y21.

Die grdfite in '/215+4 entbaltene gange Sabl ift 13

nimmt man aber flatt =4 da8 folgende I, =1, fo entfteht
VD;- Ix=‘/215+ %, um e grdfte in Ddiefem entfaltene
ganje Sabl ift ebenfalld gleid) 1.

Cben fo ift (in §.10.) die grdfte in '/37"'5, entbaltene

&
gange Babl gleich der in ﬂﬁi—‘— entbaltenens denn beide

find gleich 1.

14. &8 ftelle wie bidher '/Dl;" z tinen der wicderlehs

venden vollftdndigen SLuotienten vor, und ywar fann man fi )]

venfetben vom Anfang der Periode immer entfernt genug dens

fen, fo daf cine beliebige Angahl vorbergehender Quuotienten:

QNj-—Ie VD+I = etc. cbenfalld fdhon jur Periode gehds
4

ven,  Die (S)Ilebe: diefer Peviode feitn @, @, a,..,, 0,

Gos @ W . f., fo Do




y=IPHI o4t
@+ LT P
1
....+a +.-l—“)
° y

(]
€4 feien ferner %, s bie Beiden junddit vor dem volls

ftdndigen Quotienten iQN-t! vorhergehenden  NAberungss

werthe jenee Wuryel 2,  Subflituict man in die quadratifdye
Gleidyung:

1) ax*4-bxrtce=0
for a den Auddeud ::c=l’--"-'tﬁ fo gebt die Gleidung in

9r+¢°’
dic folgende Gber
(pg°—9pP°)[Ny*—2Iy—~N,] =0,

2) Ny*—2Iy—N, = 0.

Diefe Gleidhung ergiedt fid) Lleidyt ausd den Gleichungen
3) und 4) in §, 10.

Man bhat nemlich: |
alpy+p°)+ 5Py +p°)ar+¢°)+elar+9¢°9)' = 0;
folglih:
(ap*+bpq+cq*)r*+(2app°+ope°+bqp°+2¢94°)y

+ap®® +20bp°¢°+¢q°* = 0.

oder

Nun ift
ap*+bpgtcg® = (pg°—aqpP°) N,
app®+3b(pe®+9p°)+cqq® = (P°9—a°p)1,
ap® ' +bp°°+0q°*=(p°q°°—4°p°° )N o=—(pP°q—qp°)No.

*) Der legte Nennee Tdnnte aud) n -y fein, wean man mit n
eine gange pofitive gange 3ahl bejeidmet. Wergl, §.7. Man
tann jebody biefen Fall bei Geite fegen, fndem man ftatt y bden
volftdndigen Quotienten n 4y waplt,
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Die dritte diefer Gleichungen ergicht i aus dee exften,
wenn man in diefer fur p, g, N die entfpredyenden Sablen
q°, p°, N, fest, und bemerft, daf dic beiden Differenyen

o0

pa°—qp° und p°g°° —g°p°, in deren legter g;s den
o
vor 53 vorhergebenden Ndberungdwerth die LWursel angeigt,

entgegengefeste Seidyen baben,

Die beiden Wurzeln der Gleidhung s

Ny?—2Iy—N, =0

find y—-——"—'—l y’=—'/%+~l-

©a N und N, pofitiv find, fo fehrt dag Beidyen von
N,, in der obigen Gleidung, daf die Wuryel y negatio ift.
Died folgt aud) fhon aud der Borausfesung, dap I fleinee
ift, al8 ¥D. Daber ift:

p }/D-—I D—J3 N,
y 4
pofitiv. Sept man —y’ ='£’ fo ift z=?’?vj_—__.
Nun ift
YD 41 1
1/D+ “+7'—D+I und ___.N:' =aot iy (513)
N
L YD1, 1
t/?v‘l' ._a,-l-‘/ + Ti-:—=a__,+l/D+I—l etc.
N3 -_’-_—N.—-g
yo+! die

Folglidy, vodhrend in dee Entwidelung von &

periodifen Elemente I, N, @ in der folgenden Ordnung fiehen:
ILIL ... 1.1, 11 1,....
NN;Ny.... N.ouN NN N, ....
Q Gy By seve Oy @5 & Gy €y oo,

i : D-1
fo fteben Ddiefelben Clemente in der Entwidelung von 14 NT"'
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in dec folgenden periodifdhen Ordnung:
1 I, I,.... 1,1 I, I ete,
NyN_ N_y.... N;N N, N_,N_, et
Co Gy Bg ese. O3 O @, @_, g elc,
weldye die umgefehree der vorigen ift,

Nun ift x=LYTP_ ’ip = cine Purgel der Gleichung 1),
Die sweite Wurgel =/ diefer Gleihung findet man, wenn man
in diefem Yusdrude dic yrocite Wurgel 5 der Gleidyung 2)
an die Stelle von y feht, €8 ergiebt fid)

X! = VI_@:,
774-¢°
©elit man y/ ._._.1, fo fommt: x/..JL__"_‘J_’ in

‘ q° z—-q
weldyee Gleidjung z-_-_-LD_:_l:! it
NO
DMan denfe fi) nun den Kettenbrud) fite = entwidelt;
o]
¢ feien %, % gwoei auf cinander folgende Naberungdroerthe
von z, und der nddft folgende vollftandige Q.uotient =/,
) vYD4-I \ . , .

Wil 2= N, fhon ein wiederfehrender Quuotient ift,

fo fann man aud) z=z’ feten, wenn man untee = den

ﬂ

Qotalwerth einer oder mehrerer Perioden ded Settenbrud)d =
~ perftebt.

Sm?n e.tl)dlt daber x= 7 igo ; fubftituict man diefen
LWesth in die Gleidung fie =/, fo fommt:
(P°y—pBs4p°y° -
(§°7 —qB)zt-q°r°—gpf —

€t man
P°r—pl=add, p°y—pf° =B,
Cyr—qf = A, @°y°—gp° = B,

—1 xl.

— 145 —

fo fommt 3
AB'—4'B= (p7-pB)(¢°7°~ 96°) —(¢° 7”9.‘9)(!’°7°—pﬂ°)
=(gp°-pq°)(y°f-7f£°) = *1. '
Nun fann man 5, 19° fo grof nchmen, daf die beiden
mlﬁerenum .
P Y _ P _7_P
A A AR A
eincrlei Seidhen erbalten.  Diefelben ndfern fidy bei wachfens
dem 8 und 7 ohne Grenjen beide einem und demfelben Wexthe:

z__ir%, Gben fo fann man aud) annebmen, daf:
' 7 q q

Loy 1

¢inerlei Seidhen Baben. -

ggdann haben A =p°y—pp, B=p°y°—pfe
und ¢ben fo: A'=q¢°y—qf, B'=q°y°—qf°
paarweife gleide Beidyen, und man exhdlt dafer:

vier pofitive gange Sablen find, ywifdien welden die Relation:
AB —BA = +1 ftatt findet,
B

' 1 S "
Ba _/% ___2= > fo werden die beiden pofitiven

ggwd)g _, unb diefelbe grdfte ganye Sabl » enthalten,

@8 fei alfo B’ A'nd-b', Be=An—+b, und b, p
pofitiy und vefp. Fleiner als 4/ und 4. Subftituict man

. A:4+B
diefe LWerthe in dem Auddrude iy L fo fommt

AFn)+b
+x"’27( +n—)+b,, und man bat Ao — 40~ + 1.

Az .
Sept man z-4-n =z’ und entwidelt ~ = 7 ,::'_b/ in elpen

Kettenbrudy, fo folgt in dicfem auf dic Ndberungsrocrtfe Ly

Minding Hvithmetils 8
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‘, der vollftdndige Quuotient z/==n-}-z, der pofitiv und ) ﬂﬂfﬂ) =3
grdfier ald 1 ift. Die Periode von z und mithin audy von Y142 4- 11
&’ == n-z ift aber, wic bewiefen, die umgefebrte von y, alfo 3 — =7
pat der Kettendrudy oo die umgelehree Periode von . Folglich: Y1324-10 — 1
Entwidelt man die beiden Wurpeln o und o der Gleis i+
dung ax?*~4-bxtc=0 in Kettenbriche, fo find Ddicfe .‘/1_429_2 =1
Settenbridie beide periodifch, und pwar hat der Kettenbrudh, ‘
weldee die yweite Wursel auddeicft, die umgelehrte Periode ﬁu_}‘i =1
ded erften, !
, Y4248 _ .
Bufas. Dad cben gefundene Refultat ift von dem i3 =
gRerthe von b unabbdngig, und gilt alfo au'd), wenn b=0, o V182410 _
oder die gegebene Gleidung ax?4-c=0 ift. Da nun die ) 7 o = 9 el
beiden, nad) der BVorausdfepung reellen Wurgeln (+ [/——) Dagegen findet man fiie die jrocite Wurzel, mit umges
piefer Gleichung nur dem Seiden nady verfhieden find, und febetem Brichen genommen :
alfo diefelben Kettenbride geben mifien, Wabrend sugleidy 1/142-Ii =
die Periode deb cinen die umgefehrte ded andern fein foll, fo
mﬁﬁ“cn die Partialnenner ded Kettenbrud)d fur l/;, von ¢inem 13 =
entfeenten Glicde an ridwdetd gelefen, ibre urfpringlide Pes V245
riode unverdndert wieder ergeben, d, h. der periodifdye Theil . R
bed Settenbrudyd muff aud) fymmetrifdy fein. Dad Ndbere v l42+4 -1
Bieedber findet man Abfyn. 9. §. 7, 14
V142410
15, Der angegebene Lebrfas mag nod) durd) ein Beis — = 7
fpiel exldutert voerden. yi4+11 _ 4
Die beiden Wurgeln der Gleidung: 62> +8x—2U =0 7 -
find: 142410 _ o
: ,/142 ~4 ,/14-+4 ~ — T =

o V14248
Man findet nun die Periode des ¢rﬂm: . 6
V142 —4 _ | Y48 _ 4
6 13

2
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yi4245
LELC

yi42+-4
Y S
y1424-10
14 =
yid2 11
—— =3

o) V122410

= 3 etc

y/4

Oie Periode ded Kettenbruchs fir
die Partialnenner: 3,7, 1, 1,1, 3, .
Dagegen findet fich in dem Kettenbruche fite l/.iz_ﬂ

die umgelehete Peviode: 3,1, 1, 1, 7, 35 welde burd)
Punfte vom Unfang und CEnde bewd)net worden ift,

Sn den Kettenbridhen, weldye die Lurseln der Gleidhung
323+ 5x —1=0 darfteliten, (§. 10.), crgab fich eine beis
den gemeinfdaftliche fymmetrifdhe Periode : 1, 5, 1,

Neunter AbFdhnitt.

Ucber die quadratifchen Formen von pofitiver
Determinante.

1. Qeprfab. ©ind jwei quadratifhe Formen dquivas
fent, fo ift der grdfte gemeinfdyaftliche Factor, weldyen die
orei Goefficienten @, 2b, c der cinen diefer Formen haben,
sugleid der grofte gemeinfdhaftliche Factor der Coefficienten
der pwociten Form.

Die Niditigheit diefed Sages folgt unmittelbar aud dem
Begriffe dquivalenter Formen. Sind ndmlid) zwei Formen
F und F dquivalent, fo wicd jede Jahl, welde durdy F dar=
geftelit werden fann, audy durd) F* dargeftelt werden, und
umgefehet, jeve durdh F/ darftebare Sabl aud) durd) F.

— 149 —

telit alfo die Form F nur foldhe Sablen dar, welde den
Gactor m enthalten, fo ftelit aud) & nur ¢ben diefelben durd)
m theilbaten Bablen dar. - €8 [(4ft fid) aber leid)t cinfehen,
dafi eine Form. nur dann lediglid) durd) . theilbare Badlen
darfteqt » voenn ibre Coefficienten a, 28, ¢ bcn gememfd)afu
lidhen Factor m enthalten.

Daffelbe ergiebt rcf) aud) durd f)tcd)nung. Die beivek
aquwa[gnttn %Sormm fmn

(F) am‘+2bxy+c;‘ und
L (F) @z 2baly e

Qu Gubftitution aué F in F_fii; x = cx' 4 Sy A
y= 7,,,-!4—0‘)/, und ¢d— ﬂy_..z.__+1

\bura“ folgt die @ubftitution aus F' in F: o

! = idx—ifly, ¥y = —iyx4icy. . ..
Durch die Subftitution aus F in F’ erhdle man
ae*4Wayt oy =
aaﬂ+b(a5+ﬂ7)+07«5 = b °

. af20804-¢9% = dhc. L
yrch die Subftitution aud F' in F oagegen
a'0* 4260yt y* = a
o/ OV (@0 B+ cay =
a' Br4-2b'ef4ce? = o
o(ug den erfien drei Gleidhungen folgt, daf wenn a, 25,
¢ durdh theilbar find, aud) a’, 207, ¢’ es fein werden;
aud den andern dad umgefebrte
2, éntmxd‘e[t man eine LWurel der (Siletd)ung (
av‘+2bv+c =0 T
s‘ettcnbrud), fo geItcn flie die bteraué fo[genben

~;—, und die entfprechenden volftdndie

in tmen

m&bgwngémﬂtbc
1/ +1, VD41
N ° N

gen Suuotienten , die fdon frher _qﬁge}

gebenen Gleidungen:
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Pe°—qp° =i = +1,
ap*+ 25 pg+ eq® = iN.
app® +b(pg° +q¢p°)+cqq® = —il
. ap®’+20p°¢°+c g = —iNo. . .
~ Dabgr wijcd. die quadtatifdie Form: a x*+2b xy+cy? (F)
burd) die Gubftitution: x = px't-p°y’, y = gx'<q°y,
{n die folgende dquivalente verogndelt: .. :
i(Na —21 2y —Noy). (F')
Aus der periodifdhen Neife der: vollftandigen Quuotienten
VD+I ¢ T ; \
—— crbdlt man alfo cine cbenfalls periodifhe Neibe von
Srdnéformation'en;(F’)' der gégebenen quadrafifden Form F,
DHaben in der Form F die Sablen a, 26, c feinen ge-
meinfdafilichen Factor, fo Gaben audy N; 21, N, Feinen ge-
meinfhaftlichen Factor, S
3. @3 fei i%ﬂ:z der Werth eined rein periodis
fiben Settenbrudie, b, b eined folden, in deflen Entwidelung
z felbft al8 wiederfebrender vollftdndiger Suctient erfdyeint,

o
Da z=‘i_N+J, NzeI=yD, fo folgt:

D12
N;’——Q[z-——(—l-v——) = 0.

DMan nebime nun, wie bisher an, daf

D =14 NN; alfo
f. Nz*—2Iz_N,=0 .
Man denfe fich ferner den Settenbrudy fir = bis auf eine
oder mebrere Perioden entwicelt, nad) weldyen der vollfiin-
dige Quotient = wicder erfdjeint, Der Sdm[mgrtb dicfer Pe-
vioten, Ndberungéwerth) von =, fei =, der vorfergehende

. (<]
Raberungdwertlh von = fei g,;,-fo daf @ fo— Fa® =+ 1 und

az+a°
=‘:’?_:. .

p4

C e

h

— I3l —

¢ fHieeaud folgt:
2, Bz*—(@—f)z—a® =0,

’ D+1
. Die Gleidhungen 1, und.2. baben die Wuryel +‘/N LL P

. _—YD+I
folalid, wie leidht su feben, audy die Wurel —'/—r

gemein;
Wiide Haben alfo cinérlei Wuryeln, woraus ju fdylieGen, ad
| Qﬁ‘lr—o—‘:ﬁﬁ, I}Tﬁq=% oder
H ". [+]
% = o-f:‘;—léi‘: ‘g:o— fein mu.
qaird der gemeinfhaftlidhe Toerth diefer 3 Bradyc, in
tleinften Bdb‘“n gleich -%E gefest, fo ift cingufehen, daff n cin

Factor per drei Saflen N, 21, N, fein muf. ~Haben diefe
drei Bablen feinen gemeinfdjafslidyen Jactor, fo ift n = 1, alfe
ﬁ — m cine gange Sabl.
4, €8 feien fun
ax*—Dy? (F) und
t i(Naft e 2ty —NOy) (F)

proci gquivalente Formen ven poﬁtive; nid)t.' quadratifdes Des
téeminante D, und goar F ¢ine von den wiederfehrenden
Formen, welthe fid) durdy Cntwidelung der TWursel YD bdee
Gleiung ©>— D=0 in cinen Settenbrucy ergeben (§o 2.)

' vD+1
sft, wic in §.3., % ¢in Ndberungdwerth vor —7—»

S - . VDI
na'a,!'ﬁ,c[’d;cfnwaerfelbe'g?uﬂange D.uotun‘ ——l\:}-—- wiederlefrt,
| i a sor = ‘ dberungs
und begeidnet 3 bfn vor 7 vothergehenden Naherungse

VDAL oo
werth vo TN 0 fo ift:
Neat —2[af—No 8 = (ef°—fa®)N.
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Da die Formen F und F* dquivalent find, und die Goefa
ficienten 1, 0, — D der erften Feinen andern gemeinfhaftlicyen
Factor baben, ald 1, fo haben audy v, 2I, N, feinen ans
deen gemelnfdaftlihen Factor, und folg[zd) ift, nmadh §. 3.,
g_m eine gange Sabl,

DMultiplicict man die vorftehende @:[ctd)ung mit N, und
febt: D=I"4.NN,, af°— fa® =i= 1, fo erhdlt man

(Ne—1fP—DF* = iN*, odex,,

) -r(@) ==

folglich (a—-Im)’—-Dm2 =i=+1.

" Dieraus folgt der fehr widhtige '
Lebrfas. SR.D cine pofitive gange -3abl,- aber Fein

vollftandiges Luadrat, fo ift die Gleidjung x*—Dy* = -1

auf unendlidy viele 2(rten durd) gange Bablen x und J Iéébar.
Denn b ward fo eben gefunden, daf die Bablen’ a—Tm,

m notbmenbtg ciner der beiden Gleichungen :

x*—Dy* = 41 oder x?—Dy? = .—
Geniige leiften.

Die Zablen e unb v‘n=—~Né'f6nmn aber unendlich vicle

verfdyiedene Werthe erhalten, je hacr)bém 2 den %crfé emcr,

B

oder pweier, dreier, w f. . Perioden ded Settenbruchs fie
D
14 + ausdract, LWofern alle diefe Terthe der @(ead)ung

-—-D_y =1 Genige thun, ift der Sal bewiefen, S
oft fie abet die Gleidyung x*—Dy* = =—1 befricdigen,
ift 8 leidht, daraus i‘fuﬂbfungm der Gleidjung x°— D_y’—-]-l
$u crba(tm.

“ Denn Dat man p -—Dq =1, o ift

(P*—Dg*)' = 1, —
(P* D) —D@pg)* = 1.

alfo:
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5. febrfaps. Hat die Gleidyung
- ax*4-2bxy-cy* = N, g

(in weldyer N cine pofitive oder negative, und D ==b>—ac
cine pofitive nidht quadratife gange Sahl) eine Aufidfung,
fo laffenn fih aus diefer unendlicy viele andere finden.

Die gegebene Upfldfung fei x==p, y=ygq, o daf

1) ap*+2Wpg+cq* = N.

@8 feien nun, ¢ und . ywei Bablen, welde dex. (s,‘md)ung
p*— DY = 1 Gendge thun, und
pr = rP—(ca+bpy, qr= W+(ap+bq)%":

an i

fo ot -2) ap; —[—2111),([,-[-0(1, = N’ ,

um died auf das Leidhtefte ju Beroeifen, multiplicire man
die Gleichung 1) mit a, fo. fommt: (ap +bq)*+ D q* ==aN.
9)zuu,p[mrt man dicfe Gleidhung mit der folgmbcn

¢*—Dy?* =1,

fo fommt:
[(ap+bq)tp+qu]’—-qu'r+(ap+bq)w}‘—- 3.2

Selit man alfo

g = qp+(ap+by)y und
apztbgs = (aptbg)p+Day,

t fid
fo egidt, Pz = pP—(p+cq,
(ap:+bg:)*—Dg; = aN,
odee entwidelt:

, ap; +2bpsg: +cqf = N,
w. 5 5. W

gufat 1. Um aud ciner Aufldfung dee Gleichung
w2 —Dy* =1 unedlid) vicle abjuleiten, fann man fid) des
folgmben Beefahrend Hedienen.
¢ fei p’ —D?’ =1; man fefse |
¢+ vwvD = (p+q¢v D), |
und nchyme fir = cine beliebige pofitive ganye Sapl. CEntwif=
it man #un die Grbfe (g VD)* nady dem binomifdyen

und jugleid)
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Qebrfas, fo entbdlt die Entwideling einen rationalen und einen
irrationalen, mit-dem Factor v bebafteten Theil. Der ra-
tionale Theil ift ¢, der irrationale, durd) +-v'D Ddividirt, giebt
y. Da diefe Beftimmung von dem Beidhen von y'D unad-
bangig ift, fo bat man nidyt allein:
@+ VD = (p+qvD), fondern audy
¢—yyD = (p—qV D).
" Multiplicict man diefe beiden @[ad)ungcn mit einander,
fo fommt:
P~ D = (g Dp = 1 = 1
Nimmt maen 5 B. n=2, f? it
¢+vyD = (pt+q/ D)’ = +2quD+q’D

folglidf:
p=rp*+q'D, y=2pg

Setit man n=3 fo folgt: '
¢+ wYD=(p+qV D)’ = ’+3p qv/D+3pq’D+q’Dv/D.
alfo:

¢=p*+3pg*D, y =3p*q+¢*D, um

(p;__sz — (pz__qa D)!_ o DITEP

Unmerf, It die gegebene @Ieid)unglp"”—Dq’=—1.
fo echalt man durd) die nemlidhen Formeln abroehfelnd Uuf:
(ofungen in —1 und in 4-1, je nadjdem n ungiade odér
gerade ift. ‘ N

Bufafs 2. Aud den Gleidyungen
pr = pP—(cqgt+bp)y, ¢: = qpt(aptbo)y AY
folgt 1) wenn man die erfie mit ¢, Bie procite mit p mul=
tiplicict: _ * '
Pig—pa: = —NY.

2) Multiplicict man die exfte mtt ap+llq, blc mmtc
mit 4 (cq-+bp), fo folgt: ' N

app, +0(p: ¢4+ 4: p)+”j']: = Ny
3) %ué pen Gleidyungen:
1 = q(¢+bw)+a1’w
r: = plo—by) —eqv
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erbdlt man
g = (p—by)g:—ap.y,
. p= (¢+o¥)pr—cq: vy,
odee

¢ = ¢:9p—~(ap:+bygs)y, B)

P =rp:ip+@pitecqg)y.

9ius den Gleihungen 4) und B) folgt, daf der grdfite

gemeinfdaftlide Factor der Zablen p und ¢ sugleidy der grofite
gemeinfdaftlihe Factor von p, und ¢, ift. Sind folglidy p
und ¢ velative Primsablen, fo find ¢8 aud) p, und ¢,, und

umgelehrt.

6, febrfap, It N eine pofitive oder negative gange
Babl, fleiner ald ¥'D, und die Gleihung
ax?* 4 2bxy4cy* = N

(in weldper D =102 —ac), in relativen Primzablen x:runb y

(débar: fo findet man die Auflbfung diefer Gleihung durdy die

Sntwicfelung einer Wursel v der Gleidung a v+ bv4c=0

in die Form cineé Settenbrud)s,

{

weweid, 3 feien P und q ywei relative Primgablen,

und jugleid:
ap*+2bpg+-cg*= N,

glidh
fDQl) (ap+bq)2-—-Dq°=aN;
daber : . v
Pap)=p 2L
. (aq + ) +qz s
folglidy:
N
+l/ D+a_; —b
entweder L= ( ) s
q
P —l/( e P\b
oder L = .
q.

Qon Diefen beiden Fdllen ﬁnbet, fobald p und ¢ ald bes
Fannt porausgefcst werden, allemal einer und nur cines Statt,
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je nacydem l" fidy der Turgel i'ill:_b oder --1/1)-_-_?;

gebbngc QBurscl, fo bat man

#=)- ‘VS”*‘?E’

(fD+V(D+ =)

©¢hit man nun (verg[ lefd)mtt 8. §.4.)

£(o—2) = 5

fo erhdlt man, abgefehen von ben Setd)en, auf welde ¢3 {;xtr
nidt anfommt,

anndbert. @s fe: v die ju &

N .
o+ V(o)
cin Naberungdwertl

J =

Qu %ebmgung, untee welder L- 7
von v, ift efilt, wenn 6<,. Sba nun NZ¢D, fo ift

J offenbar fleiner al8 3, fobald ? pofitiv ift.

2

Sft aber ‘;—N negatio, fo fann man den Werth von 4
fo grof nehmen, daf N, weldyed Heinee ift ald YD, aud)
tleiner wird ald ]/(D+l%g)

ABdann ift wicderum
2N<,/D+1/(D+‘-‘_q1.}’),

_ N .
~vo+e+el) T
Folglih ift, fobald die vorgelegte Gleidung eine Aufld

oder

— 157 —

jung in velativen Prinyablen Hat, immer aud) mbglich, diefe
Auf(dfung durd) die Anwendung der Kettenbridye su finden.

gufag. Da dic Gleiung x*— Dy* = 1 immee
mdglicy ift, fo mufl diefelbe audy durd S)Idl)etungémcrt(}e
von y D aufgeldft werden,

¢oen fo muf man aud) durd) die NAberangswerthe von
vD die Aufldfung der Gleidung 3 —Dy2 = _1 finden,
wenn folde moglidy ift.

Und pwar findet man durdy die Kettenbriche alle Yuf.
(Ofungen Ddiefer Gleihungen*). Denn dad obige & pat bier,

wo a==1, N=+1, den Werth

Vot l/ (D:l_- i, ), eldyer
immee fleiner ald I ift.

7. Yud Ddiefem Bufake folgen cinige bemerfendwerthe
Gigenfdhaften des SKettenbrud)s, weldyer die Q.uadratwurel
aud cinet gangen Sabl D ausdedde,

Da nemliy, wenn p*—Dg* =+1, g ald ¢in Nds

Derunggwoertd von ¥'D betradjtet voerden fann, fo muf dee

darauf folgende vollftdndige O.uotient -'/—Di't-{ fein. Man

L]
erbdlt affo, twenn 53 der vorhergebende Naberungswerth von
VD ift,
YD = PYDtpl4p°
q¥D+gI+q°’
gD = pIl+4p° p = ql4-¢°.
o ]
L, und da % ¢in &dyter Brud),

mithin
Hieraus folgt I = .Z__

{o ift I bie grofite in -g, alfo in ¥ D entbaltene ganse Sabl,

—
*) Yusgenommen die der Gleidung o — Dy2:=x 1 bucd bie

Werthe x =1, y =0,
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Diefelbe fei a, fo folgt, daf die Partialnenner ded Kettens
brudyé find:
A, Gy Qyy Gy seny Qny 24, A3, @3, + o0 €lC
Sent man ferner
pa+p° =p, gqad¢°
o folgt r’s +4
YD = Bﬂ.)_ﬂ:
qVD+g"
Sft nun 2 7 " ber Wertl ded Kettenbrudyd
1

qD=P': p=ql‘

ax+“2+

.}-....1

1
an + .:l—,
fo ift nad) §. 6. Ub{Dhn. 8. der Werth de§ umgelehrten Kee-

teﬁbrud)é%. Da nun p=gq’, fo ift der Kettenbrud) fym-

metrifd, d b a;=an, 8;=an., etc. AB Beifpicl
fiche §. 9. Ubfnitt 8 (y21).

8. Um bdie Glkidung ax®--2bxy 4cy*=2N in
relativen Primgablen ju dfen, vorausgefest, daf N fleiner
alé ¥ D, entwicele man die Periode des Kettenbruchs einer der
peiden Burgeln v der Gleidung av? 2bv+4-c=0. 3Jft
die Gleidyung [98bar, fo findet fid) durd) die Ndberungsroerthe
innerhald der Periode die gefudyte Aufldfung einmal oder audy
mebrmal.  Yud jeder in einer Periode vorgefundenen Auf:
(bfung laffen fidy durc) die Formeln in §. 5. unendlich) viele
andere Naherungéwerthe der Turjeln v ableiten, welde die
vorgelegte Gleidyung cbenfalls befriedigen.

€2 ift nody su bemerfen, daf man nur die Periode cincr
belicbigen der beiden Wuryeln v ju entwiceln braudpt, Denr
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(bt ver mdberungémertb‘sl, nemlidy:

1) pP—=(cqt-bp)w -
99+ (aptoqy’ .
cinee diefer Tourpeln die vorgelegte Gleijung auf, fo leiftet
pies auch die Sadl
2) po+(cg4bply
qgp—(aptbq)yp’
in welder dad Seidhen von v verdndert ift. Die Zabl 2)
muf alfo Ndderungéwerth von einer Wurel v fein (3. 6.),
Die Grenyen aber, weldyen fidy fir wadyfende @ und Y die
m[,g 1) und 2) anndbern, find:
 pYD—(cq+bp) PVD4-cq4-bp
qVDtap+iq qVD—(ap-6p)°
©ad Product diefer beiden Sahlen ift:
2(b3_,ac)——(6q+bp) dﬂp + 2 C 2
¢ " — ) —(ap+bg)’ = a(ﬂpiﬁggicg‘i
' spre Summe ift:

2pgD+2(ap+bq)(cqg+bp)
qz(l)’—ac)—(ap+bq)z
p. i, 2b(ap*+2bpgtcg?) _ 28
—a(ap*+2bpgd-cq®) T 2

unb beive find daber nidjts anders, als die SBurseln dee

n
Gleidu 8: av2+2bv+c = 0.

]ft alfo dec Yusdeud 1) ein Naherungdwerth der einen
ggursel vs Mo ift der Auddeud 2) ein NaderungSwestd dee
andern TBursel derfelben quadratifdyen Gleidyung.

©ie Naberungdmwerthe beider LWurseln [dfen alfo nue
piefeloen Gleidungen auf; es ift daper Ginreidyend, eine dies

o beiden TBuTiein ju entwideln,

endlid) ift 8 ywedmdfig, die Zablen ¢ und y fo ,u
nehmen, Do fie gugleicy die Gleihung ¢ — Dy =
pefriedigtns wofeen  diefelbe mbglichy ift, ept man a(fo
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@?--Dy?=+1, und fudt alle bicjenigen Naberungdwerthe
%, weldye, innechald dev erften Periode ded Settenbrudyd lies

gend, e\ineAbet Gleichungen: _
| ap*+20pqtogt = 1N
befricdigen, fo erbdlt man durd) die Formeln ded §. 5. fie
pr und g, alle moglidhen Yufldfungen der Gleichung
a.’x"’+2bxy+cyz = +N
in velativen Primgahlen,
Man verlangt 5 B. die Aufldfungen dev Gleidhung
x?*—41y* = 4. ]
Durd) Entroidelung ded Kettenbruchs fir 41 erhdlt man s

YH 6 —f— 62—41.12 = -5,
‘/“5'*'6 2 %’1 132 —41.2° =45,
‘—/ﬂsiff 2 %2- 322 —44.5° = —1,

YEO g BT ser_a1.020 =45,

yH+6 , 8%
-3 129

826% — 41.129% = — 5,

© M4 040 L oo
= 2 W)' 2049*—41.320 = 1.
. 1ﬁ1l—+—g 12 etc. elc.

Um nun fémmtlige Aufldfungen der Gleidung
2 —My* = +5
st finden, voerde guerft > — 412 = +1 gefest. Die fleina
feen Terthe von @ und 4 find, wie man aud der ebigen
Nechnung fieht, ¢ == 32, w=>5, und dic Rbrigen findet man
aus der Gleichung:
D yaL = (324 5/41)"

Soendet man nun die Formeln ded §. 5. an, fo it a=1,
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p =0, ¢ =—41, alfo allgemcin, da p=06, g=1,
x = 6¢p4+Hy, y =g Gy.
Hicraus ergeben fid) alle miglichen QSerti)e von x und
y. Seht man juerlt ¢ =32, P=—3, fo folgt x = 13,
y=2; bierauf e 0 =32, y= 5 ©=397, y=62;
u, f. W ‘
um fimmtlidhe AufSfungen der Gleichung von der Dee
terminante 86:
' Hx?—bxy—7y2 = 7
ju erbalten BemerPt man juesft, daf eine deefelben durd) die
gerthe =0, y=1 gegeben wird. et man nun
g*—809* =1 (dain dicfem Falle der Werth — 1 nicht
Statt findet), fo findet fih ¢ =10405 und v =1122.
©urd) Unwendung der Formeln ded §. 5. ergiebt fich, wenn
p=0 g=1, a==11, b=—-3, ¢ == —7 fubftituirt wird:
=7y, y= P —3y.
tm gu feben, 06 €8 nodh andere Auf(dfungen giebt, ents

N N o 1/86 3 .
yicfele man die Turgel ,;,- bi8 jur TWiederfehr eines

wollftdndigen Quuotienten.
V86 43

a7 =1+ 1
sy 3
1/8(;:}-8= 14 %,
V86 44

_ 29
o =1t 5
‘/—-—_865+6 = 34 106

95
Y8649 1937
=18 fabihdd
1 - + 1736

rinding Arithmetit, o
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V8649 5917
57— = 3+ 5303

Y8646 = 14 7854

10 7039
"867"" 4 = {4 etc.
’/8(:;’-3 = 14 etc

G5 ergeben fidy alfo in der Periode goei Aufldfungen

der Gleidhung

e —6xy—T7y* = —7,
nemlidh x =10, y =9, x=7854, y =7039. Bon dice
fen ift die jweite in dee obigen Formel entbalten, die erfte
aber nidht.  Yus diefer ergiebt fidy aligemein:

x =109 +93y, y = 99+ 83y.

Um diefen Formeln die ndthige Uligemeinbeit ju geben, be-
merfe man, daf in denfelben den Zablen @ und 1y aud) ents
gegengefente Seidhen gegeben voerden fonnen. Sefit man 5. B,
@=10405, w=—1122, fo ergicbt fid) aud den julese
gefundenen  Formeln cine neue Hufldfung der vorgelegten
Gleidhung in nidyt fehe grofien Bablen, nemlidy o= —296,
y = 519.

Anmerl, Die Gleidung ax?bxydcy* =+N,
in welder b ungrade, wird auf diefelbe Weife, wwie die vorige
aufgeldft. Da in diefem Falle D=13(b>—4ac) den Divis
for 4 entbdlt, fo wird in der Gleidyung > —Dy 2 =11,
in welder Dy? cine ganje Babl fein muf, 1 nothwendig
grade fein, Sft nemliy D eine ganje ungrade 3abl, und
g*—Dy*=+1, fo it aud ¢*—3DQ2y)*=4+1.
Dabee geben die im §. 5. befindlichen Uusdeacke fir p, und
gy, in welden b cine ungrade Zabl mit dem Divifor 2 bes
deutet, aud) in diefem Fale nur ganye Sablen. ’

9. Endlid foll die Gleidyung

ax®=42bxy-cy* = *N,
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in weldyer NV grdfier alé ¥D, in'velativen Primiablen geldp
weeden.

Haben die 3 Bablen a, 2, ¢ einen gemeinfchaftlichen
Factor 7, fo muf N durd) m theilbar fein, und man fann
piefen Factor alfo weglaffen.

Sft m grade, fo fann, nady Aufbebung diefed Factors
die voegelegte Gileidyung von der Form ’
az* 4 bay oyt = £N

fein, in weldyer & ungrade ift.

Beide Formen find einer gleihmdgigen Behandlung fdbig

Sn Begug auf die Gleidung ax* +pxyJ-cy? =j;1\%
(ind nun nod gwei Fdle yu untecfiheiden, je nadydem nemligy
cine der beiden Bablen oo und ¥ cinen gemeinfdaftlichen Factor
mit N pat, oder feinen,

Hat ¥ mit N den gemeinfdaftlidhen Factor S fo
fesse man
fommt

ax? +bfwy 4 cf y* = + N,
©a nun x, als cclative Primgah( gegen y, nidt durd)

y =fy, N = Nf,
alédann

f theilbar fein fann, fo muf % =a’ ¢cine gange 3abl fein,
gnan erbdlt alfo die Gleidung:
dxidbry' 4cofy? = +N/,

in mc[d)“.ni"‘)t allein o und y/, fondern audy y/ und N/
relative q,mmi,ablm find. o viele gemeinfihafelidye Sactoren
alfo @ und N.babm, fo viele verfdiedene Gleicyungen erbdie
nan, weld)e nidyt alicin in relativen Primgablen ;u (dfen finy,
ondeen in welden aud) y* und N* feinen gemeinfamen acs
—" paben, ‘

@i Hnterfdeidung diefer Fdlle tritt niht ein, wenn 4
und N relative ‘Drimablen find, oder wenn man die gegebene
Gleiung OUrd cine Subflitution wit y = fmz fo

forml'ff' daf fie ¢8 werden. '

trané
22
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Boraudgefest nun, daf a und N, mithin aud) y und
N celative Primzablen find, faun man x=Nx'"-ny
fepen, indem man die beiden Jablen o/ und n aud diefee
Gleidhung su beftimmen bat. Man fann fernee = fo nehmen,
daf €8 wifdhen die Grensen — 3V und -3 IV fallt, was
audy z fein moge. :

Subftituirt man dicfen L8erth von x, fo Fommt:
aN* x4+ 2N (an+b)x'y+(an®*42bntc)y* =% N,
oder, \venn man mit vV dividirt,

aVa® +2(ant0ary + (P EIT) 0 = 4y,

Da nun N und y welative Primgablen find, fo muf

3-2p , o
et N‘n+c cine gange Sabl ¢/ fein, Indem man alfo

fir n alle Werthe swifdhen 4-IN und —I N fest, welde
diefer Bedingung gentgen, erbdlt man cben fo viele verfdyie
dene Gleihungen:

ax”” - Vx'y 4 c'y* = 1.

Wird jener Quotient fir feinen LWerth von n, wifdyen
den angegebenen Grengen, cine gange Sabl, fo ift die Glei=
dung unmdglid).

Hat man dagegen eine oder mehrere Gleidhungen, wie
die vorftehende, erbalten, fo find diefe nad) der Dicthode der
Qettenbridie allgemein aqufiuldfen, und geben alle Ldfungen
der vorgelegten Gleidhung mit Hilfe der Relation:

x = Nx'<ny.

Cndlidy voenn die Yufldfung diefer Gleidhung nidyt blof
in relativen Primablen gefdeben forr, fo bat man fo viele
verfchiedene Gleidhungen aufiuftelen und in relativen Primjahs
fen 3u [dfen, al8 N quadratifiie Factoren bat. Denn in
vee Gleidung ax*~-bay-tcey*=+N fii N=N'%?*;
man fese x=rka’; y=ky’, fo fommt:

ax’ + by 4 cy® = £ N
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11. Bei den Formen, deren Determinante Pofitiv und
cin voliftdndiges Quadrat ift, ift nidyt lange yu verweilen,
@D[I man die @Ieid)ung ax‘3+26xy+cy'—:N aufld:
(en, in welder D=10%—ac=4g? cin vollftindiges Qua-
prat ift/ fo fbellc man a in gwei Factoren « und S, von
weldyen Dev cine die Sahl b-5, der andere: die Fahl L—g
ofrie Neft dividirt,  Da nemlid)

ac=b*—g*=(b—pg) (42,

folglich G—8) g)a(b:tf—) eine ganse 3abl ift, fo muf ed foldye
gablen @ und S geben. Nun fei b;l—&-é':m, {’;;T"'.—_:n,
fo folgt: am+fn=2b, mn=c, (ex+ny)(fx+my)
—gx® F20xytey*=N. Jntem man alfo N auf alle
;,Tbg!id)e szBech l:n'gmci Factoren e und f theilt, und in je»
m Galle die Gleiungen: extny=e, faxtmy =g
quffofts erpdlt man, wofern fich fl'lr.x und y ganse Sablen
crgebe mit Berwerfung der durd) diefed BVerfabren gefunde.
pen gcb,od)en‘cn. Werthe von a und 3, alle Yufldfungen de
porsf["gtm Gleidyung.
ie Form ax?~4-2bxy—-cx® l4ft fidh immer aus
gquivalente Sorm: (pr+2gy)x reduciven, déven legter

in¢ , ) .
et gleich Rull ift, wabrend der crfte p pofitiv gut

Gocfficient

. - ) ]
flciner al® 2g. €8 fei nemlich :;l—g inden Heinften Jaf.

gleidh > it actH-20ektcks =0, . Sest man
g kf—eh=1umd z=Sfa'tey!, y=ha'4ky', fo
nué[t man cine dqui»almte{‘yorm a' x'? +2b’x’_y’+c’y”,
f‘[) cldher a'=af*42bfh +ch?, ¢/==qe? + 2bek f ck3 =(,
::}"”/aw/:bn_—:bz._ac:ga Rimmt man in der exfai-
fel‘lm ;;-orm alllej.‘;’gxy nod)'y=y/_+_:nx’ und Beﬂ’immr
o, vaf @/ 2en=p ofitio und fleiner 16 26, fo o
¢ man D¢ reducirte Form
pal (px+25y)a.
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12, Mufgabe, Brei reducirte Formen von gleidher,
pofitiver, nidyt quadratifher Dcterminante find gegeben; b
foll entfhieden werden, o6 fie dquivalent find, oder nidyt.

Yufldfung. Die beiden gegebenen Formen feien

ax* 420 zy—cy* (F),

al .’L‘" +2b’x’y’-—- c’y” (F/),
ibre Oeterminante D=0b>4ac=0b""4}a'c’ tine pofitive
i)t quadratife Sahl, sugleidy 25 nicdht grofer alé a und
c, 20’ nidt grofier als o’ und ¢’. E8 wird ferner angenoms
men, dag a und ¢ in der Form F, fo wie o’ und ¢’ in F/
gleidhe Beidhen baben, wie died in reducirten Formen Ddiefer
Art der Fall ift. BVon den beiden RSablen a‘ und ¢’ in der
Gorn F ift cine wenigftens tleiner al D ; daber wird vors
ausgefenst, dag a’ fleiner ald yD.

Cntwidelt man nun cine der beiden gegebenen Formen
F und F, j. B, F, fo erbdlt man cine Reibhe von Iranss
formationen, welde der Form F {dmmtli) dquivalent find,
@ine folde Iransformation werde durdy das Schemas

(Pg° —qp°)[Nx* —21xy— N,y?]
beseihnet, in weldem I—’;, L iwei auf cinander folgende
RNaberungdmwerthe einer” der Wurgeln v der  quadratifdhen
Gleidyung: av?+2bv—c =0
vorftellen, und daber pg°—qp° =i =+1.

Feener ift, in Ucbercinftimmung mit den oben erbaltenen

Refultaten und deren Bejeichnungen s
iN=ap*+42bpqg—cgqg>
— il =app°4b(pg°+qp°)—cq9’
—iN, = ap®*+2bp°¢° —cg°"

Die Reihe diefer Irandformationen ift periodifd), fo daf
nady einer Angahl derfelben die vorher da gewefenen in eben
der Ordnung unverdndest wiederfehren,

Findet fid) nun in der Periode diefer Iransformationen
cine mit F identifdye Form F/, fo find F und F* dquivalent,
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ginbet fid) abee cine folde nidyt, fo find groci Réfle mbslifl;.
n der Meibhe der Transformationen ift nemlid) enttoedes cine
Ax?*+2Bxy—Cy* (F)
chanden , von der Befdjaffenbeit, baf A = a’ (Oder audy
*° C = a’), und pugleiy B=—-0" oder B=—"/, mod. a%
:“ ¢s ift cine folche nicht vorbanden. Je nachdem die Form
;,,, porpanden odex nidt vorbanden ift, find die Formen F
und F' dquivalent oder nidyt dquivalent.
Sind nemlidy die beiden Formen F und P dquivclcqt,
(o gicht ¢8 ¢ine dquivalente Subftitution aus F in F/; bies
| (be fei 2=Ppx 7y, y=gqax'$ky’, in welden Sleis
gungm die vier Bablen p, g, 7, k fo befdhaffen find, daf
y—gn=>21 Ourd dicfe Subfitution ergicdt fich:
r 1) ap*+2bpg—cq® = d’,
2) apn+bipk+ga)—cqk = b’
©a nun o’ ¥YD, fo ift L cin Néderungsroerty von
cinee d¢¢ giurseln v der Gleidung av? 4-2bv —c=0. (§. ;:)
@s fei der vorbergehende RNdberungdroerth von v: &’
ihi °o—gqp° =i=1l1,
withi? p3q) app® + b(pg°+9qp°) —cqq® = B.
Do 'P‘lo =i, mod.g und gk=+i, mod.q, fo ift
o—=+k mod. g, alfo ¢°=nq+k, woraus jugleicy folgt

oz=nptm

bof p@ubftituirt man diefe LWerthe von ¢° und p° i 3), fo
alt man mit Racfidt auf 1) und 2):
“b,_{_(/ = B, alfo B=+¥’, oder B=—1p/, mod. a’.
/n per Reibe der Trandformationen von F findet fid)
wenn F und F/ dquivalent find, nothroendig eine Form
““,o’ weldye in Besug auf F/ die angegebenen Cigenfdhaften Bat.
F ,.' Form F" ift nady §. 7. Abfdnitt 6. dquivalent mit F'.
iclt Dafein des Form F'/ gicbt alfo dad Binreichende Kenns
f",‘;m pon dee Aequivaleny dee vorgelegten Formen F und F,
§

na
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Anmerf. Um die Form F7 auf F ju bringen, fese
man o =x/—ny’, y = y', und nehme » der junddyft an

;1?; liegenden gangen sabl, mithin dem obigen n gleih, Denn

/
¢8 war oben na’ +' = B, alfo nif’7=l—; und nad) der
a

a’
4
Borausfeung 5— nidit gedfer als —;—

Durd) diefe Subftitution geht die Form I {iber in

a'2? - 2(Bewa’n) 'y’ —(C+2Bn—a’n?)y",
d §. in bdie Gorm o/ + Rz y! —c'y’?, weldye mit 1
cinerlei ift, ,

Beifpiel. Man fol entfcheiden, ob die Beiden reducirs
ten Fovmen von der Determinante 15, nemlid):

2220y —7y* um 5x*—3y3

dquivalent find, '

Entwidelt man die Wuryel yis—1

Q2

der Gleidhung

243 420—7=0 in einen ﬁ‘éttenbru:@, fo erhdlt man:
,/152__1 =14 :
y153+3 =24
v152+3 -
vt

Hievaud ergiedt fidy die Periode der Trandformationen :

+ Qx?+-2xy—7y2)

— Q@x*—6xry —2y2)

+ Qx*—6xy—3y2)

~(@x*—6xy—2y2)

Bergleidyt man die legte diefer Formen mit do3—3y2, oder,
twenn man x mit y vertaufdht, — 3 x24-5y°, o ift a'=

=—3, und 4-6=0, wod. 3. Ylfo find die vorgelegten

NS wofes =
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Gormen dquivalent. Seft man x=a'fy, fo geht die

Form —3x34-6xy-1-2y dber in —3x*4-5y2.
ginmerf,  Jede Form wie ax? +2axy4-cy? wedu-

, ogleidy auf:

it 1 B0 8 ey +c—a)y.

13. Um cin andered Beifpiel ju geben, follen fest fdmme-
e pidt dquivalente reducirte Formen von dee Determinante
oy aufgeftedt werden, €8 muf alfo fein:

- ac-0* = 21; b<y%Y; b=0, 1, 2
1) b=0.ac =21,
2 b=1.ac = 20.
3) b= 2.ac = 17. : _

1) Sdr b==0 ergeben fiy durd) die Jerlegung der

gabl 91 die veducirten Formen:
F(x?—21y3); + (B x3—753),
2) Tirb=1, ac==20 ergeben fih die Formen:
+ (@2x*+2xy— 10¥2), + (522 —~2xy—4y?).
"3> Far b= 2 darf weder @ nody ¢ Heiner als 4 feins
pa nun ac=17, fo ift untee dicfer Borausfesung feine
cepucirte Form miglid). ,
@ntwidelt man nun die Periode der Irandformationen
3 —21y2, fo findet fid) diefelbe wie folgt.
x?—21y3 RNeducirt 2
(02 —8xy— y*) .. ... 2*—21y?
(Ax*—2xy—5y%) . ... da®—2xy—5y2
/(31"—6.7:)'-—4]’) oove T 3y?
(4x’—6xy—-3y‘) ceo e T3y
/(5.7:’-—2.70_)'—-43/’)  ee 4x3—2x)'—f5y=
(x* —8xy—5y%) .. ... a*—9ly?
(e~ —8axy—y3) ..., x2— 2192
golglih find die drei Formen 4a2 — 220y — 542,
2.3y und x*—21y2 dquivalent. Dagegen find die entge=
gten Formen 2x?—y?, Jx2am7y?, 5x3— 2py—4dy®

pon &

Tx
gengcf‘
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untminqnbtt dquivalent; den vorigen drei Formen aber nidyt
dquivalent,

Daber ift jede quadratifde Form von der Determinante
21 ciner der beiden folgenden: a3 —21y? und 21 a2 —y2,
dquivalent,

Da nun jede Primsabl, weldhe ein Divifor von 2> —21
ift, durd) cine quadratifhe Form von der Determinante 21
dargeftelt wird (Sechfter Abfdhnitt §. 1.), fo ift ju fhliefen:
Sede Primyabl, welde cin Divifor von 22 —21 ift, ift ent:
wedee von der Form a®* —21y2 oder 21> —y2.

©o ift 3. B. 14°—21.3° =7; 1882—21.41>=43.

Bermdge ded Theoremd der Reciprocitdt fann man aber
die Formen der Primzablen finden, weldye Diviforen von

a®— 21 find. Diefelben genigen dee Bedingung (%) =1,
3\__(7\. )
alfo (—I-,—)-(;), und folglich

(5 =)=+t wm (5)=(F)=-1
Hicrdurdy erhdlt man die Primzahlen von der Form
20n4-1, 4, 16 und 21n--5, 17, 20.

©a nun jeded Cuadrat, wenn ¢b nicht durd) 3 theilbar
ift, von der Form 341 ift, fo fann die Form x* —21y2
nur Primjablen 3n—-1 enthalten, dagegen 21—y nur
Primpablen 3n4-2.

Solglidy ift su fdhliefen: Jede Primyadl 21 n-1, 4, 16
" ift von der Gorm x? —21y>, ‘

Sede Primgahl 24n-4-5, 17, 20 ift von der Form
21 x2 —y3,

TBie diefes Beifpiel seigt, laffen fidy durdh) Berbindung
ber Tbheorie der quadeatifdyen Formen und ded Sahesd der
Reciprocitdt merfwirdige Sdge Uber die Formen der Prims
gablen finden, von weldyen cine gegebene Bahl D (die Des
terminante) quadratifther Reft ift, und welde dabee Divifo-
ren von x*—D find,
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Die Widtigleit diefed Gegenftanded madit 8 aber noths
pendig, denfelben ausfibrlidier darzuftelien. @8 follen daber
piefe SRetboden, weldhe ju den intereffanteftén der Arithmetit
geboren, fa!nmt einigen beifpieldmeife angufifhrenden Crgebuiffen
perfelben, im folgenden Adfdhnitte yufammengefafit werden,

Bebhnter AbGFhnitt

Begiehungen jwifchen den quadratifchen Formen der
rimjablen und den Reften derfelben, bei gegebener
Determinante, d. b. den quadratifdhen und linedren
Gormen der Primzallen.

1. Stellt man fémmtlidhe quadratifhe Formen der Dis
piforen £on &*—Dy2 auf, fo find in diefen alfe Diviforen
pon x> —Dy* entbalten.  Die linedren Formen derjenigen
q‘rimiab(m' weldhe Diviforen von 22 —Dy2 {ad, weeden

per durd dad Giefes der Reciprocitdt gefunden. Da nun
picfe ﬁ\rimi.ab[m/ al8 Diviforen, in den quadratifdyen Formen
per fémmthd)m.miviform entbalten fein miffen, fo fommt ¢
parauf @ die linedren Formen der ungraden Sablen ju finden,
de in jeder quadratifhen Form der Diviforen enrbalten
find. @ifbf dann cine oder geben einige diefer quadcatifchen
Gormen, mit Ausfdlug btr‘ax}bcm, linedve Formen ciner ge:
wiffen girt, welde man jugleidh ducd) dag ITpeorem der Res
(iprocitdf "50[“}1 batte, f? ift jede diefen linedren Formen
c ntfp“d;enbe ‘D'nmga(?[,' weil fie durd) den &as der Recipros
citdt gefunden x'ﬁ, 'Qwufot von x*—~Dy?, und folglid aud)
in jenes oder in einer von' u'nm 'quabratifd)m Formen ent-
galten s aué; pcld)en fid) die tbereinftimmenden [inedren Fore
en OF Diviforen ergeben datten.

9, Hufgabe. &8 ift cine reducirte quadratifhe Form
pn; man foll die lincdren Formen aller derjenigen Prim:
finden, welde dicfe Form enthalten Fann.

twel

gcg‘be
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Hufldfung. Die gegebene Form F fei
ax?k2baxy t-cy?;
ibre Determinante D, ein Product aus lauter ungleis
den Primgahlen, dbrigend pofitiy oder negativ.

€8 fei & eine Primjahl, Divifor von D, aber weder Oi-
vifor von @ nod) c; man fese x=ux'Fmy, fo geht dic
dorm F dber in die dquivalente:

¢ =ax"’ -2 (am+4-b) x'y 4 (am® F-2bm=-c)y>.

Da nun (am—4-b)*—a(am*}-2bm~4-c) = D, fo
erhalt man:

(am+4-b)* = a(am®4-2bm+¢), mod. d.

Beftimmt man nun m o, daf am-b=0, mod, J,
fo erbdlt man, yoeil a nidht =0, mod. J,

am®+4+-2bm--c=¢'=0, mod.d.

DHierdurdy ift die Form F in cine dquivalente g verman-
dbelt worden, deren mittler und lepter Coefficient durdy &
theilbar find, wabrend der erfte e8 nicht iff. Um alfo die
Refte ju finden, welde fdmmtlide, in der Form F enthal=
tene Primzablen nady dem Modul J laffen fonnen, braudyt
man nur die Nefte der Jahlen:

a, 4a, 9a, 16a, . .., (6——,-;-—1)20, mod. J,

gu fuden. Indem man diefed Berfahren fir jeden Primfacs
tor von D wicderholt, findet man die linedren Formen der
in F enthaltencn ungraden Sablen in Bejug auf jeden diefer
Gactoren, und durd) ihre Verbindung die linedren Formen in
Begug auf D. ,
Ynmerf. 1. Hidtten in der Form F di¢ Fablen a und

c den gemeinfaftlihen Factor J, fo fesse man m=—1,

und transformire die Form F in ¢

P = ax’*+2(b—a)x’y 4 (a— 20-}-c) y*.

Da nun voraudgefest werden muf, dah die drei [ablen
a, 2b, c nidt alle einen gemcinfdyaftlidyen Factor haben, fo
ift a—2b--c durd) J nidit mehr theilbar.
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gran findet dann dic Formen der in @ enthaltenen uns
graden Bablen, nach) dem Modul J, aus den Rejten ¢, 4¢,

d—1\? , . .
9ot +e 0" _Q——) ¢/, indem man ¢’ =a—2b-Fc nimmt,

st fernee b durdy O theilbar, fo ift e8 immer aud) cine
. aplen a und o, weil b*—ac==0, mod. J.

et 8 ,
b qad) der angegebenen Methode erhdlt man fiir jeden un-

graden Divifor § von D ———2' verfdicdene eftes ift alfo
D,aa’&"&’”...., fo erbdlt man, durd Gombination,

/1 3"""1 6”""'1 . T 3 . 2 v
,5/2,_.,5_.”2 mrfd)zeber.xc linedre Formen fir dies
jenigen ungraden Sablen, weldye Diviforen 22 — D fein Fins

Guthdlt D nody den Factor 2, fo daf D= 20 6%0"....,
fi ;,bau man eben fo viele Formen ungrader Sablen,
gpofern ¢8 ndthig ift, bringe man diefe fimmtlichen Gors
et auf den Modulud 4D, indem man die YNefte =4n-1
o An-+3 nimmt, je naddem die quadratifhe Form auss
(ieBlid die cine oder die andere Art von ungraden Babhlen
entbdlt: . ) ,
@,’erubcr werden im folgenden §. nod) die ndthigen DBes
(Fungen gemadye werden,
M pmert. 2. an Bt nit ndthig, ficj gany fErenge
& e im §. angegebenen Methode ju ridyten, indem e im
B pemein Hiriee fein witd, fogleidy Die Sefte von e,
210%‘ D, 4 fuden, wobei fir @ nue die relativen Primyahe
mn gegen D von 1 bi8 3D gu fegen find.  Diefes Verfabeen
fe ¢ aber voraud, baf a cine relative Prinmahl gegen D i,
g‘imu@e §. 6 biefed lefd)t}itté. .
. a) Jft die Determinante negativ und von der Form
in 3, fo erhalten alle quadratifdhen Formen der ungtaden
@ipiﬁ)““ von a*~-Dy* fowohl ungrade [ahlen 4n-1

ald 4n o e a 2
Daffelbe gilt von den Diviforen der Form x> —Dy3,

od

ent D pofitiv und 4n-f-1 ift,
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Beweis, €8 fei 1) D=4n4-1, und cine quadras

tifdhe Forn der ungraden Diviforen von 2 —Dy>:
ax®~-2bxy 4 cy* (F),
in weldyee 4> —ac=D.

Man fann annehmen, daf ciner der beiden Goefficienten
a, ¢ §. B, a, grade ift, Denn wdren @ und ¢ beide unges
vade, fo febe man o = o'y ; alsdann erbdlt y* nad) dee
Trandformation den Coefficienten a 4 ¢, weldyer grade ift.
€6 foll alfo a==2a’ fein, daber ift b wegen der Gleidyung
b* —ac= D nothwendig ungrade, und ¢ muf cbenfalld uns
grade fein, weil fonft ale Coefficienten der Form F durd) 2
theilbar fein, und folglih) feine ungrave Sah! darftellen finn-
ten. Da nun b ungrade, fo ift 12 =8m-41, D= 4n-}-1,
folgli) ac=0*—D=8m—4n, alfo ac durdy 4 theilbar,
und folglidy a durd) 4 theilbar,

Daber findet man die Nefte, weld)e ax®4-2baxy4-cy?
mod. 4, ldFt, indem man y die ungraden Werthe 1 und 3
gicbt.  Diefe Refte find folglid) ==2x-}c oder 6x+4-9c.

Nun ift c==9¢, mad. 4, 6 x==2x, mod. 4; alfo find
alle RNefte = 2a ¢, folglid fowod! ¢ alb c+2, ie
nadydem x grade oder ungrade, Sft nun ¢=1, mod. 4,
fo it c-+2==3, mod, 4; und it c42=1, fo ift
¢ =—1=3, mod. 4.

3t 2) D=4n+43, ac—b*=D, fo muf cbenfalls,
wenn a grade ift, b ungrade und a durd) 4 theilbar fein.
Daber eegeben fidy wieder die Refte der Formen F, == ¢ und
== c¢+2, mod. 4, weldye den Reften 1 und 3 gleidy gelten,

b) 3ft vagegen D pofitiv und 4n-3, oder D negativ
und 4n--1, fo fann cine quadratifhe Form der Diviforen
nidyt sugleidy linedre Formen beider Yrten, 4n+1 und 4n 43,
enthalten,

Beweis, Die quadratifhe Form der Diviforen von
22— (4n+43)y* oder x2f-(4n-f1)y? fei
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(F) 2ax*4-2baxy4cy?,
wo c ungrade ift.

1) 3ft D=4n+1 und negativ, fo it 2ac—2> =D,

Ulddann ift b notbwendig ungrade, und 2ac==b>-4-D
==4n--2; alfo a ungrade.

2) 3t D=4n+43, b¥*—~2ac=D, fo ift wicder b
ungrade, und 2ac=b*—D=8m +l—(4n+3)=4n+2-
folglih a ebenfall® ungrade,

Wenn nun in der Form (F) a ungrade ift, fo wie b
und ¢, fo findet man fir die Refte, welde die in F enthals
tenen ungraden Sablen mod. 4 laffen, die Form: 2x2 4 2+ ¢,
indem man die Bielfadhen von 4 wegldfit.

3t nun o grade, fo findet fich der Reft ¢, ift x uns
grade, fo findet fidh der RNeft ¢ ebenfalls,

Folglidy entbdlt die Form F nur ungrade Sablen der
cinen Art, nemlid) entroeder 4 n—-1 oder 4r 43, je nadys
dem ¢ von der Form 4n4-1 oder 4n4-3 ift.

4. Nad)y dem Inbalte der vorftehenden §.§. fann man
alfo die linedven Formen fEmmtlidyer .’Diviforcn von a*—D
finden, indem man fdmmtlidye, nicht dquivalente quadratifche
Formen diefer Diviforen aufftellt; und ausd denfelben die ents
foredyenden [inedren Gormen entwidelt. Da angenommen ift,
baf D feinen quadratifchen Factor enthdlt, fo fdnnen die Coefo
ficienten a, 25, c einee veducicten Form feinen gemeinfeafts
lidyen Factor haben, aufier 2, denn 3 wirde fonft D= 32— ao
durd) ein Quuadrat theilbar fein. In fo fern man nue diejes
nigen linedren Gormen aud den quadratifen entwidelt, weldye
ungrade Primyablen entbalten fdnnen, wird 8 nothroendig
fein, cine quadratife Form, deren Coefficienten alle durd) 2
theilbar find, audsufdliefen, da diefelbe nur grade Sablen dars
ftelit; wie audy fdhon in §. 2. gefdyeben ift.

Beifpiel. 3In § 16, ded vorigen Abfchnittd ward ges
funden, daf jeder ungrade Divifor von x>—21 in ciner der
Sormen 2 —21y> und 21x* —y3 enthalten ift.
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tm nun die in diefen Formen enthaltenen finedren Fors
men ju finden, darf man in der erften derfelben dem o nue
foldye Berthe geben, woeldye relative Primzadlen gegen 21
find. Dan muf alfo fegen:
x==1, 2,4, 5, 8 10, 11, 13, 16, 17, 19, 20, mod. 21,

Sdlieht man die poeite Halfte derfelben aus, weil 3. B,
2* = (21 —2)2 =192, etc., fo bleiben fir o die Lerthe:
1, 2, 4, 5, 8, 10, deren Quuadrate nady dem Modul 21 die
Refte 1, 4, 16, 4, 1, 16 geben. “

Alfo ift jede Primsadl, Divifor von a2 — 21, wenn fie
in der Form x2— 21 2 entbalten ift, von ciner der Formen
21n1, 4, 16.

Da die Determinante D == 21 pofitiv und 4x-4-1 ift,
fo enthdlt jede quadratifhe Form ungrader Diviforen beide
Glaffen 4n4-1 und 4n4-3.

Um alfo die gefundenen Formen fo darsuftelen, daf dies
felben nue ungrade Sablen enthalten, genligt eb, fie auf den
Modul 2.21 == 42 ju bringen. Man erhalt:

42n 1, 25, 37.

Die soeite Form ungrader Diviforen war 21 22 —y3,
Sn diefer Form darf y nue Werthe =1, 2, 4, 5, §, 10,
mod. 21, erhaltens und diefelbe gicbt daber y* =1, 4, 16,
alfo —y*==5, 17, 20, mod. 21.

Die Form 22Lax*—y3 flelt daher nur ungrade Prima
sablen 2Ln-5, 17, 20 oder 4205, 17, 41, und dic
Gorm x*—21y3 nur ungrade Primjablen 4241, 25,
.37 dar,

Run it (vergl. § 13, Abfhnitt 9.) dede Primyabl
42n1, 25, 37, 5, 17, 41 Divifor von x*—21, alfo ift
jeve foldhe Prinzadl in eines der Formen x?—21y* und
21x* —y* enthalten. Ylfo ift yu fdlicfen: Jede Primpabl
42n-4-1, 25, 87, ift von der Form x*—2Ly2.  Sede
Primzadl 42n~4-5, 17, 41 ift von der Form 21 x? —y3,

5. Man yerlangt nod) die Diviforen von a2 - 21y2,
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¢8 ift ac—b2=21, bLY2E, =0, b= 1, b =23
b=0, ac= 21, E
bem 1, a0 = 22,
b=2 ao= 25

Dicd 9iebt die reducirten Formen:
ot F21y% 3% 7%, 207 2y +1y2, 524 day +5y°,
in yeldyen jedee Divifor von a2 4-21y enthalten ift.

Sept man in die leste diefer x=a/—y fo gebt it
abee ins 52 -6xy-}6y2, welde an der Stelle der Yoris
gen gebta“c{)t werden foll. Co .

oie linedren Formen der Primjablen, Diviforen von
ot 421, weden nodh) dem Sake der Reciprocitt gefunden

21 2
aud D¢t Sormel: (—-1—:—)= 1, oder (_gl = 1.
" aft 1) p=4n-+t1, fo folgt: -

troedee
alfo (c“i) = (—p?-) =1 ode (%) = (%) = 1,
,@Jiefe Sormen geben:
84n-}-1, 5, 17, 25, 37, 41,

3\/V ‘
g) p=4n+3; (7) (7;)-“-—": (%) =~(%)
Died gicbt p =84n--31, 55, 19, 23, 71, 11,
@5 crgeben fidy daber 4 Geuppen; —
g) Bablen von der Form dnt+1, 3n41, 7n41, 2, 4,
. i. 84n--1, 25, 37,
2 gablen von der Form 4n-1, 3n--2, 7043, 5, 6,
d.i. 84n-5, 17, 41,
3) Bablen von der Form 4243, 3nd-1, 7a-}3, 5, 6
d.i. 8431, 55, 19, o
4) Sablen von dex Form 4143, 3n-42, Tn1, 2, 4,
d.i. 84423, 74, 11. -
auinbind Arithmetit, am
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Bon ben ¢ Formen aber, in denen alle diefe Primyablen

sntBalten fein muffen, nemlidy:

1) x*+4-21y?,

2) 3x*+7y2,

3) 2x*+-2xy 4-11y°,

4) 5x*4-6xy- 652,
entbalten die fite und 4te nue ungrade Sablen &n-4-1, die
2te und 3te nur ungrade Sablen 4, 3.

- Ferner enthalten 1) und 2) nur Sablen 3 n-f-1, dages
gtn 3) und 4) nue Bablen 3n-2.
L ®ie Formen 1) und 3) enthalten nue Sablen: 7n--1,
2, 4; bdie Formen 2) und 4) nur Sablen: 7n+4-3, 5, 63
folglidh ift gefunden:
1) die Primgabhlen 84n4-1, 25, 37 find von der Form:
x4 21y
2) die Primzoblen 84n4-5, 17, 41 find von der Form:
5x24-6xy46y>.
3) die Primpablen 84n4-19, 31, 55 find von der Form:
: 3x3 4793, '
4) die Primyablen 84n4-11, 23, 71 find von der Form:
2 2xyf11y%
6. Die quadratifdien Formen der Diviforen vone*+105u*
ergeben fid), wie folgt: :
ac—b* = 105, b<LyE.
1) =0, ac=105=3.5.7,
2) b==1, ac=106= 2.53,
3) b=2, ac=109,
4) 5=3, ac=114=2.3.19,
5 b=4, ac=121=11.11,
6) b=5, ac=130=2.5.11.
S den bicraud ju entwidelnden reducicten Formen darf
weder a nod) ¢ fleiner fein, ald das entfprechende 25, Died
giebt die Formen:
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1) p=0, a=1, c=104,
2) b=0, a=3, c= 35,
3) b=0, a=35, c= 21,
1) =0, a=7, ¢c= 15,
5) b=1, a= 2, c= 53,
6) b=3, a=6, c= 19,
7) b=4, (l=11, ¢ == 11’
8) be=5, a=10, c¢= 13.
es ift pwedmdfig, diefe 8 Formen fo ju fyreiben, daf
immee ¢inee der Goefficienten @ oder ¢ in denfelben grade
wird ¥)
T pierdurd wird aud den angefihreten Formen dee Reife

nad)- 1) .’L‘z+ 2:’:}'+106}’3,
2) 3ax*+- 6xy - 38y3,
3) 5x*410xy <4 262,
4) 7x* +Wxy 4 22y3,
5) 2x*+ 2oy 4 ARy3,
6) 6x*-- 6xy-}~ 19y2,
7) 1x® Fday 4 1452,
8) 10x* 410xy -4~ 1353,
ic Form 7) entfteht aud der urfpringlidyen :
11x?4-8axy 11y
& vie UAnnabme x = x4y, y = —y’.
2, Um gu crfabren, welde Nefte die in den vorftehen-
quatratifhen Formen entbaltenen ungraden Bablen nad)
st grodulus 420 laffen fonnen, braud)t man fur'bicicr}igc
; Grofien & und y, deren Quadrat mit ungraden Coefficiens
e porfommt, nur ungrade Lerthe ju fehen.
ten 5undd)ﬂ ergiebt fid) daf von den obigen Formen die 1,
5 5, 8 nur ungrade 8ablen 41, dagegen dic 2, 4, 6, 7
n:l ¢ ungrade 3ablen 4n 43 entbalten.

put

Diefe Geftalt war ben quadratifen Formen {oR in § 2.b.
pen worben,
6e8¢ 0 2

*
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Geenee ift flar, dafi die erfte Form: x* -2y J-106y*
welde i) aud) x2+105y2 {dreiben [dft, nue Jablen von
den Sormen: 3n--1, 5a-f1, & und 7n-1; 2; 4
enthdlt. ,

Nlle diefe Formen geben sufammen und mit 4n-1 vers
punden den Sap: 1) Jede Primyah! 420n--1, 109, 121,
169, 289, 361 ift von der Form a*-105y* (odex
2t -2y 106y2) (cf. § 10. bfhnitt 3.).

Die Form 3, welde ebenfalld nur Primsablen 4n4-1
entBalten fann, ift nun nod) in Bezug auf die Primyabhlen 3,
5, 7 su betradyten.,

8u dem Ende {dreibe man fie 527 42153

Da x> ftetd von der Form 3nf-1 ift, fo enthdlt diefe
Gorm nur Zablen: 3n—42, ferner in Besug auf 5 Zablen
5n-4-1, 4, und in Bejug auf 7 Jahlen congruent 5.4, 5.4,
5.2, d.i. 7n-}5, 6, 3. Dabher 2) jede Primsahl 420n+41,
8Y, 1UL, 200, 960, 241 ift von der Form S~} 2152,

Die Form 5) 2?22y 4-53y* enthdlt cbenfalld
nue ungrade Bablen 4n-f-1. Um fie in Besug auf die Prima
jablen 3, 5, 7 ju unterfudyen, dient die Bemerfung, daf man
diefe Sorm in eine andere transformiren fann, in weldyer der
mittleve und der leste Coefficient durd) 3, 6, 7  theilbar ift,
wdhrend der erfte 2 unverdndest bleibt. Bergl, §. 1, dies
fed AUB{Dnitts, ,

Sn der Xpat, febt man flatt a:x/-my, fo fomme
die Zrandformation:

20 4 22mA1) 2’y 4 (2 2m+53)y%,

©est man nun 5 B, m=1, fo fommt dic Form,

2z 4-6xy 457 y>.

Geft man m=2, fo fommt:

2x* 4 10xy 46557
et man m =3, fo fommt:
a4 1dxy 477y,
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Obne diefe Subflitutionen tirflid) ju maden, brondie
man nur die HRefte su fuden, weldye die [ahl 202 nady den
mod. 3, 5, 7 lafien fann, Die Formen, welde hicraus fole
gen, find:

3n+2 5r4-23, 72421, 4

Alfo: 3) Jede Primjahl 420n-4-53, 113, 137, 197,
233, 317 ift von der Form: 2x°}-2xy--53 42,

Die 8te Form: 1002 4-10xy 41332 enthdlt ebenfalld
nue Sablen 4241, InBeyug auf den Nodul 5 fann diefe
Gorm nur Sablen 5n~3, 5742 enthalten.

Um die Form in Bejug auf 3 und 7 gu unterfudyen,
fese man, ftatt 2:x-Fmy, fo fommt:
10x* o} 2(10m—4-5)xy + (10m* - 10m 4-13) y*.
©est man Hier m=1, fo fommt:
102243020y 4-33y,
woraud Bervorgeht, daf die Form nur Primgahlen 3n-4-1
enthdlt,

Sn Begug auf den Modul 7 ergicdt fidh) fir m=3 blc

quadratifdhe Form
10x* 702 y - 133y*,
7n3, 5, G.

Daber 4): Jede Primpahl 420n4-13, 73, 97, 157, 313,
397 ift von der Form: 10x+10xy-}-13y*

Die Formen 2, 4, 6, 7, welde nur ungrade Bablen
4n-}-3 enthalten, find:

2) 3x*- 6xy 438y,
4 Txr1ixy 422573,
6) 6a?- 6xy-4-19y3,
7) Ha? 14y 14 y2.

Bon diefen enthalt 2) Kablen Sn-2, 51043, 2 und
7n43, 5, 6. Ulfo: 5) Jede Primzahl 420r4-47, 83,
143, 167, 227, 383 ift von der Form: dx2 Gy -}-38y*
(ovee 3x*4-3572).

und die linedren
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Beifpiel,
47 = 3. 44 35.1,

83 = 3.16 - 35,
167 = 3. 94-35.4.
Die Form 4) enthdlt ungrade Saflen von den Formen:
3n4-1, 5r4-2,3 7n+4+1,2, 4
Died g'ebt 6) Primzahlen von den Formen:
420n 443, 67, 127, 163, 247, 403,
weldye von der Form 72140y 422y oder 7215 y2
find. 43=7.4415.
Die quadratifdie Form 6) enthdlt nur ungrade Diviforen:
3n41, 5n4-1,4, 7n46, 3. 5.

Ulfo find 7) alle Primablen 4207419, 31, 139, 199,
271, 301 in der quadratifdhen Form: 646 y-4-19y2
entbalten. 3, 8B, 31 =194 64-6.

Endlich find die in der Form 7) entbaltenen ungraden
Primjablen von der Form: 3n-+2, Snf-1, 4, Tn-1, 2, 4,

Solglidy 8) die Primpablen: 420411, 71, 191, 239,
359, 179 find von der quadr. Form 11>+ 1dxy 41452,
71 = 11.9—14.3 4 14.1
71 = 11.9—14.3,24-14.4. Bergl. §. 2. Abfdnitt 7.

8. 2Bendet man diefe Dethoden auf die Determinanten
~—1, -2 an, fo erbdlt man cinige SApe, die ibrer Einfad)s
beit wegen nod) Hervorsubeben find,

1) Die reducirten Formen von der Determinante —1
ergeben fid) aud der Gleidung b — ac = —1, nad) weldyer
b =0 angenommen werden muf; alfo e =c=1.

Ulfo: Jeder Divifor von w?-fv? ift von der Form
2?4 y?; oder: Jeder Divifor einer Summe von 2 Quas
draten ift felbft dic Summe pweier Quadrate,

Der Divifor x2-4-y> enthdlt nur ungrade Zablen
4n4-1.

Seve Primzabl von der Form 4n -1 ift Divifor von
u? -1 oder u?-fv? (Ubfhnite 3, §.3.).
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Gede Primpabl 4n-+1 ift die Summe gweiee O.radrate.
11 ndjwAr fann bdie Sabl nur auf eine Weife in 2 Qiuadrate
et werden. (AbfHn. 6. § 2.)

) Die weducirten Formen, der Determinante 2 werden
qus dex Bedingung b3-ac=2 gefunden. ian erbilt:
5==0, ac=2; allo find die reducivten Formen der Divis
foren pon u2—22:x*—2y% umd 223 —y3,

Diefe beiden Formen find aber dquivalents denm feft

p: 2 =x—2y, y=a'=—y’, fo ift diefe Subftitution

gquivalent, und man erbdlt: o

2y = (o 2y =2 —y) = 2y e
Sever Divifor von w?—20% ift folglidy von bdes i'S-xT:m

x;,,zy’; und da jeve Primgal 8n4-1, 8n47 Divifor
u""‘2 ift, fo folgt:

von Fede Primgabl 8n-1, 8n-47 ift von der Gorm

3

mz,siyﬁfsus auf die Diviforen von w3 -J-2 ergicbt ‘ﬂd)

penfalls nUE eine reducicte Form x~-2y2, welde aubfhliefe

e ngrade Bablen 81, 8n3 entpilt.

tih e Primjabl von ciner diefer Formen ift Divifor vor

. 4-2; offo: Jede Primiabl “n+-1, 843 ift von der
x - 222y%; und gwar ldfe fie fid) nur auf cine¢ Weife
io;iefe Form bringen,

‘ g, Oiefe und die dbnlidhen Nefuitate fiir die Determis
5, 6,7, 10 find in der folgenden Tabele pufam:

5crl

eflt. : |
mmgg‘t‘ ber exften ©palte findet fidh die gegebene quadratifihe

in ver poeiten ifre cinfachften reducicten, nidht dquivas
n quadratifdhen Diviforen, und in der dritten die linedren
fen o Decfelben, weldhe fimmtlich mit den durdy dad Gefe
b.i ‘;;{gciv“’dt&t su findenden Formen {bereintimmen.
¢
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. ut— 2 S , Sn-4-1, 8n-7.
wt—3 x* — Jy? 12n4-1.
32 —y? 12n+11.
%*— 5| x?—5y2 20n4-1, 9, 11, 19,
u'— 6f x*—06y2 24n-4-1, 19,
: 62 —y2 24 n--5, 23,
Wt — T xt-Ty2 28n--1, 9, 25.
A7x?—y? 28 n4-3, 19, 27.
u* 10| a* —10y2 40n+4-1, 9, 31, 39.
2?5y 40n-3, 13, 27, 37,
2 w41 x3fy2 4ni-1.
w2 xi4oy Sn--1, 8n4-3.
u? 4 3 x34-3y2 6n--1.
w5 a5y 20n-4-1, 9.
2x34-20y 4352120043, 7.
14 6! x*-6y% Un-1, 7.
2x*43y* 24n4-5, 11.
w47 2?7y 1449, 11,
2 4-10] x* 4-10y2 40n--1, 9, 11, 19,
2224542 40n47, 13, 23, 37.,

Jede Beile diefer Tabelle, weldhe fid) bei Legendre viel
weiter fortgefest findet, gicbt einen intereffanten Lehefas,

8. B. jeve Primzahl 12241 ift von der Form x2—3y3,
und jede Primjabl 122411 von der Form 3 22 —y2,

Jede Primabl 611, d. i, 12041, 12147, ift von
ber Form x*—3 52, u. f, w.

Anwendung der bigher gefundenen Sasde auf melhrere
Aufgaben der Arithmetif.

1. Aufgabe. Eine gegebene Rabl in ibre cinfachen
Factoren gu gerlegen,
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tim diefe Aufgabe ju [ofen, muff man befanntlidy dic
gegedene Babl A durd alle Primgablen, die tleiner ﬁn‘b als y A4,
siviviren.  Gebt fie durd) Feine decfelben auf, fo ift fie eine
grimsadle , o

gltein je grofier die gegebene Jabl ift, defto mebr wird
pec Beefud mit allen Primgablen, die fleiner find ald y.g,
weitldufige Nednungen exfordern. €8 it dager erminfayt,
pine Dtetbode gu Gaben, durdy me[c'I)e man von affen Primyaps
[en untet VA nad)y und nfld) diejenigen ausfdylicGen fann,
elde fdon wegen ihree '[1ncdfc.n Form in -‘§e5u3 auf
inent gewifien Nodulus nicht Diviforen von o fein fonnen,
and mit denen daber den Verfud) der Divifion ju madyen
goesfiofiio it

yum died fogleihy an einem Beifpiele gu eckldren, ol un-
erfuct werden, ob die Sabhl 9461 cine Primzapl ift, oder in
welde Primfactoren fie fid) serlegen (3Gt Die Quadratipyes
o[ aud diefer 3abl licgt swifdhen 97 und 98 und nan mifite
gm gecfudy der Divifion alfo mit den folgenden  Primyap-
(en madens 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,

47, 83, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

" @ie 30l 9461 ift aber = 9216 4-245 = 062 +5.72,

fofﬂ“‘b miiffen alle Diviforen von 9461, wie aug der Bedins
o (::’.’)=1 folgt, von der Form: 20n+4-1, 3,.7, 9

ggp bleiben daher von allen oben genannten Primzablen

‘:“' vie folgenden: 3, 7, 23, 29, 41, 43, 47, 61, 67, 83, 89,
n ym die Anjabl der nod) ndthigen BVerfudhe s’ vermin-

n, fuche man fie die 8abl 9461 nod) cine andere quadeg-
e orms man findet 9461 == 9409 13.4, alfo
tifdhe 0461 = 972 4} 13,92,

@8 ift aber gefunden, daf jede Primyahl, Oivifor von

e 13 u*, von tiner der folgenbetit Formen fein muf, Wwelde
i [eidyt aud dec Dedingung (:1)—3 =1 ergeben:
i 52x+1’ 9, 17, 25, 29, 49; 7, 14, 15, 19, 31, 47,
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Hieenad) Bleiben von den obigen O Primpablen die fol-
genben dbrig: 7, 29, 47, 61, 67, 83; da die Primjahlen
3, 23, 41, 43, 89 von feiner der obigen Formen find,

Um mehrere quadratifdye Formen zu finden, welde dienen
fdnnten, nody einige von den julest Gbrig geblicbencn Primyab-
len aussufthlicfen, fann man die Quadratwuryel aus D=19461
in einen Scttenbrudy entwicfeln. Oenn ift ein volftdndiger

L
Quuotient diefed Kettenbrud)d ‘/D;' L und der entfpredyende

MAberungdroertt : -;l foift p>—Dg*=+N, alfo D Divis

for von p*FN. Uuf diefe Art findet man:

1/9461 = 97+ %Z 0729461, 1* = — 52.
461197

AL 52’" =3 333 29220461, 32 = 115.

VO46I+59 _ 389 go9e_o461. 42 = — 6.

115 4

4
/946515+06 — 9 12:9 1070°—9461.11% == J-119.

VOSbIEhE 1459 )e0s g461.150

I
I

119 = 15
1/916244—55 =3 elc. etc
ete.
&3 ift alfo 9461 ¢in Divifor von
24 52
t2 —115
t* - 9
1* —119
1* 4 44 ete.

IBird das leste diefer Nefultate benugst, o crgicbt fich,
vaf 9461 ein Divifor von 12--11.4 oder von 41142 ift.
Sede Primzabl alfo, weldye in 9461 aufgehn foll, muf
cbenfalls ein Divifor von 241112, und daber von einer
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pet forgenben finedren Sormen fein, welde aus der Bedingung

(:1,1) = 1 folgen:
r 2n-4-1, 3, 5, 9, 15.

ntee den Primsablen: 7, 29, 47, 61, 67, 83 entfpredien
picfen gormen nur die beiden folgenden: 47, 67, mit weldyen
alfo allcin nod) ber'%crfucf) der Divifion ju madyen ift.

qun gebt aber 9361 weder mit 47 nody mit 67 auf;
folglich ift bi? Babl 9461 eine Primzapl, °

@in sweited Beifpiel gebe die Zahl 2777, welde von der
e 22— 20 (532 —2.27) ift.

gon den Primablen 3, 5, 7, 11, 13, 15, 17, 19, 23,
99, 31, 37, 41', fl3, 47 bleiben daber nur die Fotmen:
8n+1’ 8n-'i-7 ubrig, alfo: 7, 17, 41, 23, 31, 47.
Ferner ift 2777 =t341142 (t=51, y=4); alfo
pleiben pi¢ ormen: 22a+-1, 3, 5, 91, 15 allein nody 1brig,
>. i, Dit Bablen 23, 47, 31, und da 2777 durdy feine Decfel-
ben theilbar ift, fo ift ¢& einc Primzapl,

©ie biee angewandte Methode beruht, wie aud den ges
gebenen Peifpiclen erfidhtlidy ift, darauf, daf man entweder
vic segeb“" 80.[)1 felbft in quadratifhe Formen bringt, oder
anderé quab'ratxfd)c %ormm.ﬁnbtt, von weldyen die geacbene
bl il Divifor ift, alfo uberhaupt BVielfadye der gegebenen
( auf quadratifdhe Formen bringt, 8 verfteht fidy, daf,
went pie Determinante ciner folhen Form cinen quadrarifdhen
gactor enthalt, diefer, weggelaffen werden fann. Dergleidyen
cormen laffen fidy meift durd) Becfude leicht finden, Die
glnwenduns einer binreichenden Unzabl derfelben ift der Diviz
ion mit einet grogen' S)I?nge von Primzablen weit vorsusichn,
Sit fest aber, fo wie Pxefe, die Senntnif aller der Primyah-
(en poraus, welde fleme'r find, al8 die Quadratourjel der
cgebenct Bg.bl. Sur @r[ex'd)tcrung derfelben ift dapet eine Ra-
pelle DEF Primzablen pﬁghd), weld)e man in der angehdngten

[ bid sur 3abl 2063 fortgefest findet.

gab

zaft
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Cine grdfere Tafel (6i6 ju dec Primsabl 400031) giebt
Bega im gociten Bande feiner Sammlung mathematifdyer
RKafeln,

2. @8 ift bier der Ort nod) einige fpeciclle Nefultate in
DBesug auf 3ablen von gewiffen Formen mitsutheilen,

Diefe Formen find a”--" und a*—>b", in welden
a, b, n gange 3ablen Dedeuten, von demen die beiden erften
aud) relative Primzablen find. €5 laffen fid) nemlidhy alige-
mein linedre Formen derjenigen Primjablen finden, welde Di-
viforen von a”+5" find.

€8 fei p cine Primsabl, Divifor der Sabl a* + 7, fo ift
b nidit theilbar durd) p, und man fann daber immer der Gon-
grueny br==a, mod. p, Genlige leiften. 3t alfo a"=+ 2",
mod. p, fo folgt:

Gx)=+0", mod. p, aljo: x"=+1, mod. P

Jft alfo p ein Divifor der Form a” £, fo muf es
audy ein Divifor der Form: 2™+ 1 fein, und man fann fidy
daber auf die lestere in der folgenden Unterfudyung befdhrdanten.

€8 fei nun jucrft die Form a1 gegeben, von wel-
der die Primjabl p cin Divifor fein mag; und man fege
p=2nz--r, wo der Neft » Heiner ald 272 und pofitiv ift,
Oa nun x"=—1 ud aP*=1, mod.p, fo folge
= er1=—=1, mod.p. Sft nun guvdederft r=1,
fo ift 2™ *==1, mod. p, was aud) x fein mag; und der Die
vifor p ift von der Form 2nz--1,

3t aber r grofer ald 1, fo feiw der grifite gemeinfchafi
fide Jactor von n und r—1, n=n'w, r— 1 =r'w, und
" =—1, =1, mod. p.

Da nun n’ und ¢ relative Primzablen find, fo laffen fich
unmer 2 Sablen ¥ und ¢ finden, fo dafi n'p—r'v =1.

Hieraus folgt: xm'vw == (—1)7, alfo o't =(—1y
und weil v =1, av==(—1)°; folglidy (— 1)"‘7 =
und (—1)“=1.
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gson diefen beiden Bedingungen geigt die erfte,
(——1)"105-—-1, mod. p,
2af und ¢ ungrt:be Saplen fein miffen; die stveite geige
pann, daf 7/ grade ift. Man bat nun x*=—1, mod. p,
and erhdlt bieraus folgenden Sap:

Sede Primsabl p, Divifor von x”-1, ift entwedet von
per Form 2nz -1 oder wenigftens ein Divifor 21, wo
w Quotient von z, dividirt durd) eine ungrade Sabl »’, ift.

ud diefem Sage gehen folgende Sufdse hervor:

gufat L. 3t n cine ungrade Primsadl, fo ift jedee
Divifor #o8 a1 von der Form 2nx -1,
gufah 2. 3ft » cine Poteny von 2, fo ift ebenfars
Divifor von x*4-1 von der Form 2na 1.
3, YUebnlihe Betradytungen floren ju ahnlichen RNefuls
taten i Besug auf die Jahl «* —1,

¢8 fei p=nz-r, fo muf 2 2=1, mod. p, fein,

gilfo ift entoeder r=1, und p==nz-1, oder ¢8 it

r> 1.

gr(edann fei 2o der grofte gemeinfame Factor von » umd
., fo %af n==n‘w, r—1=r'w, und fei pn'—vr' = 1,
n_’_y(,._—i)=w; fo folgt: a"==1, x~——1, mod, p,
gor=1, @-V={, mod. p, und folglid aerr-n==q,
alfo =1, mod. p. ifo ergiebt fich:
ob¢e cede Primsabl p, Divifor von = —1, ift entweder von
. Gorm p=nz -1, oder wenigftens ein Divifor v ~1,
o¢ L ¢tin Tactor von = ift, :
gufas 1. 3ft n eine Primzadl, fo find ale Diviforen
- o —1 von Iber Form 2nz -1, mit Yusnahme der Di:
s ”on X~ 1.
ml"”‘g’;1 ufat 2. Sft n cine Poteny von 2, fo ift
xzm—i — (xzm-—l__i) (-x‘zm-l+1).
Desgleiden ift 227 L= @37 q) (52" g)
p o 1 alfo: 22" —f= (23" J-1) (@™ 41) .0

jeder

" A EEDE—1).
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Man Hat alfo in dicfem Falle die Diviforen von =341,
4z+41, bicrauf von as4-1, 8z41, ven x¥~1, 16241,
ete. u fudhen, wenn a eine gegebene Rabl ift. 5. B, 8
fei =2, und man frdgt nad) den Diviforen 232 —1, 3
ift 232 —1 = (27 °F-1)(20-1) (24 1)(22+1) (241)(2—1),
alfo ift 232 —1 durd) 3, 5, 17 theilbar,

€8 bleiben alfo die Jahlen 2841 und 211 nod)
su unterfuchen,  Die erfte it 257, die gweite: 065537,

Seder Divifor von 257 muf von der Form 16z-f1
fein, und jeder Divifor von 65537 von der Form 32z 41,

Unter den Primgablen von 1 bid 257 befindet fid) aber
¢ine 16 z-1 nidyt; alfo ift 2567 =281 ¢ine Prim;apl.

Serner finden fid) unter den Sablen von 1 big y65537
(d. i. 256,,...) nur die folgenden von der Form 32:4-1:

33, 65, 97, 129, 161, 193, 225,
untee welden nur 97 und 193 Primgablen find. €8 ift abee
©5537 weder durd) 97 nody 193 theilbar, und alfo eine
Prim;abl, '

Mithin ift die Sahl 232 —1 dad Produft folgender
Primzahlen :

65537, 257, 17, 5, 3.

Bufas 3. Da die Sahlen 22 1, 2941, 2841,
2164-1, wie fo eben gefunden ift, Primgablen find, fo hatte
man Beranlafjung ju der BVermuthung, daf alle Sahlen von
der Gorm 2271 Primpahlen fein mddten. Died wurde
namentlic) von Fermat behauptet, Alein die Jaht 22° 41
=2:24 1 ift, wic fih) fogleid) ergeben wird, feine Prim=
abl, und daber jene Vermuthung widerlegt.

Sudyt man nemlidy die Diviforen von 2321, weldhe
von der Form 64z--1 fein miffen, fo findet ficy bald unter
den Primyahlen von 1 big 236 (b, i, 256> =65536) die
Prinabl 641, welde cin Divifor von 23241 ift. In der
Tbat ift :

2321 = (65536)* -+ 1 = 4294967297 == 6700417 x 641.
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Serlegung ciner Sahl in 4 Duadrate.

4. ©ind die beiden pofitiven oder negativen Sablen B
und C durdy die Primsabl p nidht theilbar, fo laFt die Srdfe
Bv*+ C, durd) p dividirt, wenn man der unbeftimmten v

alle g@evthe von Null bis p—g—i- giebt, offenbar P—.-i_-i vers

(ehiedent Nefte.  Oenn wdren v und o/ fleiner als § (p~1),
B‘U’+ CEB‘U“-}- C, fl) mﬁﬁte v‘Ev/’, oder v=— :*_‘_‘U‘
fein s mod. p, was nidht mdglich ift, weil v und v* fleinee

as £5—

ebenfalld (A6t aud) ein Quadrat 12, wenn deffen Liurs
w alle veefdicdenen Merthe von 0 bis 5 (p—1) erbdlt,
4-1) verfdyiedene Refte, mod. p. .
gebhrfap, €8 ift immer mdglid), bdie unbeftimmten
sen D68 Aubdrudd w*— Bv2—C (uw und v) fo ju Nodhs

Grdb Bvi—(
{en, b3B derfelbe durd)y p theilbar wird.

Beweis, Unter den P ;H verfdyiedenen Neften, weldye

pie Bablen u* und Bv*-}-C durd) p dividirt laffen, muB 8
pothwendis wenigftens 2. gleide geben.  Denn wdren alle

gl
3(p

1
2 . 2
oo Buf+C: ﬁ? mifiten p—1 verfdyicdene Nefte bei der Di=
siffom mit p Ubsig bleiben fdnnen, was nidt der Fau ift.
gaffen nun w® und Bo*--C fir gewifle LSerthe von
und v, durd p dividict, gleidye RNefte, fo ift w>— Bv*~C
P theilbar.

p/—l—/i Refte von u? verfthieden von allen pit Reften von

122

purd _

g, Qebrfab, Iede Primjabl p ift cine Summe von 4
ober WENIBEE Quadraten.

@eweid, Nach dem Lebrfals ded vorigen §. ift e8 im-

" mdglidh, flr die unbeftimmten Gedfen 2 und v folde

2}3“‘5‘ g wdhl.n, die nidht grdfer find ald 3 p und jugleidy
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w4 v -1 durd) p theilbar madyen,  Folglih ift e8 aud
miglid), die vier unbeftimmten Grdfen u, v, w, z fo ju
wdblen, daf die Cumme ihrec Quadrate 1> v°~= w24 22
durdy p theilbar, und jede einjelne der Sablen , v, w, z
nidt grofier ald Fp fei. Dicd gefdhieht in der That, wenn
man 4. B, w=1, z==0 fest, und u, v jwefmdfig bes
flimmt,

Ob ¢6 nod) auf andere Weife gefhehen Fann, ift bier
gleichguiltig. .

€8 fei alfo pp’ =u24-v34-w34-z2, und wel u, v,
1w, = fammtlichy fleiner als 3p find, pp’ <%p*, p'<Zp.

3t nun p/=1, alfo p=witv>*t+wfz2, o ift
der Lebrfab bevoiefen.,

3ft aber p'>1, fo ift p’ Divifor von w2+ v34wt4z2;
fest man nun W' =u—eap’, v =v—Fp’, W =w—yp’,
=/ =z—0p’, und nimmt e, f, 7, 9 fo, daB w, v/, w/,
fammtlich nicht grdfer al8 £ p’ find (alfo </ und J gleidy Nuw,
wenn = ==0), fo ift p/ aud) Divifor von w/*F v~ w42/,
odet p/p" = u* v 1w 225 und p’ < p'.

Nun fennt man folgende algebraifdhe Formel, von deren
RNidtigheit man i leidyt Gbereugt:

(u‘-}—v’-}-w’—l—;z)(u"—}—v”—[—w”-}-z")

e= (uu'vv Fww Jz2/) (v — v Fwz —zwl)?
F(uw —vz—wiu - z0) e (uz v w — wo —zu’)

Diefe Formel lehrt, daf dad Produft and 2 [ablen,
deren jede eine Summe von 4 oder weniger Quadraten ift,
felbft cine Summe von 4 oder weniger Suadraten ift, €8
Fann nemli) vorfommen, daf eined, oder cinige dev im Pros
dufte entbaltenen Quuadrate Nul find, Died ift aber, wie
aud der Formel bervorgeht, nidyt nothoendig der Fall wenn
aud) mebrere der Quadrate z, =/ in den Factoren Nud find.

et man jest in die sulest aufgeflelte Formel far
w, vy w'y 2 ibre Werthe u—ap’, v—L¢’, etc., fo ers
balt man: ,
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pplplpll — (pp'—(“ll+ﬂv+)’lv+§:')pl)‘
+(av——.3u+7’z—‘sw)zl"z+ (cw—yut-dv—Fz)'p"
F(ez—0u+Fw—yv)2p?,
over, da fammlidye Glieder der rechten Seite durd) pp’ theils
bar find,
ppt! = (p—et—Fv—70— 35y (av — fut- 72— duw)’
A (ero—7yutdv—Fz) 4 (@z— Sud- fro— o).

sft nun p”’=1, fo ift p in 4 oder weniger Quadrate
celegt. Sft aber p/>>1, fo fann man die Neduction voeiter
fapren und ein neued DBiclfadyes von p, pp finden, weldyed
sce @umme von 4 Quadraten gleid) ift. Und da Man diefe
eduction fo lange fortfeten fann, alé dle Sablen p/, p'v, ...
grsfee alfo 1 bleiben, va ferner diefe Sablen eine abnehmende
Reife bilben, o mufs man endlidy auf eine Fommen, welde
gleidh 1 iffs und mitbin p gleidy einer Summe von Hdftens
vice Qruadrafen finden,

3. Rufab. Da nun dad Product gweicr Summen von
4 gder Weniges Q}xabratc-n fe.Ibft eine Gumme von 4 oder wes
piger Quabraten ift, wie die in §. 2. aufgeftelite algebraifiye
gormel beweift, fo ift lar, daf cin Product ausd beliebig vies
fen gleidhen oder ungleidyen Primjadlen cine Summe von 4
ober weniger Quadraten ift.  Folglidy (ah¢ fich aligemein bes
aupten:  Gine gegebene Babl fann immee in vice oder wenis

gcr Q.uadrate seelegt werden.

sinding Arithmetit, @
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3 181 4901 073 953 | 1231 | 1531 183t
51 4901 4311 6771 967 | 1937 | 1523 | 1837
70 193 433 6831 971 | 1249 | 1549 | 1861
0} 197 | 4391 6ot 977 V1959 | 1553 | 1867
131 1991 4431 701 | 983 | 1277 | 1550 | 1871
170 200 ) #9700 | 99t | 1279 | 1567 | 1873
190223 1 457 | 719 | 997 | 1283 | 1571 | 1877
230227 | 461 | 797 | 1009 | 1289 | 1579 | 1879
290229 1 463 | 733 | 1613 | 1291 | 1583 | 1889
3Ly 2331 467 7390|1019 | 1297 | 1597 | 1901
371239 | 479 | 743 1 1021 | 1300 | 1601 | 1907
411 2411 487 | 751 | 1031 | 1303 | 1607 1935
43 | 251 | 491 757 | 1033 | 1307 | 1609 | 1931
471 2571 4991 761 | 1039 | 1319 | 1613 | 1933
53 1 263 1 503 [ 769 | 1049 | 1321 | 169¢ | 1949
591269 1 500 | 773 | 1051 | 1327 | 1621 | 1951
6L 270 1 521 | 787 | 1061 | 1361 | 1627 | 1073
671 277 5231 797 [ 1063 | 1367 ! 1637 { 1979
JL) 28t 541 | 809 | 1069 | 1373 | 1657 | 1987
731 283 547 | 8111087 | 1381 | 1663 | 1993
790 203 | 557 | 821 | 1091 | 1399 | 1667 | 1997
831 3071 563 | 823 | 1093 | 1409 | 1669 | 1999
891 3171 569 | 827 | 1097 | 1423 | 1693 | 2003
971 3t} 570 829 | 1103 | 1427 | 1697 | 2011
100 | 313 | 577 | 839 | 1109 | 1429 | 1699 | 2017
103 | 317 | 587 | &53 | 1117 | 1433 | 1709 | 2027
1071 337 593 | 857 1 1123 | 1439 | 1721 | 9099
1091 347 | 599 1 850 | 1129 | 1447 [ 1793 | 2030
113 | 349 [ 601 | 863 | 1151 | 1451 | 1733 | 2053
1271 353 | 607 | 877 | 1153 | 1453 | 1741 | 2063
1311 359 | 613 &St | 1163 | 1489 | 1747
1371 367 1 617 ] 833 | 1471 | 1471 | 1753
1391 373 | 619 887 | 1181 | 1481 | 1759
149 1 379 | 631 | 007 | 1187 | 1483 | 1777
150 | 383 | 641 | ot11 ] 1193 | 1487 | 1783
157 1 389 | 643 | 919 | 1201 | 1489 | 1787
163 [ 397 1 647 | 920 | 1213 | 1493 | 1789
1671 401 | 653 | 937 | 1217 | 1499 | 1801
173 1 409 | 659 | 941 | 1223 | 1511 | 1811
179 ) 419 661 947 | 1229 | 1523 | 1893
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Siftorifde Moty ubcr die Yusbildung der [obeven
Yrithmetif,

QBenn man den Beridhten der Alten, namentlid)y des Pros
clud, Glauben fdenfen darf, fo gelangte Pythagorad
durd) dic Entdecfung ded nad) ibm benannten geometrifdyen
€ates theild ju dem Begriffe deb Irrationalen, theild yu dev
Yufgabe, mit Bermeidung deffelben cin Quuadrat in cine
Summe von gwei Quadraten ju gerlegen, weldhe v geldft
paben foll. Seine ©ule befhdftigte fidy dberhaupt viel mit
den Gigenfdhaften der Sablen, in welden fie, neben wefents
liden Unterfudyungen, aud) den Stoff su mehreen myfteeids
fon Allegorieen fand,

Abgefehen von diefer, far fidhy felbft wie fir und dun:
Feln Borgeit der Wifenfaften, ift Cuflided der altefte Au-
tor, von weldyem man cine, mit wifenfhaftlicher Strenge
durdygefihrte Darftellung der Elemente der Yrithmetit Defike.
ufier ihm fann nod) Cratofihened ald Erfinder der in
der Cinleitung diefed Budyed erwabhnten Nethode, die Prim=
sablen durd) Ausfdhliefung der jufammengefesten Sahlen ju
finden, genannt werden,  Man fennt diefelbe unter dem ae
men 28 cribruin Eratosthenis. — et bedeutendite unice
den alten Yeithmetifern, Diophantud der Alerandriner, folt
feine quaestiones arithmeticae, nady der angenommeien, dodh
nidyt gang fidern Meinung, um die Mitte deb vierten Sabr=
pundertd dee dyriftlidhen Suitredynung gefdricben faben. CO=
gleid) febe fdharfiinnig, war ¢r dod) von cinem wiffenfdjofts
liden &yfteme der Arithmetif weit entfernt.

Die neuere 3cit hatte gegen das lterthum den BVortheil,
im Befis ciner cvweiterten Afgebra und ded (don im Mitwel-
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alter {n Cutopa befannt gevoordenen indifhen Numerations=
fyftemes su feyn.  AIB man daber im fechzehnten Jabrhun-
dert die erften fech Bidyer ded Diopbhantusd wiecder ge-
funden Datte, machte die Urithmetit balo grofe Fortfhritte,
Die erfic Yudgabe ded Diopbantud beforgte 1575 X y-=
Tander; cine beffere gab 1621 der gelehrte Badyet de
Megiviac. Derfelbe erwarb fidh ein BVerdienft durd) die
uflofung der unbeftimmten Gleidungen ded erften Grades,
weldye er in der erflen Yusgabe feined Budyed: problemes
plaisans et délectables qui se font par les nombres, Lyon
1612, anfandigte, und in der jweiten, Hodlf Jabre fpater,
mittheilte, Bon feinem etwad dltern Seitgenofien Vieta bes
fist man eine arithmetifdhe Ybbandlung unter dem Titel: Ze-
tetica, ™m meiften aber jeidynete fich in diefem Felde Fers
mat aud, welder tberhaupt in allen damals befannten Sweiz
gen der Mathematif die feltene Kraft feined Geifted bawvies,
€r war Parlamentdrath ju Iouloufe und flarb 1665, Ders
felbe erfand, bAufig geleitet durdy eine glidlidie Snduction,
cine grofe Menge von Sdken, welde jum Theil Grundlagen
der fpdter ausgebildeten hdheren Arithmetif find. Aufer dem
im pwoeiten Abfhnitte diefed Lhrbudys erwdbnten Sake ge-
bort ibm die Cntdecfung, daf sede Sabl eine Summe von
bodbftend vier Quadraten, finf Heptagonaliablen, fed3 Heraz
gonalzablen, u. f. w, ift; von welden Sdgen nur der erfte
tm Laufe diefes Budhd aufgenommen werden fonnte. Er be-
merfte ferner dic Unmoglidyfeit vieler unbeftimmten Gleidyuns
gen in gangen Sablen, namentlic) der folgenden: x4y =z,
fobald der Erponent n grdfier ald 2 ift *).  Mit ihm wetta
ciferte Frenicle de Beffi, welder eine eigenthimliche
Methode fur unbeftimmte Yufgaben befaff, die in der Yus-

*) @in allgemeiner Veweis bicfes Sages it nod nide befannt.
Guler pat ihn fir bie britte und vierte, und Dividlet in
Cretlers Journal fur die finfre Poteny bewiefen,

— 197 —

fdliefung der sur Aufldfung nidt dienenden Sablen beftand.
Dicfe Methode verfdhafite ihm bei den damald gawdhnlidyen
gelebreen SWettfteeiten bdufige Triumpbhe.

Angereist durd) die Hevausforderungen Fermats und
Grenicled befdaftigte fidh aud) TS allid mit der unbe-
ftimmten Unalyfis, und mit befonderm Crfe'ge Lord Broun=
fer, weldem ZBallis die in feiner Algebra befindliche Auf-
dfung der Gleihung x*— Dy2 =1 sufdreibt. Diefelbe
Aufgabe [dfte aud) der Englander Pell,

In der Folgeseit waren die Mathematifer pu febr mit
den neuen Croeiterungen der Algebra und den Methoden der
DOifferential = und Integral= Nedhnung  befdhdftigt, um ihre
Yufmerffambeit dec Arithmetil ju widmen. A8 aber jene
Cntdecfungen einen Hoben Grad der Yusbildung erlangt hats
ten, fam Culer auf die Arithmetif jurdcf, und verbreitete
fid) tber diefelbe in eince grofien Unzabl von AbHandlungen,
Cr bewied juerft den von Fermat entdectten Sap, daf jede
Primgabl von der Form 4n--1 die Summe gweier Oua:
drate ift, und begrindete die Tbeorie der quadratifden RNefte
und Formen, Diefelbe wurde von Lagrange durd) die Hina
sufligung der Begriffe und Methoden der Transformation, Uequis
valeny und RNeduction wefentlidy erweitert.  Diefem grofien
Mathematifer verdanft man aud) die allgemeine Yufldfung dee
unbeftimmten Gleidyungen ded groeiten Grades, in gangen
und in gebrodyenen Sablen, und namentlidy den Beweis ded
@aged, daf die Gleidung x*—Dy* =1, wenn D eine
pofitive, nidyt quadratifhe Sabl bedeutet, immer d6bar ift;
wodurd) die friber befannte Bebandlung diefer Gleidhungen
erft Sidperheit exhielt.  Man lieft diefe Tpeorien in mebreren
gbhandlungen, weldye fidy in den Dent{driften der Yfademie
gu Beelin finden, und in den Jufdben, mit weldyen La=
grange dic Culerfhen Clemente der Ulgebra bereidyert at.
DOie nunmebr anfehnlich erwveiterte Wiffenfdyaft fafte Le-=
gendre in feinem Essai sur la théorie des nombres, Paris
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1799, sufammen, von weldyem gegenrodeti (1831) die dritte,
febr vermebete Audgabe ecfdyienen ift.  Eine in antifer Strenge
durdygefihete und durdy neue Entdecungen ausgeseihnete Dar-
ftellung der Arithmetif geben die disquisitiones arithmeticae
von Gauf, welde im Jabhre 1801 Herausfamen. Unter an-
dern madht der ftrenge Beweid ded Saned der RNeciprocitdt
ein vorzlgliched BVerdienft diefes Werfes aus.

Seitdem ift die Wiffenfdaft durd) eine nicht unbedeus
tende Angadl neuer Beweife und Refultate bereihert worden,
weldye fid) heild in den Dentfdriften verfdicdner gelehren
Gefelfhaften, theild in mathematifdhen Reitfdriften, und nas
mentlih in Crelle’s Journal fir Matbhematit befinden.
Bon diefen neuen Leiftungen rerden fidy dicjenigen Lefer die-
fes Budyed , voeldhe eine vollftdndige Kenntniff der Arithmetif
gu erlangen winfdhen, am beften durd) dad Studium der
Original=Abhandlungen, fo wie durd) die oben erwdhnte
neuefte Audgabe der théorie des nombres, unteerichten,

Beridhetigungen.

@
<n bem folgenden Werzeichnif find toeniger bedentende Drudfeds
Ler, & B.welder flatt welden, und &hnlidge, von welder Art
fidh mebrere auf den beidben erften Bogen befinden, nidt angegeben,
Die hier angeseigten Febler bittet man vor dem Lefen zu verbefjern.

Ceite 3. 8.16, v. u, liead aund b, und 3. 15, v, u, ftatt b lied e,
6. — 1o, u . p L g

7. —13.v,u. ft. +r L4 3.1, 0,0 ft, ¢ L »

g. — 6. v.0, fl. dben I, dem,

10, — 11. v, u, L. die Bielfadyen von 9,

14, — 4. v. 0. ftreidhe von.

26, — 7. v, 0. ft. 3war [, giwed,

tei

29, am Gnde ded Kettenbruds ft, +% L .;’..

- 3 4.1}.-;- z.p—l,.

30, — 9. v. 0. ft. Bringe {, Geniige. 3.13. ft. —1 L 1.
- \‘2. v, u, ft. mod. 123 I, mod. 132,

40, — 6. v, u, ft. um Grponenten 19 [, su 19,

44, — 7.9, u. ift Toll 3u freidyen.,

- — 14, v. 1, ﬂ'. ey" 1 5 o"y",

53, -~ 6. v. 0. L bewiefen ft. verwiefen.

5. — 6. 2=t 71

2 2
59. — 13, v, 1, if =(,,%) Ju freiden,
64, — 11, 0.0, L yv+ o
69, — 3.0, 0 ft. 79 1. 97 und 3, 4. {t. 59, 89 1. 59, 89,
78, — 6. v, u, ft. al8 L. alfo.
79, — 11, 0. u. L gn't
89. — 4. v, u, ft. 3dhler 1. 3ablen,
402, — 12, v, u. ft. »' L, v’/ und ftatt a I, o’.
123, — 5, 9,0, L. B,=(aa5....a,).
427, = 4. v, 0. ft.al.a,. 3.4 0.t ft ax+y L a,+ye
429. = 11 v. o. ft. be= L. bei,
134, — 12, 0, 0, ft. D 1, N,
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Selte 141, 3. 10, v, u. 1, ‘%ﬂ und 3.9, o, 1.

— 148, — 3. v. 0. f.

14

— —~ —17. 0. u. ft, vom l. am,

— 163, — 14, v. o, f, Peinen L. nidt.
— 179, — 9% v u ftooxfy L'y
— — in der Anmerfung [, § 3. b.

— 180, 3. 1.0, u, fl. §. 1. I §. 2,
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