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SISSEJUHATUS

Mittelineaarne diinaamika on kujunenud tédnapideva teaduse iiheks huvitavamaks valdkonnaks,
osutudes iilimalt oluliseks meid iimbritseva maailma mitmekesisuse seletamisel.
Interdistsiplinaarse valdkonnana seovad mittelineaarse diinaamika meetodid iihtse matemaatilise
kirjeldusega keerukaid nihtusi nii fiitisikast, bioloogiast, keemiast kui ka majandusest, meditsiinist
ja paljudest teistest teadusharudest [1]. Nende protsesside kirjeldamiseks kasutatavate
matemaatiliste mudelite koostamine on viga keerukas ja enamasti voib juba vajaliku vorrandi voi
vorrandsiisteemi kirjapanekut lugeda suureks saavutuseks. Mittelineaarsete diferentsiaalvorrandite
lahendamine numbriliste meetoditega ei ole tdnapdeva arvutitele probleem, kuid sageli annavad
parema tulemuse kvalitatiivsed meetodid, mis aitavad koguda materjali mittelineaarsete vorrandite
struktuuri ja voimalike efektide kohta koige iildisemal tasemel. Lihtutakse pohiliselt lihtsatest
matemaatilistest mudelitest ja nendest saadud informatsioon iildistatakse keerukamatele (eri)-
juhtudele .

Mittelineaarses diinaamikas on mitmeid klassikalisi mudeleid, mis ammugi ei ole enam seotud
ainult esialgse probleemiga, vaid on hakkanud elama nn iseseisvat elu, muutudes puhtalt
matemaatilisteks uurimisobjektideks ja leides rakendust paljudes erinevates valdkondades. Teiste
seas on nditeks popultasioonidiinaamika aluseks olev Lotka-Volterra kiskja-saaklooma mudel [2]
mitmekiilgset rakendust leidnud meditsiinis [3, 4] ja majanduses [5, 6] ning Duffingi ostsillaatoril
pohinev mudel [7] on lisaks mehaanikale kasutusel keemias [8, 9] ja bioloogias [10]. Uheks
selliseks klassikaliseks mudeliks on ka kédesolevas to6s vaatluse all olev Hénon-Heiles'i galaktilise
diinaamika mudel [11], mis on muutunud omamoodi prototiiiip-vorrandiks kaose uurimisel [12, 13,

14] ning mille rakendused ulatuvad gravitatsioonilaineteni vilja [15]. Uhelt poolt Hénon-Heiles'i
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mudeli lihtsus (sarnasus harmoonilisele ostsillaatorile) ja teisalt piisav keerukus (teist jarku

mittelineaarsused) ning populaarsus tingisidki selle valimise antud magistrit6o uurimisobjektiks.

Magistritdo eesmirgiks on Hénon-Heiles'i vorrandite néitel uurida, millistel tingimusel on voimalik
neljalt Hamiltoni vorrandilt neljamddtmelises faasiruumis minna iile kahele vorrandile, kust voib
teatud juhtudel leida litkumisintegraale [16], millede leidmine vorrandite algkujust on komplitseeri-
tud, ja pakkuda vilja metoodika litkumisintegraalide leidmiseks. T60 alguses tutvustatakse liithidalt
liikumisintegraali mdistet ja sellega seonduvat probleemistikku ning esitatakse esmane analiiiis
Hénon-Heiles'i vorrandile litkumisintegraalide leidmise voimalikkusest. Edasi kirjeldatakse
lithidalt Poincaré 16ike olemust, millele jirgneb detailsem ajalooline iilevaade Hénon-Heiles'i
tildistatud vorranditest. Kolmandas osas tuletatakse baasmaterjal iileminekuks Hénon-Heiles'i
ildistatud vorranditelt kahele vorrandile, kust leitud parameetrite védrtused rahuldavad Hénon-
Heiles'i vorrandite iihte tuntud integreeritavat juhtu. See loob eeldused, et litkumisintegraali
leidmine on voimalik. Neljandat peatiikki voib lugeda t66 pohiosaks, kus pakutakse vilja ildine
litkumisintegraali kuju ning leitakse litkumisintegraal. T66 viimases osas vaadeldakse Poincaré
16ike abil lahendite kditumist litkumisintegraalide timbruses, kuid voimaliku bifurkatsioonijoone

olemuse tdsisem analiiiis jddb antud t60 raamistikust vélja.



I MOISTED TEOORIAST

1.1 Diinaamiliste siisteemide liikumisintegraalid

Liikumisintegraali mdistega puutume kokku juba algtasemel diinaamikast rdadkides. Teame, et t6o
on integraal joust ja tee pikkusest. See integraal on vordeline liikkumise kdigus tekkiva energiate
vahega ning energia muutus (16pp- ja algenergia vahe) on seega litkumise integraalne (summeeruv)
muutus ning seepirast voib energiat nimetada litkumisintegraaliks. Lisaks energia integraalile
tunneb klassikaline Newtoni diinaamika veel impulsimomendi integraali. Minnes Hamiltoni
formalismi, muutub litkumisintegraali mgiste mdneti tildisemaks.

Olgu meil n vabadusastmega siisteem, mille hamiltoniaan on H (g, p). Formuleerime klassikalise
diinaamika pohikiisimuse, milleks on iildistatud koordinaatide (¢ ) ja impulsside (p ) védrtuste

leidmine mistahes ajahetkel ¢. Selleks tuleb lahendada diferentsiaalvorrandid

d _ 9 4
ar 4=, 1(@r)
(1.1
d 0 .
Epi__a_qi (q,p),kusz =1,2,..n
algtingimuste ¢ = 0 korral
qi(O) =40
(1.2)
p(0) =p.

Kuna diinaamika vorrandid on aja suhtes pdoratavad, siis votame uuteks algtingimusteks g jap ja

lahendame vorrandid ( -¢) suhtes

40=49;(-t.q,p)
(1.3)
Pip=pi(-t.q,p).



Viimaste vorranditega (1.3) on leitud 2 n faasimuutujate p, g ja ajat funktsiooni, mis jadvad

faasitrajektooril konstantseteks (g;, ja p,, on etteantud dédretingimused). Avaldame iihest sobivast

vorrandist aja ¢ ja asendame teistesse vOrranditesse. Niiiid saame 2 n — 1 ainult faasiruumi

koordinaatidest g ja p sdltuvat funktsiooni

O(q.p) =P, j=1,2..,2n-1, (1.4)

mis jddvad faasitrajektooril konstantseteks. Selliseid funktsioone nimetatakse litkumisintegraal-
ideks. Liikumisintegraalide leidmist saab lugeda ekvivalentseks diferentsiaalvOrrandite
lahendamisega.

Esitatud litkkumisintegraalide leidmise algoritm on teoreetilises plaanis kiill iildine, kuid
konkreetsetes arvutustes harva realiseeritav.

lahendite kditumist (Joonis 1), siis vihemalt vahemikus 7 =-15...15 on funktsioonid péris siledad.

Kasutades nditeks g, tunduks mdeldav ka teatud lihendusena avaldada aeg 7 ja asendada see
teistesse lahenditesse. Saaksime kolm liikumisintegraali. Selle idee teeb kaheldavaks aga g, g,, p;

kooskditumise kolmemddtme-line pilt (Joonis 2), mis sarnaneb kaosega.

Seetdttu kasutatakse litkumisintegraalide leidmiseks harilikult kaudseid meetodeid ja spetsiifilisi
votteid, mis sdltuvad konkreetsest iilesandest. Niiteks kuna jadvad suurused vastavad
siimmeetriatele saab nende tuletamiseks kasutada Noether'i teoreemi [17]. Tihti kasutakse ka
Gaussi (divergentsi) teoreemi, sest divergents liikkumisintegraalist on vordne nulliga, ning eriti

kvantmehaanikas Poissoni sulge, kuna jadva suuruse Poissoni sulg hamiltoniaaniga on null.



Joonis 1. Henon-Heilesi vorrandite lahendid algtingimuste ¢, =-0.1, ¢,,=0.1, p;,=0.3, p,, =0.4

korral.

Joonis 2. Neljamootmelise faasijoone projektsioon kolme modtmesse.
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1.2 Poincaré€ 16ige

Ruumi, mille méddravad diinaamilise siisteemi iildistatud koordinaadid ja impulsid, nimetatakse
faasiruumiks. Faasiruumi dimensioon on vordne kahekordse iildistatud koordinaatide arvuga. Igale
sisteemi hetkelisele seisundile vastab iiks faasiruumi punkt ja liikumise kdigus moodustavad need
punktid faasitrajektoorid. Loigates ruumis (X, X', t) kulgevaid trajektoore tasandiga t = mT, kus T on
periood, ja projekteerides punktid tasandile (x, x') saame Poincaré 1dike. Uldistatult Poincaré 15ige
on punktide hulk faasiruumis, mis on saadud n-modtmelise faasiruumi 16ikamisel (n - 1)-mddtme-
lise hiiperpinnaga. Seda votet voib kasutada korduvalt ning igal korral ruumi dimensioo-nide arv
viheneb iihe vorra.

Meetodi kasutamine on soovitatav ja tulemuslik kui tegemist on siisteemiga, kus viga viikesed
erinevused algtingimustes pohjustavad suuri muutusi ebakorrapérastes litkkumisgraafikutes.
Poincaré 16ige aitab siis selgitada, kas selles ebakorrapérases litkumises on mingeid seaduspirasusi.
Kéesolevas t60s on kasutatud arvutiprogrammi Maple'i poincare paketti, mis pakub lihtsat
voimalust leida etteantud Hamiltoni siisteemi Poincaré 16iget. Analiiiitilise 1dhenemise asemel
korvutatakse graafiku ehitamisel iga graafikule kantava punkti energiat konkreetse H(0)
algvaartusega. Energia hélbe arvutamiseks protsentides kasutatakse valemit:

H(0) — H(punkt)
H(0)-100

(1.6)

Punktis H(0) =0 nididatakse ainult suurimat absoluutset hélvet. Kuigi kdik numbrilised algoritmid

viivad H viirtusteni, mis on erinevad esialgsest H(0)-st, kuvab Maple ainult suurimaid vairtusi.



I1 ULDISTATUD HENON-HEILES'I VORRANDID

Prantsuse astronoomid M. Hénon ja C. Heiles uurisid tihe liitkumist galaktika tsentri suhtes.
Klassikalises stellaardiinaamikas on tidhtede orbiitide jaoks teada kaks liikumisintegraali: energia
integraal ja impulsimomendi integraal. Ainult nende integraalide abil ei ole voimalik aga kirjeldada
kogu galaktika diinaamikat, kuna klassikalistest integraalidest tulenevalt peaks kiiruste dispersiooni
ellipsoid olema kaheteljeline. Otsestest vaatlustest Linnutees Pdikese timbruses on saadud aga, et
kiiruste ellipsoid on kolmeteljeline. Reaalse kiiruste ellipsoidi seletamiseks tuleb eeldada kolmanda
integraali olemasolu. Nihtuse kirjeldamiseks koostasid M. Hénon ja C. Heiles ligikaudse nelja

vabadusastmega mudeli ja tegid vastavad arvutused. Hamiltoni funktsioonile anti kuju
H=—(p+p) + + (a7 +a,%) +a, %~ +a; 2.1)
2 1 2 2 1 2 112 3 2

kus g, jag, on iildistatud koordinaadid ning p, ja p, vastavad impulsid. Hamiltoni vorrandid on

d
dtql_ op H=p,
d 0
a1 2= 5,, M0
2.2)
d 0

—p,=—H=-q,—2
dtpl aql 9 914,

d _ 9
a2 0q,

2 2
H=-q,—q," +q,".
Juba esialgses publikatsioonis [11] eralduti méirgatavalt uuritavast fiiisikalisest objektist, pohjuseks

asjaolu, et 4-modtmelise faasiruumi korral peaks leiduma kolm liikumisintegraali, kuid kolmas

liikumisintegraal ei olnud mdistlikul viisil avaldatav. Selgus, et moningate arvutieksperimentide



tulemuste graafilised esitused olid kaosega viga sarnased. Seda demonstreeriti Poincare' 16ike abil,

,H= %, H= %, H= }juures punktid, kus

o |—

leides energiate {H =

faasijoon 16ikab p, g, -tasandit. Jirgnevatel piltidel ndeme, et mida suurem on energia, seda

segasemaks muutub pilt, joudes suuremate energiate korral kaose sarnaseks (Joonis 3).
Varsti probleemi astronoomiline taust unustati ja vorrandsiisteemile hakati ldhenema puhtalt
analiiiitilise mehaanika vaatenurgast, pohitihelepanu koondus kaos-kord tileminekute uurimisele.

Hénon-Heiles'i vorrandit modifitseeriti ja saadi iildistatud Hénon-Heiles'i hamiltoniaan:

| 2 1 2 2 2 1 3
H:E<p1 +pz)+5(Aql +Bq2)+quq2—?Cq2, (2.3)

mis koos vastavate vorranditega muutus matemaatiliseks uurimisobjektiks. Leiti sellised
parameetrite A, B, C ja G kombinatsioonid, mille korral kolmas litkumisintegraal on mdistlikul

viisil avaldatav [18, 19, 20, 21]. Praeguseks on vilja pakutud neli kombinatsiooni:

G
— =0
C
G A
—=-1, —=1
C B
(2.4)
G_ 1
C 6
G6__ 1 A_1
C 16 B 6
Kui % =0, siis neli Hamiltoni vorrandit moodustavad kaks autonoomset vorrandite paari
d - _
a: =P
d - _
d; 2P
(2.5)
d
A

d 2
Epz :_BQZ + ng
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Joonis 3. Hénon-Heiles'i siisteemi Poincaré 16iked. Energia kasvades ilmnevad punktide hulgaga
tihedalt kaetud alad, mis laienevad iile kogu piirkonna. Kaootilise liikumise piiriks loetakse

tavaliselt energiataset H = 1/12.

1 1
. H=—
H 24 18
0.4 0.4]
&2 " :
q2 O M“ q2 O &M
-0 " g, -+ 02 Ve
-O,4r_ -0,4
-04-02 0 02 04 04 -02 0 02 04
p2 p2
1 1
H=— H=-~
12 _ 8
] ++"‘-d"""“‘"+
074'-_ -l‘}, %b 0’4-. R 6 b
o2 55,0 . BRI LA\ A
|4 R ST ; | :L i +
2 VNS || 2 A R
_0,2: . ++:' A #w* -0, ":!'1 % :.;ﬂ“'
s 1 "‘ﬁ,_,, b h.l - g
_034'-_ —0’4,- Tk oy opaar WY
04 -02 0 02 04 04 02 0 02 04
p2 p2
1 1
= — H=—
E ™ ) ot T + N A
04-' :ﬁf : t“""'*“: * 0’4- My +“ﬁ; "’4; +f"+ +“‘++
T * +:: Ly +”+ 1 * P P gt o
0,2,* “‘tﬁ,‘ M ?}"& 0250 SXTEY iy B
o - "4 BT e e K AL s "":;““’
q2 O- %+ e ;r :‘_ “*“‘:‘H: e q2 O‘ w4 :&:1.‘ .,,‘;ﬁ:h P el ﬁi :_?
y {“"‘% * -l“} f"‘“; whr 1 * *"‘g" "a-i? i ++++ : ++ +:+
-02] W R e R e 02 P SR
J "“NM. + ++:;a+?l-+§‘. - 9 . +“‘ﬁ‘+ f#"‘ +++ +'|1++ * ’;‘t-u- +
—0’4-_ AR L Wﬁ‘ _0’4- T ::a* Kt: :'H K
04 -02 0 02 04 "04 -02 0 02 04
p2 p2
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Esimene ja kolmas vorrand sisaldavad g, ja p,, teine ja kolmas aga g, ja p,. Molematel paaridel on

analiiiitiliselt avaldatavad tildlahendid, olgugi et teise paari lahend nédeb viga kohmakas vilja.
Lahendid sisaldavad integreerimiskonstante ja seega on voimalik leida ka siisteemi (2.5)
litkkumisintegraalid. Lisaks on leitud, et kombinatsioonide (2.4) esimene ja kolmas variant on
omavahel seotud kanooniliste teisenduste kaudu [22].

Uhest kiiljest on hamiltoniaan (2.3) lihtne mudel, sisaldades harmoonilise ostsillaatori komponenti,
vorrandi (2.3) kaks esimest liiget, ja sundivat joudu, vorrandi (2.3) kaks viimast liiget, kuid just
viimaste liikmete kuju muudab siisteemi kiitumise piisavalt keerukaks. Viikestel energiatel on
stisteemi liikumine domineeritud harmoonilise ostsillaatori komponendi poolt ja on kvaasiperioo-
diline, aga eelnevalt ndidatud (Joonis 3) korgematel energiatel muutub olukord kardinaalselt.
Lisaks kaos-kord iileminekule kitsas energiavahemikus on Hénon-Heiles'i mudeli juures veel
mitmeid huvipakkuvaid aspekte, nditeks on tegemist nn imeliku atraktoriga ning kvantiseeritud
hamiltoniaan annab spektri, kus toimuvad sarnased iileminekud eelpool mainitutele, mis voimaldab

uurida kaost kvantsiisteemides [23].
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IIT ULDISTATUD HENON-HEILES'I VORRANDITE TEISENDAMINE KAHEKS

VORRANDIKS

Tahistame uildistatud Hénon-Heilesi vorrandi Hamiltoni funktsioonis

2 2 Il -3

2
1 3

1 2 2 1
+Ep2+ Aq1+5

1 1
H=—~ L
2 P 2

tildistatud koordinaadid

4 =Wp =W,

ja impulsid
P =W3 P =Wy

Siis saame Hamiltoni vOrranditeks:

da
dtwl_w3
d
de 27"
d 4 )
dtw3__ w, — Gw1w2

d 2 2
EW“ =—Bw2 — Gwl + sz .

Moodustame kaks funktsiooni
4 =A0 +A1 wy —I—A2 12 —I—A3 W —I—A4 Wy

ZQ:BO+B1 wy +BZW2+B3W3+B4W4

ja uurime millistel tingimustel saame moodustada kahest vorrandist koosneva siisteemi:

d
d

d

Asetame z; ja z, avaldised vorranditesse (3.6). Tuletistes

13

2 2
dr g =Ag T A TAg T AN T2A 55 TAR Y,

2 2
dr =By + B2y T By 5 T Byyz” T+ 2By 55 T By, 25

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)



dz dw, dw, dw3 dw,

=A A A A
dr ldtJertJr3dt+4dt’
(3.7
dz, dw, dw2 dw3 dw4
=B +B +B +B ;
dr L dy 2 dt 3dr 4 dt
dw, dw, dw3 dw,
asendame P T T T nende avaldistega vorranditest (3.4)
dz 2 2
o SAWs A, Ay (~Aw, =2 Gwpwy) +A,(-Bw, = Gw," + Cw,)
(3.8)
dz, 2 2
7 =By Bywy & By(~Aw; =2 Gwywy) +B,(-Bw, — Gw,” + Cw,").

Nii et valemis (3.6) saame peale asendusi (3.5) ja (3.8):
Apwy + Agw, + Ay(-Aw =2 Gwpw,y) +A,(-Bwy — Gw* + Cw,’) =Agy + Ay (Ag+Aw,
+Aw, +Ajw, +A4w4) + Ay, (Bo + Bw, + Bw, + Byw; + B4w4) +A,, (Ao +Aw,
+A,w, +Asw, +A4w4)2 +2A,, (Ao +Aw, +Aw, +Aw, —I—A4w4) (Bo + B,w, + B,w,
+ Bywy + Byw,) +Ag, (By+ Bw + Byw, + Bywy + Bw,)’

3.9

Byws + Byw, + By(-Aw; —2 Gwyw,) + B,(-Bw, — Gw,” + Cw,”) =By, + By (Ag +Apw,
+Aw, +Ajw, +A4w4) + By, (Bo + Bw, + Bw, + Byw; + B4w4) + B,, (Ao +Aw,
+A,w, +Asw, +A4w4)2 +2 B, (Ao +Aw, +Aw, +Aw, —I—A4w4) (Bo + B,w, + B,w,
+ Bywy + Byw,) + By, (By+ Bw, + Byw, + Bywy + Bw,)”

Viime molemas vorrandis (3.9) kdik liikmed iihele poole ja grupeerime need wy, w,, w,, w, astmete

jérgi, tdhistades esimese vorrandi kordajad lihtsuse mdttes U, ..U, 5 ja teise vorrandi kordajad

Vl..VIS:
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U1 + U2 wy + U3 wy + U4 W + U5 Wy + U6W12 + U7 WiW, + U8 wWs + U9 wiwy, + Ulo w22
+U, WoWs + U, wow, + U13 w32 +U, Waw, + U15 w42=0

(3.10)
V1 + V2wl + V3 wy + V4 wy + V5 wy + V6 wl2 + V7 ww, + V8 wws + V9 wiw, + Vlo sz

+V, Wwows + Vi, wow, + V13 w32 +Vy, waw, + Via w42 =0.
Selleks, et vorrandid (3.10) kehtiksid iga w, w,, w,, w, korral, peavad koikide wlm ~w2n, kus

n, m=0..2, kombinatsioonide kordajad vorduma nulliga. Nendest tingimustest saame kolme-
kiimnest vorrandist koosneva siisteemi muutujate

Agg Ay Ap Aggs Ay Ags A A Ay, Ay, Ay, By, By, By, By, Byy. By, By, By, B, B3, B, (3.11)

suhtes (Tabel 1).
Molemates vorrandite massiivides U ja V on seitse vorrandit, mis on kas muutujate A, , A, A,
vOi By, B, |, B, suhtes linaarsed ja homogeensed. Esimeses masiivis U on nendeks vorranditeks
Ug, Uy, Uy, Uy, Ups, Uy, U5 jateises masiivis V vorrandid Vg, Vo, Vi, Vs, Vi3, Vg, V5. Antud
seitsmest vorrandist saab moodustada 35 muutujate A,(, A, Ay, VOi By, B, |, B, suhtes lineaarset
ja homogeenset vorrandite kolmikut

71

C(7,3) =m =35.

Homogeensetel vorrandsiisteemidel on nullidest erinevad lahendid ainult siis, kui nende
determinant vordub nulliga ja nii peavad kdigi 35 kolmiku determinandid vorduma nulliga [24].
See tingimus realiseerub koikide kolmikute korral, kui

A;B, —A,B;=0. (3.12)

Determinandid on vilja kirjutatud to6 10pus toodud lisas (Lisa 1).
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Tabel 1. Vorrandite massiivid U ja V.

Siisteemi (3.10) esimese vorrandi liikmete
kordajad (masiiv U)

Siisteemi (3.10) teise vorrandi litkkmete
kordajad (masiiv V)

vabaliige

2
Uy =Ay +Ag Ay + By Ay +Ay" Ay
+2AyByA;; + By Ay =0

2
Vi =By t+ Ay Byy + By By, + Ay By

Uy, =A) Ay + By Ay +2A)A; Ay

Vy=A, By + B, By, +2A, A, By

Us=Ay Ay + By Ay + 240 Ay Ay V3 =4, By + B, By, +2 A, A, By
Uy =A3 A + B3 Ay +24)A3 Ay Vy =43 By + B3 By, +2A, A3 By
Wws -l—(2A3B0—i-2AOB3)A11+2B3B0A02 +(2ASBO+2AOB3)Bll—i-ZB3BOB02
—A =0 — B, =0
Us =A4 Ay + By Ay +24A) A4 Ay Vs =A, By + B, By, +2A, Ay By
—A,=0 —B,=0
S =A% Ay +2A, B A +B Ay +AG | Ve=A7 By +2A, B, B, + B By, + B,G
:0 =0
_— Uy =A; Ay Ayy + (A4 By +4; By) Ay Vo=A; Ay By + (A B, + A B,) By,
2 2 2 2
WaW. Uig=4Ay" Ay + 24 By Ay + By Agy —AC | Vig=Ay" Byy + 24 By By + By By, — B,C
2Wo -0 -0
WoWws Uy =4y A3 Ay + (A3 B, + 4, 33) Ap Vii=A A3 By + (A3 B, + 4, B3) By,
Wy Upp = Ay Ay Ayy + (A4 B, + ABy) Ay Vio=4, A, By + (A; B, + 4, B,) By,
W3Ws3 U13=A32A20+2A3 By A +332A02=0 V13=A32320+2A3 B; By, +332302=0
Waw, Uig=A3 Ay Ay + (Ay By + A3 By) Ay Vig=A3 A, By + (A B; + A3 B,) By,
wawy | Uis=A Ay +2A, By Ay + B2 Ay =0 Vis=A; By +2A, B, By, +B;* By =0
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Vérrandis (3.12) voib valida koik parameetrid nullist erinevateks:

A, B,
A, =—,B,#0
3 B 4
4
A, B
354
A4=B—3,B3¢0
(3.13)
A, B
354
B3=A—4,A4¢0
A, B
473
B4=A—3,A3¢0

kuid kuna iilesanne muutub komplitseerituks jdeti antud variant kdesolevas to6s esialgu korvale.
Valides iihe parameeteri nulliks jdreldub automaatselt, et vihemalt veel iiks parameeter peab

vorduma nulliga

(3.14)

Kaks viimast voimalust iilesande piistitusega ei sobi, kuna pohjustaks osade funktsioonide (w, voi
w,) kadumise valemist (3.5). Seetdttu jdtkatakse valikuga A; =A, =0 (sobiks ka B; = B, =0), mis
tagab, et koik funktsioonid w, w,, w;, w, on vorrandites (3.5) esindatud

7 =AO —I—A1 wy +A2w2

(3.15)
=By +B;w, +Byw, +Byw;+B,w,
Selle valikuga edasi minnes jareldub vorranditest U, 5, U4, U;s, V|3, V|4, V)5 koheselt, et
Ay, =0
(3.16)
By, =0
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ning omakorda vorranditest Ug, Uy, U, ;, U5, Vg, Vo, V1, V), €t

A =0
(3.17)
B, =0
ja 16puks vorranditest Ug Uy, Ujy, et
Ay =0. (3.18)

Pérast sundvalikuid (3.16), (3.17,) ja (3.18) jddb lahendada veel kolmteist vorrandit

U, U,, U, Uy, Us, V), Vo, Vi, V,, Vs, Vi, Vo, V) (Tabel 2). Need vorrandid sisaldavad viit kahe
vorrandi paari, kus kaks suurust rahuldavad homogeenset lineaarset vorrandisiisteemi. Sellisel
sisteemil on nullist erinevad lahendid vaid siis, kui siisteemi determinant vordub nulliga.
Vorrandipaarid ja suurused, mis seda homogeenset lineaarset vorrandsiisteemi rahuldavad, koos
vastavate determinantidega, on voetud kokku jargmisel lehel toodud tabelis (Tabel 3).
Vorrandi V, ja determinandi D, vordlemisel:

D,=A,,B; +B,=0

Vy=B;B, —B,=0

naeme, et

By = Ay (3.19)

Arvestades (3.19) ja determinandi nullidest tulenevaid tingimusi saame vorrandsiisteemi (Tabel 4),

millel on viiga palju lahendeid. Uhe vdimaliku lahendi leiame avaldades A, A, B|jaB,
vorranditest Uy, Us, V, ja Vs ning asetades vastavad viértused iilejdanud vorranditesse. Vorrandid

Vi, V5 ja V), on kooskdlalised kui

(3.20)



Tabel 2. Vorrandite massiivid U ja V peale sundvalikuid (3.16), (3.17) ja (3.18).

Siisteemi (3.10) esimese vorrandi Siisteemi (3.10) teise vorrandi jdrelejadnud liikkmete
jarelejaanud liikmete kordajad kordajad
baliik = = _ 2 —
Vaksrgajr;e Up=Ag) TAgA g+ ByAg =0 V=B, +A, B,y +ByBy + A, B,y =0

w, U,=A|A,y + B A, =0 V,=A,B,,+B,B, +2A,A, B,, +B;A=0
kordaja

W, Uy=Ay Ay + By Ay, =0 V,=A, B+ B, By +2A,A, B,y +B,B=0
kordaja

w, U4=B3A01—A1=() V4=B3BOI_Bl=0
kordaja

w, Us=B, Ay —A,=0 Vs=B,By, —B,=0
kordaja

iy Vy=A,B,,+B,G=0
kordaja

ww, V,=A,A,B,, +B;G=0
kordaja

AR Viy=A, Byy—B,C=0
kordaja

Tabel 3. Homogeenseid lineraarseid vorrandsiisteeme moodustavate vorrandite paarid ja nende

determinandid.
Vorrandid Homogeenseid linaarseid vorrandeid Determinant
rahuldavate suuruste paar
Uy U Ay Ag D,=A; B, —A,B,=0
U, U, Al Ay D,=A,,B; +B,=0
Uy Us Ay Aoy Dy=Ay B, +B,=0
U, V; A, B, D,=G +A,A,; B,,=0
Ve, Vio B, By, D;=-CA/ -GA; =0
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Tabel 4. Vorrandite massiivid U ja V koos homogeensete lineaarsete vorrandsiisteemi paaride

determinantidega.

Siisteemi (3.10) esimese vorrandi Siisteemi (3.10) teise vorrandi Determinandid
jarelejddnud liikmete kordajad jarelejddnud liikmete kordajad
vabaliige | U, =Ayg +ApA;9 +ByA,)= 0 V, =By, +AyB;y —ByA D,=A,B, —A,B,
+Af By, =0 =0
" Uy=A;Ajg +B; Ay =0 Vo=A4;B)y-BAy D,=A;)B; +B,=0
+2AyA; By, +B;A =0
"2 Up=A,A1 +B,Ap, =0 V;=A4,B,)-B,A) Dy=A;yBy+B,=0
+2AyA,B,, +B,B=0
wy U,=B;Ay, —AI:O V4:—B3A]0—B]:0 D,=G +A,Ay By
=0
w, |Us=B,A, -A,=0 Vs=-B,A;)-B,=0 Ds=-CA; -GA
=0
wow, V6:A]2320 +B,G=0
ww, V7=A1AZBZO —/—B3G=O
HoXe) Vig=Ay B,y ~B,C=0
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Osutub, et neid tingimusi arvestades peab
B=A. (3.21)

Edasi avaldame vOrrandist Vi

2
_l BIOAOI +A10 +A

B,,= 3.22
2 2 Ag Aoy 322
ja vorrandist V,
2CA
B,=- - (3.23)
Apy (BloAm T4 +A>
ning 16puks vorranditest U, ja V,
Ago ="A 1o ~ BAn

(3.24)

2
1 AgBigAg1 2 ByAjg Ay ~AgAjg ~ApA
2 Ay '

By, = -

Niiiid on koik vorrandid, kaasa arvatud determinantide nullid, rahuldatud. Esitame tulemused

kokkuvotlikult jargmisel lehekiiljel toodud tabelis (Tabel 5).

Saadud tulemuste pohjal omandab vorrandsiisteem (3.6) kuju:

d
PR =AA 10— BAy TA105 Ay 5

(3.25)
2 2
d Ao Big Ag1 =2 By Ajg Agi ~Ag Ay ~Ag A Y B z-A.z 1 BigAgp T A +A 22
dr 2~ 2 Ay, 10217410 %27 Ay Ay, 1
kus
2 C A,
7 =4y 2 Wi=W,
ByAy A, +A ( )
(3.26)
2CAA,, 2CA,
=By + 5 w; +w,)- 5 wy +wy).
Ay (BloA01+A10 +A) ( ) Ay (BloA01+A10 +A> ( )
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=g 0="%%
(v+ v )
vot 0="v 0="49 0="v
(v+ v+ v0g) oy q 10y Oy Ty
vot 0="v v+ v+ v0lg 1 0="y
(v+ v+ '%%%) oy v+ v+ vl
= m - =
OOy 5z Vo v Oly_= 10g 19190wered eqea 0y
(v+ v+ "%%g) oy v+ v+ v 0g
=g -=
L X vz v 1owered eqea Ylg 1o100wered eqea Oly
Oy 4
= 00g

19190wered eqea Yg

19100wered eqea Oy

v Oy Oy Oy~ 10y Oy Og - Ty Olg Oy T

ZX\OQI o;\oa\lﬂ Of

pelepioy pueligoa
9SI9) (G°¢) TaAISNg

pelepioy pueiioa
QWIS (G°¢) TSNS

pelepioy IpuBlIQA
98191 (9°¢) TSNS

pelepioy pueiiga
WIS (9°¢) TSNS

‘pelepioy (¢ ¢) el (9°¢) opIadIsSNSIPUBLIQA °S [PYEBL
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IV LIHKUMISINTEGRAALI LEIDMINE

Otsime vorrandite (3.25) litkkumisintegraali kujul
2 2 3 2 2 3

Tuletis litkumisintegraalist vordub nulliga

le dZQ dZ 1 dZ 1 dZQ de dZ 1 2
CIOE +COIE +2CZOEZ1 +C11 EZQ-F EZI +2C02EZQ+3 CSOEZI
dz 5 dz, ) ( dz, 5 dz, j dz, 5
C,.|2— —_— C,|l — 2— 3Cy,——2, =0 4.2
+ 21( dtZlZ2+Zl ds +Cp dtZz“L dr 9% +3Cy dr 2 (4.2)
) dzy = dg )
Asendame tuletised a7 ja dr vorranditest (3.6):

2 2
CIO(AOO TApy tAG L T AN T2A, 55 ARG ) +C01(Boo +Biyz T By %
2 2 2
+ By 3 +2311Z112+30212> +2C20(A00+A10z1+A01z2+A20z1 2425
+ Ay, 2°)2 4 Cpi ((Agy + A 20 +Agy 2, + Ay 20 +2 A +Ay, 2°)2, + (B + B
02 )Zl 11(( 00 10 %1 012 20 <1 11 Y% 02 )ZQ ( 00 10 <1
2 2 2
+ By 5 T By 2 2By 55t By )Zl) Jr2Coz(Booﬂglo 5+ By 5 T By 2
+2B +By, 2 )2 +3Can(Agy + A0z + Ay 2+ Az +2A +Ay, 20 )z
11 4% T B 22 )ZQ 30( 00 104 014 T4H20Y 11 4% T A 2 )Zl
2 2 2
JrC21(2 (Aoo T A2 TAy T AN T2A, 55 AR >Z1Z2+Zl (Boo + Bz
2 2 2
+ By 5t Byyz 2By, 25, By 5 )) +C12((A00+A10Z1+A01 H+AyY +24A) 2%
+Ay, 2°)2° +2(By +Bnz + By 2+ Bz +2B +B,,z,° +3Cy.(B
02 %2 )ZQ ( 00 10 %1 01 %2 20 %1 11 %1% 02 %2 )1122> 03( 00
2 2\ 2
+Byyz +By 5+ Bz +2B 55+ Bz )5 =0 (4.3)

Grupeerime vorrandis (4.3) koik liikmed z, ja z, astmete jdrgi, tdhistades kordajad W, ..W,s:
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2 2 3 2 2 3 4
Wl -I—sz1 -l—W3z2-i-W4z1 —|—W5z1z2-|—W6z2 -|—W7z1 -I—Wgzl 22—|— W9z2 Z, +W10Z2 + W11 z,
+ W, 2,2+ Wis 2,2 + W 2,2, + Wis 2, =0 (4.4)
Selleks, et avaldis (4.4) kehtiks iga 7 ja 2 korral, peavad koikide zlm -zzn, kusn,m=0.4,

kombinatsioonide kordajad vorduma nulliga. Saame viieteistkiimnest vorrandist koosneva siisteemi

muutujate

C

o1° Cio0 C

Co0r Coo» G300 Car> Crar Cozs Agor Aors Ao Aoz Ar1> Aggr Boor Bio» Bors Bage Biyrs By
4.5)

100 ~11°

suhtes (Tabel 6).
Viis vorrandit W, , W),, Wi Wiy ja W5 on muutujate Cs00 G515 €y ja Cos suhtes lineaarsed ja

homogeensed. Antud vorranditest saab moodustada viis muutujate Cs, C,,, C|, ja Cy; suhtes

300 -2
lineaarset ja homogeenset vorrandite nelikut

!
C(7,3) = ﬁ =5.
Nagu eelnevas peatiikis juba mainitud, on homogeensetel vorrandisiisteemidel nullist erinevad
lahendid ainult siis, kui nende determinant vordub nulliga ja nii peavad kdigi viie neliku
determinandid vOrduma nulliga (Lisa 2). See tingimus realiseerub koikide nelikute korral

kaheteistkiimnel juhul (Tabel 7), millest vihemalt iiks nendest tingimustest peab kehtima. Kdik

tilejadanud parameetrid Ay A 1> Ay Bygs B> Byos millele tingimusi ei anta, on vabalt valitavad.

Niiteks 10-ndas tingimuses, kus

By, (A1 + By)
B

Ayy="4 B, Ay, = s By =0

11

on vabalt valitavad A, B, ja By,
Vorreldes saadud tingimusi W-dele eelnevalt leitud Aij ja Bl.j komplektiga (Tabel 5) ndeme, et need

rahuldavad isegi mitut tingimust kaheteistkiimnest (rahuldatud tingimused on 5, 7 ja 11). Jarelikult
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Tabel 6. Vorrandite massiiv W.

Vorrandi (4.4) litkmete kordajad (masiiv W)

baliik — -
Vakirga;le Wy =C; Byy + €9 A9 =0

z, kordaja W,=CgA1p T Co1 Bip 72 Cy0Ap T C1 Byy=0

z, kordaja W;=C0Ap T Co1 Byy 72Cpy Byg +C11 Ay =0

2, kordaja | Wy=Cig Ay + Coy By +2 CygAjg+ Cyy Byg +3 C3g Agg + Cyy Byg =0

Ws=2Cy Agg +Cp Ay +2CipA1 +2C Ay 26y By +

z,2, kordaja
Ci1 By T2Cp By +2C, By =0

2, kordaja | We=Cyo Ay + Coy Boy +2 Cop Byy +3 Co3 By + Cyy Agy +C15 499 =0

Z13 kordaja | W;=3 C50A,5 +2 Cyy Ay + €y Byy + Gy By =0

W8=4C20A11 —i_CllAZO—i_2 CllBll +2 COZBZO+3 CSOAOl

2 .
7,7z, kordaja
172 +2C, A +Cy By, +2C, B),=0

W9:2C20A()2 +2C11All +CllBOZ +

2 .
z,z, kordaja
21 4Cp By T3 Cp3 By t2Cy Ay +2Cy By +CppA=0

Z23 kordaja | Wio=Cy Ay, +C Ay +3 Cp3 By +2 Cy By, =0

2 kordaja | Wy, =3 C3g Ay + Cyy Byy =0

21322 kordaja | Wiy =3 C3 Ay + Gy Ayg + Gy By + €y By =0

Z12Z22 kordaja | Wi3=3 C35Ap, +3 Cp3 Byy +4 Cy A + G, Byy +4 Cpp By +Cp Ay =0

22321 kordaja | W43 =3 Cp3 By + Gy Agy + €y Byy + €15 Ay =0

224 kordaja | Wi5=C, Ay +3 C3 By, =0
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Tabel 7. Tingimused W, |, W,,, W5, W, ja W5 lahendite olemasoluks.
Tingimused parameetritele Ay A1 Ay Bygs B> By
B, A
02 111
1 Ay =0,4p,= B » By =0
11
44,7+ 5By A, + By,
2 Ay =0, A0 = B,, By, =0
3 Ayy=0,A,,=0,B,,=0,B,,=0
1
4 Azozo’An:‘Z302’320:0’311:0
5 |A1 =By, By =4y
6 |By=0.B),=0,By,=0
7 |A)y=0,4,,=0,4,=0
1 Bp (4A11 +Boz)
8 A,,=-B,;,A,, = — B,,=0
20 11° 202 » Do
4 B,
9 | Ay =B A; = By By =0,
B (A +B )
02 (<11 02
10 |Ay)y=-4B,,Ap,= B , Byy =0
11
1 3 Ay By B By, Ay
All_ B ’A02_ B
20 20
— 1 3 2, 2 2 4
Agy = 2 (_4311‘420 — T Ay By" T Ay By A ~Ay
By, (A20+Bll)
2 2 3
+24,, \/(A20+B11) (‘AzoBquAuBzo) —4 Ay BT+ 54y B, ByAy,
2 2
12 +4“‘20311\/(‘4207”311) (“Ay By Ay Byy) T4 ByAy By
2
i_zAuBzo\/ (A20+Bn) (_AZOBll +A11320) )
2 2
B Ay By Ay +AZOBlli_2\/ (A20+Bu) (‘A20311+A11320)
02 T B
20
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on vOimalik antud Aij ja Bl.j komplektiga lahendamist jdtkata, kuna see tagab vorrandis (4.1)

kolmandat jarku litkme olemasolu.

Asendame W-de vorranditesse (Tabel 6) eelnevalt leitud Aij ja Bl.j komplekti (Tabel 5) ja ndeme, et

vorrandid Wy, ja W5 on rahuldatud. Vorranditest W,,, W, ja W, jirgnevad sundvalikud

C,=0
(4.6)
Cos=0
ning vorrandist W, tulenevalt peab ka
C,=0. 4.7)

Peale valikuid (4.6) ja (4.7) jadb lahendada veel kaheksa vorrandit (Tabel 8).

Vorrandid Wy ja W, on muutujate A, ja Cy, suhtes homogeensed ja lineaarsed, jérelikult nullist

erinevate lahendite olemasoluks peab siisteemi determinant vordub nulliga

2CpA,0+Cy B,=0. (4.8)
Avaldame determinandist (4.8)
2Cy A
C,, =- (4.9)
11 BlO
ja siis vorrandist Wi
C, A
20 4101
Cop =~ B . (4.10)
10

Edasi avaldame vOrrandist W

2
C _ 1 Cyo (A01310+A10 +A) @.11)
03 Ay Ao By .

ja vorrandist W,
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Tabel 8. Vorrandite massiiv W peale asendusi (Tabel 5) ja sundvalikuid (4.6) ja (4.7).

Vorrandi (4.4) liikmete kordajad (masiiv W)

1 1 2
vabaliikme W, = 9 Ay ( =Co1 AgBigAgr 72 Cy ByAjg Ay + G AgAyy + Gy ApA
kordaja 2
—2Cp A AgA1 —2C Ay Bo) =0
1 1 2
W, = 9 Ay, ( ~4 CyAg AgAyg —4 Cyn Ay, By — €y Ay By Ay
z, kordaja 2
! +2C ByAgAg T CAgA )y +C A A +2ChA) 4y
+2Cyy Bjg Ay, ) =0
1 2
. W; = A ( -Cpy A01 A0A10' Ch A01 B- Coz A01 B Ao +2 Coz A01 BOAIO
z, kordaja 01
2 2
T Cop Ay Ag + CopAgA + CipAg — Co Ay A01) =0
1 1 2 2
2 . W4:‘3 A A (‘4C20A01A0A10+6C30A0 AjgAg T 6 CyAy" Ay By
z,” kordaja 01°%0
2
“2C Ay Big Ay T Co AgBig T Gy Ay TGy A) =0
z,z,kordaja | Ws=2 C,, Ay, +2Cp, B, =0
2 . _ _
z, kordaja | We=Cy; Ay -2 Cp Ajp=0
2
z13 kordaja | W =- 1 ~6 C3A g AgAg T Cp Ay By +C Ay +C A -0
7 2 A01A0
2 2
Z12Z2 kordaja W, =- "3y Ag Ag T CpAgy Big + Cpp Ay + G A ~0

AO IAO
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2 Cy (AgAg T 401 By)
B

Cor = (4.12)

ning vorrandist W,

2
Cyo ( “Ado Big T24,9ByAy +ApAy +A0A)
Ay By

Co= (4.13)

Sellega on koik vorrandid W, ..W, 5 rahuldatud. Esitame tulemused kokkuvdtlikult jargmisel

lehekiiljel toodud tabelis (Tabel 9).
Kasutades saadud tulemusi kirjutame vilja liitkumisintegraali (4.1)

CZO

70 2
/= 3AyAy By (3A0( = AgAg Big T2 By Ay Ay +AgA +A0A)Z1 +6 44 (A0 A0

2 2 2 2 3
+ Ay BO)ZQ+3AOA01 Byzm —0A1gA Ay2 5 —3A0A) 5 '(Am Byt A +A)Z1)

(4.14)

Lidheme iile iildistatud koordinaatidele (3.2) ja impulssidele (3.3) jittes liikumisintegraali avaldisest
vilja ajast soltumatu kogu avaldise kordaja ja ajast soltumatud liidetavad, sest ajast sdltumatu
suuruse korrutamine ajast sdltumatu suurusega ja ajast sdltumatu suuruse lisamine on ikkagi ajast

sOltumatu suurus ja esitab litkumisintegraali
2 2 3 3 2 2 2
J=6Aq,q,+6p p,+3p +3p, —2Cq; —2Cq, —6Cq,q9, —6Cq,"q,+3Aq,
+3A4q, (4.15)

Normeerime liikumisintegraali selliselt, et ta oleks vorreldav Hamiltoni funktsiooniga (3.1)

L, 2 2 1 2, 2 2 1 3 3 2
J=E<P1 TP ) +EA(‘11 T4, )'C‘h qz-?C(qz T4, )' Ca1q9y, TAq19,+ppy

(4.16)

Néeme, et litkumisintegraal (4.16) on tdepoolest teistsugune litkumisintergaal kui Hamiltoni
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Tabel 9. Vorrandite (3.6), (3.5) ja (4.2) kordajad.

A, vaba parameeter Ag =—AvA10 — ByAy, C,=0
2CA,
A, vaba parameeter Al =- 5 Cp3=0
BigAg T4 +A
2CA,
A, vaba parameeter Ay = - 2 =0
BiyAg; + A" +A
2 Gy
Ay =0 By =-4jg 11=—B—
10
2 1
A =0 1 BypAg +A, +A Cip= B (Czo(‘AoAmBlo
1= 20 — 2 A()A() AOI 10 5
1 2410 ByAor +AgAly +4A))
B.. = _i L (AO B AO
Agy =0 00 2 Ay oot Coo = 2 Gy (AgAig T4 By)
2= 2 01 =
=2ByA19 401~ Ao Ao _AOA) Big
_ _ 2CAA _ CoAn
Agy (BioAg +Ay" +4) 10
A =0 B - 2 CAA o __ 1 Co (Ag1 Big +Ay)> +A)
4= 2= 2 30= 7
Aot (BigAg +A0" +4) 3 Ao A1 By
2 CA,
B, vaba parameeter = 3 C,, vaba parameeter
Aot (BioAgi +Ai0" +4)
2CA,
B,, vaba parameeter | B, = - 5
Agr (BigAgr +Ayg" +A)
B =0 By =0
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funktsioon (3.1) voi suvaline funktsioon sellest. Leitud liikumisintegraalis (4.16) sisaldub siiski ka
esialgne Hamiltoni funktsioon ning kuna kahe liikumisintegraali vahe on ka liikumisintegraal, siis

jarelikult voime votta uueks litkumisintegraaliks
J—H=Aql q2 +p]p2—%Cq]3—Cq] q2°. (4.17)

Esitatud litkumisintegraalide leidmiseks kasutatud algoritmi digsust kinnitab tdsiasi, et leitud
integraal (4.17) on kirjandusest tuntud [25, 26, 27, 28]. Meetodid liikumisintegraali leidmiseks

viidatud artiklites on olnud kiesolevas to00s kasutatust erinevad.

Liikumisintegraali (4.14) avaldisest on niha, et vabaliikmed By Agos Ay ja B, koonduvad

liikkumisintegraali ajast sdoltumatutesse kordajatesse ja liidetavatesse ning samuti vaadates
tahelepanelikumalt vorrandite (3.6), (3.5) kordajaid (Tabel 9) ndeme, et vabaliikmed on kdik vabalt

valitavad. Sellest tulenevalt tehti uus katse litkumisintegraali leidmiseks vottes By, Ay, AgJja B
kohe nullideks. Saadi kiill uus Ay ja B, komplekt, kuid see sisaldas tingimust G =-C, B =A ning

leitud litkumisintegraal jai samaks. Lisaks tehti litkumisintegraali leidmise protseduur 1dbi ka

A, B
valemi (3.13) variandi A; = %, B, # 0 jaoks ja jouti samuti tingimuseni G =- C, B =A ning
4

litkkumisintegraalini (4.17). T66 kompaktsuse huvides detailseid arvutusi nendest katsetest siinkohal

el esitata.
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V LAHENDITE KAITUMINE LIIKUMISINTEGRAALI UMBRUSES

Uurime, kuidas kéituvad lahendid Hamiltoni funktsiooni (3.1) liikumisintegraalide iimbruses

1 2 2 1 2 2 2 1 3
sz(pl —}—p2>—+—5<Aql +Bq2>+Gq1q2—?Cq2, 5.1

kus

G A

— =-lja— =1 2

C g (5.2)
Selleks valime kordaja C =1 ja varieerime kordaja G vidrtusi natuke iihele G =-0.97 ja teisele
poole G =-1.03 ning vordleme neid variante litkumisintegraali juhuga G =- 1. Vaatleme kdigepealt

uildistatud Hénon-Heilesi Hamiltoni vorrandite

da
dt‘ll—l’l

d
ar27P2

(5.3)
d 5
dtpl__q1+ 914,

d 2 2
EPZZ_QQ +q1 +92 .

parameetrite ¢/, g2 ja pl koosmdju erinevatel G viirtustel etteantud algtingimuste korral,
projekteerides neljamddtmelise faasiruumi kolmemodtmelisele hiiperpinnale (Joonis 4). Erilisi
varieerimisest tingitud efekte joonisel margata ei ole, vaartustel G =-0.97 ja G =-1.03 on vorgud
vaid tihedamad.

Mbonevorra olulisemad muutused tekivad aga liikkumisintegraalide Poincaré 16igete korral. Leiame
esmalt juba eelnevalt teada olnud integraali
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Joonis 4. Muutujate g/, g2 japl koosmdju erinevatel G viirtustel, algtingimuste g/ (0) =-0.1,

q2(0) =-0.1,p1(0) =0.489, p2(0) =0 korral.

2
G=-0.97
[ 55
-0 55
i1
G=-1
G=-1.03
55

-0.55
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H= % (p°+p)) + %(qlz +9,°) ~ q,°a, — % 4’ (5.4)

Poincaré 16iked kolmel erineval H viirtustel 1H = ,H= % } G variatsioonide

G =-0.97 ja G=-1.03 korral (Joonis 5). Ndeme, et kordaja G =-0.97 korral on Poincaré 16ike
ulatus tunduvalt kitsam ja G =- 1.03 korral monevorra laiem kui litkumisintegraaliga hamiltoniaani
G =-1 korral. Tehtud véike variatsioon pohjustab lahendite kditumises kiill olulisi muutusi, kuid
kaost veel ei paista. Voib arvata, et tegemist on teatud tiiiipi bifurkatsioonijoonega.

Jargnevalt votame vaatluse alla leitud litkumisintegraali (4.17)

J=Aql q2 +pl p2 — % ql’ — g1 ¢2* (5.5)
leides Poincaré 16iked samuti kolmel erineval J viirtustel {J = ZLS’ J= ZLO’ J= ﬁ } G

variatsioonide G =-0.97 ja G =-1.03 korral (Joonis 6). Variatsioonid lahendite kditumist ei mojuta

ning voib eeldada, et siisteem on liikumisintegraali iimbruses stabiilne.
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Joonis 5. Integraali (5.4) Poincaré 16iked kolmel H véirtusel variatsioonidel G =-0.97 ja G =-1.03.

1
H= —
) H="5

0,4

G=-097 g2 %
. U
] ¥

-0&a -04 -02 o 0z 0,4 0,6

-0, -0.4 -02 o 02 0.4 0.6

G=-1.03

-0, -0.4 -0,2 o 0,2 0,4 0.5
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1
10

b)H

n«..‘i'_ + g _-_.-...-.6'

ﬂ*#i..-.l..-..-_i

0.2 5
0,6 -

0,4

-0,2

-0.4

0,4-
0,2-
-0,21

e P

-0,4

~0,4 1

-0.97

G

-1.03

G
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c)H=

\]l»—d

0,8 4
D,ﬁ _ Q
I:I,‘q' . +
G=-0.97 g2 ] ¥
0 §
-0,2
-0,4-
-08 -04 -0.2 1] 02 0,4 0.4
e
0,2
4 . -i‘;+: ot L .
0.6 7 * E\é .
J Q:E +
0,4 -
: e
I:I 2 _- ++ M‘i
gz §§
G=-1 0 +,
] o
-0,2 - o
: I
it .t
_|:|,4-_ R & TP
-0,4 -0,4 -0,2 1] 02 0,4 0,8
e
0,2
D,ﬁ ] #“ - +’-¥v\‘++ .
D,d i + % +
g2 ™
G=-1.03 nd . ; .
024 é . .
4 3 o+
_I:I,4 . * H‘_f ﬁ, - *

-0 -04 -02 0 0z 0.4 0,6
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Joonis 6. Integraali (5.5) Poincaré 16iked kolmel J viértusel variatsioonidel G =-0.97 ja G=-1.03.

1
a)J=——
) 28
0,4 4
|:|:|3 _- M"’"‘H‘t ...Mﬁ;
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Q'E 04 "E : * . 1 }
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KOKKUVOTE

Magistritoo "Uldistatud Hénon-Heiles'i vorrandite liikumisintegraalid" sissejuhatavas osas on
esitatud iildine motivatsioon tegelemaks Hénon-Heiles'i vorrandite ja mittelineaarse diinaamikaga
laiemalt. Jargneb pogus iilevaade liikumisintegraalidega seotud maistetest ja probleemidest nende
leidmisel Hénon-Heiles'i vorrandite nditel. Liihidalt on kokku voetud Hénon-Heiles'i vorrandite
ajalooline taust. T60 kolmandas osas moodustatakse kaks faasimuutujate lineaarset funktsiooni ja
uuritakse, kuidas saab neist moodustada kaks teise astme mittelineaarsustega differentsiaalvorran-
dit, ning neljandas osas leitakse, millisel viisil saab nendele vorranditele vastavusse seada kuni
kolmanda astme mittelineaarsustega litkkumisintegraale. Viljapakutud metoodikat voibki lugeda t66
pohitulemuseks, mille kasutatavust tdestab Hénon-Heiles'i vorranditele leitud liikumisintegraal.

Lopuks uuritakse, kuidas kédituvad lahendid liikumisintegraalide timbruses.
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INTEGRALS OF MOTION FOR THE HENON-HEILES MODEL
KADRI HILLERMAA

SUMMARY

Interdiciplinarity of nonlinear dynamics and the universality of the models there motivate this study
about integrals of motion for Hénon-Heiles system. A brief theoretical insight into the basic
concepts related to integrals of motion clearly brings out one of the fundamental issues in classical
dynamics and shows that finding integrals of motions cannot be considerd a trivial task. Next a
historical background and an overview of Hénon-Heiles problem in general is presented.

The main aim of the thesis was to convert four Hamilton equations in a four dimensional phase
space into two second order nonlinear differential equations, by using two linear functions, from
which integrals of motion can be found in an easier way than otherwise possible from the initial
equations. A method was proposed for finding the integrals of motion with up to third order
nonlinearities. Applicability of the algorithm proposed was confirmed with the integral of motion
obtained for Hénon-Heiles equations. Finally the behaviour of solution in the vicinity of integrals

of motion was examined.
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LISA 1: U, Uy, U, |, U}, Up5, U}, ja U, 5 determinandid. Indeksid {1...7} téhistavad vastavaid

vOrrandeid Ug, Uy, Uy 1> Uy, Uy, Upy ja U;s.

A3 2 A3 B3 B3’
7= | A4A3 A3B4+A4B3 B4B3 |=(A3B4-A4B3)’

2 A4 B4 B4

AL 2 A4 B4 B4
M,,,=| A2A4 A4B2+A2B4 B4B2 |=0
Al A4 Al B4+ A4 Bl B4BI

| A4A3 A3B4+A4B3 B4B3 |
Mg,=| A2A4 A4B2+A2B4 B4B2 |=0
Al A4 Al B4+ A4 Bl B4BI

A3 2 A3 B3 B3’
My, =| AlA4 AlB4+A4BI B4BI |=- (A3 B4-A4B3)’(A3 BI + Al B3)
A4A3 A3B4+A4B3 B4 B3

AF 2 A3 B3 B3’
M,,=| Al A4 AlB4+A4BIl B4BI |=-(A3B4-A4B3)*(A4 BI — Al B4)

A4 2 A4 B4 B4

| A2A4 A4B2+A2B4 B4B2 |
M,,=| A¥  2A3B3 B3 |=(A3B4-A4B3)*(A4B2—A2B4)
2A4B4 B4

| A2A4 A4B2 +A2B4 B4B2 |
Myg,=| AF 2 A3 B3 B3 |=- (A3 B4-A4B3)*(A2BI —Al B2)
Al A4 Al B4+ A4 Bl B4BI

| A2A3 A3B2+A2B3 B3B2 |

Mysg=| A3 2 A3 B3 B¥ [=0
A4 A3 A3B4+A4B3 B4B3

| A2A3 A3B2+A2B3 B3B2 |

My,=| A3  2A3B3 B3 |=-(A3B4-A4B3)°(A3B2—A2B3)

A4 2 A4 B4 B4
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346 —

M7=

My =

M3 =

235~

M, 5o =

M5, =

M, 6=

M, ;=

M, 5=

[ A7A3

A2 A4

A4 A3

[ A7A3

A2 A4
A4

[ AIA3

A2 A4
A3

A3B2+A2B3
A4 B2 +A2 B4
A3 B4 + A4 B3

A3 B2 +A2 B3
A4 B2 + A2 B4
2 A4 B4
Al B4 + A4 Bl

A3B2 +A2B3
A3 B4 + A4 B3

Al B4 + A4 BI
A3 B2 +A2 B3
2 A4 B4
Al B4 + A4 BI
A3 B2 +A2 B3
2 A3 B3

Al B3 +A3BI
2 A3 B3
A3 B4 + A4 B3
Al B3 +A3BI
2 A3B3
2 A4 B4
Al B3 +A3BI

A4 B2 +A2 B4
A3 B4 + A4 B3

Al B3 +A3BI
A4 B2 + A2 B4
2 A4 B4
Al B3 +A3BI
A4 B2 + A2 B4
2 A3B3

B3 B2 |

B4 B2

B4 B3

B3 B2 |

B4 B2

BI B4 |

B3 B2

B4 B3

BI B4 |

B3 B2
B4

BI B4 |

B3 B2

B3 BI |

B4 B2

B4 B3

B3 BI |

B4 B2

B4

B3 BI |

B4 B2
B3’

= (A3 B4-A4 B3) (A3 B2 — A2 B3) (A4 B2 — A2 B4)

— (A3 B4-A4 B3)(-A2 B4 + A4 B2)?

—- (A3 B4-A4 B3) (A3 Bl — Al B3) (A4 B2 — A2 B4)

=-(A3B4-A4B3)(A4Bl —Al B4) (A4 B2 — A2 B4)

— - (A3B4-A4 B3)(A3 Bl — Al B3) (A3 B2 — A2 B3)

—- (A3 BI — Al B3) (A3 B4 — A4 B3)?

= (A3 B4-A4 B3) (A4 Bl —Al B4)(A3 B2 —A2 B3)

—- (A3 B4-A4 B3) (A4 B2 — A2 B4) (A4 BI — Al B4)

= (A3 B4-A4 B3)(A3B2 —A2B3)(A3 Bl —Al B3)
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M,,s=

My, =

M, =

M,,; =

135 =

M, 5=

M,y =

M5, =

M,¢; =

Mg, =

[ AIA3

Al A4

[ A1A3

Al A4

A2 A4

[ A1A3

Al A4

A4 A3

[ AIA3

Al A4
A4

[ A1A3

A2 A3
AF

[ A7A3

A2 A3

A4 A3

[ A1A3

A2 A3
A4

[ A7A3

A2 A3

A2 A4

[ A7A3

A4 A3

[ Al A4

A4 A3
A4

Al B3 +A3BI
Al B4+ A4 BI

2A3B3
Al B3 +A3BI1

Al B4+ A4 BI
A4 B2 +A2 B4

Al B3 +A3BI1
Al B4+ A4 BI
A3 B4 + A4 B3

Al B3 +A3 Bl
Al B4 + A4 BI
2 A4 B4
Al B3 +A3 BI
A3 B2 +A2 B3
2 A3B3
Al B3 +A3BI

A3 B2 +A2B3
A3 B4+ A4 B3

Al B3 +A3BI
A3 B2 +A2B3
2 A4 B4
Al B3 +A3BI

A3 B2 +A2B3
A4 B2 +A2 B4

Al B3 +A3BI
A3 B4 + A4 B3
2 A4 B4
Al B4 + A4 Bl
A3 B4 + A4 B3
2 A4 B4

B3 BI |

BI B4
B3’

B3BI |

Bl B4

B4 B2

B3BI |

Bl B4

B4 B3

B3 BI |

Bl B4
B4

B3BI |

B3 B2
B3

B3 BI |

B3 B2

B4 B3

B3BI |

B3 B2
B4

B3 BI |

B3 B2

B4 B2

B3 BI |

B4 B3
B4

BI B4 |

B4 B3

B4

= (A3 B4-A4 B3) (A3 Bl —Al BS’)2

= (A3 B4-A4 B3)(A2 Bl — Al B2) (A4 BI — Al B4)

= (A3 B4-A4 B3)(A3 Bl — Al B3) (A4 BI — Al B4)

= (A3 B4-A4 B3) (A4 Bl — Al B4)2

—- (A3 B4-A4 B3)*(A2 BI — Al B2)

=- (A3 B4-A4B3)(A3B2 —A2B3)(A2Bl — Al B2)

— - (A3 B4-A4 B3)*(A4 Bl — Al B4)
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M7 =

467 ~

M,se=

Myys=

My, =

M,y =

[ A243

A4 A3

[ A2 A4

A4 A3
AL

[ A2 A4

A3

A4 A3

[ AIA3

A2 A4

[ Al A4

A2 A3

A2 A4

[ A1A3

Al A4

A2 A3

A3B2+A2B3
A3 B4+ A4 B3

2 A4 B4

A4 B2 + A2 B4

A3 B4+ A4 B3
2 A4 B4

A4 B2 +A2 B4

2A3B3
A3 B4 + A4 B3

Al B3 +A3BI
A4 B2 +A2 B4

2A3B3

Al B4+ A4 BI
A3B2+A2B3
A4 B2 +A2 B4

Al B3 +A3BI1
Al B4+ A4 BI
A3 B2 +A2B3

B3 B2 |

B4 B3

B4 B2 |

B4 B3
B4

B4 B2 |

B3’

B4 B3

B3 BI |

B4 B2
B3

BI B4 |

B3 B2

B4 B2

B3BI |

Bl B4

B3 B2

=- (A3 B4-A4 B3)2(A4 B2 — A2 B4)

— (A3 B4-A4 B3)*(A3 B2 — A2 B3)

= (A3 B4-A4B3)(A3B2 — A2 BS’)2

—- (A3 B4-A4 B3) (A4 B2 — A2 B4) (A2 Bl — Al B2)

= (A3 B4-A4 B3)(A3 Bl — Al B3) (A2 BI — Al B2)
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LISA 2: W,,, W,.,

13>

Wi Wips Wis, Wiy ja Wis.
[ 3.420 B20
3-A11 A20+ Bll
My, =

0

3-A02 4-All + B02 A20+4-Bl1 3-B20

A02

W,, ja W5 determinandid. Indeksid {1...5} tdhistavad vastavaid vorrandeid

0 0
B20 0

All +B02 3-Bll
M, =9 A20°(BI1 A20 +5BII> - B20All — B20 B02) + 18 BI1(2 A20 BII> —3 A20 B20 Al1

— A20B20 BO2 — 2 B20A11 B11) + 9 B20°(A20 A02 + AI1* + Al1 BO2 + A02 BI1)

[ 3-A420 B20 0 0
3-Al1 A20+BI1 B20 0
3-A02 4-All +B02 A20+4-Bll 3-B20

0 0 A02 3 B02

M35 =

M, =9 A20°(B02 A20" + 5 B02 B11- B20 A02) +9 A20(4 B02 BI1* - BI1 B20 A02

—5B20B02Al11 — B20 BO22) -36 B20A11 BO2BI11 +9 BZOZ(A]] A02 +A02 B02)

[ 3.420  B20 0 0
3-A11 A20+BIl  B20 0
Myys =
0 A02  All +B02 3-BIl
0 0 A02 3 B02

M, =9 A20°(B02 A1l + B02’- B11A02) +9 A20(B11 BO2 A1l + B11 B02* - BII> A02

— A02 B20B02) +9 A11 B20(B11 A02 — Al1 B0O2 — B02*)

[ 3-420 B20 0 0
3-A02 4-All+B02 A20+4-BII 3-B20
Mas=1 A02 All +B02 3-BII
0 0 A02  3BO2

M,=9A20(4 B2 AII* +5A11 B02* — 4 AI1 BI1 AO2 + B02° — 5 B02 BI1 A02 + A02” B20

— A02 B02 A20) +9 A02(A02 B20 B11 — B20 BO2 A1l — B20 B02%)

[ 3-A11 A20+BII B20 0
3-A02 4-All+B02 A20+4-BIIl 3-B20

Mas=| A02 All +B02 3-BII

0 0 A02  3BO2

My =9 A11°(4 BO2 A1l + 5 B02* — 4 BI1 A02) +9 A11 BO2(B02 — 6 BI1 A02 — 2 A02 A20)

+9A02(A11 A02 B20 - A20 B02*> + A20 B11 A02- B11 B02* 4+ B11* A02 + A02 B20 B02)
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