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EESSONA.

Kiesolev korgema matemaatika kursus on méisratud
tehnikumide o&pilastele.

Raamat sisaldab analﬁﬁtilise geomeetria ja diferentsiaal-
ja integraalarvutuse aluseid. Koostamisel on arvestatud teh-
nikumides kdérgemale matemaatikale madratud piiratud tun-
dide arvu ja sellepdrast opik sisaldab kéige tarvilikumat
materjali. :

Esiplaanile tostetakse iilalnimetatud distsipliinide pé&hi-
moistete ja meetodite selgitamine. Seoses raamatu iilesan-
dega ¢i toimu monede osade kisitlemine tdieliku matemaa-
tilise rangusega.

Kéaesolev raamat on moéeldud 6pikuna, kuid ta voib olla
Oppevahendiks ka isedppimisel.

Iga peatiiki 16pul on harjutusi Gpilastele iseseisvaks ldbi-
tootamiseks ja moningaid teoreetilist laadi lihtsamaid kiisi-
musi, millede eesmirgiks on siivendada tekstis esitatud teo-
reetilist materjali.






I OSA.

TASAPINNALISE ANALUUTILISE GEO-
MEETRIA ALGED.

Sissejuhatus.

Analiiiitilise geomeetria uurimisaineks on geomeetri-
liste kujundite (jconte, pindade jne.) tundmadppimine
algebra kaasabil.

Juba elementaargeomeetrias tutvume algebra drakasuta-
misega geomeetriliste iilesannete lahendamisel, néiteks nii-
nimetatud algebra rakendamisega geomeetrias, ja vaatleme
geomeetrilisi suurusi ‘(pindalasid, ruumalasid jms.), mida
voib viljendada arvudega. Kuid elementaargeomeetria ei
lahenda kiisimust, kuidas viljendada arvude abil koige olu-
lisemat geomeetriliste objektide omadust, mis on matemaa-
tika objektide hulgas omane ainult neile, — nende kuju ja
vastastikust asendit.

Seda kiisimust opitakse tundma analiiiitilises geomeetrias
néndanimetatud koordinaatide meetodi abil. Koordinaatide
meetodi olemus seisab selles, et see meetod annab voimaluse
punkti asendi madramiseks (tasapinnal ja ruumis) arvude
(koordinaatide) abil ja joone misramiseks joone punktide
koordinaate siduva vorrandi abil ning sel viisil voimaldab
uurida geomeetrilisi kujundeid algebra abil, ja timberpoor-
dult — illustreerida algebra kiisimusi geomeetria abil. Ana-
liiitilise geomeetria loojaks on prantsuse matemaatik ja filo-
soof Descartes (1596—1650).



I peatiikk.

Ristkoordinaadid,  Lihtsamaid iilesandeid kodedic
naatide meetodi rakendamiseks.

§ 1. Suunatud sirglsigud. Votame sirglsigu AB (joo-
nis 1). Vaatleme seda sirgloiku kui pidevalt liikuva punkti
teed sirgldigu iihest otsast, mida nimetame alguseks, teise
otsani, mida nimetame 16puks. Uheaegselt punkti poolt 1&bi-
kaidud tee pikkuse vaatlemisega vaatleme ka punkti liiku-
mise suunda. Niiviisi jouame suunatud sirgléigu mois-

A B M «f\ Vi B CN

t T t »
Joonis 1. Joonis 2.

teni. Suunatud sirgléigu mérkimisel lepime kokku kirjutada
esimesele kohale tiht, mis margib sirgldigu algust, ja teisele
kohale téht, mis mirgib sirgldigu 16ppu. Niiteks punkti lii-
kumisel A-st B-ni moodustunud sirgloiku mirgime AB
(joonis 1), Sama sirgloiku, kui see on moodustunud vastas-
suunalise liikumise poolt, mirgime BA . Vaatleme mitut
sirgel MN asetsevat sirgldiku (joonis 2). Olgu sirge MN
suund M-st N-ni. Siis méned sellel sirgel asetsevad sirgl6i-
gud, nditeks AB, BC, DC, suunalt iihtivad MN suunaga,
kuna teistel, nagu BA , CD , DA , on suund vastupidine. Esi-
mesel juhul nimetame sirgldike positiivseiks ja nende suunda
iseloomustame méargiga, pluss (4-), teisel juhul aga nega-
tiivseiks ja nende suunda iseloomustame mirgiga mii-
nus (—). Seega, kui sirgléigu AB pikkus, ehk teisiti abso-
luutvidrtus? on a, siis ldhtudes oeldust, :
AR =g 4 ;
1 Siit jirgneb, et sirgldigu pikkus véljendub alati positiivse
arvuna, kuna sirgloik ise vgib viljenduda nii positiivse kui negatiivse
arvuna,
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sest sirgléigu AB suund iihtib sirge MN suunaga, aga sirg-
loik
BA=—aua,

sest sirgloigu BA suund on vastupidine MN suunale.
Toodud vordustest jirgnevad pohilised seosed

BA—=-—AB, (1)
AB -1 BA —0; (2)

Siit jargneb, et kui elementaargeomeetrias sirgloigud on
absoluutsuurusteks ja sirgléik AB = BA, siis analiiiitilises
geomeetrias vaatleme neid kui relatiivseid suurusi: nad voi-
vad olla nii positiivsed kui negatiivsed. Sellepéarast on AB
ja BA juba erinevad sirgléigud, mis on vordsed absoluut-
vadrtuse poolest, kuid margilt vastupidised. Naiteks, vottes
pikkuse iihikuks sentimeetri, leiame, et sirgloigu AB abso-
luutvasrtus on 3 cm, siis sirgloik AB = -3, aga sirgloik
BA ——3, ja seosed (1) ja (2) antud arvude puhul viljen-
- duvad samasustega

4+38=—(—3) ja 484 (—3) =0.

. § 2. Suunatud sirgldikude Litmine. Vaadeldes sirgldike
relatiivsete suurustena, viljendame nende liitmise reegli. -
Suunatud sirgloiku AB voime vaadelda kui punkti
liitkumise tulemust algseisust A Ioppseisuni B. Kaks
iiksteisele jargnevat lifkumist: punktist A punktini B ja
A B C G A [}

g .
T T

Joonis 3. - Joonis 4.

punktist B punktini C, mis asuvad samal sirgel (joonis 3),
moodustavad nende liikumiste summa ehk kahe suunatud
sirgléigu AB ja BC summa, — Summa, mis on ekvivalentne
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ithe liikumisega esimese sirgloigu algpunktist teise sirgloigu
16pp-punktini.

Niisuguse kahe suunatud sirgléigu summa definitsiooni
puhul on 6ige vordus:

AB | BC = AC, (3)

mis jadb kehtivaks punktide A, B ja C igasuguse vastas-
tikuse asendi puhul sirgel.

Vorduse (3) kehtivus on silmanihtav, kui punktid A,
B ja C asetsevad iiksteise suhtes nii, nagu see on niidatud
joonisel 3.

On kerge veenduda vorduse (3) kehtivuses punktide mis-
tahes teise vastastikuse asendi puhul. Nii. joonis 4 niitab
juhtu, kus punkt A on punktide B ja C vahel. Jooniselt nih-
‘tu:b, et

AB+ BC=AB-+ BA 4 AC = AC,

sest AB + BA =0 vorduse (2 ) pohjal. Jarelikult summa
véljendub jille sirglgiguna AC.

Siit jargneb kahe suunatud sirgléigu liitmise reegel:

Kahe suunatud sirgléigu Jliitmiseks
tuleb esimese sirgloigu 16pp asetada
kokku teise sirgldigu algusega; siis esi-
mese sirgldigu alguspunkt on summaldigu
alguseks ja teise sirgloigu 16pp-punkt
summaldigu 16puks.

Seost (3) on kerge laiendada suunatud sirgldikude iga-
sugusele arvule ja niidata, et iihel ja samal sirgel asetse-
vate sirgloikude AB, BC, CD St o KL Stumima: 0T
AB-LBCLCDL |, 4 KZ— AZ punktide A, B, C,
...., Z igasuguse vastastikuse asendi puhul sirgel.

§ 3. Sirgjoone punkti koordinaat. Lihtudes suunatud
sirgléigu mdistest, voime punkti asendi sirgel maiidrata
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arvuga. Selieks votame sirgel vabalt valitava punkti
O (joonis 5) ja loeme selle algpunktiks. Mé&drame sirgel
positiivse suuna, niiteks vasemalt paremale. Siis iga punkti
M asend sirgel madratakse tdiesti sirgloiguga OM, kusjuures
algpunktist O paremal asetsevaile punktidele vastavad posi-
tiivsed ja vasemal asetsevaile punktidele negatiivsed sirg-
16igud. Umberpoordult, igale suunatud sirgléigule OM vas-

(0] g M

Joonis 5.

tab sirgel ainult iiks kindel punkt M — sirgléigu OM 16pp.
Niisiis igale punktile sirgel vastab kindel suunatud sirgloik
ja timberpoordult, igale suunatud sirgloigule — kindel punkt
su gel.

Niiiid v6éime maarata punkti M asendi arvuga. Selleks
votame sirgel positiivse sirgléigu OP pikkuse iihikuks
(joonis 5) ja leiame sirgloigu OM ja OP suhte. See suhe
on vordne mingi arvuga x, S. O.

_on

TR Ol) )
mis on positiivne v6i negatiivne, olenevalt sirgloigu OM
suunast. Niisiis igale sirge punktile M vastab iiks kindel
relatiivne (s. o. positiivne voi negatiivne) arv ja jarelikult
punkti asendile sirgel vastab kindel arv. Seda arvu mnime-
tatakse punkti koordinaadiks. Umberpsordult, igale
arvule z vastab kindel punkt M sirgel, nimelt sirgloigu OM
16pp, méadratud vordusega OM = OP -z, mis jargneb
vordusest (4).

Koordinaadi &« kuuluvust punfktile M méirgitakse M (z).
Algpunkti O nimetatakse koordinaatide alguseks ja alguse
koordinaati loetakse nulliks. Seega sirge punkti koordinaat

(4)
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oleneb koordinaatide algusest, sirge suunast ja pikkus-
ithiku valikust. Koordinaatide alguse iimberpaigutamisel,
sirge suuna muutmisel voi uue pikkusiihiku valikul oman-
dab antud punkti koordinaat uue arvulise vaartuse.

Kui iitleme, et on antud punkt, siis see tdhendab, et on
antud punkti koordinaat. Leida punkt — tdhendab leida
punkti koordinaat. Selleks, et ehitada koordinaadi kaudu
antud punkt, on tarvis joonestada sirge, miirata selle
positiivne suund (harilikult vasemalt paremale), valida
koordinaatide algus O ja pikkusiihik. Pirast seda asetada
sirgele, alates punktist O, sirgloik, mille pikkus valitud
modduiihikuis vastab antud punkti koordinaadile. Kui antud
punkti koordinaat on positiivne, siis sirgloik votta alates
punktist O, sirge positiivses suunas, kui negatiivne, siis
vastassuunas. Sirgele paigutatud sirgléigu 16pp maéadrab
punkti asendi sirgel.

Nédide 1. Sirgel on antud punktid M, ja M, (joo-
nis 6). Leida nende punktide koordinaadid.

l\t/fzx L L xo s Ml 1 S
: ~4-35-3 -3 -1 e U
| S|
P
Joonis 6.

Lahendus. Valime sirgel positiivse suuna (niida-
tud noolega), koordinaatide alguse O ja pikkusithiku p.
Kuna pikkusiihik »p mahub sirgldigusse OM, tipselt kaks
korda ja punkt asub paremal pool algusest O, siis punkti
M, koordinaat on + 2, mida kirjutatakse‘:‘Ml(—{— 2%

Kuna p mahub sirgligusse OM » 3,0 korda ja punkt M =
asub vasemal pool algusest O » siis punkti M, koordinaat on
— 3,5, mida kirjutatakse: M,(—3,5).
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Nédide 2. Ehitada punktid M,(—4) ja M,(v/ 2).

Lahendus. Valides sirgel positiivse suuna, koordi-
naatide alguse O ja pikkusiihiku ja mérkides vasemal algu-
sest O sirgloigu OM, =—4, leiame otsitava punkti M,
(joonis 7). Punkti M, (+ vV 2) ehitamiseks joonestame algul
ruudu, mille kiilg vérdub valitud pikkusiihikuga (joonis 8).
Niisuguse ruudu diagonaal, kooskélas Pythagorase teo-
reemiga, vordub 1/ 2. Asetades niiiid sirgele algusest O
paremale sirgléigu, mis on vordne ruudu diagonaaliga,

leiame otsitava punkti M, (joonis 7).
@

Joonis 7. Joonis 8.

N
0]
z

)

\

Ulesanne. Leida kahe punkti vaheline kaugus.
Teades kahe punkti koordinaate, vbime miirata nende-
vahelise kauguse.
Olgu antud kaks punkti. M, (z,) ja M,(x,) (joonis 9).
On tarvis leida nende punktide vaheline kaugus.
Seose (3) po6hjal kirjutame:
oM, 4 M.\M,=0M,, MM,=MO+ OM,.

Viljendades ‘sirglﬁigud MO ja OM, punktide M, ja M,
koordinaatide kaudu, saame:

OM,=2x,, MO=—=x Ol

1’
- Siit leiame:
M.M,=M_0 + OM,=—ux, + z,

ehk
M1M2 S ) L b
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Tihistades sirgloigu M,M, pilkkuse siimboliga M, M, ja
vottes arvesse, et punktidevaheline kaugus on positiivne
suurus, saame valemi

MM,=|z,—=z,]|, (5)

kus, nagu see on iildiselt viisiks, |x,—x,| tdhistab vahe
x, — x, absoluutviirtust.

O M M

; . e M, o M, 4
i ' i s ' | L 1 —
W ' SR SRR B S
h————Xz——" T T

Joonis 9. Joonis 10.

Kuna seos (3) on kehtiv punktide O, M, ja M, igasuguse
asendi puhul sirgel, siis valem (5) jadb digeks punktide M,
ja M, mistahes asendi puhul sirgel. Joonisel 10 mnéiteks
@, =4 2, x,=—3. Jarelikult

MM, =] (—8)— (+2) |=|—5|=5.

§ 4. Tasapinna punkti koordinaadid. Ristkoordinaatide
ehk Descartes’i koordinaatide siisteem. Kui punkt asetseb
kusagil tasapinnal, siis ei ole voimalik masrata tema asendit
iiheainsa koordinaadiga. "

Punktj asendi midramiseks tasapinnal on vaja kahte
arvu (kahte koordinaati) ja koige lihtsamalt voib seda
madrata niinimetatud ristkoordinaatide ehk Descartes’i
koordinaatide siisteemis. Misiramine toimub jargnevalt.

Vétame tasapinnal kaks ristiolevat suunatud sirget OX
ja OY (joonis 11), ja nende 16ikepunkti O vdtame neile
asetatavate sirgloikude alguseks. Loeme sirgel OX positiiv-
seks suunaks suuna vasemalt parémale, aga sirgel OY —
alt iiles. Lopuks valime mnendel sirgetel pikkusiihikuks
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(mddduithikuks) * niiteks sirgldigu @ . Niilid nende sirgete
abil véime miirata iga punkti M asendi tasapinnal. Selleks
joonestame punktist M ristsirged sirgetele OX ja OY.
Need ristsirged mirgivad sirgetel OX ja OY tiiesti kindlad
punktid N ja P, millede koordinaadid olgu z ja ¥, s.o.

OV e OP

A= = Ja Y :—a—,

Umberpoordult, kaks koordinaati mairavad tiiesti punkti

M asendi; tGepoolest, kui on antud #-i ja y-i kindlad viir-
tused ja asetame sirgetele OX ja OY neile vastavad sirgloi-
gud ning sirgldikude l6ppudes joonestame sirgetele OX ja
OY ristsirged, siis need 16ikuvadki iithes kindlas punktis.

Y Y
y
P 2 M N Y
! ' > X
b4 y (0] 1 2 3
{ N 2 -14
O gt il
x ! P
e M
a
Joonis 11. Joonis 12.
Nii, vottes @« = 4+ 8, y =—2 ja teostades kirjeldatud ehi-

tuse, leiame ithe kindla punkti M (joonis 12). Sellesama
punkti M leiame, kui m#idrame punkti N sirgel OX, mis
vastab arvule x, piistitame sellest ristsirge OX-le ja ase-
tame sellele sirgldigu, mida viljendab arv y: selle sirgloigu
16pp midrab ainsa punkti M (joonis 11). Punkti M leidmist
antud arvude = ja w pohjal nimetatakse liihidalt punkti
ehitamiseks (konstrueerimiseks). Kokku vottes, tasa-

1 Mooduiihikud telgedel OX ja OY voéivad olla ka erinevad, kuid
harilikult voetakse iiks ja sama mooduiihik.
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pinna igale punktile vastab ainult iiks paar relatiivseid arve
(koordinaate) x ja y, ja iimberpoordult — igale arvude x
ja y paarile vastab tasapinnal iiksainus punkt.

Arve x ja y nimetatakse punkti koordinaatideks.
Koordinaati z nimetatakse punkti abstsissiks ja
koordinaati ¥ — punkti ordinaadiks. Seda tosiasja,
et punkt M on méasratud koordinaatidega x ja v, kirjuta-
takse M(z, y), kusjuures sulgudes esimesel kohal
on abstsiss ja teisel ordimnaat. Suunatud sir-
geid OX ja OY nimetatakse koordin aattelgedeks.
Esimest nimetatakse abstsisstel jeks ehk X-teljeks
(iksteljeks), teist ordinaatteljek s ehk Y-teljeks
(igrekteljeks). Punkti O nimetatakse koordina atide
alguseks. Alguse koordinaadid on z — 0 Jja y—90  Abst
sisstelje iga punkti ordinaat vérdub nulliga ja igal punk-
til, mis asetseb ordinaatteljel, on abstsiss vérdne nulliga. Nii
on joonisel 12 punkti N abstsiss z — 3 ja ordinaat y =0,
punktil P on abstsiss @ = 0, aga ordinaat y = — 2.,

Joonistest 11 ja 12 on samuti
néha, et punkti M abstsissi z abso-
luutvéartuseks on punkti M kaugus
ordinaatteljest, kusjuures abstsissi
mirk nditab, kas punkt M asetseb
5 —x ordinaatteljest paremal v vasemal,
aga ordinaadi ¥y absoluutviirtuseks
] vV on punkti kaugus abstsissteljest,
kusjuures ordinaadi mark niitab,

daons No kas punkt M asetseb iilal- voi allpool
abstsisstelge. Telgede OX ja OY siis-

teemi nimetatakse lithidalt X0V siisteemiks. See siisteem
Jagab tasapinna neljaks osaks, mida nimetatakse veerandi-
teks ehk kvadrantideks, millede loetelu vastavate
andmetega on toodud rooma numbrite jirjekorras jooni-
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sel 13. Erinevates kvadrantides asetsevate punktide koordi-
naatidel on erinevad mirgid, ja nimelt:

Kiadriat Abstsissi Ordinaadi
mirk mark
I wiE Tk
TE e e
III o B
IV -+ e

Joonisel 14 on niidatud punktid M (4;2), M,(—2,3),
M,(—38, —3) ja M,(3, —2), mis asetsevad erinevates
kvadrantides.

¥
i
5.
4_
M, (-23) |
'
: 2 __-___,___.A:‘((‘l,z)
d '
'
1 1 :
: '
R e —_— o
s iker ot PR SRS B T SR
l =i .
' '
) __2___________};
; My4(3,-2)
R
M;(-3;-3)
—5-.
Joonis 14.

Nédide 1. Tasapinnal on antud punkt M (joonis 15).
Leida selle punkti koordinaadid.
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Lahendus. ([Piistitades punktist M ristsirge MN tel-
jele OX ja modtes sirgloigud ON ja MN , leiame: x = ON —
—_ 25: y=NM=38,4. Sama leiame, kui joonestame
punktist M koordinaattelgedele ristsirged MN ja MP ja
mosdame telgede sirgldigud ON ja OP.

Niide 2. Ehitada punkt M(—3, —4).

Y
M ____'g’;,’
-3 E__3
=2 ]
-1 ]
A LRRAUITET )
Pt — X
S N Lo O SO ot i
_.2_
_3_
.
-4
Joonis 15.

Lahendus. Joonestame koordinaatteljed OX ja OY,
valime pikkusiihiku ja leiame punkti N, mis on sirgldoigu
ON — — 3 lopuks. Piistitame selles punktis ristsirge X-tel-
jele, miargime sellel  ristsirgel, lugedes X-teljest allapoole
(otsitava punkti ordinaat on negatiivne), . sirgloigu, mis
si;aldab neli pikkusiihikut. Selle sirgloigu 16pp ongi otsita-
vaks punktiks M (joonis 16). Sama punkti M leiame, kui
votame koordinaattelgedel sirgloigud ON = —3 ja OP =
= —4 ja joonestame libi punktide N ja P sirged, mis on
paralleelsed telgedega, kuni nende 16ikumiseni {iiksteisega
(punktis M).
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Mirkus. Kirjeldatud meetod punkti asendi leidmi-
seks tasapinnal arvude abil on kdige lihtsam, kuid ei ole ain-
saks; peale selle meetodi on lugemata hulk teisi voimalikke
meetodeid.

YA

i : 4 s + 4 » X

-1 4-1

=2 +-2

-3 +-3

gt c L 0
M

Joonis 16.

§ 5. Kahe punkti vaheline kaugus. Olgu antud kaks
punkti: M (x,, y,) ja M . (%, , ¥,). Eeldame esiteks, et neid
punkte ldbiv sirge on paralleelne telJega OX (joonis 17).
Jarelikult y, =y, ja MM, = N,N, . Kooskdlas valemiga (5)
sirgléik NN, =z, — &, Siit Jargneb et

MM,=|z,—z,|. 6}

Samuti, kui z,=2,, s. 0. kui punkte M, ja M, labiv
sirge on paralleelne teljega OY , leiame, et

szlyz—?hl- (7)

2 Korgema matemaatika kursus 17



Kui 2, @, ja y,7~Y, , siis punkte M, ja M, labiv sirge
ei ole paralleelne ei ithe ega teise koordinaatteljega (joo-
nis 18).

Joonestame 1dbi punktlde M, ja M, sirged, mis on vasta-
valt paralleelsed telgedega OX ja OY . Nende sirgete 1oike-
punkti tdhistame R; selle punkti koordinaadid, nagu seda on
kerge ndha, on (#,, ¥,). Valemite (6) ja (7) pdhjal leiame:

M;R:[xz—lxll, WZZIyZ—'yll-

er
YA el
: M,
M M I\ o
s ) |7- | \ > X
1y, Yy I
1 ] |
1 X Xa | Sose)
2 X l X; 4
N, Ny AT LW R t
Ryl/;(?,(\ M'
q ]
Joonis 17. Joonis 18.

Taisnurksest kolmnurgast M BM, saame:
MM,=V MR+ RM};

asetades M R® ja RM,? viirtused, leiame 16puks:

MM,=d=v (z,—z)*+ (y,—y,)°. (8)

Valemis (8) esineva juuremirgi all on vahede w, .
ja 9y, — y, absoluutviirtuste ruutude asemel véetud Vahede

endi ruudud, sest absoluutviirtuse ruut on vordne arvu
enda ruuduga

Valemis (8) juur viljendab kaugust kahe punkti vahel
Ja seda kui positiivset arvu vetakse margiga - .
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Kui iiheks punktiks on koordinaatide algus, s. o. punkt
O(O 0), ja teise koordinaadid tdhistame (z, y), siis saame
valemi punkti kauguse jaoks koordinaatide algusest:

d=V a*+9°. (8%)

Niaide. Leida punkt, mis on vordseil kaugusil kolmest
antud punktist: M, (1, 2); M,(—1, —2); M, (2, —5).

Lahendus. Leida punkt — tidhendab leida punkti
koordinaadid. Tahistame otsitava punkti tihega M ja selle
koordinaadid — #, v . Tdhendab, meil on tarvis leida kaks
tundmatut: « ja y, milleks iilesande tingimuste kohaselt
tuleb koostada kaks vorrandit:

MM=MM ja MM=MM

(me arvestame, arusaadavalt, kaugusi viljendavate sirgloi-
kude absoluutvairtusi).

Valemi (8) pohjal kirjutame:

O BN e § sl b T |
MM = (& +1)°+1(v+2)°
MM=V (x—2)*+ (¥ +5)*
Nii saame kaks v6rrand’i‘t tundmatutega @ ja y:
VE—12+ @—23°=V (@+1)"+ (¥ +2)*,
VE+1)24 (y+2)2=V &—2)*+ (¥4 9)2.

Nende vorrandite lahendeina leiame: 2=, y =

Jarelikult otsitav punkt on P( '2" L2y,

Méarkus. Otsitav punkt on punkte M,, M, ja M,
lébiva ringjoone keskpunkt.
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§ 6. Sirgldigu jaotamine antud suhtes. Selle all mbiste-
takse jargmist tlilesannet:

‘On antud kaks punkti: M, (2,, v,) ja M,(z,, y,) (joo-
nis 19). Oletame, et kolmas punkt M, mille asend
(s. o. koordinaadid) ei ole teada, jaotab sirgloigu M ,M, nii,

et suhe MM on vordne antud arvuga 1 .
MM,

On tarvis leida punkt M,
Y4 o My s. 0. tema koordinaadid z, ¥.
Elementaargeomeetriast tea-
M me, et sirgloigud MM, MM, ,
NN ja NN, on vordelised.
i Seepirast voime kirjutada:
N N N MM _NN_
MM, NN,
Joonis 19.

(tingimuse pdhjal).
Valemi (5) pShjal on:

NN=xz—wx, ja NN,=2,—2.
Siit jargneb:

MM g
» WM T e et
millest leiame punkti M abstsissi z:

o -+ Az,

T (9)
Analoogiliselt leiame punkti M ordinaadi y':

y="0t2 4 (10)
Eri juhul, kui punkt M jagab sirgligu M,M, pooleks,
giig gl '
S5 R

1, ja valemid (9) ja (10) esinevad siis kujul
o=0%n  (gr) y—_tth

(10%)
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Niaide 1. Leida punkt M(x, y), mis jagab punktide

M,(2, 3) ja M,(3, —3) vahelise sirglsigu suhtes > -

Lahendus. Antud juhul 2=%,

y, =3, y,=—3. Valemitest (9) ja (10) saame:

B0 L

2 2
2473 16 3+5~.(_3)
* e s Yt

2 %2
1+5—

\]‘:o

2 e
1+5—
Niisiis otsitay punkt on M (%7, 2).

Niaide 2. Toestada, et sirgloik, mis {iihendab kolm-
nurga kahe kiilje keskpunkte, on paralleelne kolmanda
kiiljega. ‘

Lahendus. Asetame koordinaatteljed nii, et koordi-

naatide algus iihtiks kolmnurga iihe tipuga ja telg OX kolm-
nurga selle tipu ldhiskiiljega
(joonis 20). Kolmnurga tip- X 2
pudeks on punktid O(0, 0),
A(x,, 0), B(%,, ¥,). Sirg-
16ik CD iihendab kiilgede OB
ja AB keskpunkte. On tarvis
toestada, et CD on paral-
leelne sirgega OA ehk tel-
jega OX . Kuid selleks on (@) A
tarvis, et punktide C ja D
ordinaadid oleksid vordsed.
Punktide C ja D ordinaadid v, ja y, miiratakse valemi
(10*) jargi:

Joonis 20.

+Y3__ ¥ G s i
e =>L 2.

Yo Sially D

Jarelikult y, = ¥,, S. 0. sirge CD on paralleelne kiil-
jega OA .
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Nédide 3. Kahele materiaalsele punktile M, (x,, y,)
ja M,(,, y,), millede massid on vastavalt m, ja m, , mojub
raskustung. Leida selle siisteemi raskuskeskme koordi-
naadid.

Lahendus. Nagu mehaanikast on teada, asub ras-
kuskese sirgléigu M M, niisuguses punktis N (z, ¥), mis
Jjagab selle sirgloigu osadeks, mis on poordvordelised punk-
tidele M, ja M, mdjuvate tungidega, s. 0. suhtes =24 — "

mig ey
kus ¢ on raskuskiirendus. Arvestades seda asjaolu, saame:

My My

~m1+“71w2 _?/1""”71?/2

e M y s Mg

14 e

ehk
— M maxy g YL + may,
myt+m, ° y my +my
Harjutusi.

1. Leida kolmnurga tumberméot, kui kolmnurga tippudeks on
punlktld (3’ 4); (*2; 4); (2’ 2)-

Vastus: 54+8V 5.

2. Toestada, et kolmnurk tippudega (—8, —2), (1, 4) ja
(—5, 0), on vordhaarne,

8. Niidata, et kolmnurk tippudega (—1, 1), (1, 3) ja (— Vs,
24 V 8) on vordkiilgne, - :

4. Niidata, et kolmnurk, mille tipud asuvad punktides (14,=2)
(3, 4) ja t—1, 4), on taisnurkne,

5. Niidata, et punktid (85 0)5 (0,0 26) " (7 ey 4 (i)
asuvad ringjoonel, mille keskpunktiks on punkt (4 , — 3). Millega vor-
dub selle ringjoone raadius?
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6. Leida punkt, mis on iithekaugusel punktidest (0, @) (L 0)
Ja €0 2).
1
Vastus: (—2 ) 1) . :
7. Leida punkt, mis on iihekaugusel punktidest (==4;3),i(4,:2)
JaiCbg el :
1 9 17
Vastus: (TS—’ ﬁ) .
8. Leida punkte (0, 0), (4, 2) ja (6, 4) ldbiva ringjoone kesk-
punkt.
Vastus: (—3, 11).
9. Leida teljel OX punkt, mis on iihekaugusel punktidest (0, 5)
ja (4, 2).

H
Vastus: (—— 8 0) :
10. Leida punktid, millede kaugused punktist (1, 3) on 5 pik-
kusiihikut ja teljest OY 4 pikkusiihikut.
Vastus: (4, 7)), 4, —1), (—4, 3).
11. Leida punkt, mis jaotab punktide Pi(—2, 3) ja Pz2(4, 6)
vahelise sirgloigu suhtes 2 : 3.

2 1
Vastus: (5 , 4 ;)‘) s
12. Ieida punktid, mis jaotavad punktide Pi(—3, —17) Ja
P2(10, 2) vahelise sirgloigu kolmeks vordseks osaks.

Vastus: (1%, ——4), -(52—;, —1).

13. Sirgloigu keskpunktiks on punkt (—1, 2) ja itheks otspunk-
tiks punkt (2, 5). Leida sirglGigu teise otspunkti koordinaadid.

Vastus: (—4, —1).

14. Leida mediaanide pikkused kolmnurgal, mille tipud asuvad
punktides (3, 4), (—1, 1) ja (0, —3).

Vastus: gVE;, ;1/2_6, % V140

15. Toestada, et igas tdisnurkses kolmnurgas pikkus mediaanil, -
mis iithendab tdisnurga tippu hiipotenuusi keskpunktiga, on pool hiipo-
tenuusi pikkusest.

16. Trapetsil OABC on paralleclkiiljed OA ja CB risti kiiljega
OC . Kilje AB keskpunktiks on punkt D. Toestada, et OD=Ch
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17. Punktidesse A (4, 6) ja B(— 2, 7) on asetatud koormad suu-
rusega vastavalt 60 g ja 40 g. Leida selle siisteemi raskuskeskme
koordinaadid.

Vastus: - (1, 636, 4).

18. Kolme punkti A(—1, 0), B(—2, 4) ja C(4, —5) on ase-
tatud koormad suurusega vastavalt 30 g, 50 g ja 70 g. Leida selle siis-
teemi raskuskese.

Vastus: (1, —1).

Juhis. Algul leida raskuskese M slisteemil, mis koosneb min-
gist kahest antud punktist, nditeks A ja B, ja siis raskuskese punk-
tide siisteemil, mis koosneb punktidest M ja C. ‘

19. Toestada, et kui siisteem koosneb n punktist Aq(wt, Y1),
Ab (o iays)oicile A,(x,, ¥,), miledes on koondatud vastavalt mas-
sid ot 5yt m, , siis selle siisteemi raskuskeskme koordinaadid
miidratakse jairgmiste avaldistega: 3

Ty + XMy - ... o, S yymy - Yy . - Yy,
ey e e I s 1 =
my+met...+m, -’ my 4 my ...+ m,

20. Teades, et iihtlase kolmnurkse plaadi raskuskese asub medi- -
aanide 16ikepunktis, viljendada raskuskeskme koordinaadid kolmnurga
tippude koordinaatide (1, Y1), (@2, y2) ja (w3, ys) kaudu.

e i i L
3

Vastus: z = g y1+y32 +ys

b

II peatiikk,

Sirgjoon.

§ 7. Sirgjoone vérrandj mdiste, Sirgjoone vérrand tou-
suga (nurgateguriga). Eelmises peatiikis vaadeldi kiisimust,
kuidas médrata punkti asendit tasapinnal arvude abil. Peale
selle lahendati seal méned lihtsamad iilesanded, millede

lahendamine toetus eranditult nimetatud pohimdtte rakenda-
misele,

24



- Kuid koordinaatide meetodit ei rakendata ainult iiksi-
kute punktide asendi midramisega seotud kiismustes. Sel-
gub, et selle p6himétte — médrata punkti asend tasapinnal
koordinaatide abil — laiendamine annab voimaluse teostada
algebra meetodite abil ka punktist keerulisemate geomeetri-
liste kujundite — joonte tundmadppimist. Sellele iilesandele
asume alates lihtsaimast joonest, s. o. sirgest. Sirgjoone
asend tasapinnal on taielikult méaratav kahe sellel sirgel
asuva punkti kaudu: kahte antud punkti 13bib ainult iiks
sirge. Kuid sirge asendit voib kahe sellel sirgel asuva punkti
asemel méadrata mone teise kahe andmega. Koordinaadisti-
kus sirge asendi méidramise mitmesuguste viiside hulgas
osutub viga sobivaks sirge tundmadppimise otstarbel laialt
rakendatav sirge asendi midramine jargmistel andmetel:

1) sirge loikab &ra teljel OY sirgldigu b,

2) moodustab teljega OX nurga .

Need kaks tingimust miiravad ainult iihe sirge. Sest
sirgeid, mis 16ikavad dra teljel OY sirgloigu b, voib joones-
tada kuipalju tahes, aga neist ainult iiks moodustab tel-
jega OX nurga ¢ . >

Samuti voib joonestada kuipalju tahes sirgeid, mis moo-
dustavad teljega OX nurga ¢ — ko6ik need sirged on iiks-
teisega paralleelsed. Kuid neist sirgetest ainult iiks l6ikab
dra teljel OY sirgloigu, mis on vordne b-ga.

Olgu meil antud sirge, mis 16ikab teljel OY b-ga vordse
sirgloigu ja mille tousunurk telje OX suhtes on ¢ (joonis 21).
Seejuures sirge téusunurgaks ¢ telje OX suhtes (ehk lihtsalt
tousunurgaks ¢) loeme nurka, mis tekib telje OX positiivse
suuna poorlemisel vastu kellaosuti liilkumise suunda kuni
ithtimiseni sirgega.

Kujutleme endile sirget moodustatuna punkti pideval
liikumisel. Selle punkti liikumisel muutuvad tema koordi-
naadid, omandades punkti iga kindla asendi puhul kindlaid
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arvulisi vidrtusi. Tahistame selle liikuva punkti M(x, y).
Jarelikult koordinaadid (z, ¥) muutuvad punkti M liikumi-
sel mooda sirget. Kuna punkt liigub, jaddes kogu aeg sir--
gele, s. 0. liigub geomeetriliste tingimustega méadratud sea-
duse jargi, siis ka koordinaadid (x, y) peavad muutuma
kindla seaduse jargi.

YA

Sk iy

o o)

Joonis 21,

Niiteks kuj antud sirge on koordinaattelgede-vahelise nurga XOY
poolitaja (joonis 22), siis nurgapoolitajal liikuva punkti M koordi-
naadid 2 ja y muutuvad, kuid punkti M iga asendi puhul abstsiss «

ja ordinaat y on vordsed.
Y
4 Kui iihele koordinaadile, nii-
teks abstsissile #, anda mingi
arvuline viirtus, siis ordinaat
y omandab juba kindla arvu-
—%  lise viidrtuse, mis vastab vabalt
voetud - abstsissi x viidrtusele,
ja nimelt niisuguse, mis vas-
tab punkti M asendile sirgel sel
momendil (s. o. valitud z viir-
Joonis 22. tusel).
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Jarelikult y-i muutumine s6ltub 2-i muutumisest voi
iimberpoordult, kui muudame vabalt ordinaadi y vairtust,
siis 2-i muutumine s6ltub -1 muutumisest. Seega sirgel lii-
kuva punkti M muutuvad ehk, nagu neid nimetame edaspidi,
jooksvad koordinaadid (x, y) peavad olema kindlakujuli-
selt vastastikku seotud. Et kindlaks misrata nimetatud vas-
tastikust seost, vaatleme punkti M monda asendit sirgel.
Olgu sel puhul koordinaatide (x, y) arvulisteks vairtusteks

‘wr

i :

/ o loe—X —») i

Joonis 23.

(z,, 9,) (joonis 23). ‘Taisnurksest kolmnurgast PMN
saame : ‘
NM =PNtggp

ehk, kuna NM =y, — b ja PN =z,

y,—b=kz,, (1)
kus k=tgop.
Viotame punktile M teise asendi. Olgu selles uues asen-
dis punkti M koordinaatide (x, y) vaartusteks (x,, v,).
Joonisest 24 saame seose

; y,— b= ka,. (2)
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Vaadeldes vordusi (1) ja (2), nideme, et jooksvate koordi-
naatide (z, y) arvuliste viirtuste seosed on molemal juhul
ithe ja sama kujulised. Kui vétaksime punktile M veel kol-
manda, neljanda jne. asendi, siis seos punkti koordinaatide
arvuliste vadrtuste vahel sdilitaks oma kuju. Selleparast selle
seose kindlaks m#dramiseks, mis on iikks ja sama sirge
punkti M iga asendi puhul, oleks tegelikult olnud kiillaldane
vaadelda punkti M ainult iihte vabalt valitud asendit meie

Y A M/

le— O —>y

X SR

2

Joonis 24,

sirgel. Sel teel saadav seos oleks iildiselt kehtiv punkti M mis-
tahes asendite puhul, s. o. iildiselt kehtiv jooksvate koordi-
naatide (x, y) koéigi arvuliste vadrtuste puhul. Seega meie
arutlused v6ib kokku véotta jargmiselt. Votame sirgel lifku-
vale punktile M mingi vaba asendi (ehk, mis on sama,
votame sirgel mingi punkti M). Tahistame - selle punkti
koordinaadid (x, 7). Arvestades geomeetrilisi andmeid, mis
madravad six_-ge, madrame kindlaks seose %-i ja y-i vahel.
Antud juhul leiame:

ehk

.



~ Kuna punkt M (x, y) sirgel on vdetud vabalt, siis koik
selle punkti suhtes deldu jaidb kehtivaks selle sirge iga teise
punkti kohta, s. o. seost (3) peavad rahuldama antud sirge.
mistahes punkti koordinaadid.
Oeldust jargneb, et kui votame antud sirgel kindla
punkti ja asetame selle punkti koordinaadid jooksvate koor-
dinaatide asemele seosesse (3), siis see seos peab muutuma

arvuliseks samasuseks.
Y/ /
M(xY) ]
}{

D,

/ O SR L e

Joonis 25,

Vétame niiiid punkti viljaspool sirget. Kui votta, kasu-
tades joonist 25, kaks niisugust punkti — iiks sirgest korge-
mal, teine madalamal, siis lihtsa ehituse pohjal on kerge

veenduda, et korgema punkti puhul > k , aga madalama

punkti puhul == < k. See niitab, et antud sirgel mitte-

asetsevate punktlde koordinaadid ei rahulda vorrandit (3).
Seost (3) nimetatakse sirge vorrandiks.

Seega kui punkti koordinaadid rahul-
davad sirge voérrandit, siis see punkt
asetseb antud sirgel. Kui nad aga ei
rahulda sirge vorrandit, siis punkt ei
asetse antud sirgel
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Tahendab, selleks et méirata, kas antud punkt asetseb
antud sirgel voi ei, tuleb sirge vorrandis jooksvad koordi-
naadid asendada antud punkti koordinaatidega. Kui vorrand
muutub samasuseks, siis punkt asetseb sirgel; kui aga asen-
damine viib vorratusele, siis punkt ei asetse sirgel.

Néadide. On antud sirge y=2x-+3 ja punktid
A(—1,1),B(—3,4),C2,7),D(0,2),0(0,0). Mairata,
missugused neist punktidest asetsevad antud sirgel.

Lahendus. Asetades antud sirge vérrandisse punkti
A koordinaadid, s. o. vottes x =—1, y=1, saame:

e na o IR S | el B A [ O [ I
Jéarelikult punkt A asetseb antud sirgel.

Asetades antud sirge vorrandisse punkti B koordinaa-
did, saame: ;
4=2:(—38)+3;4=—6+3;4 =—3 — ebadige vordus.
Jérelikult punkt B ei asetse antud sirgel. '

Uurides samuti punkte C, D ja O, selgub, et antud sir-
gel asetseb punkt C, aga punktid D ja O el asetse sel sirgel.

Poordume niitid tagasi vorrandi (3) juurde. Sellest vor-
randist (3) nahtub, et vérrand (1) on z ja y suhtes esimese-
astmeline, 2) sisaldab jooksvaid koordinaate z ja ¥y, mis on
muutuvad suurused ja 3) sisaldab suurusi k& ja b, mis
maaravad s_irge asendi tasapinnal valitud koordinaatide
susteemi XOY suhtes, ‘kusjuures % ja b on jaivad
(konstantsed) suurused.

Igale kindlale sirgele vastavad suuruste k ja b kindlad
vaartused ja timberpoordult, igale k ja b kindlale vair-
tuste paarile vastab kindel sirge. Suurused k ja b kannavad
sirge vorrandi (3) parameetrite nimetust. Parameet-
rit k =1tg ¢ mnimetatakse sirge t6usuks ehk nurgategu-
riks ja parameetrit b algordinaadiks. Vérrandit (3)
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nimetatakse sirge voérrandiks tousuga ehk
nurgateguriga. Kui sirge téus % on positiivne, siis sirge
tousunurk ¢ on terav, sest teravnurga tangens on positiivne
arv; negatiivse k& puhul sirge tousunurk @ on niiri.

Kirjeldatust on niha, et sirge vorrandi mi#ravad para-
meetrite k ja b vadrtused ja et leida sirge vorrand
— see tdhendab leida vérrandi parameet-
rite vadrtused.

Néide 1. Sirge algordinaat on — 3 ja sirge moodus-
tab teljega OX nurga 30°. Leida sirge vorrand.

Lahendus. Tingimuse kohaselt on meil: k—
— tg 30° = T/l_a, ; b=—3. Vorrandis (3) on siis k= -‘}3 ja
b =-— 3 ning sirge V()rrand Ol 1) == {/13 x—3.

Niaide 2. Leida punkti (2, —5) lidbiva sirge vor-
rand, kui sirge moodustab teljega OX nurga 45°.

Lahendus. Sirge vorrandil on kuju: y — ka +b.
Leida sirge vérrand — see téhendab leida parameetrite k& ja
b vddrtused, s. 0. leida kaks tundmatut iilesande andmete
najal. :
Kuna iilesandes on oeldud, et sirge moodustab teljega
OX nurga 45° siis saame esimese vérrandi:

B te a1

mis antud juhul osutub juba lahendatuks. ‘
Peale selle on teada, et otsitav sirge Idbib punkti
(2, —5); see tihendab, et koordinaadid (2 , —b) peavad
rahuldama otsitavat vorrandit, s. o. peab olema &ige vordus
—b5=2k L b.
Nii saime vorrandsiisteemi :

%

=1,
—5=2k+b(
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Vorrandsiisteemi lahendamine annéb fo—=di bt .
Seega otsitav vorrand on: y =2 — 7.

Markus. Selle asemel, et 6elda ,,léida, sirge vorrand®,
oeldakse oige sageli ,leida sirge®.

Niaide 3. Joonestada sirge, mille vorrand on

y=4x —3.

Lahendus. Vorrandist nihtub,
et algordinaat on — 3, s. 0. sirge ldbib
punkti (0, —3). Selle asemel, et ehi-
tada nurk, mille tangens oleks 4 voi
leida see nurk tabelite jargi (mis kies-
oleval juhul annaks vaid nurga ligi-
o) —=X kaudse viaartuse), on lihtsam méarata

sirge ehitamise otstarbel veel iiks
punkt, mida ldbib sirge. Selleks anname

(0,-3) gl
/ ! abstsissile z mone vaidrtuse, niiteks 2,
ja méadrame ordinaadi ¥y vastava
Joonis 26, vadrtuse:

y=4:-2—3=5.

Ehitades niitid punktid (0, —3) ja (2, 5), joonestame
1abi nende sirge (joonis 26).

§ 8. Koordinaattelgzedega paralleelsete sirgete ja koordi-
naattelgede vorrandid. Nagu oli selgitatud § 7-ndas, olene-
valt sirge asendist tasapinnal, nurgateguriga sirge vorrandi

parameetrid & ja b omavad neid voi teisi arvulisi viartusi.
Vaatleme eri juhul teljega OX paralleelset sirget, mis aset-
seb teljest kaugusel b (joonis 27), ja midrame selle sirge
vorrandi, kusjuures b loeme positiivseks, kui sirge asetseb
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teljest OX kérgemal ja negatiivseks, kui sirge on teljest OX
madalamal. '

On silmanihtav, et sellel juhul sirge 16ikab dra teljel OY
sirgloigu b; seega algordinaat on b. Teljega OX paralleelne
sirge moodustab selle teljega nurga 0°. Seepdrast k =
—tg 0° =0 ja vorrand (3) omandab kuju:

Y =0l
ehk Iihtsamalt: ! ]
; et (4)

Jarelikult vorrand (4)  on . lihendatud kuju voOrrandist
y=0-x-+ b, jaxisisaldava liikme puudumine tekkis selle
tagajarjel, et k& muutus nulliks. Jooksev koordinaat x on
muutuv suurus ja sirge erinevaile punktidele vastavad eri-
nevad «-1 vaartused. Nii nditeks punktis M, abstsiss x =z,
punktis M, abstsiss # = x, ja eri juhul punktis O abstsiss
x=0. Vorrand (4) naitab, et z-i koikide vadrtuste juures
ordinaat y jaab vordseks b-ga ja see iseloomustabki sirget,
mis on paralleelne teljega OX ja on sellest teljest kaugu-
sel b. :

Seega teljega OX paralleelse ja sellest
teljest kaugusel b asetseva sirge vorrand
omab kuju:

Analoogiliselt teljega OY paralleelse ja sellest teljest kau-
gusel [ asetseva sirge vorrand omab kuju:

=1, (6)

S. 0. & = [ ordinaadi y koikide vaartuste juures (joonis 28),
mis on iseloomustav teljega OY paralleelse sirge kohta. Tel-
jega OY paralleelse sirge vorrandit ei ole voimalik esitada
kujul (3), sest kiesoleval juhul ¢ = 90° ja tousu k=1g¢
ei ole olemas, €i ole olemas ka sirgloiku b .
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Kui vorrandeis (4) ja (6) hakkame vdhendama para-
meetrite b ja [ absoluutvéirtusi, siis saame sirgeid, mis on
paralleelsed telgedega OX ja OY ja millede kaugused neist
telgedest muutuvad ikka ja ikka viiksemaks. Lopuks, kui
b=0 jal=0, need sirged iihtivad vastavalt telgedega OX
ja OY . Niisiis telje OX enda voérrand on

y=20, (7)
ja telje OY vorrand on
10" (8)

Vorrand (7) niitab, et abstsissi a koikide vaartuste
puhul ordinaat y jaab vordseks nulliga. Aga see ongi telje
OX punktide omadus. :

w}

fe 0 perds oo

R
o
¥
P

Joonis 27. Joonis 28.

Vorrand (8) niitab, et‘ ordinaadi y koéikide vaidrtuste
puhul abstsiss x jadb vordseks nulliga. See ongi telje OY
punktide omadus.

§ 9. Sirge vorrandi iildkuju ja selle eri juhud. §§-des 7
ja 8 vaatlesime sirge ko6iki voimalikke asendeid valitud
koordinaatide siisteemi XOY suhtes ja tegime kindlaks, et
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iga sirge viljendub esimese astme vérrandiga jooksvate
koordinaatide (x, %) suhtes. Naltame niitid, et on maksev
ka iimberpoordud lause:

Iga jooksvate koordinaatide suhtes esi-
mese astme vé6rrand

Aw -t By ¢ — O (9)

kus A, B ja C on konstantsed kordajad, vialjendab sirg -
joont (s.o. punktid, millede koordinaadid rahuldavad
seda vorrandit, moodustavad sirge).

Toéepoolest, eeldades, et B=£0! ja lahendades vor-
randi (9) y suhtes, saame: :

=——r—=. (9)
Téhistades — =b ja it =tgp=Fk, mis alati on véima-

lik, sest iga arvu véime vaadelda mingisuguse nurga tan-
gensina, véime méirata nurga ¢ ja ehitada sirge, mis moo-
dustab teljega OX nurga ¢ ja mille algordinaat on vérdne
b-ga.

Koostades oeldu péhjal selle sirge vorrandi, saame:

y=kx+b,

S. o. vorrandi (3), mis viljendab sirgjoont. Jirelikult vor-
rand (9') voi sellega identne vorrand (9) viljendab sirg-
joont, kui B -£40.

Vaatleme niiiid juhtu, kui B = 0. Sel juhul vérrand (9)

omandab kuju: Az 4 C =0 ehk & =—2.
Tahistades ——(’—1 =1, saame vorrandi
G g (6)

! See tingimus on tarvilik, sest vérrandi (9) lahendamisel »
suhtes tuleb jagada B-ga, nulliga aga jagada ei saa.
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s. o., kooskolas § 8-ndaga, teljega OY paralleelse sirge vor-
randl Seega vorrandit (9) voib kordajate igasuguste vaar-
tuste puhul teisendada moneks meie poolt vaadeldud sirge
vorrandiks. Jarelikult iga jooksvate koordinaa-
tide z ja y suhtes es1mese astme voérrand
valjendab sirgjoont.

Vorrandit (9) nimetatakse tildkujuliseks sirge
vorrandiks. J

Vaatleme niiiid iiksikasjalisemalt vorrandi (9) mond
eri juhtu.

C=0, A=£0, B#0.

Vorrand (9) omandab kuju:
Ax |- By =40 . (10)
Punkti (0, 0), s. o. koordinaatide alguse koordinaadid rahul-
davad vorrandit (10). Jirelikult kui sirge vorran-
dis* puudub vaba liige, siis sirge ldbib
koordinaatide algust. ;
T, A 200 B a0 i
Vorrand (9) omandab kuju:
By + C=0 ehk
C
Y ' (11)
Tahistades —-—%: b, saame:
y=b, & (4)
see aga on teljega OX paralleelse sirge vorrand (§ 8).
Niisiis kui A =0, vérrand (9) vialjendab

girpetim s omn pa‘ralleelne teljega OX.

36



1L B=0;4_20.0C 0. Nagu juba nagime, oman-
dab vorrand (9) sel juhul kuju: Az + C=0 ehk z=— &
ehk, 16puks,

(i) Y (6)

ja viljendab sirget, mis on paralleelne teljega OY .

Niigiis kui B=0, voérrand (9) valjendab
sirget, mis on paralleelne teljega Q¥ ;

Kokku véttes, kui vorrandis puudub 2-i sisaldav liige,
siis sirge on paralleelne teljega OX . Kui vorrandis puudub
y-t sisaldav liige, siis sirge on paralleelne teljega OY .

IV. A0 @ — 0 B U
Voérrand (9) omandab kuju: By = 0 ehk
: Y= U (7)
mis, nagu nigime § 8-ndas, on telje OX vorrandiks.
A B—0C — O A0
Vorrand (9) omandab kuju: Az = 0 ehk
A=) 3 (8)

mis, nagu nigime § 8-ndas, on telje OY vorrandiks.

Niide 1. Sirge 3z + 5y =
— ( libib koordinaatide algust,
sest antud vdrrandis puudub
vaba liige.

Sirge 22— 5 =0 on paral-
leelne teljega OY, sest antud

: b B Bl G 1,2
vorrandis puudub ordinaati ¥ | .( !
sisaldav liige. ! :
Vorrandit 3z =0 véib kir- S e rn
jutada kujul # =0, mis on P R i

telje OY vorrand. Joonis 29.
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Nadide 2. Ehitada sirge, mis on antud vorrandiga
3x+4y—11=0.

Lahendus. Leiame esiteks kaks punkti, mis asetse-
vad sel sirgel. Selleks anname abstsissile & kaks mingisugust
arvulist vdartust ja leiame ordinaadi y vastavad vaidrtused.
Olgu néiteks x = 1. Siis ordinaadi y viirtus on y—=2.
Vétame niitid x =—3, saame y —=5. Nii leidsime kaks
punkti (1, 2) ja (— 3, 5), mis asetsevad ehitataval sirgel.
Ehitades need punktid, joonestame libi nende sirge (joo-
nis 29).

§ 10. Lineaarfunktsioon. Oppijad on tutvunud funkt-
siooni mdistega iiksikasjaliselt juba algebra ja trigonomeet-
ria Oppimisel. Tuletame siin meelde funktsiooni definit-
siooni. Kui iithe suuruse muutumine séltub teise suuruse
muutumisest, siis esimest nimetatakse funktsiooniks ehk
soltuvaks muutujaks ja teist argumendiks ehk s6ltumatuks
muutujaks.

Kui vorrandis

y=kr+b (3)

muutuvat abstsissi 2 vaadelda kui argumenti, siis y on a-i
funktsioon. Funktsiooni kujul (3) nimetatakse lineaarseks,
sest et geomeetriliselt teda kujutab sirge. Paljud mehaanika
ja fiilisika seadused viljenduvad lineaarfunktsiooni kaudu.
Nii néiteks punkti sirgjoonelisel ja iihtlasel liikumisel aega
Ja aja t viltel ldbitud tee pikkust siduv seadus on lineaar-
funktsioon :

S =8, + vt,
kus s, on tee, mille punkt libis aja arvestamise momendini,
S. 0. momendiks ¢ =0, » aga on iihtlase liitkumise kiirus.
Geomeetriliselt kujutab iihtlast liikumist sirge, mille alg-
ordinaat on s,, aga nurgategur ehk tous % on arv, mis moo-
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dab kiirust v. Selle sirge abstsissid nditavad moodunud
aéga t, aga ordinaadid, vastavalt ¢t vadrtusele — ldbitud
teed.

Eri juhul, kui b = 0, lineaarfunktsioon omandab kuju:

Y Sy

~ ja véljendab vordelisuse (proportsionaalsuse) seadust. Geo-
meetriliselt kujutab vorrandit y — kx koordinaatide algust
labiv sirgjoon. Sellepirast koiki seadusi, mis viljendavad
vordelisust, kujutavad koordinaatide algust labivad sirg-
jooned.

Nii naiteks Newtoni teist seadust: f =mw, kus f on
materiaalsele punktile méjuv tung, m — punkti mass ja w
kiirendus, mida tekitab tung, kujutab geomeetriliselt koor-
dinaatide algust ldbiv sirge. Selle sirge punktide abstsissid
annavad kiirenduse w vaidrtused, ordinaadid aga tungi f
vastavad vadrtused. Selle sirge tous on arv, mis moodab
massi m .

§ 11. Antud punkti libiva sirge vorrand (sirgete kimbu
vorrand). Olgu antud punkt M (x,, ¥,). On tarvis leida seda-
punkti ldbiva sirge vorrand.

Olgu otsitav sirge

% y=rhkx+b, (3)
kus k ja b on midramisele tulevad kordajad (parameetrid).

Ulesanne sisaldab ainult iihe tingimuse — et sirge ldbiks
antud punkti, aga iiks tingimus ei véimalda kahe tundmatu
kordaja madramist. On selge, et antud juhul véime maarata
ainult iihe parameetri teise kaudu ja nii siis saada vorrandi,
mis sisaldab vabalt valitava kordaja, s. o. kordaja, mis v6ib
omandada iikskoik missuguse arvulise vaadrtuse. Siit jarg-
neb, et saame vorrandi, mis viljendab mitte iihte kindlat
sirget, vaid 16pmatut hulka sirgeid. See asjaolu ei ole vast-

39



olus iilesandega, sest iihte antud punkti labib 16pmatu hulk
sirgeid. : ;

Asume otsitava vorrandi kuju leidmisele.

Kuna punkt M (z,, y,) asetseb otsitaval sirgel, siis koor-
dinaadid (x,, y,) peavad rahuldama vérrandit (3), s. o.

Y, = k.%'l —+ b .
Avaldame sellest vordusest algordinaadi b tousu k kaudu:
b=y, —kx,. Asetame leitud algordinaadi b avaldise vor-
‘randisse (3), saame y = kx 4 y, — kx, ehk
y—y,=k(zx—=z). (12)

Selles vorrandis téusu % suurus jasgb maidramatuks ja
seepérast voib omandada mitmesuguseid vadrtusi. £ mitme-
suguste vaartuste puhul saame erinevate sirgete vorrandid.
Koik need sirged ldbivad punkti. M(x,, v,), sest (x,, v,)
asetamine vorrandisse (12) jooksvate koordinaatide ase-"
mele annab samasuse 0 = 0 igasuguste k vadrtuste puhul.
Seepirast oeldakse, et vorrand (12) on antud punkti labi-
vate sirgete kimbu vorrand.

Kui votame otsitava sirge vorrandi iildkujul

Ax 4+ By +C=10, (9)
siis péarast koordinaatide (x,, y,) asetamist saame vorduse
Ax, 4+ By, +C=0.

Masarame vaba litkkme C kordajate A ja B kaudu:
C=Ax,—By,.
Asetades saadud C viirtuse vorrandisse (9), saame:

Az 4 By— Ax, — By, =0
ehk '
A(e—2) +Bly—y,) =0. (13)
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Vabalt voetud kordajate A ja B igasuguste vasrtuste puhul
koordinaatide (x,, y,) asetamine muudab vorrandi (13)
samasuseks 0 =0, s. o. vorrand (13) on sirgete kimbu
vorrand.

Niide. Leida punkti (—3, 5) ldbiva sirgete kimbu
vorrand.

Lahendus. Vottes vorrandis (12) ¢, =—3, ¥, =5,
saame :

y—>5="rF(z+3),

s. 0. otsitava kimbu véryandi, milles % jadb mé#dramatuks.

§ 12. Kahte antud punkti labiva sirge vorrand. Olgu
antud kaks punkti: M, (z,, v,) ja M,(z,, ¥,). On tarvis
koostada neid kahte punkti ldbiva sirge vérrand.

Koostame selleks koigepealt iihte neist kahest punktist,
niiteks punkti M, («,, y,) ldbiva sirge vorrand. Selle vor-
randi kuju on:

y—y, =k(x—uz). (12)

Otsitav sirge on iiheks sirgeks kimbust (12), nimelt sel-
leks sirgeks, mis ldbib punkti M,(z,, ¥,), see tahendab, et
otsitava vorrandi jaoks peab &k suurus vorrandis (12)
omama kindlat viirtust, ja nimelt niisugust, mille puhul
vérrandit (12) rahuldaksid punkti M, koordinaadid (x,, ¥,)-
Asetades vorrandi (12) jooksvate koordinaatide asemele
(z,, y,) vadrtused, leiame k otsitava vaartuse:

B=2T 0 (13)

Jarelikult otsitavaks vorrandiks on vorrand

y—y, =20 (2—wa)

Ly —T ¢
ehk !
M e IO s i » (14y
Y2— Y gy
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Niadide. Leida punkte (1, 2) ja (— 3, 5) lidbiva sirge
vorrand.

Lahendus. Voéttes: vorrandis (14) o, =1; y;=2;
X, ——3; Yy,— b, saame:

ehk
3z +4y—11=0.
Et veenduda lahenduse 6igsuses, on tarvis saadud vor-
randi jooksvad koordinaadid asendada antud punktide koor-
dinaatidega. Kui asendamise tulemusena saame samasuse,
siis iilesanne on lahendatud oieti. Antud punktide koordi-
naatide asendamise tulemusena leiame:
3:14+4-2—11=0 ehk 0=0,

Niisiis iilesanne on 6igesti lahendatud.

} samasused.

§ 13. Sirge vérrand telgldikudes. Sirge 16ikab #ra koor-
dinaattelgedel 16igud a ja b (joonis 30). Leida nende and-
mete jéirgi sirge vorrand. /

' Kolmnurkade NMA ja

Jy, : OBA sarnasusest jargneb:
B @B =0 4x
I 7 i) _ Kuna NM =y, OB —
Gl =5 INA g QA=
l | Inv - N =@, siis see vorre vil-
OR e, o s TR A jendub kujul:
= :
Joonis 30. =27
ehk
e ;
e ¥ (15)
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Saadud vorrandit nimetatakse sirge vorrandiks
telgldikudes. :

Niaide. Leida sirge vorrand, kui sirge loikab &dra tel-
jel OX loigu 5 ja teljel OY loigu —3 .

Lahendus. Vottes vorrandis (15) a =5, b=—3,
saame:

x oAy
s 5+—3“1
ehk 3x—5y—15=0.

Markus. Vorrandit (15) voib saada eelmise para-
grahvi vorrandist (14), kuna sirget, mis 16ikab dra koordi-
naattelgedel 16igud @ ja b, voib vaadelda kui sirget, mis
labib punkte 4A(a, 0) ja B(0, b) (joonis 30). Siis vor-
randi (14) jargi saame: ;

Y= 0 a -
B (S

cehk
T
S L (15)

§ 14. Nurk kahe sirge vahel.‘ Olgu sirged AB ja CD
(joonis 31) antud vorranditega :

y =k +b, (4B),
y =k + b, (CD).

On tarvis méadrata nende sirgete vaheline nurk. Need sir-
ged, loikudes teineteisega punktis P, moodustavad kaks
nurka: terava ja niiri (vilja arvatud moélema sirge vastas-
tikuse ristseisu juhtum, mil mélemad nurgad on tédisnur-
gad). Kuidas vabaneda sellest maéadramatusest. Selleks
anname jargneva definitsiooni: sirgete CD ja AB
vahelise nurga all moéistame seda nurka
kahest nurgast nende sirgete vahel mille
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¥B6fra onitarvis pborata sirget AB:posi-
tiivses suunas (s. o. vastupidiselt kellaosuti litkumise
suunale), et ta iihtiks sirgega CD . Joonisel 31
see on terav nurk .~ BPD —a. Seevastu nurgaks AB ja
CD vahel on joonisel 31 niiri nurk 2 DPA =180°—a.
Nagu ndeme, nurgad sirgete AB ja CD vahel ning sirgete:

YA

pd

7 ()
A

Joonis 31.

CD ja AB vahel ei ole iildiselt vordsed; nad taiendavad. iiks-
teist 180%ni. Nii on niiiid igasugune madramatus korvalda-
tud ja voime asuda sirge CD ja sirge AB vahelise nurga
midramisele, 1ihtudes nende sirgete vorrandeist.

Oletame, et sirge AB moodustab teljega/ OX nurga ¢, ,
aga sirge CD — nurga ¢,. Jooniselt leiame:

¢= @y — 1, :
_tep—teg

14-tgpatep;

Kuid nagu teada (§ 7), tgo,=Fk,, tg@,=Fk,. Jireli-
kult saame:

millest
tgoa=1tg (‘772'_ (Pl)

tgag=—2t_1, (16)
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_Tuletame niitid valemi, mis médrab sirgete AB ja CD
vahelise nurga tangensi. Téhistame selle nurga p-ga. Siis
saame:

ko —Fk
tg p="1g (180° — ) :_tga:——lgjlaklj
ehk
WS k]——kz sk

Valemid (16) ja (16*) erinevad teineteisest vaid méir-
gilt. Nieme, et nende valemite lugejais lahutatakse selle
sirge tous, mille pooramisel kuni iihtimiseni teise sirgega
tekib valemi kaudu méairatav nurk.

Kui iilesandes ei ole deldud, kumb kahest nurgast tuleb

leida, siis, arusaadavalt, lahutatava tousu valik osutub
vabaks.

Oeldu selgitamiseks toome niiteid.

Niide 1. Leida nurk sirgete 26—3y+5=0 ja
2z H2y + 2 = 0 vahel,

Lahendus. Avaldades kummastki antud vorran-
dist ¥, saame vorrandid tousuga:

2 5 1
y=3—m—l——3—; y-—:———-é—x—l.
Kuna iilesandes ei ole deldud, kas tuleb leida nurk, mida
moodustab esimene sirge teisega, voi iimberpoordult, siis on

iikskoik, kumb tousudest votta lahutatavaks. Niisiis voime
kirjutada:

millest « = arctg ;.
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Nédide 2. Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti
(—2, 0) ja moodustab sirgega 3z + 4y + 6 =0 nurga

2
arctg 3

Lahendus. Otsitava sirge leidmiseks kasutame
antud punkti ldbiva sirge vorrandit

y—y, =k(r—zx). (12)
Antud niites z, =— 2, Yy, = 0. Asetades need viidrtused
vorrandisse (12), saame:

Kuna antud niites kéne on nurgast, mida otsitav sirge
moodustab antud sirgega, siis lahutatavaks tuleb vétta antud
sirge tous. !

Antud sirge tousu leiame selle vorrandist, millest saame

i 3 i
tousuna — i Siis saame:

3 } 3
el
millest & — — ;8— Jirelikult otsitav vorrand on
1
Y="1 (x4 2)

ehk
4 18y L 220
: 3

Kui aga oleks olnud tarvis leida punkti =2 O)v labiva
sirge vorrand, millega sirge 3z + 4y 4+ 6 — 0 moodustab

Qe ; Al
nurga arctg 5 » Siis tousu & madramiseks oleks meil vérrand
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millest &k = ——!6,3, ja jarelikult otsitav vorrand oleks

y=—3 (&+2)
ehk 17x 4+ 6y +34=0.

§ 15. Kahe sirge paralleelsuse ja ristseisu tunnused.
Paralleelsuse tunnus. Kui sirged on paralleelsed,
siis nendevaheline nurk on 0°. Sellepirast eelmise para-
grahvi valemist (16) saame:

el
14Kk, - 0.

Kuid murd vordub nulliga, kui lugeja on null. Seega kui
sirged on paralleelsed, siis k,— %k, — 0 ehk

k,=k,. (17)

Samale tulemusele jéuame, kui vétame arvesse, et paral-
leelsuse puhul sirged moodustavad teljega OX vérdsed nur-
gad. Kuid siis on sirgete tousud vordsed.

Oletame niilid timberpsordult, et k, = k,. Siis valemi (16)
pohjal tg « = 0, millest leiame: ¢ = 0°. Tdhendab sirged on
paralleelsed.

Niisiis kahe sirge paralleelsuse tunnu-
seks on nende sirgete tousude vordsus.

Kui sirged on antud iildkujuliste vorranditega
Aiw+Biy+Ci=0, Asx+Boy+Ca=0,

sils paralleelsuse tunnuse miadramiseks viljendame sirgete tousud
vorrandite kordajate kaudu. Esimesest vorrandist, avaldades v,

leiame: k1 = —".1,‘ , ja teisest vorrandist:
1
A
ko — —_2
2 B,
Siis tingimus (17) esineb kujul
4, _ 4y
By B,
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-ehk
44 B, -
4,5, o
Niisiis kui sirged on antud iildkujuliste vorranditega, siis nende
_sirgete paralleelsuse tunnuseks on jooksvate koordinaatide kordajate
vordelisus.

Ristseisu tunnus. Kui antud sirged on vastas-
“tikku risti, siis

P, =¢; + 907
millest .
tg @, = tg (g, + 90°) = —ctg @, ,
ehk
1
i tg AT ‘tg ¢,
-Jarelikult /
w5 1
k,=— % : (18)
-ehk ' :
Tkl =0 (18%)

Vordus (18) niditab, et kui kaks sirget on
teineteisega risti, siis ithe sirge tous
vordub teise sirge tousu poordvadrtu-
sega, mis on vdoetud vastasmargiga.

Kui sirged on antud vorranditega iildkujul, siis, asendades vale-

mis (18) ki :%l ja Ko :%, saame kahe sirge ristseisu tunnuse
X 2
J A A
kujul 1 12 — 0 ehk
uj o BB, e

AiA2 + BiB2 =10, (18*%)

Nidide 1. Leida sirgega 32 — 5y 4+ 6 = 0 paralleelse
_ja punkti (—2, 3) ldbiva sirge vorrand.

Lahendus. 1-ne viis. Punkti (—2, 3) labiva
sirgete kimbu vorrand [valem (12)] on ¥y — 38 = k(x + 2).
Kuna otsitav sirge on paralleelne sirgega 3x — 5y 421 =0,
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¥ ; - ~ 5
siis selle tbus vordub antud sirge téusuga, s. o. vordub : ;

: ; = : 3 ; 4
vottes sirgete kimbu vorrandis & — saame otsitava vor-

5’
randi

y—3:§(x—}—2)
ehk 832 —5y +21=0.

2-ne viis. Kasutame antud punkti libiva sirgete kimbu vor-
randit (13):
A(x +2) + By —3) =0;

kooskolas tingimusega (17*) peab olema kehtiv vordus

d

3t 50
mis leiab aset arvudega 3 ja — b5 vastavalt vordeliste A ja B vdar-
tuste puhul — eri juhul, kui 4 = 8 ja B =— 5. Niisiis otsitava sirge

vorrandiks on

3(x+2) —5(y—3) =0
ehk

3x—by+21=0.

Nédide 2. Leida punkti (5, 8) ldbiva ja sirgega
Tx 4+ 9y + 1 = 0 risti oleva sirge vorrand.

Lahendus. 1-ne viis. Antud sirge tous on —g.
Jarelikult, l#htudes tingimusest (18), otsitava sirge tous

on %. Koostades punkti (5, 3) ldbiva sirgete kimbu vor-

randi valemi (12) pohjal ja asendades selles k = .

7 saame

otsitava vorrandi:
9
y—3 =3 (z.—5)
ehk 9x — Ty —24 =0.

2-ne viis. Vétame antud puhkti labiva otsitava sirge virrandi
kujul (13):
A(x—5) +B(y—3) =0.

4 Korgema matemaatika kursus
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Kahe sirge ristseisu tunnuse (18**) kohaselt peab kehtima vordus

7A 4+ 9B =0
ehk

A e

S T

Selle tingimuse taitmiseks on kiillaldane votta
A9 B—=1
Niigiis leiame otsitava sirge vorrandi:
9(x—5) —T(y—3)=0

9 — Ty —24 =0.

§ 16. Kahe sirge l6ikepunkt. On antud kaks sirget vor-
randitega : :
Ax4By+C =0, Ax+By+C,=0.
On tarvis leida nende sirgete loikepunkti koordinaadid.
Kuna otsitav punkt asetseb moélemal antud sirgel, siis
selle punkti koordinaadid peavad rahuldama mélemat vor- .
randit. Jarelikult otsitava punkti koordinaatide leidmiseks

tuleb lahendada antud sirgete vorranditest koosnev vorrand-
siisteem z ja y suhtes.

Naide 1. Leida sirgete
50 —y—T7=0 ja 3z 2y—12 =0 16ikepunkt.

Lahendus. Korrutades esimese vorrandi liikmed
2-ga ja liites teise vorrandi vastavate liikmetega, saame
132 — 26 = 0, millest * =2 . Asetades leitud. a-i vairtuse
esimesse vorrandisse, leiame: y = 3. Seega otsitavaks punk-
tiks on (2, 3).

Niide 2. Leida sirgete
3 +4y—2=0 ja 6x-+8y-+T7=0 ldikepunkt.

50



Lahendus. Antud vorrandite siisteemil lahendeid
ei ole.

See asjaolu on geomeetriliselt kergesti seletatav: sirgete
vorrandeist jargneb, et sirgete tousud on vordsed, s. o. meil
on tegemist parallee]sete Sirgetega ja sellepdrast sirgetel
loikepunkti ei ole.

Harjutusi.
1. Kas sirge
Y =3x 4+ 13

labib punkte: a) (5, —1); b) (—4,1); ¢ (3,2); d) (5, 7;
&) (59

2. Kas sirge
3 —4y - 11=0

lébib punkte: a) (8, 5); b) (3, —1); ¢) (2, —4); d) (—1, 2)?

3. Joonestada sirged, mis on antud jirgmiste vorranditega :

) y=%; b) y=2w; c) y=4%x; d) y=20+3; e) y=—=u;
f) y=—2x; g) y=—22; h) y=—R2x—3; i) 20+ 3y—4=0;

J) 20 —3y—4=0; k) 32 4+2=0; 1) 83y—5=0; m) 2c}+3y=0.

4. Leida sirge vorrand, kui sirge moodustab teljega OX nurga
300 ja 16ikab dra teljel OY 16igu suurusega 3.

1/3 ,..mmw,‘..-. R
Vastuis: y:?x_*_g. | Ex BIbl, unly,

g g 25

5. Leida sirge vorrand, kui sirge moodustab teljega OX nurga
600 ja loikab dra teljel OY 1oigu suurusega —4.

Vastus: y=V 3x—4.

6. Leida sirge vorrand, kui sirge moodustab tel_]ega 0OX nurga
120° ja loikab dra teljel OY 16igu suurusega 5.

Vastus: y=—V 8z45.

7. Leida sirge vorrand, kui sirge on paralleelne teljega OX ja
16ikab #ra teljel OY 16igu suurusega 3.

Yastus; > y=38.
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8. Leida sirge vorrand, kui sirge on paralleelne teljega OY ja
16ikab #ra teljel OX 1digu suurusega —5.

Vastus: 2=—5.

9. Leida sirge vorrand, &kui girge libib punkti (1, —3) Jja
moodustab teljega OX nurga arctg 2.

Vastus: 20—y—5=0.

10. Leida sirge vorrand, kui sirge labib punkti (—1, —3%) ja
moodustab teljega OX nurga arctg (—2).

Vastus: 4c4+2y45=0.

1l Leida sirge vorrand, kui sirge libib pumkti (2. —2) ja

3
moodustab teljega OX nurga 0°.

Vastus: y:—g,
12. Leida sirge vorrand, kui sirge libib punkti (%’ g) ja on

paralleelne teljega OY.

Vastus: x:;

13. Leida sirge vorrand, kui sirge libib punkte (—1, —4) ja
(0, 5).

Vastus: 92—y+4+5=0.
14. Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkte (2, —5) Ja

b
(19
Vastus: x4+4y=0.

15. Leida sirge vorrand, kui sirge l#bib punkte (2, —1) ja
(2, 3).

Vagtus: v =2,

16. Leida sirge vorrand, kui sirge ldabib punkti (5, —1) ja
sirge tous-on vordne punkte (0, 3) ja (2, 0) ldbiva sirge tousuga.

Vastus: 3x+2y—13=0.

17. Leida vorrand sirgel, mis 16ikab ara teljel OX l6igu pikku-
sega 3 ja teljel OY 16igu pikkusega —4.

Vastus: 40—3y—12=0.
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- 18. Leida loigud, mis sirge 6x— 4y — 3 =0 15ikab #ra koordi-
naattelgedel. :
3 3

Vastus: éJa B

19. Leida teravnurk, mis tekib sirgete 3x —y + 6 =0 ja © —y +
+ 4 = 0 loikumisel. :

Vastus: arcig (3).
g 20. Leida teravnurk sirgete 20—y +8=0 ja 2¢ 4 5y—4=0

vahel.

Vastus: arctgl2.

21. Leida teravnurk sirge 20— 3y + 6 =0 ja punkte (4, —5)
ja (—8, 2) labiva sirge vahel.

Vastus: arctgh.

22. Kaks sirget 1abivad koordinaatide algust ja punkte, mis jao-
tavad sirge 2z + 3y — 12 = 0 koordinaattelgede-vahelise 16igu kolme
vordsesse ossa. Leida nurk nendelikahe sirge vahel.

9
Vashass arete o
stus: arctg =

23. Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti (2, —3) ja on
paralleelne sirgega 3x —2y + 12 =0.

Vastus: 3rxr—2y—12=0.

24. Leida sirge vorrand, kui sirge libib punkti (— g_ 0
on paralleelne sirgega 3x —2y +-2=0.

Vastus: 6x—4y+1=0.

25. Leida sirge vorrand, kui sirge labib punkti (—1, —1) ja
on paralleelne punkte (—2, 6) ja (2, 1) libiva sirgega.

Vastus: bSe-+4+4y+9=10.

26. Leida sirge vorrand, kui sirge labib koordinaatide algust ja
on risti sirgega 3x 44y —2=0.

Vastus: 4e—3y=0.

27. Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti (2, —3) ja on
risti sirgega Tx —4y+3=0.

Vastus: 4o+ Ty+4+13=0.

28. Leida ristsirge V6rrand, kui see sirge on piistitatud punkte
(—5, —1) ja (—3, 4) ithendava sirgléigu keskpunktis.

Vastus: 4oc+10y+1=0.



29. .Leida sirge v6rran&, kui sirge on risti sirgega 2% — 3y +
+ 7=0 ja 1&bib selle sirge koordinaattelgede-vahelise sirgloigu kesk-
punkti,

Vastus: 36x424y 4 35=0.

30. Leida sirge vorrand, kui sirge 13bib punkti (4, — 3) ja moo-
dustab nurga 45° sirgega 3x 4+ 4y = 0.

Vastus: 2—Ty—25=0,.

31. Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti (—1, —1) ja
moodustab nurga arctg'i sirgega 3% +2y—6=0.

Vastus: 4do+T7y4+11=0. .

32. Leida sirge vorrand, kui sirge libib punkti (?;_’ 2_) ja sirgete

St —by—11=0 ja da+y—7—0 16ikepunkti,

Vastus: 1llx44y—18—0.,

33. Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib sirgete 20 —y —1=0,
¢—y+7=0ja xa—Ty—1=0, 20—5y+1-—0 loikepunkte.

Vastus: 23z—14y 4+ 26—=0.

34. Leida sirge vorrand, kui sirge l1ibib sirgete * — 3y +-2 =10
ja 5% + 6y — 4 = 0 1sikepunkti ja on paralleelne sirgega 4x + y -+
+7=0.,

Vastus: 120 +38y—2=0.

35. Leida sirge vorrand, kui sirge labib sirgete St —y+4=0
ja 4z — 6y 4 3 = 0 16ikepunkti ja on risti sirgega 5z + 2y + 6=0.

Vastus: 42 —10y+1=0,

36. Leida mediaanide vorrandid kolmnurgas, mille tekitavad sir-
ged 20 —3y +11=0, 3x+y—11=0 ja -+ 4y—0.

Vastuls: 50 —2y=0; 4o + 5y — 11 = 0; r—Ty4+11 =0,

37. Leida punktist (—1, 2) sirgele 3z — 5y — 21 — 0 tdmmatud
ristloigu alus.

Vastus: (2, —3). :

38. Toestada analiiiitiliselt, et kolmnurga mediaanid 16ikuvad
tihes ja samas punktis.

39. Toestada amaliiiitiliselt, et kolmnurga tippudest vastaskiilge-
dele joonestatud ristjooned I6ikuvad iihes ja samas punktis.

40. Toestada analiiiitiliselt, et kolmnurga kiilgede keskpunktides
kiilgedele tommatud ristsirged 16ikuvad iihes ja samas punktis.
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41. Valguse kiir, valjudes punktist (2, 3) peegeldub teljelt OX
ja siis jouab punkti (5, 8). Leida langeva ja peegelduva kiire vor-
randid. :

Vastus: 11z 3y—31=0; 1llx —3y —31=0.

42. Valguse kiir ¥ = « + 3 langeb klaasplaadile, mille paksus on
1 cm (murdumisniitaja 2). Eeldades, et abstsisstelg iihtib plaadi file-
mise pinnaga ja ordinaattelg on risti sellega, leida  kiive vérrand
plaadi 13bimisel ja parast vé;ljum'isd; sellest ja kiire tee pikkus plaadi
sees,

e I Sl S R
/7 V7

III peatiikk.

Geomeetrilised kohad ja nende vorrandid.
Teise jargu koverad.

§ 17. Geomeetrilised kohad ja geomeetriliste kohtadena
antud joonte vorrandid. II peatiikis vaadeldud sirge vorrandi
koostamise meetodit antud geomeetriliste tingimuste pohjal
voib laiendada koverjoontele, mis on antud geomeetriliste
kohtadena. '

Punktide geomeetriliseks kohaks tasa-
pinnal nimetatakse punktide kogu, mis
evivad ainult neile omast mingit oma-
dust, mis eraldab neid koigist teistest
punktidest tasapinnal

Niiteks niisuguste punktide kogu, milledel on see oma-
dus, et nad kéik on iihekaugusel iihest antud punktist, moo-
dustab geomeetrilise koha, mida nimetatakse ringjooneks.
Niisuguste punktide kogu, milledest igaiiks on vordsel kau-
gusel kahest antud punktist, moodustab teatavasti sirge, mis
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on risti kahte antud punkti ithendava sirgloiguga selle kesk-
punktis.

Kui joon on antud punktide geomeetrilise kohana, siis
voib seda geomeetrilist kohta ‘méaaravaid geomeetrilisi tingi-
musi viljendada analiiiitiliselt, s. o. vorrandina, mida pea-
vad rahuldama antud joone punktide koordinaadid.

Sellejuures, nii nagu sirge puhulgi, ei ole tarvidust vaa-
delda koverjoonel koiki punkte, vaid on kiillaldane kujutleda
koverat (s. o. koverjoont) moodustatuna iihe liikuva pgnkti
M(z, y) jéljena; siis omadus, mis iseloomustab joone koiki
punkte, viljendub analiiiitiliselt punkti M jooksvaid koordi-
naate (x, y) siduva vorrandi kaudu.

Votame arutusele geomeetrilise koha vérrandi koosta-
mise lihtsa niite. »

Nédide Leida niisuguste punktide geomeetrilise koha
vorrand, milledest iga punkti kaugus antud sirgeni AB on
kaks korda viiksem kui kaugus punktini P, mis ei asetse
sellel sirgel. B

Lahendus. Geomeet-

. M(xy) rilise koha vorrandi tule-
tamiseks on koigepealt

P(0,a) tarvis médrata kindlaks
koordinaattelgede asend.

OI e Koordinaattelgede asendit

v6ib muidugi valida vabalt,
kuid sobiva valiku puhul
~ saame geomeetrilise koha
vorrandi lihtsamana. Eeskirju, mida voiks vétta sel puhul
juhendina, ei ole olemas — oskus koordinaattelgede otstarbe-
kohase asendi valikuks omandatakse kogemustega.

Votame teljeks OX antud sirge ja telje OY ehitame libi
antud punkti (joonis 32). Kuna punkti P tuleb lugeda
antuks, siis tuleb lugeda antuks ka punkti P kaugus antud

Joonis 32.
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sirgest, s. o. teljest OX. Tahistame selle kauguse a-ga.
Seega punkti P koordinaatideks on (0, a).

Olgu M(x, y) otsitava geomeetrilise koha mistahes
punkt. Ulesande tingimuste pdhjal on

PM — 2NM .
Kahe punkti vahelise kauguse valemi péhjal [valem (8)

§ 5] saame: PM =/ 22>+ (y—a)?. Sirgloik NM —y-
Jarelikult on

Vot b ——0 ) =2,

Vottes selle vorrandi moélemad pooled ruutu ja koonda-
des sarnased liikmed, saame:

x2—3y?—2ay 1+ a2 =0,

Kui koordinaatteljed asetaksime teisiti, niiteks kui
telg OY ei ldbiks punkti P, siis punkti P abstsiss ei oleks
enam null; tdhendab, punkti P abstsissiks osutub siis mingi
nullist erinev arv, niiteks b . Siis oleks

V(e—0b)?24 (y—a)? =2y

ehk
22— 8y?—2bx — 2ay 4+ 02 + b2 =10,
millest ndhtub, et vorrand on sel puhul keerulisem.
Asume niitid lihtsaimate geomeetriliste kohtade vorran-

dite tuletamisele, nendele geomeetrilistele kohtadele vasta-
vate joonte ehitamisele ja elementaarsele uurimisele.

§ 18. Ringjoon. Ringjooneks nimetatakse
niisuguste punktide geomeetrilist kohta,
mis asuvad lihekaugusel antud punktist.
Antud punkti nimetatakse ringjoone keskpunktiks,
jdava suurusega kaugust ringjoone punkti ja keskpunkti
vahel ~— ringjoone raadiuseks. Téhistame ringjoone
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keskpunkti C koordinaadid tdhtedega a ja b ja raadiuse
tahega ». Olgu M(xz, y) ringjoone mistahes punkt (joo-
nis 33). Kahe punkti vahelise kauguse valemi pohjal
[valem (8) § 5] saame:

(—a)?4 (y—b)> =12 = (1)

Y Saadud vorrand ongi raa-
/\\ diusega r ja  keskpunktiga
= >x C(a, b) ringjoone vorrandiks.

Cl(ah) Kui koordinaatide algus on

ringjoone keskpunktis, siis @ =
= b =20 ja vorrand (1) oman-
dab lihtsama kuju:

M (x,Y)

Joonis” 33. : Sy e Rl ki)
Naide. Kirjutada ringjoone vorrand, kui ringjoone
raadius on £ ja kespunktiks (3,—3%).

Lahendus. Kooské6las vorrandiga (1) saame:

(ot s = 3.

Kirjutame vorrandi (1) iimber jargmisel kujul:

x? + y* — 200 — 2by + (@2 4 b2 —1r?) = 0. (2)
Korrutades saadud vorrandi (2) koik liikmed arvuga A,
saame samavaarse vorrandi

Ax? + Ay? —204Ax —2bAy + A(a®2+b2—12) = 0.
"Tahistades —aA =D; —bA —FH; A@}+b2— r2) =F,
saame ringjoone vorrandi iildkujul:
Ax? 1 Ay? —}—2Dx LRy L —0, (3)
kus

£
P T



Seega ringjoone vorrand viljendub teise astme vérran.
dina kujul (3). Selle vorrandi iseloomustavad tunnused on:
koordinaatide ruutudega liikmete kordajad on vordsed ja
puudub liige korrutisega zvy .

Umberpodrdult, kui on antud vérrand kujul (3), siis sel-
lele vorrandile geomeetriliselt vastab ringjoon.

Selgltame selle viite toelisust niitega. Olgu antud vor-
rand 2x2+2y +2x—2y—-——5:0

See vorrand on kujult sama, mis ringjoone vérrand B)e
jooksvate koordinaatide ruutudega liikmete kordajad on
vordsed ja puudub liige jooksvate koordinaatide korrutisega.

Siim A=2, D=1, E=—1, F——5 . Eelmistest suhe-
test leiame keskpunkti koordinaadid ja ringjoone raadiuse:
g P ot s B

Lo el SR e e R 1
- Seosest
" a2 4+ b2 — 72— g
saame:i-{—i——ﬂ:—— g , millest 2 =3 jar=+/3.

Sama iilesande voime lahendada ka teisiti, nimelt —
andes vorrandile kuju (1). Selleks jagame vorrandi kéik
liilkmed 2-ga ja kirjuiame vérrandi jargneval kujul:

5
P¥tr+y—y=;.

Niiiid liidame vérrandi mélemale poolele niisugused
arvud, et vorrandi vasemal poolel tekiks kahe tdisruudu
summa, nagu vorrandis (1). On selge, et kahe esimese liide-

tavaga on tarvis liita 1 ja selleks, et vorrand jaidks digeks,

1
vorrandi paremale poolele liita 4+4 3¢
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Selle tagajarjel saame:
(2423 +l—v+5=3
ehk
o+ ot o=

Vorrandi leitud kuju niitab, et vorrand viljendab ring-
1

joont, mille keskpunkt on punktis (—§ ; ‘—2) ja mille raadius

on.\/-3.

Markus. Voib juhtuda, et kujul (3) esitatud ringjoone vor-
randi kordajate monesuguste viartuste puhul vorrand siiski ei vil-
jenda ringjoont.

Naiteks vorrand ik

24 y2 —20+4y+5=0,
valjendatuna kujul
' (= 1)2 b (y £ 2)2 0,

niditab, et vorrandile ei vasta ringjoon, vaid punkt (1, —2), sest
vorrandi vasem pool voib vorduda nulliga ainult siis, kui kumbki sul-
gudes toodud avaldis on null, s. o. vaartustel x =1 ja y =—2.

Vaatleme veel vorrandit

22t y2— 204 4y +7=0.
Kirjutades selle vorrandi kujul

@—12+ (y+2)2=—2,

ndeme, et vorrandit ei rahulda iikski paar jooksvate koordinaatide
reaalseid vaartusi (x, y). Jarelikult see vorrand iildse ei valjenda
mingit koverjoont 1.

§ 19. Ringjoone ja sirge ldikumine. Puutuja, Olgu antud ring-
joon. x2 4 y2=172 ja sirge y=kx -+ b. Leiame ringjoone ja sirge
16ikepunktid.

1 Sellistel juhtudel oeldakse, et vorrand valjendab imaginaarset
ringjoont.
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Kuna loikepunktid iitheaegselt asuvad nii ringjoonel kui sirgel,
siis nende punktide koordinaadid peavad samaaegselt rahuldama mole-
mat antud vorrandit. Seepirast leiame l6ikepunktide koordinaadid, kui
lahendame ringjoone ja sirge vérrandiga midratud vorrandsiisteemi.
Asendusvotet kasutades saame:

@ + (kx + b)2 =12
ehk
(1 + K?) a2 + 2bkx + b2 — 12 =0.

Nii saime 16ikepunktide abstsisside miAramiseks ruutvorrandi.
Lahendades ruutvorrandi, leiame otsitavad abstsissid:

— b4V r2(1 F 12— b2 — bk — VY rR(1Fk2 — b2

r1= l—{-—k y x2 = l-']-k?‘

Igale leitud abstsissile vastab ainult iiks ordinaat, m:s méaédratakse
vorrandist y = kx 4+ b . ;

Ruutvorrandil, millest médrasime abstsisside vadrtused ringjoone
Jja sirge loikepunktidele, voivad olla, olenevalt b, k ja r vaartustest,
kas kaks reaalset voi kaks imaginaarset lahendit. Nimelt kui
v2(1 4 k2) — b2 > 0, siis esineb kaks reaalset lahendit — erinevat
voi. vordset. See tdhendab, et sirge 16ikab ringjoont kahes erinevas
punktis voi kahes iihtelangevas punktis. Esimesel juhul sirget nime-
tatakse 16ikajaks ja sirgloiku l6ikepunktide vahel ké66luks.
Teisel juhul, kui 16ikepunktid langevad kokku, koolu pikkus muutub
nulliks. Kui 16ikepunktid piiramatult 1dhenevad iiksteisele, siis 16ikaja
laheneb piirasendile, mida nimetatakse puutujaks.

Kui 72(1 + k2) — b2 < 0, siis lahendid 1 ja x2 on imaginaarsed. '
See tdhendab, et ringjoonel ja sirgel ei ole loikepunkti ehk, nagu
oeldakse, ringjoone ja sirge loikepunktid on imaginaarsed.

Olgu (%1, y1) ja (x2, y2) Tingjoone a2+ y2=712 ja sirge
y = kb + b 16ikepunktide koordinaadid.

Loikajale, mis ithendab kéverjoone neid kahte punkti, vastab tea-
tavasti [v. § 12, valem (14)] vorrand

Yoot o Ry
Yo— Y Ly — oy
ehk

y—yp= 2N (z—a).
Ly — &y
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Et koordinaadid (x1, v1) ja (wx2, y2) rahuldavad ringjoone vorran-
dit, siis

a2 B2 g2 el o g2,
Lahutades teisest samasusest esimese 'samasuse vastavad pooled,
saame:

(222 — 212) + (y22—y1%) =0
ehk
(y2— i) (y2 + y1) = — (w2 — 1) (w2 + @1),

millest leiame:

Yo=Y Tt

@y—ay Yot Yy
Niitid véime kirjutada 16ikaja vorrandi jargmisel kujul:

CY—Yr=—-——F (r— x1).

Kui punkt (w2, y2) piiramatult liheneb ringjoonel punktile (%15 1),
siis piirjuhul saame ringjoone puutuja vérrandi punktis (21, 1)

jargmisel kujul:

Yy—yp=—L (x— 1)
Y1
ehk

YY1 + w1 = 212 4 y12.
Kuna aga punkt (w1, v1) asetseb ringjoonel, siis
2 Fp2=r2,
mille pohjal 16plikult saame: ]
w1 + Yyy1 = 2,
Niisugune ongi ringjoone puutuja vérrand punktis (w1, ¥1).
Nidide 1. Leida ringjoone %2 4 y® = 25 puutuja vorrand punk-
tis (3, —4).
Lrahendus. Antud juhul 21 =3, y1=4 ja 22=25. Selle-
parast puutuja vorrand on:
3x —4dy—25=0.
Nidide 2. Leida ringjoone x2 4 32 = 25 puutuja vorrand, kui
puutuja labib punkti (7, —1).
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Lahendus. Ringjoone puutujale punktis (x1, 1) vastab vor--
rand :
xx1 + Yyy1 =25,
kus (21, y1) on tundmatud puutepunkti koordinaadid. Kuna otsitav
puutuja labib punkti (7, —1), siis need koordinaadid peavad rahul--

dama puutuja vorrandit. Siit jargneb:

Ter —y1 = 25.
Tundmatud koordinaadid (w1, 1) rahuldavad iihtlasi ringjoone vor--
randit. Sellepdrast saame siit teise vérrandi tundmatute xi ja 1
suhtes: i

212 4 12 = 25 .
Lahendades molemast vorrandist koosneva vorrandite stisteemi i ja.
Y1 suhtes, saame:

1% + (Te1 — 25)2 = 25,
millest lelame x1 =4, xz1’'=3. :
Vorrandist Twi — y1 = 25 leiame: y1 — 3 , Y1’ = — 4. Jarelikult:

puutujaid on kaks: 4z 4 3y —25 — 0 ja 3x—4y —25=10.

§ 20. Ellips. Ellipsiks nimetatakse niisu-
guste punktide geomeetrilist kohta mil-
lede kauguste summa kahest antud punk-
tist — fookustest — on jidv suurus. Koos
tame vorrandi, mida peavad rahuldama ellipsi vabalt véetud
punkti koordinaadid.

M(X5y)

Joonis 34.

Téhistame fookused tiahtedega F, ja F,. Teljeks OX
votame fookusi iihendava sirge, aga koordinaatide alguseks
votame fookustevahelise sirgloigu keskpunkti (joonis 34).
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Kui ellipsi vabalt voetud punkti margime Mz, y) ja kau-
guste piisiva summa 2a , siis saame:

F1M+F2M:2a. (4)

Vérduse (4) viljendamiseks punkti M koordinaatide
kaudu on tarvis veel mirkida fookuste, s. o. punktide F'; ja
F, koordinaadid. Tahistame fookustevahelise kauguse 20 -ga.
Sns fookuse F', koordinaatideks on ¢ ja 0, fookuse F, koor-

. dinaatideks aga — ¢ ja 0. Rakendades niiiid kahe punktl
vahelise kauguse valemit (peatiikk I, § 5), leiame:

FM=v z—c)?+4 ja FM=v (+c)2+
Asendades need avaldised vordusesse (4), saame VOr-

~ randi, mida peavad rahuldama éllipsi mistahes punkti koor-
dinaadid, s. o. lithidalt, saame ellipsi vorrandi:

V@—eF LV (@z+e)+y>=2a. (5)

Seda vorrandit voib lihtsustada, vabastades vorrandi
juuravaldistest. Selleks viime teise juure paremale poolele:

V(@&—e)2Fy2=20— (x+ ¢)?+ 2 (5*)
Votame vorrandi (5%) molemad pooled ruutu:

2—2cx 24y =4a>—4a / (xF+c)2+ Y2+
+ 22 4 2cx 4 ¢ 4 Y=

Koondades sarnased liikmed ja jagades vorrandi molemad
pooled 4-ga, saame vorrandi kujul:

aV @t =t ew.
otame uuesti vorrandi moélemad pooled ruutu:
az(x2 + 2¢x + ¢ + y?) = at + 2a%cx + 22,
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millest pédrast sarnaste litkmete koondamist saame:
a?x? — 2% + a2y® = at — ac?
ehk
((l2,—- 62)x2+a2y2:a2(a2~c2)_ (557)

Niji saime ellipsi vorrandi, mis ei sisalda juuravaldisi.

Harilikult sellele vorrandile antakse teine kuju. Kuna
kolmnurgas kahe kiilje summa on suurem kui kolmas kiilg,
siis F;.M + FM > F,F, ehk 2a > 2¢ ja &> c. Jirelikult
a* — ¢? on positiivne suurus ja sellepirast voib seda asen-
dada mingi arvu ruuduga:

02— c%2 = b2, (6)
Kirjutades vorrandis (5%*) a2 — ¢2 asemele b2 , Saame:
b2x® 4 ay? = q2b2 (7)
ehk, pérast vorrandi mélema poole jagamist a2b2-ga:
o A
e A (8)

Niisugune on ellipsi vorrandi lihtsaim kuju. Kui paigu-
taksime koordinaatteljed teisiti, saaksime keerukama vor-
randi.

Andes abstsissile (v6i ordinaadile) mistahes vidrtused
ja arvutades vorrandist (8) vastavad ordinaadi (v6i abst-
sissi) vadrtused, véime arvutatud koordinaatide jargi, kuna
need rahuldavad ellipsi vorrandit, konstrueerida kuipalju
tahes punkte.

§ 21. Ellipsi kuju maiaramine. Ellipsi kuju méiramiseks
avaldame y vorrandist (7) véoi (8):

Gl 1> o B g b
l?“l—ﬁ ehk v == (a a5
millest
y== ZiyeE g 9)
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Sellest ellipsi vorrandi kujust nihtub, et abstsissi x igale
vaartusele vastab kaks ordinaadi y védrtust, mis on abso-
luutsuuruselt vordsed, kuid mérgilt vastupidised; sellest
jargneb, et ellipsi punktid on abstsisstelje suhtes stimmeet-
riliselt asetatud.

Ellipsi vérrandist, mis on lahendatud abstsissi « suhtes,
s. 0. vorrandist ;
x:—_f—% Vv b2 —y? (9%)
samuti jargneb, et ellipsi punktid on ka ordinaattelje suhtes
siimmeetriliselt asetatud.

Vorrandist (9) nahtub,
R YA o et ordinaat y on reaalne
ainult siis, kui 22 <a?,
I ‘8. 0. kuil « absoluutvadrtu-
selt ei iileta a-d. Analoogi-
liselt jirgneb vorrandist
O a . (9%), et abstsiss a jaab
reaalseks ainult siis, kui
y2 L b2, s. 0. kui y-i abso-
luutvasrtus ei iileta b-d.
Punktid, millede abstsissi
S 5 absoluutviirtus ei iileta
a-d, asetsevad 16pmatul
vootmel, mida piiravad tel-
jega OY paralleelsed sirged PQ ja SR, need sirged asetse-
vad teljest OY kaugusel ¢ — iiks paremal, teine vasemal
(joonis 35). Punktid, millede ordinaadi y absoluutvaértus ei
iileta b-d, asetsevad lopmatul vootmel, mida piiravad teljega
OX paralleelsed sirged RQ ja SP; need sirged asetsevad tel-
jest OX kaugusel b — iiks iileval, teine all. Punktid, millede
abstsissid ja ordinaadid rahuldavad vaadeldud tingimusi
iiheaegselt, asetsevad nende vootmete ithises osas, s. o. rist-
kiilikus PQRS (joonis 35).
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Vorrandist (9%) nahtub, et absoluutvairtuselt koige suu-
rem ellipsi punkti abstsiss vastab ordinaadi vidrtusele
y=0. Kui y=0, siis —==+a. J drelikult ellips 16ikab
telge OX punktides (¢, 0) ja (—a, 0). Vérrandist (9) nih-
tub, et absoluutviirtuselt kbéige suurem ellipsi punkti ordi-
naat vastab abstsissi vidrtusele z — 0. Kl @0 - giis
Y == b. Jérelikult ellips I6ikab telge OY punktides (0 +b)
ja (0, —b).
~ Véttes arvesse eelmist
véidet ellipsi siimmeetrili-
susest telgede OX ja QY
suhtes, jouame otsusele, et
ellipsil on niisugune kuju
nagu joonisel 36.

Ellipsi siimmeetrilisu-
Ses veendume ka veel
jargneva péhjal,

Ellipsi vérrandis esine- -
vad jooksvad koordinaa-
did ainult ruudus. Olgu Joonis 36.

M (z,, y,) tks ellipsi
punktidest (joonis 36). Jirelikult koordinaadid %, ja y, pea-
vad rahuldama vérrandit (8), s. 0. peab leidma aset samasus

e e
@t =1.

Kuid niisugusel juhul ka punktid M, (—=z;, ), M, (—z, v,),
Mz s ¥,) asetsevad ellipsil, sest kui on dige vérdus

w2 g
Tt =
siis on Giged ka vérdused:

(=202 | y? (=2 | (—wn)P__ 22 | (=)
ot S W e ey

b g
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Punkt M, on siimmeetriline punktiga M, telje OX suhtes,
kuid punkt M, on siimmeetriline punktiga M, ordinaattelje
suhtes. Jarelikult ellips on siimmeetriline koordinaattelgede
suhtes ehk teisiti valjendatult, koordinaatteljed on ellipsi
siimmeetriatelgedeks. Peale selle punkt M, on stimmeetri-
line punktiga M, koordinaatide alguse suhtes. Siit jargneb,
et ellips on siimmeetriline ka koordinaatide alguse suhtes.

Sirgloiku A’A nimetatakse ellipsi suurteljeks.
Suurtelje pikkus on 2a. Sirglsik B’B on ellipsi v dike-
telg. Viiketelje pikkus on 2b. Punkte A, A’, B, B’
nimetatakse ellipsi lagipunktideks (tippudeks).

§ 22. Ellipsi punktide konstrueerimine. Olgu antud ellips
a2 P
2 TS
Avaldame ellipsi vorrandist y-i:
y==2va—a. 9)

Ehitame ellipsi suurteljele kui diameetrile ringjoone
(joonis 37). Selle ringjoone vorrand on:

x2+y2:a2.

Kui tihistada y/-ga selle ringjoone mone punkti L ordinaadi,
mis vastab abstsissile OP = x, siis saame:

Yy ===\ a—2x%.

Ellipsi ja ringjoone iihesuguste markidega, iihele ja samale
2-i vairtusele vastavate ordinaatide vordlemiseks jagame
y y/-ga, mille tulemusena saame:

Y b

Y a’
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S. 0. abstsissi lihe ja sama vidrtuse puhul ellipsi ordinaadi
ja ringjoone ordinaadi suhe vordub ellipsi viiketelje ja
suurtelje suhtega.

Eelmine seos juhib meid lihtsale ellipsi punktide leidmi-
sele, kui on teada ellipsi teljed.

Y 4

L
B

R M

> X
Af (0] P A
Bl
Joonis 37.

Kahele ellipsi teljele AA’ ja BB’ kui diameetritele konst-
rueerime kaks kontsentrilist ringjoont ja keskpunktist joo-
nestame kiire OL . Joonestades pirast seda selle kiire ja
suure ringjoone loikepunkti L libiva sirge LP, mis on
paralleelne viiketeljega, ning kiire ja viikese ringjoone
I6ikepunkti K ldbiva sirge KM, mis on paralleelne suur-
teljega, saame nende kahe sirge I6ikepunkti M , mis asetseb
ellipsil. Téepoolest, olenevalt sellest, et paralleelsed sirged OP
ja KM loikavad nurga OLP kiilgedest vordelised osad, véime
kirjutada:

MP _OK _OB_ b
LB T 0r T 04 '3

ehk

Yl
PiEa



millest
y:gy’:g\/az—x‘-’.

Muutes kiire OL téusu nurka, voime sel viisil konstru-
eerida kuitahes palju ellipsi punkte.

Ellipsi definitsioonist, mille jérgi ellips on niisuguste
punktide geomeetriline koht, millede kauguste summa kahest
antud punktist (fookustest) on jé#v suurus, nimelt 2e, jarg-
neb ellipsi konstrueerimise viis pinguletdmmatud niidi
pideva liikumise jaljena. ;

‘ Niidil, mille pikkus vordub
ellipsi  suurtelje pikkusega,
kinnitatakse kaks otsa fookus-
tesse ja siis tommatakse niit
pingule joonestava teravikuga.
Ellipsi definitsiooni pohjal on
¢, arusaadav, et kui viime tera-

viku paberil edasi, nii et niit
oleks kogu aeg pingul, siis tera-
vik joonestab ellipsi ( jooriis 38).

Joonis 38.

§ 23. Ellipsi ekstsentrisus. Ellipsi fookuste vahelise

kauguse 2¢ ja suurtelje 2a suhet, s. o. :22-5 = %—, nimetatakse

eilipsi ekstsentrisuseks ja miargitakse harilikult
tahega e. Valemist (6) § 20 saame:

=\ 0F=—-b%
Niisiis:

Va2—02

C
= - —
a a

(10)

Ellipsi ekstsentrisus, nagu see jirgneb ekstsentrisuse
definitsioonist, on arv, mis on tihest vidiksem. Ekstsentrisuse
suurus maarab ellipsi kuju. Mida suurem on-ellipsi eks-
_ tsentrisus, seda rohkem suurtelje sihis viljavenitatud kuju
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~omab ellips. Ellipsi telgede vordelisel (proportsionaalsel)
suurenemisel ellipsi kuju ja ekstsentrisus ei muutu.

§ 24. Ellipsi seos ringjoonega. Vaatleme ellipsi eri
jubtu, kui @ = b . Siis vorrand (8) omandab kuju:

2‘__1 ehk' a2 L y2=a>.

0
See on niisuguse ringjoone vorrand, mille raadius on a ja
mille keskpunkt on koordinaatide alguses. Siit jareldame, et
ringjoon on ellipsi eri juhtum, nimelt ringjoon on ellips,
mille teljed on teineteisega vordsed.

Eelmise paragrahvi valemist (10) jargneb, et ku1 a==b,

Ve=p

siis ekstsentrisus e = — =0. Niisiis ringjoon kujutab
endast ellipsit, mille ekstsentrisus on null.
Vorrand (8) b > @ puhul kujutab endast niisuguse ellipsi vorran-

dit, mille fookused asetsevad teljel OY kaugusel V. b2 — a2 koordinaa-
tide algusest O. Sel juhul sirgloik B'B = 2b on suurteljeks, sirglsik
A’A = 2a aga viiketeljeks.

Nédide Leida ellipsi vorrand, kui ellipsi. ekstsentrisus

on %jg fookused asetsevad punktides (4, 0) ja (—4, 0).

Lahendus. Fookuse kaugus keskpunktist misratakse

Vaz_;,z
ey .

avaldisega \/ a®> — b?, ekstsentrisus ¢ aga on vérdne
Nii saame:

\/a2—b2:4jaf~1 kusta:lz b2 — 128

Jérelikult, otsitav ellipsi vérrand on —— S 4 % —}-128 =I5,

§ 25. Hiiperbool.Hiiperbooliks nimetatakse
niisuguste punktide geomeetrilist kohta,
millede kauguste vahe kahest kindlast
punktist——fookustest—on_jéi%iv suurus.
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Lihtudes hiiperbooli definitsioonist,“koostame hiiperbooli
vorrandi. Valime koordinaattelgedele samasuguse asendi foo-
kuste suhtes kui ellipsi vorrandi tuletamisel. Tahistame foo-
kuste F', ja F, vahelise kauguse 2¢-ga, aga hiiperbooli punkti
ja fookuste vaheliste kauguste jddva suurusega vahe Za.
Olgu M (z , y) vabalt voetud hiiperbooli punkt. Hiiperbooli
definitsiooni pohjal on

FM —F M = =+ 20 (joonis 39).

YA M (xyy)

— X

% F2 O-——a—-—-\:A F.
Joonis 39.

Viljendades kaugused F,M ja F M kahe punkti vahelise
kauguse valemi pohjal, saame:

V@4+e)2+ 9y —v(x—e)2 4+ y2= £ 2.

See on otsitav hiiperbooli vérrand. Vabastame vorrandi
juuravaldistest ja anname vérrandile lihtsama kuju.
Viies teise juuravaldise paremale poolele, saame:

Viz+e)P4+yPr==+2a+ v(—c)2 L2,
Tostame vorrandi mélemad pooled ruutu:

%4 208+ ¢ 4 y* =40 £ 4o/ (z—)® + Y24
+ 22 — 2¢x | ¢ + 92

Parast lihtsustamist saame:

+avV(@—e)?+y=a—cx.
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_ Vottes uuesti mélemad pooled ruutu, saame vérrandi
kujul:
(0*—¢?) 22+ %> =a? (a2 —'¢2). (11)
Vérrandil (11) on sama kuju, kui ellipsi vorrandil (5%*)
enne suuruse b asetamist vorrandisse. Kuid erinevus on sel-
les, et niiiid @ < ¢, sest kolmnurga F ME kahe kiilje vahe
on viaiksem kuj kolmas kiilg :

FM <~ F M < FF, ehk 20 < 2¢,
kust ¢ < ¢.
Jar ehkult @® — ¢* on negatiivne suurus ja seda v6ib tihis-
tada — b2-ga.
KlrJutades vorrandis (11) avaldise a2 — ¢2 asemele — h- =
saame:

o b2x2 + a2y2 — C(2b2 3 3

Jagades vorrandi kéik litkmed — a2p2 -ga, saame Vorrandl
kujul:

2 g2

i e (12)
Niisugune on hiiperbooli lihtsaim vérrand.

Vordusest a® — ¢2 = — b2 jirgneb:
c=Va+b2.

Suhet g rnimetatakse hiiperbooli ekstsentri-
suseks ja tihistatakse harilikult tihega e:

sad = Yo ge
T a 3

Viimasest, jargneb, et hiiperbooli ekstsentrisus on suurem
kuj iiks.

§ 26. Hiiperbooli kuju maaramine. Samuti kui ellipsi
kuju médramisel, on kerge niha, et hiiperbool on siimmeetri-
line koordinaattelgede ja koordinaatide alguse suhtes.



Toepoolest, jooksvad koordinaadid esinevad hiiperbooli
vorrandis (12) ruudus; selleparast, kui punkt M (z,,y,)
asetseb hiiperboolil, s. 0. kui punkti koordinaadid x, ja y,
rahuldavad vorrandit (12), siis ka punktiga M , koordinaat-
telgede ja nende alguse suhtes siimmeetriliste punktide
M,(—=,,y), M,(—=z,, —y,), M ,(x,, —y,) koordinaadid
rahuldavad hiiperbooli vorrandit. Jarelikult punktid M, ,
M, ja M, asetsevad ka hiiperboolil.

Avaldame vorrandist (12) ordinaadi y:

S L oman g (12*)

Vorrandist (12*) nahtub, et ordinaat saab olla reaalne
ainult siis, kui @* > «¢®>. Kui aga abstsissi absoluutvaédrtuse
: votame viiksema kui @, siis
Y{\ 4 . g :
s Q ordinaat y omandab imaginaar-
vidrtuse. See niitab, et hiiper-
B booli punkte ei saa olla voot-
mes, mida piira\}ad ordinaat-
Al o) A teljega paralleelsed ja sellest
' B vasemal ja paremal pool kaugu-
sel ¢ asetsevad sirged RS ja
PQ (joonis 40).
Kui « = =+ a, siis ordinaat
y = 0. See tdhendab, et hiiper-
bool Ioikab telge OX punkti-
des A(a,0) ja A’(—a, 0), s. o. punktides, millede abstsissid
on absoluutvéaidrtuselt koige viiksemad.

Joonis 40.

Kui # = 0, siis, nagu jargneb vorrandist (12*), ¥y oman-
dab imaginaarvaidrtuse. Jarelikult hiiperbool ei 16ika telge
0Y , mis muuseas jargnes ka eelnevatest arutlustest.

Arvestades oeldut, jouame otsusele, et” hiiperbool omab
joonisel 40 esitatud kuju.
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~ Sirgloiku A’A nimetatakse hiiperbooli reaaltel-
jeks. Punkte A’ ja A nimetatakse hiiperbooli lagi-
punktideks (tippudeks). ;

Sirgléiku BB’, mille pikkus on 2b , nimetatakse hiiper-
booli imaginaarteljeks.

§ 27. Hiiperbooli asiimptoodid. Olgu antud hiiperbool
7 5 —Z£=1. (12)
Konstrueerime kaks sirget (joonis 41), mille vérrandi-
teks on
b : b
=% ja ek (18)
Miargime tihega Y iihel sirgetest (13) asetseva punkti
ordinaadi ja tdhega y hiiperbooli (12) punkti ordinaadi, mis
vastavad samale abstsissi @ vidrtusele — nii sirge kui hiiper-
booli tarvis. Hiiperbooli vérrandist saame :
y==E g V. 22— a2 :
ja sirgetest (13) niiteks esimese sirge vorrand on
5 : ,'l; X
Vorratusest
Pa g g2 _
jargneb, et abstsissi @ absoluutviirtus on suurem kui
V @ —a?. Kuid siis on korrutise gx -absoluutvisrtus suu-

: e 2
rem kui korrutise o V #? —a® absoluutviirtus, s. o. sirge

(13) ordinaadi Y absoluutviirtus on suurem kui hiiperbooli
ordinaadi y absoluutviirtus. See néitab, et hiiperbooli punk-
tid asetsevad sirgetest (13) moodustatud tippnurkade sees
(joonis 41).

Uurime niiiid, kui ldhedale sirgetele (13) ldhenevad
hiiperbooli harud, s. o. kuidas muutub sirgete (13) Jja hiiper-
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" booli ordinaatide vahe Y —y abstsissi # kasvamisel. Arves-
tades hiiperbooli ja sirgete (13) siimmeetrilisust koordi-
naattelgede suhtes, .piisab selle kiisimuse lahendamisest
ainult esimese kvadrandi suhtes. Vottes @, vy ja Y positiiv-
setena, saame:

Y—y=Ltu_ typ—@=2_vF—a).

Y A Ve

Joonis 41.

Abstsissi « suurenemisel see vahe muutub, kuid saadud
avaldise jargi on raske otsustada, kas see vahe suureneb voi
~viheneb. Seepdrast teisendame vaadeldud avaldise parema

poole, korrutades ja jagades seda summaga x + \/ x*—a®:

Yy e = VE =Dt VA=
a(xY a2 — a2
ehk, parast lihtsustamist,
ab
Saadud avaldisest ndhtub, et abstsissi # kasvamisel see
vahe piiramatult kahaneb, sest murru lugeja siilitab oma
vaartust, murru nimetaja aga kasvab piiramatult. See

Y —y=

tahendab, et hiiperbool ldheneb sirgele Y :Z x, kuid selle
sirgeni kunagi ei joua.
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Kuna hiiperbooli harud on siimmeetrilised ja sirgete (13)
asend on siimmeetriline koordinaattelgede "su’hte:s, jareldame,
et allpool telge asetsev parempoolse haru osa, samuti ka
pahempoolse haru iilemine osa piiramatult lihenevad sir-

gele Y — —% « , kuna hiiperbooli pahempoolse haru alu-
mine osa sirgele Y :% o ;

- Sirget, millele koverjoon piiramatult liheneb, nimeta-
takse selle kovera asiimptoodiks. Niitegime kindlaks,
et hiiperboolil on kaks asiimptooti, mida viljendavad vor-
randid :

S LGl
y=—z ja y=——2a.

Naide. Leida hiiperbooli ekstsentrisus, fookuste koor-
dinaadid ja astimptootide wvorrandid, ‘kui hiiperbooli vor-
rand on:

@ g2
i e

Lahendus. Paragrahvis 25 esitatud valemi jargi

on: ;
e Ll

a
Niiteks antud hiiperboolil ¢ =5, b =2, jirelikult
V29

5

G

Ekstsentrisus on fookuse ja koordinaatide alguse vahe-
lise kauguse ja reaalpooltelje pikkuse suhe (§ 25), s. o.

08 OF
2 S OPAT S T

(joonis 39). Jirelikult OF, =a¢=5 /29 =729,
Seega fookuse koordinaadid on: (/ 29, 0) ja (— /29, 0).
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Kéaesoleva paragrahvi Valemltest (13) saame asiimptoo-
tide vorrandid

y==2c ehk 20-+5y=0.

§ 28. Vordhaarne hiiperbool. Kui o =b, siis hiiper-
booli nimetatakse vordha arseks, ja selle vorrand
omab kuju: ;

e o doeehk vt o gt il

Eelmise paragrahvi valemite (13) pohjal leiame vord-
haarse hiiperbooli asiimptootide vorrandid:

Y=t agal gre— o

Y.

Joonis 42,

Jérelikult vordhaarse hiiperbooli asiimptootideks on sir-
ged, milledest iiks moodustab teljega OX nurga 45° ja teine
nurga 135° Nurk vordhaarse hiiperbooli asiimptootide vahel
on 90° (joonis 42).

Fookuste kaugused asiimptootidest on vordsed (mitte
ainult vordhaarse, vaid iga hiiperbooli puhul). Uks neist
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kaugustest on kujutatud joonisel 42 sirgléiguna F P. Vil-
jendame selle sirgloigu pikkuse a kaudu.

Paragrahvist 25 on teada, et OF, —c=1v/a®+ b%.
Vordhaarse hiiperbooli puhul ¢ =b ja OF, =V &>+ ® =
=g/ 2

Kolmnurk OPF, on tdisnurkne — vordhaarne. Jarelikult

E.P=a:

Joonis 43.
Poorame koordinaatide siisteemi — 45° vorra; siis telg
QY iihtib asiimptoodiga ¥ =« ja telg OX asiimptoodiga
y =—x . Andes neile hariliku asendi, saame joonise 43.

Uued koordinaatteljed on tiéhistatud joonisel tdhtedega OX’
ja OY’. Missugused on niiiid fookuste F', ja F, koordinaa-
did uue koordinaatide siisteemi suhtes?
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Me leidsime, et F,\P =a. Kuna OP =F P =a, siis foo-
kuse F| koordinaadid on (@, a). On silmanihtav, et fooku-
sel F', on koordinaatideks (—a, —a). -

Tuletame vordhaarse hiiperbooli vorrandi uue koordi-
naatide siisteemi suhtes ehk, nagu &eldakse, kohaldame
hiiperbooli vorrandi asiimptootidele.

Hiiperbooli definitsiooni pdhjal kirjutame: F.M—
—F,M = 2a. Kasutades kahe punkti vahelise kauguse
valemit, vdljendame selle vorrandi jargmiselt:

V (@ + )7+ (' + a) —
— V@ —a)F (f —a)2= =20

v

[hiiperbooli mistahes punkti M koordinaadid méirgime
@, ¥)1. . ;

Viime teise juuravaldise saadud vorrandi paremale poo-
lele ja tostame médlemad pooled, ruutu. Lihtsustamiste jirel
saame:

@4y —ae==+V (@ —a)+ (¥ —a).

Tostes veel kord mélemad pooled ruutu ja lihtsustades

saadud vorrandi, saame ta kujul:

20y = a?
ehk

o

ey, :% :

Niisiis vordhaarse hiiperbooli vérrand
22—y = qa?
parast kohaldamist asiimptootidele omandab kuju:

e

9
5

kus 2’ ja y’ on jooksvad koordinaadid uute koordinaattel-
gede suhtes, milledeks on asiimptoodid.
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Kui votta a? = 2m?, siis eelmine vorrand omandab kuju:

ehk

x/yl — m2

2

i

__w,,

Siit nideme, et v6rdhéarne hiiperbool, kohaldatud asiimp-
tootidele, graafiliselt véljendab poordvérdelisuse seadust,

§ 29. Parabool. Parabooliks

nimetatakse

niisuguste punktide geomeetrilist kohta,
mille kaugused idhest antud punktist —
fookusest — ja antud sirgest, mida nime-
tatakse parabooli juhtjooneks ehk direkt-
rissiks, on vérdsed.

Votame teljeks OX
sirge, mis labib fookust F
ja on risti juhtjoonega RS
(joonis 44). Koordinaatide
alguseks votame fookuse
ja juhtjoone vahelise rist-
I6igu keskpunkti. Tiahis-
tame PF tdhega p. Suu-

rust p nimetatakse para-

booli parameetriks.
Siis fookuse koordinaadid

on (%’, O).

5 A y
N(_gy) M (xyy)
PR of Flz] izt
Joonis 44.

Olgu M(z, y) parabooli mingi punkt. Parabooli definit-

siooni pdhjal on:

FM =NM.

Punkti N koordinaadid on (—

6 Koirgema matemaatika kursus

p

5 y); sellepdrast, kasu-
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: tades kahe punkti vahelise kauguse valemit, voime Kkirju-
tada selle vorduse kujul:

Ve-8+v=VE+y,

ehk, tostes vorrandi molemad pooled ruutu:

2 —prt =22t pr+ L
millest pérast sarnaste litkmete koondamist saame:
Y22 : (14)

Niisugune on parabooli vorrand koige lihtsamal kujul.

Vorrand (14) néitab, et = voib omandada ainult vaar-
tusi, mis ei ole negatiivsed, sest kui « < 0, siis ordinaadi ¥
vaartused on imaginaarsed. Kui x = 0, siis ordinaat y =0 .
Jarelikult parabool ldbib koordinaatide algust. Kirjutades
vorrandi (14) kujul: b

Y= 2apx,

nieme, et koverjoon on siimmeetriline telje OX suhtes. See
- uurimine annab kujutluse paraboolist, nagu see on esitatud
joonisel 45. Punkti O nimetatakse parabooli lagipunk-
tiks ehk tipuks. Eelmisest selgub, et parabooli lagipunkt
asetseb fookuse ja juhtjoone vahelise kauguse keskpunktis.

Kui votta parabooli fookus wvasemal juhtjoonest, siis

fookuse koordinaatideks on (—‘21 ) 0) ja parabooli vorrand

omandab kuju:
Y?: =—2pzx .

Parabool sel juhul asetseb vasemal teljest OY . Jatame
lugeja tllesandeks tuletada iseseisvalt koverjoone vorrand
fookuse niisuguse asendi puhul.

Samuti jatame lugeja iilesandeks iseseisvalt veenduda,
et kui juhtjoon asetseb horisontaalselt, telg OY aga votta
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risti juhtjoonega lébi fookuse, mis on juhtjoonest korgemal,
siis parabooli vorrand omandab kuju:

x> =2py.

Koverjoon osutub siimmeetriliseks Y-telje suhtes. Tema
harud suunduvad iilespoole. Kui votta fookuse asend all-
pool juhtjoont, siis parabooli harud suunduvad alla ja para- .
booli vorrand omandab kuju:

22 =—2py.

vy A

h 20 &

Joonis 45. Joonis 46.

Nédide. Kivi, mis visati kaldu horisondi suhtes, joo-
nestas parabooli kaare ja kukkus 20 m kaugusele algasen-
dist. Koige suurem korgus, milleni toéusis kivi, on 10 m.
Madarata paraboolse trajektoori parameeter.

Lahendus. Asetades koordinaatteljed nii, nagu on
ndidatud joonisel 46, leiame, et paraboolset trajektoori vil-
jendab vorrand

22 =—2py.
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Punktil B, kuhu kivi langeb maapinnale, on koordinaa-
did (10, —10). Kuna see punkt asetseb paraboolil, siis selle
koordinaadid (10, —10) peavad rahuldama eelmist vérran-
dit. Nii saame 100 = — 2p - (—10), millest leiame: p =5 .

§ 30. Parabool y — Ax? | Bx + C. Oletame niiiid, et
parabooli lagipunkt asetseb mingisuguses punktis (a, b) ja
tema siimmeetria telg on paralleelne teljega OY (joonis 47).

Y) - Konstrueerime koordinaa-
YA ~ tide abisiisteemi X’0’Y”,

vottes koordinaatide algus-

%4 . punkti parabooli lagi-

punkti ja miadrates uute

44 I\ telgede suunad samad kui

i x" telgedel OX ja OY. Tihen-

5 dab, telg O’Y’ iihtib para--
/ booli  siimmeetriateljega.

Siis, kooskdlas eelmise
paragrahviga, parabooli

o) - . o e 1 vorrand uue koordinaatide
— x—— b slisteemi suhtes omandab
Joonis 47, kuju:
&5 — 2y

Meie iilesanne seisab selles, et viljendada seda vorran-
dit koordinaatide pdhisiisteemi XOY suhtes. Joonise 47 p&h-
jalon: &’ =x—a, Yy =y—b. Asetades need jooksvate
koordinaatide (a’, y’) viirtused eelmisse vorrandisse, saame :

(r—a)2=2p(y —0b). (15)

Niisuguse kuju omandab parabooli vorrand, kui para-
booli lagipunkt asetseb punktis (a, b) Jja parabooli teljeks
on sirge, mis on paralleelne teljega OY.

Kui parabooli asend on telje OY negatiivses suunas,
siis sﬂmanﬁ,htavgﬂt vorrand omandab kuju: (x—a)2—=
=—2p(y—0).
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Niitame niiiid, et koverjoon
y=~Ax?+-Bx -} C (16)

on parabool. Selleks veendume, et vorrandi (16) voib val-
jendada kujul (15); kuna vorrand (15) viljendab parabooli,
siis sellest jargneb, et koverjoon (16) ka on parabool.

Jagame vorrandi (16) molemad pooled A-ga ja viime
vaba liikme vasemale poolele; saame:

U g
s ey e
Taiendame niiiid vorrandi parempoolse osa tdisruuduni, mil-
4

o > S B 3
leks liildame vorrandi mélemale poolele F4z » Siis saame:

g e R B2
ewe e ey

1 44C — B2 B \2
'A—(y_ 14 )—_"(”—{—27) :
Niiiid oletades, et
B i@ B2 it
Cr b e Y e A e
saame vorrandi kujul (15): 2p(y—0b) = (x —a)2.
Nii on niidatud, et vorrand (16) on parabooli v61jrand.

ehk

a =

Naide 1. Konstrueerida parabool y = x? —4x—5.

Lahendus. Leiame parabooli lagipunkti koordinaa-
did; selleks liites vorrandi molemale poolele 9, saame vor-
randi kujul:

y4+9=(z—2)2.

Jarelikult parabooli lagipunkt asetseb punktis (2, —9).
Parabooli konstrueerimiseks leiame parabooli ja koordinaat-
telgede 1oikepunktid. Vottes & =0, leiame, e y=—5.
Jirelikult koverjoon 16ikab telge OY punktis (0, —5). Vot-
tes niitid ¥ = 0 ja lahendades ruutvorrandi

22— 4 —5=0,
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madrame parabooli 16ikepunkti teljega OX: (5,0), (—1 5 0).
Koverjoone  tépsemaks viljajoonestamiseks leiame veel
moned kdvera punktid. Kui votta niiteks & — 1, siis Pi—
= —38; kuj vdtta x =4, siis y=-—5; kui votta x = —2,
siis y =7 jne. Konstrueerides need punktid ja iihendades
nad sujuva joonega, saame joonisel 48 kujutatud graafiku.

y Méarkus. Parabooli lagi-
/ punkti koordinaatide médra-
miseks oleks voinud kasutada
varem tuletatud valmis vale-
meid, kuid otstarbekohasem
on rakendada kiesolevas nii-
tes toodud meetodit,

£ oo

(-2,7)

Niaide 2. Leida punkte
(L51); €258) ja (0 ,0) libi-
va parabooli vorrand, kui on
teada, et siimmeetriateljeks
on sirge, mis on paralleelne
teljega OY .

(0=5)
Lahendus. Vétame para-
booli vorrandi kujul:

y:A.x2+Bx—}—bC.

(2-9

Joonis 48. Antud punktide koordi-

naadid peavad rahuldama

parabooli vorrandit. Asendades nendega jooksvaid koordi-
naate, saame vorrandsiisteemi:

1=4A+B+C, 8=4A4+ 2B+ C, U—Cs

millest misirame A, BjaC: A=3, B—=3%, C—0. Jire.
likult otsitav vorrand on: 2y = a2 4 a .
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§ 31. Koverjoone vérrandid parameetrilisel kujul. Sageli
on sobiv viljendada koverjoont mitte iihe vorrandiga, mis
seob kéverjoone punkti jooksvaid koordinaate, vaid kahe
vorrandiga, milledest iiks mé#drab jooksva abstsissi @ muu-
tumise, ‘séltuvalt méne muutuva suuruse muutumisest, ja
teine — jooksva ordinaadi y muutumise, séltuvalt sellest-
samast muutuvast suurusest. Seda kolmandat, abimuutujat,
millest soltub jooksvate koordinaatide z ja y muutumine,
nimetatakse parameetriks; sellepdrast nimetatakse
koverjoone molemaid vorrandeid parameetr ilisteks.
Selgitame oeldut niitega.

Niide. Antud on koverjoone parameetrilised vorran-
did x=1%, y=t, kus t on parameeter. Konstrueerida
koverjoon.

Lahendus. Parameetri ¢ muutudes muutuvad ka
koordinaadid z ja y. Seeparast punkt M(x, y) muudab
oma asendit ja joonestab tasapinnal monesuguse koverjoone.
Et selgitada selle kdoverjoone kuju, ehitame-terve rea
punkti M asendeid, mis vastavad parameetri ¢ mitmesugus-
tele vadrtustele. Anname sellele parameetrile niiteks vaar-
tused —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 j.n.e. Korraldame arvuta-
mise tulemused iilevaate kergendamise otstarbel tabelisse:

|
ey e 3\
| |
| |
x 9{4 Vol e
|
! by
| ¥ —3}—2 -110\1 2 3
|
| s ;

Konstrueerides  niiiid punktid (9,—3), (4,—2),
(1,35, %0, 0), (1,1), 44;2),.858) ja iihendades nad
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sujuva joonega, saame vérrandite x — ¢2 Y =1 (Joo-
nis 49) kaudu antud kéverjoone graafiku.

Koverjoon meenutab parabooli, Veendumiseks, et kover-
joon toeliselt on parabool, miirame kahe antud vérrandi
-pohjal vahetu seose x ja y vahel, 8. 0. viljendame kover-
joone iihe vorrandi kaudu. Selleks elimineerime kahest -
antud vorrandist {. Kuna ¢ =y, siis, asendades vdrran-
dis & =t parameetri ¢ ordinaadiga Y, saame vorrandi
e TR See vorrand osutubki meile tuntud parabooli vér-
randiks.

Joonis 49.

Parameetrilisi vérrandeid kasutatakse sageli mehaani-
kas. Parameetriks ¢ voetakse harilikult aeg. Siis koverjoon,
mida véljendavad parameetrilised vorrandid, esitab tasapin-
nal liikuva punkti trajektoori. Sellest vaatekohast lahtudes
vaadeldud nidide annab meile niisuguse punkti trajektoori,
mille litkumise seadus antakse vorrandeis: =12, y—=¢.

Votame niiiid vaatlemisele, kuidas véib viljendada para-
meetrilisel kajul ringjoont ja ellipsit.
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§ 32. Ringjoone parameetrilised vérrandid. Olgu M (z, y)
(joonis 50) mistahes punkt ringjoonel, mille raadius on r
ja mille keskpunkt on koordinaatide alguses. Olgu ¢ nurk,
mille raadius OM moodgsta»b teljega OX . Siinuse ja koosi-
nuse definitsiooni péhjal on: 5

e e AL T e L

Niisugused on ringjoone %
parameetrilised vorrandid, mil-

ledes ¢t on kesknurk XOM.. M{’;.’X?

Parameetri ¢ muutumisel 0-st sl' -\

27-ni punkt M(z, y) liikumisel s » X

moodustab ringjoone, /
V6tfes kummagi vérrandi

moélemad pooled ruutu ja liites
nad vastavalt, saame:

Joonis 50.

dRl oyt = lcona el sin2g) el L P —— 2

Siit ndeme, et parameetri ¢ elimineerimisega saime abst-
sissi # ja ordnaati y siduva, meile juba tuntud ringjoone
vorrandi,

Nidide. Punkt liigub jaava kiirusega v ringjoonel,
. mille raadius on a. Leida punkti liikumise seadus.
Lahendus. Ajat kestel libib punkt kaare, mille pik-

kus on s = vt. Teisest kiiljest, s = ¢pa, kus ¢ on kesknurk,
mis toetub kaarele s. Siit saame:

ot
S

S
QP =—="—.
Jarelikult

2 % y=asinZ
T=acos -, Y= e

§ 33. Ellipsi parameetriline vérrand. Olgu M(x, y) el-
lipsi vabalt valitud punkt. Ehitame ellipsi suurteljele kui dia-
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meetrile ringjoone (joonis 51). Joonestame libi punkti M

sirge LP, mis on paralleelne ellipsi vaiketeljega. Votame

parameetriks nurga ¢ ringi raadiuse OL ja telje OX vahel.
Siis saame:

Y
4 OP =x—acost.
L Paragrahvist 22 = me
juba teame, et
M
MP b
5 & BT
@] 7 P S
kus b on ellipsi vai-
ketelg. Kuid MP =y
ja PL—OL sint =
—aSnt.
Joonis 51, - Jarelikult

yzgasini:bsint.
Seega ellipsi parameetrilised vérrandid on:
z=acost, y=>bsint.
Jagades esimese vorrandi a-ga, teise b-ga, tostes pirast

seda mdlemad vérrandid ruutu ja liites osade kaupa, saame
tuntud ellipsi vorrandi:

x2 y2_
s

§ 34. Ellipsi sirkel. Oletame, et kahte vastastikku rist-
sirget OX ja OY Ioikab mingisugune sirge punktides K ja L
(joonis 52), ja olgu M mingi kindlaks méiratud punkt sel
sirgel. Tahistades selle punkti koordinaadid z-i ja y-ga,
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nurga, mille sirge KL moodustab teljega OX , a-ga ja oleta-
des, et

LM —a, MK=—%,
saame kolmnurkadest LQM ja MPK:
(MQ)2 a2

Wi = =~ Ccos2a jo

(MBY* — ¥ sinz o, /millest 5% = 1.

See niitab, et punkt M (z, y) asetseb ellipsil, mille teljed
iihtivad sirgetega OX ja OY ja on vordsed sirgldikude LM
ja MK kahekordse pikkusega.

Kui_kujutleda, et sirge

KL muudab oma asendit YA
nii, et punktid K ja L lii- Z
guvad telgedel OX ja OY
ning sirgléik KL siilitab
oma pikkuse, siis punkt M le) M
muudab pidevalt asendit, i
jaddes nimetatud ellipsile. (? K’ £ &
Kui vaatleme punkti M L N

kui kuuluvat sirgele KL/,

mis moodustab teljega OX Joonis 52.
nurga (z—a), siis kolm-

nurkadest MPK’ ja MNL'leiame:

o

a? i M
:l;é= cos“a ja (

NL’)‘Z
L'M
ning jérelikult 5 4-7=1.

Nii ndeme, et kui sirge liikudes selle sirge 16ik koordi-
naattelgede vahel siilitab oma pikkuse, siis selle sirge iga
punkt, nii sisemine kui vélimine, s. o. sirgloigul voi samal
sirgel viljaspool sirgloiku, joonestab ellipsi.
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Sellel ' pohjeneb ellipsi ehitamine joonestava teraviku
pideva liikumise kaudu, niinimetatud ellipsi sirkli abil.

Ellipsi sirkel (joonis 53) koosneb ristikujulisest seadi-
sest, milles on kaks ristiseisvat véljaloiget. Nendes viljalsi-
getes liiguvad ,liugurid®, milledele on kinnitatud liigenditel

L

(VAT

Joonis 53.

liikkuv varb. Varb on varustatud liikuva muhviga M, milles
on avaus joonestava teraviku jaoks. Muhvi M edasiliikumi-
sel joonestav teravik (kinnitatud muhvis M, kusjuures muhv
on asetatud ménele kindlale kohale varval) joonestab ellipsi.

~

Harjutusi.

Geomeetrilised kohad.

1. Leida niisuguste punktide geomeetrilise koha vérrand, mille-
dest igaiiks on teljest OX 5 korda kaugemal kui teljest OY . :

Vastus: y = 5x. .

2. Leida niisuguste punktide geomeetrilise koha vorrand, mille-
delt igaiihe kaugus teljest OX on vordne kahekordse kaugusega tel-
jest OY pluss 3 pikkusiihikut,

Vastus: y =20 3.

3. Leida punktidest (2, — 3) ja (3, 2) vordseil kangustel asetse-
vate punktide geomeetrilise koha vorrand,

Vastus: —y =0.

. 4. Punkt liigub tasapinnal nii, et tema kaugus teljest OY jasb
kogu aja vordseks kaugusega punktist (5 , 0). Leida punkti liikumisel
tekkiva koverjoone vorrand.

Vastus: 42— 102+ 25-0.
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5. Punkt liigub tasapinnal nii, et tema kaugus punktist (0, 3)
ruutu tostetult jadks vordseks kaugusega teljest OY kuubis. Leida
punkti liitkumisel tekkiva koverjoone vorrand.

Vastus: #2 (y —3)2 =3, '

6. Leida niisuguste punktide geomeetrilise koha vorrand, milledel
on omadus, et tous sirgldigul, mis iihendab koordinaatide algust geo-
meetrilise koha punktiga, on kaks korda suurem seda geomeetrilise
koha punkti punktiga (@, @) iithendavad sirgloigu tdusust.

Vastus: oy —2ax +ay =0.

7. Punkt liigub tasapinnal niiviisi, et tema kaugus koordinaatide
algusest jaiab vordseks seda punkti ja koordinaatide algust ithendava
sirge tousuga. Leida selle koverjoone vorrand, mida tekitab punkt liikt-
misel. :

Vastus: «* + 222 = 92.

Ringjoon,

8. Leida ringjoone vorrand, kui ringjoone keskpunkt on punktis
(3, —5) ja raadius on 4.

Vastus: 224 9y2—6x+4 10y +18=0.

9. Leida ringjoone vorrand, kui ringjoone raadius on 2 ja kesk-

4 3
punkt (-—5, 5)

Vastus: 522+ 5y2 4 8z —6y—15=0.

10. Leida telje OX 16ikepunktid ringjoonega, mille diameetriks
on punkte (1, 2) ja (—38, —4) iihendav sirgloik.

Vastus: (—1=2V 3, 0).

11. Ringjoone diameetriks on sirge 3¢ —4y 4 12 =0 16ik koordi-
naattelgede vahel. Leida ringjoone worrand.

Vastus: #2492+ 4e—3y=0.

12. Leida vorrand ringjoonel, mille raadius on ¢ ja mis puutub
telge OY koordinaatide alguses.

Vastus: 2+ 9% =202 =0.

13. Leida ringjoone «x2 4 %2+ 2@+ 16y —42 =20 keskpunkt ja
raadius.

Vastus: (—1, —8); V 107.

14. Leida ringjoone 2x2 4 29>+ 6x —3y—10=20 keskpunkt ja
raadius.

Vastus: (_g’ ?), 3 AT
2. 4 4
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15. Todestada, et kaks ringjoont on kontsentrilised, kui nende vor-
randid erinevad ainult vabade liikmete vazrtustelt.

16. Leida kolmnurga iimber joonestatud ringjoone vorrand, kui
kolmnurga tippudeks on punktid (0 » )5 (—2,0) ja (0, —1).

Vastus: 222 +2y2 4+ 3x—2—0.

17. Leida kolmnurga iimber joonestatud ringjoone vérrand, kui
kolmnurga kiilgedeks on sirged x4 2y—8=0, 3x—y—2—=0 ja
20 —8y—6=0.

Vastus: 724 792 — 192+ 11y —6—0.

18. "Leida koordinaattelgi puutuva ja punkti (4, —2) Ilidbiva
ringjoone vérrand. 5

Vastus: 224+ 942 —dow4 4y 44— 0;

2% + y2— 20x + 20y + 100 =0 .

19. Koordinaattelgi puutuva ringjoone keskpunkt asetseb sirgel
34— 5y + 15 =0. Leida ringjoone vérrand.

VastU}S: 422 + 4y% — 60 — 60y + 225 =0; 6422 + 64y2 4 2402 —
— 240y + 225 =0. : : ;

20. Niidata, et sirge 40 —3y—14—0 on ringjoone 2 + y2 4
+ 42z — 2y — 20 = 0 puutuja.

21. Leida _ringjoone #2 - y2 = 25 puutuja vérrand, kui puute-
punktiks on (—3, —4),

Vastus: 8x 44y +25—0.

22. Leida ringjoone x2 4 y2 — 13 puutujate vorrandid, kui puu-
tujad labivad punkti (1, 5).

Vastus: 8x 4+ 2y — 13 =0; 20—3y+4+13=0.

23. Leida ringjoone x2 4 32 — 52 pbuutujate vorrandid, kui puu-
tujad on paralleelsed sirgega 2 +3y—6=0.

Vastus: 2x 43y =26—=0.

Ellips.

24. Leida ellipsi 922 + 2542 — 225 telgede pikkused, ekstsentri-
sus ja fookuste koordinaadid. )

Vastus: 10, 6; g; (4, 0).

25. Leida ellipsi 32 4 4y2 = 2 telgede pikkused, ekstsentrisus ja
fookuste koordinaadid.

Vastus: ;VTS; V2 }.) (= 2 WABE0)S

b

S =
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26. Leida ellipsi 4x2 + 2y = 1 lagipunktide ja fookuste koordi-
‘naadid ja ekstsentrisus.

Vastus: (i%, 0); (O, -+ Tl)v_z); (O, t%);}_)\/_,

9 2 %
27. Missuguste ¢ ja b vaartuste puhul ellips ai:+%2: 1 labib
a2
punkte (2, 3) ja (—1, —4).
Vastus: . v 385, %v’i’és.
7

28. Ellipsi kahe lagipunkti koordinaadid on (== 6, 0) ja fookuste
koordinaadid on (= 4, 0). Leida ellipsi vorrand.
Vastus: 522 + 9y% = 180.

29. Ellipsi fookuste koordinaadid on (0, + 3) ja suurtelje pik- .
kus 12. Leida ellipsi vorrand.
Vastus: 42?4 3y2 = 108.

30. Ellipsi viiketelje pikkus on 6 ja iihe fookuse koordinaadid
on (—4, 0). Leida ellipsi vérrand.

Vastus:  9x? 4 2592 = 225 ;

31. Leida ellipsi vorrand, kui ellipsi fookuste koordinaadid on
(0, = 5) ja ekstsentrisus ';;

Vastus: 3622 + 20y2 = 1125 .

32. Leida ellipsi vérrand, kui elli;;;si ekstsentrisus on -, tlhe

=

fookuse abstsiss on 2 ja suurtelg iihtib teljega OX.

&

Vastus: 8x2 4 9y2 = 162,

Hiperbool
33. Leida hiiperbooli 422 — 9y2 = 36 ekstsentrisus, . fookuste
koordinaadid ja asiimptootide vorrandid.
Vastus: % V13; (= VA8, 0); 2x = 8y=0.
34. Leida hiiperbooli v6rraﬁd, kui hiiperbooli fookuste koordinaa-

did on (£ 4, 0) ja reaaltelg 6.
Vastus: 7Tx2— 9y2 = 63.

~
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35. Leida hiiperbooli v6rra1;d, kui hiiperbooli asiimptootideks on
sirged y = :L‘g x ja fookusteks punktid (=2, 0).

Vastus: 15322 — 425y2 = 450,
36. Leida punkti (2, 1) libiva hiiperbooli vorrand, kui hiiper-

booli asiimptootideks on sirged y — = 2 x.

- Vastus: 922 — 16y42 = 20.

37. Leida punkti (3, —1) labiva vordhaarse hiiperbooli vérrand.
Vastus: 22— 92 =28.

38. Hiiperbooli lagipunktide kaugus keskpunktist on ; fookuse

Jja keskpunkti vahelisest kaugusest. Leida hiiperbooli astimptoodi ja
reaaltelje vaheline nurk Q-

Vastus: tg g :}5 V5.

39. El‘lipéi kaks lagipunkti asetsevad hiiperbooli fookustes, kuna
hiiperbooli lagipunktid asetsevad ellipsi fookustes. Ellipsi vérrand on

ey
]—6"1_9._1.

Leida hiiperbooli vérrand.
Vastus: 922 — 7y2 — 63,

Parabool
40. Masrata parabooli y2 — 2ps parameetri p suurus, kui para-

bool 14bib punkti (2, 4),
Vastus: p=4.

41. Leida parabooli vérrand, kui parabooli fookus on punktis
(—2, 0) ja parabooli teljeks on telg OX . * i

“Vastus: %2 =-—8x. :
42. Parabooli lagipunktiks on punkt (a, b) ja stimmeetriateljeks

sirge, mis on paralleelne teljega OX . Tuletada-parabooli vorrand,
kui on teada, et parabooli parameetriks on p.

Vastus: (y—b0)2= = 2p(x — a).
Juhis, Vt. § 30.
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43. Toestada, et vorrand x = My? 4 Ny + P viljendab parabooli.
Juhis. Vt. § 30.

4. Leida parabooli y? + 4y — 6x + 7 = 0 lagipunkti ja fookuse
koordinaadid, telje ja juhtjoone vorrandid.

Vastus: (;, —-2); 25— 2)s 2 =07 o L1 =—0

45. Leida parabooli 422 4 4z 4 3y — 2 — 0 lagipunkti ja fookuse -
koordinaadid, telje ja juhtjoone vérrandid.

1 1 13 j g o o

Vastus: (_2,1); o E)’ 2w +1=0; 16y —19=0.

46. Parabooli lagipunkt on punktis (2, 3); parabool 14bib koor-
dinaatide algust ja parabooli telg on paralleelne teljega OX . Leida
parabooli vérrand.

Vastus: 2y2— 12y + 92 = 0.
47. Punkti (—1, —1) libiva parabooli lagipunkt on punktis
(— 3—, 2). Leida parabooli vorrand, kuj tema telg on paralleelne tel-

jega 0Y .
Vastus: 1222 4 86x +y + 25 = 0.

48. Leida parabooli vérrand, kui koordinaatide algus langeb iihte
parabooli fookusega, teljeks on telg OX ja parameeter on P

Vastus: %2 = = 2px 4 p2.

49. Leida parabooli vorrand, kui selle. telg ja juhtjoon on vasta-
valt telgedeks OX ja OY; parameeter on Jie

Vastus: 92 = & 2px — p2,

50. Leida parabooli vérrand, kui lagipunkt asetseb pﬁhktis (372)
ja fookus punktis (5.5 .2):

Vastus: 92 —4y—8x +28=0.

51. Leida parabooli vorrand, kui lagipunkt asetseb punktis
(—1, —2) ja fookus punktis (—1, —4).

Vastus: 22420 +8y 4+ 17=0.

52. Leida parabooli vorrand, kui parabooli fookus on punktis
(2, —1) ja juhtjooneks on sirge y —4=0.

Vastus: 22 —4x 4+ 10y — 11 =0.

53. Leida parabooli vorrand, kui parabooli lagipunkt asetseb
punktis (—2, —5) ja juhtjooneks on sirge * —3 =0. °
Vastus: %24 10y +20x +65=0.
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54. Parabooli juhtjooneks on sirge ¥y 4+ 4 =0, Lagipunkt aset-
seb punktis (5, — 2). Leida parabooli vorrand.

Vastus: 22— 102 —8y+9—=0.

55; Sillakaarelv on parabooli kuju. Midrata selle parabooli para-
meeter p, teades, et kaare laius on 24 m ja korgus 6 m.

Vastus: p=12. :

%
- , b
40cme) T [Tz
60cm
M
X
J FZfee g
— /
Joonis 54. & Joonis 55.

56. Joonisel 54 on kujutatud paraboolse peegli pikilsige. Leida
peegli fookuse abstsiss joonise andmetel.

Vastus: ‘@ = 5,625,

57. Oletades, et traat, mis iithendab punkte M ja N (joonis 55),
omab parabooli kuju, leida parabooli vorrand, kui p =0,1; h=1 ja
(=10

Vastus: y=—0,02 (1 + V 11)x 4 0,002 (6 + V 11)a2.

~Juhis. Vétta parabooli vérrand kujul y = A«2 4 Bx + ¢. Lagi-
punkti ordinaat miiratakse seosega b — 5‘1140—232 Peale selle para-
bool 14bib punkte M ja N, millede koordinaadid on teada. Nende tin-
gimuste pohjal voib koostada kolm vorrandit A , B ja C leidmiseks.

Kéverjoonte parameetrilised vérrandid.

58. Konstrueerida koverjoonte graafikud, kui koverjooned on
antud vorramditega :
4

4-
1 £

Sl

) e — e I AR
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as ; 2a 2a
2zt ol . d e o T e o LS o
4 & e Sl wr Laenn

59. Niidata, et koverjoon, mida viljendavad vérrandid z.— -2

Y :zit’ , on parabool.

60. Mirsk viljub kahurist algkiirusega wvo, moodustades hori-
sondiga nurga o . Selle miirsu litkumise seaduse miiravad vorrandid :
* =wvtcosa, y=ytsine— Lgt2
(9 — raskuskiirendus, ¢ — aeg).
Leida trajektoori vorrand, elimineerides parameetri t.

Vastus 2v,2y2 cos? a =v,2xsin2a— ga2,

61. Kasutades iilesande 60 vorrandeid, leida, missuguse aja moo-

dumisel ja kui kaugeéle langeb miirsk.
20, si 2
Vastus: t= g 7 g0 sin 2a ,
g g

62. Kasutades iilesande 60 voérrandeid, leida, missuguse nurga
horisondiga peab moodustama kahuri toru, et saavutada suurimat
laskekaugust..,

astus: a="7".
Vastu i

&

%2t ; 9%



I OSA.
DIFERENTSIAALARVUTUSE ELEMENDID.

IV peatiikk.

Piiride teooria.

suurus. Suurused mis esinevad mingi nahtuse uurimisel,
jagunevad muutuvateks ja jddvateks (konstant-
seteks).

Muutuvaks suuruseks nimetatakse niisugust suurust,
mis antud néhtuse tingimustel vsib omandada mitmesugu-
seid arvulisi vidrtusi — kas piiratud vahemikus asuvaid
voi ilma etteantud vahemikuta missuguseid tahes viirtusi.

Jadvaks suuruseks nimetatakse niisugust suurust, mis
kogu uurimise kestel siilitab iihte Jj& sama arvulist vairtust.

Nii nditeks analiiiitilises geomeetrias sirgjoone jooksvad
koordinaadid (x, y) on muutuvad suurused, aga parameet-
rid, mis mésravad sirge asendi valitud koordinaatide siis-
teemi suhtes, on jddvad suurused.

Iga antud kiisimuse asetusviis madrab, missuguseid kiisi-

- muses vaadeldavaid suurusi tuleb lugeda muutuvateks suu-
rus’ceks (lihidalt muutujateks), missuguseid jadvateks.

- Nii niiteks kolmnurgas, mille tipp liigub mooda alusega
paralleelset sirget, nurgad ja kiiljed on muutuvad suurused,
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aga alus, korgus, pindala ja nurkade summa — jddvad suu-
- rused. \ :

Kui aga kolmnurga tipp liigub moéoda sirget, mis pole
_paralleelne alusega, siis ka korgus ja pindala on muutuva-
teks suurusteks ja jadvateks ainult alus ja nurkade summa.

Muutes iilesande tingimusi, vo6ib teha muutuvaks ka
alust, kuid kolmnurga nurkade summa._ on ikka jaav,
s. 0. 180°. ;

Siit jargneb, et on. tarws eraldada kahte liiki jadvaid
suurusi — suurused, mis séilitavad kindlaid arvulisi vaar-
tusi ainult antud iilesande tingimuste puhul, ja suurused,
mis omavad muutumatuid arvulisi vaartusi iilesande tingi-
mustest olenemata. Esimest liiki suurusi nimetatakse moni-
kord parameetreiks ja teisi — absoluutseteks jaavateks suu-
rusteks (absoluutseteks konstantideks).

Nii, sirge vorrandis telgloikudega
z IR
aatrg =1

suurustel ¢ ja b on antud vorrandis kindlad arvulised viér-
tused, mingi teise sirge puhul arvudel @ ja b on juba teised
arvulised védrtused. Jarelikult « ja b on parameetrid.
Absoluutsete jaavate suuruste hulka kuuluvad niisugu-
sed suurused, nagu kolmnurga nurkade summa, ringjoone

pikkuse ja diameetri suhe (arv z), Vv 25 7, 52 jne.

Jadvad suurused tahistatakse harilikult tahestiku esi-
meste tdahtedega: @, b, ¢,..., muutuvad suurused aga
tdhestiku viimaste tahtedega: x, v, 2,.

Edaspidi eeldame koikjal, et suuruste koik vaadeldavad
viaartused on reaalsed arvud, ja imaginaarsete arvude esi-
nemisel juhime sellele tarviduse korral tdhelepanu.

Muutuvate suuruste hulgas, millede muutumiste iseloom
voib olla viga mitmesugune, omavad korgemas matemaati-
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kas eriti tidhtsat kohta l6pmatult kahanevad suu-
rused. Lopmatult kahanevaks nimetatakse muutuvat suu-
rust, mille muutumise protsessi omapérast iseloomu viljen-
dab jargmine definitsioon:

Muutuvat suurust a nimeta‘takselép-
matult kahanevaks, kui muutumisel tema
absoluutvidrtus |a| saab ja edasisel muu-
tumisel ka jaiab viiksemaks igast kui-
tahes viikesest etteantud positiivsest
arvust &, s. 0. kui, alates ¢ monesugusest
vidrtusest ja edasisel a muutumisel on
- kehtiv vérratus :
ey,

ikskoik kui viike pPositiivne arv ¢ ka ej
oleks. :

Selgitame seda definitsiooni niitega.

Nédide 1. Murd a=_, kus z on positiivne arv, on

Iopmatult kahanev suurus, kui 2 piiramatult kasvab. Toe-
poolest, kui viikese positiivse arvy ¢ me ka ei votaks, saa-

bub ikka niisugune moment, mil murd z Saab viiksemaks

sellest etteantud arvust, s. o. kus on &ige vorratus %< 5
i Ll 1 s :

Nii, kui votame » — 1000000 » Slis vorratus

1 1
x bt 1 000 000

leiab aset, kui & kasvades saab suuremaks kui-1 000 000 . On
sﬂmanéhtav, et edasisel #-i kasvamisel murd % jaab viikse-

; 1 =3 :
maks kui 1000000 Sama arutlust voiks korrata, kui annak-

sime ette mitte 0,000001, vaid veel véiksema arvu, niiteks
0,0000001 v&i 0,00000001 jne.
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Niisiis murd 7 antud 2-i muutumise protsessis rahuldab
koiki tunnuseid, mis médravad 16pmatult kahanevat suurust.

Niaide 2. Murd —-i, kus x on positiivne arv, z-i pii-

ramatul kasvamisel on ka lopmatult kahanev suurus, sest
5553 %

murdudel — - Jja % on iithesugused absoluutvisrtused. Jire- _

likult kGik, mis niiites 1 on Geldud murru . kohta, jaab

- digeks ka murru —% kohta.

Nédide 3. Vaatleme pendlit, mis viljaviiduna tasa-
kaalu asendist hakkab vonkuma (joonis 56). Midrame
pendli asendi niisuguse nurga « Kkaudu,
mille pendel moodustab vertikaalsirgega
(tasakaalu asend). Nurga o loeme posi-
tiivseks voi negatiivseks — olenevalt sel-
lest, kas pendel asetseb vertikaalsihist
paremal “voi vasemal. Eeldades takistuse
olemasolu, nideme, et alates teatud momen-
dist, « korvalekaldumine saab ja pirast
seda jaab vaiksemaks igast etteantud kui-
tahes viikesest positiivsest arvust. Jarelikult « on l6pmatult
kahanev suurus, kusjuures o« omandab muutumise protsessis
kord positiivseid,. kord negatiivseid vaartusi.

Joonis 56.

Niide 4. Niiitaine, et sinz -1 lahenemisel nullile on
1opmatult kahanev suurus. §

Toepoolest, anname ette mingisuguse viikese positiivse
arvu ¢, nditeks ¢ = 0,01. Trigonomeetriast on teada, et
igasuguse z-i vadrtuse puhul (viljaarvatud x =0) [sinz | <
< |a|. Kuna x ldheneb nullile, siis alates monesugusest 2-i
vadrtusest ja z-1 edasisel muutumisel on kehtiv vorratus
[2]<0,01 ja jarelikult ka vorratus |sinx|< 0,01, sest
|sinz | < |x|. Sama oleks vdinud korrata, kui me oleksime
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andnud ette mitte arvu 0,01, vaid veel viiksema arvu, nii-
teks 0,001 v6i 0,0001 jne. — iildse igasuguse kuitahes vii-
kese positiivse arvu ¢. Nimetatud z-i muutumise laadi juu-
res (s. o. x-i lahenemisel nullile) jGuame niisugusele momen-
dile, kus tema absoluutviirtus, s. o. | z | saab viiksemaks ja
edasisel muutumisel ka jiib viiksemaks kui e. Aga siis,
lahtudes vérratusest |sina| < |z |, ka sinz absoluutviir-
tus, s. o. [sinz | saab ja edaspidi jaib viiksemaks kui ¢ .
See tdhendabki, et sin # on I6pmatult kahanev suurus.

Labiarutatud n#idetest ndhtub, et 16pmatult kahaneva
suuruse.muutumise laad voib olla viga mitmesugune: 16p-
matult kahanev suurus véib olla piisivalt  positiivne
(néide 1), negatiivne (niide 2), kord positiivne, kord nega-
tiivne (ndide 3). Kuid igal juhul lihenevad Iépmatult kaha-
neva suuruse vadrtused nullile, seejuures kas nii, et nad
kunagi nullini ei ulatu (nagu niidetes 1 ja 2), véi nii, et
erandjuhul omandavad nulliga vordsed vaartused (pendli
kaldenurk tasakaalu punktist labiminekul on null).

Samad tulemused Jjérgnevad vahetult ka lopmatult kaha-
neva suuruse definitsioonist. Nii, kui Iopmatult kahanev
suurus absoluutviirtuselt saab viiksemaks kuitahes vaike-
sest positiivsest arvust, siis on selge, et 16pmatult kahaneva
suuruse vadrtused ldhenevad kuitahes ldhedale nullile; kui
& on l6pmatult kahanev, siis ka — z on 16pmatult kahanev,
sest arvudel @ ja —z on thesugused absoluutviirtused. Vor-
ratusest |« | < ¢ jirgneb ka, et alates mingisugusest vair-
tusest, 16pmatult kahaneva suuruse z kéik vaartused saavad
ja jadvad suuremaks kui negatiivne arv —¢ ja viahemaks
kui positiivne arv -+ kui viike ka ¢ ei oleks, s. o. iilaltoo-
dud vérratuse asemel véime kirjutada kahekordse vérra-
tuse: —s <& < J¢.

Graafiliselt v6ib illustreerida Iopmatult kahanevat suu-
rust jirgmiselt. Vétame suunatud sirge koordinaatide algu-
sega O (joonis 57). Siis kujutab muutuvat suurust x sel sir-
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gel liikuv punkt, mis votab endale selle voi teise asendi, vas-
tavalt arvulisele vidrtusele, mille omandab suurus z sellel
voi teisel momendil. Ulaltoodud kahekordsest vorratusest
nihtub, et kui nullpunktist paremale v6i vasemale votta sirg-
I6ik, mille pikkus on ¢, siis 16pmatult kahanevat suurust
kujutav punkt peab sattuma sissepoole otspunkte sirgloi-
gule, mille pikkus on 2¢ ja keskpunkt punktis O, ja edasisel
muutumisel z peab jadma sellele sirgldigule sissepoole ots-
punkte, likskdik kui viike 2¢ ka ei oleks. Nii on siis niitli-
kult selge, et 16pmatult kahaneva suuruse visrtused lihene-
vad nullile. Lopuks mérgime, et mingisugune jadv suurus ¢,

O X

I

e

' c \

e g g___;:

* Joonis 57.

mis on erinev nullist, ei voi olla I6pmatult kahanev,
kuna ta ei saa kunagi olla absoluutviirtuselt viiksem kui ¢,
kui 0 < e < |c|. Nulli suhtes see viide ei ole kehtiv. Meie
voime nulli mimetada lopmatult kahanevaks suuruseks, vaa-
deldes teda kui muutuvat suurust, mis piisivalt omandab iihe
ja sama arvulise viiartuse; toepoolest, missuguse jadva posi-
tiivse arvu meie ka ei votaks, ikka on 6ige vorratus 0 < ¢,
s. 0. alati on tdidetud tingimus, mis méirab l6pmatult kaha-
nevat suurust. Selline kokkulepe nulli suhtes véimaldab edas- >
pidi lilhendada rea teoreemide sdnastamist. Iga l1opmatult
kahanev suurus, mis ei ole piisivalt nulliga vordne, on tin-
gimata muutuv.

§ 36. Lopmatult kahanevate suuruste pdhiteoreemid.
D ‘Lopmatult kahanevate suuruste
algebralinesummaigasuguse (muutumatu)
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arvu liidetavate puhul on l6pmatult kaha-
nev suurus.

Toestus. Téestame selle teoreemi kolmest liidetavast
koosneva summa kohta: ¢ -1 f—y=0. :

Olgu - kuitahes viike positiivne arv. On tarvis toestada,
et saabub niisugune moment, kus on kehtiv ja ka edaspidi
Jja8db kehtivaks vérratus

ol

Kuigi muutujate «, f ja y muutumise iseloom nullile I#he-
nemise protsessis on erinev iga iiksiku liidetava suhtes, kuid
et nad koéik on 16pmatult kahanevad, siis igaiiks neist (liks
varem, teine hiljem) saab absoluutviirtuselt viiksemaks

kui g Jérelikult saabub niisugune moment, millest alates
kehtivad vorratused:

lal<3, 181<§, Irl<%

Sii's saame:
lol=latp—r|<la|+]8]+]—r|<sj+i+i=s
seda aga oligi tarvis toestada. 7

Téiesti samal viisil voib tdestada teoreemi iikskoik kui
suure muutumatu suurusega liidetavate arvu puhul.

Méarkus. Téestatud teoreem on kehtiv ainult tingi-
musel, kui summa koosneb muutumatust arvust liidetavaist.
Kui aga iiheaegselt iga liidetava lahenemisega nullile liide-
tavate arv piiramatult kasvab, siis teoreem vé6ib osutuda
kehtetuks. Vétame niiteks sirgléigu, mille pikkus vérdub
pikkuse iihikuga, ja hakkame jaotama seda 2, 3, 4, ...,
10, ..., 100..., iildse = vérdseks osaks. Iga osa pik-

1 ot s Gi
kus on \7; , aga koikide osade summa on iiks iihik.
Suurendame niiiid piiramatult osade arvu = . Siis iga osa,
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mis vordub }t , on lI6pmatult kahanev suurus (vt. nii-
det 1, § 35.). Kuid koikide osade summa arvu # mistahes visir-
tusel on ikkagy iiks ja ei ole sugugi mitte I6pmatult kahanev.
See tuleb sellest, et siin on tegemist mitte liidetavate muutu-
matu arvuga, vaid summaga, mille liidetavate arv piirama-
tult kasvab.

II. Piiratud suuruse ja 16pmatult kaha-
heva suuruse korrutis on 16pmatult kaha-
nev suurus. :

Koigepealt tihendame, et piiratud muutuva suuruse all
tuleb méista suurust, mille absoluutvisrtus muutumisel ikka
jéib viiksemaks teatud jiivast positiivsest arvust.

Nii néiteks, antud ringisse, mille raadius on R , joones-
tatud hulknurga {imberméét on piiratud muutuv suurus, sest
hulknurga kiilgede arvu suurenemisel jaab timbermoot alati
viiksemaks kui 2zR (ringjoone pikkus).

Asume niiiid teoreemi téestamisele.

Toestus. Olgu piiratud suurus ¥, lopmatult kahanev
suurus « ja nende suuruste korrutis ¢, seega
OF== Mg

On tarvis téestada, et ¢ on 16pmatult kahanev suurus,
8. 0. et alates o teatud viirtusest ja o edasisel muutumisel
on Oige vorratus
[ [ f <iBy

kus ¢ on etteantud kuitahes viike positiivne arv.

Kui y on piiratud suurus, siis leidub niisugune positiivne
arv N, et |y| < N. Suurus « on lopmatult kahanev: selle-
pérast saabub niisugune moment, e; on Gige ja edasi ka jaab

oigeks vorratus o | < XE Siis saame:

lolzly‘al:]yl']a[<N-"1—VE:IgI,
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Méarkus 1. On ilmne, et jdav suurus on piiratud
suurus. Sellepdrast jadb teoreem o6igeks ka sel juhul,
“ kui tegur on jadv arv.
Miarkus 2. Lopmatult-kahanev suurus on ka piira-
- tud suurus. Selleparast jaib teoreem 6igeks ka sel juhul, kui
molemad tegurid on I6pmatult kahanevad.

Médrkus 3. See teoreem on laiendatav igasuguse
muutumatu arvu tegureile, millede hulgas kasvéi ainult iiks
peab olema Iopmatult kahanev suurus, aga teised véivad
olla piiratud muutuvad, jaivad véi ka lopmatult kahanevad
suurused.

§ 37. Lopmatult kasvav suurus. Lopmatult kasvava suu-
ruse all moéistetakse niisugust muutuvat suurust, mis oma
muutumise protsessis, alates monest viirtusest, saab ja siis
ka jadb absoluutviirtuselt suuremaks iikskéik kuj suurest
etteantud positiivsest arvust.

Kui téhistame I6pmatult kasvavat suurust z-ga, siis
muutuja z-i muutumine iseloomustub sellega, et alates z-i
teatud véidrtusest ja koigi jérgnevate viidrtuste puhul on
kehtiv vorratus

@] > N,
kus N on mistahes etteantud positiivne arv.

Niisiis 16pmatult kasvav suurus ei ole piiratud suuru-
seks. Graafiliselt kujutab 16pmatult kasvavat suurust arvsir-
gel litkuv punkt, mille kaugus nullpunktist piiramatult kas-
vab, s. o. saab ja edasisel liikumisel jidb suuremaks vabalt
voetud iiksk6ik kui suurest arvust N > 0. Lopmatult kas-
vava suuruse nditena voib esineda y — tg @ z-i ldhenemisel
nurgale 7 .

Kui « ldheneb 7 -le esimeses kvadrandis, s. o. jaédes

plisivalt vaiksemaks kui g, siis tg # védrtused, olles posi-
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‘tiivsed, piiramatult kasvavad. Kui « laheneb f—;-le teises
kvadrandis, s. 0. jaddes piisivalt suuremaks kui g, siis tg x
viadrtused, jaddes negatiivseiks, absoluutviirtuselt piirama-
tult kasvavad. Lopuks, kui z, 1dhenedes nurgale 725, omandab
vaartusi nii suuremaid kui viiksemaid ;—z-s‘c, siis tg «, piira- v

matult kasvades absoluutviidrtuselt, saab kord positiivseks,
kord negatiivseks.

§ 38. Seos lopmatult kahaneva ja 16pmatult kasvava suu-
ruse vahel. Kui 2 on Iopmatult kahanev suu-

rus, siis selle poordviaartus, s o. ;U, on 1op-
matult kasvav suurus.

Toepoolest, kui murru —; nimetaja piiramatult ldheneb
nullile, omandades ikka viiksemaid ja viiksemaid absoluut-
vaartusi, siis murd i ise absoluutvaartuselt piiramatult kas-
vab. Nii et missuguse positiivse kuitahes suure arvu N meie
ka ette ei annaks, alates monesugusest x-i viidrtusest, saab
ja edasisel muutumisel jaib oigeks vorratus \%ﬁ \ = N

Et see téepoolest on nii, selles on kerge veenduda jirg-
[1]

misel viisil. On selge, et on kehtiv vordus: 1z

1 i
= |—w— Jire-

s 22 [1 o
iikult vorratus j&. > N on samaviidrne vorratusega

1
A

mis tditub tingimusel |2 | < zlv Selle vorratuse kehtivus on
silmanghtav, sest tingimuse jargi on z I6pmatult kahanev

suurus. Jarelikult on Gige ka lihtevorratus ;al—r!> N.
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Votame:
y=1
ja nagu ennegi loeme x 16pmatult kahanevaks suuruseks.
Oletame, et x liheneb nullile, omandades jirjestikku eran-
ditult kéiki arvulisi vaartusi, mis on kiillaldaselt lihedad
nullile. Nagu on teada analiiiitilisest geomeetriast (vt. § 28),
vorrand y:}c viljendub graafiliselt hiiperbooli haruna,
asendiga esimeses kvadrandis (joonis 58). Selle jiargi, kui-
das abstsiss x liheneb nul-
lile, ordinaadi y viirtused
piiramatult suurenevad ja
koverjoon samuti piiramatult
touseb {ilespoole, lihenedes
Y pidevalt ordinaatteljele, kuid
y (0) kunagi. selleni mitte joudes.
y - Abstsissi « ldhenedes nullile
telje OX negatiivsest kiiljest
hiiperbooli vastayv haru piira-
matult  langeb  allapoole
telje OY negatiivees suunas,
Joonis 58, ldhenedes pidevalt sellele tel-
Jele, kuid kunagi selleni
mitte joudes (joonis 58).

Kui suure positiivse arvu meie ordinaadi y muutumisel
ka ei votaks, saabub niisugune moment (s. 0. leidub niisu-
gune abstsissi « viirtus), et |y | iiletab antud arvu ja eda-
sisel z-i lahenemisel nullile jédb suuremaks sellest arvust.
Jérelikult I6pmatult kahanevale abstsissile # (x liheneb nul-

lile) vastab I6pmatult kasvav ordinaat y .
Umberpéordult, kui z on I6pmatult

S| 7
kasvav suurus, siis ~-oh lI6pmatult kaha-
nev suuyrus.
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Téepoolest, kui tahistame ¢-ga kuitahes viikese positiivse
arvu, siis vorratus

oo ankalis

[ |

kehtib, alates z-i vdidrtusest, mis rahuldab vorratust:
ket
&

Kuna @ on lopmatult kasvay suurus, siis niisuguse x-i viar-
tuse olemasolu, millest alates iilalnimetatud vorratus oleks
rahuldatud, on silmanihtav.

Kui z ja y osutuvad jooksvateks koordinaatideks, siis’

Y :é , Dagu nidgime, esitab graafiliselt vérdhaarset hiiper-
booli (joonis 58). Niiiid huvitavad meid hiiperbooli harude
need osad, mis vastavad abstsissi 2 piiramatult kasvavatele
absoluutvidrtustele. Hiiperbooli parempoolne haru, selle
jargi kuidas kasvab z, liheneb piiramatult teljele OX . Ordi-
naadi vadrtused jdavad ikka viiksemaks ja viiksemaks ja
ldhenevad nullile. Kui # eemaldub telje OX negatiivses suu-
nas, ordinaadi y véartused jadvad kogu aja negatiivseteks,
kuid absoluutviirtuselt vihenevad, lihenedes nullile, mis
néhtub niitlikult hiiperbooli pahempoolse haru vaatlemisel
(joonis 58).

§ 39. Muutuva suuruse piiri méiste. Juba elementaar-
geomeetrias tutvusime muutuvate suurustega, millede muu-
tumine toimub selliselt, et muutuv suurus liheneb monele
kindlale arvule nii, et vahe nende vahel saab kuitahes viike-
seks. Neil tingimustel nimetatakse seda arvu muutuva suu-
ruse piirvadrtuseks ehk muutuja piiriks.

Nii niiteks antud ringisse joonestatud korrapirase hulk-
nurga pindala tema kiilgede arvu piiramatul kasvamisel
liheneb jidvale ringi pindalale nii, et nende vahe saab kui-
tahes viaikeseks. Jarelikult vordub ringisse joonestatud kor-
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raparase hulknurga pindala piir hulknurga kiilgede arvu
piiramatul suurenemise] ringi pindalaga.

Diferentsiaal® ja integraalarvutus kisitlebki peamiselt
seda liiki muutuvaid suurusi.

Kui téhistame sedalaadi muutuva suuruse y-ga, aga tema
piiri tdhistame A-ga, siis piirile liheneva muutuva suuruse
kirjeldatud muutumine iseloomustub, nagu see selgesti on
naha, sellega, et vahe

y—A

absoluutvéértuselt, alates monesugusest y-i vaartusest ja ka
y-i edasisel muutumisel, saab ja jaib viiksemaks kui tahes
viikesest etteantud arvust ¢, s. o. alates monesugusest y-i
vadrtusest, ja ka y-i edasisel muutumisel on Gige vorratus

ly—A|<e,

kui viike ka positiivne arv & ei oleks. Tuletades meelde 16p-
matult kahaneva suuruse definitsiooni (vt. § 85), nieme, et
vahe y — A = ¢ on 16pmatult kahanev suurus. :

Jérelikult arvu A4 nimetatakse muutuva
suuvruse y piiriks, kui vahe

Yy—A=aqa

on lo6pmatult kahanev suurus.

Oeldakse ka, et muutuja y ldheneb piirile A
(A on jasv arv), kui vahe y— A —4 on lIopma-
tult kahamev.

Vordusest y — A — ¢ saame:

y:A+a7

s. 0o muutuvat suurust y, mille piiriks
on A, véib viljendada kahe liidetava
summana: jddva A (s. o. piiri) ja ldpmatult
kahaneva ¢« summana.

112



Umberpéérdult, kui muutuv suurus on vil-
jendatud arvu A4 ja lopmatult kahaneva
sguruse o« summana, siis A4 on muutuva
suuruse piir.

Toepoolest, vordusest

Yy=—A -+ a saame: y—A =aq,

kus « on lopmatult kahanev suurus. Kuid siis jareldame :
~ piiri definitsioonist, et arv A on muutuja y piir.

Piiri moiste definitsioonist jargneb:

1. Lopmatult kahaneva suuruse « piiri-

viadrtus on null. Toéepoolest, vahe o« — 0 = ¢ on 16p-
matult kahanev suuius.

ZRKni  limfeg—05 "Stis. oo on hopmatult
kahanev suurus. Toepoolest, vordusest

: limg=20
jargneb, et vahe
a— 0
on lopmatult kahanev suurus. Kuid
a—0=a; -

tdhendab, « on l6pmatult kahanev suurus.

Saava e rlse e/ pELYhKk S TA0N T A%y
suurus ise. :

Jiddvat suurust voime kujutleda kui muutujat y, mis
oma muutumise protsessis piisivalt omandab iihe ja sama
arvulise vaartuse c.

Siis vahe
y—c:c——c:O

on lopmatult kahanev suurus (vt. § 35 16ppu), millest jérg-
neb, et ¢ piir on ¢ ise.
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Seda, et arv A on muutuva suuruse y piiriks, kirjutame
liihidalt:
hmy—A
Kui muuiuv suurus z piiramatult kasvab, omandades
positiivseid véartusi, siis kirjutatakse:
lim# = + oo ehk z > + co
(loetakse: z-i piir on pluss Iopmatus v6i~ & liheneb pluss
Iopmatusele).
Kui z absoluutv.‘a',ért_uselt piiramatult kasvades jadb piisi-
valt negatiivseks, siis kirjutatakse:
limo=—o0 ehk 2> —v0
(loetakse : -i piir on miinus I6pmatus v6i z liheneb miinus
1opmatusele).
Kui aga a absoluutviirtuselt saab kord positiivseks,
kord negatiivseks, siis kirjutatakse:
lim £ = oo ehk 2> o

(loetakse: z-i piir on 16pmatus v6i @ liheneb Iopmatusele).
Niisuguse muutuva suuruse niiteks vdib olla funktsioon

tg x tema argumendi x lahenemisel viirtusele g . Kirjuta-

takse limtgx = + oo, kui a liheneb %-le kasvades, s. o.
jéades esimesse kvadranti, Jja jérelikult tg x piiramatult kas-
vab, omandades ainult positiivseid vadrtusi. Kui x liheneb
g-le kahanedes, s. o. jaides teise kvadrasntj, Jja jarelikult
tg & absoluutselt viirtuselt piiramatult kasvades omandab
ainult negatiivseid véartusi, siis kirjutatakse lim tga ——oo.

Viimaks, kui « liheneb 7Et-le, omandades viartusi kord
esimeses, kord teises kvadrandis, siis kirjutatakse
limtgex =00 voi tga> oco. Sellejuures on tarvis pidada
meeles, et sellisel kirjutamisviisil on puht kokkuleppe ise-
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loom, sest antud juhul ei ole iihtegi arvu, millele tg x piira-
‘matult liheneks.

Siimbolid + oo, — 0o ja oo ei ole arvud, vaid on ainult
Iopmatult kasvava muutuva suuruse tingméirkideks.

Nagu néeme, 16pmatult kasvaval suurusel ei ole piiri.
Kuid ka piiratud muutujate seas on muutujaid, milledel ei
ole piiri. ;

Niiteks suurus y =sinz 2-i piiramatul kasvamisel ei
~ ldhene iihelegi piirile, sest sinax seejuures kéigub -+ 1 ja
— 1 vahel ja vahe y — A ei ole 16pmatult kahanevalks suu-
ruseks ei iihegi arvu A puhul.

Toome niitid moéned niited muutuvatest suurustest, mil-

ledel on olemas piirid.

1. Olgu y:fl;%i ja x—>1. Siin lugeja ja nime-

taja ‘ldhenevad nullile, kuid kuidas muutub nende suhe,
seda otseselt ei ole niha.

Andes z-le jarjestikku vasrtused:
& T he g 1,01;‘ Pe—elE00 15 == A=00) G5 8o
leiame y-i vastavad vasdrtused:
y=51; y=>5,01; y=5,001; y=50001;
y-1 arvuliste védrtuste vaatlemisel nagu selguks, et y-i pii-
riks on arv 5. Selle viitmisel on tarvis toestada, et vahe

x4 3x—4

x—1 g

on Iopmatult kahanev suurus. Niitame, et see tdesti on nii.
Selleks teisendame antud avaldise jargmiselt:

_ x®4-3r—4 TN x> —2x4+1  (x—1p

ey PR S e At Sl

Kui & > 1, siis vahe x — 1 ldheneb nullile, s. t. vahe on
I6pmatult kahanev suurus.
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Saadud resultaati kirjutatakse harilikult jargmisel kujul:

2 -3x—4
©—1

lim o

x1
S x
e T )

Siin nii lugeja kui ka nimetaja lihenevad nullile.

Andes jalle z-le rea viirtusi, mis on lszhedased nullile,
selgitame, kuidas muutub y . Vétame jarjestikku:

£ =01; x=20,01; =0001; «—0,0001;....

Siis saame y-i vaartused:

y =1,9487; y=1,9950; y = 1,9995; y=19999;...

~ Arvutatud visdrtuste vaatlemisest jargneb, et nihtavasti
limy =2. Kuid et seda kinnitada, peame toestama, et vahe

kui 2>0.

-2

on lopmatult kahanev suurus.

Selleks teisendame antud avaldise jargmiselt:
e e OB s TR b

L=/ 15 1 =l )
=i O S VAR BRI & VI e i

o=

Saadud avaldisest selgub, et a-i lshenedes nullile
V 1— 2 ldheneb 1-le, vahe

a—=Vlaip. -

aga nullile, s. 0. osutub Iépmatult kahanevaks suuruseks.
Jarelikult

X

l‘ NS e ot
igo 1—yY1i—=a

Kisiteldud ndidetest selgub, et muutuvate suuruste
piiride leidmisel véivad esineda raskused ja ménikord dige
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tunduvad, milles veendume veel mitmel juhul. Seejuures
‘juhime tdhelepanu jargmisele asjaolule: kui meil katseliselt
ilmnes, et muutuv suurus liheneb monesugusele arvule, siis
see asjaolu ei ole veel kiillaldane selleks, et lugeda seda arvu
muutuja piiriks: tarvis on niidata, et muutuja ja arvu vahe
on 16pmatult kahanev. Nii, perioodiline murd
0,989898 . . ... kiimmendkohtade arvu kasvamisel suureneb,

piisivalt lahenedes iihele. Kuid kui siit jareldame, et 1 on ‘
selle murru piir, siis eksime, sest vahe 1 ja antud murru
vahel, kuipalju kiimmendkohti meie ka ei votaks, on ikkagi

1

suurem kui 5 Nagu aritmeetikast on teada, antud murru

piir on %.

Jargmises paragrahvis esitame rea teoreeme, mis VvOi-
‘maldavad lihtsustada piiride leidmise tehnikat. Kuid need
teoreemid ei ole rakendatavad koigil juhtudel, ja seepérast,
iildiselt vottes, piiride leidmise iilesanne on ikkagi kiillalt
raske. Edasisel kisitlusel ndeme, et diferentsiaal- ja inte-
graalarvutuse iilesandeks ongi monede, sageli esinevate
piiride tiilipide leidmise meetodite tundmadppimine.

Lopuks téhendame, et muutujad voivad ldheneda oma
piiridele dige mitmel viisil, mida négime lopmatult kaha-
nevate suuruste kisitlemisel (§ 35). Koik need muudatused
muutumise protsessi suhtes ei mdjuta eespool antud piiri
definitsiooni, kuna piiri moiste olemus seisab ainult
selles, et vahe muutuja y ja tema piiri vahel on lopmatult
kahanev suurus.

Koigil juhtudel, mil leiab aset vordus y —A = a, kus
« on 16pmatult kahanev suurus ja A — jadv arv, on meil
limy=A4.

§ 40. Pghiteoreemid piiridest.

. Muutumatu arvu muutuvate suuruste
algebralise summa piir vérdub mnende
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muutuvate suuruste piiride algebralise
sSummaga,

Toestus. Toestame selle teoreemi kolme muutuva
suuruse puhul. T6estus jiib samaks ka liidetavate mistahes
arvu puhul. Olgu «, Y ja z — kolm muutuvat suurust ja
olgu limaz = A s My = B HmeeaC Piiri definitsiooni
pohjal (§ 39) véime kirjutada : :

x:A+a, y:B—i—ﬂ, z:C+7r
kus ¢, 4 ja 7 on I6pmatult kahanevad suurused.

Vaatame niiiid algebralist summat z +y—=z. Meil on
tarvis toestada, et

lim (z 4 y—2) :Iim.x—l—limy—limz:A—[—B—C.

Meil on:
TVl (AL B—O)k (44 gy,

Parempoolse osa teine liidetay 0}1 I6pmatult kahanev
suurus (§ 36, teoreem 1), esimene liidetayv aga jaav suurus.
Jirelikult

lim (x4+y—2)=4 +B—C:Iimx+h‘my—limz.
I1. Muutumatu arvu muutuvate suuruste

korrutise piir vérdub nende muutuvate
Suuruste piiride korrutisega.

Téestus. Olgu s ja y kaks muutuvat suurust ja olgu
imr=A ja limy = B. Piiri definitsiooni pdhjal (§ 39)

Rrda, gtB g
kus « ja g on lopmatult kahanevad suurused. Sellepérast

%W =(A+a)(B+p) = AB+ A By tap.
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Igaiiks liidetavatest Ba, A, «f on l1opmatult kahanev suu-
rus (§ 36, II teoreem), sellepdrast ka nende summa on
l6pmatult kahanev suurus (§ 36, I teoreem). Jarelikult

lim (zy) =AB=lima-limy .

ce toestus on kergesti laiendatav igasuguse muutumatu
arvu tegureile.

III. Kahe muutuva suuruse Joarp ot i siel Py
vordub jagatava ja jagaja piiride jaga-
tisega, kui jagaja piir ei ole null

Tdestus. Olgu « ja y kaks muutuvat suurust ja
olgu limx =A, limy =B, kusjuures Bz=0. Olgu j-f—_-//z

ja. oletame tdestuse lihtsustamiseks (kuigi teoreem on 0Oige
ka ilma selle oletuseta), et on olemas piir z. Vordusest

g: z saame: x = yz . Siit saame
Iim ¢ =1im (yz)
ehk teoreemi II pohjal

limz=1my-lim 2,
S.0.4—=Bhmz.
Kuna B =0, siis voime jagada viimase vorduse mole-
mad pooled B-ga, mille tulemusena saame:

. Sigitt lim @
hmz_ﬁ-limy'

Nidide 1. Leida
a2 —2x 45

lim = 3
Aol x> 47

Lahendus. Kuna
lim (22 +7) =lima? +1lim7= (lim2)* + 7 =
1 & 1 Py | i |

=12 G =Bt O
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siis vdime rakendada teoreemi III:

ey x2—2a-F5 lim (22— 2% -} 5) 2 Iimx?—limZx—]-lim_s___

sl BT lm@2L7) 8 =
_(moP - lim2.lmads 122145 1
CEp o S e s 8 SETY
; . - 2wt 343
Nidide 2. Leida hm—x%.
Z5.0

Lahendus. Antud niites nimetaja piir on null. See-
pérast teoreem III ei ole rakendatay Ja meil tuleb leida piir
seda teoreemi kasutamata. Niisugustel juhtudel lahendub
kiisimus harilikuit nii, et piiiitakse teisendamise teel anda
antud avaldisele kuju, mis vdimaldab Juba rakendada iilal-
toodud piiride teoreeme. Kuna z - 0, kuid ei vérdu nulliga
(vastasel korral piir, mida meie otsime, kaotaks métte),
siis v6ib murdu taandada teguriga 3. Nii saame:

lim A i (20 4 3) = Tim 20 4 lim3 —

z5 0 25 0 7
:lim2-1imx+3:2-0+3:3.
NBtde 3. Leids i Lﬁl‘—‘*
w1

Lahendus. Antud juhul (nagu eelmiseski niites)
lugeja ja nimetaja lihenevad tiheaegselt nullile, kuna murd
ise, nagu nigime niites 1 § 39, liheneb 5-le. Sarnast laadi
murru muutumine, lugeja ja nimetaja ldhenedes nullile, on :
eriti iseloomustav diferentsiaalarvutuses esinevate suuruste
suhtes, Seda niidet ei ole voimalik lahendada teoreemi 11T
rakendamise abil (nimetaja piiriks on null) ja sellepirast
tuleb jille kasutada teisendamist, mille tulemusena saame:

o @480 g4 FrEe Rl . amt - b
£1m4 e gt £ Tr’“*—hmx\ﬂ—
sl T 1 Z1

e =hm (z+4) =5.
T>=1 U1
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Niide 4. Leida lim“T!. Antudniites murru lugeja
T 00
ja nimetaja kasvavad piiramatult. Vaatleme murru ligikaud-
set muutumist, andes z-le jarjestikku rea viartusi:

=100 2 — 1000 “@ — 10000 ; @:100000,...
Siis murd omandab vastavalt vaartused: i
1015 F001 1.000%; 1,00001;. .

Niisiis ndeme, et murru vaartused ikka rohkem ja roh-
kem ldhenevad 1-le; sellest jareldame, et ndhtavasti murru
piir on 1. Kuid toestame seda rangelt.

Antud avaldise piiri leidmisel ei v6i rakendada teoreemi
11I; lugeja ja nimetaja — kumbki eraldi —, olles lopmatult
kasvavad suurused, ei oma mingit piiri. Sellepidrast esitame
selle murru jargmisel kujul:

r41 1
R
Siis saame 4
A 1 3 1 oaued
lim ’f—ch:hm(l—{-E):lehm z=1+0=1,
T_35 00 T3 OO > 00

sest murd i 2-i piiramatul kasvamisel on lopmatult kaha-
nev suurus (§ 35) ja jarelikult tema piir on null.

§ 41. Kahe l6pmatult kahaneva suuruse suhe. Lopmatult
kahanevate suuruste jark. Ekvivalentsed I6pmatult kahanevad
suurused. Paragrahvis 36 kisiteldud lo6pmatult kahanevate
suuruste pohiteoreemide hulgas ei leidu teoreemi kahe
Iopmatult kahaneva suuruse suhtest. See seletub asja-
oluga, et kahe lopmatult kahaneva suuruse suhe, olenevalt
nende muutumise iseloomust, voib olla mitmesugune: piira-
tud suurus, lopmatult kahanev suurus, Iopmatult kasvav
suurus voi tdiesti madramatu suurus (s. o. piiramatu, kuid
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lopmatusele mitte ldhenev). Meid huvitab tegelikkudest
tarvidustest ldhtudes vaid see juhtum, kui kahe l6pmatult
kahaneva suuruse suhe lsheneb tiiesti midratud Ioplikule
piirile v6i 16pmatusele. Sel juhul véivad esineda silmanihta-
valt ainult kolm esimest voimalust. Et need voimalused
tegelikult esinevad, seda niitavad jargmised miited.

‘Kui a on Iopmatult kahanev suurus, siis 2¢ on ka I6pma-
tult kahanev suurus. Suhe

.2£=2

a
osutub sellel puhul jadvaks suuruseks.
Kui votame niiiid kaks I6pmatult kahanevat suurust:
a ja o, siis suhe

2

o

=k

24

Frhs . 1
annab meile 16pmatult kahaneva, suuruse, aga suhe ;—2= -

(44
annab 16pmatult kasvava suuruse, kuna Iopmatult kahaneva
suuruse poordvaidrtus on 16pmatult kasvav (§ 38).

Saadud resultaadid on seletatavad sellega et erinevatel
Juhtudel vaadeldud murdude lugejate ja nimetajate muutu-
mise iseloom on erinev. Kui niiteks o omandab vidartused
0,1; 0,01;.0,000%;. .., siis o2 , muutudes, omandab v#ir-
tused 0,01; 0,0001; 0,00000001;... V&ib oelda, et o2

~kiiremini liheneb nullile kui «. Ja selleparast suhe %2

liheneb nullile, s. t. on I6pmatult kahanev suurus, z— aga
kasvab piiramatult, s. o. osutub lopmatult kasvavaks
suuruseks.

Vaadeldud niited viivad meid mottele, et on otstarbe-
kohane vorrelda Ispmatult kahanevaid suurusi omavahel
nende nullile lahenemise kiiruse suhtes.

Selleks otstarbeks anname jargmised definitsioonid.
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Olgu o ja B kaks ldopmatult kahanevat

. . o . .
suirust. Kui lim &0n nullist erinev arvy,

siis 6eldakse,etaja/)’on ihe jasama jadrgu
Io6pmatult kahanevad suurused. Kui see
piir on null, siis « nimetatakse kérgema
Jdrgu ldopmatult kahanevaks suuruseks

vorreldes g-ga. Kui aga suhe £ on l6pma-
tulti - kasvav suurus, siis o nimetatakse

madalama jargu 16pmatult kahanevaks.
suuruseks kui .

Lihenegu niiteks « nullile. Siis I6pmatult kahanevate
suuruste reag
AR ey sy o
iga jdrgmine I6pmatult kahanev suurus kuulub kérgemasse
Jarku kui iga eelmine. Niiteks o* on korgema jiargu l6pma-
4
tult kahanev suurus kui «®, sest et lim 2‘73: lima=20.

Vaatleme lithidalt juhtu, kus kahe 16pmatult kahaneva suuruse suhe
ei liahene iihelegi midratud, l1oplikule piirile. Ka siin v6ib ménikord
vorrelda nende nullile lihenemise kiirust. Vaatleme niiteks 16pmatult

kahanevaid a ja f=a (2 4 sin 1) 3
o
Vottes f ja o suhte, saame: e 2 + sin 1
o (24
Kui a, lahenedes nullile, omandab niiteks kéik arvviairtused 1 ja

0 vahel, siis 1 , Suurenedes, omandab vastavalt viartused 1 ja 4 o
o

1 Selles, et korrutis « (2+wsin 1) on lopmatult kahanev suurus,
o

voib veenduda jérgmiselt: ‘sinl "‘ < 1 mistahtese @ puhul, Jarelikult
o

2 4 gin 2 on piiratud suurus. o ja 2 + sin !vkorrutis, mis on lopmatult
(24 a

kahaneva suuruse korrutis piiratud suurusega, on lopmatult kahanev
suurus.
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vahel, millest olenevalt sin b vaartused koiguvad —1 ja 41 vahel.
o
Seepéarast 2 4 sin r koigub 1 ja 3 vahel ja, tdhendab, suhtel g (samuti
o a

kui g) mingit piiri ei ole olemas, Kuid et suhte © absoluutsuurus
o

kéigub kahe positiivse arvu (1 ja 3) vahel, siis see suhe ei saa oman-
dada mistahes l6pmatult kahamevaid ega l6pmatult kasvavaid viir-
tusi. Sel juhul Geldakse, et o ja ﬂ'on iihe ja sama jargu
Iopmatult kahanevad suurused.

Teisiti on, kui votame l6pmatult kahanevad suurused a ja f =

= agsin 1 Suhe‘i) = sinl muutub nulliks 16pmata arv kordi (vaar-
o a® o

tustel ¢ = ik S IR B S ), nii et selle vadrtuste jarjestikkuse puhul
7

£ on l6pmatult kahanev vorreldes a-ga. Kuid jirjestikkuse a — ;i g
2nk +i2‘
Je—1572 5 SR puhul suhe iy , S. 0. suhe 2 ei ldhene nullile. § ja

4 o
a on vorreldamatud 16pmatult kahanevad suurused.

Kui kahe l6pmatult kahaneva suuruse suhte piirviirtus on A SHS
need suurused mimetatakse ekvivalentseteks. Niiteks cos x
ja ctg x on ekvivalentsed 16pmata viikesed suurused, kui « ldheneb

7 S eeS L
sle, sesboet lim' o0 —limsing —1.,
2 nctg® P

L—=> L=>—

2 2

§ 42. Suhte ™™ piir kui x>0. Meie kasutame seda

piiri edaspidises kisitluses. Jagatise piiri teoreem ei ole siin
rakendatav, sest nimetaja piir

/’ vordub nulliga. Seepirast tuleb
&n leida teine viis otsitava piiri mia-
/ ramiseks.

o i Votame ringi, mille raadius
on 1 (joonis 59). z-i all méistame
kaare radiaanméodtu, s. o. kaare

el pikkuse ja raadiuse suhet, mis

Joonis 59, antud juhul arvuliselt on vérdne




kaare pikkusega, kusjuures -1 votame vahemikus
0-st g-ni
(O =< g) ;
AOAB pindala < sektor OAR pindala < AOAD pindala
ehk
104 -CB <}0A-AB< 04 -AD.

Kunag OA —1, siis CB—=sinz, AB=x, AD =tgx.
J srelikult voib kirjutatud kahekordse vorratuse esitada
jargmiselt:

S0 = i< T
Jagades selle kahekordse vorratuse positiivse suurusega

sinx(sinx>0, sest 0 <o < g\,, saame:

x = 2 % ja 1>si;1x

sin x cos %

3 =eoS ¥ ;

Lihenegu niiiid # nullile. Siis lim1 =1 ja lim eosit— 1.
5.0 z>0
PR £ sin ® 5 :
Sel viisil saime muutuva suuruse — —, mille vadrtused sisal-

duvad kahe teise muutuva suuruse viirtuste vahel (1 ja
cos ), milledel on iihesugused piirid. On ilmne, et suurusel

sin @

on sama piir, s. 0.

. sin%
lim Sl
>

z2.5.0

Meie eeldasime, et  liheneb nullile, omandades positiiv-
seid vidrtusi. Kuid vottes arvesse, et sin (— r) =—smz,
suhe 7

sin(—%) __ sin 2

—% 200!



siit jirgneb, et toestatud teoreem Jaab kehtivaks séltuma-
tult argumendi « nullile lihenemise iseloomust.

Saadud resultaadi paremaks selgitamiseks kujutame
sin @

graafiliselt kéverad y =1, y— cosz da -y — (joo-
nis 60). Kover, mis kujutab muutujat y:SiI;x , kooskdlas

sin & S :
- = Cosx, peab ldbima tasapinna osa

sirge y =1 ja kévera Yy = cos & vahel. Nende joonte =l

vorratusega 1 >

Y.
Y=1
: e
Y=cosX
> X
O
Joonis 60.

ja y = cos z) ordinaadid omavad Z->0 puhul piirina ordi-
naati y =1 (joonis 60). Et kover'y =2 i v5i laskuda
madalamale kui kéverjoon Y =cosx ja tousta koérgemale

sirgest y =1, siis

. sin @
lim
.50

ka vordub 1-ga.

Jérgnev tabel niitab suhte S";x muutumist, kui z->0-
T T 4 3
X o5 Ly trds —
' 9 ’ 18 , 36 180 ‘ P
Si’;x 09798 | 09949 | 0,9987 | 0,0999 | .. . &3

126



Harjutusi.

Leida jargmiste avaldiste piirid:

1. 3a—2b 4 522, kui —>0. Vastus: 3¢ —2b.
2?41 : =
=3 kui c>—2. Vastus: 5.
(a — )2 —2ax2 ¢
3. T ala By kui #>0. Vastus: 1.
sin2x
x> kui z->0. Vastus: 2.
2x3 — 3x2 44 . 2
5@ _qe L E ki a

Juhis. Enne piirile iileminekut jagada lugeja ja nimetaja
x3-ga,

x2 4 2 5
5T Galicr kui > o0, Vastus: 0.
2241 : 1

8 S om—1° kui x> . Vastus: 5.

34 2 e

2 Fp o KU @—> 0, Vastus: 0.

x2—1 ;

%1 kui w—>1. Vastus: 2.

33 4 622 ; 2
10. Sl 1522 * kui  >0. Vastus: T

23 4 32 ;

SR kui « >0. Vastus: 0.

12. Niidata, et juhul, kui # -> 0, lépmatult kahanevad suuru-
sed # ja tg x on ekvivalentsed.
tg x sin « 1

Ealiis e

% i -mi rakendada piiride teoreemi II.

13. Nididata, et juhul, kui « >0, Iopmatult kahanevate suu-
ruste « ja 2« 4 tg « jark on molemal suurusel iiks ja sama.

14. Toestada, et kui tidisnurkse, punktis B asuva tdisnurgaga
kolmnurga ABC tipp A eemaldub lopmatusse kaateti BA sihis, siis
hiipotenuusi CA ja kaateti BA vahe ldheneb nullile.
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15. Kaugusel b vordhaarse kolmnurga ABC alusest AC = a on
Joonestatud sirge, mis on paralleelne alusega AC ja mis 16ikab haara
BC punktis D. Masrata sirge AD pikkus piirjuhul, kui tipp B, jii-
des alusegay AC risti seisvale sirgele, eemaldub 16pmatusse.

Vastus: V a2 + b2,

V peatiikk.
Tuletise moiste.

§ 43. Lineaarfunkisiooni muutumise kiirus. Téus muutu-
mise kiirusena. Analiiiitilises geomeetrias tutvusime sirge
vorrandiga:

Yy = kx + 0.

See vorrand niitab, mil viisil muutub muutuv ordinaat
y soltuvalt abstsissi # muutumisest. Suurust, mis muutub
soltuvalt teise suuruse muutumisest, nimetasime funktsioo-
niks. Seega g} on funktsioon. Muutujat, millest funktsioon
s6ltub, nimetasime argumendiks ehk séltumatuks muutu-
jaks. Antud juhul argumendiks on z. Funktsiooni

Wyt (1)
nimetasime lineaarseks (v. § 10). ;
Omandagu argument # ménesuguse véidrtuse z, ja parast
seda teise vddrtuse x,. Vahet
Lo — &,
nimetatakse argumendi juurdekasvuks ja tihista-
takse harilikult stimboliga Az, :
ALse=di= dcl &

Kreeka tdht /| (delta) ei ole kordaja; ta ainult juhib tahelepanu
sellele, et tuleb x-i uuest vidrtusest « = x2 lahutada x-i endine viir-
tus @ = x1. Seega A4 on «-i lahutamatu osa, niisama kui sin.on &-i
lahutamatu osa avaldises sin z voi lg, avaldises lg .
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Kui z = x,, suurus y omandab vadrtuse:

y, = kw, + b, (1)
ja x =, puhul viirtuse:
Y, = kx,+ b. 1%
Vahet
Ayl S y2 TR yl

nimetatakse funktsiooni juurdekasvuks.

Kui z, > 2, siis 4o, =x,—x, vadrtus on positiivne
(4z, > 0). Kui x, <, , siis juurdekasvu Ax, vidrtus on
negatiivne (4dx, < 0). A

On selge, et samuti ka juurdekasv A4y, , mis vastab argu-
mendi juurdekasvule Ax,, véib olla nii positiivseks kui
negatiivseks suuruseks. Nimelt, kui y,>y,, siis 4y, >0,
aga kui y, < y,, siis 4y, <O0.

Nédide. Olgu antud funktsioon y = 3z — 4.
Olgu 2z, =2 ja z,=2,3. Siig
v, =2, —x, =28 —2=0,3,
Y,=3:2—4=2; y,=3:23—4=2)9, jarelikult
Ay, =y, —y, =29 —2=0,9,
Asendades vorduses A4y, =y, —y, vorduste (1’) ja (17)
pohjal médratud y, ja y, vddrtused, saame:
Ay, = (kxy, 4 b) — (kx, + b) =k(x,—2x) =k - Az, o
millest

4y _
o k, : (2)

s. 0. lineaarfunktsiooni juurdekasvu ja
argumendi juurdekasvu suhe on vordne
fdusuga (nurga teguriga). 3
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Juurdekasvude suhte kohta saame viga lihtsa tolgen-
duse, kui vaatleme sirgel jaava kiirusega liikuvat punkti.

Tahistame tahega s punkti M kaugust alguspunktist O
ajamomendil ¢ (joonis 61) ja oletame, et punkt hakkab lii-
kuma {iihtlaselt punktist A alates, kusjuures kauguse OA
tédhistame tédhega s,. Kauguse s O-st paremal poolel loeme
positiivseks, Vasemal poolel — negatiivseks. Lelame, kuidas
kaugus s valjendub aja ¢ kaudu.

O A M
- - - e
:‘——So————: '
r 5 -y
Joonis 61.

Kooskolas iilesande tingimustega, aja ¢ kestel punkt
idbib tee AM =s—s,. Kuna punkt liigub jadva kiiru-
sega v, siis s — s, = vt ehk

s=wt+ s, (3)

Jarehkult s. on argumendi t lineaarseks funktsmomks
S. 0. ihtlase liikumise seadus vialjendub
lineaarse funktsioonina.
Vaatleme kaht ajamomenti: t=t jat=1,, ja leiame
juurdekasvu: At, =t,—1, .
Olgu i=71, puhul tee s=s, ja t ={, puhul tee s_s
Siis tee juurdekasv s, maaratakse seosega ;.
48, = s, —s, = (vl, + s,) — (vt, +s)__
ﬁvv(t—t)_’vzlt
millest
Asl 2k
At ol (4)
Niigiis tee juurdekasvu ja aja juurde-
kasvu suhe vordub sirgel iihtlaselt (s. o.
jdava kiirusega) liikuva punkti kiiru-
sega.
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Péordudes tagasi lineaarfunktsiooni

juurde ja mdéeldes 2-1 all aega ning y-i all tee pikkust, mida
labib keha, nideme, et suhe

A _
A%y

maéadrab kiiruse suuruse kehal, mis liigub lineaarfunktsiooni
kaudu véljendatava seaduse pohjal.
~ Kuid muutujad — argument « ja funktsioon y véivad
omada ka teistsugust konkreetset sisu. Niiteks, kui v all
mdistame vedru pikkust, z-i all tungi, mis venitab vedru,
siis lineaarfunktsioon

y=kx40b
annab meile vedru pikkuse muutumise seaduse soltuvalt
koormatusest (tuntud tehnikas Hooke’i seadusena). Ainult
harilikult tihtede x, y ja b asemel kirjutatakse vastavalt P,
lja .

Vaadeldes vadrtusi * =x,, ®* =, ja vastavaid viir-

tusi y =y,, y =y, ning koostades suhte

A Alpi

45 g
ndeme, et see suhe viljendab vedru pikenemist iihe tungi-
tthiku kohta, mida nimetatakse vaadeldava protsessi kiiru-
seks, nimelt vedru pikkuse muutumise kiiruseks, séltuvalt
koormatusest.

Kuna % on jdav suurus, siis vaadeldav vedru pikkuse
muutumise protsess, soltuvalt koormatusest, on iihtlane
protsess.

Niisiis, olenevalt sellest voi teisest konkreetsest sisust,
mida omandavad argument x ja funktsioon 7, lineaarne
funktsioon

y:kx—}-b

o*
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viljendab seda v6i teist muutumise konkreetset protsessi,

A?/1

suhe — k aga selle brotsessi kiirust.

Ku1 vaatleme z ja y kui matemaatilisi suurusi, s. o. ei
anna mneile mingit konkreetset sisu, siis lineaarfunktsioon

viljendab lihtsalt funktsiooni muutumise protsessi, soltu-
vuses argumendi muutumisest. Siis suhet
Ay _
A%,
on loomulik nimetada funktsiooni Yy muutumise
kiiruseks argumendi z suhtes.
Valem (2)

Ay
ZT‘T'I-IG (2)
niitab, et lineaarfunktsiooni muutumise
kiirus argumendi suhtes on Jaav suurus,
mis vérdub sirge téusuga % vorrandis (1). See suurus, olles
jéév, ei olene ei 2-i ega Azxz-i vairtusest.

Niisiig 11nweaarfu.nkts1oon1 graafiku tous
(1) kujutab funktsiooni muutumise kii-
rust argumendi suhtes,.

Seda asjaolu, et suhe Z‘—Z; lineaarfunktsiooni puhul on
1

jéav suurus mistahes =, ja mistahes juurdekasvu
42, = x,— x, viirtuse puhul on kerge jilgida lineaar-
funktsmonl graaflku pohjal. Joonisel 62 on kujutatud kaks
Jjuurdekasvude Az, ja Az erinevat viidrtust argumendi z,
ja z,” erinevate vaartuste puhul. Kolmnurkade sarnasusest
saame:

Vi | Ay
S
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~ Niitame, et imberpdordult, fu nktsioon y, millel
funktsiooni juurdekasvu ja argumendi
juurdekasvu suhe on jad&dv suurus, on
tingimata lineaarfunktsioon.

Tdepoolest, votame argumendi lahtevédrtuseks védrtuse
x =0 ja loppvadrtuseks mistahes x-i vadrtuse. Funktsiooni
juurdekasv Ay on vahe y —y,, kus y on funktsiooni véar-
tus, mis vastab argumendi léppvadrtusele z, y, aga on
vaartus, mis vastab vadrtusele @ = 0. Vordusest '
i,
é‘% = J—»-&; Yo =l ’

mis on kehtiv mistahes z-i puhul, saame: y = kx 4 y, . Vot-
tes y, = b, saame valemi: y = kx + b, mis vialjendab line-
aarset funktsiooni.

Yﬂ\
/
Ay‘
2 Ayl
/« s? 0% —>X
/Y\"'kb O X X Xy Ky
q/
Joonis 62.

Miarkus. Nagu varem niidatud, voib juurdekasv A4z,
omada nii positiivset kuj mnegatiivset vidrtust. Jétame
oppijate endi hooleks selgusele jouda, et kiesoleva parag-
rahvi resultaadid jadvad 6igeks ka juhul, kui 4z, < 0.

§ 44. Teise astme funktsioon. Lineaarfunktsioon on
lihtsamaks funktsiooniks. Teise astme fumnktsioon

y=ax>4+bx +ec (5)

osutub juba keerukamaks.
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Vaatleme sellise funktsiooni puhul funktsiooni kiiruse
muutumise kiisimust argumendi suhtes.
~ Vétame argumendi « mingi viirtuse Z, ja anname temale
positiivse v6i negatiivse Jjuurdekasvu Az, ; siis argumendi z
uus vddrtus viljendub nii: &y =2, + A, .

Arvutame funktsioonj juurdekasvu (5):

Y, =y, —y, = (ax,? + bz, + ¢) — (ax® + bz, + ¢) =
=a(x, + A,)2 + b(z, + 4z) + c—ax?—pxr — ¢ —
: =20z, - A%, 1 @ - Pl e baz, ,
millest, jagades saadud vorduse liikmed Ax,-ga, leiame:
Av;
4%, :
Saadud resultaat niditab, et funktsiooni juurdekasvu
ja argumendi Juurdekasvu suhe teigse astme funktsiooni
puhul oleneb nij argumendi x, kui juurdekasvu Az, vaartu-
sest. Avaldist (6) ei vi enam nimetada funktsiooni muutu-—
mise kiiruseks argumendi z — «, suhtes, sest iihe ja sama x,
vadrtuse puhul erinevaile j uurdekasvudele Az, vastavad
suhte (6) erinevad vadrtused. Siis on loomulik nimetada
seda suhet (6) funktsiooni muutumise keskmiseks
kiiruseks argumendi suhtes antud *, ja Az, puhul.

Niide. Masirata keskmine kiirus argumendi suhtes
funktsioonil: y — 8p2 Tx 4 2, kui Z,=3 ja 2D =01

Lahendus. Valemi (6) pohjal saame:

Ay ot i, 2 s
Z171_2 3:3—T7+3 3 S s b

Kuidas méirata aga tipselt funktsiooni muutumise-
kiirust argumendj suhtes antud x-i viirtuse puhul?

Selle asemel, et lahendada seda kiisimust funktsiooni
eri juhu — teise astme funktsiooni kohta, selgitame seda
kiisimust mistaheg funktsiooni puhul ja selleks koigepealt
asume funktsiooni iildise téhistamise kiisimuge vaatlemisele.

:2axl+b+a-4x1. (6)
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§ 45. Funktsiooni iildine tahis. Viga sageli tuleb mate-
maatikas uurida funktsioonide iildisi omadusi, kujutledes
endile viga mitmesuguseid tuntud ja tundmatuid seoseid
kahe muutuja vahel. Selle niitamiseks, et y on x-i funktsi-
oon, kirjutatakse vordus:

y=flz). : (7)

See vordus ei anna vastust mingi kindla, muutujate x ja
y vahelist seost véljendava seaduse kohta, ta ainult véljen-
dab soltuvuse olemasolu fakti.

Siimbolis f(z) téht f omab dige olulist tahendust. Vaat-
leme niiteks funktsioone: 3% — 8z - 2 ja 3tz —8t + 2.
Kas need on erinevad voi iihesugused funktsioonid? Kui
anname esimeses ja teises avaldises iihesugused vidrtused
argumentidele z ja t, siis saame iihesugused vidrtused ka
funktsioonidele. Funktsioonide vadrtuste vordsus esineb alati
argumentide « ja ¢ iihesuguste vabalt voetud viaartuste
puhul. Siin ei ole midagi imestaxmisv'é,'ai}set,rsest nii selles
kui teises Tunktsioonis toimuvad argumendi juures ihed ja
samad tehted. Seepirast tahistavad tilalkirj utatud kaks aval-
dist mitte kahte erinevat, vaid iihte ja sama funktsiooni,
ainult esimesel juhul mérgitakse argument tihega x, teisel
juhul téhega t. Kasutades #sja tarvitusele voetud siimbool-
set tahistamisviisi, kirjutame jarelikult:

f(z) =32°—8x+2 ja f(t) =3—8+2,

s. 0. funktsioonide siimboolseks tahistamiseks kasutame iihte :
ja sama tdhte f.
Kui aga vaatleme funktsioone
8x2 —3x+4 ja 3w?2—2,
siis nende siimboolseks tidhistamiseks peame kasutama juba

erinevaid tihti, mis mirgivad argumendi juures toimuvate
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tehete kogu, sest need funktsioonid on Juba tiiesti erinevad.
Nii vbime kirjutada:
f(x) =8x2— 34 +4 ja @(x) =8x2—9.

Niisiis, kui liheaegselt tuleb kénelda mitmest erinevast

funktsiooni‘st, siis neid mairgitakse erinevalt, niiteks:
f(x); F(x>y '¢(’x)’ W(x)y Sy -

Vorduse (7) kaudu madratava funktsiooni y vairtus,
mis vastab argumendi Z monele eri visirtusele a, mirgitakse
f(a). Niiteks kui

Y =f(x) =322 —8x + 2,
siis argumendj vairtusel x — 2 saame:
Yy=7(2)=8-4—8.-242__ 9.
% = @ puhul saame: ;
Y=71(a) =3e>—8a 4 2;
% = b— 1 puhul saame: - ;
Yy=f(b—1) =3 (b—l)Z—S(b—l) -+
+2=3b2—14b 1 13. :

Ménikord funktsioon s0ltub mitte tihest, vaid mitmest
muutujast, milliseid voib vabalt ja soltumatult iiksteisest
muuta, Niisugust funktsiooni nimetatakse mitme m G
tujaga funktsiooniks, Niiteks  funktsiooniks
mitme ‘muutujaga vaib olla ringikujulige pohjaga piist-
koonuse ruumala, mis sgltub kahest argumendist: koonuse
pGhja raadiusest 5 Ja korgusest h: V — % arzh.

Mitme muutujaga funktsiooni tildiseks tahistamiseks
rakendatakse sama printsiipi, mis ijhe muutujaga funktsi-
ooni puhul. Nij, soovides viljendada, et koonuse ruumala on

pdhja raadiuse » ja k6rguse h funktsioon, véime kirjutada :
V= f(’l‘, h).
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~ Monikord funktsioonid antakse vc")rrandina_, kus y on
avaldamata, nagu oOeldakse, ilmutamata; niiteks vorrandis

Ax+By+C=0

y on z-i ilmutamatu funktsioon, sest on ilmne, et -i
vabal muutumisel muutuja ¥ omandab kindlad vdartused —
tingimusel, et x ja y peavad rahuldama kirjutatud vorran-
dit. Amaloogiliselt funktsioon %, mis on méiaratav vor-
randiga

x2 | y2

£+§_1:m
on samuti argumendi x ilmutamatuks funktsiooniks.

Kuidas mérkida, kinni pidades funktsioonide iildise méar-
kimise printsiibist, ilmutamatut funktsiooni? On selge, et
ilmutamatu funktsiooni vadrtused méiratakse vorrandist,
mille pahempoolses osas esinevad argumenti x ja funktsi-
ooni y sisaldavad liikmed, parempoolne osa aga vordub nul-
liga. Seepdrast on loomulik tdhistada argumendi « ilmuta-
matut funktsiooni y jargmise vorrandiga: <

flz,y) =0 (8)

Kirjutatyd avaldisest on midha, et argumendi « igale
vabalt voetud vairtusele peab vastama iiks voi mitu kind-
lat funktsiooni y viartust, sest « ja y viaartuste iga paar
peab rahuldama vorrandit (8).

Tapselt samal viisil vorrand (8) maidrab z-i kui ilmuta-
matu funktsiooni argumendi y.

Toodud mnéidetest selgub, et ilmutamatu funktsiooni
voib teisendada ilmutatud funktsiooniks; avaldades vorran-
dist y-i. Nii, esimesest néitest saame:

A C
o g g
ja teisest:

137



Seni meil on tegemist juhtudega, milledes seos funktsi-
ooni ja argumendi vahel véljendus valemi abil. Loodustea-
duses ja tehnikas esinevad sageli juhud, kus funktsiooni ja
argumendi vaheline s6ltuvus maiairatakse mitte valemiga,
vaid katseliselt. Siis piiiitakse leida valemit, mis viljendaks
funktsionaalset séltuvust ligikaudselt, Niisuguseid
valemeid nimetatakse em piirilisteks. Seos funktsi-
ooni ja argumendi vahel véljendatakse niisugustel juhtudel
ka tabelite abil.

§ 46. Keskmine liikumise kiirus ja kiirus antud momendil.
Asume niitid argumendi suhtes funktsiooni muutumise
tépse kiiruse miiramise kiisimuse kisitlemisele.

Liikugu punkt ebaiihtlaselt seaduse jargi

3:f(t),

kus s aja ¢ funktsioonina margib likkuva punkti poolt libi-
tud tee pikkust, sest igale kindlale ajamomendile ¢ vastab
kindel tee pikkuse s vadrtus (s. o. vairtused séltuvad #
vadrtustest). :

Piitiame leida punkti liitkumise kiiruse mdnel ajamomen-
dil ¢, . :

Selleks votame vaatlusele teise ajamomendi t,, kiillalt
ldhedase ?.-le, ja arvutame tee pikkuse, mille punkt I#bib
ajavahemikug t,—t, =4t,. Kuna ;=71 ja s, = f(t,),
siis tee pikkus viljendub vahega :

Syo=8 —Fi) ) = s,
ehk, kuna vérdusest t,—1t, = At saame t,=1, 4 At , siis

ds, = f(t, + At)) — f(¢,).
Suhe

Aty 4

Asy T T+ Atl): T(ty)
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miarab lilkuva punkti keskmise kiiruse ajavahe-
mikus 4t, .

On selge, et mida vidiksema votame ajavahemiku At ,
seda tdpsemalt annab keskmine kiirus meile kujutluse
punkti kiirusest momendil ¢, . Sellepirast on loomulik vétta
punkti liikumise kiiruseks momendil ¢, :

As L P At — ()
lim =t =hm —! g .
At 5 4 Aty >0 44
Niaide. Nagu teada, aja ¢ kestel punkti poolt ldbitud

tee s, kui punkt liigub iihtlaselt kiirenevalt, maératakse vale-
miga

jt?
S :?)Ot —I—?,

kus v, on punkti aigkiirus (momendil £ =0) ja j kiirendus;
v, ja j on jaddvad suurused. M#srame punkti -Kkiiruse,
ko= ;

Lahendus. Anname vidrtusele ¢=2 juurdekasvu
At ja votame vaatlusele ajamomendi ¢ =2 + Af. Midrame
vastava juurdekasvu 4s:

As:[vo(Z—{—At) —i—é 2 +At)2]—[vo-2 -{—%-22] ==
= (v, 4 2)) 4t + § (4t)*.

Leiame keskmise kiiruse: ;Lst— =v,+ 27 + % - At.

Tépne kiirus momendil ¢ =2 vordub:
lim Zt =lim (v,+ 27 —I-J At) = v+ 24,

At->0 At>-0
sest lim —:2 Al=s
Ai=>0

Uhtlase liikumise vaatlemisel joudsime tulemuseni, et

A5,

kiirus ei vordu suhte At

piiriga, vaid subte endaga. See
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resultaat ei ole aga vastuolus kiesolevas paragrahvis toodud
“kiiruse méidramisega igasuguse liikumise puhul, kuna iiht-
lase liikkumise kiirus v on jéév suurus, ja sellepirast koos
vordusega % =ov osutub &igeks ka seos lim 4% — v
1 Ate>o0 41
(konstandi piirvidrtuseks on konstant ise).

§ 47. Funktsiooni muutumise kiirus, Asudes niiiid teise
astme funktsiooni uurimisele, tuletame meelde, et funkt-
siooni muutumise keskmise kiiruse suuruse tarvis, argu-
mendi suhtes viirtusega z — Z, , saime avaldige:

%1 = 2az, 4+ b 4 a- A, (6)

[vt. § 44, valem (6)]. Analoogiliselt liikumise kiiruse mais-
tele iitleme, et funktsiooni muutumise kiirus, kui z — z,
on ’

lim 4% _jim (205 4 p 4. Ax) =2ax, +b  (9)
A%>0 AMA”1_>O >

(viimase liidetava, piir vérdub nulliga, sest dx, > 0).
Uldse mistahes funktsiooni muutumise
kiiruse all, ‘kui % =, , moistetakse:
lim 4% = lim. \f(xl—f—dx‘)_f(@,

A%;>0 47 A®;>0 A%

Niide. Msairata funktsiooni y — a2 + 52 — 2 muutu-
mise keskmine kiirus z-i muutumisel vahemikus # — 1 kuni
x = 3, samuti kiirused z-i védrtustel * =1 ja z — 2.

Lahendus. § 44 valemj (6) jérgi teise astme funkt-
siooni keskmine kiirus, kui z = Z,, on

%:2wxl+rb+a-41xl. (6)
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Antud niites ¢, =1, 2, =8 —1=2, = b_5
Asetame need vaartused valemisse (6), saame keskmise
kiirusena: .

A.’/l L e G : = 4 )
'Afﬁv‘l"z Paoltig b2 —0

Kiiruse médramiseks # = x, puhul kasutame kiesoleva

paragrahvi valemit (9) :

lim 4ﬂ_2mx +b
Am+0A L

Kui ¢, =1, a =1, b =5, siis saame:

Im A./l__
Ax1+0A 1

Ja kuka, =2

lim dy, _ 9.
A% >0 41

§ 48. Antud funktsiooni tuletis. Viimaste paragrahvide
nurimised on seotud diferentsiaalarvutuse tdhtsaima pohi-
moistega — antud funktsiooni tuletise mdistega.

Olgu antud funktsioon: y = f(x). Vaatleme argumendi '
z kindlat vddrtust x, . Kui * = 2, olgu funktsiooni y vaar-
tuseks y, = f(#,).

Anname z,-le juurdekasvu Az ; siis argument @ muudab
oma vidrtust ja vordub summaga z, + 4%, . Selle tagajir-
jel muudab ka funktsioon oma vadrtust; uue véértuse,
mille funktsioon =&, 4+ Az, puhul omandab, téhistame
Y, + Ay, = f(x, + 4=,). Nii esitame funktsiooni uue vair-
tuse summa kujul; see summa koosneb endisest véértusest
y, ja funktsiooni juurdekasvust Ay, , mis soltub argumendi
juurdekasvust 4z, .
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Lahutades funktsiooni _ uuest vadrtusest Vit —
= flx, + Ax,) tema endise vidrtuse Y, = f(#®,), saame:
Yi+Ap="rF(z, + A“;I) :
()

et i

>%Ay1= A+ Av)—1(zy)°

Jagame viimase vérduse mdblemad pooled Ax,-ga; saame:
: éiy_1=f(9°1 +42,) —f(z)
A%y A%y !

Leiame suhte Aﬂ, kui A%, >0 piiri:
A%y

lim Ay — lim (2 + A%)) —F (%)
A%y 4% %
A%, >04%1 45 Lo

Seda piiri nimetatakse antud funktsiooni y =— f6r)
tuletiseks «=ua, puhul ja tshistatakse Y, voi f'(x,).
Seega ;
v =7 (@) =lim A1y Tt A2) —Fla)
A% >0 4% 44 50 ;- )

Selle asemel et Gelda: stuletis = 2, puhul®, seldakse ka:
»tuletis punktis SRk

Tuletise leidmise protsessis on oluline see, et tuletis
madratakse vidirtuse z — , fikseerimisel. Piiri leidmisel see
valitud v6i iilesannete tingimustes antud argumendi viirtus
*, €i muutu, s. 0. jisb jésivaks. Muutuvad ainult juurde-
kasvud 4z, ja Ay, .

Edaspidi kirjutame lihtsustamise otstarbel %, asemel
lihtsalt @, pidades siiski meeles, et a-i all tuleb mdista argu-
mendi kindlat vaartust, mis ei muutu tuletise leidmise
protsessis. ;

Analoogiliselt kirjutame Y, aseme] lihtsalt y, Az, ja Ay,
asemel vastavalt Az ja Ay , samuti B = f(x,) asemel liht-
salt ' = f' (x).
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Seega antud funktsiooni tuletiseks argu-
mendi antud vidrtusel nimetatakse funkt-
siooni ja argumendi juurdekasvude suhte
piirividdrtust, kui argumendi juurdekasv
liheneb piiramatult nullile.

Niisiis ndeme, et vastavalt antud aja momendile punkti
liikumise kiiruse madramine taandub tuletise leidmisele;
iildse mone funktsiooni muutumise Kkiiruse leidmise iiles-
anne vastab funktsiooni tuletise leidmise tilesandele.

Tuletise leidmise protsessi nimetatakse -diferentsi-
miseks. Selle asemel et delda: ,leida antud funktsiooni
tuletis®, voime oOelda: ,,diferentsida antud funktsioon,

Kooskolas tuletise definitsiooniga funktsiooni diferentsi-
miseks tuleb teostada jargnevad operatsioonid:

Esimene samm. « asendada summaga x4+ Ax ja
méadrata funktsiooni uus vaartus y + 4y.

Teine samm. Lahutada funktsiooni endine vadrtus
uuest viirtusest ja seega midrata funktsiooni juurde-
kasv Ay.

Kolmas samm. Jagada funktsmom juurdekasv Ay
argumendi juurdekasvuga Az.

Neljas samm. Leida suhte %;—f (funktsiooni juurde-

kasvu ja argumendi juurdekasvu suhte) piir. See piir ongi
funktsiooni tuletis.

Niaide 1. Leida funktsiooni y = &3 tuletis.
Esimene samm.
¥+ dy = (x4 4z)3 = 23 + 3x2 4w + 3¢ (dx)? —}—(Aa,)ﬁ‘
Teine samm.
y+ Ay = ad + 3a® . Ax + Bu (L) + (d2)?

y Sacls

Ay

B2 dx + B (AT + (A%)3°
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Kolmas samm.
= —-3x2+3x Az —}— (4z)2.

Ne lJ as samm.
¥ = lim % = lim [82® + 8z - Az + (4x)?] = 322
Ax>0 Ax>0

{(z osutub muutumatuks suuruseks, aga lim 4x = 0),
Niide 2. Diferentsida funktsioon Y — e B
Esimene samm.

y+Ay:3(x+Ax)2+5_3x2+6x o -3 (Aw)2+5

Teine samm.

Y+ Ay =322+ 62 gz + 3( 4 + 5
—y = — 322 B
dy = 62 - A%+ 3 (Ax?

4

Kolmas samm.

m’ = =6z 4 3 Ax.
Neljas samm.
y=lim & _g
A% >0

Niaide 8. Diferentsida funktsioon y —= =

Esimene samm.

c

Y+ 4dy =

@+ dz)p*
Teine samm.
c
i
i it el 2
22
T S L L TTEE T
T (ot e w2 %% (2 4 g2 )

144



Kolmas samm.

a2t Aw
: ax 22 (24 f2)2°
Neljas samm.
s 20 55 00
TET S d

Nédide 4. Leida funktsiooni f(x) = 3a2 -+ 5 tuletised
' (2) ja f'(—3).
- Lahendus. Niites 2 meie leidsime selle funktsiooni
tuletise avaldise vabalt voetud argumendi viddrtusel:

Yy = f'(x) = 6x. Siimbol f’(2) viljendab tuletise viirtust,
kui # = 2. Jarelikult

FA2) =62 =12 43 F (3 — 6- (2g)e— {8

Vaadeldud néidetest selgub, et tuletise arvuline viirtus
s0ltub argumendi viddrtusest, vastavalt millele otsitakse
antud funktsiooni tuletist. See tdhendab, et antud funkt-
siooni f(ax) tuletis /() on omakorda argumendi » uus
funktsioon.

Niisiis antud funktsiooni f(z) tuletise iildavaldise f/(x)
leidmine, s. o. tuletise leidmine argumendi z mistahes viir-
tusele viib meid antud funktsiooni f(x) pohjal sama argu-
mendi uue funktsiooni f’(x) leidmisele. Tuleb aga pidada
meeles, et diferentsimise protsessis eneses argumendi x mis-
tahes vaartust loetakse muutumatuks ja funktsiooni juurde-
kasvu ning argumendi juurdekasvu suhte piir leitakse tingi-
musel, et argumendi juurdekasv (4x) liheneb nullile, kuna
2-i vabalt valitud vadrtus jadb muutumatuks.

§ 49. Tuletise geomeetriline vaste. Analiiiitilises geo-
meetrias nidgime, et lineaarfunktsioon

y = ka + b
graafiliselt véljendub sirgjoonena.
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Peale ]iheaarfunktsiooni tutvusime seal ka funktsiooni-
dega:

g 1 S S e e

y2=2px ehk y= -+ / 2px.
Need funktsioonid valjenduvad geomeetriliselt kover-
joonte — ellipsi, hiiperbooli ja parabooli kujul. dppijad on
samuti tuttavad trigonomeetriliste funktsioonidega ja nende
graafikutega.

See fakt, et koik nimetatud funktsioonid valjenduvad
geomeetriliselt koverjoontena, ei ole juhuslik. Ei ole raske
ndha, et iga funktsioon

y=f(x)
iildse véljendab geomeetriliselt mdonesugust koverjoont.

Tdepoolest, vaatleme x ja y punkti koordinaatidena tasa-
pinnal XOY. Vastavalt a-i igale vidrtusele funktsioon 7(x)
omandab kindla viirtuse y.

Omandagu z — x, puhul y viirtuse y = Y, - Konstruee-
rime punkti (z,, y,) (punkt M, joonisel 63). Anname z-le
vadrtuse &, ja oletame, et y-i vastav viirtus on ¥y,. Konst-
rueerime punkti M,(z,, y,). Muudame niiiid 2-i pidevalt
x,-st kuni x,-ni, nii, et  omandab Jjérjestikku kéik vahepeal-
sed vadrtused z, ja z, vahel. Sirge & M, hakkab liikuma ja
tema otspunkt M, joonestab seejuures monesuguse kovera
(joonis 63). ,

Funktsiocni y = f(x) mitmesugustele eri kujudele vas-
tavad erilised koverad.

Uheks korgema analiiiisi iilesandeks on kéverate uuri-
mine. Suurt abi selles uurimises osutab funktsiooni tuletis
tema geomeetrilises tolgenduses. Seepidrast asume niiiid tule-
tise geomeetrilise vaste selgitamisele.
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Olgu antud funktsioon y — f(x). Geomeetrilisest vaate-
kohast see tihendab, et on antud kgver (joonis 64). Votame
mone kindla a-i vidrtuse, ja vastaku sellele argumendi vaar-
tusele funktsiooni vidrtus y— f(z). Arvude paar (z, y)
méérab koveral punkti M nii, et ON = z JarNM =g — f(z).
Diferentsime niiiid funktsiooni selles punktis ja vaatame,
missuguse geomeetrilise vaste annab iga samm.

O

Joonis 63. Joonis 64,

Esimene samm.

Y+ Ay =f(x+ Ax) = N'M’.
Teine samm,
Y+ gy =F(z + Ax) = N'M

=l =—f(%) : =—NM :
Ay=1{e+ Ax)— f(¥)= N'M' — NM = PM'

Kolmas samm.

dy__ flatg0)—F(x) _ PM

AN A —]ﬁ,ﬁ:tg.éPMM —tgia"

Neljas samm.

e Ay __ i T AR)—1F (%) _ 4.
¥ = lim s ==l gEres = lim tg q.
A%>0 Aa>0 A%->0

10*
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« Kuid kui A4z hakkab ldhenema nullile, siis ordinaat N’M’
hakkab ldhenema ordinaadile NM, punkt M’, liikudes kéver-
joonel, hakkab piiramatult lihenema punktile M, 16i-
kaja MM’ hakkab poorduma punkti M iimber, lihenedes
moénesugusele piirasendile M7, mida nimetatakse kovera
puutujaks punktis M; nurk o 16ikaja MM ja telje OX
vahel, muutudes, hakkab lihenema nurgale @, Mmis asetseb
punktist M tommatud kéverjoone puutuja ja telje OX vahel;
seejuures tg o piiriks on tg ¢. Jarelikult

Y =1tgo.

Niisiis antud funktsiooni tuletis kujutab
endast selle nurga tangensit, mille moo-
dustab teljega OX puutuja mis on 550 O
nestatud funktsiooni muutumise kiiku
kujutava koévera vastavas punktis; teiste
sbnadega, tuletis kujutab endast funkt-
siooni graafiku puutuja tousu

‘Puutuja tous iseloomustab kéverjoone tdusu antud punk-
tis ja seepdrast teda sageli nimetatakse lihtsalt k6vera
tousuks antud punktis, Niisiis tuletis geomeetri-
lisest vaatekohast kujutab endast kévera
tousu antud punktis. :

Joonisel 64 votsime Az posi-
tiivse suurusena: endast moiste-
tavalt uurimise resultaat ei
muutu, kui vétta Az mitte pare-
mal, vaid vasemal valitud viaartu-

M sest x=ON. Jiatame O&ppijate

45 _x hooleks veenduda selles iseseis-
4 o valt.

Néide. Leida parabooli y —
=a* tous tema lagipunktis ja
Joonis 65. ~ punktis, mille abstsiss z=13.

YA

6)
/A

148



Lahendus. Diferentsides funktsiooni y = x2 iildise
eeskirja jérgi, saame: y’ — 2x. See avaldis annab kovera
tousu mistahes punktis.

Et leida kovera tousu lagipunktis, on tarvis tuletise aval-
dises asendada z nulliga; siis saame:

A=)

See tdhendab, et kdvera puutuja kdvera lagipunktis on
paralleelne teljega OX; kuna aga kiesoleval juhul puutuja
- 1dbib koordinaatide algust, siis ta iihtib teljega OX. Et leida
kévera tousu punktis, mille abstsiss * =% (ja ordinaat
y=1%), votame tuletise iildises avaldises & =3%; saame:
1 Ky

See resultaat niitab, et kovera puutuja punktis M (3, %

moodustab teljega OX tousunurga“i— (joonis 65).

§ 50. Funktsiooni pidevus. Antud funktsiooni tuletise
moiste madramisel ja diferentsimise eeskirja tuletamisel

eeldasime, et suhte 4 1o Y piir, kui 4z > 0, alati on olemas. Kuid
siiski selle piiri olemasolu eeldab teatud tingimusi.

Selleks, et suhte ZIZ piir, kui Az ->0, oleks olemas, on
tarvis, et ka funktsiooni juurdekasv Ay, juhul kui Az =0,

laheneks nullile: kui Ay, juhul kui 42> 0, ei ldhene nullile,

siis suhtel A’ ei ole mingit piiri, sest sellisel juhul murd y

on piiramatu Tahendab, tuletis voib esineda ainult ne1s
funktsiooni y = f(x) punktides, milledes juurdekasvu 4dx
nullile ldhenemisel ka juurdekasv Ay liheneb nullile. Nii-
sugust funktsiooni nimetatakse pidevaks vaadeldavas
punktis.

Niisiis funktsioon y = f(x) voib omada tuletist antud
punktis ainult siis, kui ta on selles punktis pidev. Kuid see
tingimus ei ole piisav: on niisuguseid funktsioone, milledel
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ei ole tuletist, vaatamata funktsiooni pidevusele antud punk-
tis. Uksikasjaline selle kiisimuse vaatlemine aga ei mahu
meie elementaarkursuse raamidesse; méned nédited niisugus-
test funktsioonidest, mis antud punktis on pidevad, kuid
milledel selles punktis ei ole tuletist, esinevad edasises kisit-
luses (vt..§ 75). Rakendustes harilikult esinevad funktsioo-
nid on tiiheaegselt pidevad ja diferentsitavad.

YA

..<
Z\
\ﬁ

=

]

i

—= X
o

Joonis 66, Joonis 67.

=)

- e

Q- - - =<1-4
©)

Niiviisi, funktsiooni Yy=f(2) nimetatakse
pidevaks punktisg (#, ), kui 4x>0 puhul ka
juurdekasv Ay liheneb piiramatult nul-
lile.

Kui see tingimus ei ole téidetud, siis oeldakse, et selles
punktis funktsioonil on katkemiskoht.

Funktsiooni Y=Ff(x) nmimetatakse pide-
vaks intervallis (a, b), kui ta on pidev koi-
gis selle intervalli punktides.

Joonis 66 kujutab katkelise funktsioonj graafikut. Kui
& = ON, siis selle funktsiooni visrtus on NM . Kui punkt Q,
litkudes mo6da koordinaattelge, liheneb punktile N , siis
argumendi juurdekasv Az = NQ liheneb nullile. Kuid funkt-
siooni juurdekasv Ay — RP ei ldhene nullile,
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Teine funktsiooni katkemisjuhtum on toodud joonisel 67.
Oletame, et punktis # = e funktsiooni vairtus on b (see
funktsiooni vidrtus ei ole joonisel nididatud). Missugune ka
funktsiooni vaartus b ei oleks, juurdekasv Ay, mille funkt-
sioon omandab, kui argument viirtuselt * = ¢ kasvab viir-
tuseni, mis on a-le kuitahes ldhedal, nagu see on miha joo-
nisest, ei ldhene nullile, vaid kasvab piiramatult.

Olgu antud funktsioon y = f(x), pidev punktis « = a.
Lihenegu z piiramatult a-le (x > a). Vaatame vahet

f(x) —f(a).
Esitame argumendi kujul: & = @ 4+ Ax. Siis toodud vahet
voib kirjutada nii:
f(x) —f(a) = f(a+ dz) —f(a) = Ay.
Funktsiooni pidevuse puhul punktis  — ¢ see vahe on

lopmatult kahanev suurus. Kui aga vahe muutuja f(x) ja
konstandi f(a) vahel on l6pmatult kahanev suurus, siis

lim f(x) = f(a) =Ff(lim z).
T>a

See omadus on ainult pidevatel funktsioonidel.

Koik funktsioonid, millega lugeja kohtus ja millega tuleb
veel tegelda kiesolevas raamatus, on kdikjal pidevad, valja
arvatud funktsioonid, nagu: %L , tg z, ctg x, mis on katkevad
iiksikutes punktides. Funktsioon "—; katkeb punk-
tis # =0, sest funktsioonil % ei ole mingit vidrtust, kui

x =0, ja seepirast ei saa tulla kone alla funktsiooni pide-
vus selles punktis. Samal pohjusel funktsioon tgx katkeb

punktides = f—f, i i’ , ..., aga funktsioon otgx punk-

tides0f s 2By 2y o T
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Kasutades pidevate funktsioonide viimati téestatud oma-
dust, voime niiteks kirjutada:

lim sin # = sin (lim #) = sin 71! — lg~;
T T
90*>4 ©>7

limlg, z = Ig,(lim &) L lg, N jms.
>N >N

= Harjutusi.

§ 47. ja 48. juurde.

1. Méasdrata punkti litkumise kiirus kolmanda sekundi 1opul, kui
tee s m, mida punkt 1ibib ¢ sekundiga, véljendub- vérrandiga:
g =212 -3

Viastus: 54 m/sek. !

2. Millal on seaduse s = t2 — 4t + 5 pohjal liikuva punkti kiirus
null?

Vastus: Kui t =2,

3. Méidrata funktsiooni y = 322 — 4« 4+ 2 muutumise kiirus, kui
e Mot i

2

Vastus: 0. 5

4. Msdrata funktsiooni y = #2— 3 muutumise keskmine kiirus
vahemikus « =2 kuni « = 8,5 ja leida muutumise kiirus kui = — 2
38 &= 35,

Vastus: 553 4; 7.

§ 49. ja 50. juurde. X

5. Rakendades diferentsimise eeskirja, leida jargmevate koverate
tousud antud punktides: -

Lo y=ua2—1, punktis, mille abstsiss on 2. Vastus: 4.
2. Y =6~—u2 4 2 4 w -l Vastus: =2,
; 2
) fe P o 3 5 » —2. Vastus: —1.
4., y=ux— a2 5 s s -0 ~NVastus: <]
1
T e 9?_:1— ) ” ” ” » 3. Vastus: s
6. Y= %x‘z’ 2 ” 1] » 4. Vastus: 4.
Ty ="u?—22x 18", g " » L Nastus: O
8. 6.

=90 — 062, n ) ” » —3. Vastus:
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6. Leida koveral y — 3% —4a2 punkt, milles kévera puutuja

: 1 %
moodustab teljega OX nurga i radiaani,

1 i3
Vastus: (1, —1); ('—g 3 —m) 5
7. Koverale, mille vorrand on y = — 2«2 + 8¢ — 9, on joonesta-

tud puutuja, mis on paralleelne abstsissteljega. Masrata puutepunkti
koordinaadid.

Vastus: (2, —1).

VI peatiikk.

Diferentsiaalarvutuse pohivalemid ja eeskirjad.
Elementaarfunktsioonide tuletised.

§ 51. Pohivalemite tabel. Diferentsimise eeskiri, mis
on antud §-s 48, on pdhieeskirjaks, sest ta on tuletatud tule-
tise definitsioonist endast. Kuigi lihtsamate avaldiste puhul
pohireegli kasutamine ei tekita erilist raskust, siiski keeru-
kate funktsioonide ja avaldiste puhul, kui need koosnevad
funktsioonide kombinatsioonidest, nagu avaldised, mis sisal-
davad funktsioonide summat, korrutist voi jagatist, pohi-
eeskirja rakendamine voib osutuda viga tiilikaks. Seepérast
on loomulik, lihtudes iildisest eeskirjast, médrata tdienda-
valt alatiseks kindlaks erieeskirjad funktsioonide summa,
korrutise ja jagatise diferentsimiseks ja eeskiri, mis ker-
gendab liitfunktsioonide diferentsimist.

Kirjutame koigepealt vilja diferentsimise eeskirjade ja
péhivalemite tabeli. Siimbol ( )’ tdhendab, et sulgudes ole-
vast avaldisest leitakse tuletis.
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Diferentsimise eeskirjade ja
pohivalemite tabel.

L. (e)—0 (e on jddv suurus).

II. (2)’ =1.
HI. (u-{-v——w)’:u’—{—v’s}:-w’ (%, v ja w on z-i
funktsioonid).

IV, (w-v) =w + v,
V. (c-u)’=c-w (¢ on Jddv, u on 2-i funktsioon).
VI. (27)’ = ngn1,
VI

VIII. (,Igax)’:—;lgael-
IX. (Ig&)' = (ng) =",

ey

b

X. (¢*)=a*Ina.
XI. (e*) = e~
XII. (sina)’ = cos z.
XIII. (cosx)’ = — sin z. ,
XIV.. (tga)’ — —le —/sepp

T cos

XV. (ctga) = —5% — —csc2 .
XV (sreling) — ' o
1— g2
XVII. (arccosz)’ — — _1_, ;
Y1— a2
XVIIL (arctg z)’ — I—JiT
XIX. (arcetg #)’ =—- i e
XX. Kui y =f(u), kus u=qp(x), siis ¥’ = flu) -w =
=) o ke).

1 Arvust e vaata alamal, § 61.
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Kaesoleva peatiiki iilesandeks on selles tabelis toodud
eeskirjade ja valemite tuletamine ja diferentsimise tehnika
selgeks Opetamine, s. 0. pdhivalemite rakendamise tehnika
Opetamine liitavaldiste (keerukate avaldiste) diferentsi-
miseks.

§ 52. Jaava suuruse diferentsimine. Vaatleme nagu
varemgi jdavat suurust ¢ kui muutujat, mis omandab oma
muutumise protsessis iihe ja sama vadrtuse (§ 39). Jéare-
likult jadva suuruse all voime moéista funktsiooni y, mis
omandab iihe ja sama vaidrtuse ¢ argumendi x igasuguse
vadrtuse puhul, s. o. voime esitada jadvat suurust kujul
Y =c

(45
M M’
c
Ax
R
(@) X
Joonis 68.

Kui argumendile # anname juurdekasvu Ax, siis suurus
7 el muuty; s, 00vAYy =60+ 78 4y _ 0, ja seeparast ka

A x
lim ﬁg — 0. Jarelikult
Ax—>0
(¢)’'=0. (I
Seda tulemust voime teha niitlikuks geomeetriliselt.
Vorrand y — ¢ viljendab sirgjoont, mis on paralleelne
teljega OX ja mille kaugus sellest teljest on ¢ (joonis 68).
Votame a-i monesuguse vidrtuse ja anname z-le kasvu Azx.
Jooniselt on kohe naha, et Ay — 0. Tuletise geomeetriliseks
vasteks on kovera puutuja tous antud punktis. Kui A4z >0,
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siis punkt M’ piiramatult liheneb punktile M ja ,loikaja‘*
MM’ liheneb meie joone puutuja asendile punktis M. Kuna
aga antud juhul joon on sirge, siis puutuja iihtib ,kéve-
raga® endaga. Aga olenevalt sellest, et sirge y=c¢ on
paralleelne teljega OX ja moodustab temaga nurga 0, puu-
tuja on samuti paralleelne abstsissiga ja tuletis Yee=le)s ==

Niisiis jddva suuruse tuletis vordub nulliga.

§ 53. ' Argumendi tuletis. Olgu y = «. Rakendades dife-
rentsimise pohireeglit, saame:
Esimene samm.
9L Ay—r - Ax.
Teine samm,

Y+ Ay=z+ g
o e 1]
Ay= A=
Kolmas samm,
A AT g
x e
Neljas samm.
y=lim 4 —jim1=1,
Ax=»0 Ax—=>0
Jéarelikult
T x) =1, (I1)

Niisiis argumendi tuletis vordub ihega.

§ 54. Algebralise summa tuletis. Olgu antud funkt-
sioon
Yy=u-+v—w,

kus u, v ja w on a-i funktsioonid I,

1 Valemitfa tuletamisel kiesolevas ja jérgnevais paragrahvides
me eeldame, et funktsioonidel u, v, w jts. on tuletised x-i vaadeldava
védrtuse puhul olemas (§ 50).
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 Esimene samm. Anname z-le juurdekasvu 4z. Kuna
o, v ja w on x-i funktsioonid, siis igailiks neist saab
oma juurdekasvu; maéargime need juurdekasvud vastavalt
Au, Av, Aw. Nii saame:

Yyt Ay=u+ du+tv+ Av—w-—-Aw

Teine samm,
¥+ Ay_u—i- Au-{-t-lr—Av:_w—/Ju

=y =1 il
¥ ?y:Ju—f-Av—Au,
Kolmas samm.
Ay=Au , Ao gw
v Az Vo gm
Neljas samm.
= ;v (I11)

Niisiis funktsioonide algebralise summa
tuletis vordub nende funktsioonide tule-
tiste algebralise summaga.

On silmandhtav, et sama eeskirja saame igasuguse
liidetavate arvuga algebralise summa puhul.

§ 55. Kahe funktsiooni korrutise tuletis. - Olgu antud
funktsioon

Y =u-2,
kus % ja v on argumendi x funktsioonid.
Esimene samm.
Y+ Ay = (w4 Au) - (v + 4v) = wv +u-4v +v-Ju
~+ Au - Av.
Teine samm.
Ay=u-Av +v-Au -+ Adu- 4v.

e
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Kolmas samm.

4y __ . A L Ay
Ax_u Ax+v Ax_l-Au e
Neljas samm.
V=uv+4+v - (IV)

[Iim (Auj—;’) :IimAu-limﬁ—; :O-v’:O]. :

Niisiis kahe funktsiooni korrutise tule-
tis vérdub teise funktsiooni tuletise ja
esimese funktsiooni korrutisega pluss
esimese funktsiooni tuletise ja teise
funktsiooni korrutis, '

Kui

Yy=c v (¢ — jéiv),

siis, diferentsides seda korrutist valemi (IV) jargi, saame:

Y=t -o+wv-o,
ja kuna ¢’ =0 [v. valem (I)], siis 16plikult saame:
Y=oyl V)

Niisiis j4dva suuruse Ja funktsiooni kor-
rutise tuletis vordub selle funktsiooni
tuletise ja jasiva suuruse korrutisega,

§ 56. Mistahes arvy funktsioonide korrutise tuletis. Olgu
antud funktsioon
Yl= uluz e U,
s R e %, on z-i funktsioonid.
Antud » funktsiooni korrutise voime esitada kahe teguri
korrutisena: y=u, - (usuy....u).
Rakendades valemit (IV), saame:

Y=u/(uu,...u) + Uy (Uu,. . u ),
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Korrates sama meetodit korrutise w,u,...u

JhRa )
s n? b
jne. kohta, saame:

o 1
Y =u'(wu,...u) 4w -u/(u,.. ) 4
+ Uy (U w) = w (. u ) 4w (u,. . u) +
+ o, u, Uy, 0,) = u (o u)—}-u’(ulus...un)—}—
ot G . o) +’“1 Sy (WU .. u ) jme.
Sel viisil jouame Idpuks jérgmisele tulemusele:

¥ =u'(uu g %) Fu (wu, ... u) + -
—{—u (e, u,u u”)—{—...—{—u,.’ (7[R ) (IVa)
Niisiis = funktsiooni korrutise tuletis
vordub koigi nende korrutiste summaga,
mis moodustuvad iga teguri tuletise kor-
rutamisest koigi iilejddvate liikmetega.

§ 57. Astme y — x» tuletis. Vottes valemls (IVa) u,
=y Uy ==, = &, ; Shame:

P (lx")’ =ipn=l Lopne b B Sl el et (VT

Valem (VI) on meil toestatud ainult tidisarvulise posi-
tiivse astendaja m puhul. Paragrahvis 62 niitame, et valem
on kehtiv igasuguse n viiartuse puhul (murdarvulise, nega-
tiivse, irratsionaalse). Kuid ndidetes, milledega meil on tege-
mist léhemas paragrahvis, kasutame astme tuletise valemit
juba astendaja igasuguse vaidrtuse puhul.

Niisiis astme a" tuletis vordub astendaja

ja iihe vorra viiksema astendajaga asten-
datava z korrutisega.

§ 58. Murru tuletis. Olgu antud funktsioon
V=R |
kus % ja v on @-i funktisoonid ja v ei muutu nulliks ei iihegi -

x-1 vaadeldava vidrtuse puhul. Rakendades diferentsimise
eeskirja, saame:
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Esimene samm.

u—l—Au/
y+Ay L"f‘AU.

Teine samm.

Ut Aw w__ v Au—=ugv
B i Yeg e R o

Kolmas samm,

- Au A'
AH M o
Ax V(v + Av)

- Neljas samm. Rakendades teoreemeé AR R U D |

-§ 40, saame:

T , (Vi)

Niisiis murru tuletise saame, kui lugeja
tuletise ja nimetaja -korrutisest lahu-
tame nimetaja tuletise ja lugeja korru-
tise ning saadud vahe jagame nimetaja
ruuduga.

Olgu niiiid
! Y =_ ’

u

kus % on z-i funktsioon, aga ¢ jidv suurus. Valemi (VII)
péhjal saame:
u-c'—c-u '

y’:—o‘—:_CT, (VIIa)

u= u=
Niisiis murru tuletis, mille lugeja on
Jddv, nimetaja aga x-i funktsioon, vordub
"nimetaja tuletise ja lugeja korrutisega,
mis on jagatud nimetaja ruuduga ja voe-
tud vastupidise miargiga.
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§ 59. Liitfunktsiooni tuletis.  Olgu antud funktsioon

y=vite=a+al,

Millise eeskirja pohjal voiks leida selle”funktsiooni tule-
tist? Astme diferentsimise eeskirja ei voi rakendada, sest
astmefunktsiooni tuletise valem oli tuletatud x"-kujulise
funktsioonj tarvis, s. 0. astmele, mille aluseks on argument x

ise, kuid funktsioonil y = (1—}—902)%’ on aluseks fu‘nktsi-

oon 1 22 argumendiga z, s. o. funktsioon y = (1 4 xz)%
osutub funktsiooni astmeks. Sellepirast on loomulik, et
valem (VI) selle funktsiooni diferentsimiseks ei ole kehtiv .
ja meil tuleb diferentsimise pohieeskirja kasutada voi koos-
tada uus eeskiri niisuguste_ liitfunktsioonide tarvis. Kies-
oleva paragrahvi iilesandeks ongi niisuguse eeskirja tule-
tamine.

Me teeme vahet lihtfunktsioonide ja funktsioonidest ole-
nevate funktsioonide ehk liitfunktsioonide wvahel

Lihtfunktsiooniks nimetatakse niisugust funktsiooni, mis
on argumendiga teostatud mingi iihe tehte tulemuseks. Liht-
funktsioonideks, mis saadakse meile tuntud tehete abil, on
jargmised:

c ; X ;
cEx, -, 2" 0 lg, x, sin x, cos z, tg x, ctg z, arcsin 7,
arccos @, arctg x, arcctg x, kus ¢ on jadv suurus.

Kui aga funktsioon on argumendiga teostatud mitme
tehte resultaat, siis niisugust funktsiooni nimetatakse 1iit-
funktsiooniks ehk funktsiooni funktsioo-
niks.

Nii on funktsioon y = (1 + x2)"12" liitfunktsioon. Vottes
19522 =, saame?

;12.
Yy=1us=,

11 Korgema matemaatika kursus sl )



S. 0. y on % funktsioon, » omakorda aga on z-i funktsioon ;
seega y on funktsiooni funktsioon.

Uldkujul v6ib funktsiooni funktsioonj kirjutada jiarg-
misel kujul:

Yy =f(u),
kus u omakorda on z-i funktsioon :
u=g@(x).

Asume niiiid liitfunktsiooni tuietise leidmisele.
Niisiis olgu antud funktsioon

¥y =7(), kus u = p(x).
Esimene samm. Anname 2-le juurdekasvu Az. Siis
funktsioon saab juurdekasvu du, aga sellest olenevalt muu-

tub ka y, omandades juurdekasvu Ay; jarelikult esimese
sammu tulemus esineb jirgmisel kujul ;

Y+dy =flu+ du),u+ Au= o + Az).

Teine samm,.

Y+ Ay =71(u4 Au) U+ Au= ¢ (x4 4
ey ) =% == g(Z)
Ay= f(u + Au) — f(u) 4qu =9+ A2)— ¢ (@) °

Kolmas samm. Tuletise y’ saamiseks tuleb leida
suhteﬂ—i piir, kui A4z > 0. Kuid Ay laheneb nullile mitte vahe-
tult Az-i nullile lahenemisel, vaid Au nullile ldhenemise
kaudu. Seepirast suhte

4y __ f(u+ Aw) — f(w)
Az A
esitame suhete korrutise kujul:
Ay Ay Auw (w4 Au) — Hw) 9% " Ax) — p()
A9 A g% Au A%
[p(x + d2) — @p(x) = du].
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Niitid on tarvis leida selle korrutise piir, kui Az > 0. Kies-
oleva eeskirja tuletamise] eeldame, et funktsioonil u on
antud x-1 védrtuse juures tuletis. Seepirast kui Ax—> 0,
siis juurdekasv Aw samuti ldheneb nullile (vt. § 50). Sel vii-
sil, minnes iile piirile, saame:

v =lim 4 lim 4% —

Au—0 A A2—>0 4w

= iy (0 — 1) s wle A AE) — of®)

Au>0 4u fuv0 - B

=f () o' Cx) = F D u. (XX)

Niisiis kui y=7f(u) ja u=g(x), siis y-i tule-
tis #-i suhtes vdérdub y-i tuletisega u
suhtes, korrutatud  tuletisega z-i suhtes.

Rakendades seda eeskirja funktsiooni v = (1 4+ x2)*12‘ ‘
kohta, saame:
y=ud, u=142% ¢ = su- ¥ w =31 4223 (1 4 27)’ =
21 VTR pt
Voivad esineda veel keerukamad funktsioonid; néiiteks
funktsiooni

y=siny 14+ a2
voib eraldada kolmeks jargmiseks olenevuseks:
y=sinu; u=vw; v=1+ a2
Uldkujul sellist sGltuvust voib esitada jargmiselt:
y=7Ffw); u=9¢@; v=y).

Niisugusel juhul funktsiooni y tuletist z suhtes, nagu seda
on kerge nididata, viljendab valem

¥ =) g w) s (XXa)
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Analoogiliselt leitakse tuletised veel keerukamail funktsi-
oonidel,

§ 60. Naiteid. Diferentsida jargmised funktsioonid:
doir—ps
Lahendus. ¥ = 3«2 valemi (VI) jargi.
2= 31 —= 222,
Lahendus.
¥ = (3xt)’ — (222)’ [valemi (I1II) jargi]
= 3(2*)’ —2(x?)’ [valemi (V) jargi]
1275 Ay [valemi (VI) jargi].

&
Bty ==ty O

Lahendus.

4
y = (x7) —(2)’ [valemi (III) jargi]
: :
=t [valemite (VI) ja (I) jargi]
4
:—3.
%7 :
Y
A e ::x5 _“‘57'&‘{—3\/903-
V& YE

Lahendus.
2 o 2
Y = (8z%) — (T ®)' 4 (827)’ [valemi (III) jirgi]
MaE SR g e
=22 4ie 435 7 [valemite (V) ja (VI) jargil.
5. y= (a8 +2)5
Lahendus. Antud astet vdib lahutada Newtoni
binoomi valemi pdhjal ja siis diferentsida summa tuletise
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eeskirja jargi, kuid lihtsam on rakendada liitfunktsiooni
tuletise valemit: y = u%; u = a3 4 2.

o = but-w =5 +2)* (2% 4+ 2)" = 5(x? 4 2)4 - 32 =
‘ = 15a2(a® 4 2)4.

6. y:\/a,2—x2.

1
Lahendus. See on liitfunktsioon: y = u?; u = a2 —
— 22, Rakendades valemit (XX) saame:
1 _1 1 B 5
=5 O SR S oNe et S e
y’_éu u_2(a2 ax2) = Ap) e o i

Liitfunktsiooni diferentsimise protsessi kirjulamise
viis, mida rakendasime k#esolevani, on viga kohmakas. Nai-
tame sama iilesande lahendamisel lihtsama kirjutamisviisi.

3

Olgu antud funktsioon y = (a> —x?)2 . Me nideme, et
see on funktsiooni funktsioon. Asendame mottes astme
aluse a? — 2? u-ga, diferentsime y-i muutuja u =a®>—a?
suhtes ja korrutame u tuletisega muutuja z suhtes, s. o.
vahe a® — x? tuletisega

< o
St z
: a2—x2’:—"—..___—_‘.
( ) Vaz_x'.’.

’ —1 2 2
¥ =5(a* —a?)
Lopuks, kui lugeja on omandanud harjumuse diferent-
simise tehnikas, voib lihtsustada ka viimast kirjutuse vormi,
jittes #ra teguri (e®— %)’ ja asetades tema asemele
korraga aluse a? — z° diferentsimise resultaadi
3 3

(@2 —2?) *-(—22) =— %

’

y:

oof -

7. y= (bx2—4) \71+3x2.



o
.

Lahendus.

¥ = (52> —4) - [(1+4322)3] + (1 -+ 322) % - (baz —4)
[valemi (IV) jargi]
i5
= (522 —4) -3 (14 32?) ° -6z + (14327 ° - 100
[valemite (XX), (III) ja (VI) jargi]

2
g

D) 2 2 RN e 2
T ke R | SINE T P il
V(1 + 3222 V{1 + 322
i
Bl = Va@—x? £
Lahendus. _
L 1
' (@ =) - (@t (@ @) [(a2— )
Y o= B
: 2 [valemi (VII) jirgi]
d: 1
(@— a2 20 @4 2). 5 —2) *. (—20)
= a‘-"_l 22 o
_ 2x(a®— a?) +ao (a2 x2) _ 3020 — a3
FETal T C e s o e e o
(a2 — a) 2 (a2 — 22)?
Harjutusi.

Leida jargmiste funktsioonide tuletised:

Y = 5x® — 322 + 6. Vastus: o = 1522 — 6z,

o == atb, Vastus: ¥ = (a+ b)xatb-1,
B0 2 1

v=513- : il ot e v &
P8 ' AN

yzﬁ'*'ﬁ' Vastus: Faden o Ha
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7 5 3 5 3

y = 622 4- 402 4 222 . Vastus: o =21a2 + 1022 4
!1
+ 3% 2
L g
Yy=x2—4x 2. . Vastus: y=—202+4+2c 2.
1 V3
V—V3x+‘/”+x Vastus: °Vx
sy
1 3 i 22
3)/ «2
y= 2z + 3) (22 4+ 3x —1). Vastus: o =6x24 18z 17.
y = (22 4 4z — 3) (322 4- Vastus: ¥ =6+ 2) (2224
+ 122 12). + 8x
2+a 7 2a
Y=p _a° Vastus: y':—(w—_“a—)z
_x2——4‘ ; ’ 162
y_w2+4 Vastus: y:my—
a3 - 222 (6— )
y:‘i_"x. Vas'tus: y:m—
x4 x—2 % 2?4 + 1
Y= .’173—1 . Vastus: y:—m
¥ = (22 —1)4, Vastus: ¢ = 1222 (0% — 1)
S s e 4 1
=V 423 4 622 — 5. Vastus: y’:-:,,——w—(x—_*——)—*.
i V (@8 4 622—5)*
V @t + a2 — 2. . Vastus: 2w3+w—1__
= + 4% — 2. us: Vm‘*—i—a:z
y= (3¢ —1)2(x —1)3, Vastus: y=3(5m—3)(3x—
— 1) (z—1)2
YVEFL Vast T s
yv=(x—1)V 224+ 1. sebaey ¢ = V“’“-I-l
2ac—l Vastus: ¢'= L& . 68
ﬂ 1- k . —_— q-
A @+ 1)2
z41 > 1 -
y i Y S Vastus: y;————-———(l_w)vw_z—:—l
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\ a2
R y=—

2
—_— Vastus: g = e
Va2 | a2 (a® 4222
V&L Sl e

29. e Vastus: y __-l’zvm :

§ 61. Logaritmfunktsiooni tuletis. Olgu antud funkt-
sioon :

=Jog. %

Diferentsides seda funktsiooni iildise eeskirja jiargi, saame:
Esimene samm.
Y + 4y = log, (% + 4x).

Teine samm.
Ay = log,(x + 4x) —logaleoga‘r+x£;loga (1 +4;) :
Kolmas samm. |
Ax log (1—l- V.

Saadud avaldise piiri leidmiseks téhistame 47 tihega o

e

’
millest: Az = o - 2. Siis saame:

1
1 1 «
M= log(1 4 a) =1 dog,(1 4 0)®
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Neljas samm.

1
lim %—_—.Iim 1. lim log, (1} a)*=
Ax >0 47 Ax —>9 Az >0

1 ¥
=liog, [ 1im @4 )*],
o)

sest lim ;E:: ; , kuna z ei muutu, kui 4z > 0. Viimast piiri
Ax >0 :
otsime «->0 puhul, sest kui Adx >0, siis suurus o =
samuti laheneb nullile.
Jaab leida

4.1:

lim (1 4 a) ©.

a> 0

Jattes dra toestuse selle piiri olemasolu kohta, piirdume
ainult jargmiste lithikeste seletustega.
Vaatame, mil viisil muutub avaldis

: 1
Z:(l—]—-a)a,

kui a ldheneb nullile. Selleks anname o-le mitmesuguseid
arvulisi vaartusi ja arvutame z-i vastavad vaartused; arvu-
tamise tulemused on esitatud jargnevas tabelis:

1 Piirile ldhenemise ja logaritmimise tehete vastastikune iimber-
paigutus
1 1
limlog , (1 + @)@ =Tlog,[lim (1 4 a) @]
a=>0 a=>0
on lubatav selle tagajarjel, et log,« on pidev funktsioon, aga pide-
vate funktsioonide kohta oli §-s 50 médratud kindlaks omadus, mis
kirjutatakse jargmiselt:
lim f(x) = f(lim 2).
Tt Fhe ol
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a z | a z
10 1,0096 E
5 1,4310
2 1,7320
1 2,0000
0,5 2,2500 —0,5 4,0000
0,1 2,5937 —0,1 2,8680
0,01 2,7048 — 0,01 2,7320
0,001 2,7169 — 0,001 2,7195

Sellest tabelist nihtub, et suurus (1 + a)® arvu o abso-
luutvadrtuse viahenemisel ldheneb arvule 2,71... Tipsem

arvutamine niitab, et
: 5

lim (1 4 o) ® = 2,718281828459045 . . . . .

a=>0

Analiilisi pohjalikkudes kursustes toestatakse, et see
piir on irratsionaalarv; jirelikult seda ei saa viljendada
tipselt murruna. '

Vaadeldud piiri voib téhistada moéne tdhega. Seda piiri
tahistatakse iildiselt tahega e, samuti kui on viisiks téhis-
tada tdhega x~ piir, millega lugeja juba on tuttav geomeetria
kursusest (= =38,14...).

Niisiis

¥ = (log. )" = - “log, . (VIII)

Arvul e on analiiiisis vaga suur tdhtsus. Kuna arvuta-
misel on sobiv rakendada arvu 10 logaritmide siisteemi alu-
seks, on teoreetilistes ililesannetes sobivam kasutada loga-
ritmide siisteemi, mille aluseks on arv e. See eelistus
ilmnebki logaritmfunktsiooni tuletise vaatlemisel: kui votta
a = e, siis log,e =1 ja valem (VIII) omandab kuju

(log, )’ = : ;

A
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Nii ndeme, et kui logaritmide aluseks votta arv e, siis
logaritmfunktsiooni tuletis viljendub lihtsamalt kui méne
muu mistahes arvu @ votmisel logaritmide aluseks.

Muu seas on ka logaritmide tabelit lihtsam koostada
logaritmidele, millede aluseks on e. Olles koostanud niisuguse
tabeli, on kerge selle tabeli jargi saada kﬁmnendlogamtmlde
tabeli. Toepoolest, olgu meil teada arvu N logantm alusel e:
log, N = p. See tdhendab, et er = N.

Leiame vorduse molemalt poolelt logaritmid alusel 10;
saame: ; :
p log, ;e =log N

Siit ndeme, et arvu kiimnendlogaritmi leidmiseks sama
arvu logaritmi p jérgi, mis on arvutatud alusel e, osutub
kiillaldaseks korrutada p log,,e-ga. Niisiis, teades arvude
logaritme alusel e, leiame arvude kiimnendlogaritmid nende
korrutamisel arvuga log, e = 0,43429. ..

Logaritmide siisteemi, mille aluseks on véetud arv e,
nimetatakse naturaal- ehk Napieri Ilogaritmide
siisteemiks (loomulikkude logaritmide siisteemiks).

Tegur log,, e, mille abil naturaallogaritmide siisteemist
minnakse iile kiimnendlogaritmide siisteemile, nimetatakse
mooduliks. On silmanéhtav, et valemis (VIII) tegur log,e
on mooduliks iileminekul naturaallogaritmide siisteemist nii-
sugusele logaritmide siisteemile, mille aluseks on a.

Niisiis v6ime iitelda :

Argumendi logaritmi tuletis vérdub
argumendi podrdsuuruse ja logaritmide
slisteemi mooduli korrutisega.

Edasises késitluses arvu N naturaallogaritmi, s. o. log, N
mirgime stimboliga In N.

Nagu négime, vottes a = e, saame:

¥ =(nel = lne=71, (IX)
sest log e =Ine=1.
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Niisiisargumendi naturaallogaritmi tule-
tis vordub argumendi poordviaartusega. .

§ 62. Astme tuletis mistahes astendaja puhul. Niiiid
voime toestada igasuguse astendajaga astme tuletise valemi
(")’ = ma"—" kehtivuse, mis on tuletatud paragrahvis 57
ainult tdisarvulise positiivse astendaja puhul.

Olgu funktsioon

Y = xn,

kus n on mistahes arv. Logaritmides saame: Iny =nnx.

Funktsioon In y on liitfunktsioon, sest naturaallogaritm
voetakse y-st, aga y on x-i funktsioon. Seepirast valemite
(IX) ja (XX) pohjal saame: (In y)’:%-y’.

Vorduse Iny — nlnx parempoolse osa tuletis vordub:

o |
(nlnz) =n <3

Jarelikult
1 n
?; Y y, ;, ’
millest

y/: (xn)’:y.g :;’(;n~£:: nx"“l. (VI)

§ 63. Eksponentfunktsiooni tuletis. Eksponentfunktsioo-
niks nimetatakse funktsiooni kujul:

Y ==~ (e > 0).

Selle funktsiooni tuletise leidmiseks leiame tema natu-
raallogaritmi: ny=axla.

Funktsioon In y on liitfunktsioon, sest logaritm voetakse
y-st, aga y on x-i funktsioon. Sellepirast valemite (IX) ja
(XX) jargi saame:

i ¢ e iy )
s Ina,
millest .
Yy = () =y na—=0a*Ina. (X)
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Niisiis, eksponentfunktsiooni a* tuletis
vordub eksponentfunktsiooni ja aluse
naturaallogaritmi korrutisega.

Eri juhul, kui @ = e, saame funktsiooni y__ex

Valemi jargi saame: :

Y=z (er) i =et Inre — e, (XI)

s. 0. eksponentfunktsiooni e tuletis vor-
dub funktsiooni endaga.

§ 64. Naiteid. Leida jargmiste funktsioonide tuletised:
L. oy=1n (> 2)

Lahendus.

Pk ﬁ? - (#® +2) [valemite (IX) ja (XX) jirgi]

iR

7 A
2. y=Invyv1—a2

Lahendus.
1

V=l (VI—a)= .

1
Yi—a? y o5 R

s (—22) =

Selle ndite voib Iahengiada, teisel wviisil:

y=hnyvi—a=1In(1—a),
millest

I

[In (1 —22)]" [valemi (V) Jargl]

x

1
5
- ra——~(—2x)——

ol T T a2 —1"
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Lahendus.
v =d* Ina- (422)’ [valemite (X) ja (XX) jargi]
=a¢“Ine- -8z —=8xma-a* 5

de Y=

Lahendus. Selle funktsiooni diferentsimiseks ei voi
rakendada astme tuletise valemit, sest astmefunktsiooni
astendajaks on jidv arv, ega voi rakendada eksponentfunkt-
siooni tuletise valemit, kuna selle funktsiooni aluseks on

jaav arv. Antud funktsiooni diferentsimiseks leiame temast
naturaallogaritmi. Saame:

my—ainw,
millest

el ——l— 1-Ina [valemite (XX) ja (IV) Jargl] .
méidrame siit ¥’ :
Y= (@) =y(l+nz) =2z(1+Inz).

Mirkus: Selle meetodiga diferentsrtakse funktsioo-
nid, millede kuju on:

¥ = {f(x)129.

Harjutusi.

Leida jargmiste funktsioonide tuletised:

L y=In(xz—2). Vastus: y’:£_2
b pd a
2. y=In (azx 4 b). Vastus: y_a—x_l_b.
1
3. y=1In (x2 4 2z). Vastus: y':z—m(:thw).
14 3a2
4. y=log, (-} a8). Vastus: ¥y = z-:_jgloga
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5. y=Ingx2

6. y= (Inx)2

Lioy=xlng,

atz
8. 'y_lna_w.
. iy —pie
10. y = a™.

1. y=7"1%

12—

13. yzg(eF——e G

14. Y=

i 14
15 9 —=1In Vl——a:'

16. y=1In (x + Vi+x2).

17 Y=8%;
18. y==""%,
b
19. y=x'"%.
§ 65.

a) sinz tuletis.

eeskirja, saame:

Vastus:
Vastus:
Vastus:
V.astus:

Vastus:

Vastus:

Vastus:

v 2
s oy,

;. oinw

@

y=Inz-+41.

: 2a
Y= 5—0-
Yy =46t 3,

¥ = 3¢* " Ina.

¥y =38InT7. (224 1).1¥+%,

V agtus:

Voa st wss

Vastus:

Vastus:

Vasgtus:

Vastus:
Vastus:

Vastus:

e
RGeS
=

x

bl a
y=z( +e )

y’—*__4_
T (e )2
il 1
Y e e oy
e Bn
T Vit e

1
,_ @ (1—1
N Nl 8

22

¥ =% 1. 1n (2?).

’

T 1 %

Trigonomeetriliste funktsioonide tuletised.

Rakendades iildist diferentsimise
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Esimene samm.
Y + Ay = sin (x 4 Ax).
Teine samm.
20+ Ax Ax

y = sin (x + A4x) — sin £ = 2 cos —sn-

=2 cos (x+g)smﬁ

Kolmas samm.

Ax . Ax
M 2 cos (w+ )sm-i— ( AJc) sm7—
T o = GOSHT -|—T . o
2
B Ax\ sinz
S (x ox T) D
kus z = Az_x Kui Az >0, siis z samuti laheneb nullile.

Neljas samm.

o oy Ax\ . sing
y = lm=x hmcos( —{—T)-hm =

Az =0 Ax—>0. 20
=cos[ lim (x+ Ziﬂ]: cos z
A =0
(sest thI—m_ 1B A
g—>0
Seegai:
(sina) . —"coS . (XII)

b) cosx tuletis. Funktsiooni cosz véib esitada
kujul: cos z = sin (g——x) "
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Diferentsides niiiid sin (%——x) nagu liitfunktsiooni,

saame :

el s U B S Vel
(cosac)_cos(2 x) (2 x)_ sin «,

sest cos (% i m) — sin 2.

Seega:
(cos )’ = — sin «. (XIII)

c) tgx tuletis. Kuna

¢ xr_sinw
g T cosx’

siis murru tuletise valemi (VII) jargi saame:

(tgx),:cosx-cosw—sinm(—sinx)_ 1 XTI

cos2 & T cosZx

v

d) ctga tuletis. Arvesse vottes, et

cos &
sin z’

oo & —
murru tuletise valemi jargi leiame:

sinz (—sinz) — cosx-cosx __ 1 (XV)

sin? @ R gin% e

§ 66. Naiteid. Diferentsida jirgmised funktsioonid:
1. y =cos 3z*

Lahendus.
Y = cos 3x?% - (32?) [valemite (XII) ja (XX) jargi]
= 6@ - COB S1°.

2. y=tgyv1l—as
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Lahendu&

Vi le (l/ w3)’ [valemite (XIV) ja (XX) jargil
cos
e 1 : 1 Sliny
_cosle—x3 2V1—x3(1 s
32

24 YT —wBcos2Y 1—ad’

B i — 0SS
Lahendus. Sah:NﬁMﬁmmivﬁb]dﬁMa&kauk
y = (cos )3, Siit
Y =3(cos )2 (cos &)’ [valemite (VI) ja (XX) jargi]
——3sina - cos? .
Harjutusi.

Leida jiirgmi:ste‘ funktsioonide tuletised:

1. y = cosbax,) ; Vastus: y = — basin azx.
" 2
2. y =122z 4+ 3). Vastus: g _W—{).
3. y=sin2zx, Vastus: % = sin2x.
diygy=—tor—uw Vastus: ¥ =tg2u.
5. y = cos? 22, Vastus: o = —6cos?a2.sinz2,
6. y=sin%z.cos x. Vastus: y =sin?2(8cos? x — sin? z).
7. y=Incosz. Vastus: y=—tgu.
8. f(x) = In sin2 x. Vastus: ¥ =2ctga.
s ERAATSSA R -
9. f(x)_.oos;. Vastus: y_w2 sin —-.
10. y=e522 Vastus: 7 =5 %. cosua.
tgnx
11. f(x) = a'8">, Vastus: f’(x):ﬁa—.,ﬂ
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12. y:an—l—iSI—naE. Vastus: y:'= -

1 —sinx TL.€0S I
13. y = z8n 2, Vastus: y':m“”(¥+lnx-cosw).
14. y = (sinx)®. Vastus:y = (sin2)*(Insinx + « ctg x).

§ 67. Trigonomeetriliste poordfunktsioonide tuletised.

a) arcsin « tuletis. Olgu

Y=—arcsin:e;
SHS SN Yi==;
Funktsioon siny on liitfunfktsioon,‘sest y on z-i funkt-
sioon. >
Diferentsides vorduse siny = x moélemaid pooli muutuja
x suhtes, saame:
cosy -y =1,
: : st
millest leiame: y e i
Kuna siny =, siis cosy =V 1 —ux21; jarelikult
4 1
f—= (arcsin )’ —=5—= - XVI1
Yy’ = (arcsin ) s ( )

b)sareccos ¢ tuletis. Vétame

Y = arccos «,
siis ‘cosy = .

L Juure ees votame positiivse margi, sest funktsiooni y = aresin x
T
or

<y<\+%), nendes piirides on aga funktsiooni cos y koik vaartused

vaartusi vaadeldakse ainult piirides alates —_7_5_ kuni +g_ (— <

positiivsed.
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Diferentsides vorduse cos ¥ = & mélemaid pooli muutuja
x suhtes, saame:
: —siny -y =1,
kust leiame 3y’ = Etkts :

siny

Kuj cosy =z, siis siny= v 1 —a21; jarelikult
e v

Vi—a"

c) arctg # tuletis., Votame

: y' = (arccos x)’ = (XVII)

Y — aretgr,
siis tgy = x.
Diferentsides selle vorduse mélemaid pooli, saame:
1

cos?y ¥ =1,
millest leiame: ' = cos?y.
: o o, raednint ey e g
Kui tgy = «, siis cos?y =i sest cos?y = Tty ;
jarelikult
R gl
== (arctg .9(:) == mé. (XVIII)

d) arcetg 2z tuletis. Votame
Y =arcctez;
siis ctg y = 2.
Diferentsides selle vorduse mélemaid pooli, saame:
—_— 1 ;
sin2 y
millest leiame 3y’ = — sin2y.

e

1 Juure ees votame positiivse margi, sest funktsiooni y =
= arccos ¢ vaartusi vaadeldakse ainult piirides alates 0 kuni
#(0 < ¥ < ), nendes piirides on aga funktsiooni siny kéik vidrtu-
sed positiivsed. 3
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1

2 == 2 s
Kui etg y — o, siis sin?2y — 3§ + T, sest sin?y = Tiaat

jarelikult
1
14 «2°
§ 68. Naiteid. Leida jirgmiste funktsioonide tule-
tised:
1. Ty —arcte e,

= (arcetg z)’ = — (XIX)

Lahendus

yies 1_|_9x4 Gl 31 [valemite (XVIII) ja (XX) jéargi]

S 62
Sl T

2. 9y = arcsin (3x — 4x?).
Lahendus.

1 - : :
= 2 (8 —=~478)’ ‘ XVI o (XX
Yy e e 3z z3) [valemxtg ( ) ja (XX)

jargi]
W h 3 —12%2 e
T YT 0% f24xt 1628 Yi—zx2
3. y = arcctg +a 2

A
Lahendus.

7 xl+a (“+“) [valemite (XIX) ja (XX) jérgil
1+(1 ——aao) *
2t (1 — awy s SO gt K
T T ST S e

Harjutusi.

Diferentsida jargmised funktsioonid:

% ’ 1
1. y=arcsin . Vastus: g ot

2% 2
2. f(=z) :arctgm. Vastus: f(x) =1
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3. f@)=2Va®—ax21a arcsing,Vastus: Flx) =2V a® = 32,

et e Vuid ; 2
4. y= arctg- - astus: y_ex—{-e“"
e e
5. ¥y = arccos m. Vastus: y:._e“’-{—e_" :
2 ¥ - x aresin ©
6. y— V 1—a2arcsine—z. Veastus: y’:—Vl—;.
—x-&
: a Vx—a - 2ax2
L y:arcctg£+ln m. Vastus. y:x4__a4-
; : arcsin « Inx
8. = xnrcsmz. Vastus: f — g BrCSINZT (“—~ —‘__) A
- ’ &L V=22

§ 69. Teise ja korgema jargu tuletised. Antud funkt-
siooni tuletis on ka ménesugune argumendi z funktsioon.
Seda uut funktsiooni voib omakorda diferentsida. Sel viisil
saadakse teise jidrgu tuletis ehk lithidalt teine
tuletis. Teise tuletise tuletist nimetatakse kolmanda
jargu tuletiseks jne.

Kui y=f(x) on antud funktsioon, siis tema tuletis
(esimene tuletis) tihistatakse nagu teada, siimboliga

Y= Fx).

Diferentsides seda funktsiooni, saame teise tuletise, mis
tahistatakse:
W

Kolmanda tuletise tahistamiseks tarvitatakse stimbolit
v =1"(w),
neljanda tuletise tarvis — -

¥ =)
jne.

Niaide 1. Leida funktsiooni y — ex teine tuletis.
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Lahendus.

W= aerET Yl — denr

Niaide 2. Leida funktsiooni — 3 viienda jargu
tuletis.
Lahendus.

Y= Bty =6 YT =065 P =0,
Jarelikult funktsiooni y = x® viienda ja korgema jargu
tuletised vorduvad nulliga.
Harjutusi.

Leida jargmiste funktsioonide teine tuletis:

1. y—=403—622 404 7. Vastus: %' =12(2x—1).
a ., n(n+1a

2. v=a- Vastus: ¥ e
& il y R

3. y:i(ea+e a), Vastus: Y= W(ea+e ay.
x4 5 4

4 Yy=,"7- Vastus: ¥ =w—1p"

LrEay
5. y=In (ax 4+ b). Vastus: y”:——(a*_-‘_—b) .

VII peatiikk.

Tuletise lihtsamaid rakendusi.

§ 70. Funktsiooni muutumise kaik. Olgu antud mingi
funktsioon y = f(x). Nagu teada, saab funktsiooni graafi-
liselt viljendada koverjoonena. See kover annab nditliku
kujutluse funktsiooni muutumise kiaigust, olenevalt argu-
mendi muutumisest.
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Olgu meile antud koverjoon, mis on kujutatud jooni-
sel 69. Jooniselt nieme, et kéver ménedes piirkondades tou-
seb, teistes langeb.

Tousult langusele iilemineku punktis kovera ordinaat
jouab koéige suurema vaartuseni, vorreldes lihedaste punkti-
dega (maksimum), aga languselt tousule iilemineku

Yl}

a

17

o = s L
o

Joonis 69.

punktis jouab kéige viiksems vadrtuseni (miinimum).
Kovera tous, langus Jja iilemineku punktid téusult langusele
just ongi elementideks, mis iseloomustavad funktsiooni
kdigu muutumist. Kiesolevas peatiikis peatume kiisimusel,
mil viisil v6ib antud funktsioonj Jjirgi midrata nimetatud
kdvera muutumise kiiku iseloomustavaid omadusi.

§ 71. Funktsiooni kasvamine ja kahanemine. Kui argu-
mendi & muutumise vahemikus q-st kuni b-ni argumendi x
kasvades funktsioonj y = f(x) viaartused ka kasvavad, siis
funktsiooni nimetatakse kasvavak s selles vahemikus.

Analoogiliselt, kui vahemikus a-st b-ni argumendi z
kasvades funktsiooni ¥y = f(x) vairtused kahanevad, siis
funktsiooni nimetatakse kahanevaks selles vahemikus.

Esimesel juhul funktsioonij Yy =f(x) abstsisstelje vahe-
mikus a-st. b-ni kujutab kévera tousev kaar, sest
abstsissi « liitkumisel a-st b-ni ordinaadid peavad suurenema
(joonis 70). Sel juhul kévera puutuja igas punktis vahe-

184



mikus a-st b-ni moodustab teljega OX teravnurga ¢ . Selle-
parast on niisugustes punktides tg ¢ viidrtus positiivne.
Kuna aga kdvera puutuja téusu miirab funktsiooni tuletise
vadrtus, siis jouame tulemuseni, et kui funktsioon
kasvab vahemikus a-st b-ni, siistema tule-
tis, vastavalt argumendi viartustele sel-
les vahemikus on positiivnel

b4 ¥

)
L
| ]
)
/¢ ; oy L i
O 5 e b Ok -la c b
a) b)

Joonis 70.

Umberpoordult, kui vastavalt argumendi vaar-
tustele vahemikus a-st b-ni tuletise vaar-
tused on positiivsed, siis funktsioon kas-
vab selles vahemikus.

Toepoolest, votame monesuguse x-i vaidrtuse sirgloigul
vahemikus & =@ kuni « =b. Kui ¢ =1lim 4 omab posi-

Ax—0 .
tiivsest vaartust, siis absoluutvairtustelt kiillalt vaikeste
Az vadrtuste puhul funktsiooni ja argumendi juurdekasvu-
del, s. o. Ayl ja 4dxz-1 on iihesugused mérgid. See
tahendab, et vahe f(x -+ Adx) — f(x) = Ay sellel tingimusel
on positiivne positiivse dx puhul ja. negatiivne negatiivse
Az puhul. Voib toestada, et juurdekasvu Ay mark on iihe-
sugune juurdekasvu Jdx méargiga mitte ainult kiillalt

1 Tapsemalt oeldes: mittenegatiivne. Asi on selles, et monedes
punktides tuletis v6ib muutuda nulliks, Vi, allpool ,,Markus®.
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viikeste, vaid igasuguste Az viidrtuste puhul, kui z + Az ei
ulatu véljapoole vaadeldava vahemiku piiridest (tdestus
antakse analiiiisi pShjalikkudes teostes). See siis tihendab,
et funktsioon- f(x) kasvab terves vahemikus « —a kuni
o = iy

Analoogilise arutluse abil jouame jargmiste tulemusteni:

Kui funktsioon kahaneb vahemikus a-st
b-ni, siis tema tuletis, vastavalt argu-
mendi viaidrtustele selles vahemikus on
negatiivne (tdpsemalt: mittepositiivne) (joonis 71).

¥4 vA

‘P\.X (P\LX

a) b)

Joonis 71.

Kui argumendi viadrtustele vahemikus
a-st b-ni vastavad tuletise vidartused on
negatiivsed, siis funktsioon on kahanev
selles vahemikus.

Méarkus. Véib juhtuda, et argumendi iiksikute viir-
tuste puhul funktsiooni kasvamise v6i kahanemise vahe-
mikus tuletis vordub nulliga. Niisugune juhtum esineb
joonisel 72: punktis M kévera puutuja on paralleelne teljega
0X; jarelikult puutuja moodustab abstsissteljega nurga 0
ja sellepérast tgp =y =0. Niisugustes punktides peale
puutumise puutuja ka 16ikab koverat,
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Niaide Maarata funktsiooni
Yy=—a®—3x2+5
kasvamise ja kahanemise vahemikud.
Lahendus. Leiame antud funktsiooni tuletise
Yy =3x*—6x.

Niiiid tuleb mé&irata, missugustel argumendi « vaartus-
tel tuletis on positiivne ja missugustel negatiivne. Et antud
iilesande lahendamine oleks lihtsam, lahutame kaksliikme
322 — 6x tegureiks:

v =3x(x —2).
Yi
Y —
M
: .
i 1 —- X
1 ¥ O 2
Ol .a b =5 ,
Joonis 72. Joonis 73.

”»

Tuletise saadud kujust on kergesti mi;ha, et korrutis
3x(x — 2) argumendi vadrtuste puhul, kui # < 0, on posi-
tiivne, sest z-il ja kaksliikmel & — 2 on siis iihesugused maér-
gid. Kui « on positiivne, kuid vihem 2-st, tuletis on nega-
tiivne, kuid kui x > 2, siis tuletis muutub jille positiiv-
seks. Jirelikult funktsioon vahemikus — co kuni 0 kasvab;
vahemikus 0 kuni 2-ni funktsioon kahaneb ja vahemikus 2
kuni -+ oo kasvab. Joonisel 73 on esitatud niisuguse funkt-
siooni graafik.
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§ 72. Funktsicooni maksimum ja miinimum. Funkt.
siooni f(x) argumendi viddrtus a—a nime-
tatakse fumktsiooni maksimumpunktiks,
kui funktsiooni viasartus f(@) on suurem
kui iga teine funktsiooni viairtus kil-
laldases ldheduses punktile T= .

Funktsiooni f(x) argumendi- vagartus
x=a¢ nimetatakse funktsiooni miinimum-
punktiks, kui funktsiooni vidrtus f(a) on
viiksem kui iga teine funktsiooni WA 1
tus kiillaldases ldheduses puniktbite w—a:

Tadhendame, et maksimum- véi miinimumpunktis z = a
funktsioon ei omanda suurimat vo; viikseimat vidrtust koigi
nende vairtuste hulgas, mida funktsioon vé&ib omandada,
vaid ainult suurima v6i viikseima viirtuse nende vaiartuste
hulgas, mis vastavad kiillalt lihedastele punktidele, mis eel-
nevad ja jargnevad punktile ¢ .

V6ib juhtuda, et maksimumpunktis funktsiooni vaartus
osutub viiksemaks kui miinimumpunktis; edasises kisitlu-
ses ndeme seda iihes niites. :

Argumendi vadrtused, milledele vastavalt funktsioonil
on maksimum voi miinimum, nimetatakse funktsiooni eks-
treempunktideks.

Meie iilesanne seisab selles, et oppida leidma funktsiooni
ekstreempunkte,

Vaatleme funktsioone, milledel on tuletised antud inter-
valli igas punktis, kusjuures tuletised véivad muutuda nul-
liks intervalli 16plikus arvus punktides. Niisugustel funkt-
sioonidel langevad ekstreempunktid iihte funktsiooni iile-
mineku punktidega kasvamiselt kahanemisele (maksimum)
voi kahanemiselt kasvamisele (miinimum).

Oletame, et punktis « funktsioonil on maksimum. See
tdhendab, et selle punkti kiillaldases liheduses vasemal
temast funktsioon kasvab, paremal kahaneb. Kuna antud
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funktsiooni tuletis voib muutuda nulliks ainult intervalli
loplikus arvus punktides, siis v0ime votta punktile o nii-
vord lihedased punktid, et vasemal ja paremal argumendi
vadrtusest © = a tuletis ei ole null ei iihelgi z-i véddrtusel.
Siis, kooskélas paragrahviga 71, vasemal punktist z—=a
tuletis /() > 0, aga paremal — f'(z) <O.

Jarelikult argumendi z iileminekul vaartusest x — a tule-
tis f(#) muudab mirgi plussist miinuseks, Funktsiooni tule-
tise f/(x) pidevuse eeldusel see mérgi muutumine ei saa toi-
muda muul viisil, kui tuletise nullist-iilemineku kaudu, s. o.
maksimumpunktis tuletise vadrtus f'(¢) =0. Jarelikult
funktsiooni f(z) maksimumpunkti madramiseks koigepealt
leiame need z-i vadrtused, milledele vastavalt

Flah =y (1)

Selgitame oeldut geomeetriliselt.

Joonisel 74 on kujutatud maksimumpunkt: kovera ordi-
naat aM , mis kujutab funktsiooni y = f(x), on suurim vor-
reldes temale kiillalt 1#hedaste ordinaatidega — nii eelne-
vate kui jirgnevatega: vasemal punktist « = a kover touseb
(funktsioon kasvab) ja puutujad punktides, kiillalt 1ahedas-
tes punktile M, moodustavad teljega OX teravad nurgad
[tg ¢ = f(x) > 0]. Paremal punktist x=a kover langeb
(funktsioon kahaneb) ja puutujad punktides, kiillalt léhe-
dastes punktile M, moodustavad teljega OX niirinurgad
[tg ¢ = f'(x) < 0]. Punktis M aga puutuja on paralleelne
teljega OX , punktile M vastava puutuja ja telje OX vahe-
line nurk vérdub nulliga, ja sellepirast f'(a) =tg0=0.

Oletame niiiid, et punktis @ = ¢ funktsioonil on miini-
mum. See tiahendab, et punkti @ ldheduses, vasemal temast
funktsioon kahameb, aga paremal kasvab. Téhendab, vase-
mal punktist = a tuletis f'(z) < 0, aga paremal f'(z) > 0
(punkti @« —=a ldheduses, paremal ja vasemal temast,
tuletis kordagi ei muutu nulliks)., Niisiis argumendi z iile-
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minekul vaidrtusest & = a tuletis f/(x) muudab margi mii-
nusest plussiks. Funktsiooni tuletise pidevuse eeldusel see
margi muutumine ei saa toimuda muul viisil kui tuletise
f'(x) nullist iilemineku kaudu, s. o. miinimumpunktis tule-
tise vaartus f'(a) =0.

Joonisel 75 on esitatud miinimumpunkt: kovera, mis

kujutab funktsiooni y = f(z), ordinaat aM on viiksem
koigist ordinaatidest, eelnevaist ja jargnevaist. Punktist

Y
Y
M
M
o
Ry
A : |
o) a . = X
[e} a el
Joonis 74. : Joonis 75.

Z = a vasemal kover langeb (funktsioon kahaneb) ja puu-
tujad punktides, mis on punkti M laheduses, moodustavad
teljega OX niirinurgad [tg o = f () < 0]. Punktist x —a
paremal kover touseb (funktsioon kasvab) ja kovera puu-
tujad punktides, mis on punkti M laheduses, moodustavad
teljega OX teravnurgad [tg o =¥ > 0]. Punktis M endas
puutuja on paralleelne teljega OX ja, tiahendab, moodustahb
temaga nurga 0 radiaani. Jiarelikult punktis M tuletise f’(a)
vaartus on null.

Siit jirgneb, et funktsiooni f(x) miinimumpunkti mai-
ramiseks, samuti kui maksimumpunkti maaramiseks, peame
koigepealt leidma mneed z-i vaidrtused, milledele vastavalt
ey =0

Kooskolas meie uurimustega véib niida, et argumendi
vadrtus, millele vastavalt f/(z) =0, on kindlasti kas mak-
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simum- v6i miinimumpunkt. Kuid see ei ole nii. Joonisel 72
esitatud juhul puutuja on paralleelne teljega OX [tg 0=
— f’(a) = 0], kuid vaatamata sellele punktis M ordinaat ei
ole ei suurimaks ega viikseimaks vorreldes ldahedaste ordi-
naatidega, s. o. vaatamata sellele, et f'(a) =0, vidrtus
2 — @ ei anna maksimumi ega miinimumi. Nagu nahtub
joonisest 72, vasemal punktist = a funktsioon kasvab ja
jatkab kasvamist paremal sellest punktist; tdhendab, punk-
tist @ ldbiminekul tuletis ei muuda mérki.

Niisiis tuletise muutumine nulliks punktis © = a veel el
kindlusta funktsiooni _ekstreemumi (ekstreempunktide) ole-
masolu; ekstreemumi olemasoluks ndutakse peale selle, et
punkti ¢ liheduses, vasemal ja paremal temast, tuletisel -
oleksid erinevad mérgid. ;

Votame kokku tingimused, millede tditumisel funktsioo-
nil on maksimum ja miinimum.

Funktsioonil f(z) on punktis @ =a mak-
simumpunkt, kui f(¢) =0 ja kui punkti e
laheduses vasemal temast f(x) >0, aga
paremal fi(zx) <O.

Funktsioonil f(z) on punktis a=a miini-
mumpunkt, kui f(a)=0 ja kui punkti a
liheduses vasemal- temast  f(x) <0, aga
paramal [ @)k>0:

Kui aga f(a) =0, kuid margid tuletisel
punkti ¢« ldheduses, vasemal ja paremal
temast, on iihesugused, siis vadrtus z=a
ei ole ekstreempunktiks.

§ 73. Naiteid ja iilesandeid funktsioonide maksimumi ja
miinimumi leidmiseks. Eelmise paragrahvi tulemuste pohjal
anname jargmise eeskirja funktsiooni ekstreempunktide
leidmiseks.

Esimene samm. Leida antud funktsiooni tuletis.
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Teine samm. Vérdsustada tuletis nulliga ja lahen- '
dada sel viisil saadud vérrand.

Kolmas samm. Iga leitud lahendi suhtes uurida,
kas tuletis muudab mirgi argumendi iileminekul vaadeldava
lahendi vairtusest. Selleks tuleb mairata tuletise margid
argumendi viirtustel, mis on veidi viiksemad ja veidi suu-
remad uuritavast lahendist. Kuji tuletis esimesel juhul on
positiivne ja teisel negatiivne, siis argumendi vaadeldav
vaartus annab maksimumpunkti, kui limberpoordult, tuletis
muudab mirgi miinusest -plussiks, siis vaadeldav lahend
annab miinimumpunkti. Kui aga tuletise mirk ei muutuy,
siis uurimisel oleva lahendi puhul ei ole ei maksimumi ega
miinimumi. Mirgi muutumise uurimiseks on sobiv lahutada
tuletis tegureiks — juhul, kui tuletis on ratsionaalne.

Nidide 1. Leida funktsiooni

f(x) = — 1225 4 2523 — 154

maksimumid ja miinimumid,

Lahendus.
Esimene samm.

f(x) =—60x* + 7522 — 15,
Teine samm,

— 602t + 75202 — 15 —0 .

Lahendades selle vorrandi, leiame lahendid:

1
) x3:+§3 ‘x‘i:—*—l-

Do) -

xl:—l, x2:—
Kolmas samm.
F(@) =—80@@+1)( + 1) (e —2) (z —1).

Votame esimese Iahendi:
Kui # < —1, siis saame:

f(2) = —60(—) (—) (—)(—) < 0.
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Kui 2 > —1, siis saame: :
@) =—60(+)(—)(—)(—) >0

Jarelikult %, =—1 on miinimumpunkt. Leiame funkt-
siooni f(x) véidrtuse, kui 2 =—1: f(—1) = + 2.

Votame teise lahendi:
Kui z < — %, siis saame:
@) =—60(4+)(—)(—)(—) >0.

: 1 %
Kui 2> —2, siis saame:

2
f(x) =—60(+)(+)(—)(—) <O0.
Jarelikult a, = —; on maksimumpunkt.
Kgh - %, siis funktsiooni viirtus f (—%) S 42.

Votame kolmanda lahendi :
Kui @ <% , siis saame:
f(2) =—60(+) (+)(—)(—) <0.
Kui 2 >% , siis saame:
(@) =—60(4) (+) (+)(—) >0.

Jéarelikult x, =§ on miinimumpunkt,

&

Kui x:i siis funktsiooni vidrtus f(g)z_aﬁ

=
Votame neljanda lahendi:
Kui # <1, siis saame:

: f (@) =—60(+)(+) (+)(—) >0.
RKuiie el ey saame:
f(z) =—60(+)(+)(4+)(+) <O.

Jarelikult @, =1 on maksimumpunkt.
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Kui x =1, siis funktsiooni viirtus f(1) = —2.

Saadud resultaatidest muuseas nihtub, et funktsiooni
vadrtus miinimumpunktis # — —1 on suurem kui maksi-
mumpunktis z=1.

Nidide 2. Uurida maksimumi ja miinimumi suhtes
funktsiooni

—=. 3
e Wi—

Lahendus.

- Esimene samm.

Joonis 76. - Joonig 19,

Teine samm.
3x2— 0 missannab . x =0
Kolmas samm.
Kui-z <0, snsstuletis - F(x) = 0. Kiui &> 0" siis
tuletis f'(z) > 0. ;
Jarelikult vadrtus = 0 ei anna ei maksimumi ega mii-

nimumi. Sellele funktsioonile vastav graafik (joonis 76)
annab niitliku kujutluse saadud resultaadist.

Niaide 3. Voolutugevus I‘ ahelas (naidatud jooni-
sel 77) méairatakse Ohmi seaduse jargi avaldisega
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.

kus R on vilis-, aga r» — sisetakistus. Voimsus, mis tekib
takistuses R, teatavasti viljendub valemiga
: s )
i GRS
Leida R-i vaartus, mille puhul voimsus on suurim.

Lahendus.

Siin tuleb uurida maksimumi ja miinimumi suhtes funkt-
siooni P, mis sOltub argumendist B . Toimides samuti kui
esimeses niites, saame:

5 s (R417)2—2(R+r)R 5 r— R

f gy g ?U@ +<r)4t,),,,, e

2o re—lR =0 millest R —n

3 Kur <1, siis tuletis P 200 Kol B >1, Shis
tuletis PY < 0.

“Jarelikult kui R =7, s. o. kui valistakistus ahelas on
vordne sisetakistusega, siis véimsus P on suurim.

Ulesannetes, mis esinevad tegelikkuses, harilikult funkt-
siooni ei anta valmis vorrandina. Niisugustel juhtudel tuleb
iilesande tingimuse pohjal koostada vorrand, mis seob funkt-
siooni selle muutujaga, millest oleneb funktsiooni suurim
voi viaikseim vairtus. s

Sageli voib {ilesande iseloomu enda poéhjal teha kindlaks,
missugused tuletist nulliks muutvad argumendi viartused
annavad funktsiooni maksimumi ja missugused miinimumi.-
See vabastab meid tarvidusest médrata tuletise marke sol-
tumatu muutuja leitud viaartustest vasemal ja paremal.

Ulesanne 1. Ruudukujulisest papitiikist, mille kiilg
vordub a-ga, valmistada kaaneta karp, loigates nurkadest
vialja ruudukesed ja murdes parast seda tekkinud viljaula-
tuvad servad iiles (joonis 78) nii, et saadud karbi ruumala
oleks voimalikult suur. Kui suur peab olema viljaloigata-
vate ruudukeste kiilg?
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Lahendus. Téahistame viljaloigatava ruudukese kiilje
pikkuse tédhega @ . Suurus z on iihtlasi karbi kérguseks. Siis
karbi pohja pikkus on vdérdne a — 2z ja karbi ruumala
V = (a—2%)%x — a2z — 4ax® - 423.

Meil tuleb leida z-i vidrtus, mil funktsioonil ¥V on maksi-
mum. Tahendab, on tarvis uurida maksimumi ja miinimumi
suhtes koostatud funktsiooni V .

Esimene samm.
V =0%>—8ax + 1222 .
Teine samm.
a* — 8ax + 1222 = 0; sellest vorrandist leiame lahendid:

a . - a
Zy :.2 Ja X, = R
Ilma pikemate uurimisteta on niha, et maksimum tekib,

kui =g, sest kui 16igata ruudukesed kiilje pikkusega g,

siis papitiikist ei jad midagi jirele ja karbi ruumala on null.
Niisiis wviljaloigatavate ruudukeste kiilje pikkus peab

moodustama iihe kuuendiku antud ruudukujulise papitiiki

kiilje pikkusest.

3@

Ire :
Ulesanmne 2. Ristkiiliku-kujulise tala kandejoud on

vordeline tala koérguse ruudu ja laiuse korrutisega. Leida

suurima kandejouga tala, mida saab vilja Ioigata silindri-

lisest palgist libimodsduga ¢ cm. :

. a .o
Kui & =, siis ruumala V =

Lahendus. Joonisel 79 on kujutatud palgi ja tala
ristloige. Tahistame tdhega x palgi laiuse ja tihega y kor-
guse. Siis saame: 2? + y?> =a?. Tala kandejoud S miira-
takse seosega:

S = kay? = ha(a®— w2y = ka2x — kx?,

kus % on vordetegur.
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Niiviisi koostasime funktsiooni, mida on tarvis uurida
maksimumi ja miinimumi suhtes.

Esimemne samm.
St = k(a2 — 3x2).

Teine samm.

a

. k(a® — 322) = 0, mis annab x, :% Jad; = i

Teist lahendit ei tarvitse votta arvesse, sest negatiivsel
Jahendusel ei ole iilesande jaoks motet, -

__[ e A
L :

! '

! (

[ 1 a Y

1

—a-2X : o
- e e R :
X s T
4 L1 il dnRe

D

Joonis T8. Joonis 79. Joonis 80.

Kuna tala kandejoud ei voi olla piiramatult suur, siis
peab temal olema maksimum. Jarelikult lahend z, = % annab
vadrtuse, mille puhul funktsioonil S on maksimum.

Kl o 17% cm, siis kérgus y = a]/% cm. Niisugused
on tugevaima tala modted.

tlesanne 3. Kui suur peab olema maksimaalse
ruumalaga koonuse korgus, mida saab kujutada kerasse
raadiusega r?
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Lahendus. Tahistame koonuse pbhja  raadiuse
tahega « ja korguse tihega y (joonis 80). Siis koonuse ruum-
ala vordub: '

Vi— % LY

Jooniselt 80 nieme :
22=BC -CD — y(@2r—y).

Sellepédrast funktsioon V véljendub muutuja y kaudu jarg-
miselt :

V:% Y2(2r —y).

Uurides seda funktsiooni maksimumi ja miinimumi suh-
: ; = 4
tes, leiame, et otsitud kérgus y =3 7.

§ 74. Teine véte funktsiooni maksimumi ja miinimumi
masramiseks., Eelmises paragrahvis niitasime, et funktsi-
ooni maksimumi v6i miinimumi médramiseks tuleb uurida
tuletise mérki vastavalt argumendi nendele vadrtustele, mis
on veidi véiiksemad v6i suuremad kriitilisest vaartusest 1, sest
kui tuletis argumendi sellest punktist ldbiminekul marki ei
muuda, siis ei ole ei maksimumi ega miinimumi.

Kuid viga sageli voib ekstreempunktide olemasolu mii-
rata kindlaks teise tunnuse abil, mis néuab antud funktsi-
ooni teise tuletise mirgi miiramist argumendi uuritaval
vaidrtusel.

Eespool nigime, et kui antud funktsiooni y = f(x) tule-
tis ¥’ = f'(2) nullist labiminekul # — « puhul, muudab mirgi
plussist miinuseks, siis argumendi see vadrtus annab maksi-
mumi. :

1 S. o. argumendi vadrtusest, mis muudab antud funktsiooni tule-
tise nulliks,
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Tuletis, mis positiivsetelt véartustelt nulli kaudu diile
laheb negatiivsetele vaartustele, kujutab endast kahanevat
funktsiooni a-le ldhedate z-i vaartuste puhul. Kui aga funkt-
sioon kahaneb, siis tema tuletis peab z =« puhul oman-
dama negatiivse véartuse voi muutuma nulliks (§ 71).
trmberpoordult, kui tuletisfunktsioon # — ¢ puhul omandab
negatiivse vidrtuse, siis funktsioon kahaneb. Niisiis kui tule-
tise tuletisel, s. o. esialgse funktsiooni teisel tuletisel mirk
on miinus z = ¢ puhul, siis esialgsel funktsioonil on maksi-
mum.

Miinimumpunkti puhul esimene tuletis iileminekul nullist
# —a puhul muudab margi miinusest plussiks. Jérelikult
esimene tuletis on antud juhul kasvav funktsioon, a-le ldhe-
dastel -i vairtustel. Kuid funktsiooni kasvamiseks on kiil-
lalt sellest, et tema tuletis oleks positiivne. Sellepéarast kui
teine tuletis « = @ puhul on positiivne, siis esialgsel funktsi-
oonil on miinimum.

Kuid voib juhtuda, et # = & puhul, nii tuletise ¥ = f'(x)
kasvamisel punkti & = @ ldheduses kui ka kahanemisel, teine
tuletis omandab vadrtuse: f”(a) =0. Niiiid juba enam ei
saa teada, kuidas toimub tuletise y = f’ () muutumine, s. 0.
ei saa teada, kas funktsioon kasvab v6i kahaneb @ = a ldhe-
duses. Siis ei ole voimalik teha mingit otsust ekstreempunkti
olemas- voi mitteolemasolu kohta, kui @ = a; kiisimuse lahen-
damiseks on tarvis vétta ette uurimine, nii nagu see on kasi-
teldud §-s 73.

Vétame lithidalt kokku saadud resultaadid.

1.- Kui F(a) =0 ja-f'(a) <0, siis vadrtus
#—a annab maksimumpunkti [esimene tule-
tis # = a liheduses kahaneb, kuna aga f’(a) =0, siis ¢ < a
puhul tuletis f'(x) > 0, x> a puhul tuletis flr) < 0.ja
jarelikult * = a annab maksimumi].
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2. Kuif(e)=0 ja f’(a) >0, siis vaidrtus a=¢
annab miinimumpunkti [esimene tuletis z— «
laheduses kasvab, kuna aga f'(a) =0, siisz < a puhul tule-
tis f'(x) <0, z>a puhul tuletis 7/ (2) > 0 ja jarelikult
2 = @ annab miinimumi].

B K wi ey — 0 Fe a0 ki ia kiisimus
ekstreemumi olemasolu ja uuritava
punkti  iseloomust Jddb lahtiseks [kui
f7(e) =0, siis me ei saa midagi teada tuletise muutumise
iseloomust punkti z — ¢ léheduses].

Kirjeldatud tunnuste pohjal voime anda jirgmise, teise
funktsiooni maksimumi Jja miinimumi miiramise eeskirja.

Esimene samm. Leiame antud funktsiooni esimese
tuletise.

Teine samm. Vérdsustame esimese tuletise nulliga
ja lahendades saadud vOrrandi, leiame vérrandi lahendid.

Kolmas samm. Leiame teise tuletise Jja asendame
sellesse argumendi asemele Jarjestikku vérrandi lahendid.

Kui teine tuletis osutub positiivseks, siis argumendi uuri-
tav viasgrtus annab miinimumpunkti; kui teine tuletis osutub
negatiivseks — siis maksimumpunkti; kui teine tuletis on
null, siis kiisimus jaib lahtiseks ja siis tuleb kasutada
funktsiooni maksimumnii ja miinimumi mésramiseks esimest
eeskirja.

Niide 1.
Leida funktsiooni
¥ =—12a% 4 25z% __ 154
maksimumid ja miinimumid.
Lahendus.
l. ¥'=—602*4 7522 — 15 .
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B R0 TR
mis annab lahendid:

e, =—1; x,=—3%; ¥ @ v =1
3. y'=—240a® 4 150z .
4. Kui v =—1, siis 9" =+ 90 (@ =— 1 annab
miinimumi).
Kui x =—3%, siis y"=-—45 (x —=—13% annab
maksimumi).
Kui * =+ %, siis ¥/ =+ 45 (x = -+ % annab _
miinimumi).
Kui # =41, siis ¥’ =—90 (x = 4 1 annab
maksimumi).

Nédide 2. Uurida maksimumi ja miinimumi suhtes
funktsiooni y = z*.

Lahendus.

s R Zin At — 0
mis annab lahendi: 2 —=0.
S g 2 4. Kuyw =0, siis=yi—0

Kasutame sellepiarast esimest eeskirja.
Kuiiz <0 slisy <0 Kouidr> 0 siigy > 0.
Jarelikult « = 0 annab miinimumi (joonis 81).

Naide 3. Uurida maksimumi ja miinimumi suhtes
funktsiooni y = a3.

Lahendus.

I = g =8, ' 2L an =
mis annab lahendi: £ = 0.

8. Y6 4. Kuiie =0 9iig 9'.=10.
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Selleparast tuleb kasutada esimest eeskirja. Uurimine,
mis toimus §-1 73 ndite 2 lahenduses, néitas, et # = 0 puhul
€i ole maksimumi ega miinimumi.

Markus: Teine funktsiooni maksimumi ja miinimumi
madramise viis eeldab teise tuletise olemasolu (ja pidevust)
argumendi uuritava vadrtuse ldheduses ja seega iihtlasi esi-
‘mese tuletise pidevust.

¥
Y
M
. i
- / 1
: 1
1
'
4 > X
o X O a o

Joonis 81. Joonis 82.

§ 75. Funktsioonide maksimumi ja miinimumi teised tiiiibid.
Funktsiooni maksimumi ja miinimumi kiisimuse uurimisel lihtusime
antud funktsiooni tuletise olemasolust. Joonisel 82 on kujutatud juh-
tum, kus funktsioonil on ekstreemum punktides, milles temal tuletist
ei ole: punktis ¢ funktsioonil ei ole tuletist, sest funktsiooni esitava
kovera puutuja punktis M on paralleelne teljega OY , s. 0. moodustab
teljega OX -nurga ’-—f radiaani ja g 7; ei oma kindlat vaartust; punk-

tis M’ koveral on kaks iiksteisega mitte iihtelangevat puutujat:
»buutuja paremalt” ja ,puutuja vasemalt”. Uhe puutuja tous vastab

suhte All piirile tingimusel, kui /g« > 0, jaades suuremaks kui null,
AL ‘

-aga teise puutuja tous — suhte L;Ig piirile juhul, kui « >0 ja kui
A
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w jadb vahemaks kui null. Kui need piirid ei lange iihte (,,piir pare-
‘malt“ ei vordu ,piiriga vasemalt), siis, tdhendab, piiri
lim 4Y
Ax -»OAE
ei ole olemas, sest piiri olemasolu tingimus nduab, et suhe %’ ldahe-
e
neks iihele ja samale arvule, kui /x 1dheneb nullile mistahes viisil.
Aga kui ej ole olemas lim Ay , siis, tahendab, ei ole olemas ka funktsi-
Axr =0 A
ooni tuletist ¥’ punktis a’.
Niisugust tiiiipi ekstreempunktide leidmist tegelikkuses enamal
jaol juhtudes onnestub teostada antud funktsiooni elementaarse uuri-

mise abil. Votame vaatlusele kaks nididet, mis illustreerivad meid
huvitavaid juhtumeid.

Nidaide 1. Leida funktsiooni
3 ———t
y=(x—1) } a2

ekstreempunktid.

2
Lahendus,. y’:]/m-—}-;_;- =

Do

Tuletis muutub nulliks, kui x:%. Kui x:%,tu‘letist valjendava

murru nimetajal on mérk ,,+“ ja see nimetaja siilitab selle mérgi

2 X g
koigi, arvule - lahedaste viadrtuste puhul. Murru lugejal « < E puhul
5 ¢

e 2 ey :
on mark ,— x>g puhul miark ,+4%. Jarelikult punktis © —
funktsioonil on miinimum.

Punktis © =0 tuletist ei ole (murru nimetaja, mis miirab tule-
tise, muutub nulliks ja sellepdrast murrul ei ole siis mingit arvulist

vadrtust). Kui © = 0, siis funktsiooni y = (¢ —1) V »? vidrtus vor-
dub nulliga, aga paremale ja vasemale punktist # =0 funktsioonil on
negatiivne véirtus. Jarelikult punktis @ =0 funktsioonil on maksi-
mum.
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#-i 1dhenedes nullile tuletis kasvab absoluutvairtuselt piiramatult.
Téahendab, antud funktsiooni kujutava kéverjoone loikajal, mis 1dbib

punkti (0, 0), tousunurk liheneb Z-Je.i Jarelikult punktis (0, 0)

kovera puutuja langeb iihte teljega OY . Kévera graafik on esitatud
joonisel 82-a.

Y Y
O
X
o) —= X
Joonis 82-a. i Joonis 82-b.

Nidide 2. Vaatleme funktsiooni y— ] x , . Juhul kui >0,
siis |# | ==, aga kui # < 0, siis |#|=—2.Kui z =0, siis funktsi-
.ooni vadrtus y = ] 0 ] =0. Jérelikult voib antud funktsiooni viljen-
dada kahe valemiga:
y=%, kui >0,
Yy=—x,kui <0,
Selle funktsiooni graafik esitab kahte kiirt, mis véljuvad koor-
dinaatide algusest ja mille téusunurgad on ;-f ja :}” radiaani (joo-

nis 82-b).

QL=

1 Téapsemalt: lim o ok e B kui « jaib positiivseks, ja
By — 9
M et e dd L0,
xx -

Kuid nij sel kui teisel juhul sirge 16ikaja tousunurk liheneb g -le:

esimesel juhul trigonomeetrilise ringi esimese kvadrandi, teisel juhul
trigonomeetrilise ringi teise kvadrandi poolt. T#hendab, punktis (0, 0)
koverjoonel on ainus piistsuunaline puutuja.
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Geomeetrilisest = tolgendusest selgub, et koordinaatide alguses
funktsiooni esitaval joonel on kaks mittelihtivat puutujat, mis lange-
vad iithte funktsiooni kujutavate kiirtega 1. Jarelikult punktis 0 antud
funktsioonil tuletist ei ole. Kuna y = [ x ] > 0 nii paremal kui vasemal
pun‘k'tist =0 ja y =0, siis punktis « = 0 funktsioonil on miinimum.

§ 76. Teine tuletis kiirendusena. Nii nagu oli miiratud
kindlaks §-s 46, kui litkumise seadus viljendub funktsiooniga
s =f(%),
siis ¢ = f/(t) = v viljendab punkti liikumise kiirust antud

ajamomendil ¢ .

Sirgjoont mooda liikuva punkti kiiren-
dus § madratakse punkti kiiruse muutu-
mise kiirusena, nii et

it 3

Kiirendus on positiivne, kui kiirus kasvab, ja negatiivne,
kui ta kahaneb.

1 On kerge miidata ka analiiiitiliselt, et punktis 0 funktsioonil
Y= [ac | tuletist ei ole. 'Tdepoolest, kui « =0, siis funktsioon y =0.
Sellepdrast
Y+ Ay=Ay=|0+ Az |=|4x|.
Kui gz >0, siis | 4z | = Az, sellepdrast
tim 42— 1im 4% —jm1=1,
Az =0 4 AJc-»OA Ar -0
kui x> 0 positiivsete vadrtuste piirkonnas.
Kui gz <0, siis | gz | =— A« . Sellepdrast
tim 4% = lim —Aé'f e din (1) = =1,
Ax—>0 xA.r—»O Az =0
kui Afx -0 megatiivsete vadrtuste piirkonnas.

Jarelikult lim 4"’_ ei ole olemas.
Az 0 4%
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Nédide. Maja katuselt, mille kérgus on 50 m, visati
m

otse tliles pall kiirusega 20 sk L sekundi moodumisel on

pall, maast arvates, korgusel
h = 50 420t — 4,9¢2,

Kui suur on kiirus ja kiirendus teise sekundi ]6.pu1? Mitu
sekundit pall téuseb ja missugusele korgusele selle juures
jouab? ‘

Lahendus 1. Kiirus v momendil ¢ mésiratakse tee
tuletisena aja suhtes:

LB 20 Bkt
Kiirendus
Jr= i e — 08
Jérelikult kiirendus on jéiv suurus.
Kui t=2, siis kiirus v =20—9,8-2 = 0,4 é?k‘

2. Pall touseb seni, kui tema kiirus muutub nulliks.
Seepirast aeg, mille kestel pall touseb, méiratakse vorran-
dist

v =20—98t =0,
millest saame ¢ ~ 2,04 sek.

Téusu korguse leiame, kui asetame vorrandisse, mis
méaérab palli kauguse maast, ¢ = 2,04 ; sel viisil saame:

h=~1704.

Harjutusi.
§ 72. juurde.
Méagrata jargmiste funktsioonide kasvamise ja kahanemise vahe-~
mikud.
os g w2 elGo <A ¢
Vastus: Kasvab, kui > — 3; kahaneb, kui o < — 3,
2. Y=w—38x?J 7.
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Vastus: Kasvab vahemikkudes — 0 kuni 0 ja 2 kuni + o,
kahaneb vahemikus 0 kuni 2. i
3. y=at44x—6.
Vastus: Kasvab, kui « > —1; kahaneb, kui « << —1.
4. y=2x3— 1522 4 36w — 270.
Vastus: Kasvab vahemikkudes — % kuni # < 2 ja @ > 3 kuni
-+ o0 ; kahaneb vahemikus 2-st 3-ni.

5. y=sinz.

Vastus:
Kasvab vahemikkudes: Kahaneb vahemikkudes:
ey T 3
0 kuni 5 s kuni 3
3n 5 by, S Yy

5 kuni - 5 kuni 5

jne jne

3
—-g 5k11n1- 0 ———2— kuni 5
3 7

e G

jne. jne,

6. Maapinnalt vertikaalselt iilesvisatud kivi liigub seaduse jirgi
s = 100t — 4,91¢2. ‘Miasrata, missugustel aja ¢ vadrtustel kivi téuseb-
ja missugustel langeb.

91,(8)2 , langeb, kui ¢ >9%g% 5

7. 20 m pikkune traat on painutatud ristkiiliku kujuliseks, mille
ithe kiilje pikkus on x . 2-i muutumisel muutub ka ristkiiliku pindala.
Mi#irata, missugustel #-i vdirtustel pindala suureneb ja missugustel
vaheneb.

Vastus: Suureneb, kui @ < 5, viheneb, kui @ > 5.

Vastus: Touseb, kui ¢t <

8. Véordhaarsesse kolmnurka, mille alus on 20 ja kérgus 10, on
joonestatud ristkiilik alusega o pikkusiihikut, Madrata missugustel
2-i vAartustel pindala suureneb, missugustel kahaneb.

Vastus: Suureneb, kui x < 10; viheneb, kui « > 10.
§ 73., 75, ja 76. juurde.

Leida jargmiste funktsioonide maksimum ja miinimum,
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9. Y =232 _5p 17

D i 3
Vastus: =z = i annab miinimumi,
10. ¥y =64 120 — 28,
Vastus: x=-—2 annab miinimumi, # = 4 2 annab maksimumi.
1. y—=a4— 23952

| R
Vastus: =0 annab maksimumi; x—— 5 Ja @ —2 annavad
miinimumi,

Nizidata, et jargmistel funktsioonidel ei ole ei maksimumi ega
miinimumi,

12. "y =ad-Fdy.
13. y = 65— 152t 1043,

Leida jargmiste funktsioonide maksimum ja miinimum.

o
M, y— ?ﬁ £
Vastus: =1 annab maksimumi; =-—1 annab miinimumi.
: 22— 3z 4 2
15. =— "
e + 32 42
Vastus: =V 2 annab miinimumi; ©=— Vv 2 annab maksi-
mumi,

be fap— a—-b(ac~c)%.
Vastus: « = ¢ annab maksimumi.
17. y=b+c(wx—a)t.
Vastus: 2 =a annab miinimumi.
18, y=(z—1)% (x—2)%.
Vastus: « :% annab maksimumi; =2 annab miinimumi;
%=1 ei anna ei maksimumi ega miinimumi.
19. y= (2w—a)b (x—a)i .

2 i . o .
Vastus: ao—:ga annab maksimumi; « =« annab miinimumi ;

% = 5 ei maksimumi ega miinimumi.
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1—a
a1+z2
Vastus:  « =3 annab miinimumi; * = —1 annab maksimumi.

20. =

21. Niidata, et -avaldisel sina(l+4cosx) on maksimumn,
kui #= o
ny 82— "3 ;"

22. Niidata, et funktsioonil sin® x - cos © on maksimum kui « =

= w8

23. Jaotada arv 12 kaheks niisuguseks osaks, millede korrutis

annaks suurima viairtuse.
Vastus: Kumbki osa peab olema 6.

24. Jaotada arv 10 kaheks osaks nii, et kahekordse esimese esa
ja teise osa ruudu summa oleks viikseim,

Vastus: 9 ja 1.

25. Niidata, et koigist ristkiilikuist, mis on joonestatud antud
ringi, ruudul on suurim iimbherméét ja suurim pindala.

26. Missugusel antud alusega (ja antud iimbermédduga kolm-
nurkadest on suurim pindala? =

Vastus: Vérdhaarsel.

27. Valmistada pealt ja alt kinnine antud ruumalaga silindriline
anum. Niidata, et selle silindri valmistamiseks kulub kéige vihem
materjali, kui anuma kérgus vérdub anuma pdhja diameetriga.

28. Normandia akmnal on ristkiilliku kuju, poolringiga iilemises
osas, Akna iimbermdét on antud. Missugune peab olema akna laiuse
Jja korguse suhe, et valguse hulk, mida aken libi laseb, oleks suurim.

Vastus: Poolringi raadius vordub ristkiiliku kérgusega.

29. Valmistada plekist lahtine renn, mille ristléige on vérdhaarne
trapets, aluse ja kiilghaarde pikkus olgu 4 dm. Missugune peab olema
renni laius pealt, et renn mahutaks koige suurema hulga vett.

Vastus: 8 dm.

30. On tarvis piirata taraga ristkiilliku-kujuline maa-ala, kasu-
tades iihest kiiljest tarana maja seina. Maa-alal peab olema kindlaks
mairatud pindala, kuid kiilgede pikkused on vabalt wvalitavad. Mis-
sugune peab olema kiilgede pikkuste suhe, et tara ehitamiseks liheks
koige vahem materjali.

Vastus: Tara kiilg, mis on paralleelne maja seinaga, peab
olema kaks korda pikem teisest kiiljest.
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31. Miinilaev seisab ankrus 9 km kaugusel kéige lihemast kalda
punktist. Miinilaevalt on tarvis saata kiskjalg laagrisse, mis asetseb
kaldal 15 km kaugusel nimetatud kaldapunktist. Teades, et kiskjalg
kdib jalgsi 5 km tunnis ja paadiga sbidab 4 km tunnis, mésrata, mis-
suguses kaldapunktis ta peab maabuma, et kéige liithema aja kestel
jouda laagrisse,

Vastus: 3 km laagrist eemal.

32. Laev seisab ankrus 3 km kaugusel kaldast; kaldapunkti kohal,
mis on 5 km eemal sellest kaldapunktist, mille kohal seisab laev, on
kaldast 9 km kaugusel teine laev. Esimeselt laevalt peab viidama
reisija paadil kaldale ja sealt paat peab siirduma teisele laevale. Kui
pikk on koige lithem tee?

Vastus: 13 km.

33. Elektrilamp on tarvis asetada 100-meetrise diameetriga
ringikujulise viljaku keskpunkti kohale. Eeldades, et valgustuse tuge-
vus on vordeline langemisnurga koosinusega ja poordvordeline valgus-
tatava pinna kauguse ruuduga, miirata, kui kérgele tuleb asetada
lamp, et ta koige paremini valgustaks véljakut iimbritsevat ringteed.

Vastus: ?;0 m korgusel.
2

34. Valjakul on malestussammas: kuju, mille kérgus on @, on
asetatud alusele korgusega b. Missugusel kaugusel alusest kuju on
ngha suurimas nurgas.

Vastus: Kaugusel V b(a + b)..

§ 77. juurde.

Sirgjooneliselt liikuva punkti kiirus antakse jirgnevate vérran-
ditega. Madrata punkti kiirendus antud ajamomentidel:

85. = 2.1 Ot it =8 Vastus: .7 = 8.

36. v =8t —i8; =2 Vastus: j=—9.
t 7 S

37. v =4sin /:%. Vastus: j— V 3.

38. v = acos3t; t:%. Vastus: J =—38a.

39. v=>5e2; t—=1, Vastus: j = 10e2.

Leida antud ajamomentidel tee pikkus, punkti kiirus ja kiiren-
dus, kui punkt liigub sirgjooneliselt seaduse jargi, mis on antud jarg-
miste vorranditega:
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408 s =2 4:212; Lt =9 Vastus: s =16, » =20, 57=16.

1. s=2t—¢; t=1,. Vastue: e =d S o0 a9
42, "3 =2sint; tz% Vastus: s= V2, v=V2,
i=— Vi
43. s:aoos%t; [ B Vastus: s:g—, vz_naXS’
: _nza
] = g8
4, s=2e%; t=0, Vastus: s=2, v=6, j=18.

45. Keha liigub sirgjoon.eligelt seaduse jargi
s = 3t* — 43 + 16¢2.
Leida keha kiirus ja kiirendus mistahes ajamomendil. Missugu-
ses ajavahemikus kiirus kahaneb?
Vastus: v = t3—12¢2 } 32t; - j = 8t2— 24t - 82
Kiirendus on algul positiivne; kui ¢ =~ 1,69, muutub kiirendus
nulliks ja sellest momendist alates muutub negatiivseks; uuesti muu-

tub nulliks, kui ¢t~ 6,31 . Vahemikus nende kahe momendi vahel kii-
rus vaheneb.

VIII peatiikk.
Diferentsiaal.

§ 77. Diferentsiaal kui funktsiooni juurdekasvu peaosa.
Korvuti tuletisega esineb matemaatilises analiiiisis viga taht-
sal kohal diferentsiaali méiste.

Nagu teada (§ 39), muutuva suuruse ja tema piiri vahe
on Iopmatult kahanev suurus. Sellepdrast funktsiooni
y = f(z) juurdekasvu Ay ja argumendi juurdekasvu Ax
suhte ja tuletise f’(x) vahe on l6pmatult kahanev suurus:

Ay ’ fo
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Sellest valemist leiame funktsiooni juurdekasvu Ay:
Ay = flp)AxLieds. . (1)

Liidetav 42 on korgema jiargu l6pmatult kahanev suu-
rus vorreldes argumendi juurdekasvuga Az (§ 41). Toe-
poolest,

i A e g Ly

Azl 05 s e

sest ¢ on Iopmatult kahanev sulfrus, s. 0. ¢ liheneb nullile,
kui Az absoluutviirtuselt piiramatult viheneb.

Valemi (1) parempoolse osa esimene liidetav, s. o.
avaldis

' (x) Az, (2)

osutLib sama jargu lopmatult kahanevaks suuruseks kui Az ,
kui ainult f/(z) £ 0, sest
lim '@4% _ i ¢ (2) = £ (a)

Ax =0 4 Ax =0

[ () ei sdltu dx-st, s. 0. antud # puhul on jaiv].

Avaldist (2) nimetatakse funktsiooni
Yy=f(z) juurdekasvudy peaosaks ehk faunkt-
siooni y=f(x) diferentsiaaliks.

Niisiis funktsiooni y=f(z) diferentsiaal
vordub funktsiooni tuletise jaargumendi
vabalt voetud juurdekasvu korrutisega.

Funktsiooni y — f(«) diferentsiaal t#histatakse siimbo-
liga dy . Jarelikult véib kirjutada:

dy:f’(,x)Ax. (3)

Péordudes tagasi valemi (1) juurde
4y = f () Az + edx = dy + edz,
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tuleme otsusele, et juurdekasv Ay ja funktsiooni y = f(x)
diferentsiaal dy iildiselt ei ole vordsed iiksteisega ja erine-
vad teineteisest ¢4x-i vorra:

Ay — dy = edx . (4)

Sel asjaolul, et e4xz on korgema jargu lopmatult kahanev
suurus Ax-i suhtes, on suur tdhtsus, sest paljudes rakendus-
tes voib Ay ligikaudselt asendada dy-ga. Me iitlesime, et
funktsiooni diferentsiaal ja funktsiooni juurdekasv iildiselt
ei ole vordsed teineteisega, kui aga y = f(«) on lineaarfunkt-
sioon, siis see iildine lause ei ole kehtiv.

Toepoolest, kui

siis, andes x-le juurdekasvu Ax, saame: y + Ay = k(x +
+ 4x) + b, millest  Ay—rFk(x - 42) b — (kx + b) =
= Y

Diferentsides antud funktsiooni, saame: y' = k. Jére-
likult

dy = YiAx — kA%,

Ayi—=-1dy .
[vt. valemit (3)].

Selgitame niiiid, mida kujutab endast argumendi x dife-
rentsiaal dx .

Antud avaldise diferentsiaali leidmiseks tuleb korrutada
antud avaldise tuletis argumendi juurdekasvuga. Sel viisil
saame:

dai=1a0) A% — Lo = AL

Saadud resultaat néitab, et argumendi juurdekasv
ja tema diferentsiaal on vordsed:

i A7 (5)
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Saaksime sama resultaadi, vaadeldes argumenti 2 kui
funktsiooni y, mille kéik visrtused langevad iihte z-i viir-
tustega, s. 0. nagu funktsiooni Pr—

See on lineaarfunktsioon ja sellepdrast Ay = dy .

Léhtudes sellest, et yi=— 2z , Juurdekasv Ay = Ax ja
dy=dx, s. 0. Az =dzx. r

Léhtudes vordusest Az — dz v6ib valemi (3) kirjutada
kujul:

dy =F(x) dx. (6)

Niisiis funktsiooni y—=7J(r) diferemtsiaal
dy vérdub funktsiooni tuletise ja arpus
mendi 2 diferentsiaali dx korrutisega.

Jagades vorduse (6) molemad pooled dz-ga, saame:

5 d
o Py B (7)
(loetakse: ,,de igrek de iksi suhtes*).
Valemist (7) niseme, et funktsioonj ¥y =f(z)
tuletis f(x) vordub funktsiooni diferent-

siaali dy ja argumendi diferentsiaali dx
suhtega.

Niide Leida funktsiooni y— o diferentsiaal.

Lahendus. Koostame funktsiooni y = x* juurdekasvu
AY; AY = (2 + Ax)3 — 23 — 322 - Az + 3z (Ur)2 £ (Az)®
Kaks viimast liidetavat annavad koérgema jirgu lopma-
tult kahaneva suuruse vérreldes z-ga. Toepoolest,

e i%:,(%ﬂi’f = lim [32 - Az + (42)?] =
Ax -0 Ar=0
=3z - lim Az 4 lim(4x)2 = 0 .
A= Ar—0
Jéttes korvale Az-ga vorreldes kérgema jargu I5pmatult
kahaneva suuruse, leiame valemi (1) poéhjal funktsiooni
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juurdekasvu peaosa ehk funktsiooni diferentsiaali: dy =
=322 - Ax ehk dy =3x2dx, sest Ax=dx.

Saadud resultaat on kooskolas valemiga (6). Toepoolest,
(x:;)/ — 32 ; ja me niaeme, et dy e 7 f’(.x) dor—3n2dx.

Jagades saadud vorduse dz-ga, saame resultaadi, mis
illustreerib valemit (7): f (%) = (2%)’ =322 =%

§ 78. Difereptsiaali geomeetriline vaste. Olgu antud
funktsioon y = f(z). Geomeetriliselt kujutab teda mingi-
sugune kdver (joonis 83).

Y&
M’/. £

3
EO%
= AY
d
M 73 S ty_l
Q
n—dX-——v
< 2 —-X
o N N’ ;

Joonis 83.

Vétame kindla viirtuse @ — ON; valitud x-i vadrtusele
vastab kovera ordinaat y = NM . Anname x-le juurdekasvu
2 — da ja konstrueerime ordinaadi y 4 Ay =f (x4 4x) =
— N’M’. Joonestame kéverale punktis M puutuja MT . Siis
saame: NN =MQ = Ax=dx; QM =4y. Taisnurksest
kolmnurgast MQP saame:

QP:tg4QMP-MQ:tg(p-dm:f’(x) dx.

Diferentsiaali definitsiooni pohjal korrutis f’(x)de = dy .
Jarelikult diferentsiaali dy geomeetriliseks vasteks on sirg-
loik QP .
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. 4y = QM on kévera ordinaadj Jjuurdekasv, aga sirgloik
QP = dy on Puutuja ordinaadi juurdekasy.

Niisiis funktsiooni Yy=f(x) diferentsiaali
geomeetriliseks vasteks on antud kovera
Punktis M jJoomestatud puutuja ordinaadi
Juurdekasv; ehk teisiti, diferentsiaal dy on juurde-
kasv, mille omandaks ordinaat NM = y abstsissi ON kasva-
misel suuruse NN — dx vorra, kui punkt, mille liikumisel
tekib kover, alates punktist M, liiguks edasi sirgjooneliselt
puutujat mooda.

Y-4

T
M dy g(

7 dx_]
7 L e O

Ole—X—any

Joonis 84,

Jooniselt voime kirjutada: Py’ — QM — QP = Ay — dy .
Toetudes valemile (4) :

4y — dy = cdx; (4)

niiviisi sirgléik PM’ on geomeetriliseks vasteks suurusele
edx , mis nditab juurdekasvu 4y ja diferentsiaali dy vahet
Ja mis on Ax-ga vérreldes korgema jirgu I6pmatult kahane-
vaks suuruseks.

~ On arusaadav, et Jjuurdekasv Ay véib osutuda vaiksemaks
kui dy. Jatame oppijate hooleks joonestada sellele vastav
geomeetriline viljendus.
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Eelmise paragrahvi valemist (7) jérgneb, et tuletis on
funktsiooni ja argumendi diferentsiaalide suhe. Valitud z-i
védrtusel tuletis f'(x) on jidv suurus. Slit jargneb, et argu-
mendi diferentsiaali 42z — da muutumisel dy muutub nii, et
suhe %— sailitab jadva vasrtuse. Seda omadust selgitab niit-
likult joonis 84: da-i muutumisel saame rea sarnaseid kolm-
nurki, millede kaatetite suhe kogu aja jiib vordseks puu-
tuja tousuga, s. o. tuletisega.

§ 79. Tuletise leidmise eeskirjade ja valemite laiendamine
diferentsiaalide leidmiseks. Funktsiooni y — f(x) diferent-
siaal on antud funktsiooni tuletise f/(x) ja argumendi dife-
rentsiaali korrutis:

dy = f(x)dar’

Jarelikult diferentsiaali leidmine taandub antud funkt-
sioonij tuletise leidmisele ja selle korrutamisele dz-ga. Dife-
rentsiaalide leidmine ei tekita seega raskusi, kuna tuletise
leidmist me juba oskame.

Diferentsimise pohivalemid, mis on esitatud §-s 51, vil-
jenduvad. diferentsiaalide kaudu jargmiselt:

I. de= (¢)’dx =0 (¢ on jaiv suurus).
II. dx = (z)dx = dx .
II. du+v—w) = (W 4+ v —w’) doe = wdax +
+ vdr —wdx =du-+ dv—dw (sest wdx,
8. o, funktsiooni tuletise korrutis dx-ga, on selle
funktsiooni diferentsiaal, s. o. du; samal wviisil
vdr = dv ja wdx = dw).
IV. d(uwv) = (wv’ + vw’) de = u(V'dx) + v(wdz) =
= udv 4+ vdu .
V. d(cu) =c: wdx = cdu.
VI d(ar) = nxrlda-.

! — uv' vu'de — uv'dx vdu — udv
VII d(ﬁ):i‘i_, uv dm:Lu(.Z' gl 3 :
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VAIL. - dlogz) — % log.e dx .

IX ding —tge = ; 8
x X

X. d(a*) =a*lnadz.

XI. d(ex) =exdx.

XL Sd(sini®) = cos ¢.di

X1 odlcosn) — - —sinzdx
XIV. ditga) =2
XV e
XVI. d(arcsinz) = ;/%
XVIL d(arccos @) =— “;/10[%
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