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Lugejale.

Tihekesega mirgitud iilesandeile on raamatu lopus antud vastused.




ANALUUTILINE GEOMEETRIA.
P eatiikk I.
Punkt sirgjoonel.

§ 1. Sirgjoone punkti abstsiss.

Olgu antud sirge z ja selle punkt O (joonis 1). Olgu P
mingi teine punkt sirgel z. Seame endile iilesandeks miirata
punkti P asukoht punkti O suhtes.

Selle iilesande lahendamiseks nimetame iihe suundadest,
milles voib litkuda sirgel z, positiivseks suunaks ja
teise negatiivseks suunaks, mirkides esimest neist

0 P x
i P ¥y A o 04T < .
N hemscang $ A % s e
—
Joonis 1.

mirgiga - ja teist mérgiga —. Valime pikkuste modtmiseks
tihiku, nditeks 1 ¢cm, mdddame sirgldigu OP pikkuse ja
votame saadud arvu mirgiga 4, kui punkt P asetseb punk-
tist O positiivses suunas, ja mirgiga —, kui ta asetseb
punktist O negatiivses suunas. Nii saadud mirgiga arvu 2
nimetame punkti P abstsissiks. Punkti O nimetame
Beejuures abstsisside alguspunktiks ehk null-
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punktiks, monikord ka lithidalt alguseks, ja sirget
x —abstsissteljeks ehk z-teljeks. Niisiis:

sirgjoone punkti abstsiss on arv, mis niditab, kummal pool algus-
punkti ja mitme iihiku kaugusel alguspunktist asetseb vaadeldav
punkt.

Sellest punkti abstsissi definitsioonist nahtub, et abst-
sisstelje igale punktile vastab tiksainus abstsiss ja igale
abstsissile vastab iiksainus punkt; jarelikult

punkti-abstsiss miirab tiielikult punkti asukoha teljel.

Seepérast iilesannet ,leida telje punkt P*“ véime ikka
moista iilesandena- ,leida. punkti P abstsiss x“. Utlust
,,punkti P abstsiss on &* ehk iitlust ,,punkt P abstsissiga «*
kirjutatakse lithidalt kujul

P=(x).

Kaks punkti, mis asetsevad teljel vondseil kaugusil null-
punktist, iiks iihel pool, teine teisel pool seda, on nullpunkti
suhtes siimmeetrilised punktid. Nende punktide
abstsissid on vordsete absoluutvairtustega, kuid vastupidiste
miarkidega. Kui punktil on abstsiss @, siis temaga algus-
punkti suhtes siimmeetrilisel punktil on abstsiss —a.

Ulesanded.

1. Olgu kujutusiithikuks voetud 5 mm. Joonestada mingi
singe, valida temal algus ja mirkida sirgel punktid alg-
arvuliste abstsissidega vahemikus —17-st +17-ni.

2. Olgu kujutusiihikuks voetud 1 cm. Joonestada mingi
sirge, valida temal algus ja mirkida sirgel punktid, mille
abstsissid on

+3; +63; +5; —2,8; —0,2; —8,9; +47.



3. Olgu kujutusithikuks voetud 1 em. Konstrueerida

taisnurksed kolmnurgad hiipotenuusidega

o R VG i S Vi
Joonestada mingi sirge, valida temal algus ja méarkida sir-
gel punktid, mille abstsissid on + v/ 5, + v 17 ja — v/ 29.

4. Arvu 195 soovitakse kujutada punktina teljel. Kasu-
tada olevagteljeosa pikkus on 100 mm. Kui pikk tuleb valida
kujutusiihik ?

*5. Arvu sin 60° soovitakse kujutada punktina teljel.
Kasutada oleva teljeosa pikkus on 180 mm. Kui pikk tuleb
valida kujutusiihik?

6. Kujutusiihikuks on 50 mm. Silm eraldab veel hasti
kaht kriipsu 0,2-millimeetrilise vahega. Kui peenelt saab tel-
jelt lugeda punkti abstsissi?

*7. Olgu kujutusiihik 200 mm. Mitme kiimnendkohaga
tuleb votta arv tan 72° tema kujutamisel punktina abstsiss-
teljel ?

8. Kujutusiihikuks on valitud 100 mm. Voétta mingi
sirge, valida temal algus ja mérkida sirgel punktid, mille
abstsissid on arvude

e RO BT A TN Uy (R R ot LR

logaritmid. Mitme kiimnendkohaga need logaritmid tuleb
votta?

§ 2. Suunatud sirgléik.

Kaks punkti méadravad iiheainsa (nende punktide vahel
aselseva) sirgloigu. Valime 16igu otspunktidest iihe
loigu alguseks, teise 16igu 16puks. Siis saame 16i--
gule omistada kindla suuna: loigu suunaks loeme
suunda ldigu algusest 16igu 16pu poole.



Suunatud 16iku algusega A ja 16puga B tihistame siim-

boliga ZE Nool 16igu tahises peab meenutama, et tegemist
on (punktist A punkti B poole) suunatud 16iguga.
Olgu P, ja P, kaks a-teljel asetsevat punkti. Loigu e
suund on positiivne, kui see iihtib a-telje positiivse
suunaga, vastasel korral negatiivne. Sellest jiareldub, et

e —_
£ oy =—P,P,;
see tdhendab, et

suunatud 1digu alguse ja 10pu vahetamisel muudab 15ik oma
mirgi.

A 8 i

Z by g 3
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Joonis 2.

Sirgjoonel asetsevate suunaga sirgloikude liitmine (joo-
nis 2) toimub jérgmise kokkuleppe alusel:

kui 4, B ja C on kolm teljel asetsevat punkti, siis on ikka kehtiv
vordus

> - >

AB 4+ BC = AC.
Olgu O abstsisside alguspunkt ja P, ning P, mingid kaks
teljel asetsevat punkti, Rakendades suunaga lsikude liitmise

eeskirja punktidega O, P, ja P, misratud l6ikude kohta,

ni
deme, et

OP, 4 P.P,=OP,.
— — e
Olgu P, == (»,) ja P,=(a,); siis OP,=uz, OP,=z, ja
jarelikult

—
z,+PiP,=2,



ehk

see tahendab, et

teljel asetsev suunaga 15ik avaldub tema 15pp- ja alguspunkti
abstsisside vahena.

. .. -~ _» Rl -
Kui z, > z,, siis gn 16ik P P, positiivne ja ka z,—x, on
—_
positiivne; kui z, < z,, siis on 16ik P P, negatiivne ja ka
x, — «, on negatiivne. Niisiis suunaga sirgloik teljel avaldub
arvuna, mille mirk méadrab 16igu suuna ja absoluutviirtus
I6igu pikkuse.
-~ _‘* 3 . - .

Loigu PP, pikkus on punktide P, ja P, vaheline kau-
gus, mida ikka moistame suunata suurusena. Téhis-
tame selle pikkuse siimboliga P P, . Siis

PP,=|z,—uz,|
Niisiis:

telje kahe punkti vaheline kaugus on vordne nende punktide

abstsisside vahe absoluutviirtusega.

Ulesanded.
9. Sirgel on voetud punktid P, ja P,. Madrata punkti
P, kaugus punktist P,, kui punkti P, abstsiss on
+8 —7 +4+4 —6 48 - —10
ja punkti P, abstsiss on vastavalt
+8 42 —3 —6 —b —l4.
*10. Sirgel on voetud punktid P, ja P,. Avaldada 161k
P.P, arvuliselt, kui punkti P, abstsiss on
44 —86 45 —T7 49 —l11
ja punkti P, abstsiss on vastavalt
+9 41 —4 —8 <9 15



11. Sirgel on véetud punkt A4, mille abstsiss on 6. Leida
punkti B abstsiss, kui 16ik AB on 42, 417, 410, —4, —8,
—8, —11.

12. Kuidas muutub punkti abstsiss, kui endise maot-
ithiku asemel valitakse uus, mis on endisest % korda suurem?

13. Kuidas muutub kahe punkti weheline kaugus, kui
endise mootithiku asemel valitakse uus, mis on endisest
k korda vaiksem?

14. Kuidas muutub punkti abstsiss, kui telje positiivne
suund muudetakse vastupidiseks?
15.. Kuidas muutub kahe punkti P, ja P, vaheline kau-

gus ja kuidas muutub 16ik P, P,, kui telje positiivne suund
muudetakse vastupidiseks?

§ 3. Sirgloigu keskpunkti abstsiss.

Olgu antud teljel asetsev “16ik oma otspunktidega
P = (z,) ja P,=(x,). Leiame selle 16igu keskpunkti
abstsissi.

Olgu 16igu P,P, keskpunkt P == (x). Siis

—_  —>
PR PP,
ehk, teisiti,
rT—0 =x,— X,
millest
22 =x,+w,
ehk

g =t
See tdhendab, et

sirgldigu keskpunkti abstsiss vordub otspunktide abstsisside arit-
meetilise keskmisega.
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Ulesanded.

16. Sirgel on voetud punktid P, ja P,. Leida 16igu PP,
keskpunkti abstsiss, kui punkti P, abstsiss on

0 42 43 45 -3 —1
ja punkti P, abstsiss on vastavalt
48 412 —1 —7 46 —9.

*17. Sirgel on véetud kaks 16iku P,P, ja Q,Q,. Nende
léikude keskpunktid on vastavalt P ja Q. Maarata 16igu PQ
pikkus, teades, et

P,=(—6) P,=(+10) @,=(+8) Q,=(—-14).

18. Kuidas muutub 16igu keskpunkti abstsiss, kui moot-
ithikut & korda suurendada ja a-telje positiivne suund muuta
vastupidiseks?

. 19. Antud on punkt P== (4-9,6). Loigul OP asetsev
punkt A jaotab 16igu OP nii, et OA : AP =2 : 1. Missugune
on punkti A abstsiss?

*20. Loigul AB asetsev punkt C jaotab 16igu AB kaheks
osaks nii, et AC :CB =2 :3. Missugune on punkti C abst-
siss, kui A = (—2) ja B= (43)?

*21. Loigu AB pikendil asetseb punkt C nii, et AC : BC=
— 12 : 5. Missugune on punkti C abstsiss, kui A = (—18)
ja B=(—4)?

22. Antud on punkt P,= (+47,5). Punkt P, on siim-
meetriline punktiga P, alguse suhtes. Missugune on punkti
P, abstsiss? Kui pikk on 16ik P P,?

23. Antud on punkt @, = (—=23). Punkt @, on siim-
meetriline punktiga @, alguse suhtes. Missugune on punkti
@, abstsiss? Kui suur on suhe Q0 :0Q,?



24. Antud on punkt P = (—7). Missugune on sama
punkti abstsiss, kui abstsisside algus paigutada punkti
(—4)?

*25. Kui teljel votta alguseks punkt O, siis on punkti
P abstsissiks —3; kui aga alguseks votta punkt 0,, siis on
punkti P abstsissiks 4-5. Missugune on punkti O, abstsiss
alguse O suhtes?
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Peatiikk II
- Punkt tasapinnal.

§ 4. Tasapinna punkti koordinaadid.

Olgu antud tasapind ja sellel kaks ristuvat sirget z ja y
(joonis 3). Olgu P tasapinna mingi punkt. Seame endile
iilesandeks maidrata punkti P asukoht sirgete x ja y suhtes.

y
Yiy——v’
Ir £
Vo
(0] X x
y//4 pi'g
Joonis 3.

Selleks votame sirgete = ja y loikepunkti O nullpunk -
tiks nii iihel kui teisel sirgel, mirgime Kummalgi sirgel
noolega positiivse suuna, nimetame saadud tel-
jed vastavalt z- ja y-teljeks ja valime pikkuste mootmi-
seks iihiku, niiteks 1 ecm. Projekteerime niilid punkti P kum-
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malegi teljele; olgu punkt X punkti P projektsioon z-teljele
ja punkt Y punkti P projektsioon y-teljele. Modame I6igud
OX ja OY ja votame méotmissaadused 16ikude OX ja OY
suunale vastava mirgiga. Nii saadud arve mirgime « ja y;

'esimest nimetame punkti P abstsissiks, teist — punkti
P ordinaadiks. Sellele vastavalt nimetame z-telge
abstsissteljeks ja y-telge ordinaatteljeks.
Molemaid arve x ja y koos nimetame punkti P koordi-
naatideks. Abstsiss- ja ordinaattelg moodustavad koos
koordinaatide teljestiku.

Abstsiss- ja ordinaattelg jaotavad tasapinna neljaks
veerandiks; neid nimetame joonisel 3 naidatud jarje-
korras esimeseks, teiseks, kolmandaks ja
neljandaks veerandiks. Arvestades telgede suundi
saame jargmise tabeli punkti koordinaatide mirkide jaoks:

mixzzr;?l(xil,kt Abstsissi Ordinaadi
AustEsh méark mark
I + ’
1T — -+
111 — —
v £ 9

Jooniselt 3 nieme, et
YiP ==X ja XP=0Y
ehk
YP =1 g XP="9:

seega punkti koordinaadid nditavad punkti kaugusi koordi-
naatide telgedest. Nimelt

tasapinna punkti abstsiss on arv, mis niitab, kummal pool ordi-
naattelge ja mitme iihiku kaugusel ordinaatteljest punkt asetseb;

tasapinna punkti ordinaat on arv, mis niitab, kummal pool
abstsisstelge ja mitme iihiku kaugusel abstsissteljest punkt asetseb.
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Punkti koordinaatide iilalkirjeldatud médramisviisist
nihtub, et igale tasapinnal voetud punktile vastab iiks-
ainus paar koordinaate. On selge, et iimberpdordult ka
igale etteantud koordinaa-
tide paarile vastab iiks-
ainus punkt tasapinnal.
Toepoolest, olgu punkti abst-

L4

By siss a ja ordinaat b. Arvude
@ ja b jargi ehitame abst-
5 1: l x siss- ja ordinaatteljel 16igud

0OA “ja OB (joonis 4); tom-
mates punktidest A ja B rist-
sirged loikudele OA ja OB
nieme, et need ristsirged
l6ikuvad punktis P, millel on antud abstsiss @ ja ordinaat b.
Kiiremini kui praegu kirjeldatud vottega leiame punkti P,
kui abstsissi ¢ jirgi ehitame l6igu OA, punktis A tombame
ristjoone z-teljele ja sellel ristjoonel ordinaadi b jirgi mar-
gime 15igu AP =b. Ldike OA ja AP nimetame vastavalt
punkti P abstsiss- ja ordinaatldiguks. Nii
niaeme, et

Joonis 4.

punkti abstsiss ja ordinaat miiravad tdielikult punkti asukoha
tasapinnal.

Seepirast iilesannet ,leida tasapinna punkt P*“ voime
mdbista iilesandena ,leida punkti P koordinaadid®.

Utlust ,,punkti P abstsiss on x ja ordinaat on y*“ ehk
iitlust ,,punkt P koordinaatidega z ja y“ kirjutatakse lithi-
dalt kujul

P=(z|y).

Kirjutis M= (—7]|0) iitleb seega, et punkt M asetseb
z-telje negatiivsel poolel ja nimelt 7 iihiku kaugusel algus-
punktist.

13



Kaks punkti, mis asetsevad a-telje iihel ja samal rist-
Joonel, iiks iihel pool, teine teisel pool telge ja vordseil kau-
gusil teljest, on selle telje suhtes s ii mmeetrilised
punktid. Neil punkte] on iiks ja seesama abstsiss ja vordsete
absoluutvairtustega, kuid vastupidiste mirkidega ordinaa-
did. Néiteks on punktid M, = (a | b) ja M,= (a|—Db) z-telje
suhtes siimmeetrilised ~punktid (joonis 5). Samuti on
N,=(a|b) ja N,= (—a|b) y-telje suhtes siimmeetrilised
punktid (joonis 6).

Kaks punkti P, ja P,, mis asetsevad nullpunktiga iihel
ja samal sirgel, iiks ithel pool, teine teisel pool nullpunkti

:. - ¥ v
jM, Nyo—r—N, %
Ol . 3 [0) kB : o z i
| 5
2,
Joonis 5. Joonis 6. Joonis 7.

vordseil kaugusil nullpunktist, on siimmeetrilised koordi-
naatide alguspunkti suhtes. Nagu nieme joonisest 7, on
nende punktide samanimelised koordinaadid vordsete abso-
luutvéirtustega, kuid vastupidiste mirkidega. Niiteks punk-
tid P,= (a | D) ja P,= (—a | —b) on siimmeetrilised algus-
punkti suhtes.

Koordinaatide mdiste rakenduslik vaartus.

Koordinaatide moiste omab suurt praktilist tidhtsust:
enamik kaardistamise ja plaanistamise votteid tugeb koordi-
naatide mdistele. Kui on niiteks plaanistada maatiikk
PP,P,... (joonis 8), siis vitame mingi sihi a-teljeks ja
projekteerime vastavate optiliste riistade abil punktid P, P,,

i4



P,,... wz-teljele; leides niiviisi punktid X Xy g <, 100~
dame loigud

90X, 0X, 0X:.
ja

Mo Xab X B o .
Varustades saadud arvud vajalike mirkidega, saame punk-
tide P,, P,, P,,... koordinaadid, mille jargi nende mérki-
mine plaanile kohaselt valitud mdddus ei tee enam raskusi.

R
\[‘JM
B,
\-
v BABGE A X, ;o %

Ulesanded.

26. Joonestada koordinaatide teljestik ja kujutada sel-
les jargmised punktid:

P==(+2]+3) Q= (+4|—5) R= (—4|+3)
S=(—5|—2) Te==(0]|—17) U= (—3]0).

27. Ristkiilik, mille kiiljed on 12 ja 8 pikkusiihikut,
asetseb teljestiku IIT veerandis nii, et iiks tema tippudest
on koordinaatide alguses ja pikem kiilg asetseb z-teljel. Anda
ristkiiliku tippude koordinaadid.

*98. Joonestada teljestiku IV veerandis korrapirane
kolmnurk kiiljega 4 pikkusiihikut nii, et iiks tema tippu-
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dest on koordinaatide alguses ja iiks kiilg asetseb a-teljel.
Leida jooniselt ja arvutada kolmnurga tippude koordinaadid.

*29. Romb, mille kiilg on @ ja teravnurk 309 asetseb
I veerandis nii, et iiks tema tippudest on koordinaatide
alguses ja iiks tema kiilg asetseb x-teljel. Arvutada rombi
tippude koordinaadid.

30. Punkt P, on a-telje suhtes siimmeetriline punktiga
P, = (—53). Missugused on punkti P, koordinaadid? Kui
pikk on 16ik P ,P,? Kui suur on kolmnurga OP,P, pindala?

31. Koordinaatide algus on ristkiiliku diagonaalide like-
punktiks ja a-telg on roobiti ristkiiliku pikema. kiiljega. Rist-
kiiliku iihe tipu koordinaadid on 3 ja —7. Anda teiste tip-
pude koordinaadid.

32. Punkti P koordinaadid on « ja b. Kuidas avaldu-
vad sama punkti koordinaadid, kui méétiihikut vihendame
n korda?

§ 5. Sirgléigu keskpunkti koordinaadid.

Olgu antud tasapinnal sirgléik, mille otspunktid on
P =(z,]y,) ja P,= (x,|y,). Leiame selle 15igu kesk-
punkti koordinaadid.

Mirgime 16igu keskpunkti
Y P tihega P==(z|y) (joonis 9).
Joonestame punktidest P
P ja P, ordinaatléigud X P,
B AP ja X P Bt Tk
=PP,, siis on vordsed ka
nende 16ikude projektsioonid
x-teljele; seega punkt X on
I6igu X X, keskpunkt ja ji-
Joonis 9. relikult

e
L= 5 A

16



Analoogiliselt leiame, et

N Rt
e nat

Saadud valemeid v8ime sonastada jargmiselt:

sirgldigu keskpunkti koordinaadid on I5igu otspunktide sama-
nimeliste koordinaatide aritmeetilised keskmised.

Niaide. Loigu otspunktid on P, =(—14]9) ja
P,= (6| —5). Selle 16igu keskpunkti P koordinaadid on
vastavalt ;

——4 ja y:gi-gzz,

seega,
P=(—4]2).

Ulesanded.
33. On antud punktid S,=(0|8) ja S, == (0 | —20).
Leida 16igu S,S, keskpunkti koordinaadid.

M. Loik MN jaotub koordinaatide alguses pooleks.
Punkti M koordinaadid on 3 ja —4. Missugused on punkti
N koordinaadid?

'35, Loigu otsteks on punktid A= (—2|3) ja
B= (4|—T7). Mairata 16igu AB keskpunkti koordinaadid.

36. Loigu otspunktid on P,= (a|0) ja P,=(0|b).
Anda 16igu keskpunkti koordinaadid.

*37. Loigu iiks otspunkt on (4|2); 16igu keskpunkt on
(3| —1). Maidrata 16igu teine otspunkt.

38. Kolmnurga tipud on A=(6|5), B=(—2|17) ja
C= (4| —3). Leida kolmnurga kiilgede keskpunktid.

*39. Roopkiiliku kaks vastastippu on A=(1|3) ja
C=(0|7) ning kolmas tipp on B=(3|5). Leida réop-
kiiliku diagonaalide l6ikepunkt ja meljas tipp D.

2 G. Rigo. 17



§ 6. Sirgloigu pikkus.

Olgu antud kaks punkti P, = (x,|y,) ja P,=(2,|¥,).
Leiame sirgloigu P,P, pikkuse
ehk, teisiti, punktide P, ja P,
vahelise kauguse.

Selleks joonestame punktide
P, ja P, ordinaatloigud X, P,
ja X,P, (joonis 10). Projek-
teerides punkti P, sirgele X P,
saame punkti Q. Téaisnurkse
doonis 10, kolmnurga P,QP, kaatet

PlQ :X1X2 =X, — X,

9

sama kolmnurga kaatet
QP,=XP, —XQ=XP,—X P =y,—Y,
Pythagorase teoreemi pohjal on
PP2=P@ 4 QP?;
tahistades pikkuse P P, tihega d leiame, et
@ = (x,—2,)?+ (¥,—,)%
mida voime sonastada jargmiselt:

kahe punkti vahelise kauguse ruut on vdrdne nende punktide
samanimeliste koordinaatide vahede ruutude summaga.

Téht d on algtdht ladinakeelses sonas distantia, mis
tahendab kaugust.

Nédide. Olgu P, =(—8|—8) ja P,=(5|-1).
Leiame nende punktide vahelise kauguse.
Tuletatud valemi pohjal

PP = [5— (<8)P + [T — (~8)=
=182 4 (—4)2 = 132 } 42 — 185,

18



seega
Sl \/_1§5
ehk
PP, ~13,6.
Ulesanded.

40. Arvutada jirgmiste punktide kaugused koordi-
naatide algusest:

(314) (12 |5) (—7]24)  (8]|—6)
(—234) (42|—11)  (0|—1})  (21]0).

41. Arvutada punktide vaheline kaugus iga jirgneva
punktide paari puhul: '

L (118) 2 (1]2) 3 (—4]|—2) 4 (m|n)
(2]7) (—8|—1) (—2|—4) (0]0)

*42. Kolmnurga tipud on

A= (4]|1), B=(—2(4) ja C=(1|—2).
Arvutada kolmnurga kiilgede pikkused.

*43. Nelinurga tippudeks on punktid A= (—6|10),
B=(—7|—4), C=(3|—9) ja D= (10 [ 4). Arvutada
nelinurga kiilgede ja diagonaalide pikkused.

‘44. Kolmnurga tipud on M= (3 |4), N=(—1|1) ja
P=(0|—3). Arvutada kolmnurga mediaanide pikkused.

45. Kolmnurga tipud on 4 = (—6 | —4), B==(2]|8) ja
C= (—10 | 0). Niidata, et kolmnurk on vérdhaarne.

46. Kolmnurga tipud on A== (1|2), B=(3 [4) ja
C= (—1|4). Niidata, et kolmnurk on tiisnurkne.

47. Kolmnurga tipud on (3,5]0), (5,7/0) ja (4]2,5).
Arvutada kolmnurga pindala.

48. Kuidas muutub kahe punkti vaheline kaugus, lfui
kujutusithikut kummalgi teljel vihendatakse k& korda?
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Peatiikk III
Joone vorrand.

§ 7. Kahe tundmatuga vorrandisiisteemi geomeetriline vaste.

Punkti koordinaatidega a ja b miarkisime iilal stimbo-
liga (a|b). Abstsissi iildtahiseks kasutasime tdhte x, ordi-
naadi iildtahiseks — tdhte y. Seega punkti abstsissiga ¢ ja
ordinaadiga b vdime mirkida kujul (x =a, y =0b) ehk ka

kujul
L siomm ey 4 Y
{y:b.

Selles kirjutusviisis punkt on antud kahe vor-
randiga. Need vorrandid on ses mottes erikujulised, et
nad esinevad juba lahendatuna tundmatute « ja y suh-
tes. Seame kiisimuse, mida esitavad iildse kaks
vorrandit kahe tundmatuga « ja vy, vaa-
deldud siisteemina.

Niisugused 2 vorrandit kahe tundmatuga on niiteks
siisteemid :

3x—y =10 2?4+ y*=18 Y:=4x
204+y=0 {x—y:O {x——y—}—Z:O.

Lahendades need tundmatute « ja y suhtes, leiame, et

esimesel juhul teisel juhul kolmandal juhul
Xt T, = G Eadl X, = S ;
{ g =g { v, =3 Ja { U =g pole lahendeid.
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Esimesel juhul saame siisteemile iihe lahendi, teisel -—
kaks lahendit, kolmandal ei iihtegi lahendit. Niisiis
esimene vorrandipaar esitab iiht e punkti (2| —4), teine —
kahte punkti (3|3) ja (—3|—3), aga kolmas — ei
ithtegi punkti, :

Olgu antud moéni vérrand kahe tundmatuga. Viime vor-
randi koik litkkmed vasakule poolele; siis seisab paremal
pool vordusmirki null. Vorrandi vasakuks pooleks on siis
mingi avaldis, koostatud tundmatuist « ja y; tdhistame
selle avaldise lithidalt tdhega F', mille taha sulgudesse kirju-
tame « ja y, ndidates seega, et avaldis F' on koostatud
suurustest  ja y. Nii saame kahe tundmatuga vorrandi
kirjutada kujul

F(x,y) = 0.
Kui on tegemist korraga mitme niisuguse voérrandiga, siis
nende vasakud pooled on iiksteisest erinevad avaldised
suurustest  ja y; seepdrast tdhistame neid ka eri téhte-
dega, niiteks tdhtedega F, G, H jne. Kolm seesugust
vorrandit
F(z,y) =0, G(z,9)=0 ja H(zy)=0
saame naiteks, kui vorranditel
=2x 41, 2+yYyP—2x=0 ja y*=42—1T7

viime koik liikmed vasakutele pooltele. Siis F'(z, y), G(x,y)
ja H(z,y) tahendavad jargmisi avaldisi:

F(z,y) =y —2z—11, Gz,y)=u>+y*— 2z

ja H(z,y) =y*—4x + 1.

Kasutades seda vorrandite iildkujulist kirjutusviisi, voime
sonastada eelnenud kaalutluste tulemuse nénda:
kaks vorrandit kahe tundmatuga
F(z,y) =0
| G(z,y) =0
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vaadelduna koos esitavad algebraliselt niimitut 2y-tasa-
pinna punkti, kuimitu suuruste z ja y vadrtusepaari neid
vorrandeid rahuldab. Ehk teisiti:

vorrandisiisteemi
Fix,y)=0
G(x,y) =10

geomeetriliseks vasteks on niimitu xy-tasapinna punkti, kuimitu
lahendit on sellel siisteemil.

§ 8. Joone vérrand.

Seame endile niiiid kiisimuse, mida kujutab iiks
vorrand kahe tundmatuga

' Ehk teisiti: F(z,y) =0.

mis on kahe tundmatuga vérrandi
F(z,y) =0 geomeetriliseks vasteks?

VGib juhtuda, et ei leidu z ja y vairtusepaare, mis vor-
randit rahuldavad. Niisugune olukord on meie ees niiteks
vorrandi puhul

322+ 9y24+5=0
ehk
3%% 4 9* —= —b.

Vasakul poolel on kumbki liige suurem kui 0 véi vordne
nulliga; nende liikkmete summa ei saa iialgi olla negatiivne.
Sel puhul vorrandil ei ole lahendeid ja seega vorrandil
ei ole mingit geomeetrilist vastet.

Voib juhtuda, et leidub ainult iiksikuid vairtuse-
paare, mis rahuldavad vérrandit F(z,y) = 0; siis on vor-
randi geomeetriliseks vasteks need punktid xy-tasapinnal,
millede koordinaadipaarideks on niisugused « ja y viirtuse-
paarid. Néiteks on vorrandi

42> 4+ 5(y—1)2=0
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vasaku poole mélemad litkkmed suuremad kui 0 voi vord-
sed sellega. Nende liikmete summa véib olla 0 ainult siis,
kui kumbki neist liikmeist on 0; seega 422=0 ja
5(y—1)2=0 ehk =0, y=1. Vorrandi geomeetriliseks
vasteks on siin tiiksainus punkt, nimelt punkt (0|1).

Voib viimaks juhtuda, et leidub piiramata hulk « ja ¥
vadrtusepaare, mis rahuldavad vorrandit F'(z,y) = 0. Siis
on vorrandi F'(z,y) = 0 geomeetriliseks vasteks piiramata
hulk ay-tasapinna punkte. Niisugust olukorda nieme nii-
teks vorrandi puhul

' 22— 4y =0,

Téepoolest, andes z-le iikspuha missuguse viirtuse a, saame
arvutada vastava y vadrtuse: y = %a2. Viairtuste paar

r=a
{y = a3
rahuldab antud vérrandit igasuguse arvu e puhul
Sel juhul vorrandi F(z, y) =0 geomeetriliseks vasteks on
koigi punktide (e |1a®) kogu, kus @ on iikspuha missugune
arv. Leiame moned neist punktidest, vottes 2-i vadrtused
tdisarvulistena ja paigutades arvutustulemused iilevaat-
likku tabelisse:

—3 ’—2| =1 [0 1 |23 |4
| 4

1 | 02 o] 02| 1]22

Mirkides vidrtusepaarid (—4[4), (—3(2,25), (—2|1)
jne. punktidena zy-tasapinnal ndeme, et need punktid
asetsevad koik diihel joonel (joonis 11). Andes
2-le rida vahepealseid vadrtusi, nagu nditeks o = —3,2,
z = 1,8 ja arvutades neile vastavad y-d: y = 2,56, y = 0,81
néeme, et saadud vaidrtusepaaridele (—3,2|2,56), (1,8|0,81)
vastavad punktid, mis on samal joonel, kus eelmisedki.
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Uldiselt:

kui leidub piiramata hulk viirtusepaare (x, y), mis rahuldavad
vorrandit F(x,y) =0, siis selle vorrandi geomeetriliseks vasteks
xy-tasapinnal on mingi joon C.

Seejuures igale védrtusepaarile (x,y), mis rahuldab vor-
randit F(z,y) = 0, vastab punkt joonel C ja iga joone C
punkt omab koordinaate («|y), mis rahuldavad vorrandit
F(z,y) = 0. Joon C on siis vorrandi F(z,y) = 0 geomeetri-
liseks vasteks, vorrand F(z,y) = 0 — joone C algebrali-
seks vasteks ehk, lilhemalt, joone C vérrand.

Y y

0 EATE " IGIR SR

Joonis 11. Joonis 12.
Niisiis :

joone vorrand on niisugune vdrrand tundmatutega x ja y, mida
rahuldavad joone iga punkti koordinaadid ja ainult need.

Olgu antud méni joon wy-tasapinnal. Igal selle joone
punktil on oma abstsiss # ja oma ordinaat y. Punkti
liifkudes joont méoda muutub tema asukoht, seega muutu-
vad ka kas moélemad tema koordinaadid
voi vihemalt iiks neist. Viimane juhtum esineb
siis, kui tegemist on sirgega, mis on roobiti ithe koordinaat-
teljega: kui sirge on rodbiti y-teljega, siis on koigil tema
punktidel iiks ja seesama, seega muutumatu abst-
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siss; kui sirge on roobiti z-teljega, siis on kéigil tema
punktidel muutumatu ordinaat.

Olgu antud joon, mis ei ole ei iihe ega teise teljega réo-
biti kulgev sirge (joonis 12).Punkti liikudes seda joont méoda
punkti mélemad koordinaadid muutuvad;
koordinaadid ei muutu aga mitte teineteisest soltumatult;
vastupidi: kui iiks joone punkti koordinaati-
dest on ette antud, siis seega on ka teine
juba ette maaratud. Téepoolest, olgu niiteks antud
joone punkti abstsiss @. Mirgime sellele vastava abstsiss-
16igu OX. Punktist X saab tommata vaid iihe ordinaatldigu
XP, mille 16pp P asetseb joonel. Samuti nieksime, et joone
punkti ordinaadi andmisega on ette madratud ka selle
punkti abstsiss. Seega joone punkti iihele koordi-
naadile vastab ikka kindel teine koordi-
naat ehk joone punkti koordinaadid esine-
vad teineteisega seotult ehk, nagu iitleme,

joone punkti koordinaadid sdltuvad teineteisest.

Et punkti liikudes joont médda punkti koordinaadid
muutuvad, siis radgime joone vorrandis esinevatest arvu-
dest # ja y edaspidi mitte kui tundmatuist, vaid
kui muutujaist.

Sel viisil arve z ja y moistes voime oOelda, et

joone vorrand on niisugune seos muutujate x ja y vahel, mida
rahuldavad joone iga punkti koordinaadid ja ainult need.

Joon antakse geomeetrias ikka mingi teda méédrava
omadusega. Niiteks: ringjoon on niisugune joon, mille koik
punktid asetsevad vordseil kaugusil iihest kindlast punktist
(ringi keskpunktist). Ldigu keskristjoont iseloomustab
omadus, et iga tema punkt on vordseil kaugusil 1digu ots-
punktidest. Joone vdorrand saadakse, avalda-
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des joont midrav omadus koordinaatide
keeles,.

Lahendame méned joone vorrandi koostamise iilesanded.
Ulesanne 1. Punkt liigub ay-tasapinnal, jaides vord-

kaugele punktidest M= (4]0) ja N= (0 | 6). Leida punkti
kulgetud joone vorrand.

Lahendus. Olgu P liikkuva punkti mingi asukoht
(jatame iitlemata, missugune nimelt). Punkti P liikumis-
tingimuste kohaselt peab olema (joonis 13)

MP = NP,
seega ka
MP2 = NP2,

Olgu punkti P koordinaadid » ja y. Siis punktide vahe-
lise kauguse ruudu valemi jirgi
MP? = (z—4)% 4 (y —0)2,
NP = (2—0)* 4 (y —6)*

Ja seega
(2—4)*4+ (y—0)>= (2 —0)2 + (y — 6)?
ehk
x2~8x+16+y2:x2+y2—12y+36
ehk
8r — 12y 4+ 20 =0
ehk

22 —3y+5=0,

See vorrand on saadud punkti P koordinaatide jaoks.
Et aga P oli lilkuva punkti mingi asukoht (ja polnud
Geldud, missugune nimelt), siis tulemus on kehtiv liikuva
punkti i g a asukoha jaoks. Seega leitud vorrandit rahulda-
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vad uuritava joone iga punkti koordinaadid, s. t. kulgetud
joone vorrand on
20 —3y +5=0.

Konesolev joon on loigu MN keskristjoon. Seega
I6igule otspunktidega (4|0) ja (0]6) vastab keskristjoon
vorrandiga 2x — 3y +5 =0.

Y
N - P # P
Yy
1
O X
(0] M X *
Rk, iy
o
Joonis 13. Joonis 14.

Ulesanne 2. Loigul otspunktidega (0|0) ja (2]0)
kui diameetril on joonestatud ringjoon. Leida selle ring-
joone vorrand.

Lahendus. Olgu P (joonis 14) Kkonesoleva ring-
joone mingi punkt ja olgu tema koordinaadid = ja y.
Joonestame punkti P ordinaatléigu. Selle alus jaotab antud
diameetri kaheks osaks: « ja 2 —z. Ringjoone punktist
diameetrile langetatud ristjoone omaduse pdhjal kirjutame:

iy

¥ B
See vorrand on saadud punkti P koordinaatide jaoks. Et
aga punkt P oli ringjoone mingi punkt, siis on leitud
vorrand kehtiv ringjoone iga punkti kohta ja on seega
ringjoone vorrand.
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Kokku vottes joone vorrandi niiteis Gpitut saame jarg-
mise juhise joone vorrandi koostamiseks:

et saada joone vorrandit, valime sobiva teljestiku, vdtame joo-
nel mingitema punkti (jittes iitlemata, missuguse nimelt), mirgime
punkti koordinaadid ja avaldame neis koordinaatides omaduse, mis

on koigil joone punktidel iihine, vdi tingimuse, mida kéik joone
punktid peavad rahuldama.

Sel viisil saadud seos on tuletatud kiill ainult véetud
punkti koordinaatide kohta, Et see punkt aga oli véetud
joonel vabalt, siis on see vorrand kehtiv joone iga punkti
kohta ja on seega tdepoolest joone vérrandiks.

Joonel vabalt vietud punkti nimetatakse joone jooksvaks punk-
tiks. ;

Seda abiméistet kasutades vbime joone vorrandi koosta-
mise- juhise anda lithidalt nonda:.

et saada joone vorrand, valime sobiva teljestiku, vétame joone
jooksva punkti ja villjendame selle punkti koordinaatide kaudu

joont iseloomustava omaduse; leitud seos koordinaatide vahel ongi
joone vorrand.

Vorrandi kergema uurimise ja rakendamise otstarbel
vabastame ta murdudest ja juuremirkidest (kui juuritavas
esineb joone jooksva punkti koordinaate) ning kanname koik
koordinaate sisaldavad liikmed vasakule poolele.

Selle asemel, et &elda ,joon, mille vérrand on
F(z, y) = 0%, iitleme liihidalt ,,joon F(z, y) = 0“. Lauset
»leida joon“ méistame lausena ,koostada joone vorrand“.

Monikord on véimalik kirjutada joone vorrandit esime-
selt pilgult joonele. Olgu niiteks tegemist sirgjoonega
(joonis 15), mis on tommatud roobiti y-teljega kaugusel a
sellest teljest. Et koigil selle sirge punktidel on iiks ja see-
sama abstsiss a, siis on konesoleva sirgjoone vorrand

r=a.
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Sirgjoonel, mis on témmatud roobiti x-teljega kaugusel b
sellest teljest, on vorrandiks *

y=>0b.
y-telje vorrandiks on

a=0;
z-telje vorrandiks on

y=0.

x~y=0 x=a

Joonis 15.

Koordinaatide I veerandi nurgapoolitaja iga punkt asetseb
vordseil kaugusil z-teljest ja y-teljest; seega koordinaatide
esimese veerandi nurgapoolitaja vorrandiks on
y=u
ehk
z—y=0.
Teise veerandi nurgapoolitaja vérrandiks on

y=—x
ehk
z+y=0.
Ulesanded.

49. Koostada joone vorrand teades, et joone punkti
kaugus y-teljest on 2 korda suurem kui kaugus z-teljest.
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50. Tuletada joone vérrand teades, et joone punkti
kaugused punktidest M=(—2|0) ja N=(1|—38) 'on
vordsed. >

*51. Kolmnurga aluseks on 16ik OA z-teljel otspunkti-
dega O=(0]0) ja A= (¢]0). Aluse vastastipp 7' liigub
xy-tasapinnal nii, et kolmnurga OAT pindala jiaib muutu-
matuks. Teades, et see pindala on ¢, koostada tipu 7 poolt
kujutatud joone vorrand.

’52. Kahel kolmnurgal on iihine tipp 7T'; nende alused
aga asetsevad telgedel: aluse 0A4 otspunktid on 0= (0 | 0)
Ja A= (a|0) ja aluse OB otspunktid on 0= (0]0) ja
B=(0]|b). Tipp T liigub zy-tasapinnal nénda, et kolm-
nurga OAT ja OBT pindalad omavad muutumatu summa e.
Tuletada tipu 7 poolt kujutatud joone vérrand.

*53. Punkt liigub ry-tasapinnal nénda, et tema kaugu-
sed punktidest M= (—2[3) ja N=(6|—1) annavad
muutumatu ruutude vahe 8. Koostada punkti kujutatud
joone vorrand.

54. On antud ruut kiiljega a. Kirjutada selle joone vér-
rand, mille iga punkti kaugused ruudu kiilgedest annavad
kindla ruutude summa b,

*55. Tuletada joone vérrand teades, et joone punkti
kaugus y-teljest on kaks korda suurem kui kaugus punk-
tist (1]0).

*56. Koostada joone véorrand teades, et joone punkti
kaugus algusest on kolm korda suurem kui kaugus punk-
tist (0]2). .

'57. Leida punkti kulgetud joone vorrand, kui punkt
oma liikumisel jaib ikka kaks korda kaugemale punktist
A= (4|0) kui punktist B= (1 | 0).

58, Leida punkti kulgetud joone vorrand, kui punkti
liikudes tema kaugus sirgest * = —12 jadb ikka kolm
korda suuremaks kui kaugus punktist (—210).
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*59. Kolmnurga alus on OX = 12. Selle aluse vastastipp-
liigub nii, et kahe teise kiilje ruutude summa on piisi-
valt 100. Koostada aluse vastas oleva tipu poolt joonistatud
kovera vorrand.

*60. Loik pikkusega [ liigub nii, et tema ' otspunktid
libisevad piki kaht vastamisi risti seisvat sirget. Koostada.
joone vorrand, mida joonistab 16igu keskpunkt.

*61. Sirge liigub tasapinnal mii, et tema ja koordi-
naatide telgede poolt moodustatud kolmnurk omab muutu-
matu pindala 100. Koostada joone vorrand, mida kujutab
telgede vahel asetseva sirge 16igu keskpunkt.

*62. Ristkiilik, mille kaks kiilge asetsevad koordinaatide:
telgedel, muutub nénda, et tema pindala jaib piisivalt
vorndseks 10-ga. Koostada joone vorrand, mida joonistab
algusega samal diagonaalil asetsev ristkiiliku teine tipp.

*63. Koostada sirgjoone vorrand teades, et ta ldbib-
punktid A= (¢ |0) ja B= (0]|b).

*64. Koostada ringjoone vorrand teades, et ta ldbib
koordinaatide algust ja et tema keskkoht asetseb punk-
tis (1]0).

65. Joonestada vorrandi y = x% 4 x — 6 geomeetriline:
vaste vahemikus —3 < # < +2, andes xz-le viidrtused iga
poole dihiku tagant.

66. Joonestada vorrandi y = 8 + 2x — 2? geomeetriline:
vaste vahemikus —2 < « < +4, andes w@-le viadrtused iga
poole iihiku tagant.

67. Joonestada vorrandi y =1/ 25 — 2 geomeetriline
vaste vahemikus —5 < # < 45, vottes z-i vidrtused iga
0,5 tagant,

68. Joonestada vorrandi xy —x 4 y = 0 geomeetriline:
vaste vahemikus —3 < 2z < 42, vottes a-i vidrtused iga
0,5 tagant.
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69. Joonestada vOrrandi %2—a®=0 geomeetriline
vaste vahemikus 0 < & < 4, vottes z-i viirtused iga tiis-
ithiku tagant.

§ 9. Joone vérrandi abil lahenduvaid pé&hiiilesandeid.

Joone vorrandi abil lahenevad kergesti mitmed joone
kohta sageli seatavad iilesanded. Toome mdned niited.

Ulesanne 1. On antud joon C oma vdrrandiga
F(z,y) = 0. Kas punkt P = (a | b) asetseb joonel v6i mitte?

Lahendus. Kui punkt P on joonel C, siis peavad
tema koordinaadid rahuldama joone vérrandit. Seeparast
asetame avaldisse F'(x, y) tdhtede @ ja y asemele a ja b ning
arvutame tulemuse F'(a,b). Kui see on null, siis punkt P
asetseb joonel C; kui see on nullist erinev, siis mitte.

Ulesanne 2. On antud joon C oma vorrandiga
F(x,y) =0 ja joonel asetseva punkti P abstsiss x,. Kui
suur on punkti P ordinaat?

Lahendus. Olgu otsitav ordinaat Y- Et punkt
(z,|y,) peab asetsema joonel C, siis tema koordinaadid
peavad rahuldama joone vorrandit; seega peab olema
F(z,y,) = 0. Lahendades selle vérrandi y, suhtes saame
noutud ordinaadi.

Ulesanne 3. On antud kaks joont oma vorranditega
F(z,y) =0 ja G(x,y) =0. Kus asetsevad nende joonte
tthispunktid?

Lahendus. Joonte iga iihispunkt asetseb nii iihel
kui teisel joonel. Jarelikult joonte iihispunkti koordinaadid
peavad rahuldama nii iiht kui teist vorrandit. Seega iihis-
punkti (v6i kui neid on mitu, siis iihispunktide) koordi-
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naadid saadakse lahendades mélemad antud vorrandid
tihiselt :

{G(x, y) = 0.

Ulesanne 4. Kus loikab joon F(z,y) =0 koordi-
naattelgi?

Lahendus. Abstsiss- ja ordinaattelje vorrandid on
vastavalt y = 0 ja xz = 0. Seega joone ja telgede loikepunk-
tide koordinaadid saadakse lahendades siisteemid :

F(z,y) =0 . [F(x9)=0

Ulesanded.

70. Missugused punktidest
(0]0) Qf1F . s - @)
asetsevad joonel vorrandiga
y(1+4+2%) —3x =1,
missugused mitte?
*71. Missugused punktidest
(2]1) (—3|—3) ja (2|—b)
asetsevad joonel vorrandiga
z*—3zy + 9y =0,
missugused mitte?
*72. On antud joon oma vorrandiga
22y —bxr+y=0

ja joonel asuva punkti abstsiss x,=2. Kui suur on selle
punkti ordinaat y,?
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*73. Missugustes punktides loikuvad jooned
Yy2—4x+1=0 Jja . a2 92—=57

*74. Missugustes punktides 16ikuvad jooned
22—y—9=0 ja 224 y2—9=07?

75. Leida joone zy—4x—1=0 ldikepunktid koord1~
naatide telgedega.

*76. Missugused jiArgmistest joontest lihevad Ilibi
koordinaatide alguspunkti, missugused mitte?

. 8x+4y=0 - 3. 224 92=10
2 2r—y—1=0 4 2x—3y—1=0.

*77. On antud joon 2+ 9y2—2r—=0 ja tema iihe
punkti abstsiss §. Leida sama punkti ordinaat.

*78. Missugustes punktides joon
@24 y2—22 =0
Idikab koordinaatide telgi ja I veerandi nurgapoolitajat?

Koordinaatide meetod matemaatikas.

Ulal négime, et joone vorrand on joone algebraliseks
vasteks. Seega joone vorrand voimaldab uurida algebra
votetega joone kuju, omadusi ja isedrasusi. Samal ajal on
joon oma vorrandi geomeetriliseks vasteks. Ta kujutab
nditlikult muutujate = ja y vahel kehtivat algebralist seost,
selle seose omadusi ja isedrasusi. » Votmeks*, mille abil
geomeetrilised vahekorrad tdlgitakse algebra keelde ja
imberp6ordult — algebralised seosed télgitakse geomeetria
keelde, on koordinaatide mdiste. Sellel moistel
p6hinevat uurimismeetodit nimetatakse koordinaatide
meetodiks ja matemaatika haru, mis ehitatud koordi-
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naatide moistele ja koordinaatide meetodile — ana-
liititiliseks geomeetriaks.

Koordinaatide meetodi loomisega avanes tee geomeetria
todede avastamiseks algebra vahenditega ja algebra tddede
selgitamiseks geomeetria abindudega. Koordinaatide meetodi
loojaks on suur prantsuse matemaatik ja métteteadlane
Descartes (lugeda: dekart). Ta avaldas selle meetodi
a. 1637 oma mahult viikeses raamatukeses ,,Géométrie‘
(lugeda: Zeometrii — geomeetria). Selle teose ilmumisega
algas matemaatika ajaloos uus ajastu.

Koordinaatide meetod on osutunud mitte ainult voim-
saks uurimisvahendiks matemaatikas. Ta on kandnud rik-
kalikku vilja ka loodusteaduse koigis osades ja leidnud
laialdast rakendamist paljudel praktilise t66 aladel.
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Peatiikk IV.
Sirgjoon.

§ 10. Sirgjoone tous.

Olgu tasapinnal voetud koordinaatide teljestik ja mingi
sirgjoon, mis 16ikab z-telge. Siis

sirgjoone tdusunurgaks nimetatakse viikseimat positiivset nurka,
mille esimene haar on sihitud positiivses suunas piki x-telge, teine
haar aga piki sirgjoont.

Nagu sirgjoone tousunurga definitsioonist jareldub, asub
see tousunurk ikka iilalp ool z-telge, seega:

sirgjoone tousunurk on alati 0° ja 180° vahel.

Sirgjoone tdusunurka téhistame tidhega u. Sirgjoone
voimalikke asendeid z-telje suhtes arvestades nieme, et
nurk g on kas teravnurk (joonis 16), tdisnurk voi niirinurk
(joonis 17).

v y

g N
7 ‘ X

Joonis 16. Joonis 17.
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Kui tousunurk on terav, siis iitleme, et sirge tGuseb
tema punkti abstsissi kasvades; kui tdusunurk on niiri,
iitleme, et sirge langeb tema punkti abstsissi kasvades.

Kui sirgjoon ei ldika x-telge, s. t. kui ta on a-teljega
paralleelne, siis loeme sirgjoone tdusunurga suuruseks 0%

Sirgjoone tdusunurga tangensit nimetatakse sirgjoone tdusuks.
Tahistame sirgjoone tousu tédhega m; siis
m = tan p.

Olgu punktid P,=(z,|v,) ja P,=(a,|y,) sirge s
- kaks punkti, kusjuures z, > z,. Siis punkt P, on punktist

Joonis 18.

P, paremal pool (joonis 18). Joonestame nende punktide
ordmaatloxgud X P, ja X,P, ning tombame punktist P,
sirge P,Q risti ordlnaatlo;guga X,P,. Vaatleme tekkmud
nurka QP.P,. Ta on

tousva sirge korral positiivne ja suuruselt
vordne tousunurgaga;

langeva sirge korral negatiivne ja suuruselt
vordne tousunurga tidiendusega 180°-
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Sellest jareldub, et
téusva sirge korral tan QP,P, = tan 4,
langeva sirge korral .

tan QP,P, = tan [—(180° — 4)] = — tan (180° — u) =
=tan u.
Seega nii tousva kui ka langeva sirge korral tdus
m = tan QP,P, .

Kasutame seda vordust sirge tousu arvutamiseks. Et tiis-
nurkses kolmnurgas QP,P, kaatet

QP,= Y—Y,
ja kaatet
) e XX e Z, —&,,
siis

QP o
tan QP,P, =9 — 1=y,

ja seega sirge tous
mie— Yo— YU 4
Zg— &y
Jooniselt 18 ndeme, et punkti liikumisel sirget s mooda
16igu PP, vorra punkt nihkub rohtsihis 16igu x,—x,
vorra, piistsihis aga 16igu Y,—Y, vOrra. Seega punkti
nihkumisele rohtsihis iihe pikkusiihiku vérra
vastab nihkumine piistsihig
Ys — W1
Ty — @y
ehk m pikkusiihiku vorra.
Niisiis:
sirge tSus niitab, mille vorra sirge punkt tduseb piistsihis, kui
punkt nihkub rdhtsihis iihe iihiku vorra.
Téusva sirge korral on see nihe positiivne ja langeva
sirge korral negatiivne. Seega

tousval sirgel on positiivne tdus, langeval sirgel — negatiivne
tous.

38



Umberpoordult: positiivse tousuga sirge touseb ja nega-
tiivse tousuga sirge langeb, sest positiivse tousu korral on
tousunurk teravnurk ja negatiivse tousu korral — niirinurk.

Kui sirge tousunurk u on teada, siis saame tangensite
tabeli abil leida tdusu m; iimberpoordult, kui on teada
tous m, saame sama tabeli abil leida tousunurga u. Et
nurga joonestamine nurga tangensi jirgi on tunduvalt
holpsam ja tdpsem kui nurga suuruse jirgi kraadides
ja minutites, siis antakse sirge puhul enamasti mitte nurk
u, vaid tous m.

{flesanne 1. On joonestatud koordinaatide teljestik
ja sirge. Midrata selle sirge tous.

Lahendus. Votame sirgel kaks punkti, kiillalt kau-
gel teineteisest; joonestame esimesest pumktist sirge roo-
biti a-teljega, teisest punktist sirge roobiti y-teljega, moo-
dame saadud tdisnurkse kolmnurga piistkaateti ja roht-
kaateti (niiteks millimeetrites), votame kummagi saaduse
suunale vastava mirgiga ja jagame esimese tulemuse tei-
sega. Saadud jagatis ongi néutud tous.

tlesannet saab aga lahendada ka puht-graafiliselt:
joonestame monest punktist rohtloigu pikkusega 1;
tombame 16igu l6pust piistsirge, 16igu algusest aga Kiire
roobiti antud sirgega; see kiir 1dikab siis piistsirgel 16igu,
mille pikkus on 1 -tan x ehk m.

{flesanne 2. On antud koordinaatide teljestik. Joo-
nestada sirge, mis ldbib punkti (2]1) ja mille tous on —4.

Lahendus. Margime punkti P=(2|1). Sellest
punktist tdombame paremale rohtloigu PQ pikkusega 4, selle
16pust allapoole piistloigu QR pikkusega 3 ja ithendame
punktid P ja R sirgega. See ongi noutud sirge.
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Ulesanded.

79. Leida sirge tous, kui sirge tdusunurk on
160 42/ 21048 36° 30/ 56° 54’
93° 06/ 105° 18 1300 24’ 158°,
Missugused neist sirgeist on positiivse ja missugused
negatiivse tousuga?
Missugused neist sirgeist tousevad paremale ja missugu-
sed vasakule poole?

80. Kui suurt tSusu omavad koordinaatide telgede
vaheliste nurkade poolitajad?

*81. Kasvagu sirge tdusunurk 30-st kraadist alates kahe-
kordseks. Mitmekordseks kasvab sel puhul sirge tous?
82. Leida tabelist sirge tous, kui tdusunurk on
10° 20° 30° 400 500,
Kas tous kasvab vordeliselt téusunurgaga ?
83. Kui suur téusunurk vastab tousule
1 2 3 4 57
84. Kui suur on z-teljega rovhiku sirge tous? — y-tel-
jega roobiku sirge tous?
85. Tousude skaalast pildi saamiseks joonestada koordi-
naatide algusest sirged tousudega
—10, —9,... 0, +1, +2,... 49, 410
ning mairkida igal sirgel temale vastav tous.
’'86. Teetéusu tahvlike raudteel kannab marget 3 :200.
Kui suur on raudtee tusunurk?
87. Sirge labib koordinaatide algust ja punkti (—5 | 3).
Kui suur on sirge tous?

*88. Sirge ldbib punkte (—4 |3) ja (2| —1). Kui suur
on sirge tous?
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§ 11. Andmed sirgjoone mairamiseks tasapinnal.

Kui koordinaatide teljestik on antud, siis tasapinna
iga punkt on madratud oma kahe koordinaadiga. Kiisime,
missuguste andmetega saab méiirata sirget sellel tasa-
pinnal.

Sirget saame joonestada koigepealt tema kahe punkti
jargi, seega

sirge on miiratud oma kahe punkti koordinaatidega.

Kui sirge ei ldbi koordinaatide alguspunkti (joonis 19),
siis ldikab ta z-teljel 16igu OA =a ja y-teljel loigu
OB =0b. Neid loike nime- &

tame vastavalt sirge alg-
abstsissiks ja alg-
ordinaadiks, moélemaid B

koos — sirge telgldoiku-
deks. Et need 16igud mia-
ravad sirge kaks punkti
A= (a|0) ja B=(0|b),
need aga omakorda méii-
ravad sirge, siis. nideme, et Joonis 19.

sirge, mis ei libi nullpunkti, on miiratud oma algabstsissi ja
algordinaadiga.

Eespool nigime, et sirget saab joonestada, kui teame
iiht tema punkti ja sirge tousu; seega

sirge on miidratud iihe oma punkti koordinaatide ja oma tdu-
suga.

Et antud punktiks v6ib olla nditeks ka punkt, milles
sirge 16ikab y-telje, siis
sirge on miiratud oma algordinaadi ja tdusuga.

Méarkus. Iga iilalpool nimetatud andmepaar ei sobi
iga sirgjoone méidramiseks. Niiteks pole voimalik anda
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sirgjoont telgloikudega, kui ta 1dbib koordinaatide algust.
Sel puhul on mélemad telgloigud nullid. Andmeile ¢ =0
ja b=0 vastab aga iga alguspunkti ldbiv sirge. Seega
andmed ¢ =0 ja b = 0 ei méara kindlat sirget.

§ 12. Algordinaadi ja tGusuga maaratud sirgjoone vorrand.

Olgu sirgjoon s antud oma algordinaadiga b ja téusu-
nurgaga u, millest oletame, et ta on erinev 90°st (joonis 20).
Koostame sirgjoone vorrandi.

Joone vorrandi iildise definitsiooni jargi

sirgjoone vorrandiks on kahe muutujaga vdrrand, mida rahul-
davad sirge iga punkti koordinaadid ja ainult need.

Kiies iildise reegli jargi joone vorrandi koostamiseks
arutleme jargmiselt:

Olgu P sirgjoone s jooksev punkt ning x ja y selle
koordinaadid.

Joonestame punkti P ordinaatidigu XP ja sellele punk-
tist B ristjoone BQ. Taisnurksest kolmnurgast PBQ saame
siis, et
. QP = BQ - tan 2
ehk ka

XP—XQ =BQ tan u
ehk

XP-—OB:OX-tany
ehk

Yy —b=uw- tany,
seega
y=ua tan u+ b.

Joonis 20.

See vordus seob punkti P koordinaate suurustega, mille
abil sirge s oli antud. Et P oli iiks sirge s punktidest ja
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et ei olnud Geldud, missugune punkt nimelt, siis leitud seos
kehtib sirge s iga punkti koordinaatide kohta, jarelikult
see seos ongi sirgjoone vorrand.
Kirjutades tan i asemel m saame algordinaadi ja t6u-
suga maéadratud sirgjoone vorrandi anda kujul
Yy =mx 4+ b.

Saadud vorrand on kehtiv ainult sirge s punktide koordi-
naatide kohta; kui vétaksime punkti (x|y), mis on viljas-
pool sirget s, siis
Y Zmx—+b
~ Ja nimelt on siis %
y > mz + b, kui punkt (z|y) on iilalpool sirget s ja
y < mx + b, kui punkt (2|y) on allpool sirget s.
Algordinaadi ja tousuga saab miirata iga sirget, mis
ei ole roobiti y-teljega; seega on iga niisuguse
sirge vorrand kirjutatav kujul
Y = mx 4 b.
Kokkuvottes :
algordinaadi ja tdusuga miiratud sirgjoone vdrrand on

y =mx +-b.

Kui sirgjoon ldbib koordinaatide algust, siis b=0 ja
vorrandiks jadb
Y =M.
Niisiis:
libi koordinaatide alguse mineva sirgjoone vdrrand on y — mx.

Kui sirgjoon on réobiti a-teljega, siis
n =0, seetottu ka m = 0 ja sirgjoone vorrand on

Y=
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Kui sirgjoon on ro6obiti y-teljega, siis
eespool kasutatud viisil sirgjoone vorrandit tuletada ei saa.
Sel puhul sirge iga punkti abstsiss vordub selle sirge alg-
abstsissiga @, s. t.

r=a,

Niisiis:

abstsissteljega roobiku sirge vorrand on y—b; ordinaatteljega
réobiku sirge vorrand on x —a.

Kui vordustes ¥y = b ja &« =a asendada a ja b vaidrtu-
sega 0, siis saame vastavalt x-telje ja y-telje vor-
randid: i ¢

=0 ja Tz

Kokkuvdttena voime oelda, et

kuidas ka asetseb sirgjoon koordinaatide telgede suhtes, ikka
omab tema vorrand kas kuju
x=a
voi kuju
g=mx -} b.

Et need modlemad vérrandid on lineaarsed vorrandid,
siis

sirgjoone algebraliseks vasteks on lineaarne v&rrand.

Méarkus. Kui sirgjoone vorrandis esineb murrulisi
kordajaid vo6i murruline vabaliige, siis on ikka vdimalik
vorrandi teisendamise teel anda see vorrand tidisarvuliste
kordajatega. Niiteks voime vorrandit

y=—8ax-41
kirjutada kujul
209y = —12z + b
ehk ka kujul
122 + 20y —5=0.
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§ 13. Sirgjoone vorrandi koostamise ja kasutamise naiteid.

Ulesanne 1. Koostada koordinaatide telgede vahelisi
nurki poolitavate sirgjoonte vorrandid.

Lahendus. Neid sirgeid on kaks; molemad nad ldbi-
vad koordinaatide algust ja jarelikult omavad nende vor-
randid kuju y = ma. Uhel neist sirgetest on téusunurk 45°
ja teisel 135°% Nende sirgete tousud on seega tan 45° ehk
-1 ja tan 135° ehk —1. Jédrelikult noutud vorrandid on
vastavalt

=2 ja Y

Ulesanne 2. Koostada sirgjoone vorrand teades, et
sirgjoone algordinaat on —2% ja sirgjoone téus on %.

Lahendus. Vérrandis y =m« 4+ b kirjutame m ja
b asemele andmed ja saame

y=%x—2%
ehk, teisendatult,
3x —4y—10=0.
Ulesanne 3. Sirgjoone vorrand on
y=0,8x—1,5.
Leida sirgjoonel punkt, mille abstsiss on 6.

Lahendus. Sirgjoone punktil abstsissiga & on ordi-
naat 0,8z — 1,5; seega punktil abstsissiga 6 on ordinaat
0,8-6—1,5 ehk 4,8 —1,5 ehk 8,3. Jirelikult otsitav punkt
on (6]3,3).

Ulesanne 4. Sirgjoone s vorrand on

Sz —4y —10=0.

Kas punkt (2| —1) asetseb sirgjoonel s?



Lahendus. Asetades vorrandi vasakul poolel z ja ¥y
asemele viartused 2 ja —1 saame

8:2—4(—1)—10 ehk 64+4—10 ehk O.

Seega punkti koordinaadid rahuldavad sirgjoone s vorrandit;
jérelikult (2|—1) on iiks sirgjoone s punktidest ehk punkt
asetseb sirgjoonel s.

Ulesanne 5. Kuidas asetseb punkt (5|1) sirgjoone
suhtes, mille vérrand on y.—= 2,42 — 9?

Lahendus. Abstsissile 5 vastab sirgjoone punkti
ordinaat 2,4-5—9 ehk 3; see on suurem kui antud
punkti ordinaat 1; seega antud punkt asetseb allpool
antud sirgjoont.

Ulesanne 6. Koostada sirgjoone s vorrand teades, et
sirgjoon lébib punkti P,= (x,|y,) ja omab tSusu m.

Lahendus. Sirgjoon téusuga m on a-telje suhtes
kaldu, seega 16ikab ta a-telge ja ka y-telge. Miargime sirg-
joone algordinaadi tdhega b; sirgjoone vorrand on siis

y=mx + b,

kus x ja y tidhendavad sirgjoone s vabalt voetud punkti
koordinaate ja liige b on algul veel tundmata. Selle b mii-
rame jérgmiselt: et sirgjoon s labib punkti P, , siis koordi-
naadid «, ja y, peavad rahuldama sirgjoone vorrandit;
seega

Yo = mx, -+ b.
Siit saame
b=y,—mz,,
jarelikult
Y =mx + y,— mz,
ehk

Y—y,=m(x—ux,).
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Saadud vordus seob sirgjoone s min g i punhkti koordi-
naate z ja y andmetega z,, y, ja m. Nii kehtib see vordus
sirgjoone s iga punkti koordinaatide kohta; jarelikult on
ta selle sirgjoone vérrand. Niisiis:

sirgel, mis libib punkti (xo[yo) ja omab tdéusu m, on vdorrand

Y —yo=m (x — xo0).

Nédide. Sirgjoonel, mis libib punkti (—13]22) ja
mis omab tousu — %, on vorrandiks

y—28=—13 (v +13)
_ehk, korrutatult 12-ga ja koondatult,
4 4 12y = 27.
Ulesanded.
8). Kus asetsevad tasapinna punktid, millel on iiks ja
seesama ordinaat —5?

9. Joonestada sirge, mis olles paralleelne y-teljega
libib punkti (—38 | —2). Kirjutada selle sirge vorrand.

91. Kus asetsevad tasapinna punktid, mille abstsiss on
vordne ordinaadiga?

92. Kus asetsevad tasapinna punktid, mille abstsissi ja
ordinaadi summa on 0?
93. Kirjutada sirgete vorrandid jirgmistel andmetel:
1. sirge algordinaat on 2 ja téus 3;
2. sirge algordinaat on —3 ja téus 1;-
3. sirge algordinaat on 4 ja téus —2,3;
sirge algordinaat on —5 ja tous —I1.

-
v

Joonestada need sirged.
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94. Kirjutada sirgete vorrandid jargmistel andmetel:
1. sirge algordinaat on -+3 ja tousunurk on 30°;

2. sirge algordinaat on —5 ja tousunurk on 45°;

3. sirge algordinaat on 1 ja tousunurk on 120°;

4. sirge algordinaat on —0,9 ja tousunurk on 148°30’.

95. Leida jargmiste sirgete vorrandeist iga sirge jaoks
algordinaat, tous ja tousunurk:

1. 3xr—4y+10=0 6. x—1\V3y—6=0
2 z42y+65=0 . V2z+4y=1

3. 8y—1=0 8. 0,lx— 0,2y =0,3
4 Te+45y=0 0. 204 V5y=0

5. 40—3=0 *10. Tx—10=0

96. Joonestada koordinaatide teljestikus vabalt mingi
sirge ning leida jooniselt sirge tous ja algordinaat. Koos-
tada selle sirge vorrand.

97. Joonist tegemata otsustada, kas punkt (2| 5) on sir-
gel y = 4x — 3 vOi mitte.

*98. Otsustada, kas sirge y=2x—"7 ldbib punkti
(1|—b) voi mitte.

99. Sirgel, mille vorrand on y = — 32 + 5, on voetud
punkt, mille abstsiss on 4. Kui suur on selle punkti ordi-
naat?

100. Sirgel, mille vorrand on y =2z +9, on voetud
punkt, mille ordinaat on 13. Kui suur on selle punkti
abstsiss?

101. Allpool on antud rida sirgete vorrandeid. Missugu-
sed neist sirgeist ldbivad koordinaatide algust, missugused
mitte?

de g 2= b 2. o4y="7
3r+4y =0 20 +3y—5=0
r—3iy—1=0 y—4r 4+10=0



102. Leida, missuguses punktis sirge 16ikab a-telge, kui
sirge vorrand on:

Ly —8x-—6 2. 224 Ty=10
Yy =8x 4 12 x+y=36
Yy=—3%r—3 ¥ + 42 = 100

103. Leida, missuguses punktis sirge 16ikab y-telge, kui
sirge vorrand on:

L. y=4x+ 12 . 2. ' 3x+5y=15
y=5x—8 6x 4 15y = 105
y=—232ax+17 r—3y =18

*104. Sirgjoone vorrand on y = —0,6x - 3,8. Missugu-
sed punktidest A=(3|2), B=(2|3) ja C=(—2|5H)
asetsevad selle] sirgel, missugused mitte?

*105. Joonestada sirge, mis libib punkti (—4|—3) ja
mille tous on —%. Koostada selle sirge vorrand.

*106. Anda sirge vorrand teades, et ta ldbib punkti
(—4|3) ja et tema tousunurk on 163° 18",

*107. Missugune peab olema vabaliikme b vaartus, et
sirge y = — 2x + b labiks punkti (5| —4)?

*108. Missugune peab olema kordaja m viaartus, et
punkt (—3|5) asetseks sirgel y = mx —T7?

*109. Teades, et rombi diagonaalid on vdetud koordi-
naatide telgedeks nii, et pikem diagonaal on a-teljeks, ja
teades, et rombi kiilg on e ja iiks nurkadest on 40° kirju-
tada koigi nelja kiilje vorrandid.

*110. Teades, et vordhaarse trapetsi suurem alus ja
siimmeetriatelg on vdetud koordinaatide telgedeks, et
trapetsi alused on 10 e¢m ja 6 em ja et alusnurk on 60°, koos-
tada trapetsi koigi kiilgede vorrandid.
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§ 14. Lineaarse vorrandi geomeetriline vaste.

‘Ulalpool nigime, et sirgjoone vorrand esineb ikka kas
kujul
L el 5 A
voi kujul

Teisendamise teel saame nii iihest kui teisest vorrandi, mille
kuju on
Az + By e =0

Toestame niiiid, et ka iimberpoordultiga niisugune
vorrand esitab sirgjoont, kui aga arvupaari z ja
y tolgendada tasapinna punkti koordinaatidena. Selleks nii-
tame, et missugused ka on kordajate 4, B ja vabaliikme C
‘vadrtused, ikka leidub niisugune sirge, mille punktide koor-
dinaadid rahuldavad vorrandit

Ax 4+ By + C = 0.

Arvudest 4, B ja C voivad moéned olla nullid, kuid mitte
koik kolm korraga, sest siis muutub vorrand samasuseks
0==0. Lihtudes kordaja B suurusest vdib eristada kaht
juhtu, nimelt B0 ja B = 0.

Kui B0, siis lahendades antud vorrandi y suhtes
leiame, et :

A c
gl Yofvak

ehk, kordajat ja vabaliiget teisiti tihistades,
Y = mx + b.

See vOrrand esitab sirgjoont arvude m ja b ja seega ka A ja
C igasuguste viidrtuste juures, sest missugused ka on m ja
b vidrtused selles vorrandis, ikka leidub niisugune sirge,
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mille téus on m ja algordinaat on b ja mille vérrand on

seega y = mx -+ b. Erijuhul, kui A =0, esitab antud vor-

rand a-teljega rocbikut sirget, ja erijuhul, kui C =0, esi-

tab ta koordinaatide alguspunkti Idbivat sirget. Seega, kui

B #0, siis vorrand Az 4 By -+ C = 0 esitab ikka sirgjoont.
Kui B = 0, siis antud vérrand omandab kuju

Az |+ C=0,

kusjuures A =<0, sest vastasel korral jiargneks, et ka C = 0.

Et A =~ 0, siis saame vorrandi lahendada z-i suhtes:

; St

ehk, lihemalt kirjutades,
xr=da.

Kui C =0, siis ka a3£ 0; sel juhul viimane vérrand ja ka
vorrand Ax 4 C =0 esitab y-teljega réobikut sirget. Eri-
juhul, kui C = 0, saame vérrandist Az + C = 0 y-telje vor-
randi z = 0. Seega, kui B = 0, siis vorrand

Ax+By+4+C=0
esitab ikka sirgjoont.
Kokkuvottes :

vorrand Ax + By 4 C = 0 esitab sirgjoont kordajate A, B ja vaba-
liikme C igasuguste viirtuste puhul.

Sel pohjusel esimese astme vorrandit nimetatakse line-
aarseks vorrandiks. Sona lnea tihendab ladina keeles
joont, kitsamas méttes sirgjoont. [ mrsaem,

Ex ki

§ 15. Kahe punktiga maaratud sirgjoone viin'an:ll:w' :

Olgu sirgjoon s midratud oma kahe punktiga
P = (z,|y,) ja P,=(x,|y,). Koostame sirgjoone vér-
randi.
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1. lahendusviis:

Olgu P iiks sirge s punktidest; missugune nimelt, selle
jatame iitlemata. Olgu selle punkti koordinaadid téhistatud
2-i ja y-ga.. Avaldame loikude PP ja P P, tousud:

16igu P,P tdus on u,
&y

I6igu P P, tous on y Z‘ 3
1

Et molemad loigud asetsevad iihe]l ja sellelsamal sirgel, siis
molemad leitud tousud peavad olema vordsed; jarelikult

P NSy e -
x— 2 Ty —;

See vordus seob punkti P koordinaate andmetega z,, v,, =
ja y,. Et P oli iiks sirge s punktidest ja et polnud &eldud,
missugune nimelt, siis leitud seos kehtib sirge s iga
punkti koordinaatide kohta; seeparast ta on sirge s vorrand.
Niisiis:
punktidega (x1 [ Y1) ja (x2 ]y2) miiratud sirgel on vdrrand

e T Yo O

x—x Xy—ax;

Toodud arutlust ei saa kasutada juhul, kui punktid P,
ja P, asetsevad sirgel, mis on roobiti y-teljega. Sel juhul
punktidel P, ja P, on vordsed abstsissid: @, =x,. Sama
abstsiss on ka koigil teistel sirge punktidel. Seega siis sirge
vorrand on

r=2, (thkx=uz,),
2. lahendusviis:

Kui y,5= vy, siis sirge on z-telje suhtes kaldu. Jarelikult
ta vorrand on

y=mx+b,
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kus kordajad m ja b on algul teadmata. Et sirge peab
labima nii punkti P, kui punkti P, , siis peab olema
- Yy, =mz, +b
ja
Y, = me, -+ b.
Kaks viimast vordust midravad kordajad m ja b. Asetades
nende kordajate avaldised vorrandisse y = ma -+ b, saame
seose ¥, ¥, ,, Yy, T, ja Y, vahel, milles tdhed m ja b
ei esine. Niisuguse tahtedest m ja b vaba jirelduse kol-
mest viimasest vordusest saame koige kergemini, kui vor-
duste vastavad pooled teineteisest lahutame ja tulemused
jagame: :
y—y,=m(x—wa,),
Y, — Y, = m(x,—%,),
YV pe BB
Ya— Y Ty — @y’

see on teisiti kirjutatud iilalleitud vorrand.

8. lahendusviis:

Konesolev sirge labib punkti (x,|y,) ja tema tdus on

Yas— Y1
Ty — g
Seega, sirge vorrand on
Y2 — Y1
—y, =2—L (r—u2,)
) yl @y — @, (' 1

ehk, siimmeetrilisemalt kirjutades,

) - Pl

x— xy Ty — @y "

Ulesanne 1. Koostada sirge vorrand teades, et sirge
labib punkte (—3|2) ja (4 |—8).
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Lahendus. Asendades vorrandis

Youlh o Ya— W
x—w T xp—a

koordinaadid x, , «,, ¥, , ¥, nende antud viirtustega saame

T e el AL
z—(—3)" 4—(—3)

ehk, lihtsustades,
10z 4 Ty 4 16 = 0.
See ongi noutud vorrandiks.

Eriti lihtsa kuju omandab sirgjoone vérrand, kui on
teada sirgjoone telgldigud: algabstsiss @ ja algordinaat b.
Need andmed méiravad sirge s kaks punkti A = (a |0) ja
B= (0|b). Rakendades eespool tuletatud vorrandit sellele
juhule saame

y—0 b—0

ehk, peale teisendamist,
Y
=4 5= .

Kokkuvottes :
algabstsissiga @ ja algordinaadiga b miiratud sirgel on vérrarnd
i i AP
F it
Ulesanne 2. Koostada sirge vérrand teades, et
tema algabstsiss on 4 ja algordinaat —b.
Lahendus. Asendades vorrandis
R e i
atp=1
a ja b nende vaartustega saame
&x Yy ¥ i
i 57 9 o 1
ehk
5 — 4y —20 = 0.



Ulesanne 3. Joonestada sirgjoon, mis on antud oma
vorrandiga 5z — Ty — 35 = 0.

Lahendus. Et koordinaadid 0 ja 0 ei rahulda vor-
randit, siis antud sirge ei 1dbi koordinaatide algust. Maa-
rame 16igud @ ja b, mis sirgjoon moodustab abstsiss- ja
ordinaatteljel. Et sirge ldbib punkti A= (a|0) ja
B=(0|Db), siis peab kumbki paar neid koordinaate rahul-
dama antud vorrandit; seega

54 —7:0—38—=0 ja 5:0—T7:5—85=0
ehk
T = ja b =—5.

Saadud l6ikude jargi mirgime telgedel punktid A ja B;
neid labiv sirge tuligi joonestada.

Teisiti jouame eesmirgile, kui antud vorrandi teisen-
dame jarjest nii: - :
5x — Ty = 35,

5:1:_?_11___1
iBE B ol
Wrye s

e e

Siit ndeme, et sirge joonestamiseks vajalikud Idigud
telgedel on 7 ja —5.

Ulesanded.
111. Joonestada sirge, mis ldbib punktid (—4|6) ja
(8] 0). Koostada selle sirge vorrand.

112. Missugused peavad olema kordaja m ja vabaliige
b, et sirge y = mx + b libiks punktid (6]2) ja (5[1)?

*113. Sirge y —max + b ldbib punktid (—4|—2) ja
(3] 0). Leida kordaja m ja vabaliige b.
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114. Koostada jargmiste punktipaaridega maaratud sir-
gete vorrandid:

1. A=(1]1) ja B=(3]4)
2. C=(2]|—-b) ja D=(—4]|-1)
3. E=(0]0) ja F=(—6|—4)
4. G=(0]|—b) Ja H=(7|0)
b= 1 58) g VB =108 ).

*115. Kolmnurga tipud on
A= (2|1), B=(—8|—2) ja C= 3| —2).
Koostada kolmnurga kiilgsirgete vérrandid.

116. Kirjutada kolmnurga kiilgsirgete vorrandid, kui
kolmnurga tipud on M= (—4|4), N=(5|—b) ja
P= (—3]3).

’117. Kirjutada nelinurga kiilgsirgete vérrandid, kui
nelinurga tipud on P= (3 |7), Q= (—1]38), R=(1|—5)
ja S= (5|—1).

‘118. Koostada sirge vorrand teades, et sirge libib
punktid (p|q) ja (¢|p).

‘119. Otsustada, kas punkti A= (0|—2) ja punkti
B=(-—20) ldbiv sirge labib ka punkti C = (—6 | 4).

120. Otsustada, kas punktid M= (2|3), N=(3]|1) ja
P=(—2|4) asetsevad iihel ja sellelsamal sirgel.

121. Kirjutada sirgete vorrandid, kui:

1. sirge algabstsiss on —43 ja algordinaat on 6;

sirge algabstsiss on —3 ja algordinaat on —1;

3. sirge loikab ax-telge punktis (2 |0) ja y-telge punktis
(0]3);

4. sirge loikab z-telge punktis (4/0) ja y—telge punktis
(0 I-—l)
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122. On antud sirged oma vérranditega:

1. 3x+2y—6=0 3. dz+3y+6=0

2. 20—5y+10=0 4. z—2y—8=0.
Joonestada need sirged nende telgloikude abil.

123. Kui suur on sirge tous, kui:

1. algabstsiss on 5 ja algordinaat on 10;

2. algabstsiss on —4 ja algordinaat on 6;

3. algabstsiss on 1,5 ja algordinaat on —4,5;

4. algabstsiss on —3 ja algordinaat on —3.
Kirjutada nende sirgete vorrandid tousu ja algordinaadi
kaudu.

124. Sirge moodustab telgedel 16igud « ja b. Kirjutada
sirge vorrand algordinaadi ja tdousu kaudu.
125. Naiidata, et kolm punkti
(a|b), (bla) ja (—a|2a+ D)
asetsevad iihel ja sellelsamal sirgel.

§ 16. Kahe sirgjoone roopseisu ja ristseisu tunnused.
Olgu antud kaks r66bi-

kut sirgjoont s ja t; iihe > -
sirge vorrand olgu ¢
Yy =mx -+ b1
ja teise oma
Yy =m, -+ b, @ R -
Nende sirgete 16ikumisel @) /
x-teljega tekivad siis vordsed
tousunurgad (joonis 21);
seega
T Py = Mo Joonis 21.
Siit jareldub, et faad it e
ehk
m, =m,.

57



Seega:
rocbikute sirgete tousud on vordsed.
Umberpoordult :

vordsete tousudega sirged on roobikud.

Toepoolest, kui
'm,l o= ’m,2
ehk
tan u, = tan u,,
siis
By =y VOL  p, = p, + 180°
Et tousunurk on ikka viiksem kui 180°, siis teine vdima-
lus langeb dra ja jadb piisima vaid esimene. Et sirgjoonte
$ ja t 16ikumisel az-teljega tekkinud vastavad nurgad y, ja
M, On vordsed, siis sirgjooned s ja ¢ peavad olema roobikud,
mida oligi tarvis toestada.
Niaide. Sirged
22—3y=8 ja 4dx—6y=15
on roobikud, sest antud vorrandite lahendamisel y suhtes
leiame, et esimese sirge tous on 2, teise oma 4 ehk ka 3.
Olgu antud kaks ristuvat sirget s ja t, millest kumbki
7 pole roobik y-teljega (joonis
¢ 22). TUhiselt z-teljega nad
moodustavadtédisnurksekolm-
P nurga A ,PA,, mille teravnur-
gad on u, ja 180°— u,. Et
taisnurkse kolmnurga iihe
t £ x teravnurga tangens on teise
A\ ¢ Pt B
eravnurga kootangens, siis
tan u, = cot (180° — u,)
ehk

Joonis 22. tan p, = —cot u,.
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Nurga kootangens on vordne sama nurga tangensi poord-
arvuga; seetottu
1

tan By =T
chk tan us |
tanyl-tan,uz:—l
ehk
m, - m, =—1.
Niisiis

ristuvate sirgete téusude korrutis on e

Umberpoordult, seosest m,m,=—1 jareldub, et sirged
s ja t ristuvad. Toepoolest, tehtud eeldusel

m1=——”—'-2—
ehk
1
YAl gy T e
siit
tan u, = —cot u,
ehk

tan u, = cot (180° — ,)
ja seega nurk 180° — x, on nurga y, tédiendusnurk vdi ta
erineb sellest tdiendusnurgast 180° vorra. Jarelikult
i (180° — 4,) = 90° voi uy + (1800 — ) =
= 90° 4 180°
ehk
My = By = —90° voi g — g = 90°
ehk
oy =65 90° voi By =2 s+ 90°,
Mélemal juhul sirged s ja t ristuvad, kusjuures niirinurk-
seks tousunurgaks on esimesel juhul p, ja teisel juhul u,.
Seepirast voime oelda, et

sirged ristuvad, kui nende tdusude korrutis on —I1.

59



Ulesanne. Koostada sirge vorrand teades, et sirge
labib-punkti (2|—38) ja on risti sirgega 42 — 3y + 6 = 0.

Lahendus. Antud sirge tous on 4, seega otsitava
sirge tous on — 2. Jéarelikult ndutud vorrand on

Yy—(—3)=—% (x—2)
ehk, parast lihtsustamist,
3z 4+ 4y + 6 = 0.
Ulesanded.

*126. Antud on sirged:
3t +2y—3=0,z46y=1 ja 4y =9 — 6.
Missugused neist sirgeist on roopsirged?

"127. Anda sirge vorrand teades, et sirge libib punkti
(—4|3) ja on roobiti sirgega y = — gx + 2.

: 128. Anda sirge vorrand teades, et sirge on roobiti
sirgega y = 0,8x — 5 ja ldbib koordinaatide algust.

129. Anda sirge vorrand teades, et

1. sirge labib punkti ( 0/ 0) ja on roobiti sirgega,

S3e—4y +1=0;
2. sirge labib punkti (2]5) ja on rtii')biti sirgega
20 —3y—2=0;
3. sirge ldbib punkti (7]0) ja on roobiti sirgega
52 4 2y = 0.

"130. Koostada sirge vorrand teades, et sirge libib
punkti (—1|2) ja on roochiti Idiguga, mille otspunktid on
(2]—1) ja (3]4).

*131. Réopkiiliku kahe kiilgsirge vorrandid on

; 4+y4+1=0 ja z—4y—4=0.
Koostada iilejadnud kahe kiilgsirge vorrandid, kui nad libi-
vad punkti (1|3). Joonestada see roopkiilik.
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132. Sirgele y = 0,6z 4 1,6 on koordinaatide algusest
joonestatud ristsirge. Koostada selle vorrand.

“133. Punktist (2| —2) on sirgele y = 2,52 — 9 joones-
tatud ristsirge. Kirjutada selle vorrand.

*134. Punktist (0|5) on punkte (2|1) ja (4]0) iihen-
davale 16igule joonestatud ristsirge. Koostada selle sirge
vorrand.

*135. Kolmnurga tipud on (4|2), (—3|5) ja (0]0).
Koostada kolmnurga korgussirgete vorrandid.

136. Kolmnurga tipud on (5]0), (—2|3) ja (0|—2).
- Koostada kolmnurga korgussirgete vorrandid.

*137. On antud punktid (3| —1) ja (—2|1). Kirjutada
selle punktipaari siimmeetriatelje vorrand.

*138. Punkt P== (a|b) on iihendatud algusega ja tek-
kinud 16igule on tommatud punktist P ristsirge. Anda selle
viimase vorrand.

“139. Koostada selle joone vorrand, mida mooda punkt
peaks lilkuma oma ldhtekohast (3 |8), et lilhimat teed jouda
joonele y = sx — 1.

140. Sirge moodustab telgloigud @ ja b. Tema algordi-
naadi 16pus on tommatud sirgele ristsirge. Kui suurt pind-
ala omab kolmnurk, mida piirab a-telg iihes kahe varemalt
nimetatud sirgega?

§ 17. Kahe sirgjoone loikepunkt.
Olgu antud kaks sirgjoont oma vérranditega
Az+By+C, =0 ja Ax+ By +C,=0.

Et saada selle kahe sirgjoone loikepunkti koordinaate,
tuleb lahendada antud sirgjoonte vorrandeist koosnev
slisteem.
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Niaide.
Leiame sirgjoonte
3x+5y—1=0 ja y=2x—5
16ikepunkti koordinaadid.

Selleks lahendame antud vorrandeist koosneva siisteemi.
Asendusvotet kasutades saame

8z 4+ 5(2x—5) —1=0,
millest £ =2 ja jirelikult y=2-2—5——1.
Niisiis 16ikuvad antud sirged punktis (2| —1).
9

s

Joonis 23.

Asjaolu, et lineaarse vérrandi geomeetriliseks vasteks on
sirgjoon, voime kasutada kahe tundmatuga lineaarvorrandi-
siisteemi graafiliseks lahendamiseks. Selleks joonestame siis-
teemi vorranditega médratud sirgjooned ja leiame jooniselt
nende Ioikepunkti abstsissi ja ordinaadi. Et see lsikepunkt
asetseb nii iihel kui ka teisel sirgel, siis rahuldavad tema
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koordinaadid nii iiht kui ka teist siisteemi kuuluvat vorrandit

ja jarelikult see koordlnaadlpaar ongi vorrandisiisteemi
lahend.

Naide. Olgu antud lahendada vorrandisiisteem

x4y 4+4=0
5z 4 dy — 12 = 0.

Joonestades algabstsissi ja algordinaadi jargi nii esimese
kui ka teise sirgjoone (joonis 23) leiame nende 15ikepunkti
koordinaatideks
&=
{ Yy =—2.

See arvupaar ongi antud vorrandisiisteemi lahend.

Ulesanded.

T \
141. Leida jargmiste sirgjoone-paaride Iloikepunktid:

1L y=2x—2 ja y=%x+1

2. y=-—38x+10 ja =3 +3

8. y=2x-—5 ja i =2y =2

4 Te 42y =20 ja 4x —5by =—T
5. bu—4y—1=0 ja 2xr+3y+18=0

142. Lahendada graafiliselt jargmised vorrandisiistee-
mid ja kontrollida tulemused, asetades nad vorrandeisse
tundmatute asemele:

Lie4y=414 20+3y+4=0
{x—Zy:l b —2y—9=20
2.{4x+7y——-5::0 [g Z
2 —5y+4+6=0 if 3
8 e
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143. Lahendada jargmised vérrandisiisteemid arvuta-
mise teel ja kontrollida tulemused graafiliselt:

L 10z 4+ 3y =25 4 5 — 4y =20

{ 52 + 9y =—25 {10x—8y=40
2. 9z + 6y = 18 5. 2 4+ 3y =—9

{ 3x + 2y =12 { 5x + Ty =—25
3. 4z + 3y = 26 6. Te —y="1T

{ 3r—2y =11 {21x-—3y=14

§ 18. Kahe sirgjoone loikepunkti koordinaatide
avaldiste uurimine.

Uurime lzhemalt voimalikke juhtumeid kahe sirgjoone
16ikepunkti otsimisel.
- Vorrandisiisteemi
JAx+By+C,=0
|42+ By+C, =0

lahendamiseks kasutame ,liitmise-lahutamise® votet: et
vabaneda tundmatust y, korrutame esimese vorrandi koiki
litkmeid arvuga B,, teise vorrandi koiki liitkmeid arvuga B,
ja lahutame esimesest tulemusest teise; saame

(A1Bz B AzB1)x v (C1Bz EN CzB1) =0
Jja siit edasi
g — _ CiBy— B
AIB R0 'AZB 1 ;
Tundmatust # vabanemiseks korrutame esimese vorrandi
liikmeid arvuga A,, teise omi arvuga A, ja lahutame teisest
tulemusest esimese; saame

(A,B,—A,B))y + (4,C,—ALC) =0
Ja siit edasi
__ A40— 4,0
Ly S e R
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Leitud avaldised esinevad murdudena, omades iiht ja seda-
sama nimetajat A B, — A,B,. See on koostatud tundmatute
kordajaist neid ristamisi korrutades ’
Al A2
B, X B,
ja tulemusi teineteisest lahutades. Vahe AB,—A,B, kan-
nab vérrandisiisteemi determinandi nime-
tust. :
Lahendiks leitud avaldiste lugejad saadakse asendades
susteemi determinandis otsitava kordajad vabaliikmetega.
- Asume lahendi uurimisele.

I juhtum. Siisteemi determinant on nullist erinev.
Missugused siis ka ei ole lugejad leitud avaldistes, ikka
saame nii 2-i kui y jaoks kindla 16pliku vadrtuse. Niisiis:

kui lineaarvdrrandisiisteemi determinant on nullist erinev, siis
omab siisteem kindla iihese 13pliku lahendi

ehk geomeetrilises keeles:

kui lineaarvdrrandisiisteemi determinant on nullist erinev, siis
vorranditega esitatud sirgjooned omavad kindla iihese 13ikepunkti
16plikul kaugusel.

II juhtum. Siisteemi determinant on vordne nulliga
ja iihe otsitava, niiteks a-i avaldises lugeja on null. Nii-
tame, et siis ka teise avaldise lugeja. on null. T6epoolest :
eeldustest

AB,—AB =0 ja CB,— C By =i0
jareldub, et
A0 =48 '8 C,B,=C,B,
ehk teisiti, et
By 500y

' Figio sy M (e it v
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millest

Al Sy CI

T
Siit jareldub, et

AC,—AC =0,
mida tahtsimegi niidata.
Eeldustest jareldub seega, et otsitavate avaldised esine-
vad kujul
01 S 0

x—-o Ja y:(—}

Stimbolil § ei ole matemaatikas kindlat tihendust: jagada
null nulliga tdhendab ju leida niisugune arv, mis korruta-
misel nulliga annab nulli. Viimast néuet rahuldab aga iga
arv a,sesta-0=0.

Tehtud eeldustel kisiteldavat vorrandisiisteemi
rahuldab piiramatu hulk lahendeid; vottes
niiteks 2-i jaoks vabalt mingi viirtuse, saame kas esimesest
voi teisest vorrandist leida vastava .

Ulaltoodud asjaolud muutuvad tunduvalt arusaadava-
maks, kui neid tolgendame geomeetriliselt. Kordajate kohta
tehtud eeldusel on, nagu nigime,

'Al AN Bl - Bl T Cl
4, B, g B, Cy
ehk
‘Al Bl g O Cl

>A2 E_ 02 1

See tdhendab aga, et uuritaval juhul antud vérran-
dite vastavad kordajad on vérdelised
vabaliikmetega. Tihistades vastavate kordajate suhte

tthise vadrtuse tdhega k& nieme, et
A,=kA, B,=kB, C,=¥xC,

ja seega

Ax+By+C =k(Ax+ By + C,).
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Seetottu voime antud siisteemi kirjutada kujul

k(A,g +By+C,) =0
Ax+By+C, =0.

Taandamisel teguriga & saab esimene vérrand samaseks tei-
sega. Jarelikult nende vérranditega méiratud sirged lange-
vad iihte ja mnende sirgete iihispunktide arv on piiramatu.
Niisiis:
kui vdrrandite kordajad on vérdelised vabaliikmetega, siis

vorrandisiisteem omab kuitahes palju lahendeid

ehk geomeetrilises keeles:

kui kahe lineaarvérrandi kordajad on vdrdelised vabaliikmetega,
siis vorranditega esitatud sirgjooned langevad iihte ja koik nende
punktid on iihtlasi mdlema sirge iihispunktid.

IIT juhtum. Siisteemi determinant on vérdne nulliga
ja lihe otsitava avaldises on lugeja nullist erinev, néiteks a-i.
Niitame, et siis ka teise lugeja on nullist erinev. Téepoolest :
eeldustest
AB,—AB =0 ja CB,—C,B,#0
saame, et
AB,=AB, ja CB,=C.B,
ehk teisiti, et
P, B . B
2 AL D ok

2
&

Siit jareldub, et
A
A
ja seega
AC,—ALC 0,
mida tahtsimegi nididata.
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Tehtud eeldustel tundmatud*esinevad kujul

__m .a
s g Yy =

013

kus m ja m on nullist erinevad arvud. Siimbolitel ’(—'; ja g

pole matemaatikas kohta, sest ei ole niisugust arvu, mis kor-
rutamisel nulliga annaks nullist erineva arvu m véi n. Seega
siisteemil pole lahendeid.

Tolgendame asja geomeetriliselt.

Tingimust
i Yl
Gy
saab kirjutada kujul
4, fiedy 3 4, (e é
Fo Tt P

Et need avaldised kujutavad meie sirgjoonte touse ja et need
on vordsed, siis sirged on r66bikud.
Tingimused

ehk

B0

5 gl o
naitavad, et vorrandites on vastavate tundmatute kordajad
kiill vordelised, kuid nad pole vordelised vabaliikmetega ;
seega on tegemist kahe roobiku, kuid mitte iihtelangeva
sirgjoonega. Need sirged ei 16iku.

Niisiis:

kui lineaarvdrrandisiisteemi determinant on null ja vdrrandite
kordajad ei ole vdrdelised vabaliikmetega, siis ei oma siisteem
lahendit; vorrandid on vasturiikivad,

ehk geomeetrilises keeles:

kui lineaarvorrandisiisteemi determinant on null, vérrandite
kordajad aga ei ole vdrdelised vabaliikmetega, siis on vorranditega
esitatud sirgjooned roobikud ja ei oma iihispunkti; sirged ei 10iku.
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Nidide 1. On antud siisteem

r—y+5=0
r—3y+9=0.

Tema determinant 1-(—3) —1:(—1)=—8+41=
= —2 0. Seega siisteemil on lahend. Arvutamine annab
lahendi * = —3, y = 2.

Niaide 2. On antud siisteem

(8a+4y—12=0
| 62+ 8y —24=0.

Tema determinant 3-8 —6-4 =24—24 — 0 ja korda-
jad on vordelised vabaliikmetega:

iy O )
6 BT <24

Vorrandeil on madratu palju lahendeid: vorrandid esita-
vad kahte iihtelangevat sirget; esimese sirgjoone iga punkt
on iihtlasi teise sirgjoone punktiks.

Niaide 3. On antud sijstegm

(22 —3y+18=0
| 4 — 6y — 10 = 0.
Tema determinant 2: (—6) — (—3) -4 =—12 + 12 =0
ja kordajad pole vordelised vabaliikmetega:
Y 8 18
s ok

Siisteemil pole lahendeid. Vorrandid esitavad kahte r6obi-
kut sirget; meil pole iihispunkti.
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Ulesanded.

144. Lahendada vorrandisiisteemid ja tolgendada tule-
mused :

L (3245y+21=0 3. (Tx—8y=10
|5z —38y+1=0 {35x—40y:32

2 ‘j’2x—3y:4 4 (3x—2y =12
[x+2y:9 {9%’—6?]:36

*145. Lahendada vérrandisiisteemid ja tolgendada tule-
mused :

L (5m=2n-11 [?3x+§y:132

13m:4n+17 z5
;—x—|—3y._132
2 [4p:3q—5 4 (x4 3y=0
‘l9q:12p—7 Te 421y =1
*146. Lahendada vorrandisiisteemid:
Iax—l—by:m 3. [ax+by="Fh
lbx—a,y::n 'lax—{—by:k
2. ’x—y:—_O 4. ‘x+my:a
| mx+my =a \nz4+y=>b

Taiendavaid iilesandeid sirgete kohta.

147. Kolmnurga kiilgsirgete vorrandid on

*—2y+6=0,8+y+ 14 =0 ja 10 —3y —8=0.
Leida kolmnurga tipud.

- 148. Leida, kui suure nurga moodustavad teineteisega
iga kaks jiargmist sirget:

L. y=2—1 ja. 2x—y—3=0
2. 3x—4y—6=0 ja y=05zx4+1
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149. Kolmnurga kolm kiilgsirget on z—2y +6 =0,
8z +y—+14=0 ja 10o—3y —8=0. Leida kolmnurga
nurgad. ‘

*150. Kolmnurga tipud on (2|3), (—1]2) ja (3|—1).
Leida kolmnurga nurgad.

*151. Kui kaugel on kahe sirge 3z +2y+T7=0 ja
2 — 5y — 8 = 0 1dikepunkt koordinaatide algusest?

*152. On antud sirged

3x+2y+7=0 ja x—5y—8=0."
Koostada nende l6ikepunkti ja koordinaatide algust iihen-
dava sirge vorrand. :
: 153. Arvutada sirgete 3z 4+ Ty =18 ja Tax— 5y =10
I6ikepunkti kaugus punktist (5| 3).
*154. On antud sirged
3z 4 Ty =18 ja Tx—by=10.

Nende 16ikepunkt ja punkt (5|3) méaaravad kolmanda
sirge. Anda selle sirge vorrand.

*155. Kas sirged =

2z + 8y =11, 20 —y =2 ja 62 + 17y =51
l6ikuvad iihes punktis v6i moodustavad kolmnurga?

156. Niidata, et sirged

ax+by=1bx+ay=1jaxr—y=0
1dikuvad iihes punktis.

157. Kolmnurga tipud on:

A= (6{—4), B=(—4|5) ja C=(—3|—-3).
Anda punktidest A ja B tommatud mediaansirgete vorran-
did. Leida nende kahe mediaani loikepunkt. Ndidata, et seda
punkti libib ka kolmas, tipust C tommatud mediaan.

158. Kolmnurga tipud on (6]8), (—4[2) ja (2| —4).
Anda kolmnurga kiilgede keskristsirgete vorrandid. Niidata,
ot kdik kolm keskristsirget I1dikuvad iihes punktis. Kui suur
on kolmnurga iimberringjoone raadius?
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159. On antud sirge y =54 y/ 3xz. Kui kaugel on see
sirge koordinaatide algusest?

- "160. Arvutada kaugus koordinaatide alguse ja sirge
3z + 4y = 12 vahel.

*161. Kui kaugel koordinaatide algusest on punktidega
(3|—1) ja (1|5) miaratud sirge?
"162. Kui kaugel asetseb sirge 9z — 12y 4 10 = 0 koor-
dinaatide algusest?
163. Niidata, et sirged
204V 5y—15=0 ja  1lz—5y+30=10

puudutavad iiht ja sama ringjoont keskkohaga koordinaa-
tide alguses.

164. Kui kaugel asetseb punkt (4 |—1) sirgest
122 — 5y — 27 =07

165. On antud sirge oma vorrandiga ja punkt oma koor-
dinaatidega. Leida punkti ja sirge vaheline kaugus jargmis-
tel andmetel:

sirge punkt
1. z=a (a|b)
2. y=>b (ale) -
3. z+y=a (a|a)
4 3x+4+4y—24=0 (6] —8)
5. 122 —5y+60=0 (—4]6)

166. Kui pikk on perpendikulaar, mis on langetatud
punktist (—3|5) sirgele 9z — 12y 4- 2 = 0?

167. On antud nelinurk oma nelja tipuga :
0=(0]0), A=(a|0), B=(0|a) ja C= (a|a).
Kui kaugel asetseb tipp O diagonaalist AB?
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*168. Omn antud nelinurk oma nelja tipuga:

0=(010), 4=(@]0), B=(}a|%a) ia

3 3
C= (é a| V—2 a) ;
Miarata tippude O ja A kaugused diagonaalidest AB ja OC.

169. Leida kaugus kahe paralleelse sirge vahel, mille
vorrandid on

e +4y—4=0 ja 3x-1+4y-4+8=0.
*170. Kui kaugel asetsevad teineteisest kaks roobikut
sirget :
3x—4y+10=0 ja 6ax—8y-J15=07?
*171. Rombi diagonaalid on 30 ¢m ja 16 em pikad ning

asetsevad koordinaatide telgedel. Kui suur on roobikute kiil-
gede vaheline kaugus?

*172. On antud kaks paralleelset sirget:
4 —6y—3=0 ja 22—3y+T7=0.

Leida sirge, mis liheks roohiti antud sirgetega jaotades
nende vahelise kauguse pooleks.
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Peatiikk V.
Ringjoon.

§ 19. Ringjoone vérrand.

Ringjoon on miaratud, kui on antud tema keskpunkt ja
raadius, sest nende andmete jirgi saab ringjoont joones-
tada. Olgu punkt C = (a|b) ringjoone keskpunkt ja 7 ring-
joone raadius. Leiame selle ringjoone vérrandi.

Olgu ringjoone jooksev punkt mirgitud P = (x | %) (joo-
nis 24). Siis on CP iiks ringi raadiustest, seega CP =7,
jarelikult CP?2 =2, Avalda-
des viimase vorduse vasaku
poole punktide C ja P koordi-
naatide abil saame

(i )® Ay ) iy

0 See vordus seob punkti P

koordinaate antud suurus-

tega a, b ja r. Et punkt P

Josnis 24, oli ringjoone jooksev punkt,

siis leitud seos kehtib ring-

joone iga punkti puhul; jirelikult see seos ongi ring-
joone vorrand.

Erijuhul, kui ringjoone keskpunktiks on koordinaatide

alguspunkt, siis @ =0 ja b = 0 ning ringjoone vorrand omab

kuju P iy ey

L\
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Kokkuvottes :

kui ringjoone keskpunkti koordinaadid on & ja b ning raadius
on r, siis ringjoone vorrandiks on
x—a?+ @G —b>=r%
kui ringjoone keskpunktiks on koordinaatide alguspunkt ja ring-
joone raadius on r, siis ringjoone vorrandiks on

x4y =r2
Umberpoordult, vorrand
(x—a)?+ (y—0b)>=1*

esitab arvude @, b ja r ig'asugusfel vadrtustel ringjoont. Toe-

poolest, vorrand iitleb, et punkt, mille koordinaadid x ja y

rahuldavad antud vérrandit, asetseb kindlast punktist (e | b)

niisugusel kaugusel, mille ruut on jaav »2; jarelikult on

konesolev kaugus ise jadv. Punktid aga, mis asetsevad jaa-

val kaugusel kindlast punktist, moodustavad ringjoone. ‘
Juhul, kui » = 0, kédub ringjoon punktiks (a | b).

Avades sulud saame ringjoone vorrandi kirjutada kujul

22 + y2 — 2ax — 2by + (a® 4+ b2 —1r?) =0.

Kui selles vorrandis peaks esinema murdarvulisi kordajaid
(kaasa arvatud vabaliige), siis korrutame vorrandi kummagi
poole kohaselt valitud teguriga % ja saame vorrandi tadis-
arvuliste kordajatega:

ka? 4 ky® — 2kax — 2kby + k(a2 + b2 — 72) =0.

See vorrand on z ja y suhtes teiseastmeline vorrand.
{7ldine teiseastmeline vorrand sisaldab jargmisi liikmeid:
liige 2-i ruuduga, liige z-i ja y korrutisega, liige y ruuduga,
liige xz-iga, liige y-ga ja vabaliige. Viimati saadud vorrand
on selles mottes erikujuline, et temas puudub liige
muutujate korrutisega ja et muutujate ruutude kordajad on
vordsed. Niitame, et iga teiseastmeline vorrand muutujatega

75



Z ja y, mille puhul on tiidetud praegu-nimetatud tingimu-
sed, teiseneb vorrandiks

(x—a)* 4+ (y—0b)2=q
ja esitab seega ringjoont, kui ¢ osutub positiivseks.

Tdepoolest, olgu tegemist vorrandiga, mis rahuldab ees-
pool nimetatud tingimusi. Kirjutame ta kujul:

i Ax? + Ay*+ Bz 4 Cy + D = 0.

Jagades vorrandi koik liikmed kordajaga A ja kirjutades
nad teises jarjekorras saame

B (8} Yo it
@4 Tty +1y+ 5 =0
Taiendades esimese ja teise liilkme summat, samuti kolmanda
ja neljanda likkme summat tiisruutudeks ja lahutades
juurdelisatud liitkmed, saame eelmisega samaviirse vorrandi

B B2 (8 o2 D B2 2
(x2+z90+ m)+(y2+zy+m)+j—m—m=0
ehk

B C B24 (02 —44D
(o P (g e i AR oD,

Vasakul poolel seisab kahe ruudu summa; see ej ole iialgi
negatiivne; kui 4, B, C ja D on niisugused arvud, et pare-
mal poolel seisev avaldis tuleb negatiivne, siis pole véimalik
vorrandit rahuldada ithegi z ja y vaartusepaariga. Osutub

sama avaldis vordseks nulliga, siis saab vorrandit rahuldada

ainult iiksvéidrtusepaar: z — — El‘ji o Yo i 2-% ;- jarelikult
siis vorrand esitab ainult punkti. Kui aga paremal poolel
seisev avaldis on positiivne, saame ta mirkida 72 Jja leitud

vorrandi kirjutada kujul
(x—a)2+ (y—b)2 =12,
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kus

0 e GG N 4D
8= gl e e o J8 s T

Et (x—a)?2 4+ (y— b)2 =72 on ringjoone vorrand, siis ees-
pool piistitatud vaide on toestatud.

Kokkuvottes :

teiseastmeline vorrand muutujatega x ja y, milles puudub liige
muutujate korrutisega ja milles muutujate ruutude kordajad on
vordsed, esitab kas ringjoont vdi temale vastab ainult iiks punkt voi
ei vasta iihtki geomeeftrilist kujundit.

Naide. Vorrandit
222+ 2y2 + 5r—8y +10=0
saame peale koigi liikmete jagamist 2-ga kirjutada kujul

(#* + g’x) + (1 —49) +56=0
ehk, liites ja lahutades sulgudes vastavalt o ja 4,

@42 2+ 2 @2+ O+ G5 —H =0

ehk
9

5 -
)+ W—2"= 5 :
See on niisuguse ringjoone vdorrand, mille keskpunkti koor-
dinaadid on — % ja 2 ning raadius on %.

Ulesanded.

173. - Koostada ringjoone vorrand teades, et

1. ringi keskpunkt on koordinaatide alguses ja ringi
raadius on 5;

*2. ringi keskpunkt on koordinaatide alguses ja ringjoon
libib punkti (—2|6);
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8. ringi keskpunkt on (—3|1) ja ringi raadius on qs

"4. ringi keskpunkt on (—4|—3) ja ring puudutab
z-telge;

5. ringi keskpunkt on (3|2) ja ringjoon ldbib koordi-
naatide algust;

6. ringi keskpunkt on (5|2) ja ringjoon libib punkti
(6]—1); - .

*7.  ringi keskpunkt on II veerandis, ringi raadius on 3
ja ring puudutab kumbagi telge.

174. Joonestada jirgmised ringjooned, leides enne nende
keskpunkti ja raadiuse:
: 2?2+ y2=16
2?24y =4z
224 y2—10y =0
24y —4dx + 6y =0
¥4y —2r—3y+31=0
175. Leida jargmiste ringjoonte keskpunkt ja raadius:
L4+ 4y* 4 120 — 4y +-5=0
2. 32?4 3y — 140 — 48y =0
8. 5x% -+ 5y — 6z 4 8y = 12
4 492 4 49y — 142 428y + 5 =0
o 2042 —2 4+ y=6

176. Missugust tingimust peavad rahuldama arvud a,
b ja r ringjoone vorrandis (x—a)2+ (y—0b)2=172, et
ringj keskpunkt asetseks z-teljel;
ring puudutaks y-telge;
ring puudutaks z-telge koordinaatide alguses;
ring puudutaks kumbagi telge;
ringjoon ldbiks koordinaatide algust?

S Sty

LF e e S
$

‘177. Ringjoone keskpunkt on z-teljel Jja ringjoon ldbib
punkte (3|3) ja (5|—1). Anda ringjoone vérrand.
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*178. Missugune punkt z-teljel asetseb vdrdseil kaugusil
punktest (—2|5) ja (4|7)? '

179. Leida ringjoonel z2 -+ y? = 81 asetsevate punktide
ordinaadid, kui abstsissid on 5, 6, —1, —3.

180. Leida ringjoone 22+ y*—2x— 4y + 1 =0 punk-
tide abstsissid, kui ordinaadid on 0, 3, —1.

*181. Koostada ringjoone vorrand teades, et ringjoone
keskkoht on punktis (6|7) ja et ringjoon puudutab sirget
5x — 12y — 24 = 0.

*182. Kolmnurga tipud on:

(—1]5), (—2|—2) ja (3,4|—38).
Leida selle kolmnurga iimberringjoone keskpunkt ja
raadius.

*183. Kolmnurga tipud on:

(010), (@|0) ja (0]D).
Leida selle kolmnurga iimberringjoone keskpunkt ja
raadius.

*184. On antud punktid A= (3|4) ja B=(—1|(2).
Leida selle ringjoone vdrrand, mille diameeter on AB.

§ 20. Ringjoone 15ikumine sirgjoonega.

On antud ringjoon ja sirgjoon. Seame endile iilesandeks
leida nende joonte iihiste punktide koordinaadid. Lihtsuse
méttes valime ringi keskpunkti koordinaatide alguseks; siis
ringjoone vorrand on

22 4 Y2 =1

Olgu sirgjoon antud oma algordinaadi b ja tousuga m; siis
sirgjoone vorrand on
y=mz + b.
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Ringjoone ja sirgjoone iihispunktide koordinaadid saadakse
lahendades vorrandisiisteemi

I P2 + y2 — 2

Y = mx 4 D.

Asendades esimeses vorrandis tundmatu y tema avaldi-
sega teisest vorrandist saame otsitava abstsissi jaoks ruut-
vorrandi, mille lahendamine annab kas kaks erinevat z-i
vadrtust voi kaks dihtelangevat z-i viirtust véi ei ithtegi a-i
vadartust. Selle jérgi saame y jaoks kas kaks, iiks voi ei
lihtegi viirtust. Seega meie vorrandisiisteemil on kas kaks
lahendit vai iiks lahend v6i ei iihtegi lahendit. Esimesel juhul
antud sirge 6ikab ringjoont, teisel juhul sirge puudutab
ringjoont ja kolmandal juhul sirge ja ringjoon ei oma iihi-
seid punkte,

Ulesanne. Kuidas asetseb sirgjoon
AL 3r 44y +-24 = 0
ringjoone

x? 2—6x+4y—12 =0
- suhtes? i i

Lahendus. Leiame mélema joone iihised punktid.
Lahendades esimese vérrandi y suhtes ja asetades leitud y
avaldise teise vorrandisse nieme, et

@+ (—78—6)2— 60 + 4(— Sz —6)— 12 =0,
Siit saame peale sulgude avamist Ja koondamist, et 2 = 0
Ja sellele vastavalt y — —8,

Niisiis antud joontel on ik s iihine punkt (0 | —6) ; jire-
likult antud sirgjoon puudutab ringjoont.
Ulesanded.

185. Leida punktid, milles ringjoon @2 + y2 = 225 15i-
kub sirgetega

2=—7, y=—8 ja 20 +y =0.
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186. Missugustes punktides ringjoon
22+ y?—6x 44y =3

I6ikab koordinaatide telgi?

'187. Leida ringjoone @24 y%?4-4r —2y—8=0 ja
sirge 52 — y — 2 = 0 ldikepunktid.

*188. Leida ringjoone (# + 2)2 4 (y — 1)2 = 13 ja sirge
2x — 3y = 6 loikepunktid.

*189. Leida ringjoone z2 4 y? = 37 ja sirge # + 3y = 3
16ikumisel tekkiva koolu keskpunkt.

190. Kui pikk ko6l tekib ringjoone

2?24+ 9y’ +8x—2y —4=0

ja a-telje loikumisel?

191. Leida, missugused jargmistest sirgetest puuduta-
vad ringjoont x%- y*=36, ja arvutada puutepunktide
koordinaadid :

1. 2=86 2. ia=ig
y=w+8 =zr—11
y=4z+10 y—z=6v2

‘192. Leida punkt, milles sirge y = —4¢ = 4 84 puudu-
tab ringjoont 2% 4 32 = 25.

193. Niidata, et sirge 3z 4 4y = —32 puudutab ring-
joont 2?4 y*+4 2z 42y —23 =0, ja leida puutepunkti
koordinaadid.
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Peatiikk VI
Parabool.

§ 21. Parabooli joonestamine.

Parabooliks nimetatakse niisugust tasapinnalist kdverjoont, mille
punkti kaugused kindlast punktist ja kindlast sirgest on vdrdsed.
Kindlat punkti F' nimetatakse parabooli fookuseks,
kindlat sirget d — parabooli juhtjooneks.
F  on esitiht ladinakeelsest sonast focus —= tulease,
d — esitdht ladinakeelsest sonast directus = juhitud.
Parabooli joonestamine tugeb
tema definitsioonile. Olgu (joonis
25) punkt F parabooli fookus ja
sirge d parabooli juhtjoon. Votame
F mingil kaugusel & juhtjoonest sirge
: X x roobiti  juhtjoonega ja kujutame
: / raadiusega % ringjoone iimber
fookuse. Sirge ja ringjoon 16ikuvad
Q punktides P ja @, mis kuulu-
vad paraboolile. T6epoolest, kumbki
Joonis 25. neist punktidest asetseb vordseil
kaugusil fookusest ja juhtjoonest.
Muutes k& suurust saame kaks uut parabooli punkti, Nii
edasi toimides saame nii palju parabooli punkte, kui tahame.
Konstruktsioonist nihtub, et

parabool on miiratud oma fookuse ja juhtjoonega.
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Et fookus ja juhtjoon on antud, siis on teada ka fookuse
ja juhtjoone vaheline. kaugus. Seda kaugust nimetatakse
parabooli parameetriks ja tdhistatakse siimboliga p.

§ 22. Parabooli vorrand.

Tuletame parabooli vorrandi. d by
Olgu parabooli fookuseks punkt F Dt—{7— P
ja juhtjooneks sirge d (joonis 26).
Valime z-teljeks sirge, mis labib
fookuse ja on risti juhtjoonega.
Koordinaatide alguseks votame 0 &
- punkti, mis poolitab punkti F ja r_ p—-‘
juhtjoone d vahelist kaugust, ja
y-teljeks algust ldbiva sirge risti Joonis 26.
z-teljega. Kui tahistame parabooli
parameetri tdhega p, siis fookuse koordinaadid on (g |0) ja

juhtjoone vorrand on z = —g.

~ Olgu niiiid P parabooli jooksev punkt ja olgu tema
koordinaadid « ja y. Parabooli definitsiooni jirgi peab siis
olema

PP =PD
ehk
PF=DY -} YP
ehk .
PF = FEO + 0OX. -

Avaldades siin esinevad loigud punkti P koordinaatides
leiame, et

PF — ]/(x—-)2+y~ EO=%, OX=z
ja jarelikult

V(x~ 2 +r=1 +=



d oty 4 See seos punkti P koordinaatide
A vahel on kehtiv parabooli iga

punkti kohta, sest punkt P oli para-
boolil valitud vabalt; jarelikult
%) oy see seos ongi parabooli vorrand. Et
l anda temale lihtsamat kuju, tostame

vorduse molemad pooled ruutu ja
l koondame sarnased liikmed; saame

e == 20%:

Joonis 27. Niisiis:

parameetriga p miidratud parabooli vorrand on y? — 2px.

Leiame parabooli ordinaadi fookuse kohal. Et fookuse

abstsiss on 2, siis

ehk

Seega parabooli ava laius fookuse kohal on 2p (joonis 27).
Niisiis: '

parabooli parameeter p kujutab fookuse kaugust juhtjoonest,
2p aga parabooli ava laiust fookuse kohal.

§ 23. Parabooli uurimine tema vorrandi abil.

Asume parabooli kuju uurimisele oletusel, et p > 0. Et
alguse koordinaadid rahuldavad parabooli vdrrandit
y* = 2px, siis parabool labib koordinaatide algust. Igal
muul punktil on y 40, jarelikult vorrandis y® = 2pa2 vasak
pool on positiivne, seega peab olema positiivne ka parem pool.
Et p > 0, siis peab olema z > 0. See tihendab, et kdoik muud
parabooli punktid asetsevad paremal pool y-telge (joon. 28).
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Lahendades parabooli vorrandi y suhtes saame
Y == 2.

See niitab, et igale positiivsele z-i vidrtusele vastab
kaks y vadrtust, mis erinevad iiksnes mérgi poolest. See
tahendab, et >

parabool on siimmeetriline sirge suhtes, mis léibib fookuse ja on
risti juhtjoonega. i

’A.’/ P,/
E 3 y A
P
¥ g |
\:L U
/ J
7 4
Pz\ L— 2p X o
d|Z . A
Joonis 28. Joonis 29.

Seda sirget nimetatakse parabooli teljeks. Para-
booli ja telje léikepunkti nimetatakse parabooli hari-
punktiks.

Kui abstsiss « tokestamatult kasvab, kasvab ka ordi-
naat y tokestamatult; see tdhendab, et parabool on lah -
tine kover,

Parabooli vorrandist ndeme, et

WYY R
see tidhendab, et parabooli punktiordinaat on
keskmine vordeline kahekordse para-
meetri ja punkti abstsissi vahel Seda oma-
dust voime #dra kasutada parabooli joonestamiseks
(joonis 29): asetame z-telje negatiivses suunas 16igu, mis
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algab alguses ja on vordne kahekordse parameetriga;
votame mingi abstsissi #; kujutame 16igul 2p + « kui dia-
meetril poolringjoone; see 1dikab y-teljel noutava ordinaadi.
Kandes selle abstsissloigu 16pu kohale, saame parabooli
punkti P. Punkt, mis on selle punktiga siimmeetriline telje
subtes, kuulub -samuti paraboolile. Muutes z-i vadrtust
saamre nii palju parabooli punkte, kui vajame parabooli
joonestamiseks.

Markus. Kui parabooli teljeks oleks a-telje asemel
y-telg, siis parabooli vorrand oleks

‘ Th— 2py
ehk, muutuja y suhtes lahendatult,
y = ax?,

kus tdhega a on mirgitud arv 1: 2p.

Ulesanded.

194. Olgu z-telg parabooli teljeks ja olgu koordinaatide
algus parabooli haripunktiks. Anda parabooli vorrand tea-
des, et parabool labib punkti (2 | —3).

195. Leida jiargmiste paraboolide fookus ja juhtjoon
ning valmistada nendest paraboolidest skits:

1 y2 =4z 5. yz —d /(X

2. y=a? 6. 3y 4 ldx =90
3. y=-—2¢2 7. 522416y =0
4 3By—Ta?2=0 8. x2—=4day.

196. Koostada parabooli vorrand, teades, et tema fooku-
seks on punkt (0 |0) ja juhtjooneks on sirge y = —A4.

*197. Leida parabooli %®>=8z punkt, mille kaugus
fookusest on 20.
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198. Niidata, et iga sirge, mis roobik parabooli stim-
meetriateljega, 16ikab parabooli vaid iihesainsas punktis.

*199. Missugusi nurgi on niha parabooli haripunktist
parabooli ko6l, mis libib fookust risti parabooli teljega?

*200. Kui kaugel fookusest asetsevad parabooli y? =2z
ja sirge x — 4y -+ 8 = 0 ithispunktid?

201. Leida parabooli »2 = 18z 16ikepunktid sirgetega
6z +y—6=0, 92—2y+2=0 ja 4—y+5=0.

202. Missugusel tingimusel sirge y — mx + b puudutab
parabooli y? = 2px? ¢

203. Niidata, et ringjoon z2 - y? — px = 0 ja parabool
2 = 2pz puudutavad teineteist.
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Peatiikk VIL
Ellips.

§ 24. Ellipsi joonestamine.

Ellipsiks nimetatakse niisugust tasapinnalist Kkoverjoont, mille
punkti kaugused kahest kindlast punktist annavad jidva suurusega
summa.

Neid kindlaid punkte nimetatakse ellipsi fookus-
teks. Olgu punktid F, ja F, ellipsi fookused ja P ellipsil
vabalt valitud punkt. Ellipsi definitsiooni jargi siis

F.P 4 F,P = const.

Liihend const tdhendab konstanti ehk jasvat.
Vorduse paremal poolel seisvat konstanti on viisiks tihis-
tada siimboliga 2a, nii et

F,P + F,P = 2a.

Lihtsaim vote ellipsi joo-
nestamiseks on -jargmine: tor-
kame fookustesse T 2R
noelad (joonis 30), paneme
noelte iimber kinnise niidi
pikkusega F'.F, -+ 2a, témbame
pliiatsi teravikuga niidi pin-
gule ja juhime pliiatsi liikumist
Joonis 30. nii, nagu pingul olev niit seda
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lubab. Pliiatsi teraviku joonestatud kéver on ellips, sest mér-
kides pliiatsi teraviku tahega P leiame, et alati

F1F2+F1P+F2P=F1F2+2a
ehk
F1P+F2P:2a;

see aga tdhendab, et punkt P rahuldab ellipsi punkti kohta
seatud noéuet.

Sirgldike, mis iihendavad ellipsi punkti fookustega, nimetatakse
ellipsi punkti raadiusvektoreiks.

Viimaseid téhistatakse siimbolitega =, ja r,. Ellipsi
definitsiooni jargi on ikka

7+ 7, = 2a,
Eespool toodud ellipsi joonestamise vote niitab, et

ellips on midratud, kui on teada ellipsi fookused ja raadiusvekto-
rite summa.

Teine vote ellipsi joonestamiseks on jiargmine. Votame
16igul A A, , mille pikkus on 2a, mingi punkti A; joones-
tame raadiusega AA, fookusest F', ringjoone ja raadiusega
AA, fookusest F', teise ringjoone. Loikugu need ringjooned
punktides P, ja P, Siis

FP +F,P =AA + AA, =2a
ja

FP,+F,P,=AA + AA,=2a;
seega nii punkt P, kui ka punkt P, asetsevad ellipsil.

Muutes punkti A asukohta 156igul A A, ja korrates ees-

pool toodud vdtet saame veel kaks ellipsi punkti; nénda
edasi minnes voime leida kuitahes palju ellipsi punkte.
Neid punkte kéverjoonlaua abil iihendades saame ellipsi.
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§ 25. Ellipsi vérrand.

Antud ellipsi fookused on F, ja F, ning raadiusvekto-
rite summa 2a. Nende andmetega on ellips midratud. Seame
endile iilesande tuletada selle ellipsi vorrand.

Selleks arutame nonda :

Et punktid F, ja F, on antud, siis on teada ka nende
wvaheline kaugus F F, Tihistame selle kauguse, nagu iildi-
selt viisiks, siimboliga 2¢. Valime sirgjoone F.F, abstsiss-
teljeks ja laigu F F, kesk-
ristsirge ordinaatteljeks (joo-
nis 31). Siis F,= (¢|0) ja
F,= (—c|0). Olgu P mingi
punkt ellipsil, missugune ni-

\ / melt, selle jétame iitlemata.
“\\ ’,’I Siis
R B0 Ll FP+FP=2a
.
i ehk, raadiusvektorite siimbo-
b it leid kasutades,
T e —2a.

Tahistame punkti P koordinaadid tédhtedega « ja y; siis
ri=(@—e)+ (y—0)2jar2= (z+0)* + (y —0)%,
jarelikult
rn=vV@—ec)®+ ¢ jar,=vV(Ez+ec)lty
ja seeparast
V@—e)+ 92+ vV(x +¢)? + y* = 2a.

Et punkt P oli mingi punkt ellipsil, siis leitud seos x,/y ja
konstantide « ja ¢ vahel on kehtiv ellipsi iga punkti puhul;
jérelikult saadud vdrrand ongi ellipsi vrrand.
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Anname sellele vorrandile ruutjuurtest vaba kuju. Sel-
leks viime iihe ruutjuure paremale poolele; saame
V@+e)+yP=20a—V(@—c)®+ 9%

vorrandi kummagi poole ruutimisel saame

(z4+e)2+yP=4a*—4a V(x—c)’ + ¥+ (2 —e)? - 9%;
peale sulgude avamist ja koondamist leiame, et

aV(@—c)+ 9y =a*—cx;
uuesti kummagi poole ruutimise] ja koondamisel saame
‘ (aZ SN 62)w2 + a2y2 -— a2(a2 AT 02)‘-
Otsustame, missugune on vahe a? — ¢? mirk. Kolmnurgast
F PF, ndeme (joonis 31), et
FlP +F,P>FF,
ehk 2a > 2¢, seega a > ¢, jarelikult a®> > ¢®> ja lopuks
a?—¢2 > 0. Niisiis vahe a®>—¢? on igal jubhul posi-
tiivne. Seepirast voime teda lilhiduse méttes kirjutada
kujul b2, mille jérel ellipsi vorrand omandab kuju
b2 + a%y? = azbz'
ehk
a2 v
FtE=L

Uurime, missugune on arvude a ja b geomeetriline tihen-
dus. Selleks leiame ellipsi l6ikepunktid koordinaatide tel-
gedega: * Loikepunktis a-teljega on y =0, seega %:, i §
ehk 2? = a2 ehk z = = a. Samal viisil leiame, et 16ikepunktis
y-teljega on y = =+ b. Nieme, et ellips 16ikab z-telge punk-
tides (joonis 32) )

A= (a|0) ja A,=(—¢]|0)
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ja y-telge punktides
B,=(0]|b) ja B,=(0]|—b).

Neid nelja punkti nimetatakse ellipsi haripunktideks,
sirgloike 4. A,=2a ja B,B,=2b ellipsi telgedeks,
nende 16ikepunkti — ellipsi keskpunktiks.
Et
02 e gt bR, L iadie TRl L et
a7 > 0%, b Gan2n 3 20h,

Seepérast 16iku A A, nimetatakse ellipsi suureks tel-
jeks, 16iku BB, — ellipsi viikeseks teljeks. Vas-
tavalt sellele @ on ellipsi suur pooltelg ja b ellipsi
viaike pooltelg.

Kirjutades e, b ja P vahelise seose kujul

c2 = a2 — bz,

ndeme, et ellipsi pooltelgede
andmisega on méidratud ka

5, fookuste vaheline kaugus,

ehk, teisiti, punktid < S

. N (@) 4, . B, ja B, midravad ka F, ja
AN A F,. Toepoolest, joonestades
véikese telje otspunktist B,

B (vo6i B,) (joonis 32) ring-

Jjoone raadiusega a nieme,

Joonis 32. et ta Ioikab suurt telge just

punktides F, ja F,.
Fookuste vahelise kauguse ja suure telje suhet nimeta-
takse ellipsi ekstsentrisuseks Ja tdhistatakse tihega
e. Definitsiooni jirgi e = 2¢: 2a ehk

c
= —

a
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ehk, teisiti,
Va2 —b®
.

=

Et a > ¢, siis ellipsi ekstsentrisus e < 1.
Kokkuvottes:

2 2
Pooltelgedega a ja b ellipsi vorrand on x—‘,_}—x- =1
a> b2

Ellipsi fookused asetsevad suurel teljel kaugusel ¢ = V a> — b2

ellipsi keskpunktist.

Ellipsi ekstsentrisus e = % on viiksem kui iiks.

Ulesanded.

204. Joonestada ellips, mille poolteljed on 6 ja 1,5.

205. Joonestada ellips & 44~ = 1.

206. Vana-Rooma amfiteatrid ehitati enamasti ellipsi-
kujulise pohiplaaniga. Nii on Kolosseumi pohiplaaniks ellips
telgedega 188 m ja 156 m; selle keskel asetseb, omades esi-
mesega iihiseid telgsirgeid, ellipsikujuline areen telgedega
86 m ja 54 m. Joonestada Kolosseumi pdhiplaan méodus

1:2000.

207. Kirjutada ellipsi vorrand, kui ellipsi poolteljed on
10 ja 8.

208. Kui pikad on jirgmiste ellipsite poolteljed:

oS e i

L. m4 =1 4. 224 4y2=1

2. 8x2 4 25y = 200 5. 16z2+25y2=1

8. w+4y>°=9 6. 622+ 10y*=1

*209. Leida ellipsi 2% 4+ 3y® =6 ja sirge y = 4 ldike-

punktid.
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210. Joonestada ellipsi lig i %? = 1 teljed ja leida konst-
ruktsiooni teel ellipsi fookused.

211. Ellipsi fookusteks on punktid (1]10) ja (—1]0);
ellipsi suur telg on 3. Kirjutada selle ellipsi vorrand.

212. Koostada ellipsi vérrand teades, et raadiusvekto-
rite summa on 10 ja et fookuste vaheline kaugus on 8.

213. Ellipsil 7+ %=1 on véetud punkt, mille abst-
siss on 2. Arvutada selle punkti kaugused fookustest. :

214. Ellipsil £ 4 y2=1 on voetud punkt, mille ordi-
naat on 3. Arvutada sellesse punkti viivate raadiusvekto-
rite pikkused.

"215. Kui pikk on ellipsi 922 + 16y = 144 ké6l, mis
labib fookust ja on risti ellipsi suure teljega?

216. ‘Kui pikad on raadiusvektorid, mis viivad ellipsi
x* + 8y? = 12 ja sirge 2 + 3y = 6 loikepunktidesse?

217. Ellipsi poolteljed on 5 cm Ja 8 em. Arvutada foo-
kuste vaheline kaugus Jja ekstsentrisus.

218. Ellipsi viike pooltelg on 5 ja fookuste kaugus
keskpunktist on 24. Arvutada ellipsi ekstsentrisus.

*219. Ellipsi suur telg on 2 korda pikem viikesest tel-
- jest. Kui suur on ellipsi ekstsentrisus?

220. Ellipsi ekstsentrisus on g ja viike pooltelg on
4 em. Kui pikk on suur pooltelg?

'221. Ellipsi suur telg on 2a, ekstsentrisus e. Kui suur
on liithima ja pikima raadiusvektori suhe?

94



*222. Maa liigub Piikese iimber ellipsit moéoda, mille
iihes fookuses on Piike. Maa ja Péikese vaheline viikseim
ja suurim kaugus suhtuvad ligikaudu nagu 29:30. Arvu-
tada Maa orbiidi ekstsentrisus.

*223. Kui pikk on ellipsisse b2%z? + a’y?= a?b? kujun-
datud ruudu kiilg?
§ 26. Ellipsi uurimine tema vorrandi pohjal.
Lahendades elliﬁsi vorrandi
ath=1
ordinaadi v suhtes leiame, et
Y=+ % Va2 —zt.

Saadud avaldisel on mdéte g
tiksnes siis, kui juuritav pole
negatiivne; see tdhendab, et
a?— 22> 0 ehk z2 < a? ehk
lz| < a ehk, teisiti,

—a<L LK.

Sellest ndeme, et iikski ellipsi
punkt ei asetse vasakul pool
girget ¢ — —a ega paremal Joonis 33.

pool sirget £ = a (joonis 33).

Anoloogiliselt leiaksime ellipsi vorrandi lahendamisel abst-
sissi @ suhtes, et

—b<y<b;

siit jareldame, et iikski ellipsi punkt ei asetse dilalpool sir-
get y = b ega allpool sirget ¥y = —b.
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Kokkuvottes :

koik ellipsi punktid asetsevad ristkiilikus, mille siimmeetria-
telgedeks on ellipsi teljed.

Olgu %, mingi 2-i vidrtus —a ja ¢ vahel. Sellele x-i
vadrtusele vastavad kaks y vaartust:

b e ’ b TR T e Y
UW=aV@—zr ja y'=—cya_gt;

need erinevad iiksnes mirgi poolest: ¥, =—u,". See
tdhendab, et iihtaegu punktiga (z, |y,’) esineb ellipsil ikka
ka punkt (z, | —y,’), teiste sonadega,

ellips on siimmeetriline oma suure telje suhtes.
Samal viisil nditame, et

ellips on siimmeetriline oma viikese telje suhtes.

Olgu (z,|y,) iiks ellipsi punktidest; siis koordinaadid
Z, ja y, rahuldavad ellipsi vérrandit; jarelikult

x,? YiE
a2 +W‘—' L.

Et (—=z,)2= z? ja (—y,)2= ¥,% siis iihtaegu iilaltoo-
dud vordusega kehtib ka vordus

(=2 | (—yy)? .
a‘? +( b?ix) P

see tdhendab aga, et ka punkt (— z, | —y,) asetseb ellipsil.
Punktid (z, |y,) ja (—=a,|—y,) on siimmeetrilised koordi-
naatide alguse suhtes. Seetsttu koordinaatide alguspunkti
nimetatakse ellipsi keskpunktiks. Niisiis

ellips on siimmeetriline oma keskpunkti suhtes.
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Vaatleme 16puks ellipsi kuju olenevuses ellipsi ekstsentri-
susest. Ekstsentrisuse definitsiooni jargi

L6 Ve e
S = a 4
sellest leiame, et
o= e
ithtlasi selgub, et %= 571-;_,—[): =1— Z, millest
b=ay1i—e

Loeme suure telje jadvaks ja laseme ¢ muutuda. Ekstsentri-
suse kasvades nullist iiheni, nagu nideme viimastest valemi-
test, fookuse kaugus keskpunktist kasvab nullist suure pool-
telje vaidrtuseni, viike pooltelg aga viaheneb suurest pooltel-
jest nullini, See tdhendab: ellipsi ekstsentrisuse kasvades
ellipsi fookuste vaheline kaugus jarjest kasvab, viike telg
aga jarjest viheneb ja ellips muutub jirjest lamedamaks.
Ekstsentrisuse ¢ ldhenedes 1-le laheneb ¢ arvule a ja b ar-
vule 0: ellips ldheneb kujult sirgjoone loigule. Ekstsentrisuse
e lihenedes 0-le laheneb ka ¢ 0-le, fookused ldhenevad jarjest
keskpunktile, b laheneb a-le, teiste sonadega, ellips ldheneb
oma kujult ringjoonele.

§ 27. Ellips ringjoone normaalprojektsioonina.

Olgu antud ringjoon raadiusega a. Vétame ringjoone
kaks ristuvat diameetrit koordinaatide telgedeks ja vaatame,

missuguse kovera moodustavad punktid, mis saame vihen-
. . . . m
dades ringjoone punktide ordinaate suhtes

Téhistades ringjoone punkti koordinaate tihtedega X Ja
Y, saame ringjoone vorrandi kirjutada kujul

X2 Y=,
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Ringjoone punkti (X | Y) abstsissi endiseks jatmisel ja ordi-

naadi vihendamisel suhtes g saame punkti abstsissiga

z =X ja ordinaadiga y= " Y. Et iimberpoordult X =z

ja Y = :%y, siis ringjoone vorrandi pohjal saame
:v2+<gy)2=a2

ehk y?
ot =

(Zay

See on niisuguse ellipsi vorrand, millel suur pooltelg on a

ja viike pooltelg on %’a.
Kokkuvottes:

kui ringjoone punktide ordinaate vihendada mingis kindlas
suhtes, siis asetsevad ordinaatide uued 15pp-punktid elipsil.

y Viimasest vorrandist nihtub,
et saadud ellipsi viikese
pooltelje pikkus

m
b=-a
n

ja seega

Jarelikult:

et saada ringjoonest raadiun-
sega a ellipsit pooltelgedega a ja
Joonis 34. b, tuleb ringjoone ordinaadid
vihendada suhtes b:a.

See annab lihtsa votte ellipsi punktide leidmiseks: joones-
tame ellipsi suurel teljel kui diameetril ringjoone ja vihen-
dame selle r1ngJoone punktide ordinaate suhtes b :a
(joonis 34).

98



Néitame 16puks, et

ringjoone mnormaalprojektsicon on ellips.

Kujutagu tasapind R (joonis 35) ringi tasapinda, olgu
ringi raadius a, ringi keskpunkt O ja OX iiks ringi dia-
meetritest. Votame projektsioonipinnaks tasapinna 7, mis

I6ikub tasapinnaga R mooda sirget OX ja moodustab tasa-
pinnaga R nurga g. Langegu projekteerivad kiired risti tasa-

pinnaga T.
\ Y R
3 %2 e T

Lo ) C

Joonis 35.

Votame tasapinnal R telje OY risti teljega OX ja tasa-
pinnal T teljeks Oz sirge OX ja teljeks Oy sirge ldbi punkti
O risti sirgega Oz. Olgu P= (X |Y) vabalt valitud punkt
ringjoonel ja P,== (z|y) tema projektsioon tasapinnal T;

siis
k- 4,

Jooniselt nieme, et kolmnurgas PP,Q on nurk PP Q tiis-
nurk; nurk PQP, = ¢ ja jérelikult

QP, = QP cos ¢



ehk
WY == Y. CcOs ¢:

Punkt P asetseb ringjoonel raad_iusega a; jarelikult

B, et U Ao N

) i et R (({s a3 siis punkti P projektsiooni koordi-
naadid  ja y rahuldavad vorrandit

Y Feetbe i i S G
ik cos® ¢ &
ehk vorrandit

BN R

a= = COS= @

See aga on niisuguse ellipsi vorrand, mille poolteljed on «
ja acos . Nieme, et projektsioonipinnale risti langevad
kiired heidavad kaldu seisva tasapinna ringist projekt-
sioonitasapinnale ellipsikujulise varju.

Ulesanded.

224. On antud ringjoon z* 4 y* =% Missuguse joone
tdidavad ringjoone punktide ordinaatldikude poolitamis-
punktid?

225. Missuguse joone tdidavad punktid, millel on nii-
sama’ suur ordinaat, kuid kolm korda suurem abstsiss kui
ringjoone x*+ y* = 9 vastavatel punktidel?

226. Ringjoon .22 y2 =16 projekteeritakse tasa-
pinnale, mis I6ikub ringjoone tasapinnaga piki x-telge ja
moodustab ringjoone tasapinnaga 60°-se nurga. Kirjutada
ringjoone projektsiooni vorrand.

227. Kirjutada niisuguse ellipsi vorrand, mis tekib ring-
joone a® 4 y* = 64 projekteerimisel tasapmnale mille kalde-
nurga koosinus ringjoone tasapmna suhtes on & Kui suu-
red on ellipsi poolteljed?
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*228. Maja lounapoolsel kiiljel on seinast vilja ehitatud
poolringikujulise alusega rdodu. Keskpdeval nideme maja sei-
nal rédu poolellipsikujulist varju. Leida piikese korgus-
nurk iile horisondi teades, et ellipsi piist- ja rohtpooltelg
suhtuvad nagu 2: 3.

' 229, Silindri raadius on 10 em. Silinder on léigatud
tasapinnaga, mis moodustab silindri péhjaga nurga 45°
Vottes loikejoone korgeimat ja madalaimat punkti ldbiva
sirge a-teljeks ja loiketasapinnal sellega ristuva ning silindri
telge loikava sirge y-teljeks, kirjutada loikejoone vorrand.

*230. Kerast, mille 1d4bimoot on 30 em, heidavad p'&iikes'e-
kiired porandale varju. Anda varju piirjoone vorrand tea-
des, et piikesekiired moodustavad porandaga 30°se nurga.
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ALGEBRA.

Peatiikk VIIL

Suuruste soltuvus.

§ 28. Jaavad ja muutuvad suurused.

Suurusi, mis esinevad méne kiisimuse matemaatilisel
kasitlemisel, voib liigitada kahte liiki: iihed, millel on
ainult diiks numbriline viirtus, ja teised, mis vdivad
omada numbrilisi vidrtusi enam kui iihe. Esimest
liiki suurusi nimetatakse jiivaiks suurusiks, liihidalt
Jddvaiks ehk konstantideks; teist liiki suurusi
nimetatakse muutuvaiks suurusiks, lihidalt muu -
tujaiks.

Niaide. Joonestame ringi
sisse rea kolmnurki, millede
iiheks kiiljeks on diameeter
(joonis 36). Nummerdame
need kolmnurgad numbritega
1, 2,08, gne, " 'Siis 'kolm-
nurga numbri muutudes kolm-

Joonis 36. nurga iiks kiilg on jiaidv, selle

kiilje vastasnurk on jéiv; teine

kiilg, kolmas kiilg, kolmnurga {imbermést ja kolmnurga

pindala muutuvad; kolmnurga jiiva kiilje lahisnurgad muu-
tuvad, nende nurkade summa aga on jiiv.
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Muutuv suurus voib omandada mitmesuguseid vHAr-
. tusi. Kui iikski suuruse s vidrtustest ei ole viiksem arvust
a ja iikski neist ei ole suurem arvust b, siis iitleme, et selle
suuruse muutumine on altpoolt tokestatud arvugaa
ja iilaltpoolt arvuga b. Viaiartuste kogu, mida muutuv
suurus voib omada, moodustab suuruse muutumisva he-
miku. Niiteks sin ¢ muutumisvahemik ulatub arvust —1
arvuni 1. Et sin « seejuures voib omandada ka viairtused
—1 ja 1, siis kirjutame tema muutumisvahemiku jargmiselt :

—1lg<sinag < 1.

Vairtusteks, mis suurus oma muutumisel omandab, voi-
vad olla kas k 6 i k muutumisvahemikku kuuluvad arvud vol
iildse koik arvud voi ka ainult moned eriarvud. Naii-
teks hulknurga nurk voib omada iga vadrtust 0° ja 180°
vahel: korrapirase hulknurga nurk voib omada aga
ainult jirgmisi védrtusi 0° ja 180° vahel:

21800

L300 sl 600,

: ehk 90°, 3;5,-_° ehk 108°, . ..

iildiselt
(n —2) * 1800
e,

kus tiisarv n on hulknurga nurkade arv.

§ 29. Funktsioon ja argument.

On olemas suurusi, mis on teineteisega niiviisi seotud,
et ithe suuruse viirtuse etteandmisega on ka teise suuruse
viiirtus juba ette médratud. Niiteks arvu a etteandmisega
on juba midratud tema logaritm; kovera punkti abstsissi
otteandmisega on juba midratud punkti ordinaat; ringi -
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labiméodu etteandmisega on juba madratud ringi pindala.
Teise suuruse miaidratud viirtus leitakse kord tema otsi-
mise teel tabelist, kord méstmise, kord Jjalle arvutamise teel.

Kui iihe suuruse mingis muutumisvahemikus igale viirtusele
vastab teise suuruse Kkindel vidrtus, siis deldakse, et teine suurus
sOltub esimesest ehk, teisiti, teine saurus on esimese funktsioon.

Suurust, millest funktsioon sdltub, nimetatakse argumendiks.

Niiteks sirgjoone toéus on sirgjoone toéusunurga funkt-
sioon, ellipsi punkti raadiusvektor on punkti abstsissi
funktsioon, kera ruumala on kera labim6odu funktsioon,
veershk meres on siigavuse funktsioon, inimese keha pikkus
on aja funktsioon.

Suuruse z funktsiooni tihistatakse lihidalt f(z). Kui
on tegemist sama argumendi x mitme funktsiooniga, siig
tahistame neid f(x), g(x), h(x) jne.

Muutuv suurus vaib ihtaegu sdltuda mitmest teisest suu-
rusest; niiteks silindri ruumala séltub pohja raadiusest ja
silindri kérgusest, ellipsi viike telg so6ltub suurest teljest ja
ellipsi ekstsentrisusest, juhtmes elektrivoolu poolt tekitatud
soojuse hulk séltub ajast, voolu tugevusest ja juhtme takis-
tusest. Mitmest muutujast séltuvaid funktsioone uuritakse
ikka nii, et uuritakse funktsiooni séltuvust esiteks tihest, siis
teisest, siis kolmandast jne. argumendist. Seepidrast edas-
pidi vaatleme ainult iihest muutujast séltuvaid funktsioone
ja viimaseistki vaid neid, mis eriti sageli esinevad tege-
likkuse poolt seatud iilesannete lahendamisel.

§ 30. Suuruste ssltuvuse valjendusvahendid=

On mitmeid vahendeid suuruste soltuvuse viljenda-
miseks. Uheks niisuguseks vahendiks on t abel, mille ithte
veergu (voi ritta) on kirjutatud argumendi vaartused ja
teise veergu (véi ritta) on kirjutatud funktsiooni vastavad
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viaartused. Niiteina olgu nimetatud jargmised: siinuste
tabel, mille ithes veerus leiame nurga 'véﬁrtused, teises
veerus vastavad siinuse v#drtused; piaikese tousuaegade
tabel, kus iihes veerus leiame kalendripdeva, kérvalveerus
piikese vastava tousuaja; tulumaksumaiirade tabel, mille
iithes veerus ndeme maksualust tulu, korvalveerus vastavat
tulumaksumaara.

Hatquspdevad

4‘_4651012141613202224262030323136;
8 0 ax

_ % 40
—" g
A V
3
3 D
g
= 3N A
o
™~ [ wl l\‘
Ly v
bl [T |

Korduva soctive haige Lehatemperatuuri graafik

Joonis 37.

Teiseks vahendiks suuruste soltuvuse vialjendamiseks on
graafik. Joonisel 37 ndeme kujutatuna korduva soetove
haige inimese kehatemperatuuri soltuvust ajast, Siin on iga
mootmisaeg kujutatud ajateljel abstsissina ja temperatuur
abstsissile vastava ordinaadina. Kergema iilevaate saamiseks
temperatuuri muutumise kéigust on iga kaks jarjestikust
ordinaadj 16ppu iihendatud sirgléiguga. Haige kehatempera-
tuuri muutumise kdik on mone haiguse puhul (nagu tiiiifus,
sarlakid ja mitmed teised) niivord iseloomustav, et tempe-
ratuurikovera osa esimestel haiguspievadel kasutatakse abi-
nouna haiguse eritlemisel.

Kolmandaks vahendiks soltuvuse viljendamiseks on
valem. Ta annab kokkuvotlikult eeskirja, kuidas arvu-
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tada funktsiooni vaartust, kui argumendi vidrtus on antud.
Olgu niiteks
y = 3z — 8a.

Niipea kui x-i vidrtus on teada, on selle valemiga miira-
tud ka y; seega y on x-i funktsioon

y=f(x).

Siimbolit f(x) voime vaadelda siin funktsiooni avaldisena,
 teiste sonadega, selle eeskirja lilhendina, mille jirgi toimub
funktsiooni vairtuste arvutamine. Sama siimboliga tihis-
tame ka kirjeldatud arvutamise tulemust. Nii tdhistame
siimboliga f(5) seda funktsiooni viirtust, mis vastab argu-
mendi vaartusele 5, ja siimboliga f(a 4 1) seda funktsiooni
vadrtust, mis vastab argumendi viidrtusele a 4 1. Antud
niite puhul ’

f(z) —=38x*~-—8ax, =
seega
f(b) =8:52-—-8:5—=38-25—40 =35
ning edasi ;

flae+1)=38(a+1)*—8(a+ 1) =
=3a® + 6a 4 3 — 8a — 8 = 3a® — 2a — 5.

Kolmest kisiteldud soltuvuse viljendusvahendist on
valem koige voimsam: ta lubab kohe arvutada funkt -
siooni viddrtuste tabeli; selle jirgi saab siis joo-
nestada funktsiooni graafiku.

Suuruste soltuvuse graafilisel esitamisel pole iga kond
voimalik kasutada argumendi ja funktsiooni kujutamiseks
itht ja sama dihikut; nii argumendi kui ka funktsiooni kuju-
tusiihik tuleb valida omaette, arvestades jooniseks kasutada
oleva paberi suurust ithelt poolt ning argumendi ja funkt-
siooni muutumispiirkondi teiselt poolt. Selle selgituseks olgu
jargmine iilesanne,
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tflesanne. Kujutada graafiliselt ringi pindala soltu-
vus raadiusest, vottes viimase muutumisvahemiku 0 meet-
rist 10 meetrini. ;

‘Lahendus. Viljendades valemiga ringi pindala S
soltuvuse raadiusest r saame

St s,

Andes argumendile » tema muutumisvahemikus néiteks
vaiartused 0, 2, 4, 6, 8 10 ja arvutades ning iimardades
neile vastavad funktsiooni viirtused, saame jiargmise tabeli:

r m-tes 0 2 4 6 8 ‘ 10

S m2-tes 0 12,6. 50,7. 113 . 201 ‘ 314

Valime argumendi viirtuste kujutamisel iihikuks 10 mm
ja funktsiooni vidrtuste kujutamisel iihikuks 0,2 mm. Nende
kujutusiihikute puhul r-telje iihesentimeetriline 16ik kuju-
tab iiht meetrit, S-telje iihesentimeetriline 16ik kujutab 50
ruutmeetrit. Valitud kujutusiihikute korral argumendi
muutumisvahemik esineb »-teljel 16iguna 10 sentimeetrit,
funktsiooni muutumisvahemik S-teljel ldiguna pisut iile 6
sentimeetri, Arvestades pealkirjadeks 1 sentimeetri laiust
riba nieme, et kogu joonise suuruseks on {immarguselt
7 % 11 sentimeetrit.

Kujutades eespool olevas tabelis seisvaid arvupaare
punktidena rS-tasapinnal ja iihendades need punktid vdi-
malikult lihtsa ja sileda joone abil saame pildi ringi pind-
ala S muutumisest raadiuse r muutudes (joonis 38, kaks
korda viahendatud suuruses).

Konesolevas niites argument voib omandada iga posi-
tiivse vaartuse. Juhul, kui argument voib omandada vaid rea
eriviaartusi, esineb funktsiooni graafik iliksikute ordi-
naatide koguna; siis ordinaatide 16pp-punktide iithendami-
seks joone abil pole alust.
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Funktsiooni graafiku valmistamisel tuleb kaaluda, kui-
das muutub funktsiooni viirtus — kas pidevalt v6i hiip-
peliselt. Vastavalt sellele saame funktsiooni graafikuna
kas katkematu véi katkeva joone.

LS

| i

@ 4 6 8 10
Joonis 38.

Y~

Ulesanded,

231. Nimetada iga allpool mérgitud nahtuse puhul
moned sellega seotud suurused, mis muutuvad, ja méned
teised, mis jadvad muutumatuks:

. auto iihtlane liikumine;

2. kivi vaba langemine;

3. ohu kokkusurumine ohkpistolis ;

4. miindi paisumine soojenemisel ;

5. Maa liikumine oma ellipsikujulisel teel,

232. Nimetada méned suurused, millest soltub :
kuubj tdispindala;

tetraeedri ruumala;

silindri tasapinnalise 16ike suur telg;

kauba saatekulu raudteel ;

fotoplaadi ilmutamisté aeg.

Suipes S Rt

233. Nimetada méned suurused, millest séltub:
1. pesu kuivamise aeg;
2. vasara loogi tugevus;
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3. jadva raadiusega silindri tdispindala;
4. jasva korgusega koonuse ruumala;
5. antud rahasumma eest saadava kauba hulk.

234. Nimetada moned argumendid, mille funktsioon on:
ringi sektori imbermaoot;

aritmeetilise rea liige;

kinnises klassis iihele opilasele osanev hapniku hulk;
vee rohk meresiigavusse laskumisel;

voolutugevus juhtmes antud takistuse puhul.

U o 0 by
bR g e SaRE

235. Valjendada valemiga {ihe kaateti soltuvus teisest,
kui hiipotenuus jadb muutumatuks.

Viljendada see soltuvus tabeliga, kui hiipotenuus on
10 cm.

Kujutada seesama soltuvus graafiliselt.

236. Jirgmine tabel annab korrapidrase hulknurga
kiilje pikkuse a séltuvuses kiilgede rarvust », kui pikkus-
ithikuks on hulknurga iimberringjoone raadius:

i
|

n;i‘ 4 1 :)1 6 ' 7 8 ‘ S)‘i 10+

0,42

\
0,68 | 0,62 ‘ 0,52
I

|
: |
a | 173 21,41 |11 | 1,00 4 0,87 iu,w
Kujutada graafiliselt funktsiooni a(n) muutumine. Anda
funktsiooni a(n) avaldis,
237. Jargmine tabel niitab inimese peaaju keskmise
kaalu kasvamist vanusega:

V‘"‘US" 1112531415 6 | 7|8 |09
|
f

aastates : | | |

Peaaju kaal

] | ‘ ‘
; HO 00 | 945 10501095 | 1148 [ 1170 {1180 | 1205 | 1220
g-des | | ‘ | | I

w’ il"l")l_14115'16‘17!1822“

{ | | | |

Vanus
aastates

|

| |

Peaaju kaal {l 1955 | 1241.‘ 1253 ‘1’61»!127541‘_’82; '9,!13051131.)‘1 325
g-des » | 4 |




Kujutada graafiliselt inimese peaaju kaalu kasvamine
vanusega, tarbe korral andmeid tasandades. Missugused
selle kasvamise iseidrasused paistavad silma?

Kui suur on peaaju kaal vanuste puhul 8 kuud, 1 aasta
4 kuud, 4 aastat 6 kuud?

238. Kujutada graafiliselt alljirgneva suuruse muutu-
mine tema avaldises esineva argumendi kasvades etteantud
vahemikus. Avaldise vididrtused arvutada kiillalt tihedalt,
nditeks vottes argumendi viartused 0,5, tarbe korral isegi
0,2 voi 0,1 tagant. Arvutused toimetada sobivalt valitud
arvutus-skeemis nii peenelt, kui seda néuab graafiline to6.

__x+420

1. == e 0220
2. v:iﬁér 0<u<5
3. z:—i—%EZ 0<z<10
L o3=6t—¢ 0<t <6
5 q=25—10p + p* 0<p<10
& x_—_-;&%; 0 <2< 20.

239. Sonastada, eeskiri, ~mille jirgi leitakse z-i vidirtu-
sele vastav funktsiooni viirtus f(z), kui

1. f(z) =(z—38)(z—4) 1. f(x) :%j‘:_g
2 f(z) =a2*—bz+6 7 ) ger
% fla)=vI1—da 6 f(z) =log viFa?
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240. On antud:

1.

2.

3.

4.

5.

f(x) =x*—2x—3

9(z) = ;xtls
j(x) =V a?—3
hiz) = 5"

M) b Ml b

*241. On antud:

LR ) =220

2 G(x) =22—52+6

3. K(z)=23—2z+1

4 L(zx) =log

242. Olgu:

L E'(.’c) :Z+1

2 F(z) =1—3
Jol-ke

Rl 9%

4L H(z) = \8/?—

5. I(z) = log (2% 4 1)

Leida:
F(—1); f(1); £(5).
g(0); g(—1); g(9).
J(2); §(—38); 7 (V 3).
R(0); R(2); Rh(1).
1(10); 1(v 5) ; 1(0,001).

Leida:
F(L+h); F( ).
G@2—h); G+ h).
K(h); K(1+4h).
L(10%) + 1; L(2h).

Avaldada: -

E(z) —1

Ex)+1

[F(z)]®
G(z) —1

log H(x)
10

243. Punkt P liigub tasapinnal nonda, et tema kaugus
y-teljest on 3 korda suurem kui kaugus z-teljest. Avaldada
seos punkti P koordinaatide vahel. Missugusel joonel liigub

punkt

P?

244. Missuguse funktsionaalse seose puhul koordinaa-
tide z ja y vahel punkt (x|y) asetseb vordseil kaugusil

punktidest (—4|0) ja (0]6)?

111



“245. On antud punktid P, = (3 | —2) ja P,== (—1/6).
Punkti P kaugused neist punktldest on PP ¢ o oo Punkt
P liigub tasapinnal nénda, et kauguste PP ¢ o ) “ruutude
vahe on ikka 8. Viljendada vorrandiga punkti P ordi-
naadi soltuvus abstsissist. Missugusel joonel liigub punkt P?

246. Punkt P liigub tasapinnal nénda, et punkti kau-
gus sirgest y = —1 jadb vordseks tema kaugusega punk- ;
tist (0]1). Viljendada vorrandiga punkti ordinaadi séltu-
vus tema abstsissist.

247. Vaatleme koiki moeldavaid ruute, Olgu ruudu
killg téhistatud tdhega ¢, iimbermdot tihega wu, pindala
tdhega S, diagonaal tihega d. Missugused suurustest

a d u S di S:d?

on selles ruutude kogus muutuvad, missugused on jadvad?
Avaldada muutuvad suurused kiilje @ funktsioonina.

"248. Avaldada ringi sektorikujulise kaheksandiku iim-
bermo6ot raadiuse funktsioonina.

*249. Ellipsi suur telg on 1 dm. Avaldada ellipsi viike
telg, fookuste vaheline kaugus ja ellipsi ordinaat fookuse
kohal ekstsentrisuse funktsioonina.

250. y:l»'?;—;l . Kujutada graafiliselt suuruse y muutu-
mine x-i muutudes.

251. y =+ |z|. Kujutada graafiliselt suuruse y muu-
tumine x-i muutudes.

252. y = af 2. Kujutada graafiliselt suuruse y muu-
tumine 2-i muutudes:
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Peatiikk IX.
Lihtsamaid séltuvusliike.

§ 31. Vordeline saltuvus.

Uks sunrus sdltub teisest vordeliselt, kui esimese ja teise snuruse
wvastavate vairtuste suhted on vdrdsed.

Mirgime iihe suuruse véédrtused siimbolitega z,, z,,
z,, ..., teise vastavad viirtused siimbolitega ¥,, ¥, ¥g - - -
Kui y soltub z-st vordeliselt, siis peab olema

AR [ R Ch f
a:, Lo ZTg

Uthtaegu eelmiste vorretega on kehtivad ka vorded

SN e

% Yo Ys
See tdhendab aga, et kui ¥ on vordeline x-ga, siis ka z on
vordeline y-ga. Jirelikult

kahe suuruse vordelisus on nende suuruste vastastikune omadus.

Seepirast voime ridkida teineteisest vordeliselt séltu-
vatest suurustest.

Teineteisest vordeliselt soltuvad suurused on néiteks:
ruudu kiilg ja ruudu iimbermdét; kullakangi kaal ja tema
vidrtus; iihtlase kiiruse puhul séidu aeg ja kaetud tee;
koha siigavus meres ja seal valitsev veerdhk; hoédglambi
polemise aeg ja kulunud vooluhulk.
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Olgu (z,¥,), (%,¥,), (2;1y,),... kahe teineteisest
vordeliselt soltuva suuruse kokkukuuluvate viairtuste paa-
rid. Siis

Wi Cllst o e 1T

x, Xy 3

3

See vorrete jada iitleb, et

vordelise sOltuvuse Kkorral funktsiooni ja argumendi vastavate
vadrtuste suhe on jiddv.

Seda jaavat suhet nimetame vordeteguriks. Tahis-
tame ta tihega a.

Olgu z argumendi mingi vadrtus ja tdhendagu y sellele
vastavat, argumendist vordeliselt soltuva funktsiooni vaar-
tust; siis oeldu jargi

8 =
I
IS

eéhk
, Y=
See tahendab :

vordelise so6ltuvuse korral funktsiooni vddrtus vordub argumendi
vastava vidrtuse ja vordeteguri korrutisega.

Anname argumendile vaartuse 1; siis y — a. Seega:

vordelise soltuvuse korral vordeteguriks on funktsiooni vaar-
tus, mis vastab argumendi viidrtusele 1.

Naide. Olgu ohu temperatuur moodetud iihtaegu
Celsiuse ja Réaumuri jargi kraadides ja saadud esimese
skaala jargi C°, teise jargi R°% Arvud C ja R on vordelised:

< :
C f— ; R.

Vordeteguriks on kordaja 3 ; ta néaitab, et itkks Réaumuri

kraad termomeetri skaalal on vordne % Celsiuse kraadiga.

Tolgendame seost ¥ = ax vorrandina ja tuletame meelde,
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et sellele vorrandile vastab xzy-tasapinnal sirge, mis omab
tousu a ja ldbib koordinaatide alguspunkti. Me nieme siis, et

vordelise sdltuvuse graafikuks on koordinaatide alguspunkti libiv
sirge; selle sirge tdusuks on vordetegur.

Umberpéordult, koordinaatide algust labiva \sirge iga.
punkti ordinaat on selle punkti abstsissi kordne, seega abst-
sissiga vordeline. Jarelikult:

iga alguspunkti libiv sirge (peale telgede eneste) on teatava vor-
delise sdltuvuse graafikuks.

Ulesanded.

253. On antud ring ja temas voetud piirdenurk
ABC = g ning kaarele AC toetuv kesknurk «. Kuidas sgltu-
vad teineteisest nurgad g ja w?

254. Avaldada vordkiilgse kolmnurga korgus h selle
kolmnurga kiilje @ kaudu. Niidata, et ~ on vordeline a-ga.
Kui suur on vordetegur?

255. Suurendagu mikroskoop 1500 korda. Bakter paistab
mikroskoobi all P mm pikana, Missugune on tema t6eline
pikkus p?

Kuidas soltuvad teineteisest arvud p ja P?

256. Maatiiki plaan on joonestatud moodus 1:1000.
Olgu kahe piirikivi vaheline kaugus plaanil & em. Missugune
kaugus K vastab sellele maapinnal?

Kuidas soltuvad teineteisest arvud K ja k?

*257. Kolmnurga kiiljed on 48 e¢m, 32 em ja 64 cm. Kui
suur on selle kolmnurgaga sarnase kolmnurga iimbermaét,
kui ta viikseim kiilg on 48 em?
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*258. Hulknurga iimbermddét on 148 cm ja hulknurga
suurim diagonaal on 15 cm. Kui suur on esimese hulknur-
gaga sarnase hulknurga iimbermdst, kui ta suurim diago-
naal on 120 cm?

259. Allpool on antud rida teineteisest soltuvate suu-
ruste paare. Otsustada, missuguste paaride puhul on tege-
mist vordelise sbltuvusega, missuguste paaride puhul mitte-
vordelise soltuvusega. ;

1. Poolringi iimbermo6t ja ringi labimoot.

2. Kullakangi kaal ja selle kangi vairtus.

3. Ruudu pindala ja ruudu iimbermdot.

4. Hoius ja sellelt saadav aastaintress antud intressi-

médra puhul.

5. Raudteel sditja vanus ja tema pileti hind Tartust

Tallinna.

6. Kolmnurga pindala ja kolmnurga korgus antud aluse
puhul.

7. Silindri ruumala ja silindri raadius antud korguse
puhul.

8. Koonuse ruumala ja koonuse korgus antud pohja
iimbermoodu puhul.

9. Uhtlaselt liikuva keha labitud tee pikkus ja litkumise
kestus.

10. Vabalt langeva keha ldbitud tee pikkus ja langemise
kestus.

260. Olgu y ja z teineteisest vordeliselt soltuvad suuru-
sed ja suuruse x vairtusele 2,4 vastaku suuruse y véirtus
12. Missugune y vairtus vastab a-i vidrtusele 3,47

261. Olgu suurus y vordeline suurusega z ja olgu
y =4, kui x = 5. Anda valem, mis viljendab suuruste z ja
y vahelise seose. Kui suur on vordetegur? Kui suur on v,
kui 2 =272 kui #=1%? Kui suur on z, kui y =367 kui
yi==1,267
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§ 32. Lineaarne soltuvus.

Avaldist az -+ b, kus £ on muutuv, e ja b on konstan-
did ja @ -~ 0, nimetatakse suuruse x lineaarseks
binoomiks ja valemiga y=ax -+ b miidratud funkt-
siooni ¥ argumendi # lineaarfunktsiooniks. Nii-
. siis:
suurus y on argumendi x lineaarfunktsioon, kui ta argumendi

kaudu avaldub valemiga
y=ax+b,

kus « ja & on mingisugused konstandid ja a £ 0.

Kui vordusest
Y = ax + b

avaldame muutuja z, saame

b

|_‘1 Pt
p Ry TR

Leitud avaldis on suuruse y lineaarne binoom. Seega: kui y
soltub «-st lineaarselt, siis ka « soltub y-st lineaarselt; teiste
sonadega, lineaarne soltuvus kahe suuruse vahel on vas-
tastikune; seepirast voime edaspidi riddkida teine-
teisest lineaarselt soltuvatest suurustest.

Lineaarselt soltuvad teineteisest niiteks: raudteerddpa
pikkus ja temperatuur; hoiukassas hoiul seisev rahasumma
ja hoinaeg; ohupallis oleva gaasi ruumala ja temperatuur;
iilespaisatud kivi kiirus ja liikumisaeg.

Selgitame lineaarfunktsiooni

f(z) =ax+ b

avaldises esinevate kordajate tahenduse. Andes argumen-
dile vaartuse 0 saame funktsiooni algviadrtuse

1(0) =10;
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~

seega
* lineaarfunktsiooni avaldises esinev vabaliige kujutab funktsiooni

algviidrtust.

Et leida konstandi o tdhendust, selleks anname argu-
-mendile mingid kaks teineteisele jargnevat ja iih e iihiku
vorra erinevat viairtust, niiteks z, ja x,+ 1. Siis

flz,) =ax,+ b
ja
f(#,+1) = a(@,+ 1) + b =0z, +a + b.

Lahutades teise vorduse pooltest esimese vérduse vastavad
pooled leiame, et

fle, 1% He) n

Tulemusest nshtub, et argumendi kordaja lineaar-
funktsiooni avaldises niitab, mille vorra muutub funktsioon,
kui argument kasvab ii h e iihiku vorra, teiste sonadega :

argumendi kordaja lineaarfunktsiooni avaldises kujutab funktsi-
ooni muutumise Kkiirust.

Néditeid. 1. Olgu koonuse pohja raadius » ja koo-
nuse moodustaja I. Siis koonuse tiispindala S avaldub
‘kujul -

S =arl + a2

S sOltub I-st lineaarselt; pindala S algvaartus on 72 ja
muutumise kiirus on 7.

2. Ellipsi punkti raadiusvektorite summa on vordne
ellipsi suure teljega; seda siimbolites kirjutades saame

iy s R =
millest

T, =—1; 4 2a.
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Me nieme, et ellipsi punkti raadiusvektorid séltuvad teine-
teisest lineaarselt; raadiusvektori algvaartus on 2e¢ ja muu-
tumise kiirus on —1.

Suuruse s mingit juurdekasvu on viisiks tdhistada siim-
boliga As (lugeda: delta s). Siimbol A4 asendab siin sona
,juurdekasv*. Kirjutises As ‘ei saa siimboleid 4 ja s vétta
lahus teineteisest; siimbol As kujutab iiht tervikut just nii,
nagu seda nieme siimbolite log @, sin ¢ ja tan x puhul.
~ Kiisime, mille vorra muutub lineaarfunktsioon y — ax + 0,
kui argument kasvab ldhteviirtusest x alates juurdekasvu
Ax vorra?

Et argumendi lahtevdiartus on &, siis funktsiooni ldhte-
vadrtus on ax + b; et argumendi l6ppvaartus on x 4 4z, siis
funktsiooni loppvairtus on a(x 4 Ax) + b. Seega argumendi
kasvades Az vorra funktsioon kasvab

a(x + dzx) + b — (ax + b) ehk a- Ax
vorra; teiste sonadega: argumendi juurdekasvule Ax vastab
funktsiooni juurdekasv.
Ay = A.’L'.
Selles funktsiooni juurdekasvu valemis ei esine argu-
mendi ldhteviirtus; see tdhendab, et missugusele argumendi

vaartusele juurdekasv Ax ka lisandataks, ikka saab funkt-
sioon iihe ja sellesama juurdekasvu ehk, teisiti,

lineaarse sdltuvuse puhul vérdsetele argumendi juurdekasvudele
vastavad ikka vordsed funktsiooni juurdekasvud.

Anname niitid argumendile rea eri suurusega juurde-
kasve Axz. Juurdekasvude valemist Ay = a - Ax ndeme siis, et

lineaarfunktisiooni puhul argumendi ja funktsiooni juurdekasvud
on vordelised.
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Toestame selle teoreemi poorde:

'kui argumendi ja funktsiooni juurdekasvud on vdrdelised, sike
sbltuvus, on lineaarne.

Toepoolest, olgu x, iiks argumendi erividrtus ja
y, sellele vastav funktsiooni viidrtus; olgu z argumendi
mingi vddrtus ja y sellele vastav funktsiooni véirtus.
Argumendi ja funktsiooni juurdekasvud on vastavalt )

go e xo ja Y e y() .

Eelduse jéirgi nende juurdekasvude suhe on jidv; tihistades
viimast tdhega ¢ saame

y—¥% =a.
€T — xo
Siit
Yy— Y, =0a(z—zx,)
ehk

v =ax + (y,— ax,)
ehk, vabaliiget teisiti tihistades,
y=azx+b,
mida oligi tarvis toestada.
Viimati téestatud lause péhjal on hélpus otsustada, kas

méne tabeliga antud séltuvus on lineaarne véi mitte.
Olgu niiteks antud tabel :

o rmn

el T R R
! ! '

9Ty |
-

@ —4

Koostame selle péhjal juurdekasvude tabeli:

Ax 2 3 5 7
Ay Lk VA K210 il
Ay 5

oL —2 | —2 —2
Az
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Et juurdekasvude suhe on igal pool —2, seega jaiv, siis
antud tabel viljendab lineaarset séltuvust x ja y vahel.
Juurdekasvude valemist

Ay = a «Ax

ndeme, et positiivse .x korral Ay mirk iihtib kordaja e
mirgiga : :

kui ¢ > 0, siis ka Ay > 0,

kui a < 0, siis ka Ay < 0.

Esimesel juhul argumendi kasvades ka funktsioon kasvab,
teisel juhul argumendi kasvades funktsioon kahaneb.

Ulesanded.

262. Poja siindimisajal oli isa 27 aastat, ema 23 aastat
vana. Avaldada

1. seos poja vanuse p ja isa vanuse ¢ vahel;

2. seos poja vanuse p ja ema vanuse e vahel;

3. seos isa vanuse ¢ ja ema vanuse e vahel.

Kujutada kolmel joonisel kolm antud seost.

263. Avaldada piiramiidi tippude koguarv ¢ servade
koguarvu s kaudu. Missugusesse liiki kuulub arvude s ja
t vaheline seos?

264. Avaldada prisma servade koguarv s tahkude kogu-
arvu 7T kaudu. Missugusesse liiki kuulub arvude 7T ja s vahe-
line seos?

265. Missugune sdltuvus valitseb tédisnurkse kolmnurga
teravnurkade vahel?

266. Allpool on antud rida teineteisest séltuvate suu-
ruste paare. Otsustada, missuguste paaride puhul on tege-
mist lineaarse séltuvusega, missuguste paaride puhul mitte-
lineaarse soltuvusega . :
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1. Aritmeetilise jada liige ja liikme kohanumber.

2. Geomeetrilise jada liige ja lilkme kohanumber.

3. Kuubi serv ja kuubi pindala.

4. Kauba brutokaal ja kauba netokaal muutumatu
taarakaalu puhul.

5. Kera liimbermo6t ja kera ruumala.

6. Varda pikkus ja varda temperatuur.

7. Jadva raadiusega silindri tidispindala ja korgus.

8. Esimese n tdisarvu summa ja arv =.

9. Ringjoone kaar ja kaarele toetuv kesknurk.

10. Ellipsi viike telg ja ekstsentrisus antud suure telje
puhul.

§ 33. Lineaarse soltuvuse graaﬁk.

Vorrandi
Y =ax + b

geomeetriliseks vasteks on sirge, mille téus on @ ja algordi-
naat on b. Niisiis:
lineaarfunktisiooni graafikuks on sirge, mille tdus kujutab

funktsiooni muutumise kiirust ja mille algordinaat kujutab funktsi-
.ooni algviidrtust.

Kasvava lineaarfunktsiooni graafikuks on tousev
sirge, kahaneva funktsiooni graafikuks langev sirge.

Sirge, mis kujutab lineaarfunktsiooni muutumist, on
méadratud k ahe andmega. Jirelikult ka lineaarfunktsioon
on miaratud kahe andmega; nendeks andmeteks voivad olla
niiteks funktsiooni algviidrtus ja muutumise kiirus, kaks
funktsiooni ja\ argumendi vastavate viadrtuste paari, voi iiks
funktsiooni ja argumendi vastavate viirtuste paar ja funkt-
siooni muutumise kiirus.

Ulesanne. Kui suur y vastab z-i viirtusele —1,
kui y on argumendi z lineaarfunktsioon ja argumendi

122



vadrtustele 3 ja 7 vastavad funktsiooni vadrtused 11
Jja 24,67 ‘

‘Lahendus. Otsitav funktsioon y avaldub kujul

Y = ax + b)
kus @ ja b on algul tundmatud. Andmete pohjal saame, et
11=a-3}b
ja ‘
24.6 <= a1 B

Lahendades selle siisteemi tundmatute « ja b !suhtes
leiame, et
A dd s g8 S b =308
Jarelikult i
Y= 3,4.’17 - 0,8

ja otsitav viartus on

34-(—1) 40,8
ehk —2,6.

Sama iilesannet oleks voimalik lahendada ka nii, et koos-
tame ldbi punktide (3 |11) ja (7|24,6) mineva sirgjoone
vorrandi ja leiame siis abstsissile —1 vastava ordinaadi.

Nii selles kui ka eelmises paragrahvis oleme ikka eelda-
nud, et argumendi ja funktsiooni vididrtuste kujutamiseks
on kasutatud vérdseid iihikuid. Niitame, et

ka siis, kui abstsissi ja ordinaadi kujutamiseks kasutatakse eri-
nevaid iihikuid, on lineaarse funktsiooni graafikuks sirge.

Toepoolest, olgu u lineaarne funktsioon muutujast z,
nimelt

y =ax + b.

Kujutame teda iiks kord xy-teljestikus, vottes kujutusiihi-
kuks nii iihel kui teisel teljel 1 mm. Saadud punktid (z|y)
asetsevad, nagu teame, sirgel.
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Kujutame sama funktsiooni niiiid XY-teljestikus, vot-
tes kujutusithikuks X-teljel u mm ja Y-teljel » mm.
Siis arv 2 kujutatakse XY-teljestikus 16iguna X = zu mm
Jai iy /A o i B Y — yv mm.
Et viimastest vordustest

X A 4

st ISl L e oy
ja eelduse jargi
Yy =ax4'b,
siis
Y X
t ~a‘u4+b
ehk

Y=a-X+bv
ehk, teiste tihtedega,

Y =AX 4-B.
Me ndeme, et XY-tasapinnal koénesoleva seose kujutiseks
on ka sirgjoon; selle algordinaat B — bv ja tous A — a—g.

Niiitena on joonisel 39 kujutatud soltuvus y = 1,5z + 6
kord ay-teljestikus, kus kujutusithikuks on valitud nii

y i W

15

15 /

12 1l

s B 3 O X

Joonis 39.
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a-teljel kui ka y-teljel 1 mm, teine kord XY-teljestikus, kus
kujutusiihikuks on valitud X-teljel 5 mm ja Y-teljel 2 mm.

Vottes kujutusiihiku » kiillalt viikese saame suuregi
vabaliikme b puhul kiillalt viikese algordinaadi B. Valides

kohaselt suhte : saame suuregi @ puhul joonisel kiillalt
vaikese tousuga sirge.

Ulesanded.

267. Suurus v soltub lineaarselt suurusest « ning v = 3,
kui v =1, ja v =54, kui u = 7. Leida graafiliselt, kui suur
on v, kui w=3 ja kui v =6. Kui suur on u, kui v =176
ja kui v = 8?

268. Suurus s soltub lineaarselt suurusest ¢ ning s = 6,6,
kui t=2, ja s =387,8, kui ¢ =10. Leida graafiliselt, kui
suur on s, kui £t =4 ja kui ¢="17,5. Kui suure ¢ puhul on
8222212 0B 8= 307

269. Kiilinal péleb kiirusega 4 cm tunnis. Avaldada
kiitinla pikkus polemisaja kaudu teades, et kiiiinla algpikkus
on 30 ecm. Missugusele seadusele allub kiilinla pikkuse kaha-
nemine ajaga?

Kujutada graafiliselt konesoleva niahtuse kiik.

Millena kujuneb joonisel kiiiinla polemise kiirus?

270. Kell 15 niditas kraadiklaas 3,5 kraadi sooja. Siit
peale langes temperatuur iihtlaselt iga tunniga 0,8 kraadi.
Anda valem temperatuuri ¢ arvutamiseks n-nda tunni
lopuks (15 < n < 24).

Kujutada graafiliselt temperatuuri muutumme ajaga.

Missuguse valemi ja graafiku me saaksime, kui tempe-
ratuur poleks langenud, vaid oleks téusnud iihtlaselt iga
tunniga 0,8 kraadi?
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=2 com- 271. Arvutada joonisel 40 niida-
tud kujundi pindala S. Koostada
moénede wS-viddrtusepaaride tabel ja
- kujutada graafiliselt pindala S muu-
é tumine pikkuse x muutudes. Kuidas
sOltub pindala S pikkusest 2? Kui
suur on S, kui z = 3,67 Missuguse
Joonis 40. x2-1 vadrtuse puhul S =50? Leida
pindala S viikseim viairtus.

272. Arvutada joonisel 41 nii-
datud kujundi pindala S. Koostada
moénede aS-vaidrtusepaaride tabel
Jja kujutada graafiliselt pindala S
muutumine pikkuse = muutudes.
Milline on pindala S séltuvus
pikkusest 2? Kui suur on S, kui
*=06,47 Kui suure 2-i viirtuse S o
puhul S =42? Leida pindala S
suurim ja viikseim vairtus.

le— X C—=

8 em

4

~—4 cm—>

8 om

~<—- X CI—=

Joonis 41.

273. Lanale asetatud keti iiks osa ripub iile laua serva
alla. Kuidas soltub laual oleva keti osa pikkus allarippuva
osa pikkusest, kui kett libiseb idile laua serva alla?

274. Lahendada graafiliselt ja numbriliselt iilesanne:
Tigu ronib péeval puud mésda viis jalga iiles ja 6osel kolm
jalga alla. Mitmendal pieval ta jouab puu latva, kui puu
on 12 jalga korge?

275. Jalakiija sammub kiirusega 6 km tunnis Tartust
Voru poole, puhkab 1 tunni jérel 15 minutit, sammub edasi
2 tundi endise kiirusega, puhkab 30 minutit, sammub edasi
3 tundi sama Kkiirusega, puhkab 45 minutit jne. Kolmanda
tunni I6pul alustab oma teekonda samas suunas ja samast
lahtekohast suusataja, liikudes 9 km tunnis.
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Kujutada iihel ja samal joonisel jalakiija ja suusataja
graafilised litkkumisplaanid.
Leida aeg ja koht, kus suusataja jouab jalakiijale jarele.

§ 34. Lineaarne interpolatsioon.

Olgu antud argumendi ja funktsiooni kokkukuuluvaté
vaartuste tabel: '

|
\
Argument zy Ly |

Funktsioon o Yz AT RS,

|

ot yom)
ja mingi tabelis mitte esinev argumendi viidrtus z tabeli
vaartuste #, ja x, vahel. Kiisime, missugune funktsiooni
vaartus y vastab antud z-le?

Kiisimuse lahendamiseks kujutame tabelis seisvad viir-
tusepaarid punktidena..., P,, P, ... zy-tasapinnal. Kui
vadrtusepaare..., (z,y,), (z, 9,),... on tabelis kiillalt
palju ja kui nad on antud kiillalt tihedalt, siis saame kiillalt
arvuka ja tiheda punktide kogu. Punkte. . ., B g e RO
nega iihendades saame tabeliga miiratud funktsiooni graa-
fiku. Kujutades antud z-i vairtuse abstsissina z-teljel ja
mootes dra sellele abstsissile vastava ordinaadi saamegi
funktsiooni néutava viirtuse.

Praegu kirjeldatud votet funktsiooni vidrtuse leidmi-
seks etteantud argumendi védrtusel nimetatakse graafi-
liseks interpolatsiooniks.

Kirjeldatud graafilise interpolatsiooni véotte kasutamine
porkab raskustele, kui punkte funktsiooni graafiku joonis-
tamiseks on vihe ja nad asetsevad héredalt. Sel puhul on
raske 6elda midagi kindlat funktsiooni graafiku kuju kohta.
Sel juhul kasutame funktsiooni graafiku asemel punktidest
P = (x,|y,) ja P,=(x,|y,) Ildbipandud sirgjoont ja
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médrame selle kaudu abstsissile « vastava ordinaadi. Juhul,
kui funktsiooni graafiku kaar punktide P, ja P, vahel eri-
neb vaid viahe koolust P P, , annab vote kull hglkaudse, kuid
rahuldava tulemuse; viga : on viike. Juhul aga, kui funkt-
siooni graafiku kaar P P, erineb tunduvalt ké6lust P,
on vahe funktsiooni toehse Ja leitud vadrtuse vahel suur,
viga ¢ suur ja seepirast tulemus mitte usaldatav (vt. joo-
niseid 42 ja 43).

Joonis 42. Joonis 43.

Interpolatsiooni sirgjoone abil nimetatakse lineaar-
seks interpolatsiooniks.

Koigis arvuliste viirtuste tabeleis antakse andmed ikka
niivord tihedalt, et on vdimalik interpolatsiooni teostada
lineaarselt.

Graafiline interpolatsioon on vordlemisi aegandudev ja
tiillikas toiming. Kui on véimalik seda teostada lineaarselt,
siis voib joonestamisto6 hoopis dra jitta ja néutava funkt-
sioonj védrtuse leida arvutamise teel. Toepoolest, punk-
tidega P, ja P, madratud sirgjoone vorrand on

ol WS | Vol o
-L‘—-—.’Il Ty — Xy



ehk, teisiti kirjutatult,
Ty — & S s
& —x, T ;

See vordus iitleb vaid, et lineaarse séltuvuse korral argu-
mendi ja funktsiooni kasvud on vordelised.

Nii argumendi vééirtuste vahet a, — , kui ka funktsiooni
vadrtuste vahet y,— Y, saame arvutada tabeli andmeist.
Vahe Az = 2 — &, on argumendi parandus, mida peame
lisama argumendi l1ihtevidirtusele z,, et saada antud
vadrtust =&, + dz. Selle paranduse saame arvutada
andmeist. Vahe Ay =y — y, on funktsiooni parandus,
mida peame lisama funktsioonj lihteviirtusele Y,, et saada
noutavat visdrtust y = Y, + 4y. Ulevaatlikkuse méttes paigu-
tame Kkirjutised nii:

Xy Y—Y,
Az Ay
&g — 24 Yo— WY1
Az % [ A
Ay =L"" 4,
Ty — &y

Selgitame vétet méne iilesande najal.

Ulesanne 1. Arvudele
7 8 9 10 3 3 U

vastavad ruudud
e 49020 @i BT s FO08 - SRR
Missugune ruut vastab arvule 9,6?

Lahendus. Arv 9,6 on 9 ja 10 vahel, Seega 9,62 —
= 81 - parandus. Vahede tabel on meie juhul

10—9=1 100 — 81 = 19
9,6 —9 = 0,6 4y
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ehk, lithemalt,

1 19
0,6 Ay.
Seega
1 19 19
. 6’*6 "—"—ATJ ehk Ay 2= T P 11,4
ja

y=281-411,4=92/4.
Oige 9,62 viirtus on 92,16, seega leitud védrtuse viga on
0,24 ning relatiivne viga

i) Sl o
m ~ 0,0026 ~ 30/00.
Ulesanne 2. Arvudele
2 A A eeA: £ R e QR DV
vastavad ruutjuured
i f 8 9 10 T1

Kui suur on v 70?

Lahendus. Arv 70 on 64 ja 81 vahel. Seega v 70 =
= 8 - parandus. Vahede tabel on meie juhul

81 —64 =17 9-8=1
70 —64 =6 Ay
¢hk, liithemalt,
17 1
6 Ay.
Seega
17 1
6 a4y
ehk dy==~.6=2 —035
17 17 ¢
ja v 70 =8 4 0,35 = 8,35.
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Oige V70 viirtus (kahe kiimnendkohaga) on 8,37, seega
leitud vadrtuse viga on 0,02 ehk relatiivne viga limmargu-
selt 0,02: 8 ehk 1%.

Ulalseletatud véte leiab rakendamist téotamisel iga-
suguste tabelitega, muude hulgas logaritmide tabelitega.
Neis on tavaliselt eri tulbas mirgiga P. p. (see tdhendab
ladina keeles Partes proportionales ehk ,vordelised osad“)
antud valmisarvutatud parandused.

Ulesanded.

276. Kell 9.00 oli 6hu temperatuur —3,6%, kell 12.00 vas-
tavalt +2,8°. Kui suur toendoliselt oli 6hu temperatuur
kell 10.20?

*277. Temperatuuril 70° lahustub 100 osas vees 138 osa
salpeetrit, 80° juures vastavalt 169 osa. Mitu osa salpeetrit
lahustub 100 osas vees temperatuuril 74°?

278. Temperatuuril 14° lahustub 1 liitris vees 826 liit-
rit ammoniaaki, 20° juures aga 715, Mitu liitrit ammoniaaki
lahustub 1 liitris vees 15° juures?

*279. Kilomeeter vaskjuhet kaalub 10,18 kg, kui traat on
labimooduga 1,2 mm, ja 11,95 kg, kui traat on libimooduga
1,3 mm. Kui palju kaalub kilomeeter vaskjuhet 1libimdo-
duga 1,26 mm?

. DA
280. Teades, et 23 = 8 ja 33 = 27, leida Vv 20. Kui suur
on leitud védrtuse viga?

281. sin 30° =34, sin 45° =3 \/ 2. Leida lineaarse inter-
polatsiooni abil sin 35° Kui suur on leitud vddrtuse viga?
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282. Kasutades tdisarvude ruutude tabelit arvutada line-
aarse interpolatsiooni teel
v17, V53 V178 ja V120
védrtused ja leida nende viaidrtuste viga ruutjuurte tabeliga
vordlemisel.

283. Kasutades tdisarvude kuupide tabelit leida hne- :
aarse 1nterpolats100n1 teel

\/9, v30, v"ﬁ ja v198
vadrtused ja arvutada nende vidrtuste viga kuupjuurte
tabeli jargi.
284. Asetada arvude 3 ja 10 vahele 5 arvu, mis koos
antutega moodustavad aritmeetilise jada. Niidata, et vote

iilesande lahendamiseks on samane lineaarse interpolat-
siooniga.

285. On antud vérrand f(x) = 0. Vidirtuse vz =—1
proovimisel vorrandi vasak pool on 0,7 ja & = 2 proovimisel
on ta —0,2. Kui suur iimmarguselt on vérrandi lahend?

§ 35. Poordvordeline sdltuvus,

Uks suurus sdltub teisest poordvordeliselt, kui nende suuruste
vastavate viirtuste korrutised on vordsed.

Mérgime iihe suuruse viirtused stimbolitega z,, Z,
@, ... ja teise suuruse vastavad viirtused sumbohtega

Yy Yo Yp +-. Kui y soltub z-st poordvordeliselt, siis peab
olema

BYy = Boly = XYy = . . »
Uhtaegu nende vordustega kehtivad vordused
Yy =Ygy =Yg =
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See tahendab aga, et kui y on pdordvordeline z-ga, siis
ka 2 on poordvordeline y-ga. Jarelikult

kahe suuruse podrdvdrdelisus on nende suuruste vastastikune
omadus.

Seepdrast on lubatav ridskida teineteisest poord-
vordeliselt soltuvatest suurustest.

Teineteisest poordvordeliselt sdltuvate suuruste niiteina
olgu nimetatud jargmised: kahe linna vahelise tee s6itmi-
seks kuluv aeg ja s6idukiirus; antud gaasihulga ruumala ja
gaasi tihedus; galvani elemendist saadava voolu tugevus ja
ahela takistus.

Olgu (=, ¥,), (z, ¥,), (%, v,),... kahe teineteisest
poordvordeliselt soltuva suuruse kokkukuuluvate vidrtuste
paarid. Siis

Ty = WYy =gl = ...
See vorduste jada iitleb, et

poordvordelise soltuvuse korral funktsiooni ja argumendi vasta-
vate viidrtuste korrutis on jidv.

Téhistame selle jaiva korrutise tihega a.

_Olgu = argumendi mingi véirtus ja tdhendagu y sellele
vastavat, argumendist podrdvordeliselt séltuva funktsiooni
vaartust; siis oeldu jéargi

Y =
ehk

a
y=—z.

X
Kirjutades seda kujul
1
¥y=0;—
naeme, et
pioordvordelisuse puhul funktsioon on vdrdeline argumendi
pddrdarvuga.
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Ulesanded.

286. Kahe linna vaheline tee on s kilomeetrit pikk.
Kasutatav mootorratas lubab muuta soidukiirust v piirides
20. km/t, kuni 80 km/t. Missugustes piirides muutub seejuu-
res soidukestus ¢?

Avaldada séidukestus ¢ suuruste s ja v kaudu.

Kuidas soltub séidukestus ¢ soidukiirusest » muutuma-
tuks jadva s puhul?

Kuidas soltub soidukestus ¢ séidetud tee pikkusest s
muutumatuks jidva v puhul?

287. Kruvikeerme téus on » mm. Avaldada p em pikkuse,
kruvi keermete arv z,

Kuidas olenevad teineteisest arvud A ja n?

288. Teatava t66 kordasaatmiseks kulub N inimesetoo-
péeva. Sooritagu selle t66 4 inimest p pdeva jooksul. Aval-
dada arv p arvu ¢ kaudu ja arv ¢ arvu p kaudu. Kuidas s6l-
tub arv p arvust ¢? arv i arvust p?

289. Leida, missugustes jérgmistes suurusepaarides
esinevad teineteisega poordvordel ised suurused.

1. Jédva pindalaga roopkiiliku alus ja korgus.

2. Jadva alusega kolmnurga pindala ja kéorgus.

3. Vankriratta 14bimoot ja ratta posrete arv antud
pikkusega tee kulgemisel.

4. Gaasi ruumala ja gaasi rohk jadva temperatuuri
puhul,

5. Pliiatsi hind ja pliiatsite hulk, mille saab osta kindla
rahasumma eest,

6. Nurk ja selle korvunurk.
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§ 36. Poordvordelise sdltuvuse graafik.

Vaatleme, missugune graafik vastab poordvérdelisele
soltuvusele. Selle soltuvuse valemis

a

Hrai

xZ

esinev konstant a voib olla kas positiivne v6i negatiivne.
Kui @ on positiivne, siis —a on negatiivne. Valemeid

a .
¥ = o R e

‘vérreldes nieme, et vordsete @-de korral y-d erinevad vaid
mirgilt. Jarelikult konesolevate sdltuvuste graafikud on
siimmeetrilised «-telje suhtes. Seepdrast piisab soltuvuse

a
U

graafiku uurimisest positiivse a korral.
Valemeid
7 e 1
Yissmem )3 Ys= o
vorreldes nieme, et vordsete x-de korral esimese funkt-
siooni y vidrtus on teise védrtuse a-kordne. Jarelikult esi-
mese funktsiooni graafiku ordinaadid saadakse korrutades
teise funktsiooni graafiku ordinaate iihe ja sellesama tegu-
riga. Seepirast piisab funktsiooni
3=
graafiku uurimisest.

Otsime punkte, kus selle funktsiooni graafik Ioikab telgi.
Abstsissteljel on y = 0. Funktsiooni avaldisest nihtub, et
ei leidu z-i viartust, mille puhul y on 0. Samuti ei leidu y
viirtust, mille puhul z on 0. Jérelikult

poordvordelise sdltuvuse graafik ei 16ika telgi.
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Vordusest y = %nﬁ,fhtub, et abstsiss ja ordinaat peavad
ikka olema iihe ja sellesama mérgiga; see tihen-
dab, et graafiku punkte on ainult I ja III veerandis.

Rahuldagu véértusepaar «, ja y, vordust y :—;—. Siis
rahuldab seda vérdust ka vadrtusepaar —%, ja —y,. Punk-
tid (z,]y,) ja (—=, | —y,) on aga siimmeetrilised koordi-
naatide alguse suhtes; kui esimene punkt on I veerandis,
siis teine on III veerandis. Jarelikult

soltuvuse y — i graafiku osa ¥II veerandis on koordinaatide
x
-alguse suhtes siimmeetriline graafiku osaga I veerandis.

Nii ndeme, et piisab soltuvuse y = % graafiku tundmisest
I veerandis. Viimase Jjoonestamiseks anname z-le vadrtused

g  H e B
leiame vastavad y vaiartused
4,2, 1, 3, 1

5

4

3

2

1 ja kujutame vadrtusepaarid

Al o (2]4), (]2), 1|1,
(2]3), (4]3)

graafiliselt punktidena. tthen-

z dades punktid pideva joone

Joonis 44. abil saame kovera, mida

ndeme I veerandis Jjoonisel

44, Ehitades saadud Jjoonele siimmeetrilise koordinaatide

alguse suhtes saame kahest harust koosneva kévera (joo-

nis 44), mida nimetatakse hiiperbooliks ehk, tdpse-
malt, risthiiperbooliks.

Vastandina kinnistele kéveratele, nagu ringjoon ja
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ellips, on hiiperbool nagu paraboolgi lahtine kdver,
see tdhendab, et liikudes hiiperbooli mooda ikka iihele poole
me ei joua kunagi ldhtekohta tagasi.

Vastandina pidevatele joontele, nagu sirgjoon ja.
ringjoon, on hiiperbool katkev kover, sest liikudes piki
hiiperbooli iiht haru pole véimalik jouda teisele.

Joonisest 44 ndhtub, et abstsissi kasvamisel hiiperbooli
ordinaat jarjest viaheneb; see tihendab, et hiiperbooli haru
jarjest ldheneb abstsissteljele, ilma et ta kunagi omaks selle:
teljega iihiseid punkte. Niitame, et hiiperbooli haru tuleb
abstsissteljele nii ldhedale, kui iganes tahame, kui aga
abstsiss on kiillalt suur. Téepoolest, hiiperbooli punkti (z | )
kaugus abstsissteljest on y. Et see kaugus saaks viiksemaks.
naiteks arvust 0,000001, on vaid tarvis votta « > 1 : 0,000001
ehk z > 1000000.

Et iihtaegu vordusega y :;a on kehtiv ka vordus :%,

siis koik, mis on oeldud hiiperbooli ldhenemise kohta x-tel-
jele, jadb kehtima ka hiiperbooli ldhenemise kohta y-teljele.

Sirget, miilele kdver tuleb ja edaspidi ka jidb kuitahes lihedale,.
nimetatakse kovera asiimptoodiks.

Seega:
hiiperbeoli y = _1“ asiimptootideks on koordinaafide teljed.
z
Koik hiiperbooli ¥ = l kohta Geldu kehtib ka hiiperbooli
Y= : kohta.
Kokkuvottes:

poordvordelise sdltuvuse graafikuks on risthiiperbool, mille-
asiimptootideks on koordinaatide teljed.
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Ulesanded.
290. Joonestada hiiperbool Y= ":‘

291. Hiiperbool y= - libib punkti (2]8). Leida
kordaja a.

292. Leida, missugused punktidest (514,8), (0,5]36)
2

Ja (0,4 |60) asetsevad hiiperboolil Y :74.
293. Leida hiiperbooli ay = 32 punkti ordinaat, kui
punkti abstsiss on 2, 4, 8, 10.

294. Leida, kus Idikuvad jooned zy =25 ja 2 —y —=3.

“295. Leida joonte xy = 3 ja 2& —y 4 1 = 0 16ikepunk-
tide vaheline kaugus.

296. Niidata, et sirge « + 4y = 8 puudutab hiiperbooli
2 Bt 5

297. Ringis raadiusega 5 e¢m on véetud punkt P kau-
gusel 3 ecm keskpunktist. Seda punkti ldbib k661 MN. Aval-
dada kodlu 16igu MP =y soltuvus Idigust NP =z, kui
ko0l poorleb iimber punkti P, Kujutada see sdltuvus graa-
filiselt.

298. Kujutada graafiliselt voolu tugevuse séltuvus
Juhtme takistusest, kui vooluallika pinge on 4,5V,

Leida saadud graafikust, kui suur on voolu tugevus, kui
Juhtme takistus on 2,8 0. Kuij suure takistuse puhul on
voolu tugevus 6,4 A?

299. Kui suure abstsissiga punktist alates saab ja jaab
hiiperbooli y = > ordinaat viiksemaks kui 0,012 — viik.
semaks kui 0,001?
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§ 37. Liht-ruutsoltuvus.

Olgu (2, 7,), (@p¥y), (@p¥Uy) .. argumendi ja funkt-
siooni kokkukuuluvate vairtuste paarid ja olgu

O oalignest YR
ol 2q° Ty

2

(83

See vorduste jada iitleb, et funktsiooni ja argumendi
ruudu suhe on jaav ehk teisiti, e¢ funktsioon
on vordeline argumendi ruuduga.

Sdltuvust, mille puhul iiks suurus on vdrdeline teise suuruse
ruuduga, nimetatakse liht-ruutséltuvuseks.

Tihistades suhte y :2? jadva viidrtuse ehk vordeteguri
tidhega a saame
Y =a2d

Funkisiooni, mis avaldub argumendi ruudu kordsena, nimeta-
takse liht-ruutfunktsiooniks ehk liihidalt ruutfunktsiooniks.

Niiteks on ringi pindala S raadiuse » ruutfunktsioon, sest
Si=nr

Samuti on kuubi tdispindala T serva s ruutfunktsioon, sest
e

Vaadeldav ruutsdltuvus p ole muutuvate suuruste vas-

tastikune omadus, sest kui y = ax?, siis ¢ = iV’Z‘ , mitte
aga @ = const * y*.

Kisiteldava soltuvuse iseloomustavamaks omaduseks on
see, et

argumendi x kasvamisel k korda ruutfunktsioon ax? kasvab &*
korda.
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Toestuseks anname z-le mingi eriviirtuse z,; selle kas-
vamisel k-kordseks saab @ erivisrtuse kz,. Arvutades vasta-
vad y véidrtused nieme jérgmist:

kui z =z, siis ¥y = ax?
kui 2 = kz,, siis y= a(kx,)?
ehk y=1F2. azx?,
mis on endise y vidrtuse k*kordne,

Kui nditeks kuubi serv kasvab 1,4 korda, siis kuubi tiis-
pindala kasvab 1,42 ehk 1,96 korda.

Umberpéordult :

kui argumendi kasvamisel k& korda funktsioon kasvab k2 korda,
siis funktsioon on vordeline argumendi ruuduga.

Toestuseks arutame nii:
Olgu %, moni kindel argumendi vadrtus jaz mingi
argumendi viirtus; tihistame jagatise % tdhega %, nii et
‘1

X = ke, ja vastavalt f(z) = f(kz,).
Eelduse jargi
flhz) =k - f()),

seega
(@) =k f(a,)
ehk
@) =2 - £y

ehk

— fiz)
fz) = Tl._} x2,

Tahistades jasva teguri vérduse paremal poolel tihega a
saame

f(x) = ax?,
mida oligi tarvis tdestada.
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Jaav tegur @ vOrduses ¥y = ax®> on mdaaratud, kui on
teada iiks paar vastavaid argumendi ja funktsiooni vairtusi.
Olgu niiteks see paar v = 1,3 ja y = 0,7. Siis

Ol == +:1; 3%
ekk
0,7 = 1,69¢,
millest
PR gt B )7
1,69 ’ ’
seega
: y = 0,4142a2.
Ulesanded.

300. Vork koosneb n rohtsihis ja = piistsihis niidist.
Avaldada s0lmede arv s.

Kujutada arvu s muutumine arvu n muutudes vahemikus
n = 2 kuni n = 10.

*301. Klassis on n oOpilast. Nad lepivad kokku omavahel
endi piaevapilte vahetada, nii et igaiihel oleks enese ja koigi
oma Kklassikaaslaste pildid. Mitu pildi-dratommet peab
pievapiltnik valmistama?

Kujutada dratommete hulga p muutumine Gpilaste arvu
» muutudes 19-st 38-ni.

302. Avaldada ruudukujulise plaadi mass tema paksuse
h, serva s ja aine tiheduse ¢ kaudu.

Kuidas muutub plaadi mass tiheduse ¢ kasvamisel 2,
38, 4, ... -kordseks? paksuse k kasvamisel 2, 3, 4, ... -kord-
seks? serva s kasvamisel 2, 3, 4, ... -kordseks?

303. Teemandi vaidrtust voib lugeda ligikaudu vordeli-
seks tema kaalu ruuduga. Avaldada seos teemandi kaalu %,
tema viidrtuse » ja tema kaaluiihiku hinna A vahel. Selgi-
tada valemi métet arvuliste ndidetega.
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304. Perenaisel on kaks silindrikujulist biskviidivormi.
Teise vormi libimost on 13 korda viiksem esimese 1abi-
moodust, selle eest on teise vormi stigavus 2 korda suurem
esimese sii‘gavusest. Kuidas suhtuvad esimese ja teise
vormi ruumalad ?

*305. Vedelik, mis tiidab pudeli 10 e¢m koérguseni, vala-
takse purki, mille 15bimésst on 2 korda suurem pudeli libi-
moddust. Missuguse kdrguseni tdidab vedelik purgi?

§ 38. Liht-ruutssltuvuse graafik,

Nagu teame, esitab vérrand Yy=ax* parabooli,
tdpsemalt ruutparabooli. Seega :

liht-ruutsdltuvuse y — ax? graafikuks on parabool, mille hari-
punktiks on koordinaatide algus ja siimmeetriateljeks y-telg.

Et vorduses y — ax? tegur @* on alati positiivne (kui
* 3= 0), siis positiivse ¢ korral on kéik y viirtused positiiv-
sed, negatiivse a korral negatiivsed. See tihendab, et

positiivse a korral soltuvuse y —ax? graafik asetseb iilalpool
abstsisstelge, negatiivse a korral allpocl abstsisstelge.

Paneme tihele, et vorranditega y = az® ja y=—aa2
médratud ordinaadid iihe ja sellesama a-i puhul erinevad
vaid mérgi poolest. Jarelikult kéverad y = az? ja Y= —ax?
on siimmeetrilised z-telje suhtes. Seega piisab kovers Y = ax?
uurimisest positiivse korral.

Vaadeldes vérrandeid Y=a® ja y—=ax® ndeme, et teise
kovera ordinaadid saadakse esimese kovera ordinaatidest
korrutades neid iihe ja sellesama teguriga a. Seepirast Jjoo-
nestame kéigepealt séltuvuse y =a* graafiku (joonis 45).
Korrutades saadud Jjoone ordinaate teguriga ¢ saame séltu-
vuse y = az? graafiku.

Joonisel 45 on kujutatud paraboolid

Y=2 y=2x y=pa?
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Mida suurem on kordaja a, seda jarsemalt parabool tou-
seb, seda ,teravam‘ ta on. Mida vaiksem on kordaja a, seda
aeglasemalt parabool tduseb, seda ,lamedam® ta on.

Joonestades paraboolile ¥y = az? z-telje suhtes siimmeet-
rilise kovera, saame sOltuvuse y = —aa® graafiku (joo-
nis 46).

y
.
y
g=ax*
} !
' !
\ 1
\ /
\ ’
\ ’
\ ’
\ ’
\‘ A
. 7
N ’
\\ f’
S W, v
4. =3 =2 ~f x y=-ax*
Joonis 45. Joonis 46.

Parabooli y = ax? saab joonestada ka y viidrtusi arvuta-
mata parabooli fookuse ja juhtjoone jéargi; parabooli para-
meeter p = 1 :2a, seega parabooli fookuseks on punkt

A s 2 X 1
F=(0 11711«) ja juhtjooneks sirge y = — .

Ulesanded.

306. Arvutada kordaja a parabooli vorrandis y = ax?,
kui parabool ldbib punkti (2 ]12).

307. Kui kaugel teineteisest on parabooli y =4 2* punk-
tid, millede ordinaat on 4 ?
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308. Kui pika koolu moodustab sirge x + 2y = 0 para-
boolis y = 1x2?

309. Leida parabooli ¥y = 0,822 16ikepunktid sirgega
32z 4 y+32=0.

310. Niidata, et sirge 22 —2y—1 =0 puudutab para-
booli y = 322 :

311. Néidata, et parabooli y = ax® punkti kaugus punk-

tist (0 '_412) on niisama suur, kui selle punkti kaugus sir-

1
gesty:—E.

312. Leida, kus 16ikuvad jooned y=0,2522 ja
Y = 2x -+ 21.

313. Kus Idikuvad parabool Yy =3x® ja sirge 38z 4
+ 5y =1,2?

314. Joonestada parabool y = a2 ja sirge y =2z —5.
Leida jooniselt nende joonte loikepunktide abstsissid.

315. Joonestada parabool y = a2 ja sirge y =bx + 4.
Leida jooniselt nende joonte 16ikepunktide koordinaadid.

316. Mitu iihispunkti on paraboolil ¥ = a2 koordinaa-

tide algusest 13bi mineva sirgega y = max ja missugused on
nende dihispunktide koordinaadid?

§ 39. Uld-ruutsdltuvus.
Avaldist

ax? 4 bx + ¢,

kus @ =40 ning @, b ja ¢ on mingid konstandid, nimetatakse
Suuruse * ruuttrinoomiks.

Olgu @ ja y kahe muutuva suuruse kokkukuuluvad vidr-
tused ja avaldugu teine neist esimese ruuttrinoomina, nii et

Yy =az?> 4 bz }c.
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Sel puhul nimetatakse zy-soltuvust tild-ruutsdltu-
vuseks ja funktsiooni y tema argumendi # iild-ruut-
funktsiooniks. Niisiis:

Kui suurus y avaldub muutuja x ruuttrinoomina, siis nimetame
xy-soltuvust iild-ruutsdltuvuseks.

Niiteks on 6oneskera kesta ruumala V vilisraadiuse 7 ja
kesta paksuse h puhul vilisraadiuse ruutfunktsioon:

V = 4dahr? — 4ah®r 44 =h?.

Samuti on korguselt s, vertikaalse algkiirusega v, iiles pai-
satud keha korgus maapinnast liikumisaja ruutfunktsioon:
8 = 8, + vt — gt3,

kus g on raskuskiirendus 9,81 m/sek?

Avaldades vordusest y = ax® 4+ bx -4 ¢ suuruse x nideme,
et ¢ ei avaldu y ruuttrinoomina; jirelikult
kahe suuruse ruutsdltuvus ei ole suuruste vastastikune
omadus,

Kui argumendi viartus kasvab & korda, siis esimene
liige ax?® ruutfunktsiooni avaldises kasvab %? korda, teine
k korda ja kolmas ei muutu iildse; seega funktsioon ei
kasva k® korda, nagu liht-ruutséltuvuse y = axz? puhul.

Nagu iilal nigime on liht-ruutséltuvuse graafikuks alati
parabool Niitame, et ka iild-ruutséltuvuse graafikuks
on parabool, ainult teise paigutusega zy-tasapinnal, kui liht-
ruutsdltuvuse puhul.

Selleks teisendame vordust y = ax? + bx 4 ¢ nii, et selle
parem pool oleks tidisruut. Seda teeme jirgmiselt:

yza(xz—kg) i
ehk

e 2 b b2 b2
y=a@+2 5.2+ )+ (c—g)
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ehk ,
y=a(z+ %)2+ (c—%)

ehk

.

2a

L
Vétame abiks uued muutujad X ja Y nii, et

B2
?I—(C—E) =a(z 4

X=o+y
ja
Y=y— (c— 5; )
Eespool saadud vordus votab siis kuju
X X8,

Vaatleme korvuti @-i ja y-ga ka X-i ja Y-d koordinaatidena.
Nagu niitab X-i avaldis, saadakse uus abstsiss X endisest,

liites sellega arvu 2%; teiste sonadega, lugedes abstsisse
X mitte punktist O, vaid uuest algusest, mille abst-

siss on --2%; uus ordinaat Y saadakse endisest, lahutades

sellest arvu c—Z—Z; teiste sOnadega, lugedes ordinaate

Y mitte punktist O, vaid uuest algusest, mille ordinaat on

9

¢——. Valime niiiid uue
A 4a

koordinaatide teljestiku (joo-
i nis 47), mille algus on punktis

Yo—
1 2a 4a”’

5 ja mille teljed O X ja O)Y
¢-3a 0, ; on vastavalt roobiti telgedega
Oz ja Oy. Uuritava kévera
—O[ % Jz s vorrand avaldub uutes koor-
a dinaatides kujul
Joonis 47. ¥ aX%)
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see vorrand aga esitab parabooli, mille teljeks on sirge
X =0 ehk, teisiti, = ——2% ja mille haripunktiks on uus
algus O, ehk, teisiti, mille haripunkt on

b b2
OIE (——- E!C—';—a ).
Kokkuvottes :

soltuvuse y — ax2 4 bx 4 ¢ graafikuks on piist-teljega parabool,

2
aitile inripuikt! koordinasdid on o 2. iy g TEL
2a 4a

tTlesanne. Valmistada soltuvuse

y=—0522 4 do —2
graafik. '

Lahendus. Teisendades antud seost iilalseletatud vii-
sil saame jérjest:
Yy =—0,5(x>—8zx) —2
y=—05(x*>—8x+16) —2+ 8
y=—05(x—4)2+6
Yy—6=—05(x—4)2

Vottes uued muutujad X ja Y nii, et
X=2—4 ja Y=y—8,
saame vorrandi

Y =—0,6X2

See vorrand esitab parabooli, mis on oma kumerusega poo-
ratud iilespoole, Témbame ldbi punkti O, = (4|6) uued tel-
jed O X ja O,Y ning joonestame esiteks  parabooli
Y — — X2, Kui selle parabooli ordinaadid poolitame ja lei-
tud punktid iihendame kovera joone abil, saame ndutava
graafiku.
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Ulal nagime, et parabooli

y=ax*+bxr+c

haripunkti abstsiss on —zb—a ja ordinaat on c—Z—;. * Kor-
daja @ ja avaldised ——% TH 6 4; masravad parabooli

kuju ja asukoha. Uurime ldhemalt siin esineda vdivaid juh-
tusid.

Vottes parabooli haripunkti uueks alguseks O, ning X- ja
Y-teljed vastavalt roobiti - ja y-telgedega saime parabooli
vorrandi kirjutada kujul

Y2 gX>

Kordaja ¢ mark miarab parabooh kume-
ruse suuna:

~ kui @ > 0, siis parabool on allapoole kumer;
kui @ < 0, siis parabool on iilespoole kumer.

Kordaja @ absoluutviirtus miasrab para-
booli kuju:

suure |a | puhul on parabool kitsas ja ,,terav*,
véikese |a | puhul on parabool lai ja ,lame*.

Parabooli siimmeetriateljeks on Y-telg ehk sirge vorrandiga
X = 0 ehk sirge
b= o

Kui b ja @ on iihesuguse maérgiga, siis x < 0 ja parabooli
stimmeetriatelg asetseb vasakul pool y-telge. Kui aga b ja a
on erinevate markidega, siis « > 0 ja parabooli siimmeetria-
telg asetseb paremal pool y-telge. Parabooli haripunkti ordi-
naat ¥ =0 ehk endistes koordinaatides

2

yzc_-ia,
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ehk

4ac — b2
4a i

4ac — b2
4a

pool z-telge; kui aga

Kui > (0, siis asetseb parabooli haripunkt #ilal-

4ac — b2 % 3
ac4a — < 0, siis asetseb parabooli

haripunkt allpool ax-telge.

Neid tulemusi saab kasutada ruutvoérrandi
lahendite arvu kiisimuse selgitamiseks. Olgu nimelt
antud lahendada ruutvorrand

ax? +bx+c¢c=0.

Véime ikka eeldada, et kordaja a > 0; sest kui ta oleks nega-
tiivne, siis muudaksime vorrandi koigi liikmete maérgid
vastupidisteks ja saaksime vorrandi positiivse korda-
jaga a. Antud vérrandi lahendid on samased siisteemi
y=ax? -+ bx -+ ¢
=i

lahenditega. Esimene siisteemi vorrand esitab parabooli,
teine z-telge. Seega uuritava vorrandi lahendid on parabooli
ja a-telje 1dikepunktide abstsissid.

Parabooli haripunkti ordinaat avaldus kujul

Et ¢ > 0, siis selle avaldise mirk on sama, mis lugejalgi
4ac — b2
Kui parabooli haripunkt on allpool z-telge, s. t. kui
dae — b2 < 0 ehk kui b2 —4dac > 0, siis parabool 16ikab

z-telge kahes erinevas punktis ja ruutvorrandil on kaks
erinevat lahendit.
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Kui parabooli haripunkt on z-teljel, s. t. kui 4a¢c — b2 = 0
ehk b? —4ac = 0, siis parabool puudutab z-telge, paraboo-
lil on kaks iihtelangevat loikepunkti a-teljega ehk,
algebra keeles, ruutvorrandil on kaks iihfelangevat
lahendit.

Kui parabooli haripunkt on iilalpool z-telge, s. t. kui
4ac—b* > 0- ehk b2 —4ac < 0, siis paraboolil ja a-teljel
pole iihispunkte ja ruutvorrandil pole iihtegi lahendit.

Kokkuvottes:

Ruutvorrand ax? 4 bx 4+ ¢ =0 omab

kaks erinevat lahendit, kui b2 — 4ac > 0,
kaks iihtelangevat lahendit, kui b2 — 4ac =0,
ei iihtegi lahendit, kui 52 —dac < 0.

Avaldist b®> — 4ac nimetatakse ruutvorrandi ax? + bz +
+c¢=0 diskriminandiks. Seega:
ruutvorrandil on kaks erinevat, kaks iihtelangevat vdi ei iihtegi

lahendit vastavalt sellele, kas tema diskriminant on positiivne, null
voi negatiivne.

Ulesanded.

317. Leida kordajad « ja b parabooli vérrandis
Y =ax*+bx 44, kui parabool Ildbib punkte (1[2) ja
(3]16).

*318. Leida kordajad a, b ja c¢ parabooli vorrandis
Y = ax® + bz + ¢, kui parabool labib punkte (0]0), (4|24)
ja (—6|—=24).

*319. Leida piist-teljega parabool, mis libib kolme antud
punkti:

A= (—3|0), B=(—15|—135) ja O=(0|0).

320. Valides kujutusiithikuks 1 em ja kasutades papist
valjaldigatud parabooli y — 2? Sablooni joonestada para-
boolid :
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Wil =iae 2. Yy =— x2
y=a?+3 y=—ua*+1
Yy=a2—2 y=—0x*—4
321. Valides kujutusiihikuks 1 e¢m ja kasutades para-
booli y = 2 Sablooni joonestada paraboolid :

L oy=(x—2)* 2 y=(2+2)*+2
y=(x+1)* =(x—1)*—3
Y= (F-8) y=— (@x+2)*—5

322. Leida joonist tegemata jargmiste paraboolide hari-
punktid ja siimmeetriateljed:

Liy—a?—1 2. y=(rx+1)2—2
y=—2a2+1T y=ua>—2¢-+6
y = (x4 5)? y=ax2—6x-+3
y=— @+38)*+4 y=—ua*—4z—1

323. Punkt P liigub méoda 16iku AB, mille pikkus on
a. Avaldada suurus y'= AP? 4 PB? suuruse © = AP funkt-
sioonina ja leida selle funktsiooni graafikust, missuguse -1
visirtuse puhul omab suurus ¥ viikseimat véértust.

324. Ldik AC koosneb osadest AB=a ja BC=3a.
Punkt P liigub mooda 16iku AC punktist A punkti B ja
sealt punkti C. Missugusele 16igu AP pikkusele vastab suu-
ruse AP? 4 BP? + CP? viikseim véértus?

@Sﬂg \

e

N\l

& 120 m

Joonis 48.
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‘325. Joonis 48 kujutab kahte Jjoekallast iihendavat
raudsilda. Silda kannab paraboolne kaar. Kaare tugi-
punktide kaugus teineteisest on 120 m, kaare haripunkt on
tugipunktidest 27 m kérgemal. Séidutee asetseb tugipunkti-
dest 15 m korgemal. Koostada parabooli vorrand, vottes
koordinaatide alguseks parabooli haripunkti ja ordinaat-
teljeks parabooli telje. Leida, kui pikk on kaarevaheline osa
soiduteest. :

§ 40. Liht-kuupssltuvus.

Olgu (%, ¥,), (5 9,), (T, ¥,), ... argumendi ja funkt-
siooni kokkukuuluvate viirtuste paarid ja olgu

See vorduste jada iitleb, et funktsiooni ja argumendi
kuubi suhe on jidv ehk, teisiti, e¢ funktsioon on
vordeline argumendi kuubiga.

Soltuvust, mille puhul iiks suurus on vordeline teise suuruse
kuubiga, nimetatakse liht-kuupssltuvuseks. \

Téhistades suhte y : 23 jaiva viirtuse ehk vordeteguri
tdhega a saame
Y = axs,

Funktsiooni, mis avaldub argumendi kuubi Kkordsena, nimeta-
takse liht-kuupfunktsiooniks,

Niéiteks on pesunéori looga stigavus ! noori pikkuse p
kuupfunktsioon ;

Je= apd.

Samuti on kera ruumala V kera libiméddu d kuupfunkt-
sioon :
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Kuupséltuvus ei ole muutuvate suuruste vastastikune oma-
3

dus, sest kui y = aa?, siis 2z = V% , mitte aga « = const - .
Kisiteldavat funktsiooni iseloomustav omadus on see, et

argumendi x kasvamisel k korda kuupfunktsioon ax® Kkasvab
k? korda.

Umberpoordult :

kui argumendi k-kordsel kasvamisel funktsioon kasvab k* korda,
siis funktsioon on vdrdeline argumendi kuubiga.

Nii iiks kui teine omadus toestatakse skeemi jargi, mida
kasutasime ruutfunktsiooni y=aa?® vastavate omaduste
toestamisel.

Jadvat tegurit a vorduses y = ax® saab leida, kui on
teada iiks paar argumendi ja funktsiooni vastavaid véér-
tusi. Olgu niiteks y = 12, kui « = 2. Siis 12 = a - 2°, millest
a=1,5 ja seega y = 1,63

Ulesanded.

326. Telliskivi-virnas, milles kivid on laotud vahedeta,
loeti N kivi pikkuse sihis, niisama palju laiuse sihis ja nii-
sama palju kérguse sihis. Avaldada telliskivide koguarv A
virnas. Kuidas soltub arv A arvust N?

327. Kuubi serv on t ecm pikk, kus ¢ on taisarv. Kuubi
tahud on kaetud ruutsentimeetrilise vorguga nii, et vorgu
jooned on roobiti kuubi servadega. Iga kahe vastastahu
vorgu sdlmed on ithendatud tahkudel risti seisvate niitidega.
Mitu sélmpunkti on tekkinud ruumilises vores? Kuidas sol-
tub leitud arv arvust t?
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328. Tiita jargmise tabeli tithjad lahtrid arvutades
vajalikud viartused lihtsaimal viisil:

|
Kera 1dbimoot 5,3 25,3 3-5,3 ’ 0,1-53 | 04-53

|
i
!
Kera ruumala 78,0 !

329. Kerakujuline rahetera kasvab langedes auru veel-
dumisel ja jadtumisel labimoddult 0 millimeetrist 20 milli-
meetrini. Teades, et jaa erikaal on 0,92, kujutada rahetera
kaalu kasvamise kiik tera libimdodu kasvades.

330. Seebimulli 1abimost kasvab 0 sentimeetrist 8 senti-
meetrini. Kujutada mulli ruumala kasvamine samas vahe-
mikus, vottes andmed 0,5 cm tagant.

Leida joonisest seebimulli ruumala Iibiméstudel
2,7 39 48 53 6,6 sentimeetrit.

331, Kera, mille raadius on 6 cm, kaalub 7.2 kg. Kui
palju kaalub samast ainest kera, mille raadius on 8 em?

332. Koogis tarvitataval veetrumlil on tiivikoonuse kuju.
Kui tdhistada tema siigavust % ning pohja ja kaane raa-
diusi vastavalt R ja », siis vdib tema ruumala arvutada
valemi jargi

V = :a(R?+ Rr + 1),

Niéiidata, et trumli mdddete kahanemisel k-kordselt kahaneb
trumli ruumala %%-kordselt,

333. Kahe silihdrikujulise keedi'sepurgi laébimoodud on
d ja D ning siigavused vastavalt & ja H. Kuidas suhtuvad
nende purkide ruumalad?

Vastata kiisimusele ruumalasid arvutamata.
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334. Luhal seisab kaks teineteisega sarnast heinakuhja.
Nende iimbermdddud on laiemal kohal vastavalt C m ja cm.
Aravedamisel selgus, et esimeses kuhjas on H tsentnerit
heinu. Arvutada teise kuhja heinte hulk (eeldades, et kuh-
jad on vordse tihedusega).

*335. 'Laual seisab kaks teineteisega sarnast kohvikannu.
Nende péhjade libiméddud suhtuvad nagu 1 :1,442. Mitu
korda on teine kann mahult suurem kui esimene?

336. Lahtisel tulel seisab kaks poolkerakujulist pesu-
katelt, libimootudega d ja D. Kuidas suhtuvad nende kiitte-
pinnad? Kuidas suhtuvad nendes olevad veehulgad, kui mdle-
mad on ddreni tiais? Kuidas suhtuvad ajad, mis on tarvili-
kud selleks, et vesi neis keema ldheks?

337. Ohupalli kandejéud on vérdeline tema ruumalaga.
Avaldada vesinikuga téidetud kerakujulise ohupalli kande-
joud tema libiméddu funktsioonina teades, et 2,8-meetrilise
libimodduga palli kandejoud on 138 kg.

338. Koonuse telgldike tipunurk on 90°. Kuidas sdltub
koonuse ruumala koonuse kdrgusest? Kujutada see sdltuvus
graafiliselt ja leida graafikust, kui suure korguse puhul on
koonuse ruumala 30 ruumiiihikut.

§ 41. Liht-kuupsdltuvuse graafik.

Kiisime, missugune joon on sdltuvuse y = ax? graafikuks.
Et koordinaadid (0|0) rahuldavad vorrandit y = ax?, siis

liht-kuupsdltuvuse graafik libib koordinaatide algust.
Paneme tihele, et vorranditega
y=oax® ja y=—ax®

misiratud ordinaadid iihe ja sellesama z-i puhul erinevad
vaid mirgi poolest. Jirelikult kdverad y = az® ja y =—ax®
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on siimmeetrilised z-telje suhtes. Seega piisab kévera Y =05
uurimisest positiivse a korral. Sel eeldusel on ordinaa-
dil ¥ seesama mirk, mis abstsissil 2 ja seega koik graafiku
punktid on tasapinna I ja IIT veerandis.

Kui vorrandit y = a2 rahuldab mingi vaidrtusepaar z,
Jja ¥y, siis rahuldab seda ka vadrtusepaar —x, ja —,. Toe-
N poolest, kui y, = ax 3 siis
ka —y, =a- (—=,)%. Punk-
tid (2, |y,) ja (—z,|—y,)
on aga stimmeetrilised koor-
dinaatide alguse suhtes.
Seega

liht-kuupsoéltuvuse graafik
on siimmeetriline koordinaatide
alguse suhtes.

Selle pohjal saame I vee-
randis asetseva graafiku osa
jargi joonestada kohe ka
tema osa III veerandis.

Vaadeldes vorrandeid

- X
y=a* ja y=oax®

nieme, et teise kovera ordi-

naadid saadakse esimese

kovera ordinaatidest, korru-

tades neid iihe ja sama tegu-

Fodhia 20 riga a. Seepirast joonestame

koigepealt sdltuvuse y = a®

graafiku, Saame joonisel 49 jéimeda joonega esitatud

kovera. Seda koverat nimetatakse kuu pparabooliks.
See ongi soltuvuse y = x? graafikuks.

Korrutades saadud kdvera ordinaate a-ga, saame kuup-
parabooli y = ax®, Joonestades kdverale Yy = ax® x-telje suh-
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tes siimmeetrilise, saame kuupparabooli y = — ax®. Jooni-
sel 49 ndeme korvuti kuupparabooliga y = «* ka kuuppara-
* boole y = 3a3, y = 1a® ja y = — 3a2.

Mirkus. Uldkuupséltuvus argumendi z ja funkt-
siooni y vahel viljendub valemiga

y = ax® 4+ ba? + cx + d.
Sellesse liiki kuulub niiteks sdltuvus

y = a3 — 222 — 11z + 12.

Yy

S BN i

Joonis 50.

Kui joonestame selle soltuvuse graafiku, ‘saame joonisel 50
kujutatud kévera. Vorreldes seda koveratega joonisel 49
niieme, et ta oma loomult koigist neist koveratest erineb:
kover y = 2*—22°—11z+12 on keskosas langev
(umbes vahemikus —1,4 < 2 <2,7), mujal tdusev; joo-
nise 49 koverad aga on iileni tbusvad voi iileni langevad.
Siit jareldub, et uute telgede valiku vote, mida kasutasime
(lk. 146) iild-ruutsoltuvuse taandamiseks liht-ruutséltuvu-
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sele, ei vii kuupsdltuvuse puhul eesmir-
gile:

uute telgede valikuga ei saa tld-kuupséltuvust taandada liht-
kuupsdltuvusele.

Vottes ¥ =y —d vabaneme iild-kuupséltuvuse valemis
vabaliikmest. Vottes X —a& —e voime arvu e otstarbeka
valikuga vabaneda veel kas esimese véi teise astme liitkmest,
kuid mitte mélemast liikmest korraga.

Ulesanded.

339. Kui suur on kordaja e, kui y = ax?® ja z-i viirtu-
sele 2 vastab y viirtus 2,47

340. Valides kujutusiihikuks 1 c¢m Jjoonestada papile
kover y = 2® ja loigata saadud joont méoda Sabloon kuup-
parabooli joonestamiseks.

341. Joonestada iihes ja samas teljestikus paraboolid
Yy =2* ja Y =% Missuguste z-i viirtuste puhul y < Y?
Missuguste puhul y > ¥? Missuguste puhul ¥y = Y?

342. Abstsissi vidrtused, mis rahuldavad vorrandisiis-
teemi y =123 ja gy = —p2—gq, rahuldavad ka vérrandit
2*+px 4+ ¢ =0 ja iimberpoordult. Seda arvestades lahen-
dada graafiliselt jirgmised kuupvérrandid:

L 23 —2x4+05=0 3. ¥+ 3 4+2=0
2 ¥4 2—1=0 4 2 — 1724 0,9 =0

343. Leida joonestamise teel parabooli y = a3 ja sirge
Y = 5x — 4 iihised punktid. Kontrollida tulemust, asetades
leitud koordinaatide viirtused joonte vorranditesse.

344. Argumendi x viirtustele 1 ja 2 vastavad lineaarse
funktsiooni f(x) vadirtused 1 ja 3 ning kuupfunktsiooni
F(z) vairtused 0,1 ja 0,8. Leida joonestamise teel, missugu-
sele z-1 vaidrtusele vastavad vordsed funktsioonide f(z) ja
F(z) vasrtused.

158



§ 42. Ruutvorrandisiisteemide graafiline lahendamine.

Olgu antud kahest vorrandist koosnev siisteem, milles:

viahemalt iiks vorrand on ruutvdérrand, niiteks
22 2 =216 4 — 221 PR Ao

{ + Yy Vo1 l Y VO1 I + Y i
|z +2y=1 lzy=1 \¥ =a? — 52+ 6.
Niisugust vorrandisiisteemi nimetame ruutvorrand i-
siisteemiks. Niisiis:

ruutvorrandisiisteemiks nimetame niisugust vdrrandisiisteemi,
milles iiks vérrandeist on ruutvdrrand, teine aga kas ruut- vdi line-
aarvorrand.

Kujutame nii iihe kui teise vorrandiga madratud joone:
ay-tasapinnal ja vaatleme joonte 15ikepunkte. Need punktid
asetsevad nii iihel kui teisel joonel, seega nende punktide
koordinaadid rahuldavad nii iiht kui teist antud vorrandeist.
Jarelikult need koordinaadid ongi antud vorrandisiisteemi
lahendeiks. Seeparast:

ruutvérrandisiisteemi graafiliseks lahendamiseks joonestame siis-
teemi kuuluvate vorranditega miiratud jooned ja leiame nende
joonte 1dikepunktide koordinaadid. Iga niisugune koordinaadipaar
ongi siisteemi iiheks lahendiks.

AT O RVAY

Joonis 51.

Oeldu pohjal on selge, et vorrandisiisteemil on nii mitu
lahendit, kui mitmes punktis I6ikuvad siisteemi vorrandi--
tega mairatud jooned. Kui niiteks iiks vorrand esitab ring--
joont, teine parabooli, siis neil joontel on kas 4, 3, 2, 1 voi
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0 iihist punkti (joonis 51) ja sellele vastavalt vérrandisiis-
teemil on kas 4, 3, 2, 1 v6i 0 lahendit. Kui niiteks iiks vor-
rand esitab nluperbooh, teine sirget, siis neil joontel on kas
2,1 v6i 0 iithist punkti (joonis 52) Jja sellele vastavalt vor-
randisiisteemil on kas 2, 1 v6i 0 lahendit.

Uldiselt:

kui ruutvdrrandisiisteemi kuuluvaist vorrandeist on mdlemad -
ruutvorrandid, siis vdrrandisiisteemil on iilimalt neli lahendit; kui
aga iiks vorrandeist on lineaarvérrand, siis siisteemi lahendeid on
dilimalt kaks.

3

sl
e, o T

Joonis 52.

Nédide 1. Lahendame graafiliselt vorrandisiisteemi
fx? 4 9> = 6,25
l Wit 2y e
Ja kontrollime leitud lahendeid.
Esimene antud vérrandeist esitab ringjoont, mille kesk-
punktiks on koordinaatide algus ja mille raadius
riE= N8B Pkl

Teise vorrandiga on midratud sirge, mis 16ikab a-telge
punktis (1|0) ja y-telge punktis (0| —0,5). Votame tiiki
ruudulist paberit, niiteks mm-paberit, valime teljed, joo-
nestame mo]emad jooned ja leiame joonisel nende I1dike-
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punktide koordinaadid (joonis 53). Ldikepunkte on kaks,
nimelt
(—2]|—15) ja (24]0,7);

esimene loikepunkt annab vorrandisiisteemi lahendi

r,=—2
y,=—1L5
ja teine 15ikepunkt lahendi

{x2 ol

¥, =0T,
5% E? . i
e Hanid
Joonis 53.

Lahendite kontrollimiseks asendame antud vdrrandite
vasakutes pooltes z-i ja y leitud viirtustega. Esimese
lahendi asendamisel saame

@? £ yt=(—2)*+ (—1,5)2=4+225=625
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ja
r—2y=—2—2:-(—15)=—2+4+38=1,

nagu peab olema. Esimene lahend on seega dige. Teise
lahendi puhul saame

224 y?=2424 0,72 = 5,76 + 0,49 = 6,25
ja
r+2y=24—2-07=24—14=1,
nagu peab olema. Seega on ka teine lahend Gige.

Nédide 2. Lahendame graafiliselt vérrandisiisteemi

fa?+y*=4
\¥ =38 —a?
ja kontrollime leitud lahendeid.
Antud vorrandeist esimene esitab ringjoont keskpunk-
tiga (0]0) ja raadiusega 2 ning teine parabooli, mille siim-

meetriatelg on y-telg ja haripunkt (0|3). Parabooli joones-
tamiseks koostame jiargneva viairtusepaaride tabeli:

z 0 *05 |1 | =15 | =2
pe 0 0,25 1 2,25 4
y=3—a? 3 9151 2 075 | —1

Joonestades antud siisteemiga méiratud koverjooned
ndeme, et neil on neli 16ikepunkti (joonis 54), nimelt
(—1,9|—0,6), (—1,2]1,6), (1,2]1,6) ja (1,9 —0,6). Vas-
tavalt sellele on vorrandisiisteemil jargmised lahendid:

{x1=—1,9 [ra=—=12  (pe=12 . fz =10
v, =—06 |y,=16 \7;=16 ¥ ly,=—086.
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Lahendite kontrollimisel nideme, et esimese. ja viimase
,lahendi puhul

+ 2= (=1,9)%+ (—0,6)* = 3,61+ 0,36 =
=3,97~4,0

Joonis 54.

ja

8—22=8—(%+19)2=8—361=—061=

~—0,6=y.

‘Teise ja kolmanda lahendi puhul

22+ 92 = (= 1,2)2 4-1,62 = 1,44 4 2,56 = 4,00
ja !

8—22=83—(+12)2=8—144=156~1,6=y.

Leitud lahendid on seega ligikaudsed, kuid dige vii-
keste vigadega. Viimaste tekkimine on tingitud véltimatu-
test joonestamise ja mdotmise ebatépsustest.
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Ulesanded.

345. Lahendada jargmised vorrandisiisteemid graafili-
selt ja kontrollida tulemusi:

i xRt =9 5 z2 4+ 9y2 =16
z4+y=1 ; 2z +y=4

2 224 y?2 =36 i 22 4 y2= 26
Xx—y=2 ; 8x + 4y =25

346. Lahendada jargmised voOrrandisiisteemid graafili-
selt ja kontrollida tulemusi s

@ + 4y° = 100 . |t ar=10
7% 4 2y = — 50 i 2y —x =2

1622 4- 2592 = 400 922 4 492 = 36
15y — 4 = 20 r—3y+3=0

347. Lahendada jargmised vorrandisiisteemid graafili-
selt ja kontrollida tulemusi, leides siisteemide lahendid
arvutamise teel:

x4+ y2 =25 G 224492 =25
y=2a? ] 2y =26
, [ tu=15 L [#+rer=10
} 2y =18 } y = a2

348. Lahendada graafiliselt jargmised vorrandisiistee-
mid:

{25x2+36y2=576 < {xy:lz

y=z2—10 y = (¢ —5)?
2?4 4y* =16 < zy =4
xy =13 F y=a*2—6zx+9
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Peatiikk X.
tlesandeid kordamiseks.

§ 43. Arvutusiilesandeid.

349. Arvutada peast jdargmiste tehete tulemused ja
anda iga arvutusvotte puhul selle pohjendus:

1. 785 4 4286 + 215 2. 10298
3875 — 1999 1582 — 582
99 - 73 23% -5
7273 13182
82 V2t

350. Missugune arvudest 4%, % Jja 0,22 on suurim ja
missugune viikseim?

351. Jirjestada murrud
3 7 8 .15
5 13° 15 92 28
kasvava suuruse jargi.

*352. Andmete iimberkirjutamisel on #ra vahetatud
jagatav ja jagaja ning jagatisena saadud 0,658. Kui suur
on dige jagatis?

353. Kalliskivi kaal on grammides 0,945. Kui suur on
kivi kaal karaatides, kui 1 karaat = 206 mg?
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354. Vasktraadi pikkus 10° temperatuuril on 200 m.
Mitme millimeetri vorra pikeneb see traat soojenemisel 30
kraadini, kui vase joonpaisumise koefitsient on 1,71 -10—5?

355. Maantee pikkus on 19,8 km ja laius 6,4 m. Mitu
hektaari votab enda alla maantee?

356. Arvutada jirgmiste avaldiste vidrtused:

.. 6,5 —5,2-1,25 40,75 2. 63031 s
5 7
FHLT—+ 35161315+
225212 36:12 4-32.9
E Gt P

357. Arvutada jirgmiste avaldiste viirtused:
25 +75-8—27
[h+1p)e—tod
ek —13)fo—2-63)
(05— (7 +02)

(45 +2-09—08:3) .52

358. Arvutada avaldise

vadrtus.

359. Kirjutada jirgmised suhted véimalikult viikeste
tidisarvude abil:
7
E .

ok
1

5

. . (T2 < . 1 .
432:400 ) . 07, 302-2- .3

w| oo
w| =

Ry T
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360. Taandada murrud

385 399 . 1890
14307 1365 2 3990°
361. Missugused jargmistest arvudest on algarvud:
191, 713, 1203, 13077

362. Lahutada jargmised arvud algteguriteks: 174,
672, 826, 1430, 1896, 2184, 6930, 8300.

363. Leida jargmiste arvurilhmade suurimad iihistegu-
rid: 168 ja 576; 182 ja 1352; 560, 336 ja 616.

364. Leida jiargmiste arvuriihmade viikseimad iihiskord-
sed: 28 36 ja 63; 10, 14, 21, 24 ja 30; 125, 400 ja 750;
2205 ja 2898.

*365. Leida arvude 720, 945 ja 3969 suurim iihistegur
ja viikseim iihiskordne. .

366. Aednikul on 16igatud 45 iihevirvilist roosi, 60 iihe-
virvilist nelgipit ja 105 sparglioksa. Ulimalt mitu iihe ja
sama koostisega lillekimpu saab aednik valmistada neist
lilledest ja okstest?

*367. Veduri eesmiste rataste 13bimoot on 54 cm, tagu-
miste rataste 1dbimédt on 104 cm ja vagunirataste 1dbimo66t
on 86 cm. Kui pika maa peab rong sbitma, et koik kolm
rataste liiki jouaksid jille samasse seisu iiksteise suhtes
nagu liikumise alguses?

368. Auruturbiin annab edasi kasuliku t66 nidol 82%
temasse soojuse niol juhitud energiast. Mitu kilogramm-
meetrit to6d teeb turbiin, kui temasse on juhitud 3,35 108
kilokalorit soojust?

*369. Mootortraktorijaam ostab mésrdedli hinnaga 72
kopikat kilogramm ja miiiib seda hinnaga 72 kopikat liiter.
Mitu protsenti teenib jaam 6li miiiigilt, kui oli erikaal
on 0,927
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370. Kaubastu ostis 75 kg seepi, makstes 44,25 rubla.
Kuivades kaotas seep 8% oma kaalust. Kui kallilt peab
kaubastu miitima 200-grammise tiiki seepi, et saada kitte
makstud raha ja 12% kiibekulude katteks?

“371. Mitme protsendi vorra suureneb murd, kui nime-
taja vdheneb 25% vorra?

372. Mitme protsendi vorra suureneb 100 rubla eest
saadava kauba hulk, kui kauba hind viheneb 20% vorra?

*373. Uks arv on teisest 25% vorra viiksem. Mitme
protsendi vorra on teine arv esimesest suurem?

§ 44. Ulesandeid avaldiste teisendamiseks.

374. Niidata otsese arendamise teel, et

3(@a—b)* 4+ (b—c)* + (c—a)?] =

=a*>+4 b%> 4 ¢ — (ab + be + ca).

375. Niidata otsese arendamise teel, et

3[(a—b)>+ (b—c¢)* + (c—a)?] =

=ab(b—a) 4 be(c—Db) + ca(a — ).
376. Olgu « ja b mingid kaks teineteisest erinevat posi-

tiivset arvu. Toestada, et alati on
(a4 b)2 > 4ab.

377. Lahutada teguriteks jiargmised poliinoomid:

1. o —gb 6. 22 —4x — 21

2. ud 4 du 4 4u . (a4 3b)2— (b — 3a)2
3. 224112+ 28 8. mr—n242n—1

4 P—2—t41 . (2a 4 2z)% — 2(a + z)
5. 18x% — 2a%x '10. 3mn — 2m — 12 + 18n
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*378. Leida iga jirgneva avaldisekolmiku suurim this-
tegur ja vdikseim iithiskordne:

L g3ta?+a+1 2+2x+1 %2 41

2 gpd—a2—ax+1 502— 10z +5 3(x2—1)
3. x2—4dx-+3 22? — 18 x4 3x—4
4 3 4622+ 120 +8 a3+ a2—2 x? + 2%

5. 6x3 + 62 1022 — 10 4ex®

*379. Missuguse suuruse vorra muutub poliinoomi
1— Bz — 22 vairtus arvu z muutumisel vidrtuselt « —h
viartusele a + h?

*380. Poranda modted on ligikaudu 4,4 m ja 5,6 m.
Kummagi moodte vea iilemméir on ¢ meetrit. Leida poranda
pindala toelise vidrtuse tokked.

*381. Telliskivi moted on sentimeetrites 25 ¢, 12 £ £
ja 4 = y. Kui suur on telliskivi ruumala vea iilemméair?

382. Niidata, et avaldis

a+b ( 1 bAre Rl )
icab -\ b be (
ei soltu arvust b.

*383. Lihtsustada avaldised
hoaglm
2. 2(4:)2. (%x2)2
8.
V3cV
9¢c2

va-ghﬁlfh—x“
*384. Lihtsustada jargmised avaldised:

4.

m2—1\2 ( 2m )2
(mz + 1) g m? +’1

2, 2a1.n -+ m2 e ])
4a% — m> 2a —m
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3 m+y
o Sz w+y —y)

b (u—l“;u?,)'( )
% (a2q2—»2—+—-aq2) (q——
: (3 9m—1

~ mFom (m+ 1+ 5)
% (Z_T_‘;’: 14 ) (a — a® + 24%)

22 . da + ap?

o (2_p+ A+p)'p2w—4w
2m? 4n2 4 nPm?

9' (2+2+ ) mix — 4x

0 s lat 5 Yerw bt

385. Niidata, et avaldis m2—n2 on avaldiste
m? + 2mn 4+ n® ja m? —2mn + n? keskmine vordeline.

386. Taandada murd
6g° +q—12
6g%+11q 43 °

*387. Lihtsustada jargmised avaldised:

V125 +32 V100 35

h-l

2 Vs—y2Vs+V2
8. Vatz4+Va—Vz) Vatz—Vat+Vz)
= (Vl_p+1/1+ ) ( Vl_l_Tsz) 7

5. az-{-b2 a? — b2
Vi )

6. ]/——- /2a —2b
a*—b* a’+ a2
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*388. Lihtsustada jirgmised avaldised:
1. 8V 63+-7V564-2V7—5V126)V7
2 z—sVat2 )/ i—2VatVest+Vz
3 ;;V%+2V§—7Vf5+21/8+Vé-Vs—Vé
. (atz—Va) Va—Va)
5 Yok YRt Ve Y 1
2 —ax— 3
§ 45. Ulesandeid vorrandite lahendamiseks.

389. Niidata, et vordust
2z —1)2—2z=(1—2z)(1—4%)
rahuldab”z-i iga véértus.

*3900. Avaldada arv x vordest z : (24 x) :Z:x.

*391. Laeva kinnitamise vaia pool pikkust on maa sees,
4 iilejadivast osast on vee sees ja 1 meetri pikkune 16pposa
ulatub iile veepinna. Kui pikk on vai? :

*392. Missugusel hetkel kella 6.00 ja 6.30 vahel ajanii-
taja osutid moodustavad teineteisega téisnurga?

*393. Kiia raadius viaheneb kiia kulumise tottu, ilma et
seejuures muutuks Kkéia paksus. Kiia raadiuse algsuurus
on 7, cm. Milleni viheneb kiia raadius, kui pool kiia ainest
on dra kulunud? -

*394. Ruudukujulise plekitiiki nurkadest loigatakse vilja
ruudud kiiljega 4 em. Ulejddnud plekitiiki osa murtakse
kokku lahtiseks karbiks. Kui suur peab olema plekitiikk, et
karbi ruumala oleks 100 em?®? Mitu protsenti plekist laheb
kaduma karbi valmistamisel?

o
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"395. Isa ja poeg koos tootades niidavad oma talu heina
30 tunniga. Uksinda niites oleks pojal kulunud selleks tiooks
8 tundi enam kui isal. Mitme tunniga niidab kumbki kogu
talu heina?

*396. Elektrivoolu ahela pinge on 220 volti. Kui suured
on voolutugevus ja takistus, kui takistuse suurendamisel
11 oomi vorra voolutugevus langeb 1 ampri vorra?

*397. Tilgakujuline keha langeb hus peagu takistama-
tult. Kaevanduse Sahti siigavuse méotmiseks lastakse sinna
langeda maapinnalt tilgakujuline tiikk seatina. Kui siigav
on 3aht, kui tinatiiki 166k Sahti pohja vastu tuleb kuuldavale
5,4 sekundit p#rast tinatiiki vabastamist ja hidle levimis-
kiirus 6hus on 340 meetrit sekundis?

*398. Lahendada jirgmised vorrandid tihe 2 suhtes:

a b 1
M0 b
2
2 2 +ald+o) = (a+42)(b4a) -5
3. 1 ks 1 e fz—b
x—a x—b % — ab
Q5 e T 17
p+q+pq p+(I+pq
*399. Lahendada jargmised vorrandid tihe z suhtes:
® -h-}-x__f)
& h+x+ et
9 1 ; 1 LY 0008
S L e b G
x m—n m2 — 1
ey
g Potg  pr—gq  .4pg

pPr—q pr+q pP—g
400. Niidata, et vorrandi
ax? —ax 4+ ¢ =0
lahendite summa on soltumata ¢ viirtusest alati 1.
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*401. Koostada ruutvdrrand, mille lahenditeks on
B S  PR ST
*402. Koostada ruutvorrand, mille lahenditeks on vor-
randi 22— — 2 = 0 lahendite ruudud.
*403. Leida kordaja q ndonda, et vorrandi o
4 22—12x+q=0
iiks lahend oleks teise lahendi ruut.
404. Olgu teada, et vorrandi '
2?—pr+q=0

lahenditeks on kaks jarjestikust tédisarvu. Néidata, et sel
korral

P =49 + 1.

405. Kui pikk peab olema kuubi serv, et kuubi pindala
ja ruumala modtarvud oleksid vordsed?

406. Avaldada ringi pindala l1abimdédu funktsioonina ja
1abimdot pindala funktsioonina.

407. Avaldada kera ruumala kera labimdodu funktsioo-
nina ja ldbimdot ruumala funktsioonina.

*408. Lahendada jargmised vorrandid:
L. Viz+56-VTx+1=30
2 z—2Va+6=2
. 108—V22)=2+2
S - 21
4. —_—
V2x+1+2Va vy

*409. Lahendada jiargmised vorrandid:
1. 2ye—vV2=2+V2
2 143V22=V6+3Vix
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. (Vz+2)(Ve+1)=va(yz+4)
4 2—vVa(ldz)+1—z=1

*410. Lahendada jargmised vorrandid :

3 1. 2=Ve_3Yz—2
V2 V2

9, Y421%_4-V3z
44V Va

e el o 12
3. V5a—|—x+ V5a—x=m%
Vaz@+ya) _a+1
(B m)y s 3h =1

411. Lahendada iga jirgmine valem nurksulgudes seisva
tdhe suhtes:

4.

L V=1 L gl [v]

2 8=2ar(r+h) [&] 6. y=1/ 72— g2 []

3. = 2—1r2? %ot =2 _7_
S=a(R*—) [R] n]/q [

4 a= (k—h)? [] 8. S:z(abl{—bc+ac) [e]

412. Kui suur on vooluallika pinge ja sisetakistus, kui
voolu tugevus on 20-0omilise vilistakistuse puhul 4 amprit
ja T5-oomilise vilistakistuse puhul 2 amprit ?

*413. Rong vajab a minutit, et mosduda semaforist, ja
b minutit, et ldbida ¢ meetri pikkune tunnel. Mitu kilomeet-
rit sdidab rong tunnis ja kui pikk on rong?

414. Opilaste ekskursiooniks olj palgatud autobus 54
rubla eest. Kaasa séitis nelja Opilase vorra rohkem kui esi-
algu arvati. Seetottu tuli igal Opilasel maksta 15 kopika
vorra vihem, kui ette arvestati. Mitu opilast vottis ekskur-
sioonist osa?
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*415. Kaks koormust tasakaalustuvad kangil, kui nende
kaugused toest on 80 ja 70 cm. Kui kumbagi koormust suu-
rendada 4 kg vorra, siis tasakaalustuvad nad, asetsedes 160
ja 150 cm kaugusel toest. Kui suured on koormused?

*416. Taisnurkse kolmnurga kiilgede pikkused moodus-
tavad aritmeetilise jada. Kolmnurga pindala on 294 cm?
Kui pikad on kohnnurga kiiljed?

*417. Kahe arvu suhe on §; nende arvude keskmine
virdeline on 600. Kui suured on arvud?

*418. Kella osutite tippude vahe on kella 6 ajal 12,6 cm,
kella 9 ajal aga 9,0 cm. Kui pikad on osutid?

*419. Lahendada jargmised vorrandisiisteemid :

1 « +y =100 6. 22—2xy =0
zy = 2491 T2 4y =30
2 T—y=2 7. 22 +y=38a+b
xy =24 a2 —y? = 4ab
3. 22 =3y 8. ry =2
222 — 3y?> =24 z(1+9%) =6
4. y+ae—11=0 9. 5?2 4 2y% = 22
z+3y="1 8a2—by2="
5. 22—a*y == 10. xYy =D
ba? 4 a*y?=1 zYy=4aq
Lahendada vorrandid:
*420. *421.
1. 0,3%+6=0,027 L Va=a*
2., B —382—=625 2 10.-2*—2% =16
3, xlog%— 4,885 8. 9.5°+1—5%=15500
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Lahendada jargmised vorrandid:

422 =18 22 — gz *423. 1. 47+1—64.97+1
z 10
* Vigii=V10 2 alose =100z
8. 22| 472=—2972 8. 2VE= () 2z)"
4, 29_9s—2__3. 4. 76%.97 — 1467
8y (43—-3)2—z=1 Do 20+3+4z+1=320
+ loge __
24 1 1—log2__2_ 4
2. log (x+ Vv 3)=—Ilog (x— 1V 3)
3. 5logax—log288 =3 logg
4. log (x + 2) + log ( —1) = 5,480
5. (logax)? 4 log z = 0,9094
*425. 1. 3log(x—9) +logyv2—1=1
2. log (x—2)348log (x—5) =3
3. log (x—38) +log (x+4) =1+41log3
4. log(x—2)-—1:3]0g13,75+log\/2x+1
5. log (x—5) —log 0,5 = 1,623 — log x

§ 46. Ulesandeid jadadest ja ridadest.

426. Aritmeetilises reas on an=M, a,=N. Leida
rea vahe.

427. Geomeetrilises reas on a, = M, a, = N. Leida rea
tegur,

*428, Kuj suur on jada "—=! 7—=2 n—3

" S n
mese 7 liikme summa?

oo oo €8i-

*429. Mitu liiget peab vitma jadas 1, —3, 5, oy (55 1
et saada summat 4217
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430. Moodustagu arvud a, b, ¢ ja d aritmeetilise jada.
Niidata, et siis (e —d)2= (@ —¢)2+ (b—c¢)2 4 (b—d)%

*431. Aritmeetilises reas on @, 4 a, =17 ning @, +
+ a,, = 83. Leida rea esimene liige ja rea vahe.

432. Niidata, et arvud a?, b ja ¢* moodustavad arit-
1 1

meetilise jada, kui arvud porg S Ty

annavad

2 1
: Ja b+4c
aritmeetilise jada.

*433. Arvud z, ¥ ja z annavad aritmeetilise jada ning v,
z ja x moodustavad geomeetrilise jada. Avaldada y ja z
“arvu z-i funktsioonidena ning anda kummagi jada esime-
sed 5 liiget. :

*434. Geomeetrilise rea esimese kahe liikme summa on
28, jargmise kahe liikme summa on 252. Leida rea esime-
sed viis liiget.

*435. Kumera hulknurga sisenurkade suurused moodus-
tavad aritmeetilise jada, mille viikseim liige on 120° ja
jada vahe on 5° Mitu tippu on hulknurgal?

*436. Nii aritmeetilise kui geomeetrilise jada esimene
liige on 4, jadade teised liikmed on ka vordsed ning geo-
meetrilise ja aritmeetilise jada kolmandate liikmete jaga-
tis on 16, Leida mélema jada esimesed neli liiget.

*437. Rea esimene liige on 20 ja iga jargnev liige on
5% vorra viiksem eelnevast. Millele ldheneb rea vaartus
liikmete arvu piiramatul kasvamisel?

*438. Millele ldheneb rea

(1—22) + (r—a?) 4+ (22 —2') 4-...
vadrtus liikmete arvu piiramatul kasvamisel, kui |2| < 1?

*439. Kui suur viaidrtus on real

241 1 1
]‘j_z_jl+ S R

2
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*440. Olgu teada, et Iopmatult kahaneva geomeetrilise
rea esimene liige on 1 ja rea viartus on tokete 2 ja 3 vahel.
Missuguste tokete vahel on rea tegur?

*441. Teisendada harilikeks murdudeks perioodilised
kimnendmurrud 0,65353..., 0,359090... ja 4,00707.-,

*442. Lopmatult kahaneva geomeetrilise rea iga liige
vordub temale jargnevate liikmete summa 10-kordsega.
Leida rea esimene liige ja tegur.

*443. Arendada arv 1,2 16pmatult kahanevaks geomeet-
riliseks reaks, mille tegur on voOrdne esimese liikme
ruuduga.

444, Lopmatult kahaneva geomeetrilise rea iga kahe
jarjestikuse liikme vahele paigutatakse uus liige mii, et
tekib 16pmatult kahanev geomeetriline rida, mille viirtus
on esialgse rea viadrtuse poolteisekordne. Kui suur on esi-
algse rea tegur?

§ 47. Ulesandeid iihendite ja Newtoni binoomvalemi alalt.

445. Mitu kolmekohalist arvu véib kirjutada kolme
numbriga 2, 5 ja 8?

446. Geograafilise kaardi virvimiseks on vaja 4 virvi.
Mitmel viisil neid voib valida 7-st vikerkaare virvist?

*447. Vikerkaares on 7 péhivdrvi. Mitu virvitooni véib
saada segades vikerkaare virve 2, 3 ja 4 kaupa?

448. Mitmel viisil saab paigutada 2 kiilalist 3 vooraste-
majja a) nii, et mélemad kiilalised oleksid iihes ja samas
voorastemajas; b) nii, et kumbki neist kiilalistest oleks eri
voorastemajas?

449. Uhissooklas on lounaks valida 2 suppi, 3 lihatoitu,
4 salatit ja 5 magusrooga. Mitu erisugust l6unat saab endale
tellida, kui 1una koostada iihest supist, ithest lihatoidust,
iihest salatist ja lihest magusroast?
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*450. Mitu kolmnurka saab moodustada antud 13 punk-
tist, millest lihedki kolm ei asetse iihel sirgel?

‘451. Auto jaoks on olemas 5 kasutatud, kuid tarvita-
miskolblikku kummi ja 4 kasutamata uut kummi. Esimesi
hoitakse esimestele ratastele, teisi tagumistele. Mitmel viisil
saab autole kummid valida?

*452. Mitmel wviisil saab korrutist a«-.b.c.d.e.f.g
lahutada kolmeks teguriks nii, et kaks neist koosneks
kahest, kolmas aga kolmest tegurist?

*453. Aerutajate meeskonnas on 8 meest. Neist kaks
voivad souda ainult paremal poolel, iiks ainult vasakul poolel »
ja iilejadnud nii tihel kui teisel poolel. Mitmel viisil saab
meeskonna panna soudma?

*454. Mitmel viisil saab panna laua iimber istuma 5 mees-
Jja 5 naiskiilalist nii, et nad moodustaksid ,kirju rea“?

455. Arendada Newtoni binoomvalemi abil jargmised
avaldised:

e SR

2 (a+a)° 5. (Va+ V)t

3. gy 6. U S 3R
(ax —1) (\/x—l—m)

456. Arendada avaldis (1+4-1)" ja ndidata, et selle
binoomi arendise kordajate summa on 2~

457. Arendades avaldise (1-—1)" nididata, et arendise
kordajate algebraline summa on 0.

458. Arvutada jargmised astmed tépsusega neljanda
kohani peale koma, rakendades Newtoni binoomvalemit:

L1518 "4. (,98°
2. 1,04 5. 0,96°
3. 1,0021° 6. 0,998%
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§ 48. Ulesandeid numbriliseks tooks tabelite kasutamisega.

*459. Taisnurkse kolmnurga kaatetid on a ja b. Leida
16igud, milleks jaotab hiipotenuusi tdisnurga nurgapoolitaja.

Arvutamisel votta a = 23,68, b = 15,92.

*460. Vordhaarse kolmnurga korgus on h ja iimbermddt
on 2p. Leida kolmnurga alus ja haarad.

Arvutamisel votta b = 1,452, 2p = 5,076.
*461. Korrapirase kaksteistkiimmendnurga kiilg on a.
Avaldada hulknurga siseringi raadius.
Arvutamisel votta a = 0,7416.
- *462. Vordhaarse kolmnurga kaks vorratut korgust on
m ja n. Leida alus ja haar.
Arvutamisel votta m = 0,6824, n = 0,4135.

*463. Leida vordhaarse kolmnurga pindala teades, et

tema alus on ¢ ning et haara ja korguse summa on s.
Arvutamisel votta ¢ = 12,46, s = 20,82.

*464. Tiisnurkses kolmnurgas kaatetitele tommatud

mediaanid on @ ja b. Leida kolmnurga pindala.
Arvutamisel votta ¢ = 3,142, b = 2,718,

*465. Leida rombi kiilg teades, et tema pindala on S ja
diagonaalid suhtuvad nagu m: n.

Arvutamisel votta m = 73, n = 97, S = 100.

*466. Kahe ringjoone poolt piiratud ronga pindala on S.
Suurema ringjoone raadius on vordne viiksema ringjoone
pikkusega. Leida viiksema ringjoone raadius.

Arvutamisel votta S = 20,78.

*467. Risttahuka modted suhtuvad nagu ! :m :n. Rist-
tahuka ruumala on V. Leida risttahuka mdoted.

Arvutamisel votta l:m:n=2:3:5 ja V = 1000.

*468. Korrapirase kolmekandilise piliramiidi alus on a,
korgus h. Leida piiramiidi kiilgserv, kiilgpindala ja ruumala.

Arvutamisel votta a = 0,9125, h = 1,824.
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*469. Kui silindri raadiust suurendada @ cm vorra, siis
ruumala kasvab u em?® vorra; kui aga suurendada korgust
b em vorra, siis ruamala kasvab v em? vérra. Leida silindri
ruumala.

Arvutamisel votta @ =0,78, b=0,84, w=0,345,
» = 0,194,

*470. Kera on tasapinnaga 1digatud kaheks segmendiks,
mille kérgused suhtuvad nagu m :n. Leida kummagi seg-
mendi pindala teades, et kera ruumala on V.

Arvutamisel votta m :n =38 :5 ja V' = 62,48.

*471. 'Taisnurkse kolmnurga kaatetid on a ja b. Leida
keha pindala, mis tekib kolmnurga poorlemisel timber hiipo-
tenuusi.

Arvutamisel votta a = 0,7268, b = 1,472.

*472. Koonuse telgldikeks on vordkiilgne kolmnurk, koo-
nuse ruumala on V. Kui suur on koonuse iimber kujundatud
korrapirase kolmetahuse piiramiidi téispindala?

Arvutamisel votta V = 1,796.

*473. Metallkera raadiusega » on iimber sulatatud ja
valatud koonuseks, mille kiilgpindala on m korda suurem
pdhja pindalast. Leida koonuse korgus.

Arvutamisel votta r = 20,02 ja m = 1,42.

§ 49. Ulesandeid analiiiitilisest geomeetriast.

474. Olgu antud punkt P= (a|b). Kuidas avalduvad
punkti P koordinaadid, kui kujutusiihikut z-teljel vihendada
m korda ja y-teljel suurendada n korda?

475. Anda nende kahe sirge vorrandid, mis ldbivad
punkti (—4[2) ja mis on roobiti vastavalt z-teljega ja
y-teljega.
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476. Leida punkte (1]3) ja (5]|6) ldbiva sirge tousu-
nurga siinus ja koosinus.

*477. Loigu iiks otspunkt on A= (—1|—1), teine
B=(3|2). Loiku pikendatakse alates punktist B kahe
ithiku vorra punktini C. M#érata punkti C koordinaadid.

*478. Missugune punkt sirgel-y = 2z on vordseil kaugu-
sil punktidest (1|3) ja (3]|1)?

*479. Kolmnurga iiks tipp on A== (1]|1), teine tipp
B=(4|—2). Kolmas tipp C Iliigub mooda sirget
3z + 5y = 25. Missugusesse punkti peab tipp C joudma, et
kolmnurga kiiljed AC ja BC saaksid vordseteks?

480. On antud punktid

A= (2|2),B=(3|6),C=(5|—1) ja D= (4|—-5).

Niidata, et kujund ABCD on roopkiilik.

481. Avaldada sirge algabstsiss sirge algordinaadi b ja
tousunurga p abil.

482. Sirge Idikab telgedel positiivselt suunatud 16igud,
labib punkti (4]2) ja koos telgedega moodustab kolmnurga,
mille pindala on 16. Leida selle sirge vorrand.

*483. Labi punkti (1|2) on tommatud sirge, mis teki-
tab telgedel 16igud & ja #. Avaldada teine telgloik esimese
funktsioonina.

484. Sirge ja temale koordinaatide algusest tommatud
ristsirge 16ikuvad punktis (e |b). Leida sirge vorrand.

485. On antud kolm punkti:
A=(—4|1), B=(0]5) ja C= (—2|—1).

Niidata, et punkt A asetseb ringjoonel, mis on kujutatud
16igul BC kui diameetril.

486. On antud punktid O=(0|0) ja D= (a|D).
Punkt P liigub tasapinnal nénda, et suurus OP? 4 DP?
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jadb vordseks summaga a® + b2 Anda punkti P joonestatud
kovera vorrand, Otsustada saadud vorrandi jargi, missugu-
sel joonel liigub punkt P. ‘

*487. Punkti C= (2| 6) iimber on kujutatud ringjoon
raadiusega 5. Missugune punkt sel ringjoonel on sirgele
. 82 + 4y = 101 l&him?

*488. Anda ringjoone vorrand teades, et tema kesk-
punkt on (—3|4) ja et ta puudutab sirget

3x+8y—6=0.

489. Kolmnurga ABC tipud A ja B asetsevad punkti-
des (—2|0) ja (2]0). Tipp C liigub tasapinnal nii, et
kolmnurga pindala on jé#valt 20 pindalaiihikut. Missuguse
joone joonestab tipp C? Anda selle joone vorrand.

490. Kolmnurga ABC tipud A ja B asetsevad punkti-
des (—1]0) ja (1|0). Tipp C liigub tasapinnal nii, et
kolmnurga iimbermdot on jddvalt 8 pikkusiihikut. Mis-
suguse joone joonestab tipp C? Anda selle joone vorrand.

491. Maa orbiidi ekstsentrisus on~ 0,02. Niidata, et
soojusehulgad, mis Maa Piikeselt saab kohtades, kus Maa
on Piikesest koige kaugemal ja Piikesele koige lahemal,
suhtuvad ligikaudu nagu 12 »13.

492. Kahe kolmnurga alused ¢ ja b asetsevad vasta-
valt @~ ja y-teljel. Kolmnurkadel on ithine tipp P. Punkt P
liigub tasapinnal ndnda, et kolmnurkade pindalade summa
s jadb muutumatuks. Anda selle joone vorrand, mille joo-
nestab punkt P.

493. Silindrilise veeklaasi sisemine ldbimoot on 6 cm
ja sisemine kérgus 9 cm. Klaas on kallutatud nii, et klaasis
oleva vee pind puudutab pdhja ringjoont ja klaasi iilemist
serva. Missugune kuju on veepinna piirjoonel? Joonestada
see joon toelises suuruses.
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494, Lahendada graafiliselt ja numbriliselt jargmised
vorrandisiisteemid :

'y {x2—|—y2_—_25 4 | P2+ —42=0
T+ t—at=0

2. lx2+y2:'36 5. | 2y=12
4x® 4 49y> = 196 y=x>—10

3. {xy:lG 4 6. | ?>+y—2y=0
2=y—2 1 2ey —1=0

495. Esitagu vorrandid
Yy =mx +n ja 2—}—%:1

iiht ja sedasama sirget. Avaldada m ja n arvude a ja b
kaudu.

“496. Leida sirgete

x K - X £
i s Nl e

ioikepunkt.

497. Lahendada vorrandisiisteemid :

. [ev38+yvE=8 , [aVa—yVb=a+b

rVb—yv3=0 r+y=2va

498. On antud paraboolid 2° = 8y ja x> = 4 — 6y. Leida
nende paraboolide loikepunktid. :

*499. Ringjoon 22+ y* = 16 ja parabool 22> = 9y loiku-
vad. Kui pikad on ringi kaared loikepunktide vahel?

*500. Missugust tingimust peavad tditma kordajad m,
n ja p, et sirge ¥y = ma + n puudutaks parabooli 22 = 2py?

501. Sirged

y=2x+1, y=2x+3 jay=2x—1

Ioikuvad parabooliga y — 4x% Niidata, et kolme tekkiva
koolu keskpunktid on iihel ja samal sirgel.
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502. Olgu P,=(x,|y,) ja P,=(a,|y,). Missugust
tingimust peavad rahuldama need kaks paari koordinaate,
et 16ik P P, paistaks koordinaatide algusest nurgas 90°?

503. Kolmnurga tipud on (4]6), (—8|—2) ja (0[10).
Niidata, et kolmnurk on vdrdhaarne. Leida aluse kesk-
punkt ja arvutada alusele joonestatud korguse pikkus.

*504. Koostada selle sirge vorrand, mis ldbib sirgete

8z —4y+1=0jabz+y—1=0
loikepunkti ja loikab koordinaatide telgedelt vordsed posi-
tiivselt suunatud 16igud.

*505. Sirge libib punkti (9|4) ja on rodhiti 1diguga,
mille otspunktid on (8]6) ja (—10 | 0). Missuguses punk-
tis sirge 10ikab abstsisstelge?

506. Kolmnurga kiilgsirged on 4z + 3y = 48, ¢ + 2y = 12
ja 6x — 8y =—14. Niidata, et kolmnurk on tdisnurkne.
Kui suur on hiipotenuusi tousunurk?

'507. Ristkiiliku iihe kiilje otspunktid asetsevad sirge
24—y — 6 =0 lbikepunktides koordinaatide telgedega.
Leida teiste kiilgsirgete vérrandid ja tippude koordinaadid,
kui on teada, et kolmanda tipu abstsiss on 0.

*508. Ringjoone xz?+ 12z + y?—8y +36=0 piistlabi-
mésdu  viiksema ordinaadiga otspunkt voetakse uue ring-
joone keskpunktiks. See ringjoon ldbib antud ringjoone
keskpunkti. Leida uue ringjoone vorrand.

500. Kui kaugel on ellipsi o ++r=1 punkt (3]3,2)
kummastki fookusest?

510. Ringjoon z* + ¥* = 144 projekteeritakse paralleel-
sete kiirtega tasapinnale, mis ringjoone tasapinnaga moo-
dustab 45%se nurga ja -on risti kiirtega. Kirjutada ring-
joone projektsiooni vorrand. Niidata, et see projektsioon on
ellips ja arvutada viimase ekstsentrisus.
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*511. Leida, kus 16ikub sirge 4z + 5y — 560 ellipsiga,
mille siimmeetriateljed on z- ja y-telg, ekstsentrisus on 0,6
ja pooltelgede vahe on 20.

*512. Termomeetri kontrollimisel selgus, et ta jai sula-
misel niitab 1° ja vee keemisel 96°. Toas niitab termo-
meeter 20°. Kui korge on toeliselt toa temperatuur (oleta-
des, et termomeetri viga kasvab iihtlaselt) ?

513. Korrapirase viisnurga keskpunkt asetseb koordi-
naatide alguses ja iiks tipp asetseb punktis (1]0). Leida
viisnurga teiste tippude koordinaadid, kasutades nurga-
funktsioonide tabeleid.

514. On antud punktid A= (—3|—1) ja B=(0]|1).
Loik AB pikendatakse punktini C nii, et BC = 3AB. Leida
punkti C koordinaadid.

515. Roopkiiliku kolm tippu on A= (—10|7),
B=(5|—13) ja C=(14|17). Leida roopkiiliku neljas
tipp D teades, et see asetseb tipu B vastas.

516. Leida kolmnurga tipud teades, et tema kiilgede
keskpunktid on (3 |—2), (1|6) ja (—4]2).

517. On antud ring keskpunktiga (—4|2) ja raadiu-
sega 5. Kui pikk on ringi kool, mille keskpunkt on
(—2|1)?

518. Naiidata, et kolmnurk tippudega (0]0), (3|1) ja
(1|7) on tiisnurkne,

*519. On antud kaks punkti A=(—3|1) ja
B = (3| —T). Leida ordinaatteljel niisugune punkt P, mil-
lest 16ik AB paistab tdisnurgas.

*520. Missuguse nurga peab valguskiir tekitama a-tel-
jega, et ta, tulles punktist (5]2), peale peegeldumist z-tel-
jelt lébiks punkti (—1]4)?

*521. Valguskiir on suunatud mooda sirget y = v — 4.
Anda sirge vorrand, mida mooda kiir peegeldub abstsiss-
teljelt.
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522. Naiidata, et punktid (—2|—2), (3|1), (7|7) ja
(3]|1) on trapetsi tippudeks. Leida trapetsi kesksirge
vorrand. :

523. Kolmnurga tipud on 4= (2|—2), B=(8|10)
ja C==(—3]5). Leida sirge, mis ldbib tipu C

1. roobiti kiiljega AB;
2. risti kiiljega AB.

524. Aineosake liigub tungi mdjul mooda ringjoont,
mille vorrand on (x—>5)2 4 (¥ + 8)2 =25. Hetkel, mil
osake on joudnud punkti (2|1), lakkab tung mdjumast.
Anda joone vorrand, mida mooda toimub edaspidine tungi-
vaba liikumine.

525. Kolmnurgal ABC on muutumatu alus AC pikku-
sega 24 cm. Tipp B liigub kolmnurga tasapinnas nii, et
kolmnurga iimbermdot on jiadvalt 50 cm. Missuguse joone
joonestab punkt B?

*526. Ellips, mille fookused on (v 3|0) ja (—V 310),
ldbib punkti (2]1). Anda ellipsi vorrand.

*527. Maakera meridiaanil on ellipsi kuju, mille telgede
suhe on 299 :3800. Kui suur on selle ellipsi ekstsentrisus?

528. Kolmnurga kaks tippu on A=4019) ..]8
B = (a|0). Kolmas tipp P liigub tasapinnal APB ndnda,
et kiilje AB lshisnurkade tangensite summa jadb konstant-
seks. Niidata, et tipp P joonestab parabooli, mis labib
tipud A ja B.

529. Arvutada suhe, milles sirge ¥ = 3z +9 jaotab
punktide 4 = (0 |48) ja B= (36| 0) vahelise 156igu.

§ 50. Ulesandeid suuruste soltuvuse kohta.

530. Inimese silmatera 14bimdot voib muutuda 2 milli-
meetrist 9 millimeetrini. Mitu korda iiletab vorkkilele lan-
gev suurim valgushulk samades vilistingimustes vorkkilele

langeva viikseima valgushulga?
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531. Masina mudeli kérgus on 40 cm. Masin tahetakse
valmistada mudeli sarnane, korgusega 2,4 m. Mitu korda
tuleb masin mudelist raskem, kui molema vastavad osad on
tehtud samast materjalist?

532. Liikuvale kehale avaldab 6hk takistust, mis on vor-
deline litkkumise kiiruse ruuduga (kiirust ohu suhtes mois-
tes). Vaikse ilmaga iiletab jalgrattur, kelle kiirus on 12 km/t,
dhutakistust, mille suurus on 860 g. Kui suur ochutakistus
tuleb iiletada jalgratturil, kui ta vaikse ilmaga séidab kiiru-
sega 16 km/t? Kui suure ohutakistuse peab jalgrattur iile-
tama, kui ta sdidab maapinna suhtes kiirusega 12 km/t
vastu tuult, mille kiirus on 5 m/sek?

533. Veevarustuse magistraaltorus tehtud mootmised
néitasid 872 m kaugusel rohupaagist rohku 2,4 atmosfadri
ja 1476 m kaugusel rohku 1,8 atmosfairi. Oletades, et rohk
muutub kaugusega lineaarselt, anda réhu muutumist valit-
sev seadus.

534. 'Ule ploki O on pandud né6r, mille pikkus on I em.
Noori otstel ripuvad koormused B ja C. Uhe koormuse tous-
tes langeb teine. Olgu OC = z em ja koormuste B ja C kor-
gusvahe y cm. Avaldada arv y arvu & funktsioonina. Mis-
sugusse liiki kuulub zy-soltuvus?

535. Kuidas soltub hulknurga sisenurkade summa hulk-
nurga kiilgede arvust? Kujutada see soltuvus graafiliselt.

536. Kuidas soltub korraparase hulknurga kiiljele vas-
tav kesknurk hulknurga kiilgede arvust? Kujutada see sol-
tuvus graafiliselt.

537. Avaldada kera ruumala V kera pindala S funkt-
sioonina. Kasutades saadud seost, arvutada kera ruumala,
kui kera pindala on 1 m?

538. Avaldada kuubi pindala S kuubi ruumala V funkt-
sioonina. Kasutades saadud seost, leida kuubi pindala, kui
kuubi ruumala on 660 cm?® ja kui kuubi ruumala on 50 L
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539. Piiramiidi piirab neli vérdkiilgset kolmnurka, mille
kiilje pikkus on a. Avaldada funktsionaalne seos piliramiidi
ruumala V ja piliramiidi tdispindala S vahel.

540. Kuidas sdltub suurus z suurusest z, kui z on vorde-
line suurusega ¥ ja y sdltub suurusest @ lineaarselt?

541. Kuubi pindala on 42 em? ja ruumala 18,5 em3, Kui
suured on 3 korda pikema servaga kuubi pindala ja ruum-
ala?

542. Kuidas suhtuvad iihe ja sellesama tdaispindalaga
kuubi, ruudukujulise telgloikega silindri ja kera ruumalad?

*543. Kera, mille raadius on 3 cm, kaalub 800 g. Kui
palju kaalub samast ainest oones kera, mille vélimine raa-
dius on 6 cm ja-sisemine raadius 5 cm?

544. Elusolendite lineaarmdodete k-kordsel kasvamisel
suureneb nende ruumala ja iihes sellega ka nende kaal k*
korda. Samal ajal suurenevad aga nende lihaste ristldigete
pindalad ja iihes sellega lihaste jouavaldised k* korda. Mis
jargneb siit looma hiippe suuruse kohta (kirp, konn, koer,
elevant) ?

545. Kuubi serv kasvab 2-, 3-, 4-,..., n-kordseks. Kui-
das muutub sel puhul kuubi servade kogupikkus? kuubi
taispindala? kuubi ruumala?

546. Kera 1iabimoot kasvab 2-, 3-, 4-, ..., mkordseks.
Kuidas muutub sel puhul kera iimbermdot? kera pindala?
kera ruumala?

547. Silindri 1abimédt ja korgus kasvavad 2-, 3-,
4-, ..., n-kordseks. Kuidas muutub sel puhut silindri imber-
mést? silindri kiilgpindala? silindri téispindala? silindri
ruumala?

548. Kuubikujuline karp, mille serv seestpoolt mddtes
on 10 cm, on tédidetud kuulidega, igas kihis iihepalju kuule.
Kuulide 1dbim66t on 2 cm.

Mitu kuuli mahub karpi?
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Missuguse ruumala vétavad kuulid endi alla?

Kui suur on kuulidest vaba olev karbi osa? Mitu prot-
senti ta moodustab kogu karbi ruumalast?

Kuidas muutuks see osamiir kuulide libimoodu 2= 8-,
4-, ..., nkordsel vihenemisel?

§ 51. Ulesandeid mitmeilt kursuse osadelt.
"549. Arvutada avaldise

(ﬁ;;_'alb%(éi;4"cib)
numbriline vadrtus, kui ¢ =2, b = —3 ja ¢ = —T.

550. Toestada, et on kehtiv samasus:

(a? 4 b2) (m? 4 n?) = (am + bn)2 + (an — bm)2
551. Toestada, et on kehtiv samasus:
@+a)@+b)(x+c) —(zr—a)(x—Db)(x—c) =

== 2abc + 2x2(a 4+ b + ¢).
552. Toestada, et on kehtiv samasus:
@—y)P+ (y—2) + (z—2)°=
=3(x—y)(y—2)(z—ua).
*553. Taandada murd:
a2 — (Y2 —1a— Y32

@—(V2+ )z + Y2’
*554. Taandada murd:

bx®> — (1 4-ab)z +a
2 —(a+b)a F+ab®
*555. Lihtsustada avaldis:

B PR YA ST
*556. Lihtsustada avaldis:

V5 + Y108 — Vi
VHh—y20+V3

190



*557.

*559.

*560.

*561.

*562.

*564.

Lihtsustada avaldis:

z+ Ve z—Va

Y e 1/5_21/5'
Lahendada vorrand:
(x—a)2+ (x—Db)2=2(x+a)(x + b).

Lahendada vérrand':

bz -} a? s b —a2 _ 2a%h (a-+D)
ax — b2 ax+ b2~ adx—0b%

Lahendada vorrandid:
1. 2x2—2vV6x+8=0
422 —2(VB5+1)x+V5=0
a2 —2(V 84+ 1z +2(v3—2)=0
ax?— (a? 4 b)x +ab=0
b(x —a)2—a(x—Db)? = b% —a?

A L

Koostada ruutvérrand, mille lahendid on

1 : 1
a—b Jja a+b’

Koostada ruutvérrand, mille lahendid on
—_a+2yTbe ja —a—2V be

Avaldada suurus & vordusest
e el
p+ =

a2

U=

Olgu « ja § ruutvérrandi ax® + 2hx + ¢ = 0 lahen-

did. Koostada avaldised

andmeist

s s
atp, Ers o Gt E
a, h ja c ning anda nad lihtsaimal kujul.
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565. Toestada lause: .

selleks, et ruutvorrand aax? + 2he 4 ¢ = 0 omaks kaht iihte- :
langevat lahendit, on tarvilik ja piisav, et arvud a, & ja ¢
moodustaksid geomeet:,rilise jada.

*566. Lahendada vorrandid:
Ve—m+vVe—n=ym+yn
(Vaz+ Vv b) (Var—Vb)=(a*—1)b
alvita—yvi—a)=b(Vi+ae+y1—2)
2n =/ 2nx + / bnx — 4n?
V a2+ bx+ V a® — bz = \/ 2abx
567. Lahendada vorrand

522 — 60 — 8 = 1.
*568. Lahendada vorrand

2 4 log (% —0,004) = log (z + 2) + log 2.
569. Anda funktsiooni

Qs e

102 loge 10 logz
avaldis véimalikult lihtsal kujul.
*570. Lahendada vorrandisiisteemid:

L |224+y=6 8. [3t.4v=7
{logx-—logy:—l {x+y=8

2. (24+y=29 4 [82—l.4v+1=2
{Iogx—i—logyzz {5z+1,2y—1=6

*571. Avaldada 16pmatu rea
sin®z 4 sin*x 4 sinSx 4 . ..
vadrtus argumendi 2 funktsioonina.
*572. Avaldada 16pmatu geomeetrilise rea
tan®x 4 sin®» + sin®x - cos?x + ...
vaartus argumendi 2 funktsioonina.
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*573. Lahendada vorrand
o M s
logz +logv z-4+logvaxtlogyvat...=2.
*574. Leida jargmise jada # liikkme summa:
1 n 1 n—1 1 n—2
B2l (=) -2

575. Olgu f(n) = 1-2-3...n. Arvutada funktsiooni f(n)
vadrtused vahemiku jaoks 1 < n & 10.

576. Kera 1dbim66du puhul 1,7 on kera pindala 9,10 ja
kera ruumala 2,57. Kui suur on kera pindala ja ruumala,
kui 18bimo6t on

e o Wk i v: SO S e s ey By

577. 'Toestada tdieliku induktsiooni toestusviisil, et

1 1+2+3+...+n=%n(n+1)

2. 14+84+5+...+(2n—1)=n?

3. 24224234 ... 420=2(2"—1)

1 13+23+33+...—}—nﬁ:{%n(n-{—l)}ﬂ

5. 1:242:8484+...+n(n+4+1)=
=31. n(n+1) (n42)

578. Arendada ja lihtsustada avaldis

(1+vVa)y+a—yar
*579. Kui suur on avaldise
1
(g )
arendise keskne liige?
580. Toestada taieliku induktsiooni viisil, et
(—1)» = —1, kui = on paaritu arv
ja :
(—1)»=+1,kuin on paarisarv.
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581.

582.

583.

584.

Toestada tiieliku induktsiooni viisil, et
e+ (a+d) + (@+2d)+ ... +
+ [a+ (n—1)d] =na 43 n(n—1)d.
Toestada tiieliku induktsiooni viisil, et
a4ag+ag®+ ... +ag"~1=a- 7.5

g
Toestada taieliku induktsiooni viisil, et

n

1 1 1 Sl
T2 7323 Tau +"'+n(n+1)"7ﬁ-_{'

Toestada tédielikw induktsiooni viisil, et n-nurg:

nurkade summa on 180°: (n—2).

§ 52. Ulesandeid NSV Liidu rahvamajanduse alalt.

585. Alljargnev tabel niitab NSV Liidu rahvamajan
dusliku tulu kasvamise tempot vorreldes kapitalistlikkud
maadega:

1929 | 1932 | 1933 | 1934 | 1935 | 1936 | 1937
NSV Liit 100 157 168 193 230 208 333
PRAN e aain 100 49 52 62 68 78 86
Inglismaa . 100 88 90 97 103 111 119
Saksamaa . % 100 60 61 69 76 83 90
Prantsusmaa . . 100 84 81 75 70 77 90

Kujutada iihes ja samas teljestikus rahvamajandusliku
tulu kasvamise kiik tabelis mérgitud viie riigi kohta, Mida
niitab saadud joonis?

Kui suur on rahvamajandusliku tulu keskmine nidi
taja vahemikus 1932.—1937. aastal iga nimetatud viie
riigi jaoks?
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586. Kapitalimahutused NSV Liidu rahvamajandusse
1.—4. stalinlikul viisaastakul on jérgmised:

1. viis- 2. viis- 3. viis- 4. viis-
L - aastak aastak aastak aastak
miljardeis 26,5 60,0 137,5 250,3

rublades

Kas viisaastakute kapitalimahutused kasvavad lineaar-
selt viisaastaku jiarjenumbriga voi kiiremini? Lahendada
kiisimus nii numbriliselt kui graafiliselt.

Tihtsamate toostussaaduste tootmine NSV Liidus aastail 1928—1950.

Liik Moot~ 1913 | 1928 | 1932 | 1937 | 1950
{ithik

Elektrienergia . . |miljardkWh 1,9 5,0 13,5 | 36,4 | 82,0
JEAVIBURE A vitis e miljon t 29,1 35,5 64,4 | 128,0 | 250,0
NATH L i e o 9,2 | 11,7 | 22,3| 305 | 354
Malm ;s e 42 3,3 62| 145 19,5
OPRE: . ahis v i B0 b % 4,2 4,3 5,9 17,7 25,4
Teement 13 s taxeie ¥ & 15 1,9 3,5 5,5 10,5
Metallilgikepingid . | tuhat tk. 1,5 18 | 150 | 360 | 740
AtOQ et o ir e e ,, v e 0,7 23,9 | 200,0 | 500,0
Puuvillane riie . . tuhat m s 2778 | 2694 | 3447 | 4686
R ] SRR g W tuhat t 990 1300 828 | 2421 2400

Selie tabeli andmeil lahendada jargmised iilesanded:

587. Kui suur oleks olnud suhkru toodang aastail 1932
ja 1950, kui see toodang oleks vahemikus 1928. ja 1937. aasta
vahel kasvanud iihtlaselt ja kui see kasvamine oleks sama
kiirusega jatkunud ka edaspidi?

588. Kui suur oleks olnud puuvillase riide toodang aas-
tail 1932 ja 1950, kui see toodang oleks vahemikus 1928. ja
1937. a. vahel kasvanud iih_tlaselt ja kasvamine oleks sama
seaduse jirgi jatkunud ka edaspidi?
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589. Mitu miljardit kWh elektrienergiat oleks toodetud
aastail 1932, 1937 ja 1950, kui elektrienergia tootmine oleks
kasvanud iihtlaselt sama keskmise kiirusega nagu vahemi-
kus 1913—1928?

590. Mitu miljonit tonni kivisiitt oleks toodetud aas-
tail 1932, 1937 ja 1950, kui kivisde toodang oleks kasvanud
aritmeetilises progressioonis sama vahega aastas nagu aja-
vahemikus 1913—19287?

« 591. Kas nafta toodang kasvas ajaga lineaarselt voi kii-
remini kui lineaarselt?

592. Kui palju oleks toodetud malmi aastail 1932, 1937

ja 1950, kui malmi toodangu aastase suurenemise niitaja
oleks sama, mis ajavahemikus 1913—19287?

593. Kas terase toodang kasvas geomeetrilises progres-
sioonis ajaga voi kiiremini voi aeglasemalt sellest?

594. Kas tsemendi toodang kasvas ajaga liitprotsendili-
selt sama kiiresti kui ajavahemikus 1913—1928 voi Kkiire-
mini sellest?

595. Oletades, et metallildikepinkide arv  oleks
kasvanud liitprotsendiliselt sama kiirusega, mis aastail
1913—1928, arvutada, kui korgele oleks tousnud aastane
Ioikepinkide toodang aastail 1932, 1937 ja 1950.

596. Oletades, et autode arv oleks kasvanud ruuduliselt
ajaga sama seaduse jargi, mis vahemikus 1928-—1932, arvu-
tada toodetud autode arv aastail 1937 ja 1950.

§ 53. Moskva koolide matemaatilistel Gpilasoliimpiaadidel
1937.—1947. a. antud iilesandeid.
597. Olgu A, B, C ja D neljakandilise piiramiidi tippu-

deks ja olgu AB ] CD ja AC | BD. Niidata, et siis
AD | BC.
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' 598. Olgu n positiivne tédisarv. Toestada, et arvud

1 1 1
T e ey
ja
1 1 1
» b=§+——5—+...+m—l
ei saa olla tidisarvud iihegi n vadrtuse puhul.

599, Toestada, et taandatud murru % arendamine kiim-

nendmurruks annab puhtperioodilise kiimnendmurru siis ja
“ainult siis, kui b ja 10 on iihistegurita arvud.
600. Olgu n positiivne tédisarv. Tdestada, et arvu
1 1 1
n 15 n-41 + n+42
arendamisel kiimnendmurruks saadakse alati segaperioodi-
line kiimnendmurd.

601. Arvu z tdisosa all moistetakse suurimat téisarvu,
mis ei iileta arvu z. Seda arvu x tdisosa tahistatakse siimbo-

liga [«]. TGestada,
a) et [z+y] =[] + [¥];

b) et [l + [2+=1+ ... + [o+ 27— 1=[nal.
602. Toestada, et a jirjestikuse tédisarvu korrutis jagub

alati arvuga a.
603. Kaks sirget s ja ¢ asetsevad samal tasapinnal. Esi-

mesel sirgel on vdetud 16ik MN. Leida teisel sirgél punkt P,
millest 16ik MN paistab suurima nurga all.

604. On antud ringjoon ja mingi ringjoonel mitte aset-
sev punkt. On voetud ringi diameeter. Langetada punktist
diameetrile perpendikulaar, kasutades selleks ainult joon-

lauda.
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605. Lahendada vorrandisiisteem :

2 Y2

be Ve
2Vy+yvae=h.

606. On antud kriketikuul. Teisi vahendeid kasutamata
konstrueerida sirkli ja joonlauaga kuuli raadius.

=t

607. Toestada, et kolmnurk on vordhaarne, kui tal on
kaks vordset nurgapoolitajat.

608. On antud sirge CD ja kaks punkti A ja B, mis ei
. ¢ /\
asetse sirgel, Leida sirgel CD punkt X nii, et BS(\D s A X,

609. Tasapind on kaetud ruutvorguga. Kas on voimalik
ehitada vordkiilgne kolmnurk, mille tipud asetsevad vorgu
kolmes sélmpunktis?

610. Olgu a, b ja ¢ kolm niisugust arvu, et a4 b 4
-+ ¢ = 0. Néidata, et siis

b—c¢ c—a a—b a b ¢

( a + b + c )(b—~c+ c—a +a-—b)=9'

611. Mitu malendit iilimalt on vdimalik paigutada male-
lauale nii, et iihedki kaks malendit ei asetse iihel ja samal
diagonaalil ?

612. Mitme nulliga 16peb koigi tidisarvude korrutis ala-
tes iihest ja Iopetades sajaga?

613. Aurikul kulub 5 pieva, et jouda Volgat modda
Gorkist Astrahani ja 7 pieva, et jéuda Astrahanist Gorkisse.
Mitu péeva kulub palgiparvel, et liikudes vabalt parivoolu
jouda Gorkist Astrahani?

614. Missugune kahest arvust

1003  ja 300!

on suurem?
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615. Missuguse jadgi annab poliinoom
& + x3 _l__ x9 + Ix27 + xSl _l_ x243
jagamisel vahega x— 17
: 616. Olgu = mistahes positiivne tédisarv. Niidata, et
arvudest n, n 4+ 1, n+ 2, n 4+ 3 ja n+ 4 on vihemalt iiks
niisugune, millel pole iihiseid tegureid iilejidinud nelja
arvuga.

617. Olgu O teravnurkse kolmnurga ABC korguste 16ike-
punkt. Téestada, et ringjooned, mis mairatakse punktidega
0, A, B, punktidega O, B, C ja punktidega O, C, A, on
kongruentsed.

618. Olgu neljakandilise piiramiidi koigil neljal tahul
iiks ja sama pindala. Tdestada, et siis koik neli tahku on
kongruentsed.

619. Kumeras n-nurgas on joonestatud koik tema dia-
gonaalid. Mitmeks osaks need diagonaalid jaotavad hulk-
nurga, kui mingid kolm diagonaali ei 16iku ithes punktis?

620. Leida viikseim téisarv, mis jagamisel arvuga n
annab jaigi r, jagamisel arvuga n + 1 jaagi r» 4+ 1 jne., jaga-
misel arvuga 7 -+ m jaagi r 4+ m.

621. Mitmeks osaks jaotub ruum = tasapinnaga, mille
hulgas ei leidu kolme niisugust, mis labivad iihe ja sama
sirge?
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35.
37.
39.

51.

Vastused

tihekesega mirgitud iilesandeile.

. 200 mm.
S kumnendkohaga
FuS .l O e

| o9y

T,

S (0]0); (4]0);

(2]—3,5).

L (0]0); (@]0);

(B Y 2 g )
(V3 l-a)
(1085

(2|—4).
Dlagonaahde 16ikepunkt

on (5 |5);
D=(—2|

5).
. AB=6,71; BC = 6,71;

CA —4,24.

. AB = 14,04; Bea—

—=11,18; CD = 14,76;
DA — 17,09; AC =
= 21,02; BD = 18,79.

. 6,10; 2,55; 5,59.

2¢
Y=t

52. bx + ay = 2c.

53. 20 —y—4=0.

55. 3x% + 4y®* —8x + 4

56. 22+ 2y>—9y + 9

57. 22+ y>—4=0.

58. 8xz2 + 9y? + 122 —
— 108 = 0.

59. x2 4 y2 —12x 4 22 = 0.

60. 4x2 4 4y%2 =12

61wy = oY
62. XYy = 10.
63. bx + ay = ab.

64, 22+ y>?—2x =0,

71. Mitte iikski antud punk-
tidest ei asetse antud
joonel.

200 =2,

73 (1 16 1,91) ja

(1,16 | —1,91).

(3/10); (—3[0);

(2,83 | —1);

(—2,83 | —1).

76. Joon 3z -4 4y = 0 laheb
14abi koordinaatide algus-
punkti.

77. Antud abstsissile vastab
kaks ordinaati: 0,97 ja
—0,97.

74.
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78.

81.

88.
95.

10. pole; oo; 90°.
98. Jah, libib. .

104. Punktid A ja C asetse-
vad sirgel, punkt B
mitte.

105. 3z 4 4y + 24 — 0.

106. 3z + 10y — 18 — 0.

107. 6.

108. —4.

109. y =—0,364x 4 0,342a;

Joone 16ikepunktid z-tel-
Jega on (0]0)ja(2 [0);
ithispunkt y-teljega on
(0/0) ja Ilsikepunktid
I veerandi nurgapooli-
tajaga on (0]0) ja
(1]4)

Kolmekordseks.

. 0%1’,
2

5 -
—3,46; 0,5774; 30°,
1; —1,4142; 125°16’,
1,56 ;70,63 "26%34".

9. 0; —0,8944; 138°11’,

6.
-
8.

y = 0,364z + 0,342a;
y =—0,364x — 0,342q;
y = 0,3642 — 0,342a.

110 y=0; y=2V 3 ;

y=—vV3+5v3;

y=V3+5v3.
H&m:%;b:—%.
115. 3z —5y—1=0;

Y =—2; S+ y—T7=

07—y 4+ 4=0; 4z 1

202 .

Ty+1=0;0—y—
—6=05 40}y —
—19=0.

118.
119,
126.

127.
130.
131.

T+y=p+aq.

Jah, ldbib.

Esimene ja kolmas on
roopsirged.

3z + 5y = 8.
ok Y=~4=0;

& —dy 4+ 11 =0,

133. 2z 4 5y + 6 = 0.
1340 7 — 2001 5,

135.

137.

Te—3y =0;

22 +y+1=0;
3x—5y—2:0.
102 — 4y —5 = 0.

138. ax + by = a> } b2,
139. 22 +y—14 = 0.

145.

146.

5
1. m:7’

Siisteemil on iihene
lahend.

2. Siisteemil pole lahen-
dit.

3 x =24, y=24. Siis-
teemil on iihene la-
hend.

4. Siisteemil pole lahen-
dit.

_am-+-bn

sl 55 4

— an -+ bm
T b

)
7?,:—37.

a

SR e
T Y =g
3. Siisteemil pole lahen-
dit.
& gesINa
mn —1°

an—b

Y=

-~ mn—1 °



150; A — 85%36%; B — 55418
€. = 89°06".

151. 2,139 iihiku kaugusel.

152. 81y — 19y = 0.

154. 3z — 5y = 0.

155. Slrged I6ikuvad punktls

25 129).
160. 2,4.
161. 2,53 iihiku kaugusel.
162. %— tthiku kaugusel.
164. 2 iihiku kaugusel.

B R |
168. 5 V 3a ja —2—(1.
170. 0,5.
171, 14,12,
172. 8x-— 12y + 11 = 0.
173. 2. 22 4 y% = 40,

4- x? + y? + 8x + 6y —

=16 = 0.
7. 224y 4 62— 6y +
+9=0.
17. 1 C=(—2|3);
2 Ce=(L]8); ¢ r=8
3. C= —?;—l %-,);
17
r= B
2
£ C=(3]—7);
o114
1
5. C= —‘li']—z')’
r=2V2

177.
178.
181.

182.
183.

184.

187.
188.

189.

192.

197.
199.

214.

215. 4,5

219.

221.

228.
230.

22+ Y2 —A4x—6=20;
(3]0).
x? + y? —12x — 14y -
+ 49 =0.
C=@|1); r=5.
1

C=(galyzb);

r= V@b
%2 4 y* — 22 — 6y +
+5=0.

(0]—2) ja (1]3).
Ringjoon puudutab sir-
get punktis (0 |—2).
(0,3]0,9).

(4]3).

(18] 12) ja (18 |—12).
126°52’.

. Ainsa. iihispunkti —

puutepunkti — kaugus.
fookusest on 8,5 iihikut.

—‘C.%Va‘na
— 2| —3v5).

0,504 ja 3,968 iihikut.

e

V5
1—e
1+4e°
1::69:
2ab
330427,

x2
900 + 2255 =1.
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241.

X K

257.

277.
279.

301.

318.
319.
325.

331.
352.

204

LiPCLL B <2k 1.6
F(§)=h+3.

L G(2hy Sy
+1); G(8 +7h) =
= Rh A1)

3. K(h) = h¥— 2h 4
LASRUE Y )
= h(h® + 3h +1).

4 L(108) +1=h41;
L(2%) = 0,3010h.

. Punkt P liigub sirgel

r—2y+4=0,
n
(2+z)"'-
b:%\/ 1—e?; 2c=e;

1
yF: 2 (1 _e2)-
216 cm.

. 1184 cm.

150,4 osa.
11,24 kg.

. 5,59.

72, Graafikuks on ruut-
parabooli kaar.

. Nagu 9 : 8.
. 2,6 cm.

6=02; b=52; ¢=0.
Y = 622 4 18z.
Parabooli vérrand

on
y:—%z’. Soidutee
kaare pikkus on 80 m.
17,1 kg!

. 3 korda.

1,52.
2 1 1
2. 147; 5535 5955 1.

Se 9 vk

317 520.

367.
369.

371.

373.
377.

378.

379.
380.

1207,44 m.
8,7%.

33 %.
33 %.

6. (z+38)(@—T17).

7. 4(2b—a) (b 4 2a).

8 (m—mn+41)(m+
+n—1).

% 2(a+2)(x +a—
Eolig By £ e Ll il L

10. (m + 6) (3n—2).

defali e by i kG
(x4 1)2(22 4 1).

&8, otz —13 v d.
k... 15(x —1)2(x+
+1).

b 3 N i R R
2(x—1)(2*—9) X
X (z 4+ 4).

4. 8. 4.t @ -2 vk,
z(x—1) (x + 2)3,
DSR2 oy ilule,
60cx®(at—1).
Suuruse —2h(5 4 2a)

vorra.
24,64 =+ 10a.

. 48a + 1004 -+ 300y.

25 m 6
y P —ﬁ(n_) 7
8

27a2x2

e 3

3cx.




9m2 —1
£ 3m
1 )
b e e
a(4a + p)

9 x(m — 2)

10.

e
ol 1 éVm—:a'

e
=
ot
l
S

R i RV B

L e B

3.2:v3—T7V 15+
L2162,

4. v a(a 4 2z) —

— v z(x + 2a).

M 5

6. Vz””_—_“
x 41
390. & =43
391. 10 m.
392. Kui kell niitab 6 t.
16 min. 22 sek.
1 Sl
393. é \/ ] ’I'O.
394. 37,9%.
395. Isa 56,3, poeg — 64,3
tunniga.
396. 44 oomi; 5 amprit.

N

397. 128 m.
398- 1. w:l.
ac
2. ¥ — i
SRRt
3. = 'u-}-vb'
4 x:P'L’I
rq
399. Lz =h; x,=—2h,
T R g e ZZ_
3 2, = (m—n)m;
n—m
Ty = —0—
[ P gt
& il e, 5 -
401. 22 —4x+1=0.
402. x> —bx + 4 = 0.
403. ¢, =27; q,=—64.
358
408. 1. x]:5; x2:_?)§..
2. 0=10; x,=—2 el
sobi.
8. v, =18; x,=3888 e

4.

410. 1.

2.

sobi.

z, =4; v,=—2b ei
sobi,
34272
- X = i
3—2y2
—_— 1 o
Y
=13
S A R
x,._l__a,xz_o
4
z, =36; ¥,=.
64
x]'—4) x.-_,:——? el
sobi.
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413.

505 —

415. 3,5 ja 4 kg.

416. 21, 28 ja 35 cm.
417. 900 ja 400.

418. 5,2 ja 7,4 cm.

419. L x, =47, y,=53;

206

z, =58, y, =417,
2. ’xl-'6 y1~4:

2:—41Ay2:_6-
3. x1:65y1:4;

€ :~69y2——4
4. x21: 5, Y=g
5%:41-0’1 G
! A - temeactlin y

B

y:iVa
6. xl_—_O, y]:30;
x2:4’ y2:2'
1. &, = (9a+D),

1
y1:"3"(b——9(1/),
w2=$+2,

y — ——
8. @, = 0,76, y, = 2,62;
z, =5,26, Y, = 0,38
9. =42 y=-+1, -
0. 2 =/ pg, y= g
oo =—1.
22,=—1, 2,=4
3. £ =6,762
1 2 —=1.
2x, =3 2,=1
SLa— 8
L =0
2 =18

424.

428, —

8. —4.
4. Pole lahendit.
5. e, =3 x2:2.
1o =15,
2w, —100, xo_Ol
3.2 =1, x,
L0 5
9. Ji 3.
& =—.25 00;
2. =12
3. x = 6,000.
4. = 549, x, = —550
O A= R
o —0; 0265
x, =18, z,=—38,5
- 2, =0, 2,=T
3' xl _6; x2-—-—7 1
sobi,
4 z,=2754,8;
z, = —0, 3 el sobi.
5. x ==s4 19
z, = —2 719 ei sobi.

429. 421 luget.

1. lahend:
{x, Bk, W, B
z, T, T, T,T.

2. lahend:

(0,2, 2 Sz %
'.’E,4, 2;—2‘,—4.
1 —3, % —2, iz,

434. 7, 21, 63, 189, 567.
435. 16 voi 9.



436.

437.
438.

439.

440.

441.
442.
443.

447.
450.

453.

g, = 91,5, &, =142,
q2: 075; d2:_'2-
400.

1+ .

R AT

V2—1

1 2

?< q < 3 -

6_4_7:
990’ 1100’

doh 1ok
Q—ﬁ’

395 7
990 °

a, meelevaldne.

TN
12=2 +m+top e

e |
Q=g

21, 35 ja 35 varvitooni.

286 kolmnurka.

60 viisil.

210 viisil.

10 viisil.

2¢51) 2.

17,17 ja 11,54.

== 1,706, b= 1’685'

1,383.
. a—0,4341, b = 0,7165.

59,02.
3,352.

. 10,20.

0,7566.

. 6,438; 9,657; 16,09.

1,898; 2,522; 0,2192.
0,0246 cm®.

28,57 ja 47,59.
4,501.

15,49.

31,94,
Cc= (5,64,2).
Punkt (0]0).

479.

487.
488.

496.

499,
500.
505.
511.

512.
519.

520.
521.

526.
527.

Punkti (5]|2).
S
/e § SO T
Punkt (5| 10).
(x4+3)2+ (y—4)?*=
289
=
Loikepunkti koordinaa-
did on: :
a (bm — mn) .
bm — an
3,12 38 22,0,
Peab olema p*m? +
-+ 2pn = 0.

b (mn —an)
bm —an °

. 2832+ 23y — 11 = 0.

Punktis (—310).
22+ 92 + 122 4 20 = 0.
Punktides (60 |64) ja

(80 48).

202,
I?unkte on kaks: (0]2)
ja (0| —8).

45°,

2x + 3y —12 = 0.

22 o

6 Es Tk

0,08.

Ligikaudu 2700 grammi.

— 6,043.
x+1
F=1
br— 1
H—=b. "
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Salaeabe
558. x—-m.
559, x —=

b2
a® —ab + b2 -

560. 1. ‘xZK—"L;/b;G_

g L 1
B

2., » By =

8 ,=1+v3842v2,
z, =1+ T ) V2.
b

L ip e Ty =
Ps i@ =0 - .

561. (¢® — b?) ax® — 202 +
“+1=0.

562. x2 4 2ax + a2 — 4be —
S=)s

a
563 o =u/ ;.
564. a2—}—ﬂ2:22h2-a_c-

it
g o o  2h2 %
TR g st L
R 3 4h2

208

568.

570.

571.
57
573.

574.

5

9.

L 2x=m-tmn.

2. ¥ —ab.

2ab

@ 52

e e
(2—0)2

2a3
5 2 —(T(*I-FGQ).

3.;],'_—_

4 x=8n

.

e z, = — 0,20,

L. x=0,5; y—=>5.
2. x=25; y=4.
3. x:k8log4_lﬂ;
log 4 — log 3
__log7 —8log 3
" log4—Tog3 |
4 x=10,6342;
¥y = —0,2106,
tan? z.
1:cos2a.
10.

1 n

35 4



SISUKORD.

Analiiiitiline geomeetria.

Peatiikk I. Punkt sirgjoonel

§ 1. Sirgjoone punkti ADBERIART oo n CiRte srer s te B x v gt it
§ 2. Suunatud sirgloik ..........coieiiiiiiiie
§ 3. Sirgloigu keskpunkti DS L S R LSS
Peatiikk II. Punkt tasapinnal

§ 4. Tasapinna punkti koordingadid ..o oo Sl

Koordinaatide méiste rakenduslik vaartus .....
§ 5. Sirgldigu keskpunkti koordinaadid ......co.000
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