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SISSEJUHATUSEKS

Sotsialismilt kommunismile iilemineku kiirendamiseks seadsid
NLKP Keskkomitee ja NSV Liidu Ministrite Noukogu meie maa
rahvaste ette grandioossed iilesanded. Need avaldati kommunist-
liku iilesehitust66 suures programmis — rahvamajanduse arenda-
mise kontrollarvudes aastaiks 1959—1965. Piistitatud {ilesannete
taitmiseks hakati rahvamajanduse koigis harudes tunduvalt suu-
remal mééaral kui seni kasutama teaduse ja tehnika saavutusi. On
aga selge, et teaduse ja tehnika saavutuste rakendamine on tihe-
dalt seotud vastava kaadri teadmiste ja oskustega. See ongi pea-
miseks pohjuseks, miks viimaseil aastail on hakatud iitha enam
tahelepanu osutama hariduskiisimustele.

Léahem iseloomustus kavandatavate uuenduste ja muudatuste
kohta kehtivas haridussiisteemis avaldati NLKP Keskkomitee ja
NSV Liidu Ministrite Noukogu teésides «Kooli ja elu sidemete
tugevdamisest ning rahvahariduse siisteemi edasiarendamisest
meie maal». Neis teesides rohutati muuhulgas vajadust tosta meie
koolides ka matemaatika Opetamise iildhariduslikku taset. !

Selle eesmirgi saavutamiseks ongi vaja suurendada uue
t66-keskkooli matemaatika programmis funkt-
sionaalse soltuvuse osatdhtsust ja liilitada
sinna korgema matemaatika elemendid.

Teatavasti hakkas matemaatika osatdhtsus tema rakendus-
aladel kasvama XVII sajandil ja seda just tdnu korgema mate-
maatika elementide kasutuselevotmisele. Seda iseloomustas
F. Engels jargmiste sonadega: «Po6rdepunktiks matemaatikas oli
Descartes’i muutuv suurus. Tdnu sellele tuli matemaatikasse lii-
kumine ja dialektika ja tdnu sellele osutus kiiresti vajalikuks
diferentsiaal- ja integraalarvutus.»!

Viimastel aastatel on inimkond olnud uute suurte saavutuste
tunnistajaks teaduse ja.tehnika valdkonnas. Noukogude teadlaste
resultatiivsed tulemused kosmilise ruumi vallutamisel, kontinen-
tidevaheliste rakettide konstrueerimisel ja aatomienergia raken-
damisel niitavad, et NGukogude teadus on asunud
maailmas juhtivale positsioonile.

! Oureanc, . JnanektHka npupoas. Mocksa, 1952, 1k. 206.



Kui matemaatika osutus juba moddunud sajandil tohusaks
vahendiks teiste teaduste arendamisel, siis kaasajal on tema osa-
tahtsus, eriti tehnikateadustes, otsustavalt suurenenud.

Seistes tdnapdeval uute suurte iilesannete ees meie rahva-
majanduse arendamisel, on raske vaielda korgema matemaatika
elementide kooli matemaatika programmi votmise vastu. Me ei
saa enam lugeda haritud inimesteks neid, kes
ei tunne tehnika saavutuste matemaatilisi alu-
seid: funktsiooni, tuletise ja integraali mois-
teid. Diferentsiaal- ja integraalarvutuse algmed avardaksid
keskkooli 1opetajate silmaringi ning annaksid neile katte ldhte-
punktid, millele tuginedes asus tehnika oma tormilisele voidu-
kédigule. Seetottu on ka loomulik, et meie tulevases t66-keskkoolis
poliitehnilise hariduse omandanud noor ei vaataks integraali
mérgile kui mingile miistilisele siimbolile.

Vastuviitena diferentsiaal- ja integraalarvutuse algmete késit-
lemisele keskkoolis esitatakse eelkdige arvamus, et korgema
matemaatika elemendid on vajalikud ainult neile, kes ldhevad
edasi oppima korgemate koolide nendesse teaduskondadesse, kus
opetatakse matemaatikat. See arvamus on ‘kahtlemata véar.
Matemaatilise analiiiisi algmeid neile, kellel kdorgemas 'dppeasu-
tuses tuleb kuulata ulatuslik kursus korgemast matemaatikast voi
selle iiksikdistsipliinidest, poleks keskkoolis vaja opetada. Kahtle-
mata kergendab muidugi sellealane ettevalmistus keskkoolis vas-
tavate distsipliinide kuulamist.korgemates oppeasutustes. Vajadus
nimetatud teadmiste jdrele on aga siiski hoopis teisel poolel. Pal-
jud spetsialistid, kes oma ettevalmistuskdigus pole kokku puutu-
nud korgema matemaatika kiisimustega, on raskustes oma eriala

" raamatute lugemisel niipea, kui seal on sakendatud matemaati-
kat. Monedes teaduskondades ollakse sunnitud kavva votma iiksi-
kuid loikeid korgemast matemaatikast, et {iliopilastele saaksid
tuttavaks tuletise ja integraali moisted, sest viimaseid vajatakse
eriainete kursuste lugemisel. Eriti laialdast rakendamist leiab
matemaatika teatavasti fiiiisikas ja keemias. Praegu ollakse aga
korgemates Oppeasutustes sunnitud nende ainete Opetamisel
monedele teaduskondadele (nédit. arstiteaduskonnale) otsima
«koveraid teid», et viltida matemaatilist aparaati, sest kuulajail
puudub sellekohane ettevalmistus. Seega, korgematesse
koolidesse siirdujaist on korgema matemaa-
tika elemente ' vaja tunda eelkoige neil, kes ei
vali oma erialaks matemaatikat, fliiisikat, kee-
miat voi tehnilisi teadusi.

Korgema matemaatika elementide keskkoolis kisitlemise idee
ei ole uus. Pea koigis maades tostatati viimasel sajandivahetusel
noue matemaatika opetamise {imberkorraldamiseks, selleks et
muuta matemaatika opetamine eluldhedasemaks. Sealjuures peeti
vajalikuks ka funktsionaalse soltuvuse, diferentsiaal- ja integraal-
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arvutuse, analiiiitilise geomeetria jt. kiisimuste liilitamist kooli
matemaatika programmi.

Selle eesmirgi saavutamiseks oli vaja kogu matemaatika
harjutusmaterjali imberkorraldamine ainult formaalset eesmarki’
taotleva materjali vihendamise ja enam rakenduslikku vaartust
omava ainega asendamise teel ning kooli matemaatika ldhenda-
mine matemaatikateaduse viimase 400 aasta saavutustele. Seoses
nende taotlustega ongi liikumise eesotsas seisnud teadlaste ja
koolimeeste piiiideks olnud jouda selleni, et funktsionaalse
soltuvuse moiste saaks kogu koolimatemaa-
tika liilisambaks ning et tuletise ja integraali
moiste leiaksid kédsitlemist juba keskkoolis.

Nagu juba eespool nimetatud, tousis korgema matemaatika
elementide koolis kisitlemise probleem paljudes maades aktuaal-
~selt pédevakorrale XIX ja XX sajandi vahetusel.

Inglismaal oli tol perioodil aktuaalselt pdevakorral geomeetria
opetamise kiisimus. Astuti vidlja Eukleidese «Elementide» jérgi
teostatava geomeetria Gpetamise vastu loosungi all «Meil pole nii_
palju aega kui Eukleidesel». Selle loosungi piistitas professor
J. Perry, kes osutus tol ajal itheks agaramaks ‘reformide eest
voitlejaks koolimatemaatikas. Olles mehhaanika professor, piis-
titas ta eelkdige noude suurendada koolis praktiliste
rakenduste ,ja nditlikkuse osatdhtsust. Erilised
teened on tal matemaatika Gpetamise alal laiadele rahvahulkadele.
Oma vastavad loengud andis ta vilja raamatuna «Practical
Mathematics Lessons Delivered to Working Men», mis levis laialt
Inglismaal ja tolgiti paljudesse keeltesse.

J. Perry pooldas viga korgema matemaatika elementide Ope-
tamist keskkoolis. Ta koostas isegi programmi, kus neile kiisi-
mustele oli omistatud suur osatdhtsus. Perry arvates peaks
funktsioonidest tulema koolis késitlemisele astmefuriktsioon, eks-
ponentfunktsioon, logaritmfunktsioon ja trigonomeetrilised funkt-
sioonid. Tuletise leidmist pidas ta vajalikuks “jargmistele funkt-
sioonidele:

{=ax", -y=— ae’s, y4= SITXy o 1f == COS' X}
y=asin(bx+c) ja y=Alog(x-+ a).
Integreerimismeetodeist soovitas ta kasutada ositi integreerimise

ja muutuja vahetuse uvotet. Sealjuu(es noudis Perry, et kesk-
hariduse omandanud noor peab tundma jdrgmisi integraale:

f ax"dx, f aeb*dx, f xia dx,

[ sin(@ax+b)dx ja [ Acos(ax + b)dx.



Mairkida tuleks ka Perry soovitust votta Simpsoni valem kasutu-
sele enne integraali moiste késitlemist. Perry programmi kohaselt
tuli keskkoolis lahendada ka lihtsamaid diferentsiaalvorran-
deid.

Tahelepanuvaarne on siinjuures asjaolu, et kogu selle pro-
grammi labivotmine holmas oOpilasi ainult 15.—16. eluaastani.
J. Perry pidas seda voimalikuks, tuginedes graafilisele ldhte-
kohale ja intuitsioonile rajatud aine kasitlusele.

Suurimaks puuduseks Perry seisukohtades loetigi mittekiillal-
dast rangust aine kisitluses. Perry oli ise selles tdiesti teadlik.
Ta oli veendunud, et tema programm ei rahulda neid, kellel on
eeldusi abstraktseks motlemiseks. Oma seisukohta ocigustas Perry
viitega, et opetamisel tuleb arvestada opilaste
enamikku — enamikul aga puudub kalduvus
abstraktseks motlemiseks.

Et voita aega korgema matemaatika kiisimuste kasitlemiseks,
selleks soovitas Perry rajada geomeetria mitte ainult minimaal-
selt vajalikule, vaid kiillalt laialdasele postulaatide kogule. Et
siilitada oOpilaste tahelepanu ja huvi opetatava uue aine vastuy,
selleks noudis Perry ikka ja jdlle tundmadpitud kiisimuste raken-
damist mootmiste matemaatilistes probleemides, mehhaanikas ja
fuiisikas.

Perry taotlused leidsid paljudes maades poolehoidu. Eriti hoog-
salt levisid tema ideed ja leidsid rakendamist Ameerika Uhend-
riikides. ;

Ameerika Uhendriikides juhtis matemaatika opetamise reformi-
misliikumist Ameerika Matemaatikute Uhing. Kuni
1902. a. kuulusid sinna ainult iilikoolide professorid. Kui aga
ithingu president professor E. H. Moor e tostis oma kones 29. dets.
1902. a. iiles keskkooli matemaatika Opetamise reformimise kiisi-
muse, siis hakati ithingu liikmeiks vastu votma ka keskkoolide
matemaatika opetajaid.

Et 14bi viia reformi matemaatika Opetamisel keskkoolis, . sel-
leks pidas E. H. Moore eelkdige vajalikuks muuta Ameerika iga-
nenud koolikorraldust. Reformimist vajas koigepealt traditsioon,
mille alusel matemaatilisi distsipliine opetati iiksteise jdrel: koige-
pealt algebra, siis planimeetria, seejdrel fiiiisika, edasi stereo-
meetria ja 16puks algebra raskemad peatiikid. Trigonomeetria ope-
tamine jéeti tdielikult ilikoolide hooleks. E. H. Moore négi selle
traditsiooni pohilist puudust selles, et Opilastel ei teki mingit
ettekujutust nii tdhtsatest iiksikute distsipliinide vahelistest
seostest. Ta iitles: «Kas ei saa rasket kiisimust tihedama seose
loomisest puhta matemaatika ja tema rakenduste vahel
lahendada kaudsel teel, ja nimelt nii, et kogu koolikursuse ula-
tuses, kaasa arvatud ka lopmatult kahanevate suuruste ana-
liiiis, ei tehtaks opetamisel vahet puht matemaatika eriharude
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vahel ja puht matemaatika ning tema pohiliste rakenduste
vahel.» !

E. H. Moore rohutas nagu J. Perry’gi laboratoorse meetodi
rakendamise vajadust matemaatika oOpetamisel. J. Perry'ga oli
E. H. Moore samal arvamusel ka aine kédsitlemise ulatuse suhtes.
Ta pooldas nii trigonomeetria, analiiiitilise geomeetria kui ka
diferentsiaal- ja integraalarvutuse algmete késitlemist keskkoolis.
Oma eespool nimetatud kone I6pul {itles Moore: «Kas toesti
XX sajandil meie ei ole vdoimelised noorusele tema koige vastu-
votlikumates aastates tédiesti konkreetsel ja kaasakiskuval kujul-
tutvustama XVII sajandi imeilusaid moisteid?»

Piérast prof. Moore’i ettekannet valiti erikomisjon, kelle iiles-
andeks jdi vidlja tootada programm kolledZitesse sisseastujate
eksamineerimiseks. Selle komisjoni poolt viljatéotatud eksami-
nouetes ei ndhtud aga siiski veel ette tuletise ja integraali moiste
tundmist. Kiill omistati tdhelepanu graafilistele meetoditele, ja
'seda just seoses vorrandite lahendamisega. Vordlemisi ulatusli-
kult nouti aga algebra tundmist. Nii pidid kolledZisse astujad
oskama kasutada kuni neljandat jarku determinante, alamdeter-
minante ja Horneri skeemi.

Seega piistitati kdesoleva sajandi algul ka Ameerikas kiisimus

- korgema matemaatika elementide opetamise vajaduse kohta kesk-
koolis, kuid koolide programmidesse ei suudetud seal vastavaid
palasid liilitada.

Diferentsiaal- ja integraalarvutuse algmete keskkooli mate-
maatika kavva votmise kiisimus tosteti Prantsusmaal iiles juba
umbes 60 aasta eest. Nimelt moodustati 1898. a. Prantsuse parla-
mendis 33-liikmeline erikomisjon keskhariduse {imberkorraldami-
sega seotud kiisimuste uurimiseks. Jargmisel aastal avaldati selle
komisjoni materjalid triikis. Need olid omakorda aluseks 1902. a.
kehtestatud uutele programmidele, mis t6id radikaalse muudatuse
Prantsusmaa kooliellu. Neis kavades anti reaalainetele, eeskétt
matemaatikale ja fiilisikale senisest suurem osatdhtsus. See asja-
olu peegeldus matemaatika Gppekavas eelkdige jargmiste muuda-
tuste kehtestamises:

a) voeti kavva lihtsamate funktsioonide uurimine, tuletise
moiste, selle lihtsamad rakendused ja integraalarvutuse idee,

b) gromeetria késitlemine rajati geomeetriliste teisenduste
printsiibile (liike, poore, sarnasusteisendus, peegeldusteisendus),

c) suurendati rakenduste osatdhtsust matemaatika kursuses,
jattes vidlja materjali, millel pole otseselt praktilisi rakendusi.

Nende uuenduste eest voitlejaks oli tollal veel noor, kuid juba
nimekas teadlarie professor E. Borel. Matemaatika opetamise

! Moore, E. H. On the Foundations of Mathematics. Presidental address
delivered before the American Mathematical Society at its ninth annual meeting.
December 29, 1902. “Bulletin of the American Mathematical Society”, nr. 5,
1903, 1k. 424.
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reformimise vajaduse pohjendamisel 1dhtus ta eelkdige XVII saj.
‘suurte matemaatikute saavutustest ja viimastel rajanevaist edu-
sammudest tdppisteaduste ja tehnika valdkonnas. Nii iitles Borel
tthes oma kones: «Ukski tdnapédeva tsivilisatsiooni element ei saa
eksisteerida ilma mehhaanika printsiipideta, ilma analiiiitilise geo-
meetria ja diferentsiaalarvutuseta. Pole {ihtki tegevusala, kus ei
rakenduks geeniuste Galilei, Descartes’i, Newtoni ja Leibnizi tugev
moju. Ma siiski eksisin siin. Midagi on ometi roninud vilja selle
moju alt ja on jddnud muutuseta — see on matemaatika opeta-
mise siisteem koolis.»!

Oma juhtmotete pohjendamisel Borel pidas analiiiitilise geo-
meetria ja diferentsiaalarvutuse algmete Opetamist ja omanda-
mist lihtsamaks kui néiteks geomeetrias toodavaid arutlusi p6ord-

 kehade ruumaladest voi algebras esitatavast teise astme vorrandi
uurimisest, lihtsamaks isegi kui tehteid raskepirasemate murd-
avaldlstega

Uhtaegu oma nouete esitamisega juhtis Borel tdhelepanu voi-
malustele kehtivate oppekavade lithendamiseks. Nendest ette-
panekutest on td&helepanuvéddrsemad: esiteks harilike murdude
iiksikasjalisest kéasitlemisest loobumine, kuna praktikas mootmi-
sel ja arvutamisel tootatakse eranditult kiimnendsiisteemis ja
seega on pohiliselt vajalikud ainult kiimnendmurrud, ja teiseks
nende iilesannete 6igel kohal kisitlemine, milliseid enne lahenda-
takse keerukaid teid kasutades, hiljem Opetatavate votete abil aga
hoopis lihtsamalt.

E. Borel rohutas ka ajaloolise elemendi sisseliilitamise vaja-
dust kooli matemaatikasse. Koige kategoorilisemalt noudis ta
korgema matemaatika loojate t60 tutvustamist oppetundides. Ta
wvordles matemaatika Opetajat, kes jatab klassile . tutvustamata
Leibnizi, Newtoni, Descartes’i ja Galilei nimed, ajaloo Opetajaga,
kes oma tundides jatab késitlemata Prantsuse kodanliku revolut-
siooni.

E. Borel polnud ainult uute motete kandjaks, ta seisis esi-
rinnas ka nende juurutamisel tegelikkusesse: tema poolt uues vai-
mus kirjutatud matemaatika Opikute jargi oppis prantsuse noor-
sugu ainet mitmed aastakiimned.

1904. a. organiseeris Pariisi Pedagoogika Muuseumi direktor
Ch. Langlois koosolekute seeria 1902. a. kehtestatud prog-
rammide rakendamisel saadud kogemuste ldbiarutamiseks. Pea-
aegu koik sonavotjad rohutasid oma ettekannetes vajadust esi-
tada juba koolis juurdunud korgema matemaatika kiisimusi, tugi-
nedes enam katsele. RGhutati, et Opilastele ei tule esitada mitte
valmis teadust, vaid teaduse saavutuste kujunemise protsessi.
H. Poincaré, kes juba II iilemaailmsel matemaatikute kongres-

! Bopeab, . Kak cornacoBaTh npenojgaBaHue B CpeJHeil IIKOJe C Npo-
rpeceom Haykn. «Martemarunueckoe npocBeiienne», nr. 3, 1958, lk. 96.
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sil 1900. a. Pariisis tostis esile intuitsiooni osa matemaatika kui
teaduse arenemisel, rohutas niiiid eriti intuitsiooni rakendamise
vajadust matemaatika Opetamisel keskkoolis. Ta nimetas intuit-
siooni selleks liiliks, mis ithendab matemaatilised siimbolid tege-
liku eluga ja annab neile tdiusliku sisu, mida ei suuda anda aga
kunagi puhas loogika. Ta vordles puhtabstraktselt teostatavat
matemaatika Opetamist elevandi tundmadppimisega mikroskoobi
abil. H. Poincaré rohutas oma ettekandes veel vajadust valmis-
tada ette tuletise definitsioon puutuja ja kiiruse moiste abil. Seda
ettepanekut toetas omalt poolt veel prof. J. Hadamard, kess
rohutas, et ei saa tutvustada uut kiisimust, kui oOpilastel pole
selge, miks seda vaja on.

XVII sajandi matemaatikute suursaavutused hakkasid iksi-
kuisse koolidesse Venemaal, nagu mujalgi, tungima védhehaaval
alles XIX sajandil. 1813. a. kinnitati koolide pohiliseks késiraa-
matuks N. Fussi opik: «<HauanbHble OCHOBaHHSI YHCTOH MaTema-
TuKH», mis sisaldas peale koordinaatide moiste ka diferentsiaal-
- ja integraalarvutuse elemente. Vaarib méarkimist, et juba
1838. aastal vene matemaatika professor I. I. S o m o v formuleeris
oma raamatus «Teopusi onpeneseHHbX ajreGpaHuecKHx ypaBHe-
Huit» matemaatika opetamise eesmargi kujul: uurida funktsioonide
omadusi ja avastada funktsionaalset soltuvust looduses. .

Funktsiooni moiste votmist kooli oppekavva toetasid ka moo-
dunud sajandi suurimad vene matemaatikud P. L. TSebo0Sev ja
M. V.Ostrogradski.

Graafiliste meetodite rakendamist pidas vajalikuks V. N.
Skljarevits, kes juba 1864. a. kirjutas: «Algebra kursusesse
tuleb tuua peatiikk kahe tundmatuga vorranditest, kus tuleb eri-
list tdhelepanu osutada nende vorrandite uurimisele, néidata
nende graafilist konstrueerimist ja selgitada seost, mis wvalitseb
vorrandi kuju ja temale vastava kovera kuju vahel.»!

Kuigi méédunud sajandi 70. ja 80. aastad olid tsaari-Venemaal
koigil elualadel reaktsiooniaastateks, leidus selgi perioodil motte-
avaldusi matemaatika Opetamise ajakohastamise vajaduse kohta.
Nii néditeks esines 1872. aastal Tartu Ulikoolis fiiiisika professor
A. v. Oettingen piduliku aastapdevakonega teemal «Mate-
maatika Opetamisest koolis». Juba kone algul ta viitis, et kuigi
eesrindlikud Opetajad piiilavad Opetamise meetodeid ikka ja jélle
parandada, on aine ise jadnud muutmata. Et matemaatika on
opilasile liiga kuiv, selles siiiidistas ta vahest tundide arvu, mis
moodustas iihe kaheksandiku (praegu ca iiks kuuendik) oppe-
ajast. Sellest ajast oleks piisanud Oettingeni viljendi jargi nii-
teks filoloogidel ainult grammatika kéasitlemiseks ja siis oleks see
aine sama igav. Seega pidas ta tundide arvu suurendamist
hddasti vajalikuks. Puudutades kiisimust matemaatika Opetamis-

' Wkas peBuy, H. B. Hekoropsie cooGpaxenusi o MeTofe MNpernofaBaHus
#iavaabHOii MatemaTHKH. «[lenaroruueckuit cGopHuk», 1865, lk. 402—403.



meetodite ja aine valiku uuendamisest, piistitas ta jargmised
nouded:

«Tuua kooli kavva:

1) muutuvate suuruste vaheline soltuvus ehk lithidalt funki-
siooni moiste,

2) tihedalt siia juurde kuuluvad analiiiitilise geomeetria ja
diferentsiaalarvutuse elemendid, ja ;

3) koikides klassides opetada propedeutilist fiiiisikat.»!

1890. a. teostati Venemaal koolireform. Matemaatika opeta-
misse ei toonud see erilisi muudatusi. Osalt sellest tingituna hak-
kasidki 90. aastatel sagenema hédéled veel ikkagi teostamist vaja-
vate uuenduste kasuks. Nii esitati ajakirjas «Pycckas mkoaa»
1890. aastal matemaatika opetamise kohta kiisimus: kas ei osutu
voimalikuks tunduvalt lithendada keskkoolis pakutava matemaa-
tika kursuse vilist mahtu ja kas ei ndua hariduse tegelikud ees-
mirgid moningate nn. korgema matemaatika moistete toomist
keskkooli kavva ja kui, siis missuguses ulatuses? Agaramateks
voitlejateks nende kiisimuste positiivse lahendamise eest olid
S.1. Sohhor-Trotski ja V. P. Seremetjevski. Neist
autoreist tuleb eriti esile tosta viimast, kes 1895 a. ajakirjas
«Pycckas Mbicab» avaldatud kirjutises tostis esile XVII saj. mate-
maatikute suursaavutusi ja niitas XIX saj. lopul kehtinud kooli- -
matemaatika programmide ja aine kasitlusmeetodite maha-
jadvust. Ta kirjutas: «XIX sajandi 16pu noori inimesi, kes valmis-
tavad vastu votma ametlikku tunnistust moistuse kiipsuse kohta,
hoitakse kunstlikult keskaegse matemaatilise motlemise tasemel;
neid peetakse mittevoimelisteks omandama kasvoi elementegi
matemaatikast kui uue aja teadusest.»2? Ja veidi hiljem: «Kui
kogu matemaatika on oma olemuselt opetus funktsioonidest, siis
on selge, et ka elementaarne kursus peab grupeeruma funktsio-
naalse soltuvuse pohimoiste iimber. Mida varem ta kutsutakse
esile opilaste teadvuses, seda parem.»3

1899. a. kutsus Haridusministeerium iiles korraldama &ppe-
ringkondades koosolekuid keskkooli reformimise kiisimuse aruta-
miseks. Jirgmisel aastal moodustati sajast inimesest koosnev
komisjon vajalikkude ettepanekute ettevalmistamiseks. Nimetatud
komisjonist tegelesid kaksteist liiget matemaatika opetamise kiisi-
mustega. Viimased arutasid muuhulgas ka korgema matemaatika
elementide kooli kavva votmise kiisimust. N. Parfjentjev, ikks
innustunumaid selle seisukoha eest voitlejaid, pohjendas oma arva-
must jirgmiselt: «See tutvumine on héadasti vajalik mitte nii-

! Qettingen, A. Ueber den mathematischen Unterricht in der Schule.
Festrede zur Jahresieier der Stiftung der Universitdt Dorpat am 12. December
1872. Dorpat, 1873, k. 13.

2 lepemereBckHuf, B. [1. MaremaThKa KaK HayKa H ee IIKOJbHHE Cyp-
porath. «Pycckasi muicab» Ne 5, 1895, 1k. 36.

3 Sealsamas, lk, 118.
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vord tulevastele matemaatikutele ja inseneridele, kes ka ilma
keskkoolita 6pivad seda koike tundma, kui just naturalistidele,
arstiteadlastele ja sotsioloogidele. Koik nad kasutavad oma uuri-
mustes moisteid moot ja arv, kdik nad koostavad kaarte ja dia-
gramme; jarelikult voimaluse koike seda maista peab’andma kesk-
kool.» !

Matemaatika  opetamise reformimise alal saavutati esimesed
tulemused 1906. aastal, kui reaalkoolide tédiendusklasside Oppe-
kavadesse liilitati funktsiooni, pidevuse, tuletise, diferentsiaali ja
integraali moiste iihes nende lihtsamate rakendustega. 1908. a.
voeti need kiisimused juba reaalkoolide ametlikku programmi.
See tdhendas aga matemaatika opetamise reformimise eest voitle-
jate suurt voitu.

Seejdrel, kui 1906. a. otsustati liilitada diferentsiaal- ja inte-
graalarvutuse algmed reaalkoolide tdiendusklasside oppekavva,
asuti uute matemaatika programmide viljatootamisele kooli koigi
tiiipide jaoks. Viimastest on tahelepanuvddrsemad Kiievi
Fiilisika ja Matemaatika Seltsi ja Varssavi Fiiii- -
sika ja Matemaatika Opetajate Ringi poolt koos-
tatud poeglaste giimnaasiumide matemaatika programmid. Neis
programmides oli tugevasti rohutatud funktsionaalse soltuvuse
osatdhtsust. Oma iilesehituse poolest olid need programmid viga
iahedased Merani plaani? seisukohtadele.

Jirjest enam jouti veendumusele, et korgema matemaatika
kiisimuste kisitlemist 16puklassis tuleb tohusalt ette valmistada
nooremais klassides. Selle idee tolleaegsete propageerijate hulgas
oli ka iiks meie praegusaja juhtivaid matemaatikuid — akadeemik
S.N.Bernstein. :

Mirkimisvadarset osa matemaatika Opetamise reformimise
eest voitlemisel Venemaal etendasid Peterburi Sojaliste
Oppeasutuste Pedagoogilise Muuseumi Mate-
maatika Osakond (asut. 1885. a.) ja Moskva Tehni-
liste Teaduste Levitamise Uhingu Oppeosa-
konna Matemaatika Opetamise Komisjon (asut.
1890. a.). Nende matemaatikute koondiste teeneks on ka iilevene-
maaliste matemaatika Opetajate kongresside organiseerimine,
Neist esimene toimus 1911. ja 1912. aasta vahetusel Peterburis ja
teine 1913. ja 1914. aasta vahetusel Moskvas.

Esimeselt kongressilt vaarib siinkohal eriti markimist
M. G. Popruzenko ettekanne teemal «Tokestamatult kahane-
vate suuruste analiiiisist keskkoolis», kus ta rohutas, et tokes -
tamatult kahanevate suuruste teooria kéasitle- -
mine keskkoolis annab ainult siis efektiivseid

' Mapdeuntnesn, H. [Iporpamma mo maremaTHke B CpefHeH LIKOJe 6y11y-
mero. «Pycchas mkosa», Ne 2, 1902, 1k. 229.
? Vaata lk. 13.
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tulemusi, kui see esitatakse koigile arusaada-
valt, kiillalt liithidalt ja orgaanilises seoses
keskkooli matemaatika kursusega Ta luges tol
ajal  soovitatud uuendustest kodige tdhtsamaks matemaatilise
analiiisi algmete keskkooli kavva votmist, nimetades seda
toeliseks XX sajandi kultuuri voiduks. Sealjuures piistitas Popru-
Zenko aga noude, et kui koolides teostatakse harunemine, siis pea-
vad matemaatilise analiiiisi algmed kuuluma koigi koolitiiiipide
matemaatika programmi.

Integraali moiste tutvustamist ei lubanud PopruZenko mingil
juhul siduda integreerimistehnika opetamisega. Ta pidas voima-
likuks kursuse niisugust iilesehitamist, kus ei konelda ei diferent-
siaalidest ega integraalidest, vaid ainult algfunktsioonidest.

Esimese kongressi ettekannetest véarivad siinkohal esiletost-
‘mist veel F. V. Filippovit$i ettekanne teemal «Analiiiisi alg-
mete Opetamisest keskkoolis» ja A.'G. PitSugini ettekanne
teemal «Kooli matemaatika kursuse, sisu». Esimene neist rohu-
tas vajadust kontsentreerida kogu keskkooli matemaatika Rur-
sus funktsionaalse soltuvuse idee iimber ja rohutas sealjuures, et
see idee peaks labima juba nooremate klasside aritmeetika, geo-
meetria ja algebra kursust. A. G. PitSugin néditas aga, et keskkooli
matemaatika programmis leidub kiillaldaselt kiisimusi, mis ei
arenda oOpilasi ja mis seetottu tuleksid kavast vélja jatta. Ta nime-
tab niisugustena niiteks ahelmurde, ithendeid, Newtoni binoomi
ja aritmeetika tdiendavaid peatiikke. Nende kiisimuste viljajat-
mine pidi aga voimaldama diferentsiaal- ja integraalarvutuse ele-
mentide ning analiiiitilise geomeetria kavva liilitamist. '

Teisel kongressil Moskvas peétud ettekandeist vaérivad siin-
kohal tdhelepanu A. K. Vliassovi ettekanne «Missugused ele-
mentaarmatemaatika kiiljed on véartuslikud iildhariduse seisu-
kohalt», D. M. Sintsovi ettekanne «Analiiiitilise geomeetria
opetamisest keskkoolis», M. G. PopruzZenko ettekanne «Ana-
liiiisi kursusest keskkoolis» ja S. N. Bernsteini ettekanne
«Funktsiooni moiste keskkoolis». Koigis nimetatud ettekandeis
osutati voimalusele opetada korgema matemaatika elemente kesk-
koolis.

Esimese maailmasdja puhkemise tottu jdi dra kavatsetud kol--
mas matemaatika opetajate kongress, kus olid planeeritud ldbi
arutada korgema matemaatika elementide Opetamise tulemusi
koolis ja vorrelda neid teistel maadel saadud kogemustega.

Innustava touke matemaatika opetamise reformimislitkumisele
Saksamaal andis 1900. a. ilmunud F. Kleini ja E. Riecke raa-
mat «Neue Beitrdge zur Frage des mathematischen und physika-
lischen Unterricht an den hoheren Schulen», kus formuleeriti sel-
gelt uuendusliikumise ees seisvad olulised probleemid ja tehti ette-
panekud nende lahendamiseks. "

Reformimise teostamisele aitas suurel méairal kaasa Saksa
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Loodusuurijate ja Arstide Selts, liillitades oma
tookavasse muuhulgas ka kooliuuenduse kiisimused. Selleks and-
sid esimese touke 1901. a. Hamburgis toimunud Loodusuurijate
ja Arstide Seltsi pdeval piistitatud nn. «<Hamburgi teesid»,
milles nouti bioloogia taastamist keskkooli oppeainena. Viimane
oli keskkooli oppeainete nimestikust kustutatud parast seda, kui
1879. a. oli iihes koolis Darwini Opetust esitatud konservatiivsele
avalikkusele vastuvotmatul kujul. 1903. a. Kasselis toimunud
seltsi pdeval kaasusid bioloogide noudeile, ka matemaatikute ja
fitiisikute omapoolsed pretensioonid. Seal tehti F.Kleinile iilesandeks
koostada iilevaade fiilisika ja matemaatika opetamise olukorrast
Saksa koolides. Kleini vastav ettekanne kuulati dra 1904. a. Loo-
dusuurijate ja Arstide Seltsi paeval Breslaus. F.Klein, néhes Prant-
susmaal juba teoks saanud koolireformi, pooldas tuliselt vastavate
uuenduste ldbiviimist ka Saksamaal. Oma ettekandes noudis ta
funktsiooni méiste asetamist kesksele kohalé matemaatika Gpeta-
mises ning diferentsiaal- ja integraalarvutuse algmete kisitlemist
kooli lopuklassides.

«Minu eesmirk on, otsekoheselt Geldes, et siin esitatud vaate-
kohad 9. oppeaastast (Untersekunda) alates kogu matemaatika
opetamisele otsustavalt Gige metoodilise arengu annaksid, et
funktsiooni geomeetriling’ kasitlus iilejadanud ainet fermendina
labiks. Siinjuures on loomulikult arvestatud, et analiiiitiline geo-
meetria ja teiselt poolt ka diferentsiaal- ja integraalarvutuse alg-
med on iseenesest kaasa arvatud.»!

Et piistitatud kiisimustele 16plikku lahendust saada, moodus-
tati Breslau koosolekul Saksa Loodusuurijate ja Arstide Seltsi
juures Matemaatika Opetamise Komisjon eesotsas
Halle iilikooli professori A. Gutzmeriga. Sellele komisjonile
tehti iilesandeks loplikult vormistada ettepanekud matemaatika ope-
tamise reformimise labiviimiseks. 1905. a. Meranis ja aasta hiljem
Stuttgardis esitas komisjon oma ajaloolise tahtsusega ettepanekud,
mis on tdnapdevani tuntud «<Merani plaani» nime all. Selles
plaanis nouti 6ppekava koigi formaalsete ja praktiliselt vaadrtusetute
palade kustutamist ja pandi ette need asendada loodust ja inim-
elu haaravate matemaatika kiisimustega. Endise formaalse eesmérgi
asemele seati matemaatika Opetamise peaeesmargiks funktsio-
naalse motlemise ja ruumilise kujutluse arendamine. Metoodilisest
kiiljest noudis Merani plaan arvutuste ja konstruktsioonide kasit-
lemist kdige tihedamas seoses ja naitliku joonise koige laialdase-
mat kasutamist Oppevahendina. See komisjon tootas vilja ka
matemaatika néidisprogrammi humanitaargiimnaasiumidele. Selle
jargi tootamine pidi kindlustama:

! Klein, F. und Riecke, E. Neue Beitrige zur Frage des mathema-
tischen und physikalischen Unterricht an den hoheren Schulen. Leipzig und
Berlin, 1904, 1k. 4.
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«a) et opilased saaksid teaduslikul tasemel seisva iilevaate
neile opetatavast matemaatikast;

b) et nad hésti orienteeruksid selle probleemides;

c) et nad oskaksid lahendada tegelikkusest périnevaid mate-
maatilise sisuga iilesandeid ja

d) et nad moistaksid matemaatika osa praegusaja loodustea-
duses ja kohta, mida ta omab tédnapdeva kultuuris {ildse.»!

Diferentsiaal- ja integraalarvutuse algmed olid selles program-
mis asetatud sulgudesse, sest siia kuuluvate palade kasitlemise
vajaduse kiisimuses ei saavutanud komisjon iihtset seisukohta. Kui
aga 1909. a. Loodusuurijate ja Arstide Seltsi jarjekordsel kokku-
tulekul Freiburgis tehti kokkuvotteid «Merani plaani» praktikasse
rakendamise kogemuste kohta, siis péddsesid loplikult voidule
matemaatilise analiiiisi algmete keskkooli matemaatika programmi
votmise idee pooldajad ja see programmi punkt esines siitpeale
sulgudest vabana.

1904.—1907. a. tegutsenud Matemaatika Opetamise Komisjoni
tegevus ja eriti tema «Merani plaan» olid innustavaks eeskujuks
laialdasele matemaatika opetamise metoodika kiisimuste arutami-
sele rahvusvahelises ulatuses.

Ulemaailmne tihedam suhtlemine matemaatikute vahel algas -
1897. a. Ziirichis organiseeritud I Ulemaailmse Matemaa-
tikute Kongressiga. Nii sellel esimesel kongressil kui ka
jargnevail, mis toimusid 1900. a. Pariisis ja 1904. a. Heidelbergis,
arutati ka matemaatika Opetamisega seoses olevaid kiisimusi.
1908. a. moodustati IV Ulemaailmsel Matemaatikute Kongres-
sii Roomas Rahvusvaheline Matemaatika Ope-
tamise Komisjon, kellele tehti {ilesandeks uurida mate-
maatika opetamise olukorda rahvusvahelises ulatuses ja selgi-
tada iiksikutes maades toimuvate reformimisliikumiste eesmarke
ja saavutusi. Selle komisjoni esimeheks kutsuti eespool mainitud
kuulus saksa matemaatik professor F. Klein ning liikmeteks
inglane professor G. Greenhill ja $veitslane professor
H. Fehr. See komisjon koostas oma tegevuskava ja kutsus iga
riigi matemaatikuid iiles moodustama RMOK-i rahvuslikku alam-
komisjoni. See iileskutse leidis koikjal elavat vastukaja.

Uheks probleemiks, mida asuti uurima, oli diferentsiaal- ja
integraalarvutuse késitlemine keskkoolis. Kiisimus oli pdevakorra
peapunktina arutusel 1910. a. Briisselis ja 1914. a. Pariisis toi-
munud RMOK koosolekuil. Juba Briisselis selgus, et diferent-
siaal- ja integraalarvutuse algmed on leidnud tee keskkooli mit-
metes maades. Samas sona votnud professor F. Klein juhtis
jarjekordselt tdhelepanu korgema matemaatika elementide kooli
kavva votmise otstarbekusele ja vajalikkusele. Ta iitles: «Mate-

. ! Klein und Schimmak. Der mathematische Unterricht an den
héheren Schulen, Teil I. Leipzig, 1907, lk. 210.
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maatika ei ole midagi lopetatut, nagu iga teinegi teadus. Ta
areneb nii puhtteaduslikust kiiljest kui ka oma rakenduste poolest.
Kuid selle teaduse arengutasemele ei vasta hoopiski tema opeta-
mise arengutase; tdnini on keskkooli kursus peaaegu sama, mis
keskajalgi. Kuid siis oli see (koolis Opetatav matemaatika) tea-
duse viimane sona, niiiid aga on see programm 400 aasta vorra
ajast maha jdanud ja me peame piiidma uuesti kooskdlastada
need membra disjecta (lahku sattunud liilid) .»!

Jargnenud sonavottudest selgus, et tol ajal olid korgema
matemaatika elemendid juba tdielikult juurdunud Prantsusmaa
koolides, samuti Sveitsis ning reas Saksamaa koolides. Venemaal
késitleti meid kiisimusi sojakoolides, kesk-tehnilistes oppeasutustes
ja reaalkoolides. '

Kui Briisseli konverentsile jargnenud istungil 1911. a. Milaa-
nos olid pédevakorras peamiselt koolis Opetatava aine ranguse
kiisimused ja iiksikute distsipliinide vahelised fusiooni kiisimused,
siis 1912. a. V Ulemaailmsel Matemaatikute Kongressil Camb-
ridge’is kerkisid jélle pdevakorrale funktsiooni moiste ja kor-
gema matemaatika elementide Opetamise probleemid. Eriti peatus
nende juures professor D. E. Smith. Ta rohutas, et funktsio-
naalse soltuvuse kiisimuste kisitlemise eesmédrk on jouda tule-
tise ja integraali moiste juurde. Selle saavutamiseks pidas ta
vajalikuks tohusat ettevalmistust, mis peab algama juba noore-
mates klassides.

1913. a. saatis RMOK koigile alamkomisjonidele kiisimustiku
teemal: «Milliseid tulemusi on saavutatud diferentsiaal- ja inte-
graalarvutuse algmete sissetoomisel keskkooli.» See sisaldas
kiisimusi, nagu: kas ja kui suures ulatuses kisitletakse diferent-
siaal- ja integraalarvutust koolides; kas seal tutvustatakse ka
Taylori rida ja lihtsamaid diferentsiaalvorrandeid; kui range on
nende kiisimuste kisitlus; kas diferentsiaali moistet tutvustatakse,
kas piirvdartusi kisitletakse; kas funktsionaalse soltuvuse kiisi-
musi tutvustatakse juba nooremais klassides; missugust siimboo-
likat kasutatakse; missuguses jarjekorras ainet esitatakse; kui
palju ndidatakse diferentsiaal- ja integraalarvutuse rakendusi;
milliseid tulemusi on saavutatud? _

Paljudest maadest neile kiisimustele saadud vastustest tegi
kokkuvotte iiks matemaatika Gpetamise uue suuna innustunumaid
pooldajaid, Budapesti iilikooli professor M. B e k e, kes esitas oma
160 tulemused Pariisi konverentsil 1914. a. Ta iitles muuhulgas:
«Koik vastused nditavad, et funktsiooni moiste sissetoomine ja
diferentsiaal- ning integraalarvutuse algmete késitlemine kesk-
koolis on saanud koikjal Opetajate poolehoiu osaliseks. Opetajad

! Cunnos, /. MaremaTHKa Ha BHCTaBKe B Dploccene. MexayHapoaHas
KOMHCCHS TIO TpPENoAaBaHHIO MaTeMaTHKH. «BeCTHHK ONuITHOH (DM3HKH H 3JIEMEH-
TapHO# MaTemaTHKH», nr. 525, 1910, 1k. 34.

15



loevad auasjaks Opetada uut ainet.»! Prof. Beke hindas nende
kiisimuste kasitlemist kui evolutsiooni matemaatika Gpetamises,
mis arendab oOpilastes nii ranget loogilist motlemist kui ka
intuitsiooni, elavat huvi praktiliste kiisimuste vastu, oiget tdsi-
asjade hindamise oskust, harjumust iseseisvaks tooks ning
armastust tegelikkuse vastu. Nende omaduste kompleksis nagi
aga Beke tsiviliseeritud maailma kasvatuse ideaali, mille saavu-
tamine kindlustaks noorusele hiilgava tuleviku.

Professor Beke ettekandele oli sisult viga lihedane ka samal
konverentsil professor E. Boreli ettekanne teemal: «Kuidas
kooskolastada matemaatika Gpetamist teaduse progressiga.» Ta
iitles: «Sellest on juba enam kui kaks sajandit, mille jooksul
mehhaanika, fiiiisika, analiiiitiline geomeetria ja diferentsiaal-
arvutuse printsiibid on vastu pidanud aja katsumusele. Praegu
pole see moodalendav fantaasia, vaid alus meie teaduslikele t66-
dele. Ja alles peale seda, kui neile hiddavajalikele opetustele
antakse koolis vastav koht, muutub tfppisteaduste opetamine meie
keskkoolides tegelikult tanapdevalikuks ja omandab toeliselt
kasvatusliku vdartuse.» 2

Kui kéesoleva sajandi algul pidevakorrale tousnud kiisimus .
funktsiooni, tuletise ja integraali mdiste kisitlemisest keskkoolis
ei saanud Kkoikjal positiivset lahendust, siis tdnapdeval, kus tea-
dus ja tehnika sammuvad edasi hiiglasammudega, ei ole enam
moeldav koolimatemaatika siigav irdumine matemaatikateadusest.

I ja Il maailmasoja vahelisel perioodil katsetati korgema
matemaatika elementide opetamist peaaegu kdigis maades.. Paljudes
riikides leidis see suund aga vastuseisu. Nii kustutati ka Nou-
kogude Liidu koolide matemaatika programmidest 1938. aastal
koik funktsionaalse soltuvusega seotud kiisimused. Teostatud
sammu kritiseerisid mitmed juhtivad matemaatikud. Eriti silma-
paistvad artiklid avaldasid prof. A. Hint§in ajakirjas «Mouo-
Aas tBapaus» 1939. aastal ja prof. K. M. StSerbin ajakirjas
«Martematuka B wkoae» 1938. aastal. Nimetatud artiklis avaldas
prof. ‘A. HintSin arvamust programmide liigse iilekuhjamise kohta.
Ta viitis, et programmides leidub veel kiillalt materjali, mis piisib
kooli oppekavas ainult seetottu, et seda on oppinud meie isad ja
vanaisad. Ta rohutas, et kui tuldi suurepiraselt toime vene
kirjaviisi lihtsustamisega, miks siis ei suudeta seda teha mate-
maatikas. Samal ajal aga noudis A. Hint3in, et kooli matemaa-
tika programmis figureeriksid funkisiooni mdiste ja Il6pmatult
kahanevate suuruste analiiiis. Ta iseloomustas viimast kui mate-
maatikateaduste peamist ideelist alust ning loodusteaduse ja

! Beke, M. Les résultats obtenus dans l'introduction du calcul différentiel
et intégral dans les classes supérieures des établissements secondaires. «L’En-
seignement Mathématique», 1914, 1k. 280. EAF

2 Bopeab, 3. Kak corsacoBaTh npenojaBande B CpPelHedl MKoJe ¢ Mpor-
peccom HaykH. «MatemaTnueckoe mpocBeuienue», nr. 3, 1958, 1k. 99.
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tehnika peamist matemaatilist relva. Ta kirjutas: «Meie program-
mid on vidhe oOnnestunud koopiad ennerevolutsiooniaegseist
programmidest ja, védlja arvatud védhesed erandid, jatavad oOpilase
teadusliku arengu XVII sajandi tasemele.

Koige kategoorilisem vajadus on liilitada kooli programmi
matemaatilise analiiiisi algmed. Selle kasuks rdagib otsustavalt
koik. Tokestamatult kahanevate suuruste analiiiis seisab vaielda-
matult korvuti inimkonna kultuuri suurimate voitudega, nagu
evolutsiooniteooria bioloogias ning molekulaarteooria fiiiisikas ja
keemias. Tema praktilised rakendusvdoimalused on loendamatud:
Kui tahame tosta todlise ja kolhoosniku teaduslik-kultuurilist
taset insener-tehnilise tootaja tasemeni, siis ei saa me rahulikult
vaadata selle puudumisele kooli matemaatika programmis, mis
kujutab endast kogu tdnapdeva tehnika matemaatilist alust; seda
enam, et tokestamatult kahanevate suuruste analiiiisile kuulub
oluliselt tdhtis osa teadusliku dialektilis-materialistliku maailma-
vaate kujundamisel.» !

Prof. StSerbin juhtis oma artiklis tdhelepanu asjaolule, et
funktsionaalse soltuvuse kiisimused on vajalikud koigile, nii
loodusteadlasile kui sotsioloogidele. Ta andis {ilevaate korgema
matemaatika elementide osatdhtsusest Vene kooli programmis
alates 1907. aastast. Ta markis, et programme kérbitakse viga
kergekéeliselt, tuginedes vaid kaheldavale viitele, et nende kiisi-
muste késitlemine koolis valmistas raskusi. K. M. StSerbin nime-
tas veel rea kiisimusi, nagu tdisarvude jagamine, irratsionaalarvu
moiste jne., mis samuti valmistavad raskusi, ja kiisis 1opuks: mis
jaaks siis programmi jirele, kui koik need palad kavast kustu-
tada? Ta noudis I[unktsionaalse soltuvusega seotud kiisimuste
taastamist kooli matemaatika programmis ning tuletas meelde,
kuidas suhtuti sellesse kiisimusse XX sajandi algul: «Tdnu {iksi-
kute Opetlaste ja Rahvusvahelise Matemaatika Opetamise Komis-
joni toole enamik oOpilasi ja pedagooge tuli sajandi algul iihisele
jareldusele, et on vajalik uuendada ja elustada matemaatika ope-
tamist ning anda kasvoi védheselgi médral seda, mis kuulub
moodsasse kultuuri.» 2 Esialgu aga programmi enam ei muudetud.
Kiisimuse lahendamisele asuti innukamalt alles alates 1944. aas-
tast.

Koige enne tosteti funktsionaalse soltuvusega seotud teemade
opetamise kiisimus iiles Vene NFSV Hariduse Rahvakomissa-
riaadi Oppe-metoodilises Noukogus 1944. a., kus professorid
N. A. Glagolev ja V. A. GontSarov esinesid vastava-
sisuliste ettekannetega. Neist esimene koneles teemal «Korgema

’
! Xunuun, A. O npenogaBanun MaTeMaTHKH. «MoJsiofast rBapausi», nr. 9,
1939, 1k. 143.

2 Mlep6un, K. M. KputHueckuit 0630p mporpaMmbl CpeaHeil IKOJbl M0 Ma-
rematuke HKIT PCOCP 1938 r. «MaremaTuka B mkoJsie», nr. 5—6, 1938, 1k. 95.
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matemaatika elementide keskkooli programmi liilitamise prob-
leem» ja teine teemal «Funktsionaalse soltuvuse idee matemaa-
tika opetamisel keskkoolis». Professor Gont$arov noudis funktsio-
naalse soltuvuse osatihtsuse suurendamist eeskitt geomeetria
opetamises, Ta soovitas tugevdada kinemaatika elemente geo-
meetria kursuses, piihendada enam tdhelepanu piirjuhtudele
(kolmnurk nelinurga piirjuhuna jne.) ja kasutada geomeetria
iilesandeid funktsioonide uurimise materjalina.

Professor Glagolev selgitas voimalusi diferentsiaal- ja integ- -
raalarvutuse elementide kavva votmiseks. Ta toi esile kolm jérg-
mist voimalust: 1) kooli struktuuri muutmine (kooliaja pikenda-
mine, harunemine), 2) teistele matemaatika kiisimustele , ette-
néhtud aja lilhendamine ja 3) matemaatika tundide arvu suuren-
damine. Nendest pidas Glagolev koige kergemini elluviidavaks
viimast. Sealjuures ta hoiatas aga, et kui on loodud yoimalus
diferentsiaal- ja integraalarvutusezalgmete kidsitlemiseks, siis ei
tohi esitada korgemat matemaatikat kui formaalset vahendit pind-
alade ja ruumalade leidmiseks, vaid eelkdige tuleb selgitada seal
esitatavate moistete sisu. Prof. Glagolev pidas védiraks monede
matemaatikute arvamust, nagu omandaksid Opilased korgema
matemaatika elemente kergemini kui moningaid kiisimusi kehti-
vast programmist, eriti trigonomeetriliste ja logaritmvorrandite
lahendamist voi lahenduste leidmist keerukamatele geomeetria
iilesannetele. Rohutades oma ettekandes korduvalt, et kooli-
matemaatikat tuleb ldhendada matemaatika-
teaduse saavutustele, juhtis ta sealjuures tdhelepanu
asjaolule, et seda lahendamist ei kindlusta mitte niivord mate-
maatika programmi sisu muutmine kui just printsipiaal-
sete vaadete muutmine pohiliste matemaati-
liste moistete, nagu arv, tehe, ruum, funktsioon
jne. suhtes.

Korgema matemaatika elementide keskkooli kavva liilitamise
probleem muutus vaadeldaval perioodil Noukogude Liidu mate-
maatikute ja pedagoogide hulgas iiheks kesksemaks vaidluskiisi-
museks.

Kavandatud 11-aastase keskkooli jaoks tootati vélja uued
programmi projektid. Matemaatika programme esitati kaks: iiks
Vene NFSV Pedagoogiliste Teaduste Akadeemia poolt ja teine
Vene NFSV Haridusministeeriumi poolt. Vene NFSV Haridus-
ministeeriumi komisjoni poolt koostatud programmi projektis oli
tehtud viga tagasihoidlikke ettepanekuid funktsionaalse soltu-
vuse kiisimuste osatdhtsuse suurendamiseks. Nende kiisimuste
kisitlemisega alustati VII klassi programmis, kus péarast lineaar-
vorrandeid oli ette ndhtud ristkoordinaadistiku tutvustamine ning
funktsioonide y=ax ja y=ax-+b kujutamine graafiliselt.
XI klassi kavas olid aga toodud funktsiooni pidevuse ja katkevus-
punktide moisted. Seega tdienes matemaatika programm Vene
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NFSV Haridusministeeriumi projekti kohaselt funktsionaalse sol-
tuvuse osas ainult pidevuse moistega.

Sellevastu Vene NFSV Pedagoogiliste Teaduste Akadeemia
komisjoni ettepanekud olid tunduvalt ulatuslikumad. Koordinaat-
teljestikku soovitati tutvustada juba VI klassis, VII klassis nahti
ette lineaarfunktsiooni kasitlemine, VIII klassis lisandus sellele
ruutiunktsioon. IX klassis laiendati funktsiooni moistet astme-

m__

funktsioonile y=xm™ ja selle poordele y=vx. IX klassi kavas
seisid ka eksponent- ja logaritmfunktsioon. X klassis oli pea-
tdhelepanu podratud trigonomeetrilistele funktsioonidele. Nende
kdsitlemine oli ette nahtud algebra kursuses. XI klassi kavas
olid aga juhtival kohal juba analiiiitilise geomeetria kiisimused ja
matemaatilise analiiiisi algmed. Viimaste kiisimuste kéasitlemiseks
oli planeeritud 54 tundi, mille jooksul oleks tulnud 14bi votta:

Descartes’i koordinaadistik tasandil, kahe punkti vaheline
kaugus Skolmnurga pindala, ringjoone vorrand, sirge vorrand
avaldatuna tousu ja algordinaadi ning tousu ja iihe punkti kaudu,
sirge iildvorrand, ellipsi, hiiperbooli ja parabooh kanoonilised
vorrandid, huperbooh asiimptoodid.

Arvjarjendi piirvdartus, lopmatult kahaneva geomeetrilise
progressiooni summa, perioodilised kiimnendmurrud, tokestama-
tult kahanevad suurused, summa, korrutise ja jagatise piir-
vaartus. :

Funktsiooni iildmoiste, funktsionaalsed seosed, elementaar-
sed funktsioonid, funktsiooni piirvdartus, hulkliikme pidevus, néi-
teid ratsionaalsete funktsioonide katkevuspunktide kohta, kahe
tokestamatult kahaneva suuruse suhte piirvdaartus lihtsamatel juh-
tudel, tokestamatult kahaneva kaare siinuse ja selle kaare
pikkuse suhte piirvaartus.

Puutuja leidmise {ilesanne koverale, mille vorrand on antud
Descartes’i koordinaatides, tuletis ja tema geomeetriline tdhen-
dus, sirgjoonelise mitteiihtlase liikumise kiirus ja kiirendus.

Tuletise leidmine naturaalarvulise astendajaga astmest ja
hulkliikmest, parabooli puutuja, funktsioonide sin mx ja cos mx
tuletis.

Koverjoonelise trapetsi pindala tuletis abstsissi jargi, integree-
rimine kui diferentseerimise poordtehe, integreerimise abil arvu-
tatavate pindalade niiteid.

Komisjonide esindajad A. I. MarkusSevits ja S. I. No-
vosjolov esinesid ajakirjas «Marematuka B mKoje» oma seisu-
kohti kaitsvate artiklitega. Esimene neist rohutas vajadust kdsit-
leda funktsionaalse soltuvuse kisimusi ulatuses, mis haaraks ka
tuletise ja integraali moiste. MarkuSevits kritiseeris teravalt
ametlikku matemaatika programmi, kus funktsionaalse soltuvuse
kiisimused olid esitatud isoleeritult ja mittekiillaldases ulatuses.
Ta ei olnud rahul sellega, et funktsionaalse soltuvuse kiisimused
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olid paigutatud VIII klassi kursuse 16ppu, mille tottu neid ei saa-
nud rakendada astmete, juurte ja ruutvorrandite késitlemise juu-
res. Samuti oli funktsionaalse soltuvuse kiisimustest médda min-
dud IX klassis progressioonide kasitlemisel. 1950. a. esitas Mar-
kuSevjts ajakirjas «MatemaTtuka B 1iKoJe» nr. | uue programmi
projekti 10-klassilise kooli jaoks, sest ithenduses iildise kesk-
hariduse ndude piistitamisega piirduti 10-6ppeaastase keskkooliga.
Selles programmi projektis noudis MarkuSevits aritmeetika kursuse
lopetamist V Gppeaastal. Sealjuures nagi ta V klassis aritmeetika -
iilesannete lahendamisel ette lihtsamate vorrandite ja vorrandi-
siisteemide, nagu

X S ax 4+ by=ce
erro—e {3027 {10

rakendamist.

Viimaste lahendamiseks soovitas ta kasutada liitmis-lakutamis-
votet. VI ja VII klassi algebra kursus pidi MarkuSevitsi noude
kohaselt sisaldama muu hulgas ka koordinaatide siisteemi,
lineaarfunktsiooni (peale lineaarvorrandi késitlemist), ruut-.
trinoomi (samuti peale ruutvorrandi késitlemist) ja poordvorde--
lise soltuvuse koos vastavate graafikutega. Algebra kursus
VIII—X Kklassini oli ehitatud iiles, tuginedes funktsionaalsele sol-
tuvusele. VIII klassis oli pédrast lineaar- ja ruutvorrandite tdien-
davat kisitlust kavas veel ratsionaalse astendajaga astmefunkt-
sioon; IX klassis — eksponent- ja logaritmfunktsioon. Selles
klassis nouti ka varem tundmaopitud funktsioonide esitamist
tabeli kujul, kasutades argumendi ekvidistantseid véirtusi. Ka
piirvdirtuste kiisimused olid IX klassi programmis. X klassis aga
esinesid .juba analiiiitilise geomeetria elemendid ning diferent-
siaal- ja integraalarvutuse algmed koos nende rakendamisega
geomeetrias ja fiiiisikas. :

Vastupidisel arvamusel oli S. I. Novosjolov, kes kate-
gooriliselt eifas diferentsiaal- ja integraalarvutuse algmete Ope-
tamise vajadust keskkoolis. Ta viitis, et nendest MarkuSevitsi
poolt soovitatud kiisimustest on palju olulisem, et 6pilased oman-
daksid harjumuse funktsiooni vahetuks uurimiseks. Integraali
moiste késitlemise vastu vilja astudes rohutas ta, et neid pind-
alasid ja ruumalasid, mida voiks koolis tuletada integraali abil,
voiks leida ka vahetult piirvddrtuse kaudu. Peale selle vaitis
Novosjolov, et Newton-Leibnizi valemi efektiivsuse nditamiseks
ei saa piirduda mone iiksiku funktsiooni integreerimisega. Suuri-
maks puuduseks varem meil ja mujal kehtestatud programmides
peabki Novosjolov seda, et niisugust voimsat vahendit nagu
integraal on kasutatud- ainult mone iiksiku elementaarse niite
puhul. Sellega ei tutvustata aga veel opilastele uue meetodi tege-
likku joudu ja nii voidaks opilaste silmis ainult diskrediteerida
korgemat matemaatikat.
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Samal ajal pidas Novosjolov aga vdga vajalikuks rea mate-
maatika moodsamate kiisimuste kdsitlemist keskkoolis. Ta vaitis,
et hulga, teisenduste, ringi, korpuse jne. moisted voivad ja pea-
vad leidma koha keskkooli programmis.

Kuigi siinkohal on esitatud ainult kahe tuntud matemaatiku
arvamused, -ei tule sellest jareldada, nagu oleksid nad olnud
ainsad kiisimuse iile diskuteerijad. Rohkete koosolekute ja nou-
pidamiste tulemusena valmis Vene NFSV keskkoolidele uus mate-
maatika programm, mille jarkjargulisele kehtestamisele asuti
alates 1954. aastast. See programm ei erine aga kuigi tunduvalt
senikehtinust. Suuremad muudatused on ette voetud ainult 1apu-
klassi programmis, kuhu on liilitatud ka tuletise moiste.

Ulatuslikumatele iimberkorraldustele asuti pérast «Kooli ja

elu sidemete tugevdamise seaduse» kehtestamist. Nimetatud sea-
duse arutluse kdigus rohutati asjaolu, et matemaatilise analiiiisi
elementidega tutvumise tdhtsus ei seisne mitte ainult selles, et
keskkooli 10petajad saaksid neid vahetult kasutada oma Gpinguis
ja toos, vaid selles, et nad aitavad pohjalikumalt moista, analiiii-
sida ja hinnata paljusid ndhtusi, millega inimesel tuleb elus
kokku puutuda.
Y 1961. aastal kinnitati Vene NFSV koolidele uus matemaatika
programm. Funktsionaalse soltuvuse temaatikaga tutvumine algab
selle programmi kohaselt VI klassis, kus ndhakse ette suuruste
vordelise ja poordvordelise soltuvuse késitlemine. VII klassis on
kavas peatiikk «Koordinaadid ja lihtsamad graafikud» ing
«Teravnurga trigonomeetrilised funktsioonid».

Keskkooli vanemas astmes on IX klassis ette nahtud peatiikid
«Astmefunktsioon» ja «Mistahes nurga trigonomeetrilised funkt-
sioonid», X klassis «Eksponent- ja logaritmfunktsioonid» ning
X1 klassis «Funktsioonid ja tokked» ja «Tuletis ja selle kasuta-
mine funktsiooni uurimisel», kus ndhakse ette ka funktsiooni teise
tuletise moiste.

Eesti NSV-s asuti matemaatika Opetamise {imberkorraldami-
sele juba 1957. aastal. Seetottu tulevad ilmsiks ka teatud erine-
vused Eesti NSV ja Vene NFSV koolide matemaatika programmi-
des.

Eesti NSV koolide uues matemaatika programmis on veidi roh-
kemgi kui Vene NFSV koolide programmis rohutatud funktsio-
naalse sdltuvuse ideed ja seda eriti keskkooli vanemas astmes.
VI Kklassis on siin samuti ette ndhtud teema «Suuruste vordeline
ja poordvordeline soltuvus», kuid talle on reserveeritud vdhem
aega. Arvud on vastavalt 24 ja 15. VII klassi programmis pole
aga iildse taielikult funktsionaalse soltuvuse kiisimustele pithenda-
tud peatiikki. VIII klassis on aga ette ndhtud peatiikid «Koordi-
naatide moiste», «Funktsionaalne soltuvus» ja «Ruutfunktsioon ja
ruutvorrand», samuti ka «Teravnurga trigonomeetrilised funkt-
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sioonid». Kokku on V—VIII klassini otseselt funktsionaalse sol-
tuvuse temaatikale planeeritud Vene NFSV-s 74 tundi ja Eesti
NSV-s 64 tundi. Et aga funktsionaalse soltuvuse kiisimused leia-
vad rakendamist ka teistes peatiikkides, siis voib lugeda molemat
programmi funktsionaalse soltuvuse kisitlemise seisukohalt
enam-vahem vordseks.

ENSV keskkooli vanema astme programm sisaldab jargmiisi
funktsionaalse soltuvuse ideega seotud peatiikke: «Funktsionaalne
soltuvus», «Lineaarne funktsioon», «Ruutfunktsioon», «Astme-

funktsioon», «Trigonomeetrilised funktsioonids — IX Kklassis;
«Eksponent- ja logaritmfunktsioon», «Funktsioonide uurimine» —
X klassis; «Funktsiooni tuletis» ja «Integraal> — XI klassis.

Kokku on Vene NFSV-s 146 ja Eesti NSV-s 205 tundi. Kui arvestada
veel asjaolu, et integraali moiste leiab rakendamist ka ruumalade
arvutamise juures, siis on ilmne, et korgema matemaatika elemen-
did on keskkooli vanemas astmes ENSV koolide matemaatika
programmis marksa tugevamini rohutatud.

Kogemused ja katsetused on ndidanud, et kooli matemaatika
programmis voib funktsionaalse soltuvuse kiisimusi kisitleda
varem kui 9. Oppeaastal ja nii nende osatdhtsust veelgi suuren-
dada. Viimast asjaolu on moningal maéaral arvesse voetud ka
uutes. t60-keskkoolide matemaatika programmides. Kéesolevas -
raamatus on soovitatud nooremate klasside matemaatika prog-
rammi lilitada funktsionaalse soltuvuse propedeutiline kursus.
Nimggatud eelkursuse kaudu ei suurene mitte ainult nende Gppe-
aastate arv, kus tegeldakse funktsionaalse soltuvuse kiisimustega,
vaid selle kursuse abil osutub voimalikuks opilasi ette valmistada
ka funktsionaalse soltuvuse kiisimuste paremaks omandamiseks
vanemais klassides. Funktsionaalse soltuvuse propedeutiline kur-
sus aitab kindlustada ka piirvdértuse, tuletise ja integraali moiste
edukat kasitlemist kooli 1opuklassides.



'FUNKTSIONAALSE SOLTUVUSE KUSIMUSTE
PROPEDEUTILINE ESITUS

1. ULDISI KUSIMUSI

1. Funktsionaalse séltuvuse propedeutilise kursuse koht ja
2 ulatus

Funktsionaalse soltuvuse propedeutilise kursuse késitlemisel
on suurustevaheline soltuvus selleks tuumaks, mille iimber rullub
aine esitus. Viimane moiste pole oOpilastele uus, kuna suuruste-
vahelise soltuvusega kohtuvad nad sageli igapédevases elus, olgu
see siis nditeks soltuvus suvel kolhoosis viljatootatud normi-
pdevade arvu ja saadava tasu vahel, tehases etteantud kvartali-
plaani korral padevade arvu ja pédevase toodangu hulga vahel,
antud ajavahemikus labitud tee pikkuse ja liikumiskiiruse vahel
voi ruudu kiilje pikkuse ja tema pindala suuruse vahel.

Aine kiillaldase arusaadavuse ja moistetavuse tottu voiks nii-
suguse elust voetud materjali varal asuda funktsionaalse
soltuvuse idee selgitamisele jubaVklassis ning
jatkata sellealase aine propedeutilist esita-
mist kogu 8-klassilise kooli matemaatika kur-
suse ulatuses.

Viljakujunenud tava kohaselt holmab funktsionaalse soltuvuse
propedeutiline kursus vordelist ja poordvordelist soltuvust, har-
vem ka lineaarset soltuvust. Et siinkohal on soovitatud kasitleda
seda kursust mérksa laiemas ajavahemikus, siis peaks peale nime-
tatud soltuvuste kuuluma siia veel ruutsdltuvus. See vajadus on
tingitud ka viimase kiillalt sagedasest esinemisest, eriti muidugi
pindalaprobleemides. On loomulik, et 8-aastases koolis toimub
geomeetria kiisimuste esitamine propedeutlhselt See kursus hol-
mab aga koik igapdevases elus vajalikud pindala valemid. Arves-
tades veel asjaolu, et me peame koolis Opetatavaid erinevaid
matemaatilisi distsipliine iiksteisele lahendama, piiiides selle
poole, et kooli Ooppeplaanis esineks ainult iiks
matemaatiline distsipliin — matemaatika, osutub
ruutsdltuvuse kiasitlemine funktsionaalse soltuvuse propedeutilise
kursuse raamides iseendastmoistetavaks. :
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2. Soltuvuste defineerimisest

!

Metoodilisest seisukohast oleks vajalik, et enne sdltuvuste
tutvustamist otsustataks, missugust teed moodda neile soltuvus-
tele 1dheneda, kuidas nendega tutvuda ja missuguses sonastuses
neid defineerida. Definitsiooni sonastuselt nouame, et see oleks
kiillalt kompaktne ja sealjuures opilastele hdsti moistetav. Vii-
mase noude tditmist soodustab asjaolu, kui koigi soltuvuste puhul
aine kasitlus kulgeb enam-vdhem iihe ja sama skeemi kohaselt.

Kuigi funktsionaalse soltuvuse propedeutilises kursuses ei
konelda veel funktsioonist ja tema voimalikest esitusviisidest,
voetakse viimastest ikka iiks, s.t. kas valem, tabel voi graa-
fik aluseks konkreetse soltuvuse moiste kujundamisel. Defineeri-
des nditeks ruutsoltuvust niisuguse kahe muutuva suuruse vahe-
lise soltuvusena, mis avaldub valemina y=ax2, vo0i, lineaarset
soltuvust niisuguse kahe muutuva suuruse vahelise soltuvusena,
mille graafikuks on sirge, voi vordelist soltuvust niisuguse kahe
muutuva suuruse vahelise soltuvusena, kus iihe suuruse vaar-
tuste kasvades mingi arv korda teise suuruse vastavad viirtu-
sed kasvavad sama arv korda, siis esimene toodud definitsiooni- -
dest pohineb soltuvuse analiiiitilisele esitusele, s. o. valemile, teine
graafikule ja kolmas tabelile. \

Selgitame, milline neist kolmest esitusviisist on kdige enam
moistetav V—VI klassi opilasele.

Méanedes kooli keskmise astme opikuis leiame soltuvuste defi-
nitsioone, mis tuginevad analiiiitilisele eeskirjale. Ei saa salata,
et see defineerimisviis on formaalselt vdga lihtne ja Gpilased oOpi-
vad neile esitatava valemi kiiresti pahe. Kahjuks jddbki aga suu-
rustevaheline s6ltuvus sel juhul ainult formaalselt omandatud
pdhedpitud valemiks. Selline defineerimisviis sobib alles siis, kui
ollakse tutvunud iildisema moistega — funktsionaalse soltuvuse
ideega ja siis on juba iiksikud soltuvused selle iildise idee iiksik-
juhtudeks. Sellises kisitluses on funktsionaalse sdltuvuse definee-
rimine analiiiitilise eeskirja kaudu opilastele tdiesti joukohane.
Funktsionaalse séltuvuse idee omandamine on aga 11—12-aastas-
tel opilastel suhteliselt raske. Seepirast ei saa noustuda
funktsionaalse s6ltuvuse propedeutilise kéasit-
luse raames soOltuvuste defineerimisega ana-
liiiitilisele eeskirjale tuginedes. IX klassis, kus on
aeg alustada funktsionaalse soltuvuse siistemaatilise kursusega,
omandatakse funktsionaalse soltuvuse idee ja seetottu ka alles
seal votame kasutusele iiksikute funktsionaalsete sdltuvuste defi-
neerimise valemi kujus.

Funktsionaalse soltuvuse defineerimist graa-
"fiku abil ei saa lugeda otstarbekaks ei prope-
deutilises ega siistemaatilises kursuses. Graa-
fiku joonestamine on lihtne kiill lineaarse funktsiooni korral, kuid
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teiste funktsioonide puhul kiillaltki tiilikas ja aegandudev. Pea-
legi kaasneb graafiku joonestamisele ebatdpsus.

Tabelilist esitust voib lugeda lastele koige
eakohasemaks. Kui opilane ldheb poodi, siis ilmestuvad
temale seal mitmed s6ltuvused tabeli kujul. Kui ta ostab 3 vihikut,
maksab ta 5 kopikat, kui ostab 6 vihikut, maksab ta 10 kopikat.
Kui tal on kaasas 1 rbl. 50 kop. kaustikute ostmiseks, siis ostes
15-kopikasi kaustikuid, saab ta neid 10 tiikki, ostes 25-kopikasi
kaustikuid, saab ta neid 6 tiikki.

Need tulemused on esitatavad tabelina.

e, Kaustiku hind
Vihikule arv 3 ’ 6 9 kavikated 15 25 ' 30
A B
Maksumus Kaustikute
ko%kxkates 5 ‘ 19 15 arv 10 6 l 5

Kui opilase ette seatakse kiisimus, kui palju liheb maksma
taksoga soit 3, 4, 5 ja 6 km kaugusele, siis ka siin koostab ta
tabeli.

Kilomeetrite
ary:’

So6iduhind
kopikates

I

Ruudu kiilje pikkuse ja pindala koht‘a esitab ta jargmise tabeli.

Kiilje pikkus 1 ‘ 2 3 4 I 5

D

16»’ 25
|

4 9

Pindala ’ 1

Lugedes koige otstarbekamaks ldahtudasol-
tuvuste tutvustamisel nende tabelilisest esi-
tusest, ei tdihenda see, et teised funktsionaalse
soltuvuse esitusviisid, s.t. valem ja graafik
jddksid propedeutilisest kursusest vilja.

Tabeliline esitus néitab, missugune seaduspirasus valitseb
vaatluse all olevate suuruste vahel. See voetakse aluseks sdltuvuse
defineerimisel. Seda seaduspirasust on® aga voimalik esitada
valemi kujul, mis voimaldab seda seaduspérasust paremini meelde
jatta. Soltuvuse illustreerimiseks kantakse tabeliviartustega maa-

ratud punktid koordinaatteljestikku ja iihendatakse need sileda
koveraga.
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1. FUNKTSIONAALSE SOLTUVUSE PROPEDEUTILINE
, KASITLEMINE ARITMEETIKA KURSUSES

1. Vaatlusprotokoll

Igapédevases elus esinevate soltuvuste tundmadppimisel on
sageli lahtekohaks ni. vaatlusprotokoll. Toodud nédited
kinnitavad seda. Seetottu olekski koige loomulikum alustada sol-
tuvuse tutvustamist vaatlusprotokollist. Sealt vdljaloetavate oma-
duste jargi tuleks vastavat soltuvust ka defineerida. .

Nii peakski esimese praktilise sammuna funktsionaalse soltu-
vuse propedeutilises kursuses asuma vaatlusprotokollide valmista-
misele. Andmeid ndhtuskdikude protokollide valmistamiseks peak-
sid opilased ise koguma loendamise ja mootmise teel
Nii voiksid nad koostada vaatlusprotokolle klassi Opilaste vanuse,
raskuse ja pikkuse kohta, kooli kauguse kohta opilaste kddudest,
katselapil kasyava maisitaime kasvupikkuse kohta jne.

|

Niide.

VAATLUSPROTOKOLL
Kooli ja kodu vaheline kaugus
Opilase nimi Kaugus
1. Aarma 1 km 200 m
2. Eelmie 850 m
3. Ennula 250 m
4. Indrikus 500 m
5. Lepik | 300 m
jne.

2. Diagrammide joonestamine. Vordlusdiagramm =

Et vaatlusprotokolli andmeist elavamat ettekujutust saada,
selleks esitatakse need graafiliselt diagrammidena. Esime-
sed ndited valitakse seejuures nii, et mastaabi valiku kiisimust
poleks tarvis selgitada. Hiljem tuleb muidugi opilastele tutvus-
tada ka mastaabi valiku aluseid, nagu kujutamisiihiku pikkuse
soltuvust kujutatava suuruse véértustest ja jooniselehe suurusest,
silma lahutusvoimet ja joonise lugemise tdpsust.

Niiteks kerkib eespool toodud vaatlusprotokolli esitamisel
diagrammina iiles mastaabi valiku kiisimus. Selleks et diagramm
mahuks vihikulehele, voetakse iithe ruudu pikkuseks 50 m ja saa-
dakse diagramm, mis on esitatud joonisel 1.

Diagrammid jagunevad pohiliselt kolme tiilipi: joonloik-,
tulp- ja sektordiagrammid. Joonloikdiagramme kasu-
tatakse sageli néditeks maateaduse tundides jogede pikkuste ja
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AARMA

EELMAE

ENNULA

INDRIKUS

LEPIK

Joon. 1.

mégede korguste vordlemiseks. Niisama histi on aga joonloik-
diagrammid kasutatavad ka mitmesuguste teiste andmete vordle-
miseks. Nii voiksid Opilased vorrelda peale vaatlusprotokolli néi-
detena esitatud juhtumite veel pioneeride arvu iiksikuis klassides,
kaugushiippe voistlusel saadud tulemusi, matkagruppide poolt
ldbitud tee pikkusi jne. Tulp- ja sektordiagrammide abil on voi-
malik naitlikustada kodurajooni voi mone teise rajooni jagunemist
metsa-, pollu-, heina-, karja- jne. maaks. Samuti voib tulp- ja
sektordiagramme kasutada niiteks aja vordlemiseks, mis kulu-
tatakse oGopdeva jooksul magamiseks, s60miseks, Oppimiseks ja
méngimiseks; koolimaja porandapinna jagunemise selgitamiseks
klassideks, kabinettideks, administratiivruumideks, koridorideks
ja muudeks ruumideks; igas klassis {ihe opilase kohta tuleva
porandapinna suuruse vordlemiseks jne.

Toome néditena vaatlusprotokolli, mis kujutab Gpilase aja jao-
tumist 66pdeva jooksul, ja sellele vastava sektordiagrammi
(joon. 2).

VAATLUSPROTOKOLL

Obpideva jooksul kulutatud aeg

Milleks Mitu tundi

1. Magamiseks 8 tundi
2. Soomiseks 1 tund”
3. Oppimiseks

a) kodus 1Y/, tundi

b) koolis 41/ tundi
4. Puhkamiseks ja min-

gudeks :

a) kodus 5 tundi

b) koolis 2 tundi
5. Tooks ja vanemate

abistamiseks 2 tundi
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abistamiseks /
Fy/rk.;m'se/m
Ja
méngudeks
Joon. 2.

Joonisel 3 on esitatud tulpdiagramm A. H. Tammsaare nime--
lise Tartu I keskkooli porandapinna jagunemise kohta (1 ruudule
vastab ligikaudu 10 m?).

Vaimla
Klassid Jja

Kabinetid aule LS

% R Koridorid,

footoad
Admin.- Muvd
ruumid ruumid
B e FEE

Joon. 3.

3. Soltuvusdiagramm

Neilt vordlusdiagrammidelt

saab raskusteta iile
minna s6ltuvusdiagrammidele. Sobivateks soltuvusteks,

mille kohta voiks esitada soltuvusdiagramme, on nditeks need, mis
esitati

kdesoleva peatiiki algul  suurustevahelise  soltu-
vuse nédidetena. Siin tuleks aga kindlasti tuua néiteid nii vorde-
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lises, poordvordelises, lineaarses kui ka ruutsdltuvuses olevate
suuruste kohta. Sageli piirdutakse ainult vordelises soltuvuses
olevate suurustega, mis voib aga pohjustada vddrarvamust, nagu
oleksidki koik soltuvused vordelised.

15

10 0
5 # §
{ 3 6 9 135 2530
A 8
J
25

|+

2

0
60,
F v
1

Joon. 4.

4 95

16
9
3
0

Soltuvusdiagrammid tuleb anda joonldik-
diagrammidena, kusjuures on soovitav joonldigud esitada
vertikaalses asendis. Nii on joonisel 4 esitatud joonldikdiagram-
mideks lehekiiljel 25 tabeli kujul antud séltuvused.

Suurustevahelise soltuvuse motte selgitamiseks aritmeetika
kursuses on kohane éra kasutada ka aritmeetiliste tehete resul-
taadi ja andmete vahelist soltuvust.

Selleks koostatakse jéllegi tabelid ning joonistatakse neile
vastavad soltuvusdiagrammid. Siia sobivad tabelid summa muu-
tumise kohta, kui tema iiks liidetav muutub, vahe muutumise
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kohta, kui vahendatav voi lahutatav muutub, korrutise muutu-
mise kohta, kui iiks tegur muutub, ja jagatise muutumise kohta, -
kui muutub kas jagatav.voi jagaja. Niiteks: :

1) Ql

a+234‘5 6,7

2)
a 1 2 3 4 ‘ 5
10-a| 9 8 7 & I 5
3) | B3
_ a l 4 5 6 7 8
a—3 l 1 2 3 I 4 5
4) ]
a l 1 2 3 4 5
% |1 2 ‘ 6 ' 9 ‘ 12 l 15
5)
0 a 1 2 ' 3 4 5
a i 1 1
AR S5 2obianial
2 2 l 15 2

Vastavad diagrammid on esitatud joonisel 5.
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2

9
6
14
12 127
l’ Ya U ad
1234 5 12345
7 2
2

Joon. 5.

1IIl. FUNKTSIONAALSE SOLTUVUSE PROPEDEUTILINE
KASITLUS ALGEBRA KURSUSES

Kui diagrammide valmistamine ja tehete andmete ning resul-
taadi vahelise soltuvuse kasitlemine toimub aritmeetika kursuses,
siis {iksikute soltuvuste propedeutiline esitus kuulub tavaliselt
algebra kursusesse, kus need kiisimused jagunevad jargmiste pea-
tiikkkide vahel:

1) algebraliste avaldiste arvuliste védartuste leidmine (tabe-
lite koostamine ja nende tolgendamine funktsionaalse sol-
tuvuse viljendajana);

2) koordinaatteljestik ja punkti koordinaadid;

3) vordeline soltuvus;

4) poordvordeline soltuvus;

5) lineaarne soltuvus;

6) ruutsoltuvus.
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Funktsionaalse sdltuvuse propedeutilise kursuse kéasitlemisel -
ja seal esitatavate soltuvuste defineerimisel tuleks arvestada jarg-
nevaid seisukohti.

1. Algebraliste avaldiste arvuliste vdirtuste leidmine

Algebralise avaldise arvulise védidrtuse leidmise iilesanne
antakse tavaliselt nﬁithks jargmiselt:

leida avaldise 1—;;"— vddrtus, kui x — —3.

Suurustevahelise soltuvuse esiletoomiseks ei piisa aga algebra-
lisele avaldisele ainult ithe arvulise vdédrtuse leidmisest. Avaldises
esinevale tiahele tuleb anda mitmeid védartusi ja need koos aval-
dise véirtustega tulevad koondada tabelisse. Sealt ilmneb vas-
tavus, mille kohaselt igale avaldises esineva tahe
etteantud viaartusele vastab kindel avaldise
vadrtus. See omadus saab aga hiljem aluseks funktsionaalse
soltuvuse defineerimisel. Tabeli kasutamine kokkukuuluvate vaar-
tuspaaride esitamiseks on oOpilastele juba tuttav, sest temaga on
tegeldud ka varem néhtuskdikude protokollimisel.

Kiillaldast tihelepanu tuleb algebraliste avaldiste arvuliste
védartuste leidmisel poorata arvutusskeemide kasutamisele, mis
holbustavad arvutamist ja aitavad valtida vigu. Olgu naditeks
antud iilesandeks leida avaldise 2x2 — 3x 44 anvulised vaartused,
kui .x omandab jarjestikulised tédisarvulised védartused —5 kuni
5-ni. Vastav arvutusskeem véiks olla jargmine:

X X2 2x2 3x | 2x2—3x+4

—51 2 50 | —15 69
o B 32 | —12 48

\

Tuleb lugeda otstarbekaks votta algebraliste avaldiste arvu-
liste vaadrtuste leidmisel kasutusele selle arvu avaldise jaoks lithem
tahis. On moeldav, et see tahis on iihetdheline, naiteks tahista-

- 2x2 . s 2% 8 &
takse avaldist —y Yga ja kirjutatakse y= ;= ning avaldise

arvulise vaidrtuse leidmise iilesanne soOnastatakse jargmiselt:
leida y vddrtus, kui x=2,
voi kui tahetakse veelgi enam juurutada funktsionaalse soltu-
vus;e l;éisitlemisel kasutatavat siimboolikat:
eida

Y |x=2‘
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|
- On aga maeldav, et kasutatavaks tahiseks on’ isegi iildine
~ funktsiooni tdhis f(x). Siis kirjutatakse

2x2

,(Y)_’—‘ 1—x .
ja avaldise arvulise védartuse leidmise iilesanne sonastatakse:
leida (2), kui [(x) = (2.

Niisugust algebralise avaldise tdhistamist VI—VII klassis ei
ole seni tehtud. Kaheldamatult peetakse seda Opilastele siin mitte
eakohaseks. On aga pohjust arvata, et kui siin luua analoogia -opi-
lastele tdiesti omaseks saanud moistetega, siis ka see siimboo-
lika muutub opilastele vastuvoetavaks. Nii nditeks kirjutavad opi-
lased iildnimesid: auto, lennuk, tehas, linn jne. Iga selle sona kir-
jutamisega tekib oOpilastel mingi kujutlus linnast, autost jne., kus-
juures tdiesti maddramatuks jadvad selle objekti detailid. Kui
sinna juurde lisatakse aga mingi mairang, nditeks meie kooli
auto, Tartu linn jne., siis omandab see madaramatu objekt kindla
objekti tahenduse.

Analoogia funktsiooni iildise siimboli ja toodud ndidete vahel
on kokku voetav jargmisse tabelisse:

f{x) Objekt
L]
2x Konkreetne objekt, s. t. kas auto,
f(x)= 1—x2 linn voi maantee jne.
Meie kooli auto
f(2)= e | Tartu linn
b 3 Tartu—Pédrnu maantee. jne.

2. Koordinaatteljestik ja punkti koordinaadid

Funktsionaalse soltuvuse propedeutilises kursuses -joutakse
koordinaattelgede ja punkti koordinaatide moiste juurde arv-
telje kavdu. Positiivsete ja negatiivsete arvude interpreteerimi-
seks kasutatakse suunatud sirget, mille itks punkt on valitud
alguspunktiks ja millel on méératud iihik. Joonisel 6 on ndidatud,
kuidas iithiku jirjestikuse paigutamisega alguspunktist paremale
ja vasakule saadakse punktid, mis interpreteerivadki positiivseid ja
neg]atii\]/(s,eid tdisarve. Seetottu nimetataksegi seda sirget arv-
teljeks.

SR S I R R B e e
Joen. 6.
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Siin ei tohi piirduda ainult iilesandega: leida antud arvule vas-.
tav punkt, vaid kindlasti tuleb anda ka iilesanne: leida antud
punktile vastav arv. .Selle viimase iilesande kaudu jouamegi
punkti koordinaadi moisteni.

" Taiesti joukohane opilastele on leida siin arvtelje kahe
punkti vahelise kauguse valem. See nouab ainult
absoluutvaartuse moiste tundmist, mis aga seoses positiivsete ja
negatiivsete arvude kasitlemisega niikuinii kuulub tutvustamisele.
Seega annaks selle valemi {ileskirjutamine iihe rakenduse abso-
luutvddrtuse moistele. Jooniselt 7 ndeme, et kui antud punktideks
on A(a) ja B(b), siis nendevaheline kaugus d kui alati positiivne
suurus avaldub kujus

d=1\b-al.
A 8
p ! - - d=b-3 =[b6—af
A 8 :
} q=b-a=/b—a/
J d
A——mH ~——8 -
— s - d=b-a3=[bt-af
. 0 ;
B8 A
p + + d=a-b=/[b-a/
d
Joon. 7.

Koordinaatteljestikku ja punkti koordinaate tasapinnal on ots-
tarbekas tutvustada vahetult enne nende kasutusele votmist vor-
delise soltuvuse graafiku esitamiseks. Kui oOpilased on hésti tut-
tavad punkti koordinaadi moistega arvteljel, siis ei valmista neile
enam erilisi raskusi ka punkti koordinaatide moiste tasapinnal.
Selleks voetakse jillegi arvtelg, mille abil otsitakse antud arvu-
paari jargi punkti asukoht tasapinnal. Algul leitakse arvteljel
punkt, mille koordinaadiks on esimene antud arvudest ja sealt
minnakse edasi arvteljega selles punktis ristuvat sirget kui uut
arvtelge mooda teise arvuga kui koordinaadiga maaratud kohta.
Punkti A(2; —3) asukoha midramist ndeme jooniselt 8. Tavaliselt
voetakse esimene arvtelg horisontaalselt ja temaga ristuva arv-
telje positiivne sutind alt iiles. Et antud arvupaari jirgi saaks
punkti asukohta kiiremini méaérata, selleks joonestatakse esimese
arvteljega ristuv arvtelg 1dbi alguspunkti. Telgede eraldamiseks
teineteisest antakse neile erinimetused: abstsisstelg ja
ordinaattelg Samuti antakse eri nimetused koordinaatidele
antud arvupaaris: esimest arvu nimetatakse punkti abstsis-
siks ja teist punkti ordinaadiks. Koordinaatteljestikus toi-
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mub punkti asukoha maaramine sel teel, ¢t leitakse punkii abst-
siss abstsissteljel ja ordinaat ordinaatteljel ning neist punktidest
telgedele tommatud ristsirgete 16ikepunkt méérabki punkti asu-
koha. Joonisel 9 on ndidatud punkti P(—2; 4) asukoha miiramine.
Ka vastupidine iilesanne: leida antud punkti koordinaadid, 1ahen-
datakse sama pohimotte jargi. Antud punktist tommatakse rist-
loigud telgedele ning need maaravadki telgedel punktid, milledele
vastavad arvud on punkti abstsissiks ja ordinaadiks.

0y
drgsis | 55
W
12 15
11 e
i B2 | Abstsisstely
v <4 0
A T~—3 .

Joon. 8. Joon. 9.

Nende iilesannete lahendamine peaks baseeruma moningail
tegeliku eluga seotud iilesannetel, nagu niiteks: :

1) Metsavaht leidis metsas hundipesa. Kuidas mddras ta
hundipesa asukoha, et teatada seda jahimeestele?

2) Poiss leidis karjamaalt sdjaaegse miini. Kuidas mddras fa
miini asukoha, et sellest teatada sdjakomissariaati?

3) Kuidas mddratakse projektil kindlaks laearmatuuride asu-

kohad?

On loomulik, et siinne aine kisitlus tuleb seostada tihedalt s6l-
tuvusdiagrammidega.

Koordinaatteljestikku kasutafakse.peale asukoha mairamise

- iilesannete veel moningate konkreetsete nihtuskiikude iseloomus-

tamiseks sirgjoone, murdjoone vdi kdverjoone abil. Nii vdiks siin .
esitada soiduplaanide graafikuid, temperatuuri kiiku &bpieva
jooksul, soidupileti hinna muutumist olenevalt tee pikkusest jne.
Laialdast materjali mitmesuguste joonte esitamiseks pakub ka
algebraliste avaldiste numbriliste véirtuste kiigu graafiline
kujutamine. Vastavate avaldistena on otstarbekas kasutada neid,
mille kohta on varem juba tabel koostatud.
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3. Vordeline soltuvus

Konkreetse ldhtekoha vordelise soltuvuse tutvustamiseks anna-
vad nditeks seosed Celsiuse ja Reaumuri kraadide arvu vahel, dol-
larite ja rublade vahel, ristkiiliku aluse ja pindala suuruse vahel
(kui korgus jaab muutumatuks) jne. Siin on soovitav votta uuesti
vaatluse alla ka need vordelised soltuvused, millistega tutvuti
diagrammide koostamisel, algebralise avaldise numbriliste vaar-
tuste leidmisel ja graafikute joonestamisel koordinaatteljestikus.

Praegu koolides ametlikult kehtiva programmi kohaselt kasit-
letakse vordelist soltuvust juba aritmeetika kursuses. Kuna seal
kuulub ta viimaste palade hulka, algebras on teda voimalik késidt-
leda aga juba kursuse algul, siis ?uleb lugeda iileliig-
seks kdsitleda vordelist soltuvust eraldi-arit-
meetika ja algebra kursuses. Sobivam on tuua vorde-
lise soltuvuse kiisimused algebra kursusesse, sest aritmeetika
kursusesse ei kuulu koordinaatteljestik ega tdht arvu tdhisena
ning seetottu pole seal voimalik vastava graafiku ega valemi esi-
tamine.

a) Vordelise soltuvuse definitsioon

Oppe- ja metoodilises kirjanduses leiame jargmisi vordelise
soltuvuse definitsioone.

1. Uks suurus soltub teisest vordeliselt, kui selle teise suuruse
vddrtuste kasvades (kahanedes) mingi arv korda ka esimese suu-
ruse vddrtused kasvavad (kahanevad) sama arv korda.

2. Kui iihe suuruse kahe mistahes vddrtuse suhe on vordne
teise suuruse vastavate vddrtuste suhtega, siis nusuguse;d suu-
rusi nimetatakse vordelisteks.

3. Uks suurus oleneb teisest vordeliselt, kui esimese ja teise
suuruse vastavate viirtuste suhted on vordsed.

4. Kaht suurust nimetatakse vordelisteks, kui soltuvust nende
vahel saab viljendada valemiga y— kx, kus x ja y on arvud, mis
vc'iljendavad voetud suuruste teineteisele vastavaid vddrtusi, k aga
on jddv arv (vordne y vddrtusega, mis vastab x vddrtusele 1).

Nagu juba eespool nimetatud, on viimane toodud definitsiooni-
dest, mis tugineb funktsiooni analiiiitilisele avaldisele, abstraktne,
sisuliselt VI klassi opilastele raskesti moistetav, kuid sealjuures
formaalselt muidugi ko:ge kergemini omandatav. Seetdttu pole
oige sellist sonastust siin kasutada.

Esimesed kolm definitsiooni tuginevad koik funktsiooni tabeli-
lisele esitusele. Neist esimest kasutatakse tavaliselt vordelise sol-
tuvuse defineerimiseks aritmeetika kursuses. Sisult on ta hasti
moistetav. Selle definitsiooni puuduseks on aga asjaolu, et ta ei
kehti negatiivse vordeteguri juhul. Teine ja kolmas definitsioon
on sisult samavéirsed. Funktsiooni tabelilisest esitusest on aga
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koige kiiremini véljaloetavad kolmanda definitsiooni tingimused.
Et funktsionaalse soltuvuse propedeutiline kursus hdlmab vorde-
list soltuvust ka negatiivse vordeteguri puhul, siis ongi koige
otstarbekam kasutada kolmandat definitsiooni.

b) Vordelise soltuvuse graafik

Vordelise soltuvuse graafiku joonestamine peab toimuma algul
tegelikust elust périnevate vordelise soltuvuse juhtudel. Nende
ndidete juures on argumendi véértused tavaliselt ainult positiiv-
sed, nditeks kauba kogus ja maksumus, aeg ja 1dbitud tee pikkus
iihtlasel liikumisel, voi need soltuvused on védhemalt positiivse
vordeteguriga nagu niiteks temperatuur Celsiuse ja Reaumuri
kraadides. Neid asjaolusid tuleb graafiku joonestamisel arvestada.
Samuti tuleb selgitada, kas soltumatul muutujal on ainult disk-
reetsed vddrtused, sest sel juhul ei ole punktide ithendamine sir-
gega lubatav, nditeks, dollarite ja rublade vaheline soltuvus.
Moningaid vordelise soltuvuse graafikute niiteid on esitatud joo-
nisel 10.

y Y

7 < hed 0 e
y ¥ 7

0 AR '0. <
; Joon. 10.

/

Tuginedes vordelise soltuvuse definitsioonile, esitatakse ka nii-
suguseid tabeleid, kus muutuvate suuruste vastavate vairtuste
suhted on vordsed, kuid suhte vddrtus on negatiivne.
~ Toodud néidete pohjal tehakse jareldus, et vdrdelise soltuvuse
- graafikuks on koordinaatide alguspunkti libiv sirge vdi niisugust
| sirget mddrav punktide hulk. : $
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Vordelise soltuvuse graafiku esitamisel sirgena kerkib iiles
jargmine probleem. Opilased ei ole tuttavad irratsionaalarvudega
ja seetottu puudub nagu digustus pideva graafiku joonestamiseks.
On aga selge, et reaalarvude pidevuse kiisimus ei ole VI klassis
opilastele tutvustamiseks joukohane ja nad moistavad vaadeldava
soltuvuse graafikut pidevana seni, kui ei ole ndidatud, et teatud
soltumatu muutuja vdirtuste korral ei saa soltuvale muutujale
vaartust leida.

c) Vorrete lahendamine

Nagu eespool deldud, on otstarbekas kisitleda vordelist soltu-
vust ithes kontsentris. Seega peaks ka vorrete koostamine ja
lahendamine kuuluma sellesse kontsentrisse. Nagu teada, nimeta-
takse vordeks kahe suhte vordust. Vordelise soltuvuse
tundmine lubab vorret vaadelda kui vorde-
lises soltuvuses olevate suuruste vastavate
vadidrtuste suhete vordust Selle rohutamine, et vaat-
luse all olevad suurused on vordelises soltuvuses, on aga palju-
del juhtudel vdga oluline. Vorrete koostamise iilesannete juures
voetakse seda sageli vaikiva eeldusena. Nii nditeks voime vorrete
kohta leida iilesandeid, nagu: .

1. Laev libib 18 tunniga 405 km. Mitu kilomeetrit ldbib laev
24 tunniga?

2. Kui palju lubisalpeetrit tuleb kiilvata 42 hektarile, kui 20
hektarile kiilvatakse 5,04 tonni?

Nendes iilesannetes peab Opilane ise oletama, et tegemist on
vordelises soltuvuses olevate suurustega, sest iilesannete tekstid
seda dra ei madra. On ju keha (laeva) poolt ldbitav tee pikkus
ja aeg vordelises soltuvuses ainult konstantse kiiruse puhul ning
kiilvatud kunstvietise hulk vordeline pollu pindalaga ainult siis,
kui pinnaiihikule ette néhtud kunstvéetise hulk jaab konstantseks.
Oigem oleks seega antud iilesanded sonastada jérgmiselt:

1. Laev libis 18 tunniga 405 km. Mitu kilomeetrit ldbib see
laev 24 tunniga, kui ta jatkab soitu sama Riirusega?

2. Kui palju lubisalpeetrit tuleb. kiilvata' 42-hektarilisele pol-
lule, kui selle korval asuvale 20-hektarilisele pollule kiilvati seda
5,04 tonni ning on otsustatud anda mdlemale pollule hektari kohta
ithepalju kunstvdetist? '

Et tundmatut sisaldavad vorded on vorrandid, siis toimub
vorde koostamise iilesande lahendamine sama pohimotte kohaselt
nagu vorrandi koostamise iilesande lahendaminegi.

Nii niiteks lahendame esimest iilesannet jargmiselt.

Oletame, et laev 1dbib 24 tunniga x kilomeetrit. Et iilesande
tingimuse kohaselt séidu aeg ja ldbitud tee pikkus on vordelises
soltuvuses, siis nende vastavate vdartuste suhted on vordsed ja
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seega voime kirjutada:

18 _ 405
3 U
Siit

x=>540 (km).

Jargnevad kontroll ja vastus.

Sageli, eriti keemia tundides ndeme vorde koostamise iilesan-
nete lahendamist eri Sablooni jirgi. Niiteks iilesanne:

40 g soolalahuses on 3 g soola. Mitu g soola on 80 g sama
kontsentratsiooniga soolalahuses?,

lahendatakse jargmiselt:

40 g soolalahuses on 3 g soola

80 g ” » X g ”
40 3 :
80 x mne.

Puuduseks on siin vordelise soltuvuse mitterdhutamine. Nii
kohtamegi sageli keemia iilesannete vaarlahendusi, kus ilma,__
jarelemotlemata rakendatakse sisseharjutatud skeemi, Tuleks 100~
buda sellest $abloonist ja suunata oOpilasi enam iiles?nde sisulise
kiilje tunnetamisele, et iilesande lahendamist ei teostataks meh-
haaniliselt ilma tema sisu moistmata. Et siin on sageli tegemist
vordelises soltuvuses olevate suurustega, siis tuleb eelkdige sel-
gitada, missugused on need vordelised suurused ja missugused
on nende vastavad vdartused.

d) Vordeline soltuvus ja kolmnurkade
sarnasus

Kolmnurkade sarnasuse késitlemisel kohtume tihti opilaste
vadra viljendiga, nagu kiilg AB on vordeline kiiljega A,B, ja
kiillg BC on vordeline kiiljega B,C,. Taoline vastus on tingitud
jallegi sellest, et on selgitamata, missugused suurused on siin
vordelises soltuvuses. Et see soOltuvus tuleks siin teravamalt
esile, voib soovitada jargmist aine kasitlust.

Joonestatakse mitu kolmnurka; mille vastavad nurgad on
vordsed (joon. 11). Seejiarel moodetakse vordse nurga lahiskiil-
jed ja esitatakse tulemused tabelina

A,B, ’ AyB,

A3B3 ' S [ Aan

n-n

A,C, ’ A,C,

A363! e IAC
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A, 8,

Joon. 11.

Siit ilmneb, et kiillalt tdpsete mootmiste korral vastavate vaar-
tuste suhted on vordsed. Seejdrel defineeritaksegi kolmnurkade
sarnasus, tuginedes tdhelepandud omadusele.

Kolmnurgad on sarnased, kui neil vastavad nurgad on vord-
sed ja vastavate nurkade ldhiskiiljed on vordelises soltuvuses.

Olgu antud n kolmnurka, mille tipud on tahistatud vastavalt
AB,Cy, A3ByC,, ..., A,B,C,. Definitsiooni pohjal on need kolm-
nurgad sarnased, kui on tdidetud jargmised tingimused:

ZA]ZZAQZZA:;:: ZA,;;
ABy_ By AnBa,
RO ST MG o e A
431:432—_— ZB;;:...ZZB";
BAy By~ _ BhA,,
B0y By - AR
éclzl(:z': éCaZ...—éC’;;
CAL - CAy . __Cafn
O, R ¢ Rt Al O i

Me piirdume koolis tavaliselt kahe kolmnurga vaatlusega, siis
oleksid nende sarnasuse tingimused jargmised:
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AB B,A ByA
LAy= LAy, PU=222; /B — /By =ty

(53 ., CiAy . CA .
£Ci=2GCy CiBy = CyBy’

Ehk lause kujul: :

kaks kolmnurka on sarnased, kui neil vastavad nurgad on
vordsed ja vastavate nurkade ldhiskiilgede mdotarvud moodusta-
vad vorde.

Nagu nédeme, osiitub voimalikuks funktsionaalse soltuvuse pro-
pedeutilise kursuse raames tunduvalt suurendada vordelise soltu-
vuse’ osatdhtsust. Selleks on ainult vajalik kéikjal, kus kohtume
vordelise soltuvusega, nimetada teda tema dige nimega.

\ 4. Poordvordeline soltuvus

Poordvordelise soltuvuse kisitlemine peaks toimuma sama
skeemi kohaselt, mida on kasutatud vordelise soltuvuse esitami-
sel. Seega tuleks ka siin ldhtuda opilastele juba tuttavatest konk-
reetsetest ndidetest ja esitada vastavad tabelid. P&ordvordelise
soltuvuse illustreerimiseks on sobiv kasutada ka vordelise soltu-
vuse kohta toodud r#iteid, kusjuures konstantset suurust vaadel-
dakse niiiid muutuvana ja séltuvat muutujat konstantsena.

Oppe- ja metoodilises kirjanduses on poordvordelise sdltuvuse
defineerimiseks kasutatud peamiselt nelja jirgmist sonastust.

1. Uks suurus soltub teisest péordvordeliselt, kui selle teise
suuruse vddrtuste kasvades (kahanedes) mingi arv korda esimese
suuruse vddrtused kahanevad (kasvavad) sama arv korda.

2. Kui iihe suuruse mistahes kahe vddrtuse suhe on vordne
teise suuruse vastavate vddrtuste péordsuhtega, siis niisuguseid
suurusi nemetatakse poérdvordelisteks. :

3. Uks suurus oleneb teisest poordvordeliselt, kui nende suu-
ruste vastavate vdartuste korrutised on vordsed. '

4. Vorrandiga xy =k, kus k on mingi kindel nullist erinev aro,

valjendatud kahe suuruse vahelist soltuvust nimetatakse péérd-

vordeliseks soltuvuseks.

Need definitsioonid on analoogilised eespool toodud vordelise
soltuvuse definitsioonidega ning hinnang nende kohta matemaa-
tika metoodika seisukohast jddb samasuguseks. Nii seame ka siin
eesmargiks vilja jouda kolmanda definitsioonini.

Nagu juba eespool rohutatud, oleks loomulik, et nii vordelisele
kui ka poordvordelisele soltuvusele antakse definitsioonid, mis on
sonastatud iihest ja samast pohimottest 1dhtudes.

Kui poordvordelises soltuvuses olevate suuruste vastavate
vadrtuste tabelis moni vdartus puudub, siis leitakse see viirtus
poordvordelise soltuvuse definitsioonist 1ihtudes vérrandi

A\
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lahendamise teel. Vorde lahendamise seisukohalt saame tulemuse,
mis saadakse parast sise- ja vélisliikmete korrutamist. Et nii vor-
delises kui ka poordvordelises soltuvuses olevate suuruste viar-
tuste tabeli tdiendamine viib vorde lahendamisele, siis vigade vil-
timiseks iilesannete lahendamisel on vaja jouda selgusele, kas
tegemist on suurustega, mille vastavate vairtuste jagatised on
vordsed, voi suurustega, mille vastavate viidrtuste korrutised
on vordsed. :

Poordvordelise soltuvuse graafiliseks vasteks on teatavasti
vordhaarne hiiperbool. Kui senini on joonestatud soltu-
vuste graafikuid, mis esituvad pidevate joontena, siis niiiid koh-
tutakse graafiku katkemisega. Tuginedes toodud kolmandale defi-
nitsioonile, mille kohaselt xy = a, veendutakse, et poordvordelise
soltuvuse graafik voib asuda kas esimeses ja kolmandas vee-
randis (kui a>0) voi teises ja neljandas veerandis (kui a<0)
(joon. 12). Sellest valemist selgub ka, et iithe suuruse viirtusel
null teisel suurusel vaartus puudub ja jarelikult sellel kohal graa-
fik katkeb. Vordhaarse hiiperbooli harud on aga kergesti skitsee- |
ritavad, kuna samast valemist ilmneb, et mida vdiksem on x abso-
luutvdartus, seda suurem peab see olema y-1 ja vastupidi. 7

. Vordhaarse hiiperbooli joonestamisel tuleb muidugi arvestada
ka neid markusi, mis on tehtud vordelise soltuvuse graafiku kuju-
tamise kohta.

It , A

420 a<

Joon. 12.

5. Lineaarne soltuvus

a) Lineaarse soltuvuse definitsioon

Lineaarse soltuvuse tutvustamisel voiks ldhtekohaks wvalida -
iillesande iihtlasel liikumisel ldbitud tee pikkuse soltuvuse kohta
ajast, mida. vaadeldi juba vérd_elise soltuvuse juures. Niiiid sea-

42



takse aga probleem Opilaste ette nii, nagu oleks varem osa teest
juba ldbitud. Konkreetselt voiks probleemi seostada naiteks opi-
laste matkagrupi liikumisega. Esialgu minnakse kuni linna pii-
rini, mille kaugus koolimajast on sp km ja sealt edasi iihtlase Kkii-
rusega kuni jargmise peatuskohani. Kui niiiid saadud so6ltuvus-
valemi abil koostada soltuva muutuja védirtuste tabel ja vorrelda
seda vastava vordelise soltuvuse tabeliga, siis sealt ilmnebki
lineaarse ja vordelise soltuvuse vaheline erinevus. Selle erinevuse
Iﬁll)lul"gamiseks on otstarbekas anda ¢, vf ja so+ vf vairtused tihes
abelis

vt ’ So+ vt

gom

Olgu vastavad konkreetsed andmed niiteks jargmised. -

VAATLUSPROTOKOLL
Jalgrattamatkal ldbitud tee pikkus

| Labitud tee pikkus kilomeetrites

Aeg tundides f
(alates linna piirist) r Linna piirilt Koolimaja juurest

TR -4

1 12 ‘ 16

2 24 28

3 f 36 s 40

4 I 48 52

5 60 64

@

Sellest tabelist on ilmne, et kui muutuvateks suurusteks on
aeg ja tee pikkus linna piirilt arvates, siis need on vordelises sol-
tuvuses, sest vastavate viirtuste suhted on koik vordsed 12-ga.
Meid huvitab aga soltuvus aja ja tee pikkuse vahel koolimaja
juurest arvates. Nende suuruste vahel ei ole vordelist soltuvust,
sest 8

16 ,28 ,40 ,52 , 64 3
g

Voime aga tdhele panna, et viimases tabeliveerus antud arvud
erinevad eelmisest 4 vorra, s. t. koolimaja asus linna piirist 4 km
kaugusel. Seega on meid huvitav soltuvus saadud vordelisest sol-
tuvusest, kui seal ithe muutuva suuruse vaidrtustele lisada iiks ja
seesama konstant. Sel teel saadud s¢ltuvust nimetatakse
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lineaarseks soltuvuseks. Niisiis voime igast vordelise
soltuvuse tabelist saada kergesti lineaarse so]tuvuse tabeli; Et
vordelises soltuvuses olevate suuruste vahel kehtis seos y = ax,
kus x ja y on vordelises soltuvuses olevate muutuvate suuruste
vastav véddrtuspaar ja a on konstant, siis s

lineaarses soltuvuses olevate suuruste vahel kehtib seos
y=ax-+b, kus x ja y on lineaarses soltuvuses olevate muutu-
vate suuruste vastav vdidrtuspaar ning a ja b on konstandid.

Ka lineaarse soltuvuse graafiku vordlemine temale vastava
vordelise soltuvuse graafikuga niditab lineaarse sdltuvuse erine-
vust vordelisest soltuvusest (joon. 13). Nad mélemad esituvad
kiill sirgetena, kuid lineaarse soltuvuse graafikut on alati voima-
lik saada vastavast vordelise soltuvuse graafikust paralleelliikke
abil.

¥
i %
of g
q ]
[/
Za%
; C
‘ -
-

‘ Joon. 13. ‘e

Edasi tuleks tuua teisigi niiteid lineaarse soltuvuse esinemise
kohta igapidevases elus. Niisugustena tuleksid ‘esmajirjekorras
kone alla: telegrammi koguhinna soltuvus sonade arvust, seos
Fahrenheiti ja Celsiuse kraadide vahel, raamatu triikkkimise eest
makstava koguhinna soltuvus triikipoognate arvust jne.

Esitatud konkreetsete nididete jaoks koostatud séltumatu ja
soltuva muutuja véadrtuste tabelitest selgub ka wveel teinegi
lineaarse soltuvuse iseloomulik omadys. Ja nimelt, et s6ltumatu
muutuja vddrtuste kasvades vordsete arvude vorra séltuva muu-
tuja vdartused kasvavad samuti vordsete arvude vorra. Vastava-
tel graafikutel voib aga ndidata, et vordsetele abstsissi vdartuste
vahedele vastavad vordsed ordinaadi viirtuste vahed. Tuginedes
sellel]e omadusele voime lineaarset soltuvust defineerida ka jirg-
miselt: \ ;

iiks suurus soltub teisest lineaarselt, kui selle teise suuruse
vaartuste vordsetele vahedele vastavad esimese suuruse viirtuste
vordsed vahed. A
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Eespool rohutasime vajadust tugineda soltuvuste defineerimi-
sel vastavate funktsioonide tabelilisele esitusele: Vordelise ja
poordvordelise soltuvuse korral oli tabelilisest esitusest neile ise-
foomulik omadus kohe viljaloetav. Praegune lineaarse soltuvuse
defineerimiseks _kasutatud omadus pole tabelist nii kergesti 1dbi-
niahtav ja nouab lisaks muutuvate suuruste védartuste veergudele
ka nende vahede veergude esitamist.

Eespool oli antud soovitus defineerida lineaarset soltuvust
vordelise soltuvuse kaudu. Seal toodud mottekdigus, mis tugines
soltuvuse tabelilisele esitusele, jouti 1opuks vidlja ‘seoseni
y=ax-+b. On moeldav, et saadud tulemus vGetakse aluseks
lineaarse soltuvuse defineerimisel seosena y=—ax -} b. Selline
defineerimisviis vastaks vordelise ja poordvordelise soltuvuse juu-
res toodud 4. definitsioonile. Kuid nagu o6eldud, et siin 3. definit-
sioonile analoogiline defineerimine on seotud raskustega ja kui
selle valemi sisu on tabeli abil eelnevalt kiillaldaselt selgitatud,
siis on arvata, et see omandatakse teadlikumalt kui definitsioon
vahede kaudu. Paljudes kooli Gpikuis ongi lineaarset soltuvust
defineeritud viimatinimetatud seose kaudu. Vastav ettevalmistus
tabelilise esituse kaudu aga puudub.

b) Lineaarvorrandisiisteemi graafiline
lahendamine

Kehtivate matemaatika programmide kohaselt joutakse
lineaarse soltuvuse juurde enne lineaarvorrandisiisteemide kasit-
lemist kahe tundmatuga lineaarvorrandi esitamise kaudu. Lahtu-
des aga funktsionaalse soltuvuse propedeutilise kursuse eesmarki-
dest, kus rohutatakse soltuvuste iseseisva kisitluse vajadust,
oleks loomulik, et lineaarse soltuvuse kiisimusi
kasitletakse kdesolevas peatiikis esitatud mater-
jali ulatuses veel enne, kui asutakse lineaar-
sete vorrandite lahendamisele. Niisugusel juhul osu-
tuks voimalikuks lineaarvorrandi lahendamist siduda lineaarse
soltuvusega, ja nimelt, lineaarvorrandi lahendamine tdhendaks
lineaarse soltuvuse tabelis selle vdartuspaari leidmist, kus y = 0.
Lineaarvorrandisiisteemide lahendamisel on aga iga kahe tund-
matuga lineaarvorrandit voimalik teisendada kujule y=ax--b,
s.t. neid vorrandeid on voGimalik vaadelda lineaarse soltuvuse
analiiiitiliste eeskirjadena. See vaatekoht voimaldab lineaarset
vorrandisiisteemi lahendada ja seejdrel ka uurida lahendite arvuo
graafiliselt.

Esitades lineaarvorrandisiisteemi kujus

y=rkix+4+ b
Y = Rox + b, \

voib seda tolgendada kui iilesannet:
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leida kahest lineaarse soltuvuse tabelilisest esitusest iiks ja
sama vaartuspaar.

Et aga tabelid pole tdielikud ja seetottu voib sealt otsitav
vadrtuspaar parajasti puududa, siis on ilmne, et sellise tabeli-
test otsimise meetodiga seda iillesannet alati ei lahenda.
Jargneb katse iilesande lahendamiseks graafilisel meeto-
dil. Et molemad vordused esitavad lineaarset soltuvust, siis vas-
tab neile kummalegi koordinaatteljestikus sirge. Antud iilesannet
saab tolgendada iilesandena:

leida ihe muutuva suuruse vddartus, mille puhul teise muu--
fuva suuruse vddrtused on vordsed, s.t. graafikult tuleb leida see
abstsissi vadrtus, millele vastavad ordinaatldigud on vordsed
(joon. 14). .

Joon. 14.

Kui sirged loikuvad, siis loikepunkti abstsiss- ja ordinaat-
l1oigud rahuldavad seda tingimust. Ja nii saadaksegi lineaarvor-
randisiisteemi lahendiks vastavate sirgete 16ikepunkti koordinaa-
did, mis leitakse jooniselt mootmise teel. Kui aga osutub, et sir-
ged on paralleelsed, siis eelnimetatud iilesandel ja sellega ka
lineaarsel vorrandisiisteemil puudub lahend. ;

Lineaarse vorrandisiisteemi graafilise lahendamise juures on
sobiv koht moistete muutuv suurus ja tundmatu erine-
vuse selgitamiseks, sest sageli need moisted samastatakse. Tuleb
kindlalt rohutada tundmatu iithtekuulumist vor-
randi moistega ja muutuva suuruse ithtekuulu-
mist funktsiooni mdistega. Kui vaadeldakse eraldi
kahe lineaarse sdltuvuse analiiiitilisi avaldisi, siis andes iihele
muutuvale suurusele vabalt vidirtusi, leiame neile vastavad teise
muutuva suuruse viirtused. Nii on vdimalik leida eraldi mblema
soltuvuse jaoks lopmata palju arvupaare, mille graafiliste vaste-
tena esituvad punktid kujutavad sirgeid. Kui on aga tegemist
vorrandisiisteemiga, millel on iiks lahend, siis rahuldab teda iiks-
ainus_arvupaar, s.t. tundmatutel on kummalgi ainult iiks vaar-
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Joon. 15.

tus. Sellele arvupaarile vastab graafikul iiks kindel punkt
(joon. 14). Kui siisteemi vorranditele vastavad sirged on paral-
leelsed, s.t. ithine punkt puudub (joon. 15), siis on see ilmseks
tunnuseks, et tundmatutele ei leidu vaartusi. Juhul aga, kui on
tegemist iihtivate sirgetega (joon. 16), siis on muutuvate suuruste
vaartused ka tundmatute vaartusteks.

hy

//0 g

Joen. 16.

Et opilased saavad iilesannete graafilisel lahendamisel erine-
vaid vastuseid, mis on tingitud joonise valmistamisel ja moo6tmi-
sel tehtud vigadest, siis kerkib iiles vajadus leida lahendusmeetod,
mis annaks tdpse lahendi. Selliseks meetodiks on arvutuslik
meetod. Siin on sobiv ldhtuda samast kaalutlusest, mis esines
graafilise meetodi juures: tuleb leida see ithe muutuva suuruse
véartus, mille puhul teise muutuva suuruse vaartused on vordsed.
Selline ldhtekoht sobib muidugi ainult siis, kui vorrandisiisteem
on esitatud kujus

y=hx+ b
Yy =Rox + by
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Nimetatud kaalutiuse pohjal joutakse vorrandini
kix 4 by = kox + by,

mille lahendamine annabki otsitava x vdartuse. y vaartus tuleb
aga leida molemast vorrandist, et veenduda, kas toepoolest on
leit(lijdkﬁige lahend. Seda meetodit nimetatakse vordlusmee-
todiks.

Voérdlusmeetod on heaks ettevalmistuseks iildiselt kasutatava-
tele asendus- ja liitmismeetoditele.

Lineaarse soltuvuse analiiiitilise avaldise tolgendamine sirge
vorrandina kuulub 'késitlemisele funktsionaalse soltuvuse siste-
maatilises kursuses.

6. Ruutsoltuvus

a) Ruutsoltuvuse definitsioon

Ruutsoltuvuse kisitlemist on sobiv alustada ruudu, korrapérase
kolmnurga ja korrapirase kuusnurga pindalade muutumise vaat-
lemisest, kui nende kiilje pikkus kasvab 2, 3 ja 4 korda. )

Valmistades nendest kujunditest joonised, joutakse veendumu-
sele, et pindalad suurenevad vastavalt 4, 9 ja 16 korda (joon. 17).

Tuginedes ruudu pindala muutumisele, koostatakse ruutude
tabel, esitatakse ruutsoltuvus valemi kujul ja ehitatakse seejarel

tema graafik. g
Toodud niidete alusel oleks loomulik defineerida ruutsoltuvust
jargmiselt:

iiks suurus on teisega ruutsoltuvuses, kui selle teise suuruse
kasvades mingi arv korda esimene suurus Rasvab sama arvu
ruudu kordseks.

Ruutsoltuvuse graafiku ehitamiseks tuleb leida funktsiooni
vairtusi ka argumendi negatiivsete vadrtuste korral. Selles piir-
konnas aga toodud definitsioon ei kehti, sest niiiid teise suuruse
kasvades esimene suurus kahaneb. Uldisema definitsiooni leidmi-
seks esitame jargmise tabeli. Arvutamise holbustamiseks esitame
ta kolmerealisena.

—
N
w
-
w

Kiilje pikkus

Ruudu pindala e | 4 9 16 25

Korrapirase kolm- | V3 = 'S — {253
nurga pindala @ ot LA V3|
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Tabelist ilmneb, et kahes alumises reas olevate vaartuste jaga-
tised on vordsed, mis viitab vastavate suuruste vordelisusele. Vii-
mane omadus ongi sobiv votta ruutsdltuvuse defineerimisel alu-
seks, sest see kehtib nii argumendi negatiivsete vdartuste kui ka
negatiivse kordaja puhul. Nii tuleks ruutsoltuvust defineerida jéarg-
miselt:

iiks muutuv suurus on teisega ruutséltuvuses, kui ta on vorde-
line selle teise suuruse ruuduga.

Tuginedes ruutsoltuvuse tabelilisele esxtusele ]oonestatakse ka
vastavad graafikud.

Siinjuures tuleb tdhele panna, et kui soltumatu muutuja oman-
dab ainult positiivseid vdartusi, siis saame graafikuks pool para-
booli. Korrapidrase kolmnurga pindala kohta toodud tabelile vas-
tav graafik on esitatud joonisel 18.

On saanud tavaks, et ruutvorrandite lahendamine toimub
VIII klassis. Rohutades soOoltuvuste primaarsust
vastavate vorrandite suhtes, tuleks siingi tut-
vuda iildise ruutsdoltuvusega enne, kui asutakse
ruutvorrandite lahendamisele.

Uldise ruutsoltuvusega tutvumine peaks toimuma samuti sol-
tuvuse laiendamise pohimotte alusel, nagu see toimus vordeliselt
soltuvuselt lineaarsele soltuvusele dileminekul. Niiiid korvutaksime
iihes tabelis hariliku ruutsoltuvuse ja lineaarse soltuvuse ning
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lisame veeru, mille tdidame eelmise kahe veeru vastavate vaartuste
summadega. Niiteks olgu ruutsoltuvuseks y=2x? ja lineaarseks
soltuvuseks y=—3x -+ 4. Koostame tabeli

x al g i s e BE ST
o2 18 | 8 ‘ 2 ' o P2 8] 18

| 5
3r+4 gty ] EE i TwWTn

2x24+3x+4 | 13 6 | 3 4 9 18 31

Seega on iildiseks ruutsdltuvuseks seos y = ax?>-}-bx - ¢, kus
a, b ja ¢ on konstandid.

b) Ruutv()’qrrandi graafiline lahendamine
Lineaarvorrandisiisteemi ka51tlemlse1 tutvuti ka vorrandlsﬁs-

teemi graafilise lahendamisega. Seda lahendusmeetodlt on voima-
lik rakendada ka ruutvorrandi lahendamisel.

‘ly 3 : / E
1 - I

<

TR

Joon. 18. Joon. 19.
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Olgu antud ruutvorrand ax? -+ bx-+ c=0, mille teisendame
kujule

x*+ px + ¢g=0.

Kanname x? vorduse paremale poolele, saame

px + q=—x2.

Rakendades niiiid lineaarvorrandisiisteemi lahendamisel kasu-
tatud vordlusmeetodit vastupidises jarjekorras, jouame siisteemini

y=—x

y=px+gq,
mille lahendame graafiliselt. Kasutades sellist teed, nn ruutvor-
randi graafilisel lahendamisel enam motet, sest niilid tuleb joones-
tada ainult soltuvuse y=——x? graafik ja loigata seda sirgega.
Loikepunktide abstsissid médaravad vastava ruutvorrandi lahendid.
Joonisel 19 on esitatud ruutvorrandi x?-4 2x —3=0 graafiline
lahendamine. L

See lahendusvote viib meid ruutvorrandisiisteemide juurde,
sest on ju meil siisteemis iiks teise astme vorrand. Sellega seoses
kerkib aga iiles kiisimus, kui ulatuslikult tuleks VIII klassis ruut-
vorrandisiisteeme kisitleda. Kui vaadelda seda kiisimust graafilise
lahendamise seisukohalt, siis ruutvorrandisiisteemide graafiline
lahendamine voimaldab tutvustada ka teisi teist jarku jooni peale
parabooli. Oieti tutvusid opilased vordhaarse hiiperbooli ja para-
booliga juba pdordvordelise soltuvuse ja ruutsoltuvuse kasitlemi-
sel. Voorad on neile teist jarku joontest veel ringjoon ja ellg[[)ls.
Kiisimust tervikuna vaadeldes tuleb siiski arvestada asjaolu, et
vorrandisiisteemide graafilise lahendamise
tahtsus seisneb eeskatt ikkagi vorrandisis-
teemi lahendite moiste ja lahendite arvu sel-
gitamises. Praktiliselt on ruutvorrandisiisteemide graafiline
lahendamine vihese vaartusega, kuna numbriline t66 viib rutemini
eesmargile ja kindlustab ka tdpsema tulemuse.

Seega jadb veel probleem, missuguses ulatuses teostada ruut-
vorrandisiisteemide numbrilist arvutamist. Et ruutvorrandisiistee-
midele taanduvaid iilesandeid on suhteliselt vdhe, siis voiks see
siisteemide hulk piirdudagi nendega, mis tulid kone alla graafili-
sel lahendamisel.

Peale ruutvorrandi graafilise lahendamise tuletatakse muidugi
ka ruutvorrandi lahendivalem, mille abil saadakse lahendid ka sel-
lele siisteemile, mida kasutati ruutvorrandi graafiliseks lahenda-
miseks. Niiiid osutub voimalikuks kontrollida ka graafikult saadud
lahendite tépsust.
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Funktsionaalse sbltuvuse propedeutilise kursuse sisust ja kasit-
lusmeetoditest selgub, et selle kursuse iilesandeks on luua ette-
kujutus suurustevahelistest sdltuvustest, valmistades sellega opi-
lasi ette jdrgneva.funktsionaalse s6ltuvuse siistemaatilise kursuse
késitlemiseks. Vaatluse all olnud neljast sél}uvusest: vordelisest,
poordvordelisest, lineaarsest ja ruutsoltuvusést on kaheldamatult
igapdevases elus koige sagedamini esinevad esimesed kaks. Et
- need soltuvused oma iseloomult on teineteisele ldhedased
ja ‘et nende defineerimisel tabelilisele esitusele tuginedes
ei esine mingeid raskusi, siis on loomulik, et propedeu-
tilise kursuse sGltuvuste osa algab just nende séltuvustega.
Lineaarne ja eriti ruutsdltuvus nouavad opilastelt juba ava-
ramaid teadmisi ning seetottu oleks nende kisitlemiseks sobi-
vad VII ja VIII klass. Nende kahe soltuvuse defineeri-
mine on samuti seotud moningate raskustega, sest tabelid ei
anna neil juhtudel (y=ax-4-b, y=ax2-4 bx--c) libinihtavaid
tunnuseid. Seetottu ollakse siin sunnitud tabelilist esitust siduma
analiiiitilise esitusega. See ei tdhenda aga seda, et lineaarset sltu-
vust defineeritaks valemina y=ax-b voi iildist ruutsdltuvust
valemina y=ax?-- bx 4 ¢, vaid esimesel juhul on tegemist vor-
delise soltuvuse laiendamisega ja teisel juhul hariliku ruutséltu-
vuse laiendamisega.

Funktsionaalse soltuvuse propedeutilises kursuses ei toestata
mingeid omadusi, vaid vaatluse all olevaid soltuvusi iseloomus-
tatakse nende tdhelepanekute alusel, mis tulevad ilmsiks tabeli
vaatlemise, graafiku mootmise voi valemi juures, s.t. baseerub
vaatlusele ja m@otmisele, nii nagu see on omane igale propedeuti-
lisele kursusele.

© On iseloomustav, et kone all olev kursus on libi pdimitud

konkreetsete ndidetega ja ei piirdu ainult abstraktsete soltuvuste
esitamisega. Esitatavatelt naidetelt nduame aga, et need oleksid
tihedas kooskdlas meid iimbritseva eluga. See on garanteeritud
eriti neil juhtudel, kui opilased koguvad ise andmeid vaatluspro-.
tokollidesse. See t66vorm mitmekesistab Gpilaste tegevust ja pakub
neile suurt huvi.



FUNKTSIONAALSE SOLTUVUSE KUSIMUSTE
SUSTEMAATILINE KASITLUS

Funktsionaalse soltuvuse kiisimuste siistemaatilise késitluse
iilesandeks on siivendada propedeutilises kursuses omandatud
teadmisi ja laiendada seal tundmadpitud soltuvuste valdkonda.
Lihtekohaks saab niiiid funktsiooni moiste ja
koik ‘vaatluse alla tulevad funktsioonid on
selleiildise moiste erijuhud. Siistemaatilises kursuses on
rohutatud ka toestuste osa. Kui propedeutilises kursuses tuginesid
jareldused vaatlusele ja moéodimisele, siis niiiid asendatakse see
loogilise arutlusega. Mitmed omadused, mis propedeutilises kur-
suses loeti kehtivaiks induktsioonile voi analoogiale tuginedes, esi-
tatakse niiiid feoreemidena. Sellisteks omadusteks on naiteks
vahede konstantsus lineaarse so6ltuvuse korral ja korrapdrase
hulknurga kiilje ja pindala vaheline ruutséltuvus.

Pohiteemadena tulevad funktsionaalse soltuvuse siistemaatili-
ses kursuses kasitlusele:

I funktsiooni moiste,
I1 joone vorrand,
IIT lineaarne funktsioon,
IV ruutfunktsioon,
V astmelunktsioon, -
VI eksponentfunktsioon,
VII logaritmfunktsioon,
VIII funktsiooni méaidramispiirkond.

I. FUNKTSIOONI MOISTE
1. Jiddvad ja muutuvad suurused

Funktsionaalse soltuvuse kiisimuste siistemaatilist kursust on
loomulik alustada jddvate ja muutuvate suuruste tutvustamisega.
Nende moistete selgitamiseks sobivad eriti jargmised kiisimused
kolmnurga elementide muutumise kohta:

missugused kolmnurga elemendid osutuvad muutuvaiks ja
missugused jddvaiks, kui

1) aluse vastastipp liigub méoda alusega paralleelset sirget
(joon. 20),
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Joon. %0.

2) vordhaarse kolmnurga aluse vastastipp liigub mooda kor-
gussirget (joon. 21),
3) tipp liigub méoda ihe lahiskilje ristsirget (joon. 22),

Joon. 21. Joon. 22.
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Joon. 23.

4) ringi diameetrile toetuva kolmnurga tipp liigub piki ring-
joont (joon. 23)? '

Kindlasti tuleb siin esitada veel teisigi naiteid. Otstarbekas on
sealjuures kasutada propedeutilises kursuses vaatluse all olnud
probleeme. Niidetele tuginedes selgitatakse opilastele, et rohuv
enamik muutuvaid suurusi on sellised, mis {ihe,
kiisimusseade puhul on muutuvad, teise puhul
voivad osutuda aga konstantseiks. Eriti vajab
rohutamist, et koikjal ja alati konstantseina esi-
nevaid. suurusi on ainult idksikuid. Niisuguste
suurustena tutvustatakse opilastele eukleidilises geomeetrias labi-
voetavat kolmnurga sisenurkade summat ning ringi iimbermoodu
ja labimoodu suhet.

2. Funktsionaalne soltuvus

Jargnevaks iilesandeks oleks opilastele funktsionaalsest soltu-
vusest oige ettekujutuse loomine. Niidete varal joutakse selgu-
sele, et ithe voi teise suuruse muutumist pohjustab mingi kol-
manda suuruse muutumine. Nii on 2. naites (lk. 54, joon. 21)
pindala muutumine pohjustatud korguse muutumisest; {imber-
moodu muutumine kiilgede BC ja AC muutumisest; korguse, kiil-
gede BC ja AC, samuti koigi nurkade muutumine tipu C nihkumi-
sest piki korgussirget. Seega on oGigustatud iitlus, et pindala sol-
tub korgusest; iimbermdot kiilgede pikkusest; korgus, kiiljed BC
ja AC ning koik nurgad aga kaugusest CC;, CC,, ... . Eriti vajab
siinkohal esiletoomist, et niipea, kui punkti C asukoht on fikseeri-
-tud, omavad koik kone all olnud muutuvad suurused kindla arvu-
lise vaartuse.

Funktsionaalse soltuvuse propedeutilisest kursusest on opilas-
tel teada, et nditeks ruudu pindala soltub ruudu kiilje pikkusest,
ringjoone pikkus raadiusest, ldbitud tee pikkus konstantse kiiruse
puhul ajast, metallvarda pikkus temperatuurist, voolu tugevus
jaava takistuse korral pingest jne.
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Opilased voivad leida veel lisaks nimetatutele kiillalt palju so\-
tuvusi igapédevasest elust, olgu see sillast iilekdijate arvu ja kella-
aja vahel, inimese pikkuse ja kaalu vahel, Gppimiseks kuluta-
tud aja ja saadud hinde vahel, matkaja poolt ldbitud tee pikkuse
ja tema saapatalla paksuse vahel, tuule tugevuse ja pesu kuiva-
mise aja vahel jne.

Ldhemal uurimisel selgub, et esimese ja teise niideterithma
vahel on oluline erinevus. Esimeses néideteriihmas tutvustatud
soltuvuste korral on ithe muutuva suuruse viiartus miiratud nii-
pea, kui. teise muutuva suuruse vdirtus on antud. Niiteks, kui
ruudu kiilg on 2 cm, siis tema pindala on 4 cm?; kui keha liigub

4 tundi kiirusega 55:1' , siis tema poolt ldbitud tee pikkus " on

20 km jne. Teise nédideteriihma soltuvuste korral ei médara aga ithe
suuruse efteantud vaartus veel teise suuruse vaartust. Naiteks ei
ole meil alust Gelda, et inimene, kes kaalub 80 kg, on 180 cm
pikk, voi et kell 9 on Tartu jalakidijate sillast iilekdijaid 25, voi
et kui kodus on oOppimiseks kulutatud 5 tundi, siis koolis saab
ka ainult hindeid 5 jne.

Toodud néidete ja nende uurimise pohjal veendutaksegi, et on
olemas kaht liiki teineteisest pohiliselt erinevaid muutuvate siiu-
ruste vahelisi soltuvusi: funktsionaalsed ja stohasti-
lised. Sellise arutelu pohjal peaksid Opilased joudma iseseisvalt
jargmiste definitsioonide juurde:

soltuvust, kus iihe muutuva suuruse igale voimalikule ette-
antud vddrtusele vastab teise muutuva suuruse teatud kindel vair-
tus, nimetatakse funktsionaalseks
ja

soltuvust, kus iihe muutuva suuruse igale vdimalikule ettean-

tud véairtusele vastab teise muutuva suuruse mingi vairtus, nime-
tatakse stohastiliseks. :
. Tuleb muidugi rohutada, et koolimatemaatikas tegeldakse
ainult funktsionaalse soltuvusega. Sellega seoses tutvustatakse ka
vastavaid termineid. Ja nimelt, et funktsionaalses sdltuvuses ole-
vaid suurusi nimetatakse s6ltumatuks muutujaks ehk
argumendiks ja soltuvaks muutujaks ehk funkt-
siooniks.

3. Funktsiooni maiste

Funktsiooni moistet tuleks funktsionaalse soltuvuse definit-
sioonile tuginedes defineerida seega jargmiselt:

me nimetame muutuvat suurust y teise muutuva suuruse x
funktsiooniks, kui x igale voimalikule viirtusele vastab teatud
kindel y vadrtus. ‘

Tuginedes sellele definitsioonile, tuleb kindlasti selgitada, et
koik seni vaatluse all olnud ja edaspidi vaatluse alla tulevad
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algebralised avaldised on funktsioonid. Toepoolest, moistes y all
nditeks avaldisi: 2x —3, 7x24-2x—1 voi i%———,:_‘s jne. ning andes
siin x-ile vaartusi, saame leida neile vastavad avaldise védartused,
kusjuures igale vdoimalikule x vadrtusele vastab kindel avaldise
vaartus.

_ Seda tosiasja, et muutuv suurus y on muutuva suuruse x funkt-
sioon, saab iiles kirjutada ka liihidalt kujus

y=f(x).

Sellise kuju andmine kahe muutuva suuruse vahelisele funkt-
sionaalsele soltuvusele on Gigustatud eriti siis, kui tdhis f(x) on
voetud kasutusele juba algebralise avaldise arvuliste véartuste
leidmise puhul.

Funktsionaalset soltuvust tuleb koolis késitleda nii, et ei tekiks
vddrarvamust, mille kohaselt néiteks lineaarse funktsiooni kasit-
lemisel y on funktsioon; y=ax -+ b on funktsioon, aga ax-} b ei
ole funktsioon! Et niisugust vdararvamust véltida, on vaja tosta
esile, et tdht y on siin voetud kasutusele vaadeldava funktsiooni
tdhisena liihendamise otstarbel.

4. Funktsionaalse soltuvuse esitusviise

Enamkasutatavaid funktsionaalse soltuvuse esitusviise on
teatavasti kolm: - analiiiitiline, tabeliline ja graa-
filine. Et funktsionaalse soltuvuse analiiiitilist esitust asendab
sageli valem, siis sellega luuaksegi tavaliselt see vair ettekuju-
tus, millest eespool oli juttu. Seepidrast on just siin vaja ainet esi-
tada nii, et ei samastataks funktsiooni moistet ainult valemiga.
Funktsioon on oma analiiiitilises esituses
ikkagi matemaatiline avaldis, mille liihemaks
esitamiseks voetakse kasutusele uus taht ja
see viib meid valemi juurde.

Funktsiooni esitamisel tabeli kujul tavaliselt nimetatud viga ei
tehta. Tabeli andmed, mis saadakse analiiiitilise esituse abil, kir-
jutatakse nditeks ka jargmiselt:

x |
2x2—-3 | .

Sageli esitatakse tabel ka kujus, kust ei ilmne, missugune on
funktsiooni véirtuste arvutamise eeskiri. Seetottu on jargmine
tabeli pea kasutamine oigustatud neil juhtudel, kui see eeskiri pole
teada

x4
¥ 3
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Mitte eriti soovitavaks tuleb lugeda tabelit

x ey it
y=2¢2-3 | :

sest siin on tabeli peas tiks suurus tahistatud kahekordselt. See
voiks kone alla tulla siis, kui funktsiooni vaartuste esitamiseks

kasutatakse mitmerealist v6i mitmeveerulist arvutusskeemi
(1k. 50). . s

Graafilise esituse korral tdhistatakse ordinaattelge harilikult
funktsiooni tdhisega y.

Graalfilises esituses me ei leia peaaegu kunagi ordinaattelge
tdhistatuna matemaatilise avaldise, s.t. funktsiooni endaga. Et
aga siivendada Oiget arusaamist funktsiooni moistest, tuleks
vahetevahel teha ka seda ja ndidata, et just 6konoomsuse huvides
tdhistatakse ordinaattelge iihe tdhega, mitte aga seepérast, et nagu
ainult see tidht oleks funktsioon ja vastav matemaatiline avaldis
mitte.

Joonisel 24 on esitatud kolm ordinaattelje tdhistusviisi, mis
on samad tabelis kasutatud tédhistustega. Esimene neist on meil
alati kasutusel, teist voib soovitada juhul, kui teljestikku joones-
tatakse ainult iihe funktsiooni graafik ja kolmandat ei saa jillegi
soovitavaks lugeda.

L Y ‘21"‘3 ky=.7\1?‘]
0 > I 7 et 7 »
Joon. 24.

5. Funktsiooni defineerimisest

Siinkohal®on huvitav jalgida, kuidas on funktsiooni moistet
seni matemaatilises kirjanduses defineeritud.

1748. a. Euleri poolt antud sonastuses

muutuva suuruse funktsiooniks on analiitiline aval-
dis, mis on mingil viisil moodustatud sellest muutuvast suuru-
sest ja konstantsetest arvudest.

Tédnapédeval kasutatavates funktsioonide definitsioonides ilm-
neb aga teravalt Dirichlet ja Lobat3Sevski poolt antud
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definitsioonide moju, sest viimastes on esile tostetud séltumatu ja
soltuva muutuja vddrtuste vahelist vastavust. Seoses hulga
moiste jdrjest laiema kasutuselevotmisega koigis matemaatika
harudes on ka funktsiooni defineerimisel hakatud rohutama vas -
tavust hulkade elementide vahel

IT Ulevenemaalisel Matemaatikute Kongressil, mis toimus
19137 ja 1914. aasta vahetusel Moskvas, soovitas akadeemik
S.N.Bernstein tugineda koolis funktsiooni defineerimisel just
Euleri definitsioonile, kuid noudis selle korval ka teiste definit-
sioonide tutvustamist. Kui vaadelda aga meie tdnapdeva metoo-
dilist kirjandust, siis soovitatakse seal funktsiooni moistet esitada
juba kahe hulga elementide vahelise vastavusena. Nii kirjutab
oma metoodika opikus V. Bradis: «Kuid viimaseil aastail on
ilmunud rida t6id, mis veenvalt nditavad iildise (tabelilise) %defi-
nitsiooni eeliseid, definitsiooni, mis on rajatud hulga ideel ja
vastavuse ideel, s.o. ideedel, mis olles kaasaegse matemaatika
pohilisteks ideedeks, vdarivad iseenesest koolis tarvituselevotmist.
Need kaks moistet on nii lihtsad ja iihtlasi niivord iildised, et
ilma neil eraldi peatumiseta saab neid votta piisivale kasutami-
sele matemaatika tundides, lahendades sellega koolimatemaatikat
monevorra kaasaegsele teadusele.»!

Tanapdeva matemaatilises kirjanduses on funktsiooni moiste
defineerimisel hulga ja vastavuse ideed toepoolest taielikult
maksvusele pddsenud. Funktsiooni definitsioon antakse enamikus
- korgema matemaatika, opikuis jargmises sonastuses:

suurust y nimetatakse hulgal M mddratud suuruse x funktsioo-
niks, kui igale hulka M kuuluvale suuruse x vddrtusele vastab
iiheselt mddratud suuruse y vddrtus,

Osa meil kasutusel olevate erialaste Opikute autoreid, nagu
naiteks Smirnov, Bermant, Rigo ja tehnikumidele kirju-
tatud korgema matemaatika opikute autorid Zaitsev ja Suvo-
rov ei rohuta vastavuse korval hulga moistet. Osa autoreid,
nagu Tolstov, Piskunov ja Borkvell ndouavad aga
funktsiooni moiste defineerimisel vastavuse korval ka veel vasta-
vuse korraldamise eeskirja rohutamist.

Koigil nimetatud autoreil on funktsioon antud kas muutuva
suuruse vaartuste hulgaga voi eeskirjaga, mille jargi leitakse
soltuva muutuja vdartused soltumatu muutuja vairtustest. Hoo-
pis erineval seisukohal on I. V. Proskurjakov, kes elemen-
taarmatemaatika entsiiklopeedias «duuunkaONENNs 37€MEHTAPHOI
martematHku» defineerib funktsiooni kui vastavust. Proskurjakovi
seisukohta jagab Saksa Demokraatliku Vabariigi matemaatik
J. Riedel, kes soovitab koolis funktsiooni defineerida jargmises

sonastuses: '

! Bradis, V. Matemaatika opetamise metoodika keskkoolis. Tallinn, 1957,
Tk. 245.
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kui ithe muutuva suuruse x igale voimalikule vddrtusele on
seatud etteantud eeskirja kohaselt iiheselt vastavusse iiks y vddr-
tus, siis nimetatakse seda vastavust funktsiooniks.!

On muidugi ilmne, et sellise definitsiooni kasutamine koolis
pole voimalik, sest kuidas selgitada seal nditeks vastavuse dife-
rentseerimist ja integreerimist voi kuidas vastavuste lutmlst ja
. astendamist. -

Funktsionaalse soltuvuse siistemaatilises kursuses teostatakse
aga varemopitu siivendavat kordamist, opitakse tundma funktsio-
naalse soltuvuse iildist olemust ja tutvutakse uute funktsiooni-
dega. Sellest tingituna ei ole otstarbekohane selles kursuse osas
sédilitada funktsioonide definitsioonidena propedeutilises kursuses
soltuvuste jaoks antud sonastusi, mis tuginevad nende tabelilisele
esitusele. Kui tahaksime endist suunda jatkata, siis tekib siin -
raskusi eksponentfunktsiooni ja logaritmfunktsiooni defineerimi-
sel. Et Opilased on funktsionaalse soltuvuse siistemaatilise kur-
suse oppimisel juba mairksa vanemad (15—16- aastased) kes on
voimelised ka abstraktsemat ainet moistma, siis tuleb lugeda
oigeks, et selles kursuse osas defineeritakse funktsioonid iildise
definitsiooni alusel iildtdhise y =f(x) konkretiseerimise teel.

il. JOONE VORRAND

1. Joone vorrandi moiste

Kui seame endale eesmirgiks tutvustada oOpilastele funktsio-
naalse soltuvuse siistemaatilises kursuses ka analiiiitilise geo-
meetria elemente, siis osutub wvajalikuks peatuda eraldi joone
vorrandi moistel. Esitab ju iga funktsionaalse soltuvuse analiiii-
tiline eeskiri mone joone vorrandit. Vastava teema sisustamine
IX klassi Opilastele voiks toimuda jargnevalt.

Kui on teada funktsionaalse soltuvuse analiiiitiline eeskiri, siis
saab selle abil esitada sama soltuvuse tabelilise eeskirja. Vaadel-
des tabelis esinevaid arvupaare tasapinna punktidena ja ithenda-
des need punktid ladusa koveraga, saame vaatluse all oleva sol-
tuvuse graafilise esituse.

On aga ilmselt selge, et saadud tabel on liinklik, sest seal
pole voimalik fikseerida argumendi koigile voimalikele véartus-
tele vastavaid arvupaare, mistottu funktsiooni muutumine kahe
tabelis antud védartuse vahel pole tabeliga maaratud. Ka selle
tabeli abil saadud graafik on seetottu puudulik. Esiteks, kui tabe-
lis on liingad, siis on selge, et pole teada, kuidas kulgeb funkt-’

! Riedel, J. Die Begriffe «Funktion» und «Inverse Funktion», «Mathe-
matik und Physik in der Schule», nr. 7, 1956, lk. 301.
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siooni graafik kahe antud punkti vahel. Teiseks on graafiku ula-
tus jooniselehe suurusega piiratud. Uhiku vihendamisega on mui-
dugi voimalik seda puudust vdhendada, kuid mitte likvideerida.
Kolmandaks tehakse ka graafiku joonestamisel ebatépsusi.

Seega, ldhtudes funktsiooni esitusest valemi
kujus, on voimalik jouda ainult oletatava
‘graafikuni. :

Kerkib iiles kiisimus, kas vastupidise iilesande puhul on vo6i-
malik leida tdpstt lahendust, s.t. kas anfud graafiku jirgi on
voimalik leida tema analiiiitilist eeskirja?

Teostades graafikul mootmisi, saame tabelilise esituse ainult
ligikaudsete arvudega, sest modtmine pole kunagi tipné. Tabel
on juba oma olemuselt liinklik ja kui ta sisaldab ka ainult ligi-
kaudseid andmeid, siis on iseenesest moistetav, et ei tule kone
alla vastava analiiiitilise eeskirja leidmine. _

Seega, iildiselt ei ole voimalik leida funktsionaalse soltuvuse
tapset analiiiifilist eeskirja tema graafiku jérgi.

Osutub aga, et sellel iildisel reeglil on erandeid. Ja nimelt,
kui graafikuks oleva joone kui punkti geomeet-
rilise koha definitsioon on teada, siis osutub
voimalikuks leida tdpne analiiiitiline eeskiri
valemi kujus. Neil juhtudel me nimetame seda valemit vas-
tava joone vorrandiks. Joone vorrandi “leidmine . osutub
alati voimalikuks, kui graafikuks on sirge. Et leitud valem oleks
antud joone vorrandiks, peavad seda vorrandit rahuldama antud
joone koikide punktide koordinaadid ja ainult need, s.t. kui ase-
tame antud joone véorrandisse tundmatute asemele antud joone
tikskoik missuguse punkti koordinaadid, siis vordus peab jdima
kehtima. Joonel mitteasetseva punkti koordinaatide puhul aga
vordus kehtima ei jaa. /

Joone vorrandi mbiste' voimaldab funktsiooni analiiiitilisest
esitusest saada ka tema tdpset graafikut juhul, kui on teada mis-
suguse joone vorrandit funktsiooni analiiiitiline esitus valemi
kujul esitab.

2. Monede joonte vorrandite tuletamine

Selle teema kisitlemise raames tuleksid monede joonte vor-
randid tuletada. Sellisteks joonteks voiksid olla niiteks koordi-
naattelgedega paralleelsete sirgete vorrandid; koordinaattelgede
vaheliste nurkade poolitajad; sirgete vorrandid, kui nende sirgete
I6ikepunktid telgedega on teada; ringjoonte vérrandid, kui ring-
joonte keskpunktid asetsevad koordinaatide alguses. Esitame liihi-
dalt nende joonte vorrandite tuletamise kiigu.

a) Leida vorrand sirgele, mis on paralleelne x-teljega ja aset-
seb temast a iihiku kaugusel (joon. 25).
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Joon. 25.

Antud sirgega paralleelne sirge on teatavasti niisuguse punkti
geomeetriliseks kohaks, mis antud sirgest asub antud kaugusel.
Seega on meid huvitavatest sirgetest iihel koigi punktide ordinaa-
did vordsed a-ga, teisel (—a)-ga. See tosiasi lubabki nende sir-
gete vorrandeid esitada kujus

y=—a ja y=-—a,

kus y tdhendab vaadeldava joone mistahes punkti ordinaati.

b) Leida véorrand sirgele, mis poolitab koordinaattasapinna I
ja 111 veerandi (joon. 26). :

Et nurgapoolitaja on.niisuguse punkti geomeetrlllseks kohaks,
mis asetseb nurga haardest vordsetel kaugustel, siis vaadeldaval
sirgel asetsevate punktide abstsissid ja ordinaadid on vordsed.
See tGsiasi lubab meid otsitava sirge vorrandi esitada kujus

y=—x ehk y— x=0,

\ Y

g \

8
p

-
0 —- T
‘ e AN

Joon. 26. Joon. 27.
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kus x ja y tdhendavad vaadeldava joone mistahes punkti koordi-
naate. '

c) Leida vorrand sirgele, mille loikepunktid koordinaattelge-
dega on antud.

Olgu sirge ja x-telje 16ikepunktiks A (p; 0) ning sirge ja y-telje
16ikepunktiks punkt B(0; g). Selle joone mistahes punktiks olgu
punkt P(x; y). Ulesandeks on leida vorrand, mis seoks punktide
A, B ja P koordinaate. ]

Jooniselt 27 ndeme, et

AOBA ~ ACPA
ja seega

cp_ca
OB~ 0A°

. Et CP=y; OB=g; CA=p— x ja OA = p, siis saame

K s B

q P
mis ongi otsitava sirge vorrand. Teisendades seda vorrandit,
saame

iy oy SESE
p—l—q 1.

d) Leida ringjoone vorrand, kui ringjoone keskpunkt asetseb
koordinaatide alguspunktis ja tema raadius on r.

Olgu P(x; y) ringjoone mistahes punkt. Jooniselt 28 ndeme, et
selle punkti koordinaadid on seotud raadiusega jargmise vorduse

abil
24+ y2=r2

Saadud vorrandit nimeta- (Y
taksegi ringjoone vOT-
randiks.

On ilmne, et neid vorran-
deid rahuldavad ainult vas-
tava joone punktide koordi- y
naadid.

Joon. 28.
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I1l. LINEAARNE FUNKTSIOON

1. Lineaarse funktsiooni definitsioon

On loomulik, et funktsioonide kisitlemine funktsionaalse sol-
tuvuse siistemaatilises kursuses algab propedeutilises kursuses
labivoetud materjali meeldetuletamisega. Et seal kasutusele voe-
tud definitsioonid tuginesid funktsioonfiabelilisele esitusele, siis
siin oleks loomulik seada opilased mitmete tabelite ette, kust' nad
peavad leidma, missugused neist esitavad vordelist, missugused
poordvordelist, missugused lineaarset ja missugused ruutsoltu-
vust, tuginedes seejuures propedeutilises kursuses kasutusele voe-
tud definitsioonidele.

Tuletades niiiid meelde kasutusele voetud funktsiooni definit-
siooni ja iifdtdhist, joutakse selgusele, et vordus y=7f(x) esitub
lineaarse funktsiooni korral kujus

y=—hkx-b.

Seega ollakse oigustatud lineaarset funktsiooni defineerima
jargmiselt: e

me nimetame funktsiooni f(x) lineaarseks, kui ta avaldub kujus
kx - b, kus x on argument ning % ja b konstandid.

2. Analiiiitilise eeskirja saamine tabelilisest esitusest

Vorrandis y = kx -+ b on kaks parameetrit £ ja b, mille maa-
ramiseks vajame tabelilisest esitusest ainult kaht véartuspaari,
nditeks xy, ¥y, ja Xs, Yy, sest lahendades siisteemi -

Y= kxl + b
Ys=kxs—+ b,
leiame, et k=i:—_—_z—: ja b:xnz—l’:;:yl :

Niiteks olgu valitud védartuspaarideks

—2|4
3|1
siis
SR T ST e —2-12 __ 14
gk Al 4 s it



Otsitavaks lineaarseks funkisiooniks on seega .
3 14
| Sl e Tl 2

3. Lineaarse funktsiooni pohiomadus

Juba funktsionaalse soltuvuse propedeutilises kursuses pandi
tdhele, et lineaarse soltuvuse korral ithe muutuva suuruse vordse-
tele vahedele vastasid teise muutuva suuruse vordsed vahed. Esi-
tades niitid mitu lineaarset funktsiooni, kontrollitakse nende juu-
res veel kord selle omaduse kehtivust ning seatakse eesmirgiks
see omadus toestada. Siin on Gige koht terminoloogia avardami-
seks sonaga «juurdekasv» voi viimasel ajal soovitatud sonaga
«muuty. Nii {iks kui teine neist sonadest tdhendab kas argumendi
kahe jarjestikuse védartuse vahet (argumendi juurdekasv, argu-
mendi muut) voi funktsiooni kahe jéarjestikuse védartuse vahet
(funktsiooni juurdekasv, funktsiooni muut). Selle moiste tahista- -
miseks voetakse kasutusele ka eri siimbolid. Nii kirjutame naiteks
sonade asemel «argumendi muuty — Ax.

Toestatav lineaarse funktsiooni pohiomadus voiks olla sonas-
tatud jargmise teoreemina:

lineaarse funktsiooni muut on vordeline argumendi muuduga,
kusjuures vordeteguriks on funktsiooni avaldises esinev argu-
mendi kordaja.

Toestus voiks aga kulgeda jargmiselt.

Eeldame, et on antud lineaarne funktsioon valemi kujul

Y= kx—l— b -
ja vdidame, et :
Ay="%Ax

Toestuseks anname argumendile juurdekasvu Ax, siis saab ka
funktsioon juurdekasvu Ay. Seega

Y+ Ay = k(x+ Ax)+ b,
Siit :

Ay =k(x+ Ax)+b—y
ehk

Ay=Fk(x+ Ax)-+b—kx —b.
Avades sulud ja koondades, saame
Ay =k - Ax,
mida oligi tarvis toestada.
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Et kahe muutuva suuruse vaheline vordelise soltuvuse omadus
on vastastikune, siis lineaarse funktsiooni puhul on ka argumendi
muut vordeline funktsiooni muuduga. Toepoolest,

1
Ax— % Ay.

Kone all olevale lineaarse funktsiooni pohiomadusele saab
anda veel teise tolgenduse. Nimelt voime toestatud véite ésitada
kujus

Ay

Dk

Ax

sest Ax (kui argumendi muut) ei ole 0. See kirjutis iitleb, et
lineaarse funktsiooni avaldises argumendi kordaja néitab, kui
palju muutub funktsiooni véartus, kui argumendi vaartus muutub
ithiku vorra. Teiste sonadega,

kordaja k nditab lineaarse funktsiooni muu-
tumise kiirust.

4. Sirge vorrand

Keskkoolide matemaatika programmides varem sageli esine-
nud peatiikk analiiiitilise geomeetria elementide kohta on viimasel
ajal kaotanud seal oma iseseisva tdhtsuse. Vastavaid kiisimusi on
hakatud késitlema funktsionaalse soltuvuse kiisimuste raames.
Juhul, kui kérgema matemaatika elemendid liilitatakse ametlikku
keskkooli matemaatika programmi, ka siis ei osutu ilmtingimata
vajalikuks késitleda analiiiitilise ‘geomeetria kiisimusi omaette.
Kindlasti on aga siis tarvis suurendada analiiiitilise
geomeetria iiksikkilsimuste osatdhtsust funkt-
sionaalse soltuvuse kédsitlemise raames.

Et lineaarsel vorrandil on kooli matemaatika kursuses kiillaltki
tahtis osa, siis oleks loomulik, et sirge vorrandile pithendataks
senisest rohkem tdhelepanu. See voiks toimuda jargmises ulatuses.

Et lineaarse funktsiooni graafikuks on sirge, seda oletavad opi-
lased juba vaadeldud nédidete jargi. Niiiid voib seada iilesandeks
toestada see. Teoreemi sonastus oleks lakooniline:

lineaarse funktsiooni graafikuks on sirge.

Kui tahetakse ndidata, et igale funktsioonile y=kx -+ b vastab
koordinaatteljestikus sirge, siis leitakse algul selle funktsiooni

graafiku kahe punkti koordinaadid: A(0; &) ja B(—%; 0). Labi

nende kahe punkti tommatakse sirge ja ndidatakse, et sellel sirgel
asetseb funktsiooni y = kx -+ b graafiku iga kolmas punkt P (x; y),
kus y=kx 4 b. Toestus voiks kulgeda jargmiselt (joon. 29).
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B/#{P z
i 0 e
Joon. 29.

Eespool leidsime, et koordinaattelgedel asetsevate punktidega °
méadratud sirge vorrand avaldub kujus

.20 e
p+q—l'

Antud juhul on p=— % ja g=1>b. Seega esitub punktidega

A ja B maaratud sirge vorrand kujus

x ¥ v
=1,

R

kust
—kx -+ b.

Et otsitava sirge vorrand avaldub tédpselt samasuguses kujus
nagu lineaarse funktsiooni analiiiitiline avaldiski, siis on ilmne, et
lineaarse funktsiooni tabelilisest esitusest voetud iga vadédrtuspaar
(x; kx4 b) rahuldab leitud sxrge vorrandit.

Et viljaspool seda sirget ei ole punkte, mille koordinaadid
‘rahuldaksid viimast vorrandit, selles voib veenduda jargmiselt.

Oletame, et mingi abstsissi vdédrtuse x korral leidub punkt,
mis ei asetse saadud sirgel ja mille koordinaadid rahuldavad vor-
randit y:kx:{—b. Sellest jareldub, et abstsissi vdédrtusele x peab
vastama kaks erinevat ordinaadi véairtust, mis rahuldavad seda
vorrandit. See on aga voimatu, sest andes vorrandis y = kx -+ b
x-le mingi kindla vdartuse, saame leida ainult ithe y véartuse.

Edasi tuleks selgitada lineaarse funktsiooni avaldises esinevate
parameetrite 2 ja b geomeetrilist tdhendust. Juba teostatud arut-
lustest on teada, et

1) kui x=0, siis y=20,

ja2) et 2=k
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Seega on b lineaarse funktsiooni vaédrtuseks argumendi vaar-
tusel 0. Nagu jooniselt 29 ndha, mdédrab b sirge ja ordinaattelje
Ioikepunkti kauguse koordinaatide alguspunktist. Argumendi
vddrtusele 0 vastavat funktsiooni védadrtust
nimetatakse funktsiooni algvaadrtuseks. Seega
on b lineaarse funktsiooni algvaartuseks, mida graafikul nimeta-
takse algordinaadiks.

LEd

,{/ ax

P e

Joon. 30.

i—i esitab aga nurga a tangensit (joon. 30). Et nurk a on

vordne sirge ja x-telje positiivse suuna vahelise nurgaga, mida
¢ i = e Ay o
nimetatakse sirge tousunurgaks, siis suhe A 00 vordne

tousunurga tangensiga ehk nn. tousuga. Et k= % , siis kor-

daja k on vastava sirge tousu numbriliseks viirtuseks. Sirge
tousunurka arvestatakse 0°-st kuni 180°-ni (monikord ka —90°-st
kuni 90°-ni). Trigonomeetriast on teada, et teravnurga tangens on
positiivne, niirinurga tangens aga negatiivne. Konstruktsiooni abil
selgitame, et koordinaatteljestikus on sirge oma parameetritega —

Ay L ¥

2 2

ol B

7 0 10 \7t

Joon. 31. A Joon. 32.
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tousu ja algordinaadiga — téielikult médaratud ning sellele tugi-
nedes lahendame vastavaid konstruktsmonu]esandeld

Olgu néiteks b =2 ja k= Su'ge konstrueerimine viiakse

siin 1dbi jargmiselt. Punktist, mllle maéirab algordinaat, minnakse
nelja {ihiku vorra paremale ja sealt kolme iihiku vorra iiles
(joon. 31). See ongi otsitava sirge teine punkt. Kui 2 on nega-
tiivne, siis ei minda algordinaadiga maératud punktist paremale, -
vaid vasakule. Joonisel 32 on ndidatud sirge konstrueerimine juhul,

kui b5=2 ja k=—% -

Kui eespool tGestati, et lineaarse funktsmom graafikuks on
sirge, siis niiiid voiks toestada et iga telgedega mitteparalleelse
sirge vorrandiks on y=kx-- b. See on pikemata selge, sest iga
niisugune sirge 1oikab ordinaattelge ja tal on seega kindel alg-
ordinaat. Samuti on igal sellisel sirgel 90°-st erinev tousunurk ja
seega on tousul olemas loplik vaartus. Iga sirge jaoks, millel on
kindel tous ja algordinaat (joon. 33), on aga voimalik tuletada
vastavat vorrandit.

P(I.'y}

Joon. 33.

Olgu sirge tous & ja algordinaat b. Et

tan a =&,
siis joonise pohjal
V=5 bk
X
ja
= kx - b.

Seega esitab lineaarse funkisiooni avaldis sellise sirge vorran-
dit, mis on maératud tousu ja algordinaadiga.
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Et % esitab tousunurga tangensit ja nurga ldhenedes 90°le
tangensi viairtus kasvab, siis on ilmne, et ordinaatteljega paral-
leelsete sirgete vorrandid ei ole esitatavad & kaudu. Eespool selgi-
tasime juba, et nendele sirgetele vorrandi leidmiseks kasutatakse
paralleelsete sirgete omadust.

Kui sirge tous & =0, siis sirge vorrand taandub kujule

y=>b.

Kuigi x=—=a ja y== esitavad sirge vorrandeid, ei esita nad
lineaarse funktsiooni analiiiitilist esitust valemi kujul, sest need
vordused sisaldavad ainult iiht muutuvat suurust. Seega, line-
aarse funktsiooni graafikuks on koordinaattel-
gedega mitteparalleelne sirge.

5. Lineaarse funktsiooni kasvamine jaskahanemine

Kui juba konelda lineaarse funktsiooni graafikust ja sirge-
vorrandist, siis voiks tutvustada siin ka moisteid funktsiooni
kasvamine ja kahanemine. 4

Kui lineaarse funktsiooni argumendi védartuste kasvades ka
funktsiooni vAidrtused kasvavad, siis nimetame seda funktsiooni
kasvavaks.

Sellise funktsiooni graafikuks oleva sirge tousunurk on terav-
nurk (joon. 31).

Kui argumendi véirtuste kasvades lineaarse funktsiooni vdar-
tused kahanevad, siis nimetame seda funktsiooni kahanevaks.

Kahaneva lineaarse funktsiooni graafik moodustab x-teljega
niirinurga (joon. 32).

Et lineaarse funktsiooni analiiiitilises esituses

y—kx -+ b

k tihendab tousunurga tangensit, siis on ilmne, et lineaarseid
funktsioone voib liigitada kasvavaiks v0i kahanevaiks nende ana-
lidiitilises esituses antud argumendi kordaja mdrgi jdrgi. On see
—, on funktsioon kasvav, — puhul aga kahanev.

6. Lineaarvorrandi lahendi uurimine

Olles joonestanud kiillalt palju sirgeid, vGib teha jéreldusi
sirge asendi kohta sdltuvalt parameetrite mérgist. Need jareldu-
sed voimaldavad uurida lineaarvorrandi kx 4 b=—0 lahendit.
Uurimuse tulemusena saame: 7

kui 2 >0 jia b >0, slisi%:<70;
kui &< 0 ja b <0, siis x < 0;
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ki E>0 ja <0, siis £>0;
kui <0 ja b >0, siis x> 0;
kui 2 #0 ja b=0, siis x==0.

Edasi voiks vaadelda ka juhte:

kui 2 =0 ja b#0, siis vorrandil lahend puudub (vastav sirge
on ,paralleelne x-teljega);

kui k=0 ja b=0, siis vorrandil on 16pmatu hulk lahendeid
(vastav sirge iihtib x-teljega).

Neile tulemustele voime jouda ka lineaarse funktsiooni null-
koha leidmise iilesandest, s. t. lahendades vorrandi

j kx+b=0.

Lahendiks saame

Xe=——.

Siit ilmnebki, et lahend on positiivne, kui b ja k& on erinevate
mirkidega, ja negatiivne, kui b ja k on samamargilised. Kui aga
k=0 ja b 7#0, siis vorrandil pole lahendit ja jarelikult pole ka

nullkohta. Kui 2=056 = 0 siis x=

teda rahuldab iga arv.

Kiillaltki huvipakkuvaks opilastele ja vaartuslikuks nende
kujutlusvoime ‘arendamisel osutub loetletud tulemustele joudmine
lineaarse funktsiooni graafiku abil.

Et graafikul on lineaarse funktsiooni nullkohaks vastava sirge
ja x-telje 16ikepunkt, siis nullkoha positiivsus voi negatiivsus on
madratud tema asukohaga x-teljel: on 16ikepunkt y-teljest pare-
mal, on nullkoht positiivne; on 16ikepunkt y-teljest vasakul, on
nullkoht negatiivne. Et sirge asend koordinaatteljestikus soltub
k ja b mirgist, siis on ka lineaarse funktsiooni nullkoha positiivsus
voi negatiivsus madratud £ ja b mérkidega (joon. 34).

y q y y

A>0 ‘ k<0 k>0 \ k<0

" ik e W il
R Fen AR

Joon, 34.

(o

, s. t. lahend on méaaramatu,
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Peatume eraldi veel jargmiste juhtumite juures.

Juhul, kui £ # 0 ja b=0, on tegemist alguspunkti ldbiva koor-
dinaattelgedega mitteiihtiva sirgega. Seega on siin nullkohaks
=0

Juhul, kui 2=0 ja b # 0, on sirge x-teljega paralléelne, sest
tous on 0 ja ta asub x-teljest & iihiku kaugusel.

Juhul, kui £=0 ja b=0, peab sirge ldbima koordinaatide
alguspunkti ja olema paralleelne x-teljega. Jérelikult iihtib see
sirge x-teljega. -

7. Lineaarvorrandisiisteemi lahendite uurimine

Funktsionaalse soltuvuse propedeutilises kursuses tutvuti juba
lineaarvorrandisiisteemi graafilise lahendamisega. Selle pohjal on
lineaarvorrandisiisteemil kas iiks lahend, mitte iihtegi lahendit voi
Iopinata palju lahendeid. Vastavate analiiiitiliste tingimuste vilja-
selgitamine, mille alusel voib graafikuid joonestamata 6elda, mis-
suguse nimetatud juhuga on tegemist, kuulub funktsionaalse sol-
tuvuse siistemaatilisse kursusesse. Seda voimaldab sirge.vorrand.

Teatavasti on lineaarvorrandisiisteemid taandatavad kujule

y=kix—+ b,
y=k2x—}—b2.

Et sirge vorrandis £ tdhendab sirge tousu, siis on ilmne, et
siisteemi vorranditele vastavad sirged on paralleelsed, kui 2, = ks,
ja ei ole paralleelsed, kui k;#k,. Algordinaatide vordsus koos
tingimusega k, 7 k; mairab 16ikepunkti asukoha y-teljel. Kui aga
algordinaadid on vordsed ja k; = k,, siis peavad vaadeldavad sir-
ged iihtima. Neile tingimustele tuginedes vdime vaadelda nelja
jargmist voimalust (joon. 35):

kui &y # ky ja by # by, siis siisteemil on lahend olemas; -

kui kB # ke ja by =by=»0, siis siisteemil on lahendiks arvu-
paar (0; b);

kui ky=~ky ja b, 7 by, siis siisteemil lahend puudub (vastavad
sirged on paralleelsed);

kui k =k, ja by=by=0»0, siis siisteemil on 16pmatu palju
lahendeid (vastavad sirged iihtivad).

8. Lineaarvorratus
Seoses lineaarse funktsiooni kisitlemisega tuleks lahendada
ka iilesandeid, mis on seotud tema positiivsus- ja negatiivsuspiir-
konna madramisega. Vastav lineaarse funktsiooni uurimine

voiks toimuda jargmiselt.
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K Fk,

\ by #02

b,l”/

y i
k' =k2 k1 =k2
by #b, by=0,=0

\Q

i

Joon. 35.

S

Uuritava funktsiooni avaldisest loetakse vélja vastava sirge
tous. Selle positiivsus voi negatiivsus néditab, kas lineaarne funk-

sioon on kasvav voi kahanev.
funktsiooni nullkoht ja saadaksegi
vorratuse abil vilja kirjutada funkt-
siooni positiivsus- ja negatiiv-
suspiirkond.

Niiteks olgu antud funktsioon y=
2x-+ 3 (joon. 36). Vastava sirge tous
on 2. Seega on funktsioon kasvav.
Leiame niiiid funktsiooni nullkoha

2%+ 3 —0, x=— .
Ja seega,

kuix<—%, siis y < 0;

kuix>—-~g—, siis y > 0.

¥

Tarvitseb vaid leida veel

g

'

Joon. 36.



Edasi tuleb tutvustada vorratuse 1lahendamise
moistet. Selleks aga ongi tarvis leida antud funktsiooni posi-
tiivsus- voi negatiivsuspiirkonnad. Kui funktsioon, mille suhtes
see iilesanne on piistitatud, on lineaarne, siis nimetame ka vasta-
vat vorratust lineaarseks. Niisiis, selle asemel, et oelda: leida
funktsiooni kx - & positiivsuspiirkond, voime oelda: lahendada
vorratus

kx +b>0.

Vorratuse lahendamise iilesannet ei anta aga sageli sellises
lihtsas kujus. Seetottu osutub vajalikuks selgitada, kas vorrandi
lahendamisel lihtsustamiseks kasutatavad votted (liikmete iihelt
poolelt teisele iilekandmine koos margi muutmisega vastupidiseks
ning molema poole korrutamine iihe ja sama arvuga) on raken-
datavad ka vorratuse lahendamise juures.

Seejdrel tutvutaksegi todedega, et kui a > b, siis

1° liites vorratuse molemale poolele iihe ja sama arvu ¢, mis
voib olla nii positiivne kui ka negatiivne, jadb vorratus endiselt
kehtima, s. t.

at+c>b+c

2° korrutades vorratuse molemat poolt iihe ja sama positiivse
arvuga, jaab vorratus kehtima, s. t. kui m > 0, siis

am > bm.

3° korrutades vorratuse molemat poolt ithe ja sama negatiivse
arvuga, muutub vorratuse mark vastupidiseks, s. t. kui n < 0, siis

an < bn.

Nendes todedes veendumine tuginegu arvulistele ndidetele.

Samad omadused jddvad kehtima ka tundmatut sisaldavate™
vorratuste juures, sest tundmatu tdhistab mingeid arve ja arv-
vorratuste juures need omadused kehtivad.

9. Lineaarvorratusesiisteem

Korvuti lineaarvorratustega tuleks lahendada ka lineaarvor-
ratusesiisteeme. Vaadeldavates siisteemides peaks piirduma kahe
vorratusega.

Vaatleme iiksikuid erijuhte.

1° Olgv molemad funktsioonid kasvavad (joon. 37) nullkoh-
tadega vastavalt x; ja x,. Sel juhul on neil funktsioonidel olemas
ithine positiivsuspiirkond x> x; ja iihine negatiivsuspiirkond

x < X1.
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2° Olgu molemad funkt-
sioonid kahanevad (joon. 38)
nullkohtadega vastavalt x;
ja x. Sel juhul on neil funkt-
sioonidel olemas iihine posi-
tiivsuspiirkond x<x; ja
ithine negatiivsuspiirkond
x>x2.
3° Olgu iiks funktsioon
kasvav, teine kahanev (joon.
39) nullkohtadega vastavalt
%y ja Xo. Juhul a) on -neil
funktsioonidel iithine positiiv-
suspiirkond nullkohtade va-
hel x; <x < x,, ilhist nega-
tiivsuspiirkonda aga pole.
Juhul b) on neil funktsioo-
nidel i{ihine negatiivsuspiir-
kond nullkohtade  vahel
x; < x< x5, iihist positiiv-
suspiirkonda aga pole.

Lineaarvorratusesiisteemi-
de tegelikul lahendamisel,
kus kasutatakse vorratuste
lahendamiseks lubatud tei-
sendusi, joutakse iihele kol-
mest jargnevast tulemusest:

{x>x1 {x<x1
x> X x < Xy

x>x|
x<x2.

y

{
|
T
o

NN

Joon.

37,

/'.r, 7 x,\)- 5 I\

Joon. 39.

.

Joon. 38.
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Igaiiks neist vastab iihele toodud kolmest voimalusest. Siit
jareldub, et kui lahendsiisteemis on vorratused samapidised, siis
siisteemil on lahend olemas, kui aga lahendsiisteemis on vorratu-
sed vastupidised, siis voib siisteemil ka lahend puududa.

10. Aritmeetiline progressioon I

Lineaarse funktsiooni késitlemine funktsionaalse soltuvuse siis-
temaatilises kursuses peaks holmama ka aritmeetilist
progressiooni.

Selle teema kisitlemine voiks kulgeda liihidalt jargmiselt.

Eelkoige on probleemi piistitamiseks tarvis vaadelda niisugu-
seid illesandeid lineaarse soltuvuse kohta, kus argument omandab
ainult jarjestikulisi tédisarvulisi vaartusi. Selleks sobiksid néiteks
jargmised iilesanded.

1. Puhkaja maksab puhkekodus 1 rubla sisseregistreerimis-
maksu ja 2,4 rubla pdevas korteri ]a s60gi eest. Leida valem, mis
nditab puhkaja kulude k suurenemise kaiku suvltuspaevade arvu
p kasvades.

2. Kooli lopudhtu korraldamise kogu kulu r rubla koosneb
tasust orkestrile 15 rubla ja s66gikuludest 0,8 rubla osavdtja kohta.
Esitada r vddrtus n osavotja puhul.

Aritmeetilise progressiooni tutvustamiseks kirjutatakse vilja
nende iilesannete lahenditena saadud lineaarsete funktsioonide
vaartuste jadad.

Olgu néiteks antud lineaarne funktsioon 2x -+ 1. Koostame
selle funktsiooni véddrtuste tabeli, andes argumendile jérjestikulisi
naturaalarvulisi vaidrtusi alates 1-st.

x 1 2 3 4 5 6 e

2x+1 3 5 l 7 9 11 13

Tabelist ilmnev seaduspérasus (vérdsetele argumendi juurde-
kasvudele vastavad vordsed funktsiooni juurdekasvud) tehti kind-
laks juba funktsionaalse soltuvuse propedeutilises kursuses. Seda
omadust voib sonastada aga ka teisiti:

lineaarse funktsiooni puhul on argumendi jarjestikulistele
naturaalarvulistele vddrtustele vastavad funktsiooni vddrtuste
jadad niisugused arvjadad, kus iga arv alates teisest erineb eelmi-
sest teatud kindla, sellele jadale omase arvu vorra.

Seega esitavad need jadad aritmeetilist progres-
siooni.
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Edasi tutvutakse aritmeetilise progressiooni ildliikmega.

Vastav valem
ap=a;+(n—1)d

tuletatakse definitsioonist ldhtudes analoogia pohjal.

Olgu niliild a,=%+3 ja d=2, siis
an—1-+ 2n.

Kui tahame vastavat progressiooni vidlja kirjutada, siis tuleb
anda n-le jérjestikulisi naturaalarvulisi vaartusi.

n 1 2 3 4 S 6 oo

142n 3 5 7 , 9 11 13 | e«

Saame tapselt sama tabeli mis ennegi.

Kasutades dra asjaolu, et aritmeetilise progressiooni iildliige
avaldub liikmete arvu suhtes lineaarse funktsioonina, siis voibki
aritmeetilist progressiooni defineerida kohe alguses lineaarse
funktsiooni vaartuste jadana.

Aritmeetiline progressioon on lineaarse funktsiooni védartuste
jada, kui argumendi vdidrtusteks on jdrjestikused naturaalarvud
alates 1-st.

Siin oleks sobiv koht tutvustada ka {iht matemaatikas laialt
kasutatavat toestusmeetodit, nn. matemaatilise indukt-
siooni meetodit, ning rakendada seda aritmeetilise prog-
ressiooni {iildliikme ja summa valemi toestamiseks.

Analoogia pohjal saadi aritmeetilise progressiooni iildliikme
valemiks

a,,:al—{—(n— l)d x

 Eeldades niiiid, et see valem kehtib ithe kindla n vaartuse kor-
ral, seame eesmirgiks toestada, et analoogiline valem kehtib ka
siis, kui n asendada n 4 1-ga, s.t. et

Qny1=—a; + nd.
See toestus kulgeb jargmiselt. Et
Qnyy=an—+d
ja eelduse pohjal a,=a; + (n— 1)d, siis
: Gy =a;+(n—1)d+d
Qnyy = @) + nd.

ja siit
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Kui eelnevalt vaadeldi selle valemi kehtivust n—=2; 3 ja 4 kor-
ral, siis tdestatu pohjal kehtib ta n=>5 korral, sellest jareldub
omakorda, et valem kehtib.n=6 korral jne. -

Alles péarast niisugust arutlust, tuginedes toodud niitele, tuleks
tutvustada matemaatilise induktsiooni meetodit. Seejuures tuleb
rohutada kolme olulise etapi ldbimise vajadust. Esiteks on vaja
kontrollida valemi kehtivust monede viikeste n viirtuste korral,
teiseks — toestada valemi kehtivus n 41 korral, eeldades, et
valem kehtib iihe kindla n korral ja kolmandaks — teha jdreldus
valemi kehtivuse kohta iga n korral.

Ka aritmeetilise progressiooni summa valemi kehtivust voib
toestada sama meetodi abil.

Moodustades aritmeetilise progressiooni summasid, kasutame
ara omaduse, et aritmeetilise progressiooni algusest ja I6pust
vordsetel kaugustel seisvate liikmete summa on vérdne esimese
ja viimase lilkme summaga.

Sy=a;+}a,;
S3':@l +-02+aszal_i_as_{_ar;aa:dl-;as.3;
S4=a,+'a2+a3+a4=2(a,+a4)=‘ﬂ% _4;

Ss=a1+ 3+ as+ a+ a=2(ar + a5) + 1% —Gkas g

Analoogia pohjal voime niiiid viita, et

a|+an

S';: 2

Eeldades selle valemi kehtivust, vdidetakse, et

Git+a,;,y

Sarn = T (n+1).
Toestus kulgeks lithidalt jargmiselt:

a|+a”

Sut1=Sn+ @Gni1=

cnt apy =" g nd =

2a,n+2a,+n2d+nd __ 2a;+nd a1 +a,y o
— — . —_— —— l .
= : =2 (a4 =—5"" (a4 1)

- Et varem oli valemi kehtivust kontrollitud n=>5 korral, siis
toestatu pohjal kehtib see valem ka n=6 korral jne.

Oma ulatuselt on siin esitatud toestus suurem kui seni koolis

kasutatav toestus. Kui eesmirgiks ei seata matemaatilise indukt-
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siooni meetodi juurutamist keskkoolis, siis tuleb klassis toestami-
seks kasutada senist meetodit ja siin toodud toestus kuuluks tut-
vustamisele klassivélise t00 raames.

11. Aritmeetiline progressioon 11

Aritmeetilise progressiooni kasitlemiseks vGib soovitada veel
jargmist aine esitust.

Lineaarse funktsiooni pohiomaduse kohaselt argumendi vord-
setele juurdekasvudele vastavad vordsed funktsiooni juurdekas-
vud. Seega, kui lineaarse funktsiooni vdirtuste tabelis argumendi
juurdekasv on konstantne, siis on konstantne ka “funktsiooni
juurdekasv. Aritmeetiline progressioon defineeritaksegi lineaarse
funktsiooni vairtuste jadana, kui argumendi juurdekasv on kons-
tantne (vt. 1k. 77) ehk teisiti:

aritmeetiline progressioon on niisugune arvude jada, kus kahe
teineteisele jirgneva liikme vahe on jddv. ;

Kui niiiid on antud mingi lineaarne funktsioon, siis saame
selle viirtustest moodustada viga mitmeid aritmeetilisi progres-
sioone. Argumendi juurdekasvu muutmine annab ju uue arit-
meetilise progressiooni.

Vastupidine iilesanne oleks jargmine: on antud mingi aritmee-
tiline progressioon ning tuleb leida vastav lineaarne funktsioon.
Ka siin voib olla mitu lahendust. Valime neist vdlja meile sobi-
vaima. _

Vottes argumendi viirtuste jadaks naturaalarvude jada, alates
1-st, oleks aritmeetilise progressiooni iga liikme jdrjekorra num-
ber temale vastavaks argumendi vdartuseks. Otsitava lineaarse
funktsiooni tabeliline esitus ndeks siis vdlja jargmine

n

x‘!

EIE

..o
« s .

1
a

a, ’ a; a, |®
|

¥y

Et leida selle lineaarse funktsiooni analiiiitilist esitust, arut-
leme jargmiselt. Et Aéj-: =k ja et praegusel juhul Ax=1, siis
Ay=—k. Tihistades progressiooni vahe tahega d, voime Kirju-
tada, et Y

Rl
Lineaarse funktsiooni analiiiitilist esitust valemi kujus

y—=hkx-+b peavad rahuldama koigi tema graafikul asetsevate
punktide koordinaadid, seega peab kehtima ka vordus
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ay=k-1-+0b.
Et k=d, siis b—=a,; —d ja otsitav funktsioon on
y=dx+(a,—d).

Et ka koik teised vaartuspaarid rahuldavad seda vorrandit,
siis voime kirjutada, et

an=d -n—+(a, —d)
ehk siit

an=a;+(n—1)d,

mis on tuntud aritmeetilise progressiooni iild-
liikme valemi nime all.

Aritmeetilise progressiooni summa valemi
tuletamiseks kasutatakse omadust, et progressiooni algusest ja
lopust vordsetel kaugustel asuvate liikmete summa on vordne esi-
mese ja viimase lilkme summaga. Selle omaduse kehtivuses voib
veenduda lihtsa arutluse teel. Saadakse ju teine liige esimesest
lilkkmest vahe juurdeliitmise teel ja eelviimane viimasest vahe
lahutamise teel. Kolmas liige saadakse esimesest kahekordse vahe
juurdeliitmise teel ja 16pust kolmas liige viimasest liikmest kahe-
kordse vahe lahutamise teel jne.

On muidugi moeldav ka selle omaduse toestamine kasutades
iildliikme valemit.

Olgu antud aritmeetiline progressioon:

A OSSR - RSeS| A U IR ST 15

Progressiooni algusest ja 16pust seisavad vordsetel kaugustel
lilkkmed ag ja @nss. Vaidame, et

Ak + An—tr1 = Ay - Q.
Toestame selle, kasutades leitud iildliikme valemit.

G+ Arwnn=a;+(k—1)d +a;+(n—k)d=a,4- kd —d +-
+a+nd —kd=a,+a,+4(n—1)d=a,+a,.

Aritmeetilise progressiooni summa valemi tuletamiseks vaat-
leme eraldi kaht juhtu: 1) kui liikmete arv on paarisarvuline ja
2) kui liikmete arv on paarituarvuline.

1) Olgu liikmete arv n=2k. Leiame

Se=a;+a+as+...+ a1 +ae+
+ et + G2+ . ..+ Qe+ Gz

Kirjutame selle summa teisiti, muutes liidetavate jirjekorda:
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!
Sot=(a1 4 @)+ (@2 + @) + (@5 + azma) + .. +(@s1 + ari) +
i + (@ + aen1) . ’

!Et koik k suluavaldist on aritmeetilise progressiooni omaduse
‘poh]al vordsed, siis voime kirjutada

g Sor="Fk -(a; + az)
|

‘ehk, arvestades, et 2k=n,

l

A)

‘ __a+ta, :
; Sn-— 2 n.
:

Olgu niiiid aritmeetilise progressnoom liikmete arv paaritu-
arvuline, s.t. n=2k + 1, siis

Sun=a1+astas+... + a1+ ae+ aea+ .. 0w+

+ a2k 1+ G2enr
ehk
Saerr=(a1 + @e+1) -+ (a2 + a2e)+(as + a2e1)+ . . .+
‘ - (@e-1 1 ares) 1 (ae+ Qriz) +aen.
Et
i s, +2‘12k+|

éja suluavaldised on koik vordsed (a;—+ aoei1)-ga, siis
1
Soerr="F (@1 4 aze1) + 5 (a1 + G2en1)
ja siit

(ar4agy ) (2k+1) N
Sopr= +2 ;

' Arvestades, et 2k + 1'= n, saame

L
a,+an
.

Sn = 2 n,

Seega avaldub aritmeetilise progressiooni summa valem nii paa-
ris- kui paarituarvulise liikmete arvu puhul {ihteviisi

a,+an
3 .

S’;r;_
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Et a@,=a;+4(n—1)d, siis voime aritmeetilise progressiooni
summa valemi esitada veel kujus

SemsZatiaz0d

12. Lineaarne interpolatsioon

Et opilastel tuleb koolis kiillalt palju tegelda mitmesuguste mate-
maatiliste tabelitega, siis on loomulik lineaarse funktsiooni kisit-
lemise raames tutvustada neid ka lineaarse interpolat-
siooniga. Selle teema kasitlemisel on eelkdige vaja juhtida
opilaste tdhelepanu lineaarse interpolatsiooni kasutamise vdima-
lusele, viies selle soltuvusse tabelis esitatud argumendi viartuste
vahega. Vastavate jooniste abil nididatakse, et viikeses argumendi
vaartuste vahemikus on funktsiooni graafik ldhedane sirgele. Et
viga, mis me teeme, lugedes selles vahemikus kdvera sirgeks, on
vaga vaike, siis see 0Oigustabki lineaarse interpolatsiooni kasu-
tamist.

Kui on antud funktsiooni védartuste tabel

ja vajatakse funktsiooni vdédrtust mone tabelis mitteesineva argu-
mendi vaartuse puhul, siis leitakse see jargmise arutluse pohjal.

Ul Olgu meil tarvis leida
~ funktsiooni véirtus argu-

mendi védrtusel x; - Ax,

Et me vaatleme funktsioo-

4y ni lineaarsena vahemikus

x1-st  xo-ni, siis leiame

graafikul punktid (x1; 1)

Ye ja (x2; y2) ning ithendame
Y need sirgega.

- Jooniselt 40 ndeme, et

axX

x 5]
g X Xz %:yﬁ , kust
Xa— X3

Ya—Hh » Ax
Xe9—X1

Joon. 40. Ay=
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Seega otsitav funktsiooni védartus
n+Ay=y+ 2= Ax.

Tuleb muidugi arvestada asjaolu, et juhul, kui argumendi
véaartuste kasvades funktsiooni vaartused kahanevad, on Ay nega-
tiivne.

Jargnevalt olgu esitatud iiks ndide lineaarse interpolatsiooni
rakendamise kohta.

Olgu antud viljavote logaritmide tabelist:

X y
50,0 1,6990
50,1 1,6998
50,2 1,7007
50,3 1,7016

Leida y vaartus, kui x=>50,06.
Vaadeldaval juhul on
x1=50,0; y;=1,6990;
x;="50,1; y2=—1,6998;
Ax=0,06.

_1,6998—1,6990

Y+ Ay =1,6990 4 0,0005 = 1,6995.

13. Lineaarse funktsiooni poordfunktsioon

Et kooli matemaatikas tuleb mitmel korral kokku puutuda
poordiunktsiooni moistega, siis on sobiv temaga tutvuda juba
lineaarse funktsiooni késitlemise raames. Uhtlasi on moeldav tut-
vuda siin peegeldusvottega poordfunktswom graafiku konst-
rueerimiseks. -

Lineaarse funktsiooni poordfunktsiooni kasitlus voiks toimuda
jargmiselt.

Voetakse vaatluse alla iiks lineaarne funktsioon, néiteks
iqr-——12)c—l—4r. See funktsioon esitatakse nii tabeliliselt kui ka graafi-
iselt.

x —3 | —2 —1‘ 0 ’ 1 2 3 “oe

2x+4 —2 0 2 l 4 . 6 8 10 e o




Selle funktsiooni graafilisel esitamisel tuleb kindlasti meenu-
tada, et sirge joonestamiseks vajame ainult kaht punkti.

Niiid seatakse iilesandeks avaldada x esialgsest vordusest
y=2x-}+4, s.o.

1

Kui saadud vorduses vaadelda y argumendina, siis x on funktsiooni
tdhiseks. Saadud funktsiooni nimetatakse antud funktsiooni
y = 2x - 4 poordfunktsiooniks. Ka selle péordfunktsiooni esitame
tabeliliselt ja graafiliselt, valides argumendi viirtusteks endised
funktsiooni vdartused

Y —2|0 2 4 6,8 10

TN GO O O

Vorreldes esitatud tabeleid selgub, et teises tabelis on samad
arvud, mis esimeses tabeliski, ainult et esialgseist argumendi
véadrtustest on saanud funktsiooni védértused ja esialgseist funkt-
siooni viartustest argumendi vadrtused. Seega, kui esimeses tabe-
lis on vaartuspaar (x;; y;), siis teises tabelis on véaartuspaar
(41; x1). See peab kindlasti nii olema, sest teine vorrand on saa-
dud esimesest lubatud teisenduste teel. Et konstrueerida funkt-

siooni xr_—:% y — 2 graafikut iihes ja samas teljestikus funktsiooni

y=2x -4 graafikuga, selleks tdhistame ka esimesel juhul funkt-
siooni y-ga ja argumendi x-ga. Saame

y:%x—z

Konstrueerides selles teljestikus veel I ja III1 veerandi pooli-
_ taja, s.t. funktsiooni y==x graafiku, nieme, et funktsioonide
Yy=2x-}4 ja y:%x—2 graafikud on selle poolitaja suhtes

siimmeetrilised (joon. 41). :

Toome ka toestuse selle kohta, et funktsiooni ja tema poord-
funktsiooni graafikud on siimmeetrilised koordinaattelgede vahe-
lise I ja III veerandi poolitaja suhtes.

Vottes sirgel y=2x -+ 4 punkti P(x,; y;), nditame, et sirgel
y=%x—2 leidub punkt Q(y:; x,), mis on siimmeetriline punk-

tiga P (x,; y,) sirge y = x suhtes.
Toestuseks néditame, et PQLOR ja PR=RQ.
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Joon. 41.

Uhendame punktid P ja Q koordinaatide alguspunktiga ning
tombame punktide P ja Q ordinaatldigud. Tekivad kongruentsed
kolmnurgad =

AOMP = AO0QT,

sest neis tdisnurksetes kolmnurkades

OM=PS =0T =1y,
ja
MP =08 =QT = x,.
Ka
AOPR = AOQR,

sest OP=0Q kui kongruentsete kolmnurkade vastavad kiiljed,

OR — OR kui iihine kiilg ja QOR = POR, sest MOP —TOQ.
Kongruentsusest jareldub, et

PR = RO
ja
PRO = QRO.
N\ i N\
Kuna PRQ = 180°, siis PRO = QRO =9(° ja seega
PQ_1OR.

Kuigi toestus on esitatud ainult ithe punktipaari siimmeetrili-
suse kohta, on selge, et sirge y=—=2x-} 4 igale punktile (x; )

vastab sirgel y=%x——2 temaga siimmeetriline punkt (y; x),
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sest nagu eespool selgitatud, leidub iihe sirge igale punktile
(x; y) teisel sirgel vastav punkt (y; x) ja vastupidi. Seega on

funktsiooni y=2x--4 ja tema poordiunktsiooni y =%x —2

graafikud siimmeetrilised koordinaattelgede vahelise I ja 1II vee-
randi poolitaja suhtes. TGestuskdigust on aga ilmne, et see
simmeetriaomadus pole mitte ainult vaadel-
dud sirgel, vaid ka iga teise funktsiooni ja
tema poordfunktsiooni graafikul, sest toestust voib
vaﬁdelda esitatuna mingi funktsiooni graafiku mistahes punkti
suhtes.

IV. RUUTFUNKTSIOON

1. Ruutfunktsioon y — ax?; tema muutumise kiirus ja
poordfunktsioon

Selleks ajaks, kui matemaatikas joutakse funktsionaalse soltu-
vuse siistemaatilise kursuse kéasitlemise juurde, on opilased juba
fillisikas tutvunud moningate konkreetsete ruutsdltuvustega. Siin
voiks eelkoige nimetada kehade vaba langemise ja hoo valemeid.
Neid tuleb dra kasutada opilaste huvi tostmiseks ruutfunktsiooni
uurimise vastu. :

Meenutades, kuidas selgitati ruutséltuvust ruudu, korrapirase
kolmnurga ja korrapdrase kuusnurga juures, seatakse eesmargiks
toestada teoreem:

korrapdraste hulknurkade pindalad on ruutsoliuvuses oma
kiilje pikkusega.

Teatavasti vordub korraparase hulknurga pindala poole iimber-
moodu ja apoteemi korrutisega (joon. 42), s.t.

5 n -k2n a,
Et
a,.=%' - cot 18,?07 | k
siis 3 | L
? (% . cot 17819:) 'kz i Joon.k’:m.

Etteantud n korral on sulgudes olev avaldis konstantne ja see-
tottu ongi S, ruutsdltuvuses kq.-ga.

Funktsionaalse soltuvuse propedeutilises kursuses opiti tundma
ruutsoltuvust y=—=ax2?. Asudes niiiid selle funktsiooni uurimisele,
veendutakse, et kui x2 kordaja absoluutvairtus on iihest suurem,

86



siis selliste funktsioonide graafikud esituvad kitsamate parabooli-
dena kui seda on funktsioonile y=x? vastav parabool, mida nime-
tatakse ka normaal- ehk pohiparabooliks. Juhul aga, kui -
a absoluutvdirtus on iihest wvaiksem, esituvad vastavad para-
boolid normaalparaboolist lamedamatena (joon. 43).

g Yy

y=ax2 ya_l,

at
y=ax?
kact

Joon. 43.

Paraboolide joonestamisel tuleb GOpilaste tdhelepanu poorata
paraboolide kuju erinevusele vorreldes poordvordelise soltuvuse
juures tundma opitud hiiperbooliga. Koosneb ju hiiperbool kahest
harust ja ta on asiimptootiline kover.

Edasi kisitletakse kiisimust ruutfunktsiooni kasvamise Kkiiru-
sest. Et ruutfunktsioon ei kasva ega kahane iihtlaselt nagu line-
aarfunktsioon, siis ei saa siin konelda ka tema kasvamise kiiru-
sest, mis kehtiks kogu vaadeldava funktsiooni kohta tervikuna.
Kiill voib aga konelda funktsiooni muutumise kesk-
misest kiirusest argumendi teatud véaartusvahemiku koh-
ta. Kuvi see vahemik algab argumendi vdartusest x ja tema pikkus
on Ax, siis keskmise kiiruse avaldise saamiseks tuleb leida funkt-
siooni juurdekasv iihiku kohta, s.o.

Ay (x+Ax)2—x?
e S e vy

Tulemusest ilmneb, et ruutfunktsiooni muutumise
keskmine kiirus on soltuv nii argumendildah-
tevddrtusest kui-ka vahemiku pikkusest.
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Ruutfunktsiooni poordfunktsiooni on otstarbe-
kohane kasitleda ruutiunktsiooni koige lihtsama kuju y==x? juu-
res.

Nii avaldatakse ldhtevordusest x

x==+Vy,
s.t. ruutfunktsiooni péérdiunktsioon koosneb kahest funktsioo-
nist x=1Vy ja x=— Vy. Piérast funktsiooni ja argumendi t&histe

iimbernimetamist saame poordiunktsiooniks y=—- vx. Igale
argumendi vaartusele vastab siin kaks funktsiooni védartust, mis
oma absoluutvdartuse poolest on vordsed. Esitades peegeldus-
votte abil selle poordfunktsiooni graafiku, selgub, et selleks on
jéllegi parabool, kuid tema siimmeetriateljeks on x-telg (joon. 44).

\Y

e 3
Joon. 44.

Jooniselt ilmneb, et parabooli tilemise osa v6rrandiks on y=\/7
ja alumise osa vorrandiks y=—/x.

Ruutfunktsiooni poordfunktsiooni nimetatakse monikord ka
ruutjuurfunktsiooniks.

2. Ruutfunktsioon y=ax2-} bx -+ ¢

Uldise ruutfunktsiooni defineerimine peab toimuma vastavalt
eespool esitatud seisukohale (lk. 56). Seega esituks ruutfunkt-
siooni definitsioon jargmiselt:

me nimetame funktsiooni f(x) ruutfunktsiooniks, kui ta esitub
kujus ax2}-bx--c, kus a, b ja ¢ on konstandid.

Seni vaatluse all olnud funktsioon y=—ax? on seega erijuht
iildisest ruutfunktsioonist, kus b =c=0.
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3. Ruutkolmliikme uurimine

Jargmiseks teemaks voiks olla ruutfunktsioonide ax?- ¢ ja

ax? -+ bx -+ ¢ uurimine.

Vorduse y=ax?®-} ¢ teisendamisel kujule y — ¢ = ax? ilmneb,

et funktsiooni y = ax?-}- ¢ graa-
fik on saadud funktsiooni
y = ax? graafikust selle nihuta-
misel iiles- voi allapoole ¢ ithiku
vorra (joon. 45).

Avaldise bx-}c¢ vaartuse
juurdelisamine funktsiooni ax?
véddrtusele teostub siin kindla
skeemi kohaselt. Eelkoige lisa-
takse x2-le avaldis 2mx -+ m?,
s.t. vaadeldakse juhtu y=
= (x -+ m)2. Siit ilmneb, et vor-
reldes funktsiooniga y = x2 jaa-
vad funktsiooni véddrtused koik
endisteks, ainult nad vastavad
m ithiku vorra muutunud x
vaartustele. Graafikul ilmneb
see parabooli ¥ = x2 nihkumises
vasakule voi paremale m {ihjku
vorra (joon. 46). Seejidrel vaa-
deldakse juhtu y=a(x -} m)?,
mis holmab juba varem tund-

Y

Y y=ax’ +C
: ¢
ly=ax?

=82°+¢
= c<0+

X/

Joon. 45.

y=(x+m) y=x* y=(x+m)®
m>0 . m<0

Joon. 46.
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‘ma Opitud funktsiooni vadrtuste kasvamise voi kahanemise
kiiruse muutuse koos paraboeli nihkumisega paremale voi vasa-
kule.

Lopuks joutakse iildisele juhule y=a(x 4+ m)24} n. Sellisele
‘kujule on taandatav iga ruutkolmliige. Siin esinevad molemad
vaadeldud juhud koos: kitsenenud voi laienenud parabool on
nihkunud koordinaattelgede suhtes nii horisontaal- kui ka verti-
kaalsuunas (joon. 47).

Y
Y=ax
S 2
y=a(x+m)+n
n<f, m>Q
m
A X
g
-n4
Joon. 47.

Pirast konkreetsete niidete vaatlemist on soovitav leida nih-
‘kunud parabooli haripunkti koordinaadid iildise juhu jaoks.
Soltuvus y = ax? + bx + ¢ teisendatakse kujule

y:a(x-{—?%r-}-(c—g).”

See toimub jargmiselt.
Avaldise ax2- bx -+ ¢ kahes esimeses liikmes voetakse a sul-
gude ette

a (x2 -+ % x) —~+c
2
ja tdiendatakse suluavaldis tdisruuduks

oy b b2 b2
a(x—l—‘a—x—t—m)—l—c——a.
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2 ] 4 ae
%; lahutamine on vajalik selleks, et avaldise vaartus jaaks muut-
matuks. Kirjutades suluavaldise taisruuduna, saame

a(x+£)2+c—£.

Saadud ruutkolmliige on sarnane ruutkolmliikmega

y=a(x+m)>+n

ja seetottu antud parabooli haripunkti H koordinaadid on

H(—gi ¢ —4a)-

" 4a

Haripunkti tutvustamine annab voimaluse ette valmistada
funktsiooni ekstreemse vddrtuse moistet.

Raskusteta osutuvad niiiid lahendatavaks ﬁlesan(led, nagu:

a) missuguse argumendi vdirtuse korral ' ruutkolmliige
omandab suurima (vdhima) vaartuse ja kui suur on see véirtus;

b) missugustel argumendi vdirtustel on ruutkolmliige kasvav
ja missugustel kahanev;

¢) missugustel argumendi vadartustel on ruutkolmliige posi-
tiivne, negatiivne voi null.

Esimese iilesande vastused on ruutkolmliikmest kujus

b\2 b2
y—afe 2+ (e 2)
kohe viljaloetavad. Otsitavaks argumendi vadartuseks on

IS .8
ey, -

ja otsitavaks funktsiooni vaartuseks

Kuigi see lahendus on viagagi ilmne, ei tule nouda saadud
tulemuste meeldejdtmist, vaid hoopis véartuslikum on igakordne
funktsiooni avaldise teisendamine antud kujule.

Siin tuleks vaadelda kahte juhtu. Koigepealt tuleb selgitada,
et kui a>0, siis otsime funktsiooni vdhimat véartust, ja kui a<0,
siis otsime funktsiooni suurimat véartust.

Esimesel juhul esitab ruutkolmliikme avaldises a(x+2£‘1)2+

2
+(c——4b—a) esimene liidetav iga x korral positiivset arvu, vilja
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arvatud juhul x::—,ﬁ , mil tema vaartus on null. Ruutkolmliikme |

2% P Tl e * b : :
vairtus on seega viikseim siis, kui x=—,_ . Teisel juhul"on
esimene liidetav negatiivne iga x korral, vilja arvatud juhul

b - 2 ok
X=—5- kus tema vdirtus on 0. Seega on ruutkolmliikme vaar-

tus suurim just selle x vaartuse korral. Ruutkolmliikme suurimaks
voi vidhimaks vaadrtuseks on aga teine liidetav.

Ulesanne b) laheneb kergesti, kui haripunkti koordinaadid on
leitud. Nagu joonistelt 48 ja 49 on naha, jaotab haripunkt para-
booli kaheks osaks: iithes neist on ta kasvav, teises kahanev. Tea-
des peale haripunkti abstsissi veel @ mérki, on ruutfunktsiooni
kasvamise ja kahanemise piirkond kohe méaratud.

e

Ly

Joon. 48. s Joon. 49.

Olgu haripunkti abstsiss x = xo, ja @ > 0, siis funktsioon kaha-
neb, kui x < xo ja kasvab, kui x> x,.

Kui aga a <0, siis funktsioon kahaneb, kui x> x, ja kasvab,
kui x < x,.

Olgu antud naiteks ruutfunktsioon y=2x2 —8x-4 3. Teisen-
danud selle funktsiooni kujule

y=2(x—2)?—5,
voime kirjutada, et selle funktsiooni haripynktiks on
H(2; —5).
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Et a > 0, siis funktsioon on kahanev, kui x <2, ja kasvav, kui
X =2

Nii nagu ei saa otstarbekaks lugeda seda, kui opilased opivad
pahe, kuidas avalduvad iildisel kujul haripunkti koordinaadid
ruutfunktsiooni avaldises esinevate kordajate kaudu, samuti ei
saa lugeda Oigeks, et Opilased hakkavad ruutfunktsiooni kasva-
mise ja kahanemise piirkondi méddrama iildise valemi jargi. On
vaja, et Opilased oskaksid skitseerida ruutfunktsiooni graafikut
a margi ja haripunkti jargi ning méarata jooniselt, kus funktsioon
on kasvav voi kahanev.

Ulesanne c¢) viib ruutkolmliikme positiivsus- ja negatiivsus-
piirkonna leidmise probleemi juurde. Aine kasitlemine voiks siin
olla jargmine. J

Olles teisendanud ruutkolmliikme kujule

—a(x+m)+n,

on selge, kuidas asetseb selle ruutfunktsiooni graafik teljestiku
suhtes, sest arvudega m ja n on parabooli haripunkti koordinaa-
did antud :
\ H(—m;n).

| a mark aga naitab, missuguses suunas parabooli harud avanevad.
] On raskusteta selgitatav, et kui a >0 ja n>>0, siis parabool
. x-telge ei loika ja ax?4+bx-+c¢>0 iga x vairtuse korral
(joon. 50). Kui aga a <0 ja n <0, siis ka ax*+ bx+c <0 iga x

1.‘/
[y=axPebxec
>0

” o

z x
g

w
Joon, 50.
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y=axlebxoc
a<f

Joon. 51.

vaartuse korral (joon. 51). Kui aga n=0, siis parabool puudutab
x-telge ja ruutfunktsiooni vaartused jddvad koik kas positiiv-
seiks (@>0) voi negatiivseiks (a <0), vélja arvatud kohal
x=——m, kus funktsiooni vdartus on 0 (joon. 52).

Kui osutub aga, et @ ja n mirk ei ithti, siis tuleb ruutfunkt-
siooni positiivsus- ja negatiivsuspiirkondade kindlaksmaaramiseks
leida tema nullkohad x; ja x,. Nende kaudu on vastavad piirkonnad
kohe esitatavad.

Y

y=ax’+bxc
a0

0 m

Joon. 52.

94



Joonisel 53 on esitatud juhtum, kui a>0, n<0. Jooniselt
nieme, et
ax24+bx+c¢c>0, kui x<x jax>x

ning
ax? 4 bx +¢ <0, kui x, R X
y
y=ax’+brec
a>q
0
X xz x
Joon. 53.
q
S«
1 £ X x
y=ax’+hx+¢
a<f
Joon. 54.

Joonisel 54 on aga esitatud juhtum, kui a <0, n>>0. Siin
ax2+bx+c¢>0, kui x; <<x<xp

a
ax?2+4bx 4 ¢ <0, kui x<x; ning x> x,.



Olgu antud néiteks parabool y = x? —4x - 7. Tema haripunk-
tiks on H(2;3). Skitseerides selle parabooli, ndeme, et ta asub
koigi oma punktidega iilalpool x-telge (joon. 55). Jarelikult on
y >0 iga x korral. ‘

y
;
Yy
é :
3‘ N A - x
0
Z
- - 0C
0 -34
Joon. 55. Joon. 56.

Kui aga on antud nditeks parabool y=x2—4x + 1, siis tema
haripunktiks on H(2; —3) ja ta loikab x-telge (joon. 56). Mdéara-
tes niiiid selle ruutkolmliikme nullkohad, s.t. lahendades ruutvor-
randi x2—4x -} 1 =0, saame, et

y>0,kui x<{2—V3 ja kui x>2-V3;
y <0, kui 2— v3<<x<2+ V3.
Teatud huvi pakuvad kahtlemata tulemused, mis saadakse
positiivsus- ja negatiivsuspiirkondade tingimuste sidumisel. ruut-
funktsiooni nullkohtade uurimise kiisimusega.

Eespool saime tingimused, et ruutiunkisiooni graafik ei 16ika
x-telge, s.t. ruutfunktsioonil puuduvad nullkohad, kui

1) a>0jan>0;
2) a< 0a' n< 0.

Et ne=c— Z—Z , siis voime need tingimused esitada ka kujul

: b2
1) a>0 ja ey )



E b2
2) <0 ja c— <0

Tingimusedc—:—:—>0 ja c—:%<0 teisenduvad iihele ning

samale kujule 52— 4ac <0 ja seega saame ruutfunktsiooni null-
kohtade puudumise tingimuseks

b2 —4ac <0.

Kui ruutfunktsioonil on iiks kahekordne nullkoht, siis on se}-
leks haripunkt, mille ordinaat peab olema 0. Seega on iihe null-
koba olemasolu tingimuseks B

b2
C—-4‘—a_.—

0,

millest saame, et
b2 — 4ac=0.

Ruutfunktsioonil on kaks nullkohta, kui

Dia>0ja n<0
2) a<0 jan>0

ehk
i b2
1) a>0 ja C_Za<0
2) a<0ja c—p2>0

Arvestades a mirki, teisenduvad teisel kohal olevad vorratu-
sed kujule

b2 —4ac > 0.

 Seega saadakse siit tingimused, millal ruutvorrandil lahendid
puuduvad, millal on iiks lahend ja millal 2 erinevat lahendit.
Nendele tulemustele jdutakse tavaliselt ruutvorrandi diskrimi-
nandi uurimise kaudu.

V. ASTMEFUNKTSIOON

Ruutfunktsiooni kisitluse juurest on loomulik edasi minna
astmefunktsiooni kisitlemisele. Esimeses jéarjekorras tuleksid
vaatluse alla astmefunktsioonid juhul, kui astendaja on positiivne
tdisarv. Seejdrel leiaksid aga kasitlemist negatiivsete ja murru-
liste astendajatega astmed. Kéesolevas peatiikis selgitame, mis-
suguses ulatuses tuleks neid kiisimusi keskkoolis kisitleda.
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Joon. 57.

Joon. 58.

1. Astmefunktsioon positiivse tdisarvulise astendaja korral

Piérast ruutfunktsiooni késitlust on voimalik piistitada kiisi-
mus: missuguse kuju omandab funktsioon, kui temas argumendi
korgeimaks astendajaks on 3? Sellele kiisimusele suudavad opi=~
lased ise vastata ja nii defineeritaksegi kuupfunktsioon:

me nimetame funktsiooni f(x) kuupfunktsiooniks, kui ta esitub
kujus ax?® 4 bx2 + cx 4 d, kus a, b, ¢ ja d on konstandid.

Sellega on kitte ndidatud formaalne tee korgema astme astme-
funktsioonide defineerimiseks. Uksikasjalikumale késitlusele voe-
takse need funktsioonid aga kujus, kus esineb ainult korgema
astme liige, s.t. kujus y=ax", kus n=3, 4, 5 jne.

Kuupfunktsiooni y=ax?® kohta oskavad opilased moningaid
nditeid tuua ka ise, sest geomeetria propedeutilises kursuses on
nad oppinud tundma kuubi ja kera ruumala valemeid. Nendele
valemitele vastavate funktsioonide graafikute abil tutvutakse
kuupparabooliga ja siimmeetriaga koordinaatide alguspunkti
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suhtes. Siimmeetria niitamiseks on otstarbekohane kasutada néit-
likku oppevahendit, kus vineerist alusele joonestatud kuuppara-
booli kohal on voimalik poorata traadist valmistatud téapselt -

samasugust parabooli.

Kuupfunktsiooni y=ax®.graafik esitatakse ka sel juhul, kui a
on negatiivne. Pohiparabooliks on niiiid funktsiooni y=x® graafik
(joon. 57). Selgitamisele kuuluvad funktsioonide graafilise esi-

tuse juures kiisimused, nagu:
1) kuidas asetsevad funktsioonide y = x3 ja y = —x® graafikud

teineteise suhtes (joon. 58);

2) kuidas muutub parabooli kuju, kui a absoluutvdartus suu-
reneb (joon. 59);

3) kuidas muutub parabooli kuju, kui a absoluutvdartus viahe-
neb (joon. 60). :

Graafiku abil on raskusteta lahendatavad ka mitmed teised
funktsiooni uurimisega seotud kiisimused. Nii on graafikult leitav
kuupfunktsiooni nullkoht, tema positiivsus- ja negatiivsuspiir-
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konnad, samuti kasvamise ja kahanemise piirkonnad. On mdel-
dav, et siin funktsiooni uurimisega seotud kiisimuste valdkonda
laiendatakse ning tutvutakse moistetega nagu kumerus,
aogusus ja kddnupunkt

Analoogiliselt ruutfunktsiooni kasitlemise juures ldbiviidud
arutlusega voiks tuletada ka kuupfunktsiooni keskmise kiiruse
valemi. See kulgeks jargmiselt: -

Kui argument muutub Ax vorra, siis muutub funktsioon Ay
vorra, s.t. et kui y=ax8, siis s

Y+ Ay=a(x+ Ax)3

Avades sulud ja viies liikme y, mis on vordne ax®-ga, vorrandi
teisele poolele, saame: :

Ay = ax® 4 3ax?- Ax + 3ax(Ax)? + (Ax)3 — ax?.
Koondame ja jagame niiiid vorrandi molemad pooled Ax-ga:

Y — 3ax? 4 3ax - Ax + (Ax)*.

Naeme, et ka kuupfunktsiooni muutumise keskmine kiirus
soltub muutumisvahemiku pikkusest ja kohast, kust algab argu-
mendi muutumine.

Funktsioonidele y = ax", kus n on suurem kui 3, ei tuleks koo-
lis kuigi palju tdhelepanu osutada. Et funktsioonide defineerimine
toimub siin iildise valemi y= f(x) jédrgi, siis nimetatud funkt-
sioonide defineerimisega ei ole oOpilastel raskusi. Teatud huvi
pakub aga nende funktsioonide graafikute vordlemine. Kui esi-
algu tehakse ldhemalt kaalutlemata mitmesuguseid oletusi nel-

janda, viienda ja korgema astme funktsioonide kulgemise kohta,

siis joonestamisel ilmneb, et paarisarvulise astendaja korral kul-
gevad funktsioonide graafikud analoogiliselt ruutparabooliga ja
paarituarvulise astendaja korral analoogiliselt kuupparabooliga.
On vajalik, et opetajal oleks juba olemas moned korgema astme
funktsioonide graafikud, et mitte aega viita nende joonestamisega.

Olles tutvunud astmefunktsioonidega, kus astendajaks on
positiivne tdisarv, tuletatakse valemid teheteks positiivse téis-
arvulise astendajaga astmetega. Need on jargmised:

1) a™-a"=a™*", v

2)-aT %= a1 oui > ni

3) (a™)"=a™,

4) (ab)™=a™-b™,

D) (0 D) e=—=nt: hw
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2. Astendaja 0

Astme moistet laiendatakse nii, et positiivse tadisarvulise asten-
dajaga astmete kohta saadud valemid jadksid kehtima.
- Enne negatiivse astendajaga astme defineerimist selgitatakse,
mida moista nullilise astendajaga astme all.

Lahtudes teisest valemist ja vottes seal n =m, saame

am ;= qgmn—m — a.

Et murd, mille lugeja ja nimetaja on vordsed, on vordne 1-ga,
siis on pohjust defineerida o
a’=1.

Kontrollime, kas valemid jddvad sellise definitsiooni korral
kehtima.

l. am & an :am—’-ﬂ. :

Olgu n=0, siis a™-a®=a™-1=am™ ja a™+0=—=a™,

Olgu me=n=0, siis a®-a=1-1=1 ja ®¥=a=1.

A g gt

SO0 el ot ig%c= g ['==a" ja a’ Ye=at:

Ol m-—=n==0, giigd®:a=1:1=1ja & %=g=1]

3. (arn)n:amn_

Olon 0= siis(@®) ==l o a®* V=0l it

Olgn me=0, siis' (@®)"=1"=1 Ja a"=a"==].

Olgu m=n=0, siis (@")°=1 ja a° %==a=].

4, (ab)m=a™-bm™. 2N

Olgu m=0, siis (ab)°=1 ja a®-b°=1-1=1.

5. (a:b)m=a™: b™

Olen m=—0:8lis:(@:b)%=1jaa: =1 Fe=F

Et koik valemid jdid kehtima, siis

aotzl

Astmefunktsioon y = x0 ei paku erilist huvi. Tema graaflkuks
on x-teljega paralleelne sirge.

3. Negatiivne astendaja
Negatiivse astendaja defineerimiseks laiendame 2. valemi

kehtivust ka juhule, kus m<n. Selleks ldhtume 1. valemist, vottes
seal n=—m, saame ,

am.q-m=q"Mc==qgl=|,
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Seega voiks
1

—m A
a e

Kontrollime, kas koik valemid jddvad sellise definitsiooni
puhul kehtima.
1. a™-a"=aqm*",

Olgu n = —k, siis

> 1
am,an:am,a—kzam,;k:__a_k_:am—l
ja
am+n:am—k-
Olgu m=—1 ja n= —k, siis
1 1 1
— ! T PO fee e
B « s BRI SE oy <SRN
ja

1

+8 — g-l-k — g—(4+R) — ——
amth —gq =a ( )'_al+k’

2 ar . qhe=qgh- R
Olgu n= — k&, siis

1
an:a"=a":at=am: z=am ot =antt

am—n — gm+k_
Olgu m=—1, siis

X 1 1 1
am:a"—a IZG":;,‘.Q"=W—a,+n
ja
am—n— q—i-n— g—(+n) — ’:_" :
a
Olgu m=—1 ja n=—k, siis
1= o c
am:gt=a-l:a k= F=r_; =at-!
ja

am-n — q-I+k
Walat)t—=q""
Olgu n=—k&, siis

()" =(a™) * = s = s

ja
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Olgu ni=—-—l, siis

(@ =@=(zf=a

ja
a"‘"=a“"=;};.
Olgu m=—1 ja n= —k&, siis
(am)n__;(a—l)—k:_Tl_k: e
(@)
ja
am™ = qg'*
4. (ab)y™—=aqm-b™,
. Olgu m=—k&, siis
m SR it
: (ab) e (ab) ke (ab)
ja !
Sy 1 1
i it T g™ b ™ ¥~ od
5 (g b e=qm: bm.
Olgu m=—k&, siis
¢ X 1 fiiCiope
(a:b) kz(a:b)k=ak bk aF
ja

1
am:bm=ak:b*=3:

Et koik valemid jaid kehtima, siis
1

=V N
am=_o.

4. Astmefunktsioon negatiivse tdisarvulise astendaja korral

Niiiid tutvutakse funktsiooniga y=ax", kus n on negatiivne

tiisarv. Lihemalt vaadeldakse funkisioone y= , ¥= 3 ja

yz;la— (joon. 61). Nende funktsiconide graafikute kaudu tutvu-

takse veel kord hﬁperbdoliga. Esimene toodud seostest (kui poord-
vordeline soltuvus) on opilastele tuttav juba funktsionaalse soltu-

vuse propedeutilisest kursusest, kus joonestati ka selle funktsiooni
a

graafik. Kdéesolevas peatiikis v6rre1dakse‘funktsioonide i
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val..l

_.2 -1
1 s M e
xl
* i
z
Y
i
s NS, 1
e w1 R 1 "B . el R
Joon. 61.
ja y=—% graafikuid, s. t. vaadeldakse, kuidas muutub funkt-

siooni graafik, kui muutub a absoluutvdértus. Peale selle vorrel-
dakse siin nii paarisarvulise kui ka paarituarvulise astendajaga
funktsioonide graafikuid. Aitab ju funktsiooni graafik leida vas-
tuseid kiisimustele: kus on funktsiooni nullkoht, kus on tema posi-
tiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad, kus on funktsioonil ekstremaalne
vaiartus, kus on funktsioon kasvav, kus kahanev, kus on funkt-
sioonil kdanupunkt, kus ta on kumer, kus nogus.
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~5. Murrulise astendajaga astme moiste

Eespool on selgitatud, et vaatluse all olnud viis valemit keh-
tivad iga tédisarvulise m ja n puhul. Murrulise astendaja juurde
joudmiseks nende kaudu ei ole seega voimalust. Astendaja 0 ja
negatiivse tdisarvulise astendajaga astme defineerimisega ammen-
dati koik nende valemite endi poolt tingitud astme moiste laien-
damise voimalused. Seepérast on vajalik jargmiseks astme moiste
laiendamiseks veel ithe uue valeii sissetoomine, mis defineeriks
murrulise astendaja. See voiks toimuda jargmiselt.

Esimesed kolm valemit

a®-aq" =amte,

a™:a"=a™",
(am) = g,

naitavad tehteid, mis viivad astendajate liitmisele, lahutamisele
ja korrutamisele. Vordsete alustega astmete korrutamine ja jaga-
mine viisid vastavalt astendajate liitmisele ja lahutamisele, s.t.
madalamat jarku tehte juurde. Astme astendamine viis samuti
madalamat jarku tehte — korrutamise juurde. On seega loogiline,
et astendamise poordtehe viib astendajate jagamise juurde. Sel-
leks tehteks on juurimine.

Ruutjuure leidmisega tegelevad opilased juba 8-aastases koo-
lis. Ruutjuureks arvust a nimetatakse seal niisugust positiivset
arvu, mis ruutu tostes annab a. Seda arvu kirjutatakse siimbo-

liga Va. Sama pohimdtte kohaselt defineeritakse ka korgemat

jarku juured. Nii tdhendab Va positiivset arvu, mis astendades
n-ga annab a. Kui seda arvu tédhistada lithidalt b-ga, siis

el
va=b, kui b*=a.
Juure abil saaksimegi defineerida murrulise astendaja. See oleks

RE, 3 e
Vare=q¥ .

Tekib kiisimus, kuidas sooritada tehteid murrulise astendajaga
astmetega ehk, teisiti, kuidas teostada tehteid juurtega. Neid on
vaja osata, kui tahetakse kontrollida, kas eespool toodud 5 vale-
mit jadvad ka murrulise astendajaga astmete korral kehtima. Tugi-
nedes juure definitsioonile voib seda teha, mis on seotud kiil-
lalt suure tooga. Voib soovitada veel teist teed. Ja nimelt,
lugeda murrulise astendajaga astme definitsiooni sisse ka
kone all oleva viie valemi kehtivus. Sellega oleks kindlustatud,
et need valemid kehtivad murrulise astendajaga astmete korral
ja iihtlasi oleks ette antud juhised teheteks juurtega.
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6. Astmefunktsioon murrulise astendaja korral

Eelkoige vaadeldakse siin monede positiivse tidisarvulise asten-
dajaga ja negatiivse tdisarvulise astendajaga astmefunktsioonilde

poordiunktsioone. I\{endeks voiksid olla y=-+x2, y—x%
1

y=-x 2% y=x 3. Et poordiunktsioonigraafiku joonestamisega
peegeldusvotte abil ollakse tuttavad, siis on kerge joonestada nende
funktsioonide graafikuid (joon. 62—65) ja graafiku jargi uurida
vastavat funktsiooni. :

Uldisemate juhtude kohta peaks opetajal olema valmis graa-
fikud koos vastavate pdordiunktsioonide ggaafikutegaa. Vaatluse

alla voiksid siin tulla funktsioonid‘iy:xi, y=x* ja nende
3

podrdfunktsioonid y=x2 ja y=x3 (joon. 66 ja 67). Samuti
peaks vaadeldama mond negatiivse mursrulise astendajaga astme-
: 2

funktsiooni, naiteks y=x ° jay=x 2 (joon. 68).

Koigi vaatluse all olevate funktsioonide uurimine toimub jal-
legi graafikute pohjal.

Tahelepanelikult tuleb siin jadlgida kaheseid funktsioone, s.t.
funktsioone, kus iihele argumendi viirtusele vastab kaks funkt-
siooni vdirtust. Uhtlasi selgitatakse, missugustest iihestest funkt-
sioonidest see kahene funktsioon koosneb. 4

Joon. 62
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Joon. 63.

Joon. 64.



Joon. 65.

Joon. 66.



7. Irratsionaalse astendajaga aste

Et astme moiste iildistamist 16pule viia, tuleb Gpilastele tut-
vustada ka irratsionaalse astendajaga astme moistet. Selle teema
iiksikasjalikum késitlemine on kiillaltki abstraktne, samuti puudu-
vad siin konkreetsed néited. See ongi pohjuseks, miks selle teema
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juures koolis astme moiste iildistamise juures pikemalt ei peatuta.
Seoses logaritmi moistega tullakse selle teema juurdegagasi ja
seal omandab irratsiohaalne astendaja korvuti ratsionaalsete
astendajatega suure praktilise vdédrtuse. Seetottu tulebki piirduda
siin ainult irratsionaalse astendajaga astme moiste tutvustami-
sega, rohutades, et see aste esitab samuti irratsionaalarvu, mida
voime praktika vajadustele vastava tdpsusega esitada ratsionaal-
arvuna. -

Ka vastavate funktsioonide juures pole vaja rohkem peatuda
kui nimetada, et niisugused funktsioonid eksisteerivad.

VI. EKSPONENTFUNKTSIOON

1. Eksponentfunktsiooni definitsioon

Peale eespool vaadeldud funktsioonide kuuluvad koolis késit-
lemisele veel eksponent- ja logaritmfunktsioon.

Eksponentfunktsiooni juurde voib jouda sel teel, et juba kisit-
letud astmefunktsioonis vahetada astendaja ja astendatav. Sel-
lega tostetakse esile erinevus astmefunktsiooni ja eksponent-
funktsiooni vahel: esimesel on argumendiks astendatav, teisel
astendaja. Funktsioon avaldub aga mélemal juhul astmena.

Ka eksponentfunktsiooni puhul ei tohi piirduda funktsiooni
formaalse defineerimisega, vaid tuleb esitada niiteid eksponent-
siaalselt kulgevatest ndahtuskiikudest. Niisugustena voiks siin tut-
vustada: infusooride ja bakterite pooldumise teel saadavate pisi-
kute hulga kasvamist teatud ajavahemikkude jérel, mingi riigi
elanike arvu kasvamist teatud aastate péarast, kui elanike arvu
kasvutegur on teada; hoiukassas oleva hoiusumma suuruse leid-
mist teatud ajavahemikkude méodumisel jt.

Eksponentiunktsiooni defineerimisele voiksid eelneda jargmi-
sed kaalutlused.

Et negatiivse astendatava ja murrulise astendaja korral puu-
dub astmel monikord reaalne viirtus, siis on odigem jitta nega-
tiivse aluse juht védlja. Samuti on oigem jatta vilja need juhud,
kus astendatava vididrtus on .0 voi 1, sest sel korral funktsiooni
véadrtused ei muutu argumendi vdartuste muutumisel ning vasta-
vad graafikud esituvad sirgetena. Et defineeritav funktsioon esi-
tuks iihesena, on soovitav juba enne defineerimist selgitada, et
murruliste argumendi védartuste korral arvestatakse ikka ainult
saadavat positiivset védartust.

~ Arvestades nimetatud tingimusi, voiks eksponentiunktsiooni
defineerida koolis jargmiselt:
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me nimetame funktsiooni [(x) eksponentfunktsiooniks, kui ta
esitub kujus %-a~, kus k ja a on konstandid, kusjuures a subtes
kehtivad jirgmised kitsendused: a >0, a # 1.

{ };oolis on seni késitletud eksponentfunktsiooni tavaliselt kujus,
us k=1.

Eksponentfunktsiooni omaduste selgitamiseks tuleb kasutada
graafikuid.

Eksponentfunktsiooni uurimine peab holmama jillegi koiki
neid kilsimusi, mis piistitati eelmiste funktsioonide puhul. Nii tuleb
selgitada nullkohad, positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad, eks-
treemumpunktid, kasvamise ja kahanemise piirkonnad, kédadnu-
punktid ning kumeruse ja nogususe piirkonnad. Samuti tuleb joo-
nise abil veenduda, et x-telg on eksponentfunktsiooni graafikule
asiimptoodiks.

Et eksponentfunktsioon on defineeritud kahe konstandi kaudu,
siis tuleb samuti uurida, kuidas oleneb funktsiooni muutumine nii
ithest kui teisest konstandist.

Kogu arutelu peab siingi tuginema eksponentfunktsioonide
graafikuile. Korvuti opilaste poolt joonestatavate graafikutega
peab opetaja kasutuses olema kiillaldane hulk valmisjoonestatud
suuremoodulisi graafikuid. Joonistel 69, 70, 71 ja 72 on esitatud
rida eksponentfunktsiooni grgafikuid erinevate k£ ja a vairtuste
korral. . :

Eksponentiunktsiooni graafikuid ei ole soovitav iihte teljes-
tikku joonestada enam kui iiks, kuigi sageli- esitatakse1 uPes']a
samas teljestikus néiteks funktsioonide y==2* ja y::(?) iz

fikud. Need graafikud on teatavasti y-telje suhtes siimmeetrilised

AY
k=1
a=1
-——_“/ » T
7 o

Joon. 69. Joon. 70.
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k= -1
: a=2
| ¥
k=1
a=%

Joon. 71. Joon. 72.

koverad. Esineb juhtumeid, kus opilased nimetavad seetttu ekspo-
nentfunktsiooni graafikut «parabooliks» v0i isegi «sabadega para-
booliks», sest nad loevad neid gragfikuid iihe funktsiooni graafi-
kuks. Kui peetakse vajalikuks esitada neid graafikuid iihes ja
samas teljestikus, siis tuleb kindlasti kasutada viarvilisi kriite voi
ahe graafiku esitamist punktiiris, et opilaste kujutlusse ei jadks
vaararvamust.

Teisest kiiljest on siin aga suurepdrane voimalus selgitada
joonte siimmeetriat y-telje suhtes. Vaadeldes funktsioone 2* ja

R 8 1\—=*
(—2—) ning asendades viimases x (—x)-ga, -saame (7) =2t

On ju tulemus siimmeetria tunnuseks y-telje suhtes.

Eksponentfunktsiooniga on vidga tihedalt seotud mitmed seni
koolis isoleeritult kisitletud teemad, nagu geomeetriline progres-
sioon, orgaanilise kasvamise seadus ja liitintress, Jargnevalt pea-
tumegi nimetatud teemade kasitlemise juures.

2. Geomeetriline progressioon I

Nii nagu aritmeetilise progressiooni kasitlemist oli sobiv seos-
tada lineaarse funktsiooniga, nii on kohane geomeetrilist progres- -
siooni seostada eksponentfunktsiooniga. Vastav aine esitus toimuks
analoogiliselt eespool kirjeldatud aritmeetilise progressiooni kasit-
lusega. Kdesoleva paragrahvi algul eksponentiunktsiooni néide-
tena esitatud probleemid ongi sellised, kus funktsioonile saadakse
vaartusi ainult tédisarvuliste argumendi vidirtuste korral. Konk-
reetse materjalina olgu esitatud veel jargmised iilesanded:
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1. Isa paneb poja siindimise pdeval hoiukassasse hoiule 50
rubla tihtajaga poja 20-aastaseks saamiseni. Hoiukassa maksab

tdhtajaliselt hoiuselt 3% aastas ja lisab selle aasta lopul hoiusum-

male. Arvuta hoiusumma suurus n (1 < n<20) aasta lopuks.

2. Tééstuse sisseseade maksis uuena 125000 rubla. Selle vddr-
tuse iga-aastasel hindamisel kustutatakse vananemise ja kulumise
arvel 8% sisseseade eelmise aasta vddrtusest. Kui suur on n aasta
pirast téostuse sisseseade vidrtus v, kui sisseseadet vahepeal ei
uuendata? ;

Geomeetrilise progressiooni tutvustamiseks kirjutatakse vilja
nende iilesannete lahenditena saadud eksponentfunktsiooni vaér-
tuste jadad. ;

Olgu antud niiteks eksponentfunktsioon 2*. Koostame selle
funktsiooni viartuste tabeli, andes argumendile jarjestikulisi
naturaalarvulisi vaartusi, alates 1-st:

(]
w
& ”
(92

x 1

I
2% 2 4{8 16 | 32

Kui vaadelda saadud funktsiooni vaartuste jada, siis ilmneb
omadus, et selles jadas iga liige alates teisest erineb eelmisest
teatud kindel arv korda, seega see arvude jada esitab geomeet-
rilist progressiooni.

Kui votta vaatluse alla eksponentfunktsioon kujus

k- a*,

siis esitab ka selle funktsiooni vaartuste jada geomeetrilist prog-
ressiooni, kui vaid argumendile on antud jérjestikulised naturaal-
arvulised vaartused.

Naiteks esitame funktsiooni 3 -2* vdartuste tabeli

e et ey
o i iy < |

6|l2|24 48

96

Geomeetrilise progressiooni iildliikme valem tuletatakse defi-
nitsioonile tuginedes analoogia pohjal

an—a, - (I”—l.
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/
n
Kui siin g"-! asendada % -ga, siis

£
q

-

. qn.

ap=—=

Olgu nditeks a; =6 ja ¢ = 2, siis
G =3 +2"
ja vastav geomeetriline progressioon on
0, 2 24,- 48, 96, . .

Saame sama viartuste jada mis ennegi.

Seega esitub geomeetrilise: progressiooni {ildliige liikmete
arvu suhtes eksponentfunktsioonina ja me voime defineerida geo-
meetrilist progressiooni eksponentiunktsiooni vaéartuste jadana:

geomeetriline progressioon on eksponentiunktsiooni vaartuste
jada, kui argumendi vidrtusteks on jarjestikulised naturaalarvud,
alates 1-st.

Tapselt samuti nagu toOestasime aritmeetilise progressiooni
iildliikme ja summa valemi matemaatilise induktsiooni meetodiga,
on voimalik sama meetodiga toestada ka geomeetrilise progres-
siooni iildliikme ja summa valemeid. See toimuks jargmiselt.

Analoogia pohjal saadi geomeetrilise progressiooni iildliikme
valemiks

an = alq"".

Eeldame niiiid, et see valem kehtib iihe kindla n védartuse kor-
ral ja toestame, et valem jadb kehtima ka siis, kui n asendada
n- l-ga, s. t. et

Anyp=a - 9.

et
# L e |
ja
a,=a; - qn-—l’
siis

Anpy=a;- "1 g=a,q".

Et valem kehtis n=2, 3, 4 korral, siis toestatu pohjal kehtib
ta ka n=>5 korral. Sellest omakorda jareldub valemi kehtivus
n==6 korral jne.

Leiame geomeetrilise progressiooni summa, kui n=2 ja n==3.

1—g2
Se=a+a=a+ag=a(l +9)=a,- I_Z a

: —08
=a,+ a;+ aa’:al+alq+alq2=al(l+q‘—*_q2)=al.%'
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.Analoogia pohjal voib oletada, et

1—=qn . . #
l—g °

S,,x= a -

Oletame, et see valem kehtib, ja toestame, et kehtib ka valem

e [—qn+l
Sn1 =ay fan
Et
Sni1 =3S8n+ a4,
siis
1—gn |—gn
5n+x=01'—1—_i+al‘4"=01 ; (Tq—"f‘qn) =
q l—q \
5 1—gntgn—gn+! 1—gn+! :
= = =a, - i—g .

Seega, kuna valem

I—gn
Si== A
n a; 1—q

kehtis n=2 ja n = 3 korral, siis toestatu pohjal kehtib ta ka n=4
korral. Sellest omakorda jareldub valemi Rehtivus n=25 kor-
ral jne.

3. Geomeetriline progressioon Il

Geomeetrilise progressiooni késitlemisel voib ldhtuda ekspo-
nentfunktsioonist y= ka*. Selle funktsiooni vairtuste jadas, mis
on saadud argumendi jérjestikuliste naturaalarvuliste vdértuste
korral, on iga kahe jirjestikulise liikme jagatis konstantne. Seega
voime geomeetrilist progressiooni defineerida jargmiselt:

geomeetriline progressioon on niisugune arvude jada, kus kahe
teineteisele jargneva liikme jagatis on jddv. :

Kui on antud mingi eksponentfunktsioon, siis saame ‘sellest
mitmeti esitada geomeetrilisi progressioone, sest argumendi
juurdekasvu muutmine annab iga kord uue geomeetrilise progres-
siooni.

Vastupidine iilesanne oleks jargmine: on antud mingi geo-
meetriline progressioon ning on vaja leida vastav eksponent-
funktsioon. Ka siin on mitu lahendust. Valime neist meile sobi-
vaima. :

Et geomeetriline progressioon esitab eksponentfunktsiooni
vaartuste jada, siis kirjutame sinna juurde veel argumendi véaar-
tuste jada. Valime selleks jadaks naturaalarvude jada, alates 1-st.
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Sel korral on geomeetrilise progressiooni iga liikme jarjekorra-
number temale vastavaks argumendi véddrtuseks. Otsitava ekspo-
nentfunktsiooni tabeliline esitus ndeks siis vdlja jargmine:.

a

a; Qs as n

4

Eksponentfunktsiooni avaldises sisalduvate konstantide maara-
miseks valime tabelist esimese ja teise vaartuspaari, sest need
peavad seda vordust rahuldama. Saame vorrandisiisteemi

a) = k-a
I Qg =— k-a?
Jagades teise vorrandi esimesega, saame
a__ ka*
G kgt
kust
a
2—gq
i

Geomeetrilise progressiooni kahe jarjestikuse liikme jagatist
nimetatakse selle progressiooni teguriks ja tdhistatakse tavaliselt
tdhega q. Seega

a=4q.

k leiame esimesest vorrandist,

k:‘—!l::—‘ﬂ

a g
Seega on otsitavaks eksponentfunktsiooniks
y="2 -¢
ehk
y=a;-q= .

Asendades saadud tulemuses x ja y védartuspaariga n ja an,
saame tuntud geomeetrilise progressiooni iildliikme valemi

an = 1",
Toome iihe néite.
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Olgu antud geomeetriline progressioon
1 1
_4v2y—117!_—4_)~-'

Ulesandeks on leida see eksponentfunktsioon, mille vaartuste
jada see progressioon esitab. Et

ik, P : GERESG
k_‘l___l=8 ja a—¢g = 2
_

siis otsitavaks funktsiooniks on ! ,

Geomeetrilise progressiooni summa valemi tuletamiseks voib
soovitada peale harilikult kasutatava votte veel jargmist motte-
kallg]l.gu antud geomeetriline progressioon

ay, Gz a3, . . . ,0n
ehk, kasutades iildliikme valemit,
Of, Bely Oi% -~ +:5 01" %

Ulesandeks on leida summa

Sp=a+ag+ag’+. . .+ aig™?
ehk
Sa=ai(l+q+¢+...4+g¢").
Seega taandub iilesanne summa

kkg+@ 4. !

leidmisele. :
Oletame, et eelnevalt on opilastele tutvustatud valemeid

a?—b2=(a—0>b)(a-tb);

a®—b3=(a—0b) (a2 + ab + b?);
at—b*=(a—b) (a®+ a%b + ab? -+ b3);

a’ — b5=(a— b) (a*+ a®b + a?b? -+ ab® + b*),

mis on kergesti kontrollitavad, kui korrutada tegurid vorduste
paremal poolel 1dbi. Saadud tulemus. iildistatakse kas analoogiale
tuginedes, s. t. loetakse kehtivaks ka valem
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a*—=b"=(a— b) (a"-14-a"-2b 4+ a*3h24-. . .
+ abn—2+ bn—l)

vOi opxtakse tundma Bezout’ valemit, mille jareldusena ]outaksegl
esitatud valemini.
Vottes selles valemis a=g¢g ja b=1, saame

g —1=(@— D)@+ g2+ g+ . F g2+ q+1)

ja siit

Z"_‘;=1+q+02+---+q"—‘. ‘

Seega, geomeetrilise progressiooni summa avaldub valemina

gn—1
qg—1

Sp=ay-

-
4. Orgaanilise kasvamise seadus

Geomeetrilise progressiooni rakendusena on soovitav kasutada
iilesandeid orgaanilise kasvamise seaduse kohta.

On tdhele pandud, et elava looduse indiviidide arv iihe ja sama
ajaiihiku jooksul kasvab enam-vdhem konstantse arvu ehk indeksi

kordseks. See seaduspdrasus ongi tuntud orgaanilise kasvamise

seaduse nime all. Nii néiteks loetakse elanikkonna kasvuteguriks
(ehk indeksiks). Rootsis 1,0051, Poolas 1,013, Prantsusmaal 1,0014,
Soomes 1,0094 jne.

Sama seaduspérasus tuleb aga ilmsiks ka eluta looduses, nagu
fillisikas, keemias jne. Sellisteks ndhtusteks on niiteks Shurhu
muutumine olenevalt korgusest, valgusenergia neeldumine kesk-
konnas, elektrikondensaatori tiithjenemine laengust, keemilises
reaktsioonis tekkiva aine kontsentratsiooni muutumine, keha tem-
peratuuri muutumine antud soojusjuhtivuse tingimustes jne.

Teatavasti aitab sellise seaduspdrasuse olemasolu koostada
rahvamajanduse perspektiivplaane. Rahva heaolu suurendamiseks
on vajalik, et toodangu indeks iiletaks elanikkonna kasvuteguri.
Tahistades indiviidide arvu kindlate ajavahemike jargi tdhtedega

ai, Qp a3, . . . , Qn,
voime orgaanilise kasvamise seaduse kehtimise korral kirjutada

a,—a;=a;(g—1);
a3 —az = ax(q — 1);

e an_'l :—_'a,,_; (g—1).

118



Seega on indiviidide arvu juurdekasv ajaiihikus méaratav indi-
viidide ldhtearvu ja teatud kindla teguri korrutisena. Seda kindlat
tegurit ¢ — 1 nimetatakse kasvu tempoks ja ta esitatakse tavaliselt
protsentides. Nii néiteks iitleme, et elanikkonna arvu kasvutempo
Poolas on ca 1,3%.

Toodud vordustest 11mneb et indiviidide arvu®juurdekasvud
on vordelised ldhtearvudega, niaiteks

as—as ___ 4z
N 3

a—a a

s. t. kui mitu korda suureneb ldhtearv, nii mitu korda suureneb ka
- juurdekasv.

Olgu siinkohal esitatud ka paar néidisiilesannet orgaanilise
kasvamise seaduse kohta.

1. Ohurdhu kohta pealpool merepinda kehtib seadus: 100-meet-
rilisele tousule vastab 6huréhu vdhenemine 1,2% vorra. Arvutada,
kui suur on ohurohk 400 m korgusel, kui merepinnal valitseb nor-
maalrohk.

Kui tdhistada ohurohku merepinnal a;, 100 m korgusel a,, jne.,
siis otsitavaks on as.

Ulesande lahendamiseks tuleb eelkdige leida indeks g. Kuna
me teame ohurohu viahenemise tempot

qg—1=—0,012,

B siis siit

g = 0,988.
Et q = 760, siis

as =760 - 0,988* ~ 724,4.

Seega voime viita, et ohurohk 400 m korgusel on ca 724 mm.
2. Kuumutamisel laguneb vesiniku iilihapend valemi jargi

H202 et H20 + 0.

10 minutit pdrast reaktsiooni algust oli HyO, kontsentratsioon 8 %

ja 20 minutit pdrast‘reaktsioor.zi algust 4,8—5-. Arvutada vesiniku

iilihapendi esialgne kontsentratsioon. Mitme protsendi vorra vihe-
nes selles katses kontsentratsioon minutis?

Ulesandes on antud a;; =8 ja ay =4,8. Otsitavad on a, ja
qg— 1.
Et
alq‘°=8
a1q2°= 4,8,
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siis

qlo e 0’6
ja
g =~ 0,95.
Siit
a= g5~ 133
ja

qg— 1~ —0,05.

Seega vahenes vesiniku iilihapendi kontsentratsioon minutis
5% vorra ja esialgne vesiniku iilihapendi kontsentratsioon oli ca
13 grammi liitri kohta.

3. Rahvaarvu aastane indeks on 1,01. Kui suur peab olema
pollumajandusliku toodangu indeks, et 15 aasta pdrast oleks iihe
elaniku kohta tulev péllumajandussaaduste kogus 2 korda suurem
kui praegu?

Eelkoige tuleb arvutada, mitmekordseks suureneb elanikkonna
arv 15 aasta jooksul.

Kui a; =1 ja iilesande tingimuse kohaselt g==1,01, siis otsita-
vaks on aj.

aj6=a; - ¢'5=1,01'5 ~ 1,16.

Et elanikkond kasvab 1,16 kordseks, siis pollumajandussaa-
duste toodang peab kasvama 2-1,16=2,32 kordseks. Kui prae-

gune pollumajandussaaduste toodang lugeda vordseks 1-ga, siis
niiiid on

Qe=— 2,32
ja teades, et a; =1, tuleb leida gq.

q'%=2,32;
q =~ 1,06.

Ulesandes seatud noue pollumajandussaaduste toodangu suu-
rendamise kohta tdidetakse seega juhul, kui selle toodangu aas-
tane indeks on 1,06.

5. Liitintress

Geomeetrilise progressiooni rakendusena tuleks kasitleda koo-
lis ka liitintressi.

Intress on teatavasti see rahasumma, mis hoiukassas arves-
tatakse juurde hoiusele. Intressi suurus oleneb nn. intressi-
m aarast, mis nditab, mitmendik osa hoiusest arvestatakse aasta
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1opul hoiusele juurde. Samuti oleneb intressi suurus hoiuajast.ja
hoiuse suurusest.
Olgu intressimdér p % ja hoius k rubla. Aasta 16pul arvesta-
takse sellele hoiusele intressina juurde
kp
Wr“bla
Tuleb vahet teha kaht liiki intressi vahel. Kui teise aasta 16pul
arvestatakse intressi esialgselt hoiusummalt, s. t. £ rublalt, siis
" nimetatakse seda lihtintressiks. Kui aga teise aasta 16pul
arvestatakse intressi ka esimese aasta intressilt, siis nimetatakse
teise aasta 16pul juurdelisatavat summat liitintressiks.
Tahistades kogu hoiusummat teise aasta 16pul K,, avaldub see
a) lihtintressi korral

k
=k 20— k(1+100
b) liitintressi korral
pan p\?
K2=k+100+(k+ m_k(l—l—m).

Kasutades matemaatilise induktsiooni meetodit, vo6ib kergesti
toestada nende valemite kehtivuse mistahes positiivse tdisarvulise
n korral:

a) lihtintressi korral

n=k(141);
b) liitintressi korral
T

Viimasest valemist on ilmne, et liitintressi korral moodustavad
hoiused geomeetrilise progressiooni

k; k(l—{-ﬁ);; k(1+“%0)2;4. = ;k(l—l—-l%)"; i
kus a;=*% ja qv=1+l—ga.

Kui intressi soovitakse arvestada hoiusummale juurde liihe-
mate ajavahemike, nditeks pdevade jérel, siis tuleb arvestada, et
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kp

1 aasta intress on 100 rubla,
1 péeva intress on 0 _ rubla
36 000 4

& ) nkp
n pdeva intress on gzzo0e rubla.

VII. LOGARITMFUNKTSIOON

1. Logaritmi moiste

Enne logaritmfunktsiooni kisitlemist vajab selgitamist loga-
ritmi moiste. Logaritmi moiste tutvustamine on kaheldamatult
koige efektiivsem, kui see tugineb praktilise kasutatavuse rohuta-
misele. Selleks demonstreeritakse arvutamise lihtsustamist tehte
jirgu alandamise teel. Esialgu peavad need ndited olema hésti
labindhtavad, nagu alljargnevad.

1. Leida 32-16. :
Et 32=25 ja 16 =24, siis 32- 16 = 25.24—29—5]2.
2. Leida 3125: 125. ;
Et 3125=>55 ja 125 =53, siis 3125: 125=— 55 : 53— 25.

Tuues veel teisigi analoogilisi néiiteid, selgitatakse, et esitades
korrutamiseks, jagamiseks, astendamiseks voi juurimiseks antud
arve ithe ja sama arvu astmetena, on voimalik need tehted vas-
tava arvu astmete tabeli olemasolu korral taandada vastavalt liit-
misele, lahutamisele, korrutamisele ja jagamisele.

Suhteliselt kiiresti moistavad opilased fakti, et ei leidu nii-
sugust arvu, mille astmed tédisarvuliste astendajate korral esitak-
sid koiki arve. Kiill aga on voimalik murrulise astendaja abil
saada astet, mis on antud arvule kuitahes ldhedane.

Praktilistest kaalutlustest ldhtudes on astme aluseks valitud
arv kiimme.

Astendajat, millega tuleb kiimmet astendada, et saada antud
arvu, nimetatakse antud arvu kiimnendlogaritmiks ehk
lihtsalt logaritmiks.

Kui astendatavaks on néiteks 2, siis nimetatakse astendaijat,
millega tuleb arvu 2 astendada, et saada antud arvu, logaritmiks
alusel 2.

Arvu 32 logaritmiks alusel 2 on seega 5;

arvu 3125 logaritmiks alusel 5 on 5;

arvu 1000 logaritmiks alusel 10 on 3 jne.
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Selliste kirjutuste lilhendamiseks on voetud kasutusele vastav
stimboolika. ‘Nii kirjutame toodud lausete asemel

log, 32=5;

fogs 3125=175;

logio 1000=3 jne.

Kuna praktikas on kasutusel peamiselt kiimnendlogaritmid,
siis jaetakse tavaliselt kiimnendlogaritmide puhul alus 1® mérki-
mata, s. t. kirjutatakse

log 1000 =3; -

log 0,01 =—2 jne.

Viimastel aastatel on koolimatemaatikas piithendatud liialt
palju tdhelepanu logaritmidele kiimnest erinevate alusté puhul.
Selleks ei ole mingit praktilist vajadust. Matemaatilises analiiiisis
laialt rakendatav loomulik voi naturaallogaritm kuulub kasitlemi-
sele korgemas Oppeasutuses ja logaritmide kasutamine teiste kiim-
nest erinevate aluste puhul on vdga harva esinevaks ndhtuseks.
Seetottu tuleks soovitada, et koolis ei pandaks pearohku definit-
sioonile «logaritm alusel @ on . . . .», vaid definitsioonile

kiimnendlogaritm on arv, millega kiimmet astendades saame
antud arvu.

Mis puutub korrutise, jagatise, astme ja juure logaritmi, siis
ka need valemid voiks tuletada ainult kiimnendlogaritmide puhul,
sest vastavad valemid leiavad koolis rakendamist ainult alusel 10.

Senisest mirksa vdhem tuleks koolis lahendada nn. potent-
seerimise iilesandeid, sest ka sellesuunalistel iilesannetel ei ole
erilist praktilist vaartust. :

Siinkohal tuleks tdhelepanu juhtida veel ithele puudusele meie
senises kooMpraktikas. Me ei talita Oigesti, kui laseme oOpilastel
leida nditeks kuup- ja ruutjuuri logaritmide tabelite abil, ignoree-
rides tdiesti vastavaid kuup- ja ruutjuurte tabeleid.

2. Logaritmfunktsioon

Pérast logaritmi moistega tutvumist osutub voimalikuks tut-
vuda logaritmfunktsiooniga.

Selleks piistitatakse iilesanne:

leida eksponentfunktsiooni poordfunktsioon.

.Et poordfunktsiooni leidmist lihtsustada, vaadeldakse ekspo-
nentfunktsiooni erijuhtu, kui 2=1. Seega seatakse iilesandeks
leida funktsiooni

y=a*

poordfunktsioon, s. t. x tuleb avaldada y kaudu. See osutub voi-
malikuks tdnu logaritmi moiste tundmisele. Nii saame

x = logay.
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wea* 1Y
\
\
\
ac1 Y=z
\‘ 7
\\ /
i / -
\ /7
\\ / N
\\~_ i
10
Z.
F 4 y=logsx
Joon. 73.

Tahistades funktsiooni tihega y ja argumendi tidhega x, saame
Y= logax.

Et poordiunktsiooni moiste on juba mitmel korral olnud kone
all, siis voiks logaritmfunktsiooni késitlus tugineda taielikult eks-
ponentfunktsiooni uurimisel joutud tulemustele.
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Nagu juba mitmel korral on eespool rohutatud, peab funktsioo-
nide uurimine keskkoolis tuginema nende graafikule. Seega on
siingi esimeseks iilesandeks logaritmfunktsiooni graafiku esita-
mine. See saadakse eksponentfunktsiooni graafiku peegeldusena
I ja III veerandi poolitaja suhtes (joon. 73).

Logaritmfunktsiooni omadused voib vilja lugeda saadud graa-
fikutelt voi tutvuda nendega eksponentfunktsiooni omaduste abil.

Eksponentfunktsiooni omadused on koondatavad jargmisesse
tabelisse:

X a ax
>0 >0
<0 Sterl
>0 >1 >1
<0 >1 <1
>0 <l o
<0 4 | >1-

Vahetades siin argumendi ja funktsiooni osad, saame logaritm-
funktsiooni omaduste tabeli:

x a log, x
>0 kas >0 voi <0
-3 > >0

<1 >1 <0

o | <1 >0

>1 <l <0

Need omadused on kergesti kontrollitavad logaritmfunktsioonide
graafikutelt. Ka logaritmfunktsiooni kasvamine ja kahanemine,
ekstreemumpunktid, nullkohad, positiivsus- ja negatiivsuspiirkon-
nad jne. on otseselt loetavad funktsiooni graafikult.

VIII. FUNKTSIOONI MAARAMISPIIRKOND

Funktsionaalse s6ltuvuse siistemaatilise kursuse lopetamiseks
on otstarbekas votta vaatluse alla kiisimus, mis ei ole seotud mingi
ithe konkreetse funktsiooniga, vaid mis holmaks koiki funktsioone.
See on vajalik funktsiooni moiste siivendamiseks.
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Siistemaatilises kursuses vaadeldi lineaarset, ruut-, astme- ja
eksponentfunktsiooni ning nende p6é6rdfunktsioone. Niiiid tuleb opi-
lastele meenutada, et peale vaadeldud funktsioonide eksisteerib
veel kiillalt palju teisi funktsioone, sest esitab ju iga algebraline
avaldis funktsiooni. Trigonomeetria kursuses on vaadeldud trigo-
nomeetrilisi funktsioone. Astmefunktsiooni laiendusena voiks tut-
vustada ka tdisratsionaalsete funktsioonide ning 16puks veel murd-
ratsionaalsete funktsioonide moistet. .

Olles avardanud opilaste silmaringi funktsioonide wallas,
tulekski niiiid seada iiles kiisimus, kas igale funkisioonile saab
léida vdartusi argumendi mistahes véartuse korral. Vidikese jérele-
motlemise ja sellele jargneva iihise arutelu abil joutakse selgusele,
et leidub funktsioone, millede puhul tuleb piistitatud kiisimusele
vastata eitavalt. On moeldav ja isegi vajalik, et oOpilased juba
VI klassis jouaksid selgusele, et algebralisel avaldisel voib raoni-
kord védartus puududa ja nimelt siis, kui tdhe etteantud védartuse
korral avaldises esineva murru nimetaja on vordne nulliga. Vaa-
deldes niiiid lineaarset, ruut-, kuup- ja eksponentfunktsiooni, sel-
gub, et need funktsioonid on méaaratud argumendi koigi reaalarvu-
liste védartuste korral. Et logaritmfunktsioon on aga mdiratud
ainult logaritmitava avaldise positiivsete vairtuste korral ja ruut-
juur juuritava avaldise mittenegatiivsete vaartuste korral, siis
taandub siin méadramispiirkonna leidmise iilesanne esimesel ]uhul
avaldise positiivsuse, teisel juhul mittenegatiivsuse piirkondade
méadramisele.

Eelkoige on sobiv votta vaatluse alla murdratsionaalne funkt-
sioon, alustades kujust % ja jatkates funktsioonidega

a ax-+b k ax?2+4 bx+c
bx+c¢’ cx+d’ ax®+bx+c¢’ dx2+4ex-+f°

Et nulliga jagada ei saa, siis on ilmne, et murdratsionaalne funkt-
sioon ei ole mdaratud nimetaja nullkohtades. Esitades nende funkt-
sioonide madramispiirkondi, kirjutatakse need vilja vorratustena.

ax+b i ¥ S e
Naite cx-:d korral oleks funktsiooni méadramispiirkonnaks

d 3 d
x>—? ja x<——?.

- Jéargmine funktsioon, mille juures peatutakse, on ruutjuur-
funktsioon. Ka siin on loomulik alustada méaaramispiirkonna leid- -
mist kodige lihtsamast juhust Vx ning hiljem minna jirk-jargult
keerukamate funktsioonide, nagu Vax+ b ja Vax?+4bx+e¢
ax?+bx+c

juurde. Kaugemale, nagu naiteks funktsiooni Vm

maa-
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ramlspurkonna leidmise iilesande piistitamisele, v6ib minna amult
voimekamate klassikollektiivide puhul.

Jargnevalt vaadeldakse logaritmfunktsiooni méaramispiirkonna
leidmise iilesandeid. Siin kuuluvad késitlemisele funktsioonid
log x, log(ax—+b), log(ax?-+bx—c). Oluline on, et teravalt
rohutataks ja selgitataks erinevust ruutjuurfunktsiooni ja loga-
ritmfunktsiooni juures ja nimelt, et juuritav avaldis peab olema
mittenegatiivne, logaritmitav avaldis aga positiivne.

Ulesanded, nagu juurfunktsioon ja logaritmfunktsioon murd-
ratsionaalsest funktsioonist esitavad juba kahekordse raskuse, sest
seal tuleb arvestada ka seda, et juuritav voi logaritmitav avaldis
on murd. Niisuguste {ilesannete lahendamise juures on viaga olu-
line tulemuste geomeetriline interpreteerimine. Veelgi olulisem on
see iilesannete juures, mis esitavad kolmekordset raskust. Toome
siin ithe néite. :

V2x2—3x—5

iog (4r—12) madramispiirkond.

Leida funktsiooni y =

See iilesanne nouab jargmiste tingimuste rahuldamist:

1. 2x2—3x—52>0

2. 4x—12>0

3. log(4x—12) #0

1. Ruutvorratuse lahendamiseks kasutame ruutkolmliikme
uurimise juures tundma opitud positiivsuspiirkondade leidmise
votet. Saame, et 1. tingimus on rahuldatud, kui

x>% ja x < —1.

2. tingimus nouab, et x> 3.
3. tingimus, et 4x—12#1,s. t. x# 31

Antud funktsiooni madramispiirkonnad teeme kindlaks arvtelje
abil (joon. 74).

413

[ T

o

T T

-1 0 1 2 335 4
Joon. 74.

4

Ulesande lahendiks on seega
<3 gia >34

Funktsiooni méaaramispiirkonna késitlemisel puutume kokku
vdaga paljude funktsmomdega Et vaadeldav kiisimus holmab
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aga iildse koiki funktsioone, siis on otstarbekas tutvustada funkt- -
siooni méadramispiirkonna moistet kasutades funktsiooni iildist
tahistusviisi.

Nii nimetame funktsiooni f(x) méaramispiirkonnaks koigi
nende x viirtuste hulka, mille-korral on vdimalik leida f(x)-le
vastavat vaartust.

Korvuti funktsiooni méaramispiirkonna {ilesannetega voiks
lahendada iilesandeid ka funktsiooni muutumispiirkonna kohta.
See annaks hea voimaluse korrata trigonomeetrilisi funktsioone.

*

Funktsionaalse soltuvuse siistemaatiline kursus on iiles ehita-
tud nii, et ta algab iildise teemaga — funktsionaalse soltuvuse
idee selgitamisega, mille alusel defineeritakse iiksikuid funktsioone.
Samuti 16peb see kursus iildise teemaga — funktsiooni maaramis-
piirkonna leidmisega, mis loob hea vdimaluse koigi siistemaati-
lises kursuses vaatluse all olnud funktsioonide kordamiseks.

Uksikute funktsioonide késitlemisel on rohutatud funktsiooni
omaduste selgitamise vajadust tema graafikule tuginedes. Funkt-
sionaalse soltuvuse idee on seda kursust siduvaks moisteks. See
idee liidab sellesse kursusesse mitmeid kiisimusi, milliseid seni
on kisitletud isoleeritult omaette teemadena. Sellisteks kiisimus-
teks on nditeks aritmeetiline ja geomeetriline progressioon, mis on
seostatud vastavalt lineaarse ja eksponentfunktsiooniga voi
lineaarne ja ruutvorratus, milledega tutvutakse lineaarse ja ruut-
funktsiooni késitlemisel.

Funktsionaalse soltuvuse siistemaatilise kursuse iilesandeks on
anda ettevalmistus funktsioonide uurimisvahendite — piirvdartuse
ja tuletise ning samuti integraali tundmadppimiseks. Olles pohja-
likult tutvunud funktsionaalse sdltuvuse siistemaatilises kursuses
esitatud funktsioonidega, on oOpilased varustatud kiillaldaste eel-
teadmistega nimetatud teemade juurde asumiseks.

Oleks ju moeldav kasitleda funktsionaalse soltuvuse siistemaa-
tilises kursuses eraldi pikemalt ka murdratsionaalset funktsiooni.
See osutuks isegi vajalikuks, kui seataks eesmirgiks tutvustada
loomulikku logaritmi, sest tema tuletis avaldub murdratsionaalse
funktsioonina. Seda ei ole aga kdesolevas raamatus eesmérgiks
seatud, kuna loomulik logaritm etendab enam tédhtsat osa mate-
maatilise analiiiisi teoreetilistes mottearendustes. Viimaste esita-
mise kohaks peaks siiski jddma korgema dppeasutuse auditoorium,
mitte aga keskkooli klass.



PIIRVAARTUS

I. PIIRVAARTUSE MOISTE KASITLEMINE

Piirvaartuse moiste tutvustamine on alati olnud iiks raskemaid
iilesandeid koolimatemaatikas. Seda on tinginud peamiselt kiisi-
muse olemuse uudsus, késitlemiseks ettendahtud aja vdhesus ja piir-
vadrtusealaste teadmiste vidhene rakendamine. Seoses tuletise ja
integraali moiste sissetoomisega keskkooli matemaatika programmi
suureneb nii piirvdartuse moiste kui ka tema rakenduste osataht-
sus. Ka tundide arvu peaks olema voimalik programmi iimber-
korraldamise teel vajalikul maéral suurendada. Aine uudsusest
tingitud raskuste iiletamiseks tuleb aga otsida vahendeid metoo-
dika valdkonnast.

Piirvddrtuse moiste kdsitlemiseks koolis on soovitatud mitmeid
teid. Koige otstarbekamaks tuleb neist pidada kasitlust, mis hol-
mab jargmisi solmkiisimusi: R :

1) tokestamatult kasvavad suurused,

2) tokestamatult kahanevad suurused,

3) kindlale arvule (#0) ldhenevad suurused, -

4) funktsiooni piirvaartus. -

Nende kiisimuste kdsitlemist tuleks alustada jaava ja muutuva
suuruse erinevuse rohutamisega. Seda voiks teha arvteljel, kus
jddvale suurusele vastab kindel punkt, muutuvale suurusele aga
mooda arvtelge liikuv punkt. Veelgi elavama ettekujutuse loomi-
seks voib vajaduse korral kindlaid punkte vaadelda kilomeetri-
postidena ja liikuvat punkti sdidukina maanteel.

Tolgendades suuruse muutumist liikumisena,
saame alati suuruse muutumisega seotud prob-

leeme interpreteerida liikumise iilesannete
kaudu.

1. Tokestamatult kasvavad suurused

Tokestamatult kasvavate suuruste tutvustamist voiks alustada
naidetest, nagu Maa poolt tiirlemisel iimber Piikese labitava tee
pikkus voi kolmnurga kiilgede pikkuste kasvamine aluse vastastipu
kaugenemisel mooda alusega paralleelset sirget (joon. 20). Tokes-
tamatult kasvavate suuruste olemuse selgitamiseks tuleks jallegi
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kasutada arvtelge, kuhu kantakse ldbitud tee voi kolmnurga kiilje
pikkused. Kuna arvteljel kujutatavate 16ikude 16pp-punktid jarjest
kaugenevad, siis on ilmne, et meil on tegemist tokestamatult kas-
vava suurusega. Kui kaugele alguspunktist ei piiiitaks ka toket
ette seada, ikka iiletavad vaadeldava muutuva suuruse vaartus-
tele vastavate l6ikude 16pp-punktid teatud véirtusele vastavast
pikkusest alates selle tokke.

Opilaste tdhelepanu tuleb muidugi juhtida ka asjaolule, et
tokestamatu kasvamine voib toimuda tadpselt samuti negatiivses
suunas.

Et jargnevas kursuses tuleb veel mitmel korral kokku puu-
tuda tokestamata kasvamise juhuga, siis on ilmselt vajalik anda
keskkoolis ka tokestamatult kasvavate suuruste definitsioon. Nai-
detele tuginedes joutaksegi selleni.

Olgu muutuva suuruse X vddrtused tdhistatud
x-ga ja kuitahes suur positiivne arv M-ga. Kui
teatud muutumiskohast alates saab ja edaspidi-
ses muutumises ka jaéb

xI>M,

siis on X tokestamatult kasvav suurus.

Kui eelnenud naiteid on selgitatud toodud definitsioonile vasta-
valt, siis voib arvata, et opilased voiksid jouda selle definitsiooni
sonastamiseni ka ise, olgugi et nende poolt antud definitsioon hol-
mab vaib-olla ainult neid suurusi, mis kasvavad positiivses suunas.

On iseendast moistetav, et tokestamatult kasvavate suuruste
kisitlemise raames tuleb iiksikasjalisemalt peatuda ka Iopma-
tuse siimboli © juures. .

Tuleb muidugi meeles pidada, et Iopmatuse siimbol ei
vidljenda konkreetset arvu, vaid osutab ainult muutuva
suuruse muutumise iseloomule, s.t. tema tokestamatule kasvami-
sele. Seepirast on lopmatuse siimbolit vaja kisitleda ettevaatli-
kult, et mitte viga teha.

Olles tutvunud lopmatuse siimboliga, voetakse see kasutusele
ka tokestamatult kasvava suuruse markimiseks. Kui planeedi poolt
ldbitava tee pikkus tdhistada s-ga ja kolmnurga kiilje pikkusi
AC, ja BC,, siis nende tokestamatut kasvamist mérgitakse niiiid

S—)OO N ACn,-_)oo ja BCn-—)OO

2. Tokestamatult kahanevad suurused
Tokestamatult kahanevate suuruste késitlemisele voib asuda

alles siis, kui on téielikult omandatud tokestamatult kasvava suu-
ruse moiste, eriti tokestamata kasvamise moiste negatiivses suu-
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nas. Just siin voib tekkida dpilastel raskusi, sest mittekiillaldase
ettevalmistuse korral ajavad nad segi tokestamata kahanemise
tokestamata kasvamisega negatiivses suunas.

Tokestamatult kahanevate suuruste tutvustamise meetoditest
voib soovitada kahte.

Kui tugineda tokestamatult kasvava suuruse definitsioonile,
siis osutub selle pohjal voimalikuks piistitada kiisimust niisuguste
suuruste olemasolu kohta, millede vaartused jarjest kahanevad
ja saavad vidiksemaks igast kuitahes vidikesest etteantud positiiv-
sest arvust. Et niisuguseid suurusi on olemas, seda on voimalik
selgitada sellesama kolmnurga néite juures, kus vaadeldi tokesta-
matult kasvavaid suurusi. Nimelt osutuvad piistitatud tingimust
rahuldavateks suurusteks nurgad a ja y. .

Niisuguseid suurusi nimetatakse vastavalt nende muutumise’
iseloomule tokestamatult kahanevateks suurus-
teks ning antakse definitsioon analoogiliselt tokestamatult kas-
vava suuruse definitsiooniga.

Olgy muutuva suuruse X vaartused tédhista-
tud xga ja e kuitahes vdike positiivne arv. Kui
teatud muutumiskohast alates saab ja edas-
pidises muutumises ka jaab

Feli<s,

siis X on tokestamatult kahanev suurus.

Teine tee tokestamatult kahanevate 'suuruste tutvustamiseks
langeks iihte tokestamatult kasvavate suuruste kisitlemisega. Vaa-
deldakse niiteid ja selgitatakse nendele tuginedes suuruste muu-
tumise iseloomu. Lopuks joutakse selgusele, et kui vdikese posi-
tiivse arvu me ka ei valiks, olgu see 0,01 voi 0,000001 voi veelgi
viiksem, ja kui muutuva suuruse absoluutvddrtused on oma tea-
tud muutumise kohast alates eranditult koik sellest etteantud
arvust vdiksemad, siis see muutuv suurus on tokestamatult kaha-
nev. Sellele tihelepanekule tuginedes defineeritakse tokestamatult
kahanev suurus.

Analoogiliselt tokestamatult kasvavate suuruste tdhistusviisile
voetakse kasutusele ka tokestamatult kahanevate suuruste tédhista-
* mine kujul

Xi—> 0,
Kolmnurga néite puhul voiksime kirjutada
et SO | e, g 0.
Koos tokestamatult kahanevate suurustega tuleks késitleda
ka tokestamatult kahanevat geomeetrilist progressiooni. Kuigi

vastava summa valemi tuletamine voiks toimuda veidi hiljem, siis,
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kui ollakse tutvunud funktsiooni piirvdartuse moistega, oleks
siiski otstarbekas vaadelda siin iilesandeid, kus muutuva suuruse
véadrtuste jada esitab tokestamatult kahanevat geomeetrilist prog-
ressiooni. Oleks moeldav ka vaadeldava progressiooni liikmetele
vastavate pikkuste konstrueerimine geomeetriliselt. Nii voiks nai-
teks progressiooni

Sehicp, Wt ol ag e ST g

liikmeid konstrueerida nii, nagu on nédidatud joonisel 75.

Joon. 75.

3. Kindlale arvule (7 0) lihenevad suurused

Pérast tokestamatult kasvavate ja tokestamatult kahanevate
suuruste vaatlemist kerkib iseendast kiisimus niisuguste muutu-
vate suuruste olemasolu kohta, millede vdartused ldhenevad min-
gile kindlale nullist erinevale arvule. Konkreetsete nédidetena voiks
siin vaadelda vasktraadi pikkuse muutumist temperatuuri 1dhene-
misel 0°-le, vee ruumala muutumist temperatuuri ldhenemisel
4°C-le, ténavalaternale ldheneva inimese varju pikkuse muutu-
mist jne. Eespool toodud kolmnurga néite puhul ldheneb nurk
B 180°-le.

Vaatluse all olevat kiisimust selgitatakse analoogiliselt eelmiste
juhtude puhul teostatud arutlustega. Siin voetakse kasutusele ka
eelmiste juhtudega analoogiline tahistusviis

A,
mis kolmnurga ndite puhul avaldub kujul
p— 180°.
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Omaette huvitavaks kiisimuseks kujuneb antud juhul definit-
siooni sonastamine. Osutub, et eelmistel juhtudel kasutatud sonas-
tus ei ole mehhaaniliselt iilekantav, sest arvud, milledele muutu-
vate suuruste vddrtused ldhenevad, on iildiselt erinevad. Varsti
joutakse aga selgusele iildises omaduses ja nimelt:

kui vahe muutuva suuruse vaartuste ja tea-
tud konstandi vahel osutub tokestamatult kaha-
nevaks suuruseks, siis see muutuv suurus on
kindlale arvule ldhenev suurus. y

kSee ongi loplikule védartusele ldhenevate suuruste definitsioo-
niks.

Kogu aine kasitlus muutuva suuruse muutumise iseloomu uuri-
mise kohta peab teostuma nii, et opilasil ei jadks véidra ettekuju-
tust, nagu piirdukski muutuvate suuruste hulk tokestamatult kas-
vavate, tokestamatult kahanevate ja 1oplikule vadrtusele 1dhenevate
suurustega. Tuleb ikka ja jdlle rohutada, et senivaadeldud juhud
h6lmavad ainult teatud kindla muutumisiseloomuga suurusi. See
iseloom avaldub nende tokestamatus kasvamises, tokestamatus
kahanemises vo6i 1oplikule védartusele lahenemises. Peale nende lei-
dub aga kiillaldaselt veel teisi muutuvaid suurusi, milledel see
iseloomulik omadus puudub. Taolisi naiteid leidub aga rikkalikult,
néditeks kellapendli poolt moodustatud nurk oma tasakaaluasendi
suhtes, veepinna korgus joes voi jarves, siinusfunktsioon jne.

4. Funktsiooni piirvaartus

Kui hakata ldhemalt vaatlema eelmistes punktides kasitletud
nditeid, siis osutub, et koigis neis on vaadeldud mingi
funktsiooni vddrtuste muutumist, mida pohjus-
tas tema argumendi vddrtuste muutumine. Esita-
tud kolmnurga niites (joon. 20) oli argumendiks 16igu CC, pik-
kus, mis tokestamatult kasvas. Seetottu oleks digem saadud tule-
mused iiles kirjutada jargmiselt:

kui CC,— oo, siis AC,— o0;
kui CC,— oo, siis BC,—> oo}
kui CC,— oo, siis B,— 180°%
kui CC,— oo, siis an— 0%
kui CC,— oo, siis y,— 0°.

Niiiid opitakse tundma ka piirvdartuse tahist — lim. JKuna
vaadeldavas ndites on viimasel kolmel juhul piirvdartus olemas,
siis voib piirvdartuse tdhist kasutades kirjutada

-
lim a, =0 lim Bn = 180° lim y,=0°.
€Cp—> 00 “¢cp, —> o0  €Cp—> 00
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Esimesel kahel juhul aga piirvaartust pole, sest need on tokesta-
matu kasvamise juhtumid, kus muutuva suuruse védartused kasva-
vad iile iga méaadra. Et aga piirprotsesside iilesmérkimiseks kasu-
tataks iihtset markimisviisi, siis on kokku lepitud tdhistada ka
neid juhte lim margi abil, kusjuures piirvdadrtuse puudumist tokes-
tamatu kasvamise korral tdahistab 1opmatuse siimbol:

lim AC, =; lim BC,=o0.
€Cp—> o CCp—> 0O

Funktsiooni piirvddartuse leidmist valmistatakse ette
argumendi ja funktsiooni védidrtuspaaride tabeli koostamisega.
Seejuures ei tule piirduda ainult nende juhtudega, kus argu-
ment osutub tokestamatult kasvavaks suuruseks, vaid tuleb kisit-
leda ka niisuguseid juhte, kus argument ldheneb mingile 16pli-
kule védirtusele. Kui funktsiooni védartused neis tabeleis ldhene-
vad mingile kindlale arvule, siis on tdendone, et vaadeldaval
funktsioonil on etteantud argumendi muutumisviisi kohaselt piir-
véddrtus olemas.

Funktsiooni piirvaartuse defineerimisel koolis voib tugineda
kindlale arvule (#0) ldhenevate suuruste definitsioonile, mis
sisuliselt kehtib ka tokestamatult kahanevate suuruste korral, ja
nimelt, et kui funktsioonil on piirvdartus olemas, siis muutuva
suuruse vadrtuste ja piirvddartuse vahe absoluutvdartus saab
vidiksemaks igast kuitahes vidikesest etteantud positiivsest arvust,
s. t. on samuti tokestamatult kahanev, suurus.

Nii voiks"funktsiooni piirvdaartust defineerida jargmiselt:

arvu b nimetatakse funktsiooni piirviartuseks argumendi ette-
antud muutumisviisi korral (x 2> a, x >c0), kui funktsiooni vas-
tavate vdirtuste ja arvu b vahe absoluutvdirtus osutub tokesta-
matult kahanevaks suuruseks.

Piirvdartuse lausetest on kooli kursuses vajalikud ainult
‘'moned {iiksikud, nagu néditeks laused summa, vahe, korrutise ja
jagatise piirvddrtuse kohta. Need laused tuleks aga lugeda keh-
tivaiks tuginedes intuitsioonile.

Kisitledes naiteks lauset summa piirvdartuse kohta

lim [f (x) + g (x)]= lim f (x)+ lim g (x),

X—>a X—>a X—>a

veendume selle valemi kehtivuses rea ndidete juures, leides eraldi
piirvddrtused kummalegi liidetavale ja nende summale.
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II. PIIRVAARTUSE RAKENDUSI

1. Ringjoone pikkuse ja ringi pindala valemi tuletamine

Tuletades geomeetria kursuses ringjoone - pikkuse ja ringi
pindala valemit, teeb seal Opilastele suuremaid raskusi piirile
iileminek. Kahtlemata on kahest néitest liiga vahe selleks, et
omandada selget arusaamist piirile ldhenemisest. Kui aga
algebra kursuses tutvustatakse eelnevalt funkt-
siooni piirvdartuse moistet, siis kergendaks
see tunduvalt nende geomeetriliste problee-
mide moistmist, kus kasutatakse piirprotsesse.

Ringjoone pikkuse ja ringi pindala valemi tuletamine voiks
toimuda lithidalt jargmiselt. ‘

a) Ringjoone pikkus

Et korraparase hulknurga tipud asetsevad koik vordsel kau-
gusel hulknurga keskpunktist, siis saab 14bi selle hulknurga tip-
pude joonestada ringjoone.

Tuginedes joonisele 76, voime
kirjutada

PRI .
9 = Ssin S -

Korrutades vorduse molemad poo-
led n-ga, saame

Vorduse paremal poolel oleva
avaldise piirvdartuse madrame intui-
tiivselt mittetdieliku induktsiooni
abil. '

Andes n-le véartusi

3,46, 2724,

. 360° S
saame n-sin — - vaartustena vastavalt

280:. 3: 310 31 3. 14 -

\
See - piirvdartus avaldub ilmselt irratsionaalarvuna, mille
tahistusena voetaksegi kasutusele m.
Et piirvaadrtusé f

lim (n - as)
n— oo

kaudu avaldubki ringjoone pikkus ¢, siis
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360°
c=1lim (n-a,)=I1lim (2r n-sin 5 ),
n— oo n— oo 4

kust
Cinr,
b) Ringi pindala

Tuginedes joonisele 76, voime vialja kirjutada ringi sisse joo-
nestatud korraparase n-nurga pindala

¥2 5 - 360°
S,,:n--f-sm s

Teisendades saame

r2 360° 360°
Sp=7 -n-2-sin 5 - €COS ——.

Et ringi pindala

S'Em'S;;,
n—oo

S = nr2

siis

Kui arvestada seda, et ringjoone pikkuse valem on juba tule-
tatud, siis voib viimast mottekdiku veelgi lithendada.

.Teades, et korrapdarase hulknurga pindala avaldub tema
iimbermoodu ja apoteemi poole korrutisena, voime kirjutada

—(n-an)
Bk
Se=hm'S,,
n—>oo
siis
S=Ilim (n- a,,) ———hm (n-ay) -lim %’z
n.—> co n—>oo n—>oo

r
Gl sl Ly
== 2fur g == qr,

Ringi pindala valemij voiks tuletada ka tuginedes arutlusele,
mida kasutatakse seoses koverjoonse trapetsi pindala valemi tule-
tamisega integraali tutvustamisel.

Vastav tuletuskdik kulgeks siis jargmiselt.

Joonestame koordinaatteljestikus ringjoone, mille keskpunkt
asetseb koordinaatide alguses (joon. 77). Ringi pindala maddrami-
seks kasutatakse ringi iiht veerandit e. kvadranti. Kvadrandi
pindala tiikeldatakse ristkiilikuteks. Saadud ristkiilikute pind-

136



Joon. 77. =

alade summa on vordne ristkiilikuga, mille aluseks on ringi raa-
dius r ja korguseks jaotusristkiilikute korguste aritmeetiline
keskmine h,, kus n on jaotusristkiilikute arv. Kui koverjoonsete
trapetsite esialgseks laiuseks on nditeks 2 cm, siis niiiid voetakse

nende laiuseks 1 cm ja% cm. Neil juhtudel suureneb n, rist-

kiilikute pindalade summa vaheneb ja koos sellega viheneb ka
korgus h,.

Ringi kvadrandi pindala saame ristkiilikute pindalade summa
piirvdartusena. Viimane avaldub aga raadiuse r ja® korguse ha
alammaira korrutisena. Seega

1 5
?S =7F1im B
n—>00

_Tahistades lim h,—h, saame, et ringi pindala
n—>oo

S=4h-r.

Niiiid voetakse vaatluse alla teised antud ringiga kontsentri-
lised ringid, mille raadiused on antud ringi raadiusest mingi arv
korda suuremad. Tiikeldades &k korda pikema ' raadiusega ringi
ithe kvadrandi & korda laiemate ribadega kui esialgses ringis,
siis ribade arv tuleb niisama suur kui enne. Ristkiilikute korgused
suurenevad aga k korda ja seega ka korguse h. alammair h
suureneb k& korda. Seega jadb korguse h, alammaéaidra h suhe raa-
diusse muutumatuks, s. o.
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H :r—const.

Seda suhet tidhistatakse 42 -ga. Seega

h = or

FSE

ja ringi pindala
S ==igtr?,

n lahisvaartuste leidmiseks tuleks aga kasutada jooniseid.

2. Lopmatult kahaneva geomeetrilise progressiooni summa
valemi tuletamine

Siin oleks paras koht ka 1opmatult kahaneva geo-
meetrilise progressiooni summa moiste selgitami-
seks. Metoodilisest seisukohast ldhtudes on soovitav enne selle
summa defineerimist tutvustada lopmatult kahaneva geomeet-
rilise progressiooni jarjestikulistele liikmetele vastavate pikkuste
graafilisi konstruktsioone. Uks selline ndide on toodud joonisel 78.

[ B

81 L—1———

a 1 + ;2 aJ '4"844

Joon. 78.

Selle joonise abil saab selgeks ka piirvadrtuse olemasolu, mil-
lele 16pmatult kahaneva geomeetrilise progressiooni liikmete osa-
summad jéarjest ldhenevad. Kasutades kolmnurkade sarnasust,
on voimalik seda piirvdartust avaldada esimese liikme ja teguri
kaudu. Nii saame

§ S—a,
a, aqg ’
kust
a,
& g

138



Lopmatult kahaneva geomeetrilise progressiooni summa
valem tuleb aga kindlasti leida ka funktsiooni piirvaartusena,
lahtudes 16pliku geomeetrilise progressiooni summa valemist

S LT S
BRI g1 T gl g—1" ‘ 2

Tahistades tokestamatult kahaneva geomeetrilise progres-
siooni summa tdhega S, saame

nd
S = lim Sn_llm——l—hm s
n —>coo n—o0? n—o0 9
Bt a;—>0, kui n— oo, siis g

TN

lim =0
n—>00
ja

S=12
iy

3. Piirvaartuste rakendamine kehade pindalade ja ruumalade
valemite tuletamisel

a) Silindri kilgpindala ja ruumala

Silindri kiilgpindala all mois-
tetakse silindri sisse joonesta-
tud korraparase piistprisma kiilg-
pindala piirvaartust, kui prisma
kiilgservade arv  tokestamatult
kasvab.

Olgu silindrisse joonestatud
korrapdrane n-nurkne prisma, :
mille pohiserv on a,, pohja apo- 4
teem k&, ja korgus A (joon. 79).
Selle prisma kiilgpindala

‘s

L e

7 ~
Sk (prisma) = * Qg * h. P \\'
Et %
n a”
Sk (sitindery = 1im S prisma) , £
n —oo Joon. 79.

139

“~



siis
Sk (sitindery = lim (7 -a@,- h)=1im(n - a,)- lim h.

n— oo n—>oo a2 o0

Esimene tegur esitab ringjoone pikkust, s. t. silindri pohja
‘iumbermootu ¢, teine tegur on prisma korgus h ja seega ka
silindri korgus. Niisiis,

: Sk (sitinder) = € - h.

-

Silindri tédispindala Si(snisgery =— S+ 2S,. Et S, on ringi
pindala, siis :

St (silinder) =— == -+ 21‘[!‘2
kus r on silindri pohja raadius. Et ¢= 2ar, siis
St (sitindgery = 2mrh + 2qr? = 2nr (h +1).

Silindri ruumala valemi tuletamisel kasutatakse analoogilist
mottekdiku.

V sitindery= 1im V(prisma )

n—>00
ja siit
h h
V (siiinder) = lim ‘n a,- 2) h=Ilim(n-a,) -limk, - lim g=C-r-5°
n— oo n—co n—>00 n—> o0

Et “57 on silindri pohja pindala Sp, siis
V (sitindery = Sp - ht
b) Pﬁr.‘amiidi ruumala

- Kui soovitakse piiramiidi ruumala valemit tuletada piirvaar-
tuse abil, siis tuleb eelneyalt tuletada valem

124224324 —Hn 1)2 ﬂgﬂgzﬂ_

Seda tehakse tavaliselt matemaatilise induktsiooni meetodi abil.
Piiramiidi ruumala valemi tuletamine voiks toimuda jargmiselt.

Jagame piiramiidi korguse h n vordseks osaks (joon. 80).
Labi jaotuspunktide paneme tasapinnad paralleelselt piiramiidi
pohjaga. Nende tasapindade ja piiramiidi I6ikejoonteks saame
hulknurgad. Kujundades niiiid piiramiidi sisse prismad, mille
pohjadeks on need hulknurgad, saame piiramiidi ruumala ldhen-
dina n— 1 prisma ruumala summa, kusjuures iga prisma Kkor-
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Joon. 80.

guseks on%. Kui 1oikepindalad tédhistada vastavalt ff«ihtedega
S, S, ..., Sp-y, siis piiramiidi ruumala

Vi ’.i'; (Si+S2+...4 Sn).

Piiramiidi pohjaga paralleelsete 1oigete omaduse pohjal

h\? 2h\? (n—1)AJ
Si_ (_TE) Sy (;) 3 4 Sa—1 Yy [ n ]
3';'— h2 S_p— L R Sp = 2 -
Siit
12 22 —1)2
31=S,,-;2; Szzsp-;z; Sk yaomiad c=Sp (nrﬂ ) i
Seega
S h Sh g b5 j
A S e R

=% (=2 —3)-
141



Defineerides piramiidi ruumala nende prismade ruumalade
summa piirvddrtusena, voime kirjutada

V= lim [%"(1-%)(2_35)] :S%" i R

n— oo 3
¢c) Koonuse kiilgpindala ja ruumala

Koonuse kiilgpindala defineeritakse koonusesse joonestatud
korrapdrase piiramiidi kiilgpindala piirvdartusena, kui piiramiidi
kiilgservade arv piiramatult kasvab.

% \

Joon. 81.

Olgu koonusesse joonestatud korraparane n-nurkne piira-
miid, mille pohiserv on a., pohja apoteem k,, kiilgtahu apoteem
b, ja korgus h (joon. 81). Korraparase n-nurkse piiramiidi kiilg-
pindala on

Sk (piiramiia) =1 a"é bn
Et
Sk (koonusy = lim S (puiramiia) »
n—>o0
siis .

3 b
Se (koonus) — lim [3" «(n- a,.) ] .
n— oo
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Et lim b,=1 ja lim (n-a.)= ¢, kus [ on koonuse moodustaja ja ¢
n—oo n—oo
koonuse pohja iimbermoot, siis

l
Sk (koonus) =— 5" *

Koonuse tdispindala saadakse kiilgpindala ja pohja pindala
liitmisel. Et koonuse pohjaks on ring raadiusega r, siis

l ;
St (koonus) — i c + nr?

ja. et ¢ —2nr," siis
St (koonusy=nrl+ nr2=mnr (1 4 r).

Koonuse ruumala defineeritakse koonusesse joonestatud kor-
raparase piiramiidi ruumala piirvadrtusena, kui piiramiidi kiilg-
servade arv piiramatult kasvab. |

Toodud andmete kohaselt

V(koonus) = lim V(pairamiid)
n—oo
{ 34 : ‘
ne-a h
V( piiramiid) =— 2 s kn LI

siis
‘/(koonus):“m [_(15_ (n'an)'kn'h]-:g ser A
n—oo :

Bt £=2nr, sis

1
V(koonus) ="3‘ J‘(fzh.

Piirvddrtuse moistet saab aga koonuse ruumala valemi tule-
tamiseks kasutada ka nii, nagu seda tehti piiramiidi ruumala
valemi tuletamisel.

Selleks jagame koonuse korguse h n vordseks osaks (joon. 82).
Libi saadud jaotuspunktide paneme tasapinnad paralleelselt
koonuse pohjaga. Koonuse ja tasapindade loigeteks on ringid.
Neile ringidele ehitame silindrid. Viimaste summa on aga koo-
nuse ruumala ligikaudseks véirtuseks. Kui silindrite pohjadeks
olevate ringide raadiused tdhistada vastavalt tdhtedega ry, 1o, .. .,
71, siis koonuse ruumala \

Vak (et . 4ard ).
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S o el e <

Joon. 82..

Et ka koonuse pohjaga paralleelsete loigete juures -kehtib
omadus, et 16ike pindala ja pohja pindala suhtuvad nagu vas- -
tavate korguste ruudud, siis tdhistades koonuse pohja raadiuse
tdhega r, voime kirjutada

ﬁ—i%_)’. “%_(27;,)2 -nri_lz[(n—l)h]’z‘

n
=7 Sy YR e T Tevatey | e SRR KRR e
Siit
2 2 2
A=ty fen i il =5 1)
Seega
h r2 wr2h  (n—1)ns (2n—1)
R s P o ) e e
Et :
: nwr2h 1 1
V—ﬂ_{;moo[T(‘f';)(Q H1E
siis
nrh
& Lo i
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d) Kera ruumala

Kera ruumala voib defineerida temasse joonestatud silindrite
ruumalade summa piirvaartusena (joon. 83). \
Poolkera ruumala valemi tuletamiseks jagatakse raadius r

[ n vordseks osaks. Iga silindri korgus on seega % Silindrite poh-
jade raadiused olgu ry, ry, ..., ra-y.

Joon. 83. i

Poolkerasse kujutatud silindrite ruumalade summa on
V=24 13+-..+7_).

Kuna téisnurkse kolmnurga hiipotenuusile tommatud kor-
gus on keskmine vordeline kaatetite projektsioonidega hiipote-
nuusil, siis voime kirjutada

r r 2r
r';’:;(Qr—,T); r§=2.;—(2r—; iy P
=(n—1)-r[2r_(n~l)-_r]

n n

ehk
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Asendades saadud tulemused V, avaldisse, saame
”~
Vi Z 2 f oot o (m— ) | R

—Leterer . fe—nf)=%[2. Fi=w—1)-
oy W T

n 6 n
Et poolkera ruumala V=lim V,, siis
n_,co
Ve=limarsft — 1 — (1 22— 2= (1—% R

n—0o0
Terve kera ruumala oleks seega

2V==%— mur3.

e) Kera pindala

Kera pindala valemi tuletamine voiks olla moningal méaral
sarnane ringjoone pikkuse valemi tuletamisega. Seal kujutasime
ringjoone sisse hulknurga .ja selle kiillgede arvu tokestamatu kas-
vamise kaudu joudsime ringjoone pikkuseni.

Kera puhul on otstarbekas vaadelda kera piiratuna monest
hulktahukast. Kera pindala defineerime aga selle hulktahuka pind-
ala piirvdartusena, kui tema tahkude arv tokestamatult kasvab,
nii et sealjuures koikide tahkude pindalad ldhenevad nullile.

On ilmne, et kera iimbritseva hulktahuka ruumala on suurem
antud kera ruumalast, kuid teiselt poolt vdiksem selle kera ruum-
alast, mille keskpunkt asetseb antud kera keskpunktis ja mille
raadiuse pikkuse mairab keskpunktist koige kaugemal asuv hulk-
tahuka tipp. ;

Olgu antud kera raadius r ja hulktahuka {imber kujundatud
kera raadius 7 d. Seega d on hulktahuka kaugeima tipu kaugus
kera pinnast. Tahistades hulktahuka ruumala W-ga, voime kir-
jutada, eeldades, et tunneme kera ruumala valemit

ran < W< g a(rta)e.

-

Ruumala W on vaadeldav koigi nende piiramiidide ruumalade
summana, mille pohjadeks on hulktahuka tahud ja korguseks
nende tahkude kaugus antud kera keskpunktist, s.o. antud kera
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raadius. Téhistades hulktahuka tahkude pindalad tahtedega
Sy, Sy, ..., S, voime kirjutada :

W=1% (Si+S:+...+Sa).

Kera pindala S on definitsiooni kohaselt sulgudes oleva
summa piirvaartus, s. t.

Sl Bt 480
n-— o

S,— 0 (iga n puhul)

Kui n— oo, nii et S, 0, siis peab ka d 20 ja seega, tuginedes
toodud vorratuste reale, saame avaldada hulktahuka ruumala piir-
vadrtuse

; 4

lim W= 5 zr®
n—>00
S,— 0 (iga n puhul)

Siit ilmneb, et kera pindala definitsioon on 6ige, sest hulkta-
huka pinna poolt piiratud keha ruumala piirvddrtus on vordne
antud kera ruumalaga.

Kera pindala valemini jouame sel teel, et arvestame asjaolu

limW=1lim 3 (Si+S:+. +Se)= 5-S.
n —>oo n—> oo i
Sy 20 . S;—0

(iga n puhul) (iga n puhul)

Seega peab kehtima vordus

-

S >

W)~

’5‘1"3"-—‘

ja siit :
Se=4nrd



TULETIS

I. TULETISE MOISTE KASITLEMINE

1. Tuletise definitsioon

Tuletise moiste selgitamist on otstarbekas alustada vastava
geomeetrilise tolgenduse, kovera puutuja tousu kaudu.

Koigepealt meenutatakse lineaarse funktsiooni késitlemisel
tundma opitud omadust funktsiooni ja argumendi juurdekasvude
suhte jadvuse kohta. Graafikul esitas see suhe sirge tousu. Siis
tuletatakse meelde funktsionaalse soltuvuse siistemaatilises kursu-
ses opitut, et mittelineaarsete funktsioonide korral esitab suhe I’:—z

vastava kovera koolu tousu. Seega ei iseloomusta siin funktsiooni
ja argumendi juurdekasvude suhe g-i’ enam otseselt vaadeldava
funktsiooni kasvamist voi kahanemist, vaid tema keskmist kasva-
mist voi kahanemist vahemiku Ax ulatuses.. Seetottu nimeta-

taksesuhet% vastava kovera keskmiseks tou-

suks vahemikus Ax. Et see suhe esitas ka argumendi iithiku
kohta tulevat funktsiooni muutu, siis tolgendati teda samuti funkt-
siooni muutumise keskmise kiirusena vahemikus Ax. Funktsioonide
uurimiseks ei piisa ainult funktsiooni muutumise keskmise kiiruse
.~ teadmisest, vaid osutub vajalikuks méaarata ka funktsiooni muutu-
mise kiirust teatud kindla argumendi vaartuse puhul. See Kkiisi-
musseade viibki piirprotsessi rakendamise kaudu avaldise
lim 2%
Ax — 0 8%

juurde. Niiiid vajab selgitamist, mida esitab see piirvdartus geo-
meetrilises interpretatsioonis. Jooniselt 84 nahtub, et

—~ —tana.

Ay
Ax

Kui Ax vaheneb, siis koolu AB otspunkt B laheneb punktile 4,
kool AB laheneb punktis A tommatud puutujale ja nurk a 1dheneb
nurgale B.
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Arutluse tulemusena joutakse veendumusele, et vaadeldav piir-
vaartus esitab kovera puutuja tousu

» Ay
1 —~ —tan §.
AxlElO Ax ¥
Yy
B<
> 49
7«
0 AX
i x
Joon. 84.

Sellega joutakse kovera puutuja moiste juurde. Uksikasjalikult
tuleks peatuda puutuja {ildmoiste juures, et korvaldada vaararva-
must, nagu oleks puutuja niisugune sirge, millel on koveraga
ainult iiks ithine punkt. Kovera puutuja defineerime jargmiselt:

kovera puutuja on piirsirge, millele ldhe-
neb koolsirge, kui koolu iiks otspunktidest
tokestamatult laheneb teisele.

Jargnevaks iilesandeks on tutvustada vaadeldava piirvaartuse
laia rakendatavust. Kasutades niiteid mitteiihtlase liikumise kohta,
joutakse keha liikumise keskmise ja hetkelise kiiruse
avaldamiseni. Vahepealse astmena tuleb siin pidada otstarbekaks
ka ositi iihtlase liikumise tutvustamist mitteiihtlase liitkumise 1dhen-
dajana. Pirast -otseseid liikumisnditeid tuleks oOpilasi tutvustada
mitteiihtlaselt kulgevate nahtustega. Eriti tuleks juhtida opilaste
tahelepanu asjaolule, et ka siin avaldub hetkeline kiirus piirvéértu-
sena lim 22 . Vastavate niidetena vdiks tutvustada nurkkiirust,

Kx -0 Ax .
keha soojusmahtuvust, keemilise reaktsiooni kiirust jne. Nii néi-
teks on keha poorlemisél iimber telje poorlemisnurk @ aja funkt-

sioon
e=F(t).
A g = 3 M i A - : Ag
A esitab siis keskmist nurkkiirust ajavahemikus Af ja lim AL
At—0

hetkelist nurkkiirust. :
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Keha soojendamiseks vajalik soojushulk Q on temperatuuri
funktsioon

Q=j(8). g

%g on keha soojuse keskmine juurdekasv ajaiihiku jooksul ehk,

“teisiti, keha keskmine soojusmahtuvus keha soojendamisel tempe-

tatuurilt ® kuni temperatuurini 8 4 A®; lim
A8 =0

AQ
Ag 0N keha soojus-
mahtuvus antud temperatuuril 6.

Keemilises reaktsioonis laguneva aine hulk M on aja funkt-
sioon

M=j(?).
Suhe AA_t e51tab keemilise reaktsiooni keskmist kiirust ajavahe-

mikus Af ja lim keemlllse reaktsiooni knrust ajamomendil ¢.

At—0 At
Seega on kisitletaval piirvdartusel suur tahtsus nii matemaa

tikas kui ka tema rakendusaladel, mistottu piirvadrtusele lim

Ax—)OA
on antud ka eri nimetus — funktsiooni tuletis — ja
tema jaoks on loodud eritdhistus: y’.

Funktsiooni tuletist defineeritakse tavaliselt tema arvutamise
eeskirjast lahtudes:

funktsiooni tuletis on funktsiooni juurde-
kasvu ja ‘argumendi juurdekasvu suhte piir-
vaartus, kui argumendi juurdekasv ldheneb
nullile.

Defineerides keskkoolis funktsiooni tuletist, ei tohi jatta rohu-
tamata, et olgu funktsiooniks x, sinx voi moni muu funktsioon,
ikka peab jddma domineerivaks idee: funktsiooni tuletis on tema
muutumise kiirus. Arvestades toodud mérkust, oleks ostarbekam
defineerida funktsiooni tuletist koolis jargmises sonastuses:

funktsiooni f(x) tuletis on nditaja, mis iseloomustab antud
funktsiooni f(x) muutumise kiirust ning ta avaldub funktsiooni
juurdekasvu ja argumendi juurdekasvu suhte piirvaartusena, kui
argumendi juurdekasv tokestamatult kahaneb.

-
2. Funktsiooni tuletise leidmine

Vastavalt tuletise definitsioonile leitakse antud funktsiooni
y=f(x) tuletis kindla skeemi kohaselt. Nii tuleb

1) anda argumendile juurdekasv Ax, mille tulemusena funkt-
sioon saab juurdekasvu Ay;
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2) avaldada Ay, kusjuures y asendatakse f(x)-ga;
3) jagatakse vorduse molemad pooled Ax-ga;

3 % Ay

4) leitakse lim —=.
Ax—)OAx

a) Konstandi tuletis

Olgu y=c. Kui mingile argumendi vaartusele x anda juurde-
kasv Ax, siis funktsiooni juurdekasv Ay on ikka 0. Seetottu

| B8 ‘
Ax_Ax'_O
~jaka
: Ay ’
lim = =0; y'=0.
Ax 20 %
b) Argumendi tuletis
Olgu y==x.

1) y+ Ay=x+ Ax;
2) Ay=x-+}+ Ax—x;

Mg
3)Ax_—]'
4) lim 2L=1; y=1.

Ax—>0

¢) Summa tuletis

Olgu y=u(x)-+4v(x).
1) y+ Ay=u(x+ Ax)+ v(x+-Ax);
2) Ay=u(x+ Ax)+v(x+ Ax)—u(x)—v(x);
3) é!_u(x+Ax)—u(x) +v(x+Ax)—v(x) :

Ax i Ax Ax ;
Ay : Au 2 Av ’ ’
| — 41 — =u v 3
R e tx‘EOAx (£)+ v’ ()

Yy =u'(x)+ v (x).

4) lim
Ax—0

d) Korrutise tuletis

Olgu y=u(x)-v(x).

1) y+ Ay = u(x+ Ax)-0(x +- Ax);
2) Ay=u(x+ Ax)-v(x+ Ax)— u(x)- v (x);
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Selleks et pdrast Ax-ga jagamist saaksime funktsioonide u(x)
ja v(x) muutumise keskmised kiirused, lahutame ja liidame
u(x)-v(x-+ Ax), saame

Ay=u(x+ Ax)-v(x+ Ax)—u(x)-v(x+ Ax)+
- u(x)- 0 (x4 Ax) — u(x)- v(x);

3) ———v(x Ax)- ”———(x"'Ax) ““')_I_ u(x)- w.

3

4) lim ﬁ;—l\m v(x+ Ax) hm A" +11m u(x) lim g—" =
Ax =0 Ax—0 =08 Ax—>0 ;Ax—>08*
s LSTE TE
Yy =u'(x)-v(x)+ 0" (x)- u(x).

e) c-f(x) tuletis

Olgu y=c-[(x).
~ Korrutise tuletise valemi pohjal

Yy =c-f(x).

f) Astmefunktsiooni tuletis

O 1 =—1¢
Vaatleme antud funktsiooni korrutisena x-x, siis korrutise
tuletise valemi pohjal

Yi=x+x=2x §=2.
galgn g =%
Vaatleme antud funktsiooni )allegl korrutisena x?-x, siis
Yiem 20 ok v X8 32 g == 388
3 Olgu y=2x*
Vaatleme ka seda funktsiooni korrutisena x3-x, siis
Y =322 sl A ==4x Y =4

4° Olgu y==x"
Et :
(2 ==0x
ja
(x%) =3x2,
siis oletatakse, et
(x*)’ =nx"—1,
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See vordus véetakée eelduseks ning toestatakse, et
(1)’ = (n+ 1)x".

Toestus tugineb varem tundma opitud korrutise tuletise vale-
mile ja kulgeb lithidalt jargmiselt.
Et
x'n+l —x". x,
siis

ehk

(xn+])l: (xn)/_x+xn 'xl
(xu+l)I:n . xn—1 ,x+ x" -1

Siit on aga ilmne, et

(x* 1) =(n 1)x*.

g) Jagatise tuletis

Olgu y— “i‘;

Esitame selle kujus u(x)=—=y-v(x) ning leiame funktsiooni
y-v(x) tuletise. Rakendades korrutise tuletise leidmise valemit,
voime kirjutada '

' w(x)=y -v(x)+y-v'(x).
Et meid tegelikult huvitab ¢/, siis avaldame selle:

r_W(x)—y-0(x)
v(x)

B
u(x)

u(x)

Asetades niiiid y asemele ning korrutades lugejat ja nime-

tajat v(x)-ga, saame

W) <o (0) —u(0) ()
Y =" hmP

h) Negatiivse astendajaga astmefunktsiooni
tuletis
5 Olgu Yy=—x", kusn=—m, s.t. y—=x"m.
Et x—"'=x]? , siis tuletise leidmiseks rakendame jagatise tuletise
valemit

—mxm—1 _°
y’: xom = — mx—M—l_
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Kuna — m==n, siis

5=t nx"1,

s. t. saime sama tulemuse, mis punktis g.

i) Vx tuletis
Olgu y= vV x.
Rakendame tuletise leidmiseks iildist eeskirja.
1) y+Ay=vVx+ Ax;

2) Ay=Vx+ Ax — Vx;
3) A — Vr+Ar—Vx _

A¥ Ax
_ Vx+Ax—Vx __ (Vx+Ax—Vx) (Vi+Ax+Vx)
- Ax 55 AX (Vx+Ax+ Vx) i
X+Ax—x st 1

T Ax(VA+Ax+Vx)  Vi+Ax+Vx '

d Ay : 1 oy ox
4) l]m =~ — lim e
Ax—)OAx Ax—0 VX+AX+VX' 2V
1
’-—
. 2Vx

Leitud tuletisi rakendatakse mitmesuguste {ilesannete

damisel. Korvuti harjutusiilesannetega:
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leida antud funktsiooni tuletis,

lahendatakse ka {ilesandeid:

leida funktsiooni muutumise kiirus antud kohal

vOi

leida funktsiooni graafiku puutuja tous antud kohal.

3. Trigonomeetriliste funktsioonide tuletised

lahen-

Siinus- ja koosinusfunktsioonil on suur tahtsus vonkumisliiku-
miste uurimisel. Kuna vonkumisliikumised leiavad kasitlemist ka
kooli fiilisika kursuses, siis on loomulik leida samuti siinus- ja
koosinusfunktsiooni tuletise avaldised. Selleks on aga vajalik
tunda piirvaartust

“ sinx
lim —= =1.
x—>0




- Sellele tulemusele voiks jouda juba piirvdartuste késitlemise juu-

res, kuid arvestades asjaolu, et piirvdaartus lim ﬂ}ﬁ jaab seal
x =0

rakendamata, siin on tema tundmine aga vahetult vajalik, siis

tuleb eelistada selle piirvddrtuse tuletamist “trigonomeetriliste

sin x

funktsioonide tuletiste kasitlemise eel. Piirvaartuse lim tule-

X =>4
tamiseks kasutatakse kolmest avaldisest koosnevat vorratuste-
rida, kusjuures vorreldavateks suurusteks on kas joonloikude
pikkused voi pindalade suurused. Tuleb eelistada viimaseid, sest
sel juhul on vorreldavate suuruste suurusjdrjestus eriti selgelt
nahtav (joon. 85). . :

Mottekiik ise toimuks liihidalt jarg- £
miselt.
Et

Ssapc<S 2 apc<Sas aDE,
siis ka
AD - BC AD - x AD - DE
e i
Jagades viimast vorratuste rida

- -8 ja asendades BC—=sinx ija

DE — tan x, saame : 4

sin x<x<tan x.

o = Joon. 85.
Jagame niiiid saadud vorratuste rea

sin x-ga. Et meid huvitab" juht, kus -
x =0, siis sin x>0 ja vorratuse margid jddvad samapidisteks:

V& i_< _1_

sinx cos x

Vottes saadud avaldiste poordvdartused, muutuvad vorratuse
margid vastupidisteks:

sinx

 fa g >Cos X.

Siit, kui x — 0, siis cos x = 1 ja jarelikult

lim sinx_l
e—>0 *

Leiame niiiid trigonomeetriliste funktsioonide tuletised.
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a) sinx tuletis

Olgu y =sin x.

Tuletise leidmise eeskirja kohaselt
1) y+ Ay=sin(x + Ax); :
2) Ay =sin(x + Ax)—sin x=

=2sinéf-cos(x+A2—" 2

2
. Ax g
Sill =~
e A_X).
a) 15 = ax cos(x—{—2 ;
2
Sin ="
. Ay & < Ax Y
4). lim = =lim -hmcos(x-l———):l-cosx;
Ax—0 Ax Ax—0 A2-’£ Ax—0 2
Yy’ =—cos x.
b) cosx tuletis
Olgu y = cos x.

1) y-+ Ay = cos(x + Ax);

2) Ay:cos(x+Ax)—cosx:—2sin%’—-sin'(x-l-‘;&};
A o B RE BE)eis s
3)/§f=— s -sm(x—}——f);
2

e iyl
sin —

4) lim 2 — _lim -1imsin(x+%x—)=—sinx;
Ax—0 Ax—0 _23‘. Ax—0

Yy = —sinx.

c) tan x tuletis
Olgu y =tanzx, s.t. yzjz)r;i

Rakendades jagatise tuletise valemit, leiame

1
cos?x’

oy =

7o costxbsindtx il
¥ 50 o iabe cos? x
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d) cot x tuletis

Dlgu y=——cot X st (s:?:; :

Rakendades jagatise tuletise valemit, leiame

,  —sin2x—cos?x 1 3 1

. dagge sin? x cedmar o PRt Suninetr e

II. FUNKTSIOONI TULETISE RAKENDUSI

1. Funktsiooni kdigu uurimine tuletise abil

Tuginedes asjaolule, et funktsiooni tuletis iseloomustab funkt-
siooni muutumise kiirust, jareldub sellest, et kasvava funktsiooni
muutumise kiirus on positiivne, s.t. >0, kahaneva funktsiooni
kiirus negatiivne, s. t. ¥’<0. Funktsiooni maksimum- ja miinimum-
kohad defineeritakse aga kohtadena, kus funktsiooni kasvamine
ldheb iile kahanemisele, ja vastupidi, kus kahanemine lidheb iile
kasvamisele, s.t. kus ¥’ =0. Siin on 6ige koht meelde tuletada
ruutfunktsiooni kéasitlemise juures teostatud maksimaalsete ja
minimaalsete vaartuste leldmlst ruuttrinoomist tdisruudu eralda-
mise teel.

Kui funktsionaalse soltuvuse siistemaatilises kursuses leiti
parabooli haripunkti koordinaadid tdisruudu eraldamise teel, siis
niiiid, arvestades asjaolu, et haripunkt on parabooli ekstremaalne
punkt, voib tema koordinaate leida tuletise abil. Nii néditeks lei-
takse niiiid parabooli y = 2x2 — 4x 4 3 haripunkti koordinaadid
jargmiselt.

Funktsiooni tuletise

y =4x —4

vordsustamisel nulliga leitakse ekstreemumpunkti abstsiss

4 —4=0; x=1

Saadud védartuse asetamisega funktsiooni avaldlsse leltakse eks-
treemumpunkti ordinaat -

y=2-12—4-14+3=1/

Seega on haripunktiks punkt H(1; 1). ‘

Vaatleme, kuidas uurida monda konkreetset funktsiooni.

Ruutfunktsmom néditeks y=——>5x24 12x —4 uurimine voiks
toimuda jargmise skeemi kohaselt.

157



1) Haripunkti koordinaadid (ekstreemumpunkt)
y=—10x+4 12;

1

—10x 4+ 12=0; x—14; y=37.

2) Kasvamise ja kahanemise piirkonnad.
Et x2 kordaja on negatiivne, siis parabooli harud avanevad
allapoole ja jérelikult:

kui x<1l

5 siis y on kasvav;

e 1 4%
kui x>l§ , siis y on kahanev.

3) Loikepunktid x-teljega

% —5x2 4+ 12x — 4 =0;
.y n=2 n=-.

341 4) Positiivsus- ja negatiivsus-
5 2 .
piirkonnad:

kui x< 2 voi x>2, siis y<0

kui = <x<2, siis y>0.

? Uurimistulemustele tuginedes

5 2 skitseeritakse ka vastav graafik
0 P I  (joon. 86).

5 Moeldav on siin uurida ka

selliseid kuupfunktsioone, mille
vabaliige on 0, sest ainult neil
juhtudel oskavad opilased leida
kuupfunktsiooni nullkohti.

Toome naite.

Olgu iilesandeks uurida funkt-
siooni y = x®— 3,5x%2 4 2x.
\ Leiame algul tema ekstree-
mumpunktid. Selleks vordsustame
funktsiooni tuletise 0-ga.

y=3x2—Tx+2;

: 3x2 —7x +2=0.

1
Saathe'iv;'&=2,‘Xy= 3 -

Joon. 86.
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Et siin ruutliikme kordaja on positiivne, siis
y >0, kui x< 3 ja kui x>2;
y' <0, kui 3 LR

Antud funktsxoon on seega kasvav, kui x< & ]a x>2 ning

kahanev, km <x<2 J

Sellest jareldub et antud funktsioonil on kohal x ='%— maksi-

mum ja kohal x =2 miinimum.
Funktsiooni nullkohtade leidmiseks tuleb lahendada vorrand

x3 —3,5x%2 4 2x== 0.
Et antud vorrandi vasak pool lahutub tegureiks

o x(x? — 35x -+ 2)=—0,
siis Xy = 0.

Coj~at
N ¢

-~

Joon. 87.
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Vorrandi x> — 3,56x+ 2 =0 lahenditeks on
1~06, x2=29.
Seega on antud funktsiooni nullkohtadeks

Yie=D o X ==00; Xy =29

Teades, et funktsioonil on kohal xz% maksimum ja kohal

x=2 miinimum, voime kohe véalja kirjutada, et antud funktsioon
on positiivne, kui 0<x<0,6 ja kui x>2,9, ning negatiivne, kui x<<0
ja kui 0,6<x<2,9.
Saadud uurimistulemustele .tuginedes on antud funktsiooni
~ graalfik kergesti skitseeritav (joon. 87).

2. Ekstreemumiilesandeid

Funktsiooni tuletise huvitavamaid rakendusvoimalusi pakuvad
ekstreemumiilesanded. Need tuleks valida ,voimalikult reaalse
sisuga, nagu nditeks kandetalade mootmete suhte madramine suu-
rima kandetugevuse puhul, etteantud mahuga karbi valmistamine
voimalikult vdiksema materjalikuluga, mitmesuguste liikumis-
viiside valik kiireimaks sihtkohta joudmiseks jne. Olgu siin too-
dud naiteks moned iilesanded.

a) Missugused tulevad valida liitri mootmed, et tema valmis-
tamiseks kuluks minimaalne hulk plekki.

Et liiter on silindrikujuline ja iihe pohjaga, siis tema valmis-
tamiseks kulub plekki

y = 2nrh + nr2(dm?).
Saadud avaldises esineb kaks muutuvat suurust. Et iithest neist
vabaneda, kasutame dra valmistatava liitri teadaoleva mahu.
nr2h — 1 (dm?®),

kust

1
h =—3.
Asetades esialgsesse avaldisse h ase-

mele saadud®avaldise, saame
h 3
y=—,+ nr2
Niiiid
Yy =— 2 -+ 2nr
Joon. 88. 72 :
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-

Ekstremaalse védédrtuse saamiseks vordsustame tuletise nulliga
— 2 o =0,

kust

Bt

siis

AR
h=l‘ﬂ=l/1_

n kg

Seega kulub liitri valmistamiseks koige vahem plekki siis,
kui :

3
v e W l/% ~0,68 (dm).

Vajab veel selgitamist, et saadud andmete korral on mater-
jali vajadus toepoolest minimaalne. Selleks tuleks votta moned
teised r ja h vddrtused ja arvutada pindala, niidates seega, et
sel juhul kulub rohkem materjali.

~ Kui nditeks r=1, siis h = % ja pindala

- y=2n-%—|—n=2—{—nz5,2(dm2).

Saadud ekstreﬁaalsete vaartuste korral

3 3 3
y:2nV;’2 +n‘/;:§ - 3:1:|/,—:i ~44 (dm?).

b) Ristkiilikukujulise pohipinnaga maja vdilisseinte ehitami-
seks on planeeritud teatud kogus materjali, millest piisab 64 meetri
pikkuse etteantud paksuse ja korgusega vilisseina ehitamiseks.
Missugused tuleks valida maja pohipinna mootmed, et vilis-
seinaga osutuks piiratuks suurim vdimalik pindala?

Olgu maja valisseina paksuseks mdiidratud a m. Maja sees-

mine pikkus olgu x ja laius y meetrit. Ulesande tingimuse koha-
selt on
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2x + 2y -+ 4a = 64;
x4+ y—+ 2a=—32.
y Meid huvitab kiisimus, millal
vl S= Xy
i on maksimaalne. i
a Esitame pindala {hemuutuja-
T funktsioonina, kasutades esimest
Joon. 89. seost

S =x(32—2a —x).
Leiame niiiid selle funktsiooni tuletise
§'=32—2a—2x.
Ekstreemumi maaramiseks vorrutame tuletise nulliga

32—2a—2x=0,
kust .

Et

x =16 — a.

y=32—2a—Xx,
siis
y=16—a.

Et saadud x ja y vidirtustel on vilisseinaga piiratud suurim
voimalik pindala, selles veendutakse, nagu eelmises iilesandeski,
mond teist voimalikku védartuspaari kasutades.

¢) Kuidas tuleks saagida d cm libimooduga palgist tala, et
tema kandetugevus oleks suurim?

Tala kandetugevus on vordeline tema ristloike laiusega ja
korguse ruudugg, s.t.

P= kxylz.
Ei
P=d>—x2,
siis
P = kx(d? — x?).

Leiame 'Euletise
P’ = k(d?2 — 3x2)

ja vordsustame saadud avaldise nulliga

k(d2 — 3x2)=0,
kust
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a
X ==

Vs’
Niiiid leiame y.
a2 2
S Rt = % d%
4 pEE y d
_dv2
V3
Moodustades suhte
X X o
7
g i Joon. 90.
B Vg 8. T
%X TR B!

Seega peavad tala ristloike mootmed (korgus ja laius) suurima
kandetugevuse korral suhtuma nagu 7:5.

3. Newtoni meetod vorrandi ligikaudsete lahendite
tipsustamiseks

Kooli algebra kursuses késitletakse pohjalikult lineaar- ja
ruutvorrandit. Harva on késitletud ka kolmanda astme vorran-
deid ja tuletatud Cardano valemid. Viimaste kisitlemisel
pole erilist vdartust, sest teoreetilisest kiiljest pole Cardano vale-
mid iildistatavad, arvutustehnilisest kiiljest on nad aga raskesti
rakendatavad. Oleks otstarbekam anda opilastele
kdtte palju voimsam ja viddrtuslikum vahend,
s.o. vorranditele ligikaudsete lahendite leid-
mise meetod. See osutub voimalikuks, kui keskkooli mate- "
maatika programm sisaldab tuletise moistet. Newtoni votte
tutvustamine vorrandite ligikaudsete lahendite leidmiseks annaks
opilastele iihelt poolt tohusa vahendi korgemat jirku vorrandite
lahendamiseks ja teiselt poolt esitaks suurepirast funktsiooni
tuletise rakendamise voimalust. Loomulikult peaks siin Newtoni
votte tutvustamine tuginema graafilisele esitusele.

Olgu antud funktsioon

y=f(x).

Meid huvitab selle funktsiooni nullkoht, s.t. me seame ees-
mérgiks leida niisugtine x véartus xo, kus funktsiooni f(x) graafik
loikab x-telge ja kus seetottu

f(x0)=0.
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Joon. 91.

Koigepealt maiarame kindlaks otsitava lahendi ligikaudse
vaartuse x; kas graafikult voi proovimise teel. Siis tdpne lahend

Xo=x11a,

kus a on parandus, mis néditab ligikaudse lahendi erinevust tap-
sest lahendist. :

Moodustagu punktist P; koverale tommatud puutuja x-telje
positiivse suunaga nurga a;. Selle puutuja tous

Re= f’(x1)= tan .

Jooniselt 91 nideme, et puutuja ja x-telje 16ikepunkt maa-
rab meie vorrandi lahendile juba parema ligikaudse vaar-
tuse x,.

Ulesandeks on niiiid méiirata x, analiiiitiliselt esimese ldhendi
x; kaudu. Graafikult pole otstarbekohane méérata x;, sest
sealt modtes ei ole vdimalik saada enam kiillaldast tapsust.
Joonisel esitatud kolmnurgast saame kirjutada

1) tan(180° — ).
1

Xg—
Siit
I _ tap g
Xo— Xy 2
ehk
f(x1) RS
o2 it f(xl)y
kust
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f(x1)

: Xo =X )" !
Tépselt samuti leiame edasi, et
R ;"'((Z)) ;
Uldiselt
R _l_f(x,,_l) ;
n 1T )

Koolis ei tohiks olla vajadust leida ldhendeid enam kui x3-ni,
mis annab juba kiillaldase arvu tédpseid numbreid kiimnendkoh-
tades. Oigeteks loe#akse seal muidugi ainult need kiimnendkohad,
- mis langevad kokku x, kiimnendkohtadega.

Olgu antud iilesandeks leida lahend vorrandile

X3 — x—-5=0.

Esimese ldhendi saamiseks otsitavale lahendile kontrollime,
missuguste tdisarvude vahel peab sellel vorrandil lahend olema:

TR siis X3 —x—5=—5
kui-x=2, siis X3 —x—5=1

Seega iiks lahend on 1 ja 2 vahel.
Vottes x; =2, leiame x, Newtoni valemi abil.
Et

[(x)=x®—x2_5,
siis
f(x)=3x2—1.
Seega

FEe fx) &
x2_xl_'f/(xll) ‘—-—2_ 11 ~ 1,909

Edasi leiame x; ja x4

X5 = 1,909 — g_%g ~ 1,909 — 0,005 — 1,904

2004 g%;’g ~ 1,904 — 0,0002 ~ 1,904.

Saadud tulemuse pohjal oleme veendunud, et lahendis saadud
kohad kuni tuhandendikeni on diged.
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4. Vea valem

Uheks pohilisemaks maisteks koolimatemaatikas peab kuju-
nema vea moiste, millel on suur tdhtsus tdppisteadustes ja
tehnikas.

Vea hindamise kiisimustega peaksid opilased kokku puu-
tuma juba varakult pikkuste ja nurkade mootmise puhul. Kaudse
mootmistulemuse viga vajaks selgitamist ruudu, ristkiiliku ja
kolmnurga pindala suuruse mairamisel. Uldise vea valémi
saab aga esitada alles tuletise moiste abil. j

Teatavasti on lim 4= f'(x) ja seega, kui Ax on kiillalt véike,

Ax—)OAx
voime lugeda
% )
AY 5
Ax Nf (x)»

.~

kust
Ar=—j (x)=Ax,

mis esitabki praktiliselt kasutatava valemi vea hindamiseks.

Ka vea moiste selgitamisel tuleb tugineda graafilisele
kujutamisele. Nagu jooniselt 92 ndeme, esitab Ay funktsiooni
juurdekasvu kuni funktsiooni graafikuni, ["(x)Ax aga kuni puutu-
jani, mis on tommatud kohal x. Vea ligikaudne avaldis saab nime-
tuse funktsiooni diferentsiaal. Seega

dy=["(x)Ax
ja kui
y ==X,

]
y=f(~'/ »
AX x

o IR

Joon. 92.
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“siis
dx—=IAX,

mistottu kirjutataksegi dy = [’ (x)dx.

Diferentsiaali moiste on aga sillaks tuletise ja integraali moiste
vahel.

Vea valemit kasutatakse peamiselt mootmissaadusest tuletatud
suuruste vaartuste usaldatavuse hindamisel ja mootmiste planee-
rimisel.

Olgu siinkohal esitatud kaks ndidet vea valemi rakendamise
kohta. *

a) Nii naiteks, kui ruudu kiilje pikkuse x mooGtmisel tehtud
, viga on Ax, siis vea valemi pohjal saame ruudu pindala veaga
AS =~ 2x - Ax.

b) Vea valemi abil saame néiteks madarata, kui kaugelt tuleks
moota torni korgust, et tulemuse viga oleks voimalikult vaike.

oty —

Joon. 93.

Asugu vaatleja tornist d meetri kaugusel ja ndhku ta sealt
torni korgusosa h vaatenurgas a radiaani. Jooniselt nahtub, et

h=d-tana.
Vea valemi pohjal

Ah =~ - Aa.

cos?a
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Et

siis

2h
Ah %m - Aa.

Saadud valemist ilmneb, et viga on seda vdiksem, mida suu-
rem on nimetaja. Viimasel on maksimaalne vdartus, kui a==45°.
Sel juhul

h—d.

Seega on viga viikseim, kui mootmiskaugus on ligikaudu
vordne moodetava torni korgusega.



INTEGRAAL

I. INTEGRAALI MOISTE KASITLEMINE

1. Koverjoonega piiratud tasapinnatﬁi(i pindala leidmise probleem

Ka integraali moiste tutvustamist on soovitav alustada wvas-
tava geomeetrilise ettevalmistusega. Selleks piistitatakse prob-
leem, kuidas moota puulehe, kaardil esitatud jarve, nahatiiki jne.
pindala, kui iikski neist pindaladest ei esita varem tundma opitud
planimeetrilist kujundit. Esimese vahendina nende pindalade suu-
ruse madramiseks -kasutatakse labipaistvat ruutkatikut. -Samuti
kerkib lahendusideena kahtlematult iiles ka arvamus, et ehk on
need pindalad tiikeldatavad tuntud kujundeiks. See on aga ainult
erandjuhtudel nonda.

Joon. 94.

Uhe voimaluse kiisimuse lahendamiseks annab pinna katmine
ristkiilikute vorguga (joon. 94). Kasutades otsitava pindala méaa-
ramisel ainult tervenisti tema sees asuvaid ristkiilikuid, jadvad
arvestamata koverjoonsed kolmnurgakesed. Vaadeldavate pind-
alade suuruse maidramise kiisimus oleks téielikult lahendatud, kui
onnestuks leida meetodit koverjoonse trapetsi pindala
maaramiseks, sest iga koverjoonega piiratud pindala
on jaotatav koverjoonseiks trapetseiks (joon. 95).
Otsitava pindala suuruse ligikaudsed avaldised saame, kui ldhen-
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7

dame koverjoonseid trapetseid kas ristkiilikute, kool- voi puutuja-
trapetsitega. Sel teel joutaksegi nn. ristkiilik- ja trapets-
valemiteni.

\ AT

h e Py

Joon. 95.

2. Koverjoonse trapetsi ldhendamine ristkiiliku voi trapetsiga

Joonisel 96 on esitatud koordinaatteljestikus iiks koverjoonne
trapets, mida on ldhendatud ristkiilikuga, mille iiheks kiiljeks on
trapetsi korgus ja teiseks kiiljeks lithem alus. Tadhistades kover-
joonse trapetsi pindala tihega S ja ristkiiliku pindala tdhega Si,
siis ilmselt

S, < S.

4

Joon. 96.
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Joonisel 97 esntaiud koverjoonne trapets on samuti ldhendatud
ristkiilikuga, kuid selle teiseks kiiljeks on trapetsi pikem alus.
Tahistades selle ristkiiliku pindala tdhega Sg, siis

Sr>S.

7

Joon. 97.

* Joonisel 98 on koverjoonset trapetsit lahendatud hariliku tra-
petsiga. Kui tdhistada hariliku trapetsi pindala tahega Sy, siis
vaadeldaval juhul

S < S.

AY ﬂi\

Joon. 98.
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Joonisel 99 on hariliku trapetsi teine haar k6verjobnse trapetsi
koverjoonse haara puutujaks. Tahistades siin hariliku trapetsi

pindala tdhega Sr, siis ilmselt
37 >8.

0 y=fix

/
#

Joon. 99.

Esitatud joonistelt ilmneb, et kui koverjoonse trapetsi pindalaks
lugeda vastava ristkiiliku voi trapetsi pindala, siis tehakse kiil-
laltki suur viga. Vastavate jooniste abil on aga kergesti néha,
et see viga vaheneb, kui antud koverjoonne trapets jagada mit-
meks koverjoonseks trapetsiks ja neid kitsamaid koverjoonseid
trapetseid ldhendada ristkiiliku voi trapetsiga (joon. 100).

|
4 by

)
A%

Joon. 100.

172



3. 3 mirk

Tiikeldades niiiid antud koverjoonse trapetsi niiteks neljaks
kitsamaks koverjoonseks trapetsiks, saame vastavalt nimetatud
juhtumeile kirjutada

a) S~ (x;—xq) Yo+ (X2 — x1)* Y1 + (%3 — X3): Y2+
+ (x4 — x3) - y3;

b) S~ (x;—x0): y1 + (X2 — x1)- Y2 + (x3 — X2) - Y3 +
+ (x4 — x3)- ys;

__ (ri=x0) (go+91) | (x2—x1) (51+y2) | (Xs—x2) (Y2+Ys)
N T 2 + 2. 2
(xs—x3) (y3+y4) .
| e

(51—x0)yp, | (xa—x1) ~Yp, | (a—X2)yp, | (Xa—X3) - Yp
d) S~ 5 + 3 - 3 + 5 .

Kuna saadud avaldised on kiillalt pikad ja nad véivad muu-
tuda veelgi pikemaks, kui koverjoonsete trapetsite jaotamist tihen-
dada, siis kerkib iiles va]adus nende avaldiste lithemaks kirjuta-

miseks. Seda tehakse = margi abil. Nii e51tatakse saadud sum-
mad jargmiselt:

3
a) S~ Z (Xir1 — Xi) - Yis
=0
3
b) S~ Z (X1 — i) Yir1;
i=0

3
c) S~ Z Cayrd i th)
=0

2 ?

(Xi01— %)y,
d) S~ Z %_
i=0

Avaldiste veelgi suurema lithendamise otstarbel tdhistatakse
Xty — x; = Ax;. Siis esituvad need summad jargmiselt:

: 3
a) S ~ Z Yi- Axi;
=0
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3
b) S~ Z Yir1 + Axi;

FN

3
i+
] S~ Z_ITHI Axg
i=0

3

- Ve
d) S~ '+‘ - Axi.

=0

Tundes neid valemeid voib £ margi abil raskusteta iiles kirju-
tada koverjoonse trapetsi pindala ligikaudsed valemid, kui antud
koverjoonne trapets on jaotatud n kitsamaks kover]oonseks tra-
petsiks:

n—1

a) S~ z Yi- Ax;;
b) S i Z Yiv1 - Axu

Y+
c) Swz i yﬂ A,,
n—l

d) S~ N1 A
i=0

Saadud valemeid kasutatakse sageli koverjoonse trapetsi
pindala arvutamiseks.

4. Ristkiilik- ja trapetsvalemid

Kui antud koverjoonse trapetsi tiikeldamine kitsamateks kover-
joonseteks trapetsiteks toimub nii, et nende koigi korgused on vord-
sed, s. t. et

AXse=Atie=Axn = . O\ = A,

siis nii eespool saadud valemid kui ka arvutused lihtsustuvad.
Tahistades seda konstantset vahet Ax-ga, esituvad valemid "
kujus:

n—1

a) S ~ Ax Z Yi;
i=o
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n—1
b) S~ Ax D) yim;
i=0
n—I1
c) S%% 2 Y+ Yinr);
=0

n—1

d)y S %%x_ ,_=20y"i+1'

Saadud valemitest a) ja b) on tuntud ristkiilikvalemitena,
c) kooltrapetsvalemina ja d) puutujatrapetsvalemina. ~

Kui koverjoonse trapetsi alused on voetud abstsissi vdirtustel
a ja b, siis Ax:b%a.

Sageli osutub otstarbekamaks jaotada antud koverjoonne tra-
pets 2n kitsamaks koverjoonseks trapetsiks, eriti trapetsvalemite
puhul. Nii esituks valem c¢) kujus e

2n—1
b—a
2n§@ﬁwo

S ~
ehk ilma X margita

.
5%2_,1“ Yo+ 2y1 4+ 292+ . . . + 2211+ Yan).

Puutujatrapetsvalemi juures voetakse 2n jaotuse puhul puutu-
jad paarituarvulise indeksiga ordinaatide otspunktides (joon. 101),
siis on iga trapetsi korgus 2 - Ax ja valem d) esitub kujus

by

y’fm ;

Joon. 101.
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ehk
b—a

S~—=(h+ys+ ... +4wm1)

5. Simpsoni valem
Tapsema tulemuse saamiseks esitame joonisel 102 nii kool-
kui ka puutujatrapetsi. ' Silma jargi hinnates voib oletada, et
lahendades koverjoonset trapetsit puutujatrapetsiga teeme vea,

mis on ligikaudu vordne kool- ja puutujatrapetsi vahelise pindala
kolmandikuga. Seega

S~ 1(e) (b —a)+ 5 [[O2@D 5 _a)y_f(c) (6 —a)] =
="2% [f(a)+ 4f () + [ (D))

o/
by ’/‘\S'

o

Joon. 102.

Kui aga koverjoonne trapets on jdlle jaotatud 2n kitsamaks
koverjoonseks trapetsiks, siis kehtib saadud valem ka iga kitsama
trapetsi kohta. Téhistades neid trapetseid jéarjest Sy, S;, Ss, . . .,
San-1 ja eeldades, et nende koigi korgused on vordsed Ax-ga,
voime joonisele 102 tuginedes kirjutada:

2.
S ~Z2E (go+ Ayi +);

Sa~ 2% (g + 4ys -+ ya);
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S5~ £ 'ﬁAx (ys + 445+ ye);

5 B 8 % ° s s s, s e 3 9 9 9 9 8

2:A
32._] =~ —E'f' (yzn—ﬂ + 4y2ﬂ—‘ + yzn)'

Et otsitav pindala on vordne kitsamate koverjoonsete trapet-
site pindalade summaga, siis

2n—1
S =~ Z Si:
=135
=250+ 20t et . F U 4O+ Yae)
-+ Yan)
ehk ¥ margi abil
Ax 2n—2 2n—1
S%T [yo+ 2 Zyi+4 2 Yi + Yonl.
i=24 i=1,3

Saadud valem on tuntud Simpsoni valemi nime all.

6. Koverjoonse trapetsi pindala piirvdartusena

Olles lahendanud iilesandeid koverjoonse trapetsi pindala leid-
mise kohta ligikaudsete valemite abil, kerkib iiles probleem, kas on
voimalik saada ka tdpset valemit koverjoonse trapetsi pindala maa-
ramiseks.

Ringi pindala defineeriti piirvdartuse abily sest teda piiras
koverjoon. Analoogilist votet kasutatakse ka koverjoonse trapetsi
puhul. Tema pindala defineeritakse samuti piirvdartusena. See-
kord voetakse piirvddrtus kitsaid koverjoonseid trapetseid, nn.
elementaartrapetseid ldhendavate ristkiilikute (joon. 103)
summast, kui vaid Ax; —>0. Seega otsitav pindala

n—1

S=lim X m-Ax
n— oo i=0
Ax;—0

n—1

S=1lim D) u-Ax
n—> coi=0
Ax—>0

12 O. Priniis 177



b y=f(z)
A
az;
0| a g
Joon. 103.

7. Koverjoonse trapetsi pindala tuletis

Koverjoonse trapetsi koverjoonne haar esitab mingi funktsiooni
y=f(x) graafikut. Seega ka koverjoonse trapetsi pindala S aval-
dub x funktsioonina. Selle nn. pindfunktsiooni tuletiseks
osutub koverjoonse trapetsi darmine ordinaat

Slye=
ja selle pinna diferentsiaal avaldub kujus
dS =y -dx.

Nendele tulemustele joudmine voiks foimuda jargmiselt.

g
P
i Sy
- y=I

\r‘ . y A8
AxX

0 T X %

Joon. 104.
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Joonise 104 pohjal voib kirjutada, et
y- Ax AS <(y+ Ay)- Ax.
Jagades vorratuse koik pooled Ax-ga, saame
S
y < ﬁ—x <y+Ay.

Kui niiiid Ax— 0, siis ka Ay =0 ja jarelikult

as _,
Ax
Teisiti kirjutatult
lim o y
Ax—08*
ehk
S,x — y.
Et
dS — S,x » dx,
siis
dS — y ;dx.

Kisitletud teoreemist ilmneb, et kGverjoonse trapetsi
pindala suuruse mddramiseks tuleb leida funkt-
sioon, mille tuletiseks on f(x). Seega joutakse eelmi-
ses peatiikis lahendatud {ilesande suhtes poordiilesandele. Antud
tuletisfunktsioonidele tuleb leida algfunktsioon. Seega on
koverjoonse trapetsi pindala madaramiseks tarvis leida funktsioon,
mille tuletis on vordne tema &irordinaadiga.

8. Midramata ja madratud integraal

Algfunktsiooni leidmise kdigus ilmneb tema 16pmata mitmesus.
Olgu néiteks tarvis leida funktsiooni 3x2 algfunktsioon.
On teada, et
{x%)e—=3x2

Samuti on aga ka

(£ 4 1) = 32,

(x®— 100)" = 3x2,
Uldiselt

(8 + ) =32,
kus ¢ on mistahes konstant. Seda 16pmata mitmest algfunktsiooni
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nimetataksegi maddramata integraaliks ja kirjutatakse
kujul ;
Si®dx—=u(x)+c, kus W (x)=f(x).

Kui fikseerida koverjoonse trapetsi lahteordinaat a, siis sellega
on maaratud koverjoonse trapetsi pindala iihese x funktsioonina,

q
~
}fﬂ/
§=3)
a ij 3 X
Joon, 105.

sest niiiid vastab ju igale x viairtusele kindel pindala suurus
(joon. 105). Sel juhul peab seega saadud avaldises ¢-1 olema kin-
del véirtus. Selle viidrtuse maaramiseks kasutame asjaolu, et
koverjoonse trapetsi pindala on 0, kui x=a:

O=u(a)+c,
kust :
c=—u(a).

Kasutades juba tarvitusele voetud integraali mdrki, kirjuta-
fakse saadud tulemus iiles jargmiselt:

S(x)=/(x)dx = u(x)—u(a).

Kui fikseerida ka koverjoonse trapetsi loppordinaat, siis on
koverjoonne trapets iiheselt méératud, tarvitseb vaid viimases
valemis x asendada b-ga (joon. 106). Saame

b
S=[[(x)dx = u(b)—u(a),
kus v’ (x)=f(x). :
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Saadud tulemust nimetatakse Newton-Leibnizi vale-
miks. *

Viimast integraali nimetatakse aga madratud integraa-
liks, kuna siin on maaratud abstsissi vddrtused, mille vahelist
koverjoonse trapetsi pindala avaldatakse.

y

A

y=flz)

Joon. 106.

Et aga teiselt poolt oli koverjoonse trapetsi pindala definee-
ritud piirvddrtusena, siis saadakse mdéaratud integraali definit-
siooniks ;

b 4 n—1
: Si@dr=1tim ) j(x)-Ax

n— oo i=
Ax;—>0

ehk :
n—1
ff(x)dx —1lim D) f(x)- Ax.

n—>00 i—0 ‘
Ax—>0

Integreerimist teostatakse nendest funktsioonidest, mis aval-
dusid tuletistena voi erinevad neist konstantse teguri poolest. Nii
lahendatakse iilesandeid, nagu

fdx; f2xgix; fnx"—‘dx; fcosxdx; ‘/.—ST;,—xdx; jne. ;

vOoi siis
1 ; Qd
[(2x+3x2)dx; f(cosx—}- sin x)dx; f‘v%, jne.
[}] £ 1
3

181



II. INTEGRAALI RAKENDUSI

1. Integraali rakendusi stereomeetria kursuses

Integraali peamiseks rakendusalaks keskkoolis on kehade
ruumalade valemite tuletamine. Seda teostatakse vastavate
integraalsummade leidmise ja Newton-Leibniz’i valemi rakenda-
misega. :

Et stereomeetria kursus ei muutuks tiikeldatuks mitmete eri-
nevate meetodite rakendamise tottu, siis oleks loomulik koiki
stereomeetrias  kisitletavaid kuupimise probleeme kasitleda
integraalarvutuse kiisimuste tsiiklis.

a) Piramiidi ruumala valem

Piiramiid voikski olla kooli matemaatika kursuses esimene
keha, mille ruumala valem tuletatakse integreerimise teel.

Tiikeldades piiramiidi tema pohjaga paralleelsete tasapinda-
dega tiivipiiramiidideks ja ldhendades viimaseid piistprismadega,
saame piiramiidi ruumala esitada ligikaudse summana

V= 28()&)' Ax;
i=1

Piiramiidi ruumala on vordne. selle
summa piirvadrtusega

n
V=lim ), S(x)-Ax,
n—=> o0 i=}
Ax;—>0

mis omakorda on vordne maaratud
integtraaliga

h
Y = S(x)dx.
J

Funktsioon S(x) méiratakse oma-
dusest, et piiramiidi pohja ja pohjaga
paralleelse 16ike pindala suhtuvad nagu

Joon. 107. vastavate korguste ruudud, s.t.
S(x) __x?
Sh - h?

kust
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S(*)=y3 % X2

Piiramiidi ruumala avaldub seega integraalina:

x3h S h3
_1._ = ? —Sp-h
Vr_—_:fh2 x2dx =5 7|, = a2 .3__’;_.

b) Tiivipliramiidi ruumala valem

Analoogiliselt piiramiidi ruumala valemi tuletamisel kasutatud
mottekdigule voime kirjutada, et

ks
V= | S(x)dx
45

Et
Sx) _ &
x2 —hf’
siis
S(x)——h—% x?
0
hy
X
hy
-

Joon. 108.
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Seega
hy
S S
Vt:i—l—;fx2dx:::zz .

lh,

Hy —hi
B

Teisendades saadud tulemust, saame

ha—hy Si(F3+hiho+h)
=, 2

4

Et
: S_%
R o
ehk
Soh? = 8,h2

ning vottes arvesse, et

hy —hy=h,
saame

~ V=2 (S + V5 5ot Si).

c) P6ordkeha ruumala valem

Poordkeha ruumala valemi tuletamine voiks toimuda jéarg-
miselt.

Péorelgu funktsiooni y=f(x) graafik vahemikus a-st b-ni
iimber x-telje (joon. 109). Jaotame saadud poordkeha x-teljega
ristuvate tasapindadega n-osaks ning lahendame iga osa silind-
riga. Nende silindrite ruumalade summa

2 ﬂf2 (x;) Ax,

=1
on poordkeha ruumala ligikaudseks vdartuseks. Péordkeha ruum-
alaks loeme aga selle summa piirvdartust

n

Ve=lim ) af?()Ax.
n—> o0 j=1
Ax;—0
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Joon. 109.

Et selline summa piirvdartus on esitatav méaaratud integraa-
lina, siis

b

V———fnf?(x)dx:nfy?dx. '

a

d) Silindri ruumala valem

Kuna silindri ruumala valemit rakendati poordkeha valemi
tuletamisel, siis tuleb eeldada, et see on saadud juba varem piir-
vaartuse moiste abil (k. 140). Siin on vaid ndidatud leitud po6rd-
keha ruumala valemi rakendamise voimalust ka silindri puhul.

Yy
y=r
r “, \
' h
Y v 3
d
II

Joon. 110.
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Silindri ruumala leidmiseks ndeme jooniselt 110, et
y':"" Xy=10 ja Lo—=—h,

Seega avaldub silindri ruumala integraalina jargmiselt:
h

V== frzdx = narzh.

0
e) Koonuse ruumala valem
Koonuse puhul (joon. 111) on
Y= kx,
kus

k=

SR

Integraali rajad on samad mis eelmisel juhulgi ja seega
koonuse ruumala

h

r2 nr2 k3 1
g < 2 AL 2
V——ﬂfm,xdx_h2 3 =3 arth.
0

Y

Joon. 111.

fy Tiivikoonuse ruumala valem

Tiivikoonuse puhul (joon. 112) on

y=khkx-+b,
kus

__fg—fl
k= h

186



ja
b=f1.

Integraali rajad on jallegi endised. Seega avaldub tiivikoonuse
ruumala jargmiselt:

h

v [ 2 e

Joon. 112.

Et summa integraal on vordne liidetavate integraalide sum-
maga, siis -

__ n(ra— fl)fx'zdx i 25"1('2 ry) fxdx—{—:rzr’ fdx

Avaldades need integraalid, saame

n(ro—r)2 h3 | 2 -~ h2
V:T(fzhzf) '?_'_ nrl(r2 (,) .?—{—nr‘%h_—:

=-’%(r§ —2riry 41} 4 3rr; — 324 3r}) =
:%(r;—‘—fﬂ'z—’-"f).
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g) Kera ruumala valem

Kera (joon. 113) ruufnala valemi tuletamise puhul on

3 Y=r2—x% xXy=—T; Xg=T.
eega

r

Ve=nf (r2—x%)dx = :rrzfdx——n:fx?dx:

2r3 4
A 2 Kb ey AR, 3
— qr?.2r — ;- Rl 1§ g

Joon. 113.

h) Kera segmendi ruumala valem
Kera segmendi. (joon. 114) ruumala valemi saame- jargmiselt:

Py=rt—x% x=r—h; xg=r.

V=n /(’2—x2)dxf=nr2(r——r+h)_u[""’ (r—3h)§]=
r—h

==qrth — 5 (r®— 3+ 3rh —3rh? 4 h¥) ="
= qir’h — nr?h -+ rh? — %~—nh2 (r — —)
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Y

7N
AR

Joon. 114.

i) Kera sektori ruumala valem

Kera sektori ruumala avaldub koonuse ja kera segmendi
ruumalade summana (joon. 115):

] h
stnr_% (r — h)+ nh? (r———g).
Et
r? =r2—(r—h)?,

Yy

\\ 3
=3

Joon. 115.
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siis
V=3 n(r —r2h—r3 4 3rPh — 3rh? - b3 4 3rk? — h%) — 2 murh,
j) Kera kihi ruumala ‘valem

Kera kihi ruumala saame leida kahe segmendi ruumala
vahena (joon. 116), kuid selle voib leida ka integraali abil.

Joon. 116.

Vaadeldes juhtu, kus kera kiht asub tervikuna iihel pool kera
keskpunkti ja tdhistades keskpunkti kauguse temale ldhemast kihi
pohjast a-ga, kihi korguse h-ga ja kihi pohjade raadiused /1 ja
ro-ga, saame

a+h
V (kiht) — f :rt(f2 = x2) dx =

— 0% = nrth —5"— nah (@ h)="5+ 732 — h* — 202 — 2ah) =

__mh3

nh wh (h2 92
=2+ 2+ =25+ +11),

a+h 4

3
arix—a- 5| =arth—g (a4 h)>—
a

kus
ri=r’—a?> ja ri=rl—(a+h)2
Kui iiks kihi pohjadest 1abib kera keskpunkti, siis tuleb integ-
reerida rajades 0-st kuni A-ni (joon. 117). Kui aga kera keskpunkt
asetseb kihi sees, siis tuleb integreerida (—a)-st kuni (A — a)-ni
- (joon. 118). Tulemus jaab ikka samaks.
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-

- -
- e - - -
-~
- -—
- -
T - -

0 — X
Joon. 117.
]
b
2 g’¢I'
X m—
\ \
\ 11
\ \
| \
\ \
\ \
| |
a0 h-g -
|
I
|

-
- o
-——

-~
~

[

Joon, 118.

k) Kera pindala valem

Integraali moiste rakendamine voiks tulla kone alla ka kera
ja tema osade pindalade valemite tuletamisel.

Kera pindala valemi tuletamiseks vaatleme kera poordkehana,
mis tekib poolringi pdorlemisel iimber diameetri. Olgu vaadeldav
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ringjoon iimbritsetud korrapirase puutuja (4n)-nurgaga. Pool-
ringi poorlemisel kujundab iga hulknurga kiilg tiivikoonuse kiilg-
pinna. :

Joonisel 119 kasutatud tahiste kohaselt avaldub {ihe tiivi-
koonuse kiilgpindala jargmiselt:

S(tﬁvikoonus) o J'I?(AC -+ BD) - AB.

VY
A
*SE
K 8
/
al CFoD ®
Joon. 119.

Kasutades trapetsi keskloigu omadust, saame
S(tﬁvikoonus) == 9nEF. AB.

Et
AOEF ~ AABK,
siis
AB _KB
OE~ EF°
Siit
EF . AB—=OE - KB
ja seega

S(tl’ivikoonus) =2mn-O0E - KB.

Kui 16igu KB=CD pikkuse tidhistame Ax; ja OE, mis on
vordne kera raadiusega, tihega r, siis saame

S(tﬁvikoonus) =8 L\ TAD Ax;.
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Kera pindala all moistame tekkinud tiivikoonuste kiilgpind-
alade summa piirvddrtust, kui n—>cc . Nii on kera pindala ligi-
kaudseks vadrtuseks

n
S(kera)N2 2 2nr - Ax;
i=1
ja tapseks vaartuseks ¢

S (keray = lim 2 Z 2nr - A x;.
n— 0 j=1

Saadud summa piirvddrtus on aga esitatav méaratud integraalina.
Nii saame
: ¥

Skera) =2 f 2nrdx=4nrx | — 4nr2.
0 0

1) Kera segmendi pindala valem
Kera segmendi pindala valemi saame, kui integreerime raja-
des (r —h)-st kuni r-ni (joon. 114).

r

S segmenty =/ 2nrdx = 2arx | = 2nr® — 2ur (r — h)= 2xrh.
r—h r—h

m) Kera v006 pindala valem

Kera vo6 pindala valemi saamiseks integreerime kas rajades
a-st kuni (a-+ h)-ni (joon. 116)
a+th a+t+h
Sivos) = f 2nrdx = 2nrx
a

=2nr (a + h)— 2nra = 2nrh

a

voi 0-st A-ni voi (—a)-st (h—a)-ni (vt. kera kihi ruumala valemi
tuletamist), mis viivad samale tulemusele.

2. Integraali teisi rakendusi
Integraali moiste tahtsus suureneb oOpilaste silmis veelgi, kui

esitada moningaid néiteid integraali rakendamisest fiiiisikas ja
tehnikas. Arvutatavate suurustena voiksid kone alla tulla niiteks
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vee surve paisule, allarippuva koie venitus tema oma kaalu mojul,
hooratta hoog jne.

Nende iilesannete puhul seatakse eesmirgiks avaldada otsi-
tava suuruse diferentsiaal, et siis integreerimise teel leida otsitav
suurus.

/

Joon. 120.

Niiteks iilesande puhul miirata vee surve paisule (joon. 120)
vaadeldakse survet P siigavuse x funktsioonina. Avaldatakse rohu
P diferentsiaal

aP =% dx,

kus ! on paisu laius. Oletades, et veepinna korgus paisu kohal
on h, leitakse integreerimise teel P

h
P=/[lxdx— I,
0



KESKKOOLI MATEMAATIKA PROGRAMMIST

4. Mirkusi programmi kohta

Et selgitada, missugustes klassides ja missuguses jarjestuses
funktsionaalse soltuvuse kiisimusi koolis késitleda, selleks on jarg-
nevas esitatud projekt selle aine voimaliku paigutuse kohta kesk-

“kooli matemaatika programmis. Soltuvalt kdesoleva raamatu sisust
holmab see projekt eeskitt kiisimusi, mis on seotud algebra ja
matemaatilise analiilisi algmete Opetamisega. Seetottu on ka tead-
likult projektist vdlja jdetud suurem osa aritmeetika paladest,
samuti geomeetria ja trigonomeetria kiisimused.

Programmi koostamisel on lahtutud veendumusest, et kaas-
aja noudeid kajastav matemaatika programm
ei noua aritmeetika kursuses kunstlikke voij,
nagu neid sageli programmis nimetatakse, kee-
rukamate lilesannete lahendamist. Samuti on arves-
tatud asjaolu, et tdnapédeval ei ole vajadust omis-
tada liiga suurt osatdhtsust harilikele mur-
dudele, sest praktikas kasutatakse pohiliselt
kimnendmurde. Viimastega voiks aga tutvuda juba IV klas-
sis, kdsitledes neid seal kiimnendsiisteemi arvudena.

Toodud seisukohtade arvestamine voimaldaks aritmeetika
kursuse lopetamist pohiliselt juba V klassis.

Algklassides tundmadpitud geomeetrilistele kujunditele tugi-
nevat propedeutilist geomeetria kursust tuleks
alustada V klassis. Selle kursuse jatkamine VI klassis
voimaldaks tundmadpitud ja seal opetatavate pindalade ja ruum-
alade arvutamisel siivendada arvutamise oskust tdisarvude ja
murdudega. Peamist tdhelepanu osutatakse VI klassis juba algebra
kiisimustele. :

Funktsionaalse soltuvuse kiisimuste kdsitle-
miseks vajaliku ettevalmistusega tuleks alus-
tada juba V klassis ndhtuskdikude graafilise
esitamise abil. VI klassis jatkuks see algebraliste avaldiste
vadrtuste kdigu kujutamisega diagrammides. Uksikute so6ltuvus-
tega tutvumine toimuks aga VII ja VIII klassis.

Kuni VIII klassini (incl.) voiks ulatuda ka geomeetria prope-
deutiline kursus, kusjuures tuleb soovitada, et alates
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VII klassist hakataks rakendama ka dedukt-
siooni. VII klassis holmaks see kursus peamiselt geomeetrilisi
konstruktsioone ja kolmnurkade kongruentsust ning VIII klassis
kolmnurkade lahendamist Pythagorase teoreemi ja trigonomeetri-
liste funktsioonide abil.

Kuigi algebra kursuses 6. kuni 8. 6ppeaastani (incl.) on esita-
tavas programmi projektis kiillaltki rohutatud funktsionaalse sol-
tuvuse 'kiisimusi, on seal peaeesmirgina moeldud ikkagi sama-

susteisenduste teostamise ning lineaarsete ja ruutvorrandite koos-.

tamise ja lahendamise oskuse véljakujundamist.

Oleks vajalik, et selline matemaatiline pagas,
nagu see on ette ndhtud esitatavas matemaa-
tika programmi projektis esimese kaheksa klassi
ulatuses, antaks tulevikus koigile kohustus-
liku iildhariduse raames. :

Jdrgnevates klassides (IX—XI) domineerib aga
esitatava projekti kohaselt juba tédielikult
funktsionaalne soltuvus.

Kuna geomeetria kiisimusi saab vastavas propedeutilises kur-
suses nelja oOppeaasta viltel kiasitleda kiillaltki laiaulatuslikult
ning kui suhtuda kriitilisemalt teoreemide valikusse ja vajalikku-
sesse geomeetria (eriti stereomeetria) siistemaatilises kursuses,
siis peaks planimeetria kursus, vélja arvatud ringjoone pikkuse ja
ringi pindala valemi tuletamine, olema labivoetav 9. Gppeaastal.
10. oppeaastal késitletaks stereomeetria pohikiisimusi ja -teoreeme
ning projektsiooniopetust. Kehade ruumalade valemite tuletamine
toimuks aga pédrast integraali moiste kédsitlemist. Trigonomeetria
kursus tuleks paigutada nagu praegugi IX ja X klassi.

. Et kindlustada matemaatika Gpetamises enam iiksikute mate-
maatiliste distsipliinide vastastikust arvestamist ja et enam esile
tosta seost nende vahel, selleks on loobutud esitatavas programmi
projektis iiksikuist matemaatilistest ainetest (aritmeetika, algebra
ja geomeetria) ning seda ainet nimetatakse koigis
klassides ithe nimega — matemaatika. :

Programmi 16pus toodud keskkooli kursuse kordamise peatiikis
tuleks muuhulgas anda: 1) iilevaade arvu moiste laiendamisest
ja tutvustada ka kompleksarvu; 2) lahendada vorrandeid ja tut-
vustada ka juur-, logaritm-, eksponent- ja trigonomeetrilisi vor-
randeid; 3) luua ettekujutus geomeetria aksiomaatilisest iilesehi-
tusest; 4) ndidata funktsionaalse soltuvuse siduvat osa kooli mate-
maatika kursuses.
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2. Kesk(ooli matemaatika programmi projekt

(5.—11. dppeaasta)

V klass
(5 tundi nddalas)

. Tdisarvud ja kimnendmurrud (60 tundi).

Neli pohitehet tdisarvude ja kiimnendmurdudega. Summa, vahe, korrutise ja
jagatise omadused. .

Protsendi moiste. Protsendi leidmine arvust ja arvu leidmine protsendi jargi.
Kahe arvu suhte viljendamine protsentides. Lihtintressi arvutamine.

2. Harilikud murrud (50 tundi).

Lihtmurd, liigmurd, segaarv. )

Murru pohiomadus, murru taandamine ja laiendamine.

Murdude liitmine ja lahutamine. Murdude korrutamine ja jagamine.

Hariliku murru esitamine kiimnendmurruna iihe-, kahe- v0i kolmekohalise
murdosaga. Kiimnendmurru esitamine hariliku murrl.?na.

4, Diagrammid (10 tundi).

Kaardil voi plaanil antud kahe punkti vahelise tegeliku kauguse maaramine.
Arvmoot.

Statistiliste andmete kogumine tabelisse ja nende graafiline kujutamine joon-
16ik-, tulp- ja sektordiagrammidena.

5. Geomeetria propedeutiline kursus (35 tundi).

6. Kordamine (10 tundi).

VI klass
(5 tundi nédalas)

. Geomeetria - propedeutiline kursus ja aritmeetika

kursuse siivendamine (75 tundi).

2. Algebraline avaldis (20 tundi).

Tihe kasutamine arvu tdhisena. Kordaja. Arvu ruut ja kuup. Aste.

Aritmeetiliste iilesannete lahendamine tédhelistel andmetel.

Tiheliste avaldiste vairtuste tabelid; nende viirtuste kdigu diagramm.

Aritmeetiliste tehete seadused. Nende seaduste kasutamine peastarvutamisel.

3. Ratsionaalarvud (20 tundi).

Positiivsed ja negatiivsed arvud, arv null. Arvtelg. Arvu absoluutviértus.
Ratsionaalarvude suurusjarjestus.

Ratsionaalarvude liitmine, lahutamine, korrutamine, jagamine ja naturaal-
arvuga astendamine.

Algebralise avaldise arvuline véirtus temas esinevate tdhtede ratsionaal-
arvuliste vaartuste korral.

4, Uksliikmed ja hulkliikmed (20 tundi).

Uksliige ja hulkliige, Sarnased liikmed, nende koondamine. Uksliikmete liit-
mine, lahutamine, korrutamine ja jagamine. Uksliikme astendamine naturaal-
arvuga. !

Hulkliikme korrutamine ja jagamine iiksliikmega.

5. Hulkliikmete tegureiks lahutamine (20 tundi).

Uhise teguri sulgude ette toomise vote. Rithmitamise vote.

Valemid:

(a+b) (a—b)=a2—-0b%
(axb)2=a?+2ab+b?%
(a+b)3=a®+3a2b+3ab?+ b3
(axb) (a2*+ab+b%) =a®+bd.
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LY
Nende valemite rakendamine hulkliikmete tegureiks lahutamisel ja peast-
arvutamisel.
Hulkliikmete liitmine, lahutamine ja korrutamine.
6. Kordamine (10 tundi).

-

VII klass
(5 tundi nddalas)

d. VI klassi kursuse kordamine (10 tundi).

2. Algebralised murrud (35 tundi).

Algebraline murd. Murru pohiomadus. Murdude taandamine, laiendamine ja
ithenimeliseks teisendamine. .

Alg-/ ja kordarv. Antud arvu tegurid ja kordsed. Suurim iihistegur ja viik-
seim iithiskordne.

Murdude liitmine, lahutamine, korrutamine ja jagamine.

Murru astendamine naturaalarvuga.

3. Graafikud (10 tundi). \

Koordinaatteljestik. Punkti abstsiss ja ordinaat. Antud punkti koordinaatide
leidmine. Punkti asukoha miiramine tema koordinaatide jargi.

Uhtlase ja ositi iihtlase liikumise graafik. Temperatuuri kidigu ja rongi séidu
graafikud. Algebraliste avaldiste numbriliste védirtuste kdigu graafiline kujuta-
mine. /

4. Vordeline ja poordvordeline s6ltuvus (20 tundi).

I Konkreetseid iilesandeid teineteisest vordeliselt séltuvate siiuruste kohta.
Vordelise soltuvuse esitamine valemi, tabeli ja graafiku abil.

Vordelised suurused. Vorde pohiomadus. Vorde tundmatu liikme leidmine.

Konkreetseid iilesandeid teineteisest poordvordeliselt soltuvate suuruste kohta.
Poéordvordelise soltuvuse esitamine valemi, tabeli ja graafiku abil.

5. Lineaarne soltuvus (5 tundi).

Konkreetseid iilesandeid teineteisest lineaarselt soéltuvate suuruste kohta.
Vordeline soltuvus lineaarse soltuvuse erijuhuna. Lineaarse séltuvuse esitamine
valemi, tabeli ja graafiku abil.

6. Lineaarvorrandid (30 tundi).

Samasuse, vorrandi ja vorratuse moiste.

Arvuliste ja tdheliste kordajatega iihe tundmatuga lineaarvorrandite Jahen-
damine.

Tekstiilesannete lahendamine lineaarvorrandite abil.

7. Lineaarvorrandisiisteemid (25 tundi).

Kahe tundmatuga vorrandi lahendite hulk. -

Kahe tundmatuga esimese astme vorrandisiisteemi lahendi graafiline tolgen-
dus.

Arvuliste ja taheliste kordajatega esimese astme vorrandisiisteemide lahen-
damisvotteid. !

Tekstiilesannete lahendamine esimese astme vorrandisiisteemide abil.

8. Geomeetria propedeutiline kursus (20 tundi).

9. Kordamine (10 tundi).

VIII klass
(5 tundi nadalas)
1. Kordamine (10 tundi).

2. Ruutsoltuvus ja selle poore (15 tundi)
Ruutsoltuvus y=x2. Ruutude tabel.
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Ruutsoltuvuse poore y= Vx. Ruutjuurte ligikaudsete vaartu?te leidmine.
Ruutjuurte tabel. ?

Ruutsdltuvus y=ax? tema esitamine tabeli ja graafiku abil. Ruutsdltuvuse
definitsioon.

3. Ruutirratsionaalarv (5 tundi).

Ruutirratsionaalarv, tema ligikaudsed véaartused. Niiteid tehetest irratsionaal-
arvudega. ;

4. Ruutvorrandid (35 tundi).

Mittetéielikud ja tédielikud ruutvorrandid. Ruutvorrandi lahendusvalem, Diskri-
minant. Tekstiilesannete lahendamine ruutvorrandite abil.

Ruutvorrandi lahendite omadused. Teise astme kolmliikme lahutamine line-
aarseiks tegureiks.

5. Teise astme vorrandisiisteemid (15 tundi).

Kahe tundmatuga teise astme vorrandisiisteem, selle graafiline ja analuutl-
line lahendamine (llhtsamatel2 juhtudel). Ruutvorrandl x2+px+g=0 graafiline

y=—x

lahendamine susteemx{y —pr+q abil.

6. Geomeetria ja trigonomeetria propedeutiline kur-
sus (40 tundi).

7. Aritmeetika, algebra ja geomeetria kursuse korda-
mine koos veaarvutuse kiisimustega (45 tundi).

IX klass

(4 tundi néddalas)

. Funktsionaalne s6ltuvus (5 tundi).

Jddvad ja muutuvad suurused. Soltuvuse nditeid meid {imbritsevast elust..
Funktsionaalne soltuvus; selle esitusviisid: valem, tabel ja graafik. Funktsiooni
moiste. Argument. Joone vorrand.

2. Lineaarne funktsioon (25 tundi).

Lineaarne funktsioon; selle pohiomadus. Lineaarse funktsiooni graafik. Sirge:
vorrand tousu ja algordmaadl kaudu.

Lineaarse funktsiooni poérdiunktsioon.

Lineaarse funktsiooni nullkoht. Lineaarse funktsiooni positiivsus- ja nega-
tiivsuspiirkonnad.

Lineaarne vorratus, selle pchiomadused. Lineaarvorratuste siisteem.

Aritmeetiline progressioon; selle iildliige ja liikmete summa.

Lineaarne interpolatsioon.

3. Ruutfunktsioon (15 tundi).

Ruutfunktsioon y=x2 ja selle po6rdfunktsioon.

Funktsioonide y=ax?+4c ja y=ax?>+bx+c uurimine: parabooli nihkumine
koordmaatte]gede suhtes ja tema kuju muutumine; parabooli haripunkti koordi-
naatide médaramine, ruutfunktsiooni ekstremaalse vairtuse leidmine, nullkohtade-
ning positiivsus- ja negatiivsuspiirkondade kindlakstegemine.

Ruutvorratus; selle lahendamine.

4. Astmefunktsioon. Tehted astmetega (10 tundi).

Funktsioonid y=axn, kus n=1, 2, 3 ja 4; nende graafikud.

Naturaalarvulise astendajaga astmed. Korrutise, jagatise ja astme aste. Uhe
ja sama arvu astmete korrutamine ja jagamine.

5. Juurfunktsioon. Tehted juurtega (15 tundi).

Juurfunktsioon kui astmefunktsiooni poordiunktsioon. Funktsioonide y=x*
ja y=x3 poordfunktsioonid ja nende graafikud.

Vordsete juurijatega juurte korrutamine ja jagamine. Korrutise ja murru

! Programmist on teadlikult vilja jdetud ruutjuure leidmise algoritm, kuna
on otstarbekam osutada suuremat tihelepanu tabelitele, mis voimaldaks iihtlasi
tunduvat aja kokkuhoidu.
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juurimine. Juure astendantine. Astme juurimine. Juure taandamine ja laienda-
mine. Juure juurimine. Teguri toomine juurimismirgi ette ja viimine juurimis-
mirgi alla. Murru lugeja v6i nimetaja vabastamine irratsionaalsusest.

Juurvorrandite lahendamise niiteid.

6. Geomeetria ja trigonomeetria (65 tundi).

7. Kordamine (5 tundi).

X klass
(4 tundi nadalas)

1. Eksponent- ja logaritmfunktsioon (15 tundi).

Astendaja 0. Negatiivne astendaja. Murrulise astendajaga astme maiste.

Eksponentfunktsioon, selle graafik ja omadused.

Logaritmiunktsioon kui eksponentfunktsiooni poérdiunktsioon, selle graafik
ja omadused.

Eksponentfunktsiooni graafiku kasutamine arvutusvahendina,

2. Kimnendlogaritmid (25 tundi).

Arvu kiimnendlogaritm. Korrutise, jagatise, astme ja juure logaritm. Uks-
lilkkme logaritmimine.

Kiimnendlogaritmide omadused. Karakteristik ja mantiss. Neljakohalised
logaritmide tabelid; nende kasutamine.

Logaritmiline arvutusliikati.  Arvu, ruudu ja ruutjuure, kuubi ja kuupjuure,
korrutise ja jagatise leidmine liikati abil.

3. Geomeetriline progressioon (15 tundi). .

Geomeetriline progressioon; selle iildliige ja liilkmete summa. Liitprotsendid.
Orgaanilise kasvamise seadus.

4. Funktsionaalne soltuvus (10 tundi).

Késitletud funktsioonide kordamine. Funktsiooni iildtdhis. Funktsiooni mia-
ramispiirkond ja muutumispiirkond. ‘

5. Geomeetria ja trigonomeetria (75 tundi).

XI klass
(4 tundi nddalas)

1. Funktsiooni piirvddartus (15 tundi). |,

Tokestamatult kasvavad ja tokestamatult kahanevad suurused. Loplikule
vaartusele ldhenevad suurused. Funktsiooni piirvaartus.

Ringjoone pikkus ja ringi pindala. Tokestamatult kahanev geomeetriline
progressioon; selle summa.

2. Funktsiooni tuletis (15 tundi).

‘Funktsiooni kasvamise voi kahanemise keskniine kiirus ja hetkeline kiirus.
Funktsiooni tuletis; selle geomeetriline tolgendus. Tuletis nahtuskdigu kiirusena.

Konstandi tuletis. Argumendi tuletis.

Summa, vahe, korrutise ja jagatise tuletis. xn tuletis naturaalarvulise
n korral. 3

sin x

Suhte — = piirvaartus, kui x = 0. Funktsiconide sin x ja cos x tuletised.

3. Funktsiooni tuletise rakendusi (15 tundi).

Funktsiooni muutumise uurimine tuletise abil. -

Funktsiooni suurima ja vdhima véirtuse leidmine. Newtoni vote vorrandi
ligikaudsel lahendamisel. \

Funktsiooni diferentsiaal; selle rakendamine vea arvutamiseks.

4. Hulktahukad ja nende pindala (10 tundi).

Geomeetrilised kehad ja nende liigitelu. Regulaarsed hulktahukad.
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Prisma, Prismade liigitelu. Prisma kiilg- ja tispindala. :

Piiramiid. Piiramiidi I6ikamine paralleelsete tasapindadega. Tiivipiiramiid.
Piiramiidi ja tiivipiiramiidi kiilg- ja taispindala. _

5. P66rdkehad ja nende pindala (10 tundi).

Silindriline pind. Péordsilinder; selle kiilg- ja tdispindala. Kooniline pind.
Péordkoonus, selle kiilg- ja tiispindala. Tiivikoonus; selle kiilg- ja tdispindala.

6. Integraali moiste (10 tundi).

Kinnise koveraga piiratud tasapinnatiiki pindala leidmise probleem. Piir-
védédrtuse moiste kasutamine pindala arvutamisel. Pindala tuletis. Algfunktsioon.
Méiramata integraal. Mdératud integraal. Newton-Leibnizi valem.

7. Ruumala arvutamine (20 tundi).

Risttahuka ruumala. Piistprisma ruumala.

Piiramiidi ruumala. Tiivipiiramiidi ruumala. Kaldprisma ruumala,

Silindri ruumala. Péérdkeha ruumala. Koonuse ruumala. -

Titvikoonuse ruumala.

; 8 Kera (10 tundi).

Sfédr, tema osad: vio, segment ja sektor.

Kera, tema osad: kiht, segment ja sektor.

Kera ja tema osade ruumala.

Sfddri ja tema osade pindala.

Keskkooli matemaatika kursuse kordamine (35 tundi).

>

Kéesolev raamat ei pretendeeri siistemaatilise matemaatika
metoodika Gpiku nimetusele. Eesmirgiks on seatud valgustada
voimalusi funktsiooni, tuletise ja integraali méiste kisitlemiseks
keskkoolis. Et sellel probleemil on kiillaltki pikk ajalugu, siis on
juba sissejuhatuses esile tostetud nimesid, nagu Klein, Borel,
Perry, Seremetjevski, Beke jt, kes kédesoleva sajandi algul olid
korgema matemaatika elemertide keskkoolis kisitlemise eest voit-
lejate esirinnas ning kellel olid vilja kujunenud oma arvamused
vastavate teemade kisitlemise osas.

Tuleb juhtida tdhelepanu ka teistele matemaatika Gpetamise
reformimistaotlustele, mis kerkisid samuti kdesoleva sajandi algul
teravalt pdevakorrale. Nimetagem neist

1) nouet geomeetria propedeutiliseks kisitlemiseks seal, kus
siistemaatiline kursus pole opilastele joukohane;

2). matemaatiliste teadmiste tostmise vajadust laiemates rahva-
hutkades; 4

3) iiksikute matemaatiliste distsipliinide kasitlemist enam
fusioneeritult;

4) enam aktiivsete Gpetamise meetodite kasutamist;

5) matemaatika praktilise rakendatavuse suuremat rohuta-
mist;

6) matemaatika ajaloo episoodide tutvustamist matemaatika
tundides;

7) kiimnendmurdude osatdhtsuse suurendamise vajadust vor-
reldes harilike murdudega;
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8) opetatavate teemade vajalikkuse rohutamist ja

9) ruumikujutluse arendamise vajadust.

Need on kiisimused, mis on aktuaalsed tdnapéevalgi. Sirvides.
meie pedagoogilisi ajalehti ja ajakirju, voime sealt sageli leida
nimetatud ithe voi teise taotluse téieliku realiseerimise nouet nou-
kogude koolis. See fakt néitab, et matemaatika opetamise reformi-
mise eest voitlejad olid kdesoleva sajandi algul paljudes kiisimus-
tes eesrindlase positsioonil. Kui ithe voi teise idee juurutamine
toimus tol ajal vdga visalt, siis seda kindlamini peaksid nad juur-
duma tdnapdeva kooli ja elu sidemete tugevdamise seaduse juu-
rutamise ning kommunistliku {ihiskonna {ilesehitamise ajastul.

Erinevalt senisest praktikast on siin rohutatud funktsionaalse
soltuvuse propedeutilise kasitlemise vajadust. On peetud vajali-
kuks omaette funktsionaalse soltuvuse propedeutilise kursuse
sissetoomist. Seda aga mitte iseseisva distsipliinina, vaid seosta-
tult aritmeetika, algebra ja geomeetria ainega. Funktsionaalse
soltuvuse siistemaatilises kursuses nédhakse ette funktsioonide
lahem uurimine ja koigi teiste vajalike teemade, nagu progres-
sioonid, vorratused jt. paigutamine vastava funktsiooni késitle-
mise tsiiklisse. Tuletise ja integraali moiste liilitamine keskkooli
kursusesse teenib esmalt funktsioonide uurimise laiendamise kui
ka iiksikute matemaatiliste distsipliinide ldhendamise eesmarki.
Vajalikuks tuleb lugeda aga kindlasti tuletise ja integraali moiste
rakendamist fiiiisika opetamisel.

Raamatus toodud aine késitlus ei ole iihtlane, s. t. on kiisimusi,
millede juures on pikemalt peatutud, on kiisimusi, milliste kasit-
lemiseks on vaadeldud mitmeid voimalusi, kuid on ka kiisimusi,
milliseid on ainult pogusalt puudutatud. Et raamat on moeldud
opetajale kdsiraamatuks aga mitte Opikuks, siis on see printsiip
ka arusaadav. Vajab ju nii monigi kiisimus enne tundi minekut
védga pohjalikku 1abimotlemist, teine aga ainult fikseerimist.

Kooli ja elu sidemete tugevdamise seaduse ellurakendamisel
Eesti NSV koolides on siin toodud pohimotteid kiillaltki suurel
médral arvestatud, sest uute programmide koostamisel on siin
esitatud programm olnud aluseks.

Kuigi suurem osa esitatud metoodilistest arutlustest on leidnud
kinnituse praktikas kas juba sajandi algul toimunud matemaatika
opetamise reformimisliikumise kdigus voi praegu elluviidava kooli-
reformi ettevalmistamise kédigus toimunud koolikatseis!, ikkagi
on vajalik, et nii suuremat iimberkorraldust kui ka programmi iiles-
ehitamist uutel alustel kinnitaks ulatuslik praktika. Seetottu ootab
ka siin raamatus toodud seisukohti ulatuslikum kontroll praktikas.

! Lihemalt vt. «Noukogude Kool» 1961, nr. 6, 1k. 410—420.
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