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Sissejuhatus

Kéesolevas t606s toestame McAlisteri P-teoreemi inverssete poolrithmade kohta.

Teoreem on sonastatud kujul

Teoreem ([1, Teoreem 5.9.2|). Olgu G rihm, X osaliselt jarjestatud hulk, mis
on ka vasakpoolne G-poliigoon ja 'Y hulga X alamhulk nii, et kolmik (G, X,Y) on
McAlisteri kolmik. Siis P-poolrihm P(G,X,Y) on E-unitaarne inversne poolrihm

ja iga E-unitaarne inversne poolriihm on isomorfne mingi P-poolrihmaga.

Teoreemile andis esimesena toestuse D. B. McAlister artiklites Groups, Semilattices
and Inverse Semigroups. I, II]3],|4] 1973. ja 1974. aastal.

Kéesoleva referatiivse t66 eesmérk on toestada iiksikasjalikult McAlisteri P-teoreem.
Jargime toestust, mille avaldas J. M. Howie raamatus Fundamentals of Semigroup
Theory|1].

T66 on jagatud kolmeks osaks. Esimeses osas sonastame vajaminevad definitsioonid
ja abitulemused. Alustame poolrithma ja inverssuse ja loomuliku osalise jérjestuse
defineerimisest. Defineerime idempotendid ja E-unitaarsed inverssed poolrithmad.
Vaja ldheb ka rithma ja poolvore definitsioone. Lopuks defineerime ka vasakpoolse
ja parempoolse peaideaali ja vihima riihmakongruentsi. Toestame, et parempool-
seid peaideaale saab kujutada iiheselt idempotentide kaudu ja vihima rithmakong-

ruentsi faktorpoolrithm on rithm.

Teises peatiikis defineerime McAlisteri kolmiku ja P-poolrithma. Peatiiki 16pus

toestame McAlisteri teoreemi tarvilikkuse.

Kolmandas peatiikis konstrueerime suvalise E-unitaarse inversse poolrithma pohjal

P-poolriihma ja toestame, et tegu on isomorfsete poolrithmadega.



1 Definitsioonid ja abitulemused

Definitsioon 1. Poolrithmaks nimetatakse hulka S koos sellel defineeritud as-
sotsiatiivse kahekohalise algebralise tehtega -. See tdhendab, et iga a,b € S korral
kehtib

a-(b-c)=(a-b)-c.
Loeme tahistused a - b ja ab samavaarseteks.

Definitsioon 2. Poolriihma S elementi a’ nimetatakse elemendi a inversseks

elemendiks, kui kehtivad vordused aa’a = a ja d’ad’ = d'.

Definitsioon 3. Poolriihma S nimetatakse regulaarseks, kui igal tema elemendil

leidub inversne element.

Definitsioon 4. Poolriihma S nimetatakse inversseks, kui iga tema elemendil

leidub tépselt iiks inversne element.

Edaspidi téhistame inversse poolrithma S elemendi a inversset elementi a .

Definitsioon 5. Poolrithma elementi e nimetatakse idempotendiks, kui kehtib
e? = e. Kdigi poolriihma S idempotentide hulka tihistatakse E(S) voi E, kui

poolrithm S on kontekstist teada.

Teoreem 1 (|1, Teoreem 5.1.1]). Regulaarne poolriihm on inversne parajasti siis,

kui tema idempotendid kommuteeruvad.

Definitsioon 6. Loomulikuks osaliseks jarjestuseks inversses poolriihmas S

nimetatakse sellist jérjesstusseost <, mille puhul

s<t < (Je€ E)(s=te).
Markus 1. Samavéaérne definitsioon on ka

s<t < (3f € E)(s= ft).

Toepoolest, kui

i) elemendid s,t € S on sellised, et s < ¢, siis leidub idempotent e € E nii, et

s = te ja vottes f = tet™! nieme, et

2= (tet Y (tet ™) = te(t t)et ™ = t(t 7 Ht)eet ™t = tet ! ja
s=te=t(t"'t)e =te(t"1t) = ft.
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ii) elemendid s,t € S on sellised, et leidub idempotent f € F nii, et s = ft, siis

vottes e = t~! ft nieme, et

=1 ft) =t e DYt =ttt ) fft=t" ft=cja
s= ft=f(tt Ot = (tt7) ft = te.

Definitsioon 7. Inversset poolrithma S nimetatakse E-unitaarseks, kui suvalise
elemendi s € S ja suvalise idempotendi e € E(S) korral jareldub vorratusest e < s,

et element s on idempotent.

Naiide 1. Bitsiikliline poolriithm B on poolrithm, mille elemendid on hulgas Ny x Ny,
kus Ng = NU {0} ja korrutamine on defineeritud nii:

(Vm,n,p,q € No)((m,n)(p,q) = (m + p — min(n,p),n + ¢ — min(n, p)).

Néitame, et poolriihm B on inversne. Selleks otsime suvalise elemendi (m,n) € B

inversset elementi. Olgu tema inversne element (p,q) € B. Tahistame
r := min(n, p)
ja saame, et

(m,n) =

n)(p,q)(m,n) = (m+p—r,n+q—r)(m,n)
(p,q) = (p,9)(m,n)(p,q) = (p,q)(m+p—r,n+q—7)

(m,
= (2m +p—r—min(n+g—r,m), (2n+q—r —min(n +q - r,m)),
(
(m+2p—r—mln(q,m+p—7") n+2q—r—min(g,m +p—r)).

Selle pohjal saame, et peavad kehtima vorrandid

m+p—r—minn+qg—r,m 0,

( )=
n+q—r—min(n+q—r,m) =0,
m+p—r—min(g,m+p—r1) =0,

(a )

n+q—r—min(gm+p—r1)=

i) Oletame koigepealt, et n < p, mistottu » = n. Siis saame teisest vorrandist,
et ¢ = min(q, m), kust jareldub, et ¢ < m. Vorreldes kahte esimest vorrandit
nieme, et peab kehtima m + p = n + ¢, kuid n < p ja ¢ < m tottu saame

n —+ q < m + p, mis on vastuolu.



ii) Oletame niiiid, et p < n, mistottu » = p. Siis saame kolmandast vorrandist,
et m = min(q, m), kust jareldub, et m < g. Vorreldes kolmandat ja neljandat
vorrandit saame, et peab kehtima m 4+ p =n 4+ ¢, kuid p < n ja m < ¢ tottu

saame m + p < n + ¢, mis on vastuolu.

iii) Oletame, et n = p, siis saame esimest ja teist vorrandit omavahel vorreldes,

et m +p =n+ q, kust saame, et g =m +p—n =m.

Néitame, et (n,m) on toepoolest elemendi (m,n) inversne element.

(m,n)(n, m)(m,n) =

m + n — min(n,n), m +n — min(n,n))(m,n)
m)(m,n)

m 4+ m — min(m, m), m +n — min(m, m))
SOF
m)(m,m)

+n— mln(m m), m +m — min(m,m))

m).

(
= (m
=
= (m
(n, m)(m,n)(n,m) = (n,
=
= (n,

Kuna iga elemendi (m,n) € B korral leidub tépselt iiks selline inversne element

(n,m) € B, siis poolriihm B on inversne.

Leiame, mis kujul on poolrithmas B idempotendid. Olgu (p,q) € B idempotent.
Siis peab kehtima, et

(p,q) = (p,9)(p, ¢) = (2p — min(p, q), 2¢ — min(p, q)).
Sellest jareldub, et peab kehtima
p=min(p,q) = g,

mistottu idempotendid on kujul (p, p), kus p € Np.

Néitame, et inversne poolrithm B on E-unitaarne. Olgu (m,n) € Bja (p,p) € E(B)
sellised, et (p,p) < (m,n). Siis peab leiduma selline idempotent (g, q) € E(B), et

(p,p) = (m,n)(q,q) = (m+ q — min(n, q),n + ¢ — min(n, q)).



Saame, et siis peab kehtima
m+ ¢ —min(n,q) =p =mn+q—min(n, q),

kust jareldub, et m = n ja seega (m,n) = (m,m) on idempotent. Sellega on

naidatud, et bitsiikliline poolrithm B on E-unitaarne inversne poolriihm.

Naiide 2. Olgu meil inversne poolrithm S, mille Cayley tabel on

al/b|c|d]e
alalalalala
bla|b|lc|ala
clalal|alb|ec
dlja|d]|e|ala
elalalald]e

2

)

Tegu on inversse poolriihmaga, mis pole F-unitaarne. Naeme, et a = de, a = a

e = e2. E-unitaarsuseks peaks element d olema idempotent, kuid nieme, et d? = a.

Definitsioon 8. Osaliselt jarjestatud hulka (P, <), mille iga kahe elemendi a ja
b korral leidub nende alumine raja a A b selles hulgas, nimetatakse (alumiseks)

poolvoreks.

Lause 1. Olgu S poolrihm. Olgu seos < hulgal E(S) defineeritud nii, et
e< f <= e=ef = fe.

Siis < on osaline jarjestus hulgal E(S), kusjuures ta on poolrihma S loomuliku
osalise jarjestuse ahend idempotentide alamhulgal. Veel enam, kui poolrihm S on

inversne, siis (E(S), <) on alumine poolvore.

Téestus. Olgu S poolriihm, F tema idempotentide hulk ja e € E. Siis kehtib e = e?
ja jarelikult e < e ning seos < on refleksiivne. Olgu niiid f € E selline, et e < f
ja f < e. Siis e = ef = f ja jarelikult on seos < antistimmeetriline. Olgu niiiid
e, f,g € E sellised, et kehtivad e < f ja f < g. Saame, et

e=cf =e(fg) = (ef)g = eg,
e= fe=(g9f)e=g(fe) = ge.



Jarelikult e < g ning seos < on transitiivne.

Néiitame, et seos < on poolrithma S loomuliku osalise jarjestuse <’ ahend. Olgu
koigepealt e, f € F sellised, et e <" f. Siis leiduvad sellised g,h € F, et e = fg ja
e = hf. Korrutades esimest vordust vasakult ja teist vordust paremalt elemendiga

f saame, et

fe=ffg=fg=e,
ef =hff=hf=c.

Seega oleme saanud, et e = ef = fe ja jdrelikult kehtib
e<' f=e<f

Oletame niiiid vastupidi, et e < f. Siis kehtib, et e = ef = fe. Peame néitama, et
leidub mingi g € F nii, et e = fg. Aga selline g leidub kindlasti, sest saame votta
g = e € E. Jarelikult kehtib ka

e<f=e<f

ja seos < on poolrithma S loomuliku jérjestuse ahend.

Olgu niitid poolriihm S inversne ja olgu e, f € E. Siis idempotentide korrutamise

kommutatiivsuse tottu kehtivad

ef =’ f =e(ef) = e(fe) = (ef)e,
ef =ef?=(ef)f = (fe)f = f(ef),

mistottu ef < e, f. Votame suvalise g € F nii, et g < e, f. Kuna
g=ge=eg=gf=fg,

siis saame, et
9=9f=(ge)f = g(ef),
g=-eg=c(fg) = (ef)y,

mistottu g < ef. Oleme saanud, et e A f = ef ja seega idempotentide hulk on

poolvore. O



Definitsioon 9. Rithmaks nimetatakse hulka G koos sellel defineeritud kaheko-

halise algebralise tehtega -, mis rahuldab jargmisi tingimusi:

G1) tehe - on assotsiatiivne;
G2) leidub element 1 € G nii, et iga elemendi g € G korral 1- g =g =g¢- 1,

G3) iga elemendi g € G korral leidub element ¢! € G nii, et g-g ' =1=g"1.g.

Elementi 1 tingimuses G1 nimetatakse iihikelemendiks ja elementi ¢g~! tingimu-
ses G2 elemendi g podrdelemendiks. Suvaliste elementide g,h € G korral loeme

tahistused g - h ja gh vordseteks.

Definitsioon 10. Olgu G riihm ja X mingi hulk. Hulka X nimetatakse vasak-
poolseks poliigooniks iile rithma G ehk vasakpoolseks G-poliigooniks, kui

on antud kujutus G x X — X, (g, z) — gz nii, et
i) iga g,h € G ja x € X korral g(hz) = (gh)x;
ii) iga x € X korral 1z = x.

Téahistame vasakpoolset G poliigooni ¢ X.

Definitsioon 11 ([1]). Olgu X osaliselt jarjestatud hulk. Tema alamhulka Y ni-
metatakse hulga X jarjestusideaaliks, kui iga A € Y ja B € X korral jareldub
vorratusest B < A, et BeY.

Definitsioon 12 ([1]). Olgu H poolrithma S alamhulk. Hulga H sulundiks ni-
metatakse hulka

Ho={seS:(3heH)(h<s))

Definitsioon 13 (|2]). Ekvivalentsiseost p nimetatakse kongruentsiks poolriih-

mal S, kui iga a,b,c,d € S korral kehtib implikatsioon
(a,b),(c,d) € p= (ac,bd) € p.

Definitsioon 14 ([5]). Poolrithma S elemendi a poolt tekitatud vasakpoolseks

peaideaaliks nimetatakse hulka

Sla = SaU{a}, kus Sa = {sa:s € S}.



Poolriithma S elemendi a poolt tekitatud parempoolseks peaideaaliks nimeta-
takse hulka
aS' = aSU{a}, kus aS = {as : s € S}.

Miirkus 2. Kui poolrithm S on inversne, siis iga a € S korral S'a = Sa, sest

a= (aa"Ya € Sa, ja aS* = aS, sest a = a(a'a) € aS.
Jargneva lause eeskujuks on [1, Teoreem 5.1.1].

Lause 2. Inversses poolriihmas S esitub iga parempoolne peaideaal tiheselt kujul

eS, kus e € E on idempotent.

Toestus. Olgu S inversne poolrithm ja E tema idempotentide poolvore. Olgu a € S
suvaline element ja aS! tema poolt tekitatud parempoolne peaideaal. Kuna S on
inversne poolriihm, siis mérkuse 2 tottu aS! = aS. Peame leidma sellise idempo-

tendi e € F, et aS = eS. Defineerime e := aa™!. Siis iga as € aS korral
as = aa"‘as = (aa"')(as) € aa”'S = €S,
seega aS C eS. Ja iga es € eS korral

es=aa 's =a(a"'s) € aS,

seega eS C aS ja kokku oleme saanud, et aS = eS.

Néitame, et kui eS = f5, kus e ja f on idempotendid, siis e = f. Kuna e = ee €
eS = fSjaf=ffefS =eS, sis leiduvad mingid s,t € S nii, et e = fs ja

f = et. Niilid saame, et

e=fs=ffs=fe=ef =cet =et = f.

Greeni seosed L, R C S x S defineeritakse jargmiselt:

alb < S'a = S',
aRb < aS' =bS".

Lause 3 ([1, Lause 5.1.2|). Olgu S inversne poolriihm. Siis kehtib, et
i) iga a,b € S korral (ab)™! =b"ta"!;
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ii) iga a,b € S korral aLb parajasti siis, kui a=ta = b~ 1b.

Definitsioon 15 ([1]). Vdhimaks rithmakongruentsiks inverssel poolrithmal

S nimetatakse kongruentsi
oc={(a,b) € Sx S:(Je€E)(ea=eb)}.
Lause 4. Inversse poolriihma S vdhim rihmakongruents o on kongruents.

Toestus. Olgu S poolrithm. Néitame koigepealt, et vahim rithmakongruents o on
ekvivalentsiseos. Tegu on refeksiivse seosega, sest suvalise a € S korral leidub idem-

potent aa™! € E ja a = aa™?

a = a tottu aca. Seos ¢ on siimmeetriline, sest kui
a,b € S on sellised, et aob, siis leidub e € E nii, et ea = eb. Siis ka eb = ea ehk
boa. Transitiivsuse nditamiseks votame suvalised a, b, ¢ € S nii, et aob ja boc. Siis
seose o definitsiooni jargi leiduvad sellised e, f € E, et ea = eb ja fb = fc. Paneme
téahele, et element ef on idempotent ning poolrithma S inverssuse tottu ef = fe.

Niiiid saame, et
efa = fea = feb=efb=efc,
mistottu acc.

Selleks, et naidata, et ¢ on kogruents, toestame koigepealt, et suvaliste a,b € §
korral leidub idempotent e € E nii, et ea = eb parajasti siis, kui leidub idempotent
f € Enii, et af = bf. Oletame esialgu, et a,b € S ja e € F on sellised, et ea = eb.

Paneme tihele, et element a~'ea on idempotent:

1 1

(a tea)(a tea) = ate(aa ™ )ea = a7 (aa" eea = a tea.
Votame f = a 'ea € E. Siis nieme, et

af =aa tea = eaa la = ea,

bf =batea = ba"teb = b(ea)'b = b(eb)"tb = bbleb = ebb b = eb = ea.

Olgu niiiid a,b € S ja f € E sellised, et af = bf. Nieme, et (afa~!) on idempotent,
sest

(afa V) (afa™ ) =af(a ta)fa ! =ala™a)ffa ™t = afa™L.
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Votame niiiid e = afa™! ja nieme, et
o N
ea =afa a=aa af =af,

eb=afa b=>bfa"tb=blaf) b =bbf) " tb=bfb"b=0bb"tbf = bf = af.

Niiiid toestame, et seos o on kongruents. Olgu a, b, ¢, d € S sellised, et aob ja cod.
Siis leiduvad sellised e1, e € F, et e;a = e1b ja eac = ead. Teisest vordusest saame,
et leidub mingi selline idempotent f € E, et ¢f = df. Siis saame, et kehtib

(erac) f = (era)(cf) = (e1b)(df) = (exbd)f.
Sellest jareldub, et peab leiduma mingi es € E nii, et
es(erac) = es(e1bd).
Vottes niitid idempotendiks e = egse; € E oleme saanud, et
e(ac) = e(bd),
jarelikult (ac)o(bd) ja o on kongruents. O

Lause 5. Olgu S inversne poolrihm ja o vihim rihmakongruents. Siis faktorpool-

rihm S/o on rihm.

Toestus. Toestame, et faktorpoolriihm S/o taidab koiki rithma tingimusi. Votame
suvalised [al, [0], [c] € S/o. Siis

[al([b][e]) = [a][be] = [a(be)] = [(ab)e] = [ab][¢] = ([a][b])[d],

seega faktorpoolrithma klasside korrutamine on assotsiatiivne.

Néitame, et faktorpoolriihmas leidub iihikelement. Selleks néitame koigepealt, et
koik poolriihma idempotendid kuuluvad iihte ja samasse klassi. Olgu e, f € FE

suvalised. Siis leidub idempotent ef € E nii, et

(ef)e=(fe)e = fee = fe=ef =eff = (ef)f,

jarelikult eo f ja [e] = [f]. Tahistame klassi, kuhu kuuluvad koik idempotendid, t&-

hisega 1. Olgu niiiid [a] € S/o suvaline. Siis paneme téihele, et suvalise idempotendi

12



e € F korral

ea = eea = e(ea),

ae = aee = (ae)e,

jarelikult (ea)oa ja (ae)oa. Sellest aga jareldub, et

Seega klass, kuhu kuuluvad koik idempotendid, on iihikelement.

La on idempotendid, siis

Kuna suvalise a € S korral aa~! ja a~
[aa™'] = [aa™"] = 1 = [a""a] = [a"][a].

See tihendab, et [a]~! = [a™1]. O

Teoreem 2 ([1, Teorecem 5.3.5]). Olgu S inversne poolrihm, E tema idempotentide

poolvore ja olgu o vihim rihmakongruents poolrihmal S. Siis

o={(a,b) € SxS:ab~! € Ew}.
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2 P-poolriihmad ja McAlisteri P-teoreemi tar-

vilikkuse toestus

Definitsioon 16. Olgu G rithm. Olgu X osaliselt jéarjestatud hulk, mis on ka
vasakpoolne G-poliigoon. Olgu Y hulga X alamhulk. McAlisteri kolmikuks ni-
metatakse kolmikut (G, X,Y), kui on tdidetud jargmised tingimused:

MT1) iga g € G korral

(VA,Be X)(A<B <= gA<gB);

MT2) iga g € G korral
(VBe X)(3A € X)(gA = B);

MT3) alamhulk Y on alumine poolvore ja hulga X jarjestusideaal;
MT4) kehtib GY = X, kus GY ={gA e X :ge G, A Y};
MTS5) iga g € G korral kehtib gY NY # (.
Markus 3. Néitame jargmises peatiikis, kuidas selliseid kolmikuid leida saab.

Olgu (G, X,Y) McAlisteri kolmik. Moodustame hulga
PG, X,)Y)={(A,g) €Y xG:g 'AcY]}.

Lemma 1 (|2]). Olgu (A, g),(B,h) € P(G,X,Y). Siis leidub ANgB € X ja kehtib
(AANgB,gh) € P(G,X,Y).

Toestus. Naitame koigepealt, et AN gB € X. Kuna (A, g) € P(G, X,Y), siis selle
hulga definitsiooni jirgi g-'A € Y. Kuna alamhulk Y on poolvore ja B € Y, siis
eksisteerib g7'A A B € Y. Téhistame C := g~ 'A A B. Alumise raja definitsiooni
jirgi C < g7 'A ja C < B ja edasi saame, et gC < A ja gC < gB.

Votame suvalise D < A, gB. Sellisel juhul saame, et kehtivad ¢7'D < g7 !4 ja
g 'D < B. Siis aga C definitsiooni jirgi kehtib, et g7'D < C ehk D < gC.
Jérelikult eksisteerib A ja gB alumine raja gC'.
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Selleks, et toestada, et (A A gB,gh) € P(G,X,Y), piisab hulga P(G,X,Y) defi-
nitsiooni kaudu niiidata, et (gh)"1(A A gB) € Y. Nieme, et

(gh) " "(ANgB) =h"" (g "(AAgB)) <h (g '(gB)) =h 'BeY.
Alamhulk Y on hulga X jérjestusideaal, seega kehtibki, et (gh) "1 (AAgB) € Y. O
Lemma 1 tottu saame defineerida hulgal P(G, X,Y") korrutamise

(A, 9)(B,h) = (AN gB, gh),

kus (4,9),(B,h) € P(G,X,Y).

Lause 6. Olgu (G, X,Y") McAlisteri kolmik. Siis ilal defineeritud tehtega P-poolriihmal
P(G,X,Y) on jirgmised omadused:

OM1) P-poolriihmal P(G,X,Y) defineeritud tehe on assotsiatiivne;
OM2) P-poolriihm P(G,X,Y) on requlaarne;

OM3) P-poolrihma P(G,X,Y) idempotendid esituvad kujul (A, 1), kus element A

on mingi hulga Y element;
OM4) P-poolriihma P(G,X,Y) idempotendid kommuteeruvad;
OMS5) P-poolrihm P(G,X,Y) on inversne;
OMG6) loomulik osaline jarjestus P-poolrihmas P(G,X,Y) on kujul

(V(A,9),(B,h) € P(G,X,Y))((A,9) <(B,h) <= A<B jag=h).

Toestus. Olgu (G, X,Y) McAlisteri kolmik ja P(G, X,Y") vastav hulk iilal definee-
ritud tehtega.
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OM1) Votame suvalised elemendid (A, g), (B, h), (C,i) € P(G,X,Y). Ndeme, et

(A,9)((B, h)(C,1)) = (A, 9)(B A hC, hi)
ANg(BAQC),g(hi))

(
(
(AN gB A ghC,ghi)
(
(
(

(ANgB) A (gh)C,(gh)i)
= (AANgB,gh)(C,i)
(4,9)(B,h))(C,1).

OM2) Olgu (4,9) € P(G,X,Y) suvaline. Kuna kehtib (g71)71g71A = A € Y,
siis leidub poolrithmas P(G, X,Y) element (¢g-'4,g~!). Nieme, et ta on

elemendi (A4, g) inversne element, sest

(A,9)(g7" A, 97 ) (A, g) =

OM3) Oletame, et (4, g) € P(G, X,Y) on idempotent. Siis kehtib, et

(Aag) = (Avg)(Aag) = (A/\gA,gQ),

millest jireldub, et ¢ = g2, aga kuna rithmas G on vaid iiks idempotent, mis

on iihikelement, siis ¢ = 1. Niiiid saame ka, et g = 1 korral
ANgA=AN1A= A

Jarelikult esituvad poolrithma P(G, X,Y) idempotendid kujul (A, 1), kus A

on mingi poolvore Y element.

OM4) Olgu (4,1),(B,1) € P(G, X,Y) mingid idempotendid. Siis ndeme, et
(A, 1)(B,1)=(AAN1B,1-1)=(AAB,1)=(BA1A,1-1) = (B,1)(A4,1).

16



OM5)

OMG6)

Kuna P(G, X,Y) on regulaarne ja tema idempotendid kommuteeruvad, siis

teoreemi 1 tottu on P(G, X,Y) inversne poolrithm.

Olgu (4,9),(B,h) € P(G, X,Y) sellised, et kehtib (A, g) < (B, h) loomuliku
osalise jarjestuse mottes. Siis leidub mingi idempotent (C,1) € P(G, X,Y),
et

(A,9) = (C,1)(B,h) = (C A1B,1h) = (C AB,h) = A< B ja g = h.

Olgu niiiid (4, 9), (B,h) € P(G,X,Y) sellised, et A < B ja g = h. Paneme
tahele, et
17'A=14=A¢€Y,

seega poolrithmas P(G, X,Y') leidub idempotent (A, 1). Sellest saame jérel-
dada, et

(A, 1)(B,h) = (A4,1)(B,g) = (AAN1B,1g) = (AN B,g) = (4,9).
Oleme néidanud, et loomulik osaline jarjestus esitub kujul

(V(A,9),(B,h) € P(G,X,Y))((A,g9) < (B,h) <= A< Bjag=h).

Toestame McAlisteri P-teoreemi tarvilikkuse.

Teoreem 3. Olgu X mingi osaliselt jarjestatud hulk, Y tema alamhulk joa G rithm
nii, et nad moodustavad McAlisteri kolmiku (G, X,Y"). Siis P-poolriihm P(G,X,Y)

on E-unitaarne inversne poolrihm.

Toestus. Olgu P(G, X,Y’) P-poolriihm ja E tema idempotentide poolvore. Lause 6

pohjal teame, et P(G, X,Y) on inversne poolrithm ja tema idempotendid esituvad
kujul (A,1), kus A € Y on suvaline. Olgu (B,g) € P(G,X,Y) ja (A,1) € E

suvalised. Siis loomuliku osalise jérjestuse kuju tottu kehtib implikatsioon

(4,1) < (B,g) =g=1,

kust jareldub, et (B, g) € E. Seega P(G, X,Y) on E-unitaarne inversne poolrithm.

O
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3 McAlisteri P-teoreemi piisavuse toestus

Lause 7. Olgu S inversne poolrihm ja E tema idempotentide poolvore. Olgu o

vahim rihmakongruents poolrihmal S. Jargnevad vdited on samavddrsed:

i) poolrihm S on E-unitaarne;
it) kehtib Ew = FE;

iii) kehtib o NL = 1g.
Toestus.

i) = ii) Oletame, et S on F-unitaarne. Votame suvalise a € Ew. Siis leidub idempo-
tent e nii, et e < a. Kuna poolrithm S on E-unitaarne, siis a € E. Oleme
nididanud, et Fw C FE. Vastupidine sisalduvus kehtib, sest iga e € E korral

e < e jaseega e € Fw.

i1) = 1i1) Oletame, et Fw = E ja a,b € S on sellised, et acb ja alb. Lause 3 tottu
saame, et siis a'a = b~ 'b. Teoreemi 2 tottu saame, et ab~! € FEw = E. Siis

peab kehtima, et

ab™t = (abH(ab™) = (ab")tab™! = ba"tab?
ja jarelikult ka

a=aa ta=ab"'b=ba"tab b =bb" bbb = b,

mistottu o N L = 1g.

ii1) = i) Oletame, et kehtib ¢ N L = 1g. Fikseerime mingid e,ea € E. Néeme, et
(a,ata) € L, sest
(Vsa € Sa) sa = (sa)(a"ta) € Sata,
a=aa"tac Sala,
(Vsa_la € Sa_la) s(a™la) = (sa™')a € Sa,

a ta € Sa.
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Kuna a > ea € F, siis a € Ew. Teoreemi 2 jargi act iga i € F korral, seega
ka (a,a"'a) € o. Siis aga kehtib, et

(a,a7'a) e o N L,

jarelikult @ = a~'a € F ja S on E-unitaarne.

Markus 4. Viitega 0 N L = 1g samavddrne on c N R = 1g.

Jargnevalt konstrueerime suvalise F-unitaarse inversse poolrithma pchjal McAlis-
teri kolmiku. Olgu S suvaline E-unitaarne poolriihm ja E tema idempotentide
poolvore. Olgu o vahim rithmakongruents. Defineerime McAlisteri kolmiku esime-

seks elemendiks rithma G = S/o, mille elemente tahistame iga s € S korral [s].

Defineerime iga s € S korral elemendid
s0 = (s71s,[s]) € E x G.

Paneme tihele, et kui suvaliste s,t € S korral kehtib s° = ¢°, siis kehtivad ka

implikatsioonid

sts =174 = sLt,

[s] = [t] = sot.

Lause 7 pohjal ndeme, et kuna poolrithm S on E-unitaarne, siis c N L = 1g ja

seega s = t. Seega oleme naidanud, et suvaliste s,¢ € S korral kehtib implikatsioon
== s=1¢.
Téahistame suvalise alamhulga T" C S korral
T°={t°%t e T} C E x G.
Olgu R kéigi poolrithma S parempoolsete peaideaalide hulk. Defineerime
Y ={A’|A € R}
ja paneme téhele, et tegu on poolvorega. Toepoolest kuna iga parempoolset pea-
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ideaali saab esitada iiheselt kujul eS, kus e € E on idempotent, siis iga hulga Y
element (eS)? on iiksiiheses vastavuses mingi idempotendiga e € E. Seega esitub
hulk Y kujul

Y = {(eS)°|e € E}

ja tema elemendid iga idempotendi e € E korral kujul

(e5)° = {(es)°]s € S} = {((es) " (es), [es])|s € S}
= {(stees, [e][s])|s € S} = {(s Les, [s])|s € S}.

Lisaks ndeme, et poolvorede (Y,N) ja (E,-) vahel on poolvorede isomorfism, sest
efS=eSNfS.
Mdrkus 5. Vordus efS = eS N fS kehtib selleparast, et

i) suvalise efs € efS korral efs € eS ja poolrithma S inverssuse tottu idem-

potendid kommuteeruvad ning efs = fes € f.5, jarelikult efs € eS N fS;

ii) suvalise es € eS N fS korral leidub selline t € S, et es = ft ja saame, et

es=e’s=eftcefS.

Defineerime tehte
G X (ExG)—= (ExG),g(e,h)=(e,gh),g € G,(e,h) € ExG

ja hulga X
X=GY ={gA%gcG,AcY}.

Néeme, et kuna kuna rithmas G leidub iihikelement 1, siis
Y=1Y CGY = X.

Néeme, et iilal defineeritud tehte pohjal saame moodustada poliigooni X, kui
defineerime iga g € G ja hA? € X korral

g(hA®) = (gh)A°.
Toepoolest on taidetud poliigooni tingimused:
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i) iga g,h € G jaiA” € X korral
g(h(iA%)) = g((hi)A%) = (g(hi))A® = ((gh)i)A® = (gh)(iA%);
ii) iga gA° € X korral 1(gA%) = (1g)A° = ¢gA°.

Véib juhtuda, et leiduvad sellised h,i € G ja A°, BY € Y, et hA® = iBY. Poliigooni
definitsiooni korrektsuseks peame niitama, et iga g € G korral (gh)A° = (gi)BP°.

Néeme, et
A” = h7H(iB%) = (h 1) B = (h'g7"gi) B® = ((gh)~"(9i))B® = (gh)~"((9i)B°),

kust saame, et kehtib
(gh)A° = (gi)B".

Lemma 2. Ulal defineeritud hulkade Y ja X korral on'Y hulga X jirjestusideaal.

Téestus. Votame suvalised elemendid g(eS)? € X ja (fS)° € Y. Oletame, et
g(e9)? C (£9)°. Peame niitama, et siis kehtib kuuluvus g(eS)? € Y. Ndeme koi-
gepealt, et leidub element (e, 1) € (e5)°. Siis saame, et

(e,9) = gle, 1) € g(eS)°.
Kuna g(eS)? C (f9)Y, siis leidub selline u € fS, et
(v, [u]) = u’ = (e, ) € g(eS)".

Sellest jireldub, et g = [u] ja e = u~'u. Niiiid saame, et

Yus, [u=lus])|s € S}

]
]

= [u){(s v uu~
{(s™u"tus, [utus])|s € S}
]

Il
=
—
=

I
&=

|
—
—~

I
&=
=

R

I
o
S~—
T

m
wn
—

= {((us)™ (us), [u][u""us])|s € S}
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= {((us) ™ (us), [uu""us)|s € S}
= {((us) ™" (us), [us])|s € S}
= {(us)’|s € S}

= (uS)’.

Niiiid paneme téhele, et kuna e = v~ 'u, siis

u=uu"'u=ue € us.

Seega uS = uS U {u} = uS' on parempoolne peaideaal ning oleme saanud sisaldu-
vuse g(eS)? = (uS)? €Y. O

Lemma 3. Ulal defineeritud poliigooni X korral kehtivad jirgmised tingimused

MT1) iga g € G korral kehtib

(VA,Be X)(A< B <= gA<gB);

MT2) iga g € G korral kehtib
(VB e X)(3A € X)(gA = B).

Toestus. Toestame koigepealt tingimuse MT1) Votame suvalise g € G ja suvalised
h(eS)°,i(fS) € X, kus h, f € Gjae, f € E.

Oletame esialgu, et
{(s7tes, h[s])|s € S} = h(eS)°? Ci(fS)° = {(t7Lft,i[t])|t € S}.

Teisisonu iga s € S korral leidub selline t € S, et s7tes = t~1ft ja h[s] = i[t]. Teist
vordust elemendiga g 1dbi korrutades saame, et gh[s| = g¢i[t], mistottu iga s € S
korral leidub selline ¢ € S, et (s~ les, gh[s]) = (t71ft, gi[t]) ja jirelikult

g(h(eS)°) = {(s tes, ghls))|s € S} C {(t7" ft, gilt)|t € S} = g(i(f5)°).
Oletame niiiid vastupidiselt, et
{(s'es, gh[s])|s € S} = g(h(eS)") C g(i(fS)°) = {(t~" ft, gilt) |t € S}.
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Siis iga s € S korral leidub selline ¢t € S, et s~les = t71ft ja ghls] = gi[t].

1

Korrutades teise vorduse molemat poolt elemendiga g~ saame, et iga s € S korral

leidub selline ¢ € S, et (s~ tes, h[s]) = (t~1ft,i[t]) ja jirelikult

h(eS)? = {(stes,h[s])|s € S} C {(t 1 ft,i[t])|t € S} =i(fS)°.

Tdestame niiiid tingimuse MT2) Votame suvalise g € G ja suvalise h(eS)? € X,
kus h € G ja e € E. Peame leidma sellise i(fS)” € X, kusi € G ja f € E, et
g(h(e9)?) = i(£S)°. Kuna

g(h(eS)%) = (gh)(eS)",
siis saame votta i =gh € Gja f =e € E. O

Lemma 4. Ulal defineeritud rihma G ja poolvére Y puhul kehtib, et iga g € G
korral gY NY # ().

Téestus. Olgu g € G suvaline. Votame sellise elemendi s € S, et [s] = g~!. Siis

saame, et
9(s9)° = g{(st)°|t € S}
= [s]H{((st) "' (st), [st])|t € S}
= [s7{(t s tst, [st])|t € S}
= {(t (s ss)st, [s71][st])|t € S}
= {((s7tst) L (s7st), [sLst])|t € S}
=(s1s9) Y
Sellega oleme néaidanud, et gY NY # 0. O

Sellega oleme toestanud, et {ilal E-unitaarse inversse poolrithma S pohjal definee-
ritud kolmik (G, X,Y’) on McAlisteri kolmik. Testame niitid McAlisteri teoreemi

piisavuse.

Teoreem 4. Iga E-unitaarne inversne poolriihm on isomorfne mingi P-poolriihmaga.

Toestus. Olgu S F-unitaarne inversne poolrithm. Konstrueerime {ilal kirjeldatu
pohjal McAlisteri kolmiku (G, X,Y"). Toestame, et S = P(G,X,Y). McAlisteri
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P-poolriihma definitsiooni pohjal teame, et iga s € S ja g € G korral
((s5)°,9) € P(G,X,Y) <= g '(s5)’ €Y.

Lemma 4 toestuse pohjal teame, et tingimus kehtib juhul g = [s]. Néitame, et see
on ainuke juht. Oletame, et g=!(s59)" € Y. Peame niitama, et siis leidub selline
v e S, et ((s9)°9) = (v9)° [v]). Olgu g7 1(s9) = (tS)° € Y. Kuna element
g Y (ss7H0 € g71(s9)?, siis peab leiduma selline u € ¢S, et u® = g~ (ss71)°. Kuna

g ssT) =g (57 T (ss ™), [ssT ) =g (ss T ss T 1) = (ssTh g,

siis saame, et s = u~! ja g = [u7!] ja
((s9)%9) = (™ 19)° [u™"])

ja oleme leidnud sobiliku v = v ™!,

Niitame, et kujutus
p: 8= P(G,X,Y),0(s) = ((s5)°,[s])

on isomorfism. Eelmise 16igu pohjal nidgime, et ¢ on siirjektiivne. Toestame, et ta

on ka inektiivne. Olgu s,t € S sellised, et ¢(s) = ¢(t). Siis peab kehtima, et
(58)°, [s]) = ((¢9)°, []) ehk (s5)° = (£5)° ja [s] = [t].
Paneme téhele, et saame teha jarelduse
(59)° = (tS)° = 55 = tS.

Tdepoolest, kui (s5)" = (t5)°, siis vottes suvalise su € sS saame, et
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0 SS)O

(

= (su)? e (t5)°

= (Fv e 9)((su)°
)

= (Fv € 9)(su = tv)

su € sS = (su)’ €
0¢

(tv)°)

= su € tS,

millest jareldub, et sS C tS. Vastupidise sisalduvuse saame, kui vahetada elemen-
tide s ja t rollid. Jarelikult sS = tS.

Viimane vordus aga tiahendab, et sRt. Kuna [s] = [t], siis mérkuse 4 tottu s = ¢.

Néitame, et kujutus ¢ on homomorfism. Kuna kehtivad

p(st) = ((st5)°, [st]),
p(s)e(t) = ((9)°, [sD((ES)°, [t]) = ((s9)° N [s](tS)°, [st]),

siis peame naitama, et

(5t8)° = (s9)° N [s](tS)°.
Olgu kdigepealt (e,g) € (s5)° N [s](tS)°. Siis peavad leiduma sellised u,v € S, et
(e,9) = (su)’ ja (e, 9) = [s](tv)".
Nieme, et siis [s] 7! (su)? = (tv)? ja seega

(t0)" = [s] 7 ((su) ™" (sw), [su]))

(
= [s7')(u" s Lsu, [su))
(

Sellest jireldub, et tv = s~!'su ning edasi saame, et

su = ss lsu = stv.
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Jarelikult
(e,9) = (su)? = (stv)? € (stS)°.

Olgu niiiid (e, g) € (stS)°. Siis kindlalt (e, g) € (s5)". Niitame, et kehtib ka (e, g) €
[5](tS)°. Kuna (e, g) € (stS), siis leidub selline u € S, et (e, g) = (stu)?. Votame
elemendi v = (st)~!(st)u € S. Siis

(tv) " H(tv) = v
= ((st)"Y(st)u) "t e(st) " (st)u
=u Y(st) tstt Tt s Lstu
=u s (it )t s st
=u it (s s) (it ) s st
=u ) (57 s)s T stu
=u 't s stu

= (stu) " !(stu).

Lisaks ndeme, et

Sellega oleme niidanud, et (e, g) € (sS)° N [s](tS)°, jérelikult ¢ on isomorfism ja

teoreem on toestatud. O
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Kokkuvote

To66 eesmérgiks oli anda iiksikasjalik toestus McAlisteri P-teoreemile. Naitasime,
et McAlisteri kolmiku (G, X,Y’) korral on P(G, X,Y) E-unitaarne inversne pool-
rithm ja et iga F-unitaarne inversne poolrithm on isomorfne mingi P-poolriihmaga

P(G,X,Y), kus (G, X,Y) on McAlisteri kolmik.

Teises peatiikis niitasime, et suvalise McAlisteri kolmiku (G, X,Y’) korral on P-
poolrithma P(G, X,Y’) definitsioon korrektne ning et P(G,X,Y’) on E-unitaarne

inversne poolriihm.

Kolmandas peatiikis konstrueerisime suvalise F-unitaarse inversse poolriithma 5
korral McAlisteri kolmiku (G, X,Y), kus

i) rithm G esitub kujul G/o, kus o on vahim rithmakongruents;

ii) poolvdre Y on hulk hulkadest A%, kus A on poolriithma S parempoolne ideaal
ja
A® = {%s € A},5° = (s7's,[s]), [s] € G/o.

iii) osaliselt jarjestatud hulk X on X = GY.
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