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Eess3na.

Kiesolev viljaanne kuulub TRU teoreetilise mehhaanika
kateedri poolt vidljaantavate Sppevahendite sarja.

Sarja kiesolevas vihikus leiavad kisitlemist v8imalike
nihutuste printsiip, d'Alemberti printsiip ja dlinaamika 11d-
v8rrand koos niidetega. Nimetatud printsiipide sisu paremaks
mdistmiseks ja omandamiseks on soovitav tutvuda sama kilsimus-
te ringi puudutavate niidetega TRU rotaprindi viljaandel il-~
‘munud 8ppevehendist "Niidistilesandeid teoreetilisest mehhaa~-
nikast” II (autorid L.Roots ja K.Soonets).

Viljeaande koostamisel on silmas peetud TRU Fuiusika-Ma-
temaatikateaduskonna matemaatika, pedagoogilise ja fiilisika
osakonna 11i8pilaste vajadusi.
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§ 1. SEOSED.

Mehhaanilise siisteemi all m3istetakse materiaalsete
punktide kogu, milles iga materiaalse punkti asukoht ja 1ii-
kumine s31ltub siisteemi teiste punktide asukohast ja liikumi-
sest. Iga mehhanism v31i masin kujutab endast mehhaanilist
siisteemi. Siin toimudb siisteemi punktide vastastikune m8juta-
mine geomeetriliste kitsenduste kaudu -~ stisteemi punktide
vahel on geomeetriline seos. Piikesesiisteemi kuuluvate keha-
de vastastikuseid asukohti ja liikumist m8jutavad kehade
vastastikused t3mbetungid -~ siisteemi osade vahel on diinaami-
line seos. Emaj%el s3itvad mootorpaadid koos vaadelduna ei
moodusta mehhaanilist silsteemi, sest nende liikumise vahel
puudud praktiliselt igasugune vastastikune m3ju.

Vaatleme n punktist koosneva siisteemi liikumist. Stis-
teemli punktide asukohti antud ristkoordinaadistikus milrame
kohavektoritega 712:(3:;_,5(,2(;). Punktide kiirused on ¥ =
ET¢=(i%)ﬁL,i¢ ) , kus (= 1,2,...,n. Igasuguseid siisteemi
punktide liikumist kitsendavaid geomeetrilisi tingimusi nime-
tatakse seosteks. Matemaatiliselt viljendatakse seoste olemas-
olu v8rrandite v8i v3rratustega, mis seovad punktide koordi-
naate, kiirusi ja aega t:

{,(t,'x”- C%Xm) Yy 2%, ;- "jn é’ﬁz‘n“‘)z’"): 0
ehk lfthemalt, 3

{'(t .,H 'l"") ')T"’n)f'o‘

Neid v8rrandeid niletAIQ seosv8rranditeks.

Edaspidi kasutame liihendatud kirjutusviisi:

(t;2;, 9. 2;%; 4, 2:)=0 £y}
)’l-) l‘,l v
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ehk S
;(f,'l.c,fb,;)=0. (45')
Peame silmas, et v8rrandi (1) vasak pool kujutad endast tege-
likult aja t Jja k¥igi punktide koordinaatide funktsiooni -
Uldiselt 6n + 1 argumendi funktsioomi.
Kui seosvirrand ei sisalda kiirusi % ;nimetatakse seost
geomeetriliseks ehk holonoomseks. Holonoomne seos viljendub

v8rrandiga :
{.(t,x(",‘j.‘,,Zg)=O‘ (2)

lldjuhul nimetatakse seoat, millele vastab seosv8rrand kujul
(1), diferentsisslseks ehk kinemaatiliseks. Seose nimetus
on tulnud sellest, et seosv8rrand sisaldab koordinaatide tu-
letisi aja jirgi. Geomeetriline seos kitsemndab slisteemi asen-
di muutusi, kinemaatiline seos loob kitsendusi stisteemi punk-
tide kiirustele. Geomeetrilise seose (2) diferentseexrimisel
aje jirgi saame v3rrandi
P o ) al - . A
d a5 (e shgen)=0. ()
Vdrrand (3) kujutab endast kinemaatilist seost; silistee~
mi punktide kiiruste komponendid peavad igal hetkel rahulda-
ma seda v8rrandit. Kinemaatilist seost, mis on integreerimi-
se teel taandatav kujule (2), nimetatakse integreeruvaks.Kui
seosvBrrandist ei ole v8imalik kaotada koordinastide tuleti-
si, rddgitakse mitteintegreeruvast kinemaatilisest seosest
ehk mitteholonoomsest seosest.
Statsionaarseks nimetatakse seost, mis ei muutu aja
jooksul., Seosv3rrand ei sisalda siis aega t ilmutatud kujul,

s.t. d
i

Kul seosv8rrand sisaldab aega t i1lmutatud kujul, s.t.

g #0 , on tegemist mittestatsionasarse seosega.
Materiaalsete punktide stisteemile on harilikult rakenda-

tud rohkem kui flks seos. Kui on tegemist ainult holonoomsete

ja kinemaatiliste integreeruvate seostega, nimetatakse siis-

teemi ennast holonoomseks. Kinemaatiliste mitteintegreeruva-
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te seoste korral ritigitakse mitteholonoomsest stisteemist.Ai-
nult statsionaarsete seoste mdjumisel nimetatakse siisteemi
skleronoomseks; kui esinedb ka mittestatsionaarseid seoseid -
reonoomseks,

Kui seose olemasolu on viéljendatav v8rratuse

)t(’t,xb,%,z‘;)?/o
abil, riigitakse vabastavast seosest. V8rduste abil viljenda-
tavald seoseid nimetatakse seevastu mittevabastavateks. Va-
bastava seose korral v3idb stisteem tileminekul {lhest asendist
telse vabaneda seosest.

Illustreerime loodud m3isteid niidetega.

1. Matemaatiline pendel. Olgu pendli pikkus 4 ; 8608~
v8rrandiks saame :

ac"+ z: (,L ‘
Kui {=0(¢t) , s.t. pendli pikkus muutudb, on tegemist mitte-
statsionaarse holonoomse seosega; kui { = const sy On Seos
statsionaarne.

2., Materiaalse punkti liikumine mBtda_liikumatut pinda.
Pinna v8rrand olgu antud kujul

ﬂ&wﬂ:Ou
Punkti koordinaadid peavad igal hetkel rahuldama pinna v8r-
randit - punkti koordinaatide muutumine on kitsendatud.

Seosv3rrandiks on pinna v8rrand.

On tegemist holonoomse statsionaarse seosega.

3. Vaatleme kaht materiaalset punkti, mis on ilhendatud
absoluutselt jHiga kaaluta vardaga. Punktid saavad liikuda
ainult nii, et nende omavaheline kaugus d jEsb muutumatuks.
Seosv8rrand esitudb kujul

(xl-x,)h(’,.-«“)"-r(z,‘-z, P-d*=0
CRE A X

Kirjeldatud konstruktsioon on holonoomse skleronoomse siistee-
mi niiteks. Absoluutselt kindlat keha v3ime kujutleda samuti
koosnavana 1l8pmata suurest arvust kaaluta jidlkade varrastega
tlhendatud punktide paaridest. Seega v8ib kindlat keha lugeda
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holonoomseks skleronoomseks materiaalsete punktide siistee~
miks.

4. Toimugu suusa libisemine tasasel teel aellilcit, et
killglibisemine puudub. Siis on suusa kiirus kogu aeg sihi-
tud piki suuska. Leiame suusa liikumist kitsendavad seos-
v3rrandid. - .

Suusa asemel v3ime vaadelda jiika varrast. Varda kesk-
punkti kiirus on sihitud piki varrast, kusjuures varda liiku-
mine toimugu xy ~-tasapinnas. Varda otspunktide liikumist
kitsendavatele seostele vastavad seosv3rrandid (kontrollida!):

1,4=O’ 2’2.:0;

(xz‘xl)z"’ (‘,1:.“14 i d*= 0,

5“1""-‘: -ﬂl‘-bﬁz'

X=X, T Yi-ys
Viimane v3rrand miirab kinemaatilise mitteintegreeruva seose
ja seega on silsteem mitteholonoomne.

Mitteholonoomsed seosed esinevad samuti niiteks kelgu
libisemisel mosda juid (killglibisemine puudub), mdnguhobusega
s8itmisel, juhtivate milrskude lendamisel.

5. Olgu kaks materiaslset punkti tihendatud venimatu nii-
diga. Punktid ei saa teineteisest eemalduda rohkem kui niidi
pikkuse ¢ kaugusele. Matemaatiliselt viljendub sellise seose
. olemasolu v3rratuse kujul

U= (4 - 4y)" = (4= )*2 0.
Pinguletdmbamata niidi korral puudub seos niidl otstes asu-
vate punktidebvahel - punktid saavad teineteise suhtes vabalt
liikuda.



§ 2. VOIMALIKUD NIHUTUSED.

Vaatleme n materiasalsest punktist koosnevat mehhaani-
list siisteemi, mille punktide liikumine on kitsendatud «
holonoomse mittevabastava seosega:

‘ﬁdy(t)x"@)‘j&;zb)zo “;: )
ehk
f*(ﬁ,?¢)=0, Ky ok 24,2, ,K. (457)

Stisteemile rakendatud tungide m¥jul toimud sfisteemi liikumi-
ne koosk8las seostega. See tihendab, et igal hetkel rahulda-
vad punktide kohavektorid R’;_ seosv8rrandeid jea lilkumise
diferentsiaalv8rrandeid. Siis rahuldavad ka hetkele t+dt
vestavad punktide kohavektorid '17,-_+d,"€¢ v8rrandeid (4a):

.L_('t*dt)?‘;-fd,?é)r-o (s k)
Ajavahemiku df jooksul muudavad stisteemi punktid antud tun-
gide m3jul oma asukohta ruumis d&'?,; v8rra. Vektorid

dx; = o(x‘;—: *d"lij* dz; ¥
kujutavad stisteemi punktide t%elisi elementaarseid nihutusi,
olles itheselt miHratud stisteemis m8juvate seostega ja siis-
teemile rakendatud tungidega.

Lisaks t3elistele mihutustele on mehhaanikas osutunud
viga otstarbekateks nn., v8imalike nihutuste ehk virtuaalsete
nihutuste m3iste.

Materiaalse punkti niisugust 18pmate viikest nihutust,
mis on koosk3las antud hetkel eksisteerivate seostega, nime-
tatakse punktl v3imalikuks nihutuseks, Stisteemi punktide v3i~
malike nihutuste kompleks miiradb kogu slisteemi v8imaliku nihu
tuse.

Stisteemi punktide v3imalikke nihutusi tEhistatakse siim-
boliga ) , et neid eristada t3elistest elementaarsetest nihu-
tustest. Seega

S-W:L SJx;‘?‘ -+ J,L-I-PJZL? )
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kus &'».', s 5’;, ,3:,;, on punkti v8imalikud nihutused vastavate

koordinaattelgede sihis ehk nn. koordinaatide variatsioonid.
Kui hetkele % vastavad siisteemi punktide kohavektorid

rahuldaved seosvdrrandeid (4a), siis peavad samal hetkel ©

rahuldama v8rrandeid (4a) ka slisteemi uuele, eelmisest asen-

dist 18pmata vihe erinevale asendile vastavate punktide koha-

o g -
vektorid mw&oc sy Bat.

: ;Jv (t:-ié*szi )=O

ehk

(b8 odge, el )0 (woh 2,0, k),
V8imalik nihutus % = (§x, 3!3,31) on geomeetriline mBiste, mis
pole seotud siisteemi punktide taelise liikumisega; ta on koos-
k3las seoste atruktuuriga. Punkti v3imalik nihutus 3'(, saa-
dakse aja funktsiooni X =7%({) muutumisel funktsiooni enda
kuju muutumise arvel % v8rra argumendi t muutumatuks jai~
des. TBeline nihutus d®¥ kujutadb funktsiooni =T ({) muutust
argumendi t muutumise arvel di vlrra.

Selgitame v3imaliku nihutuse m3istet niidetega.

1. Vaba materiaalse punkti korral on iga elementaarne
nihutus punkti v3imalikuks nihutuseks. Tegelikult realiseerub
18pmata paljudest v8imalikest nihutustest punktile rakendatud
tungide m3jul ainult iks - t8eline nihutus. Kui punkt asub
liikumatul pinnal, siis on punkti v8imalikeks nihutusteks iga
18pmata viike nihutus antud pinnal v&i joonel,

2. Kangi v8imalikuks nihutuseks on l3pmata viike ptire
nurga 3\9 v3rra umber punkti 0 (joonis 1). Kangi otspunkti-

de A ja B v8imalikud nihutused SL, ning 3% on raadiustega
p Jja q t8mmatud ringjoonte

2] kesknurgale & ¢ vastavad k88lud.
S /'\J‘&" Nurga 5\9 viiksuse t3ttu v8ime

Vil 5
k881ud lugeda v3rdseteks ring-
=B 3 .
A joonte kaartega ning seega
S£4=r‘,.3\|?, 364=q-8? >
Joonis 1.



3. Vintmehhanismi kolme puniti A, M ja B v3imalikud
nihutused, mis vastavad vinda OA elementaarsele ptdrdele JQ
v3rra, on niha joonisel 2.
Paneme tXhele, et nii selles
kui ka eelmises ndiites ei ole
slisteemi punktide v8imalikud
nihutused tiksteisest s8ltuma-
tud.

Joonis 2.

4, Joonisel 3 on esitatud silsteem, kus Xxy-tasapinnas
p8rleval vardal asuv masspunkt v3ib libiseda piki varrast.
: Punkti tlheks v8imalikuks
7 nihutuseks on vardasihiline
: s s..
nihutus PP, = 9% , mis
vastab ptdrleva varda asen-
dile hetkel € . Nihutus %
on koosk3las punktile m8ju-
va seosega hetkel t :
punkt asub endiselt vardal.
—9' -
Nihutus PP' =d%7 ei ole
enam punkti v3imalik nihu-
tus: punkti P' xohavektor

S aaniEid 7(,'+d.7c’ on koosk3las seo-

sega hetkel t+dt y kuid mitte enam hetkel € . Kui varras
el pstrleks, oleks hetkel t nii punkt P kui ka 13pmata ligi-
dal asuv H materiaalse punkti v3imalikuks asukohaks. Tege-
likult v31b aga materiaalse punkti t3eline liikumine olla sel-
. line, et ta jSuab punktist P punkti P, ajavahemikuga i
Seega mittepd¥rleva varda korral - seos on statsionaarne =-
oleks punkti t3eline nihutus ttheks v3imalikuks nihutuseks.
Kui varras age pobrleb - seos on mittestatsionaarne - osutud
materiaalse punkti viimine punkti R' ajavahemiku dt Jooksul
v3imatuks, kuna varras on joudnud juba uude asendisse.

5. Toimugu punkti liikumine modda kera pinda, kusjuures

O



kera raadius R*R(t). Hetkele t, vastavateks punkti v3ima-
likeks nihutusteks on punkti k3ik m8eldavad l3pmata vdikesed
nihutused kera pinnal raadiusega R(t,). Muutumatu raadiusega
kera korral, s.t.,kui punkti liikumist kitsendab statsionaar-
ne seos, oleks punkti t8eline nihutus ilks v8imalikest nihu-
tustest.

Kokku v3ttes v8ime {itelda: statsionaarsete seoste korral
kuulub siisteemi t3eline nihutus tthena 18pmata hulga v3imalike
nihutuste hulka. Mittestatsionaarsete seoste Juhul leiame
hetkele t vastavad stisteemi v8imalikud nihutused sel teel,
et loeme alates hetkest t seoseid statsionaarseteks: aeg <
on fikseeritud parameetriks, seoseid kujutleme "tardunutena®.

§ 3. MEHHAANILISE SUSTEEMI VABADUSASTMED.

0lgu siisteemile m8jumas Kk holonoomset seost tiiipi (4),

S.t.

{u(t.x‘t,‘jé;zi«)zo L= 425 g% )

Diferentseerime vdrrandeid (4) aja 1 Jjirgi, saades seega ki-
nemaatilised seosed: 5
e ) L e

;(S,%d’”%“d‘z 517)_*5%‘“““0 («=42,..., ). (5)
Punktide t3elised nihutused d,?;, rahuldavad v8rrandeid (4)
ehk nendega samavidrseid v3rrandeid (5), s.t. seosv3rrandid
(4) ehk (5) loovad kitsendusi stisteemi punktide nihutustele.
V3rrandeid (5) rahuldavad ka punktide v3imalikud nihutused
Sf‘; , kui neis v3rrandeis lugeda aeg t muutumatuks - seo-
sed jddvad muutumatuks alates hetkest t . Sellisel juhul
tuleb vdtta dt=0 ja jSuame v3rranditeni

;(%51;4-;‘%85&'?;%51‘;):0 (x=42,... k). / (6)

Kui seosed on statsionaarsed, puuduvad v8rrandeis (5)
osatuletised aja jirgi. V3rreldes sellisel juhul v3rrandeid

S LG



(5) ja (6), veendume jirjekordselt, et statsionaarsete seosté
Juhul on stisteemi t8eline nihutus {iks samale hetkele vastava-
test stisteemi v3imalikest nihutustest.

V3rranditest (6) jireldub, et stisteemi punktide vBimali-
kud nihutused Sﬁz(é'x-b,&ﬁ,&;) ei ole iiksteisest s8ltumatud.
Nad asetavad 3n koordinaadi v8imalikule nihutusele Jx;,dY;,
§x; k lisatingimust. Jirelikult v8ime 3n- x koordinaatide
v8imalikku nihutust valida flksteisest s3ltumatult, ‘kuna tile-
Jdinud Xk nihutust leiame sB8ltumatute v3imalike nihutuste
lineaarsete kombinatsioonidena v8rrandeist (6).

Arvu

v=dn ~k
nimetatakse sfisteemi vabadusastmete arvuks. Silisteemi vabadus-
astmete arv milratakse vabalt valitavate ja tiksteisest s8ltu-
matute v3imalike nihutuste projektsioonide arvuga. Vabadus-
astmete arv v38rdub stisteeml punktide koordinaatide ja seos-
v3rrandite arvu vahega.

Kisitleme m8ningaid niiteid.

l. Pinnal asuval punktil on 2 vabadusastet: punkti asu-
koha m#irab 3 koordinaati, seosv3rrandiks on pinna v3rrand.

2. Punkti liikudes antud joonel on tal lks vabadusaste -
seosv8rrandiks on kahe antud joont mdtda 18ikuva pinna v8r-
randid.

3.V81b niidata, et vabal kindlal kehal on 6 vabadusastet.
T8epoolest, kindla keha asend on miiratud kolme tema punktiga
( 5n =9 ). Punktidevahelised kaugused on muutumatud. Seos-
v3rrandeid saame 3.

4, Yhe kinnispunktiga kindlal kehal on 3 vabadusastet.
Eelmises niites toodud kolmele seosele lisandub veel kolm
seost - kinnispunkti koordinaadid on konstantsed.

5. Vdntmehhanismil on 1 vabadusaste - k3igi punktide
v8imalikud nihutused saame avaldada niiteks vinda elementaar-
se pbbrde 59 kaudu (vt. joonis 2). Analoogiline olukord on
kangi juhul (joonis 1). Suur osa masinaid ja mehhanisme on (he
vabadusastmega.

Mirkus: Mitme muutuja funktsiooni variatsiooni m3iste ja
varieerimise eeskirjad antakse variatsioonarvutuse kursuses.
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Mirgime ainult, et funktsiooni varieerimisel kehtivad samad
eeskirjad nagu diferentseerimisel, kuil lugeda aeg konstant-
seks.

§ 4. IDEAALSED SEOSED.

£0lgu tegemist mehhaanilise siisteemiga, millele on raken-
datud tungid ja mille liikumine on kitsendatud seostega. In-
tuitiivselt v3ime titelda, et sgoste puudumisel, kuid samade
tungide m8jul toimuks siisteemi liikumine teisiti kui seoste
eksisteerimisel. Stisteemi punktide kiirused ja kiirendused
oleksid teistsugused. Mehhaanika p3hiseadustest on aga teads,
et igasuguse kiirenduse allikaks on tung. Kujutleme seosed
eemaldatuna ja nende m3ju siisteemile asendatuna selliste tun-
gidega, et stisteemi punktide liikumine ei erineks nende t3e-
lisest liikumisest. Tungi v8i tunge, millega seosed m8juvad
sfisteemi punktidele, nimetatakse seoste reaktsioontungideks
ehk reaktsioonideks.Seoste asendamise v3imalijkkust reaktsioon-

tungidega tuntakse mehhaanikas seostest vabastamise print-

81ibi nime all.

Reaalsetest seostest lihiudes luuakse abstraktsioon an.
ideaalsete seoste nHol.

Seoseid nimetatakse ildeaalseteks, kul seoste reakisioon-
tungide tvdde summa siisteemi mis tahes v3imalikel nihutustel
on null. Matemaatiliselt v8ime i1deaalseid seoseid defineeri-

da v3rdusega X

‘.2‘4 R,d%. =0 (7)
ehk projektsioonides koordinaattelgedele

n

f‘}, (an‘s"i*R;i_ég.;*Rc;&L) =0, (Ta)

kus ﬁi:(kil,kw,gcz)on stisteemi punktidele rakendatud reakt-

sioontungid.
Toome mdningaid niiteid ideaalsete seoste kohta.

4
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1. Punkti liikumiael absoluutselt siledal pinnal on
pinna reaktsioon R suunatud risti pinnaga, sest pind ei
takista punkti liikumist puutuja sihis. Seega R18% ja
reaktsioontungl t8% punkti mis tahes v3imalikul nihutusel on
null, Absoluutselt sile pind on ideaalne seos. Samuti kuju-
tab absoluutselt sile k3ver ideaalset seost.

2. Absoluutselt jiik kaaluta varras kujutab varda ots-
tesse kinnitatud kahe materiaalse punkti jaoks ideaalset
seost. Niitame seda (vt. joonis 4). M3jugu punktid A ja B
teineteisele tungidega N., Ja NZ'

Reaktsioontungide
N 4 leidmiseks kasutame nn.
jz’ ¥ 13igete meetodit, mis seis-
1 ’ neb jirgnevas. Teostame
A cﬂ’-, 7 m3ttes vardas 13ike ab
J‘,,; &) " ja kujutleme varda ilhe
# ¢/ osa (nditeks parema) ee-
3 ) maldatuna. Et allesjddnud
a) ﬁ vasak osa siilitaks
A % oma esialgse tegeliku
asendi, peame varda pa-
rempoolse osa m3ju vasak-
Joonis 4, poolsele asendama teatud

tungiga 34 ’N:_ . Analoogilise arutlusega jOuame tungini
2. Ny . Tungid T?’, Ja ?2: kujutavadki endast varda reakt-
sloontunge, kusjuures Newtoni I1I seaduse p8hjal ﬁ‘,:—ﬁ: .

Varda AB otspunktide v3imalikud nihutused olgu (joonis

4b) & e
AA,=d%, , BB,=d%,

Varda saame asendist AB viia asendisse A B.1 jirgmiselt.
Esmalt ptsrame varrast tema keskpunkti umber, kuni A'B'||A,B,.
Selle ptdrde ulatuses tungid R ja R todd el tee: rakendus-
punktide nihutused on risti tungi m3jusirgega. Ntitid nihutame
varda asendisse A"B" « Tungide ﬁ: ja 3& tBdde summa on
null, sest ithe tungi t55 on negatiivmne, teisel positiivne.
L8puks nihutame varda paralleelselt iseendaga asendist A"B"

G



13ppasendisse A, B, - sellel nihutusel R, ja R, jHlle
t68d ei tee. Seega t3epoolest

R 82,+R,8%,-0 ,
mis t8estabkl meie vidite.

3. Tuginedes eelnevale niitele ja esimeses punktis too-
dud nHiitele 3, v8ime jireldada, et absoluutselt kindel keha
on ideaalsete seostega masspunktide siisteem.

4, Karedat pinda v81i joont v3ime lugeda ideaalseks seo-
seks, kuil h33rdumistungid arvata vilistungide hulka. Lahuta-
me pinna kogureaktsiooni'a joonisel 5 niidatud viisil Egheks
komponendiks, millest N
kujutab pinne normaalreakt-
siooni jJja ;I pinna puutuja-
tasapinnas m&juvat h88rdumis-
tungi. H38rdumistungi suurust
saab hinnata pinna normaal-
reaktsiooni kaudu Coulomb'i
h38rdumisseaduste abil.

Analoogiliselt arutleme
kareda kSvera juhul.

i
f
N

&y

Joonis 5.

§ 5. VOIMALIKE NIHUTUSTE PRINTSIIP.

Olgu tegemist mehhaanilise slisteemiga, mille punktidele
on rakendatud tungid ja mille liikumine on kitsendatud seos-
tega. Millistel tingimustel on stisteem tasakaalus, S.t., mil-
lal on sfisteemi k3ik punktid neile rakendatud tungide ja
seoste m3ju all tasakaalus? Vastuse sellele kiisimusele annab
v3imalike nihutuste printsiip - staatika k3ige illdisem print-
siip, mis on mehhaanika arengus etendanud viga tdhtsat osa.
V3imalike nihutuste printsiibi formuleeris tildkujul esimesena

Fpo Y,



Johann Bernoulli 1717.a. Printsiibi n¥itlik, kuid mitte
range t8estus pHrineb Lagrange‘'ilt, range t3estus kuulub
Ampere‘'ile 1806.a.

V8imalike nihutuste printsiip on jirgmine:
tasakaalu tarvilikuks ja piisavaks tingimuseks siisteemi an-
tud asendis on siilsteemi punktidele rakendatud tungide t&dde
summa v3rdumine nulliga nende tungide rakenduspunktide mis
tahes v8imalikul nihutusel,

Analfititiliselt viljendub v8imalike nihutuste printsiip
kujul

=

(‘14?‘;'8?“' =0 (t)
ehk :
B (XKidx+ 9,8y, +2,3x,) =0, 9)

kus F=(X; Y, Z; ) on siisteemi punktidele rakendatud tungid
ja 51 =(§x P 0,81)- tungide rakenduspunktide (ka sisteemi
punktide) vvimalikud nihutused. -

T3estamisel eeldame, et siisteemile m8juvad seosed on
jdeaalsed ja statsionaarsed -~ enamus praktikas esinevatest
seostest on t8epoolest sellised.

T8estame tingimuse tarvilikkuse. Olgu siisteem tasakaa-
lus - siis on ka stisteemi k3ik punktid tasakaalus. Punkt
saab aga tasakaalus olla ainult siis, kui k3igi temale raken-
datud tungide ja reaktsioontungide summa on null, seega

g e
kuid siis ka nende tungide resultandi tod vastava punkti
v3imalikul nihutusel

- -
(F;*RL)'S-{;:O U
Liidame stisteemi k3igile punktidele rakendatud tungide todd;
saame

[’

(F+R )- 8%, =

Eelduse kohaselt on seosed ideaalsed ja vastavalt valemile
(7); saamegi

&F87 -0
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- printsiibi tarvilikkus on t3estatud.

Piisavuse tB3estamisel loeme tingimuse (8) tdidetuks.
Oletame vastuvditeliselt, et silsteem siiski el ole tasakaa-
lus. Sellisel juhul hakkab siisteem liikuma ning sooritab
13pmata viikese ajavahemiku jooksul t3elise nihutuse. Viima-
ne kKuulub statsionaarsete seoste korral v8imalike nihutuste
hulka. Kuna siisteemi punktide nihutused toimuvad E; Ja 3l
resultantvektori suunas, siis tungide tgtde summa on -posi-
tiivne, s.t.

-l TR
%
é,(FL*RL)'é'L‘)O .
V3ttes jille arvesse, et seosed on ideaalsed, jduame tulemu-

sele

5 Fidi>0,

mis on vastuolus eeldusega. Vastuoluni j3udsime oletusega, et
siisteem ei ole tasakaalus. Selline oletus osutus seega eba-
8igeks ja temast tuleb loobuda - ka printsiibi piisavus on
t3estatud.

" Vaatleme erijuhtu, kus stisteemile m8juvad konservatiiv-
sed tungid. Tungide komponendid avalduvad siis silisteemi po-
tentsiaalse energia (l osatuletiste kaudu

U
%ogh )yt 238
v8rrand (9) teisendub niitid kujule

Z(au 3% U 5} 31) 0.

=1
Analoogiliselt w muutuja funktsiooni tdisdiferentsiaalile
nimetatakse viimast summat w muutuja funktsiooni variatsioo-
niks ja kirjutatakse lilhendatult kujul JSU.

V3rdus
w=0

vil jendab potentsiaalse energia L statsionaarsuse tingimust
(analoogiliselt funktsiooni tidisdiferentsiaali v@rdumisele nul-
liga). Saadud tulemus tihendab, et statsionaarsete ideaalsete
seoste ja konservatiivsete vdlistungide korral omab slisteemi

5. =17 =
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potentsiaalne energia tema tasakaaluasendis statsionaarse
vidrtuss,

V8imalike nihutuste printsiibist lihtudes saab tuletada
materiaalsete punktide silsteemi tasakasluv3rrandid.

§ 6. NXITEID VOIMALIKE NIHUTUSTE PRINTSIIBI
RAKENDAMISE KOHTA.

K4isitleme mOningaid klassikalisi {illesandeid, mille lahen~
damine v3imalike nihutuste printsiibi abil osutub viga liht-
saks.

1. Kangl tasakaal.

Punktis 2 avaldasime
kangil otspunktide v3imalikud
nihutused kangi 13pmata vii-

. kese pdérdenurga éxf kaudu
Jirgmiselt:
5&‘ » r‘g’f)
8¢, =9-3¢

Seega on tungide P ja Q
rakenduspunktide v3imalikud
nihutused teadas. Reaktsioon-
Joonis 6. tungi R rakenduspunkt el
nihku.
Tungide t88d v8imalikel nihutustel on
P. 5&1- c,os(&f)

Ja

- Q8- cos(y).
(tungi Q. t56 on negatiivme, kuna Q ja SZ, vahelinme nurk
on niirinurk). Kangi tasakaalu korral on kangile m3juvate tun-
gide tdtde summa nende rakenduspunktide v8imalikel nihutustel
null, s.t.
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P- 8¢, cos(8¢ ) ~ Qde, cos(d )= 0
ehk
Kuna tildiselt 5q +0 , peab
pr\ - Qq =0,
Tasakaalutingimuse v3ime esitada kujul
pr\ = Qq
- kang on tasakaalus, kui kangile m8juvate tungide momentide
suurused kangl toetuspunkti suhtes on v3rdsed.

2. Kaldpind.

0lgu kaldpind ideaalselt sile, plokk A 13pmata viike
ning h38rdumine ploki ja venimatu niidi vahel puudugu (joo-
nis 7). Uurime, millal on niidi otstesse kinnitatud koormad
p ja Q tasakasalus.

: Anname slisteemile v8ima-
liku nibutuse. Koorma Q nihu-
tuse valime vertikaalsihis,
koorem P nihkub siis piki
kaldpinda Uiles. Tungide P ja
Q t88d nende rakenduspunkti-
de v8imalikel nihutustel on

S chp Ath &

Ja
QJQV
(raskustungi 3 tod on nega-
tiivne, kuna tungi P ja tema
rakenduspunkti nihutuse SF vahel on nilrinurk).
Siisteemi tasakaalu korral saame v3imalike nihutuste
printsiibi jdrgl v8rrandi
Q&L- Psina cSP, =0.
Kuna 3f1=&1#0 , saame 13plikult
Q =Psina

- kaldpinnal asuva koorma tasakaalustamine on seda kergem,

Joonis 7.
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mida vdiksem on kaldpinna kaldenurk.
3. Kiil.

Kiilu tipunurgaga A& surutakse puusse tungiga P . Kui
suurt survet kannavad kiilu killgtahud iile puule'? H83rdumise
kiilu ja puuhalu vahel jhitame arvestamata.

Joonisele 8 on kantud kiilu kiilgtahkude poolt lilekanta-
vate survete asemel nendega v3rdsed, kuid vastupidiselt suuna-
tud puuhalu reaktsioontungide resultandid R , mis on raken-
datud kiilule.

Anname kiilule vertikeal-

sihis v3imaliku nihutuse

Sp + Kiilule m3juva reakt-

sioontungi R rakendus-

punkti nihutuse projekt-

\ o J sioon tungi R sihile

R o olgu 8 . Kiilu tasakaalu
\ 6.) korral on v8imalike nihu-

#, J/‘f tuste printsiidbi kohaselt

P —RSv-R& = 0

Joonis B. - tungi R t©68 nihutusel
Sn  on negatiivne.
Jooniselt 8b on kerge niha, et tungide P ja R raken-
duspunktide nihutused tungide m3jusirge sihis on omavahel
seotud Jirgmiselt:

P

o)

v =8p-sina.
Viimast seost arvestades saame kiilu tasakaalutingimuse esi-
tada kujul

(P~2.Rsi.nu.)3r(=0. ;
Kuna fildiselt 3p#0 , Siis jireldudb, et

P-2Rsina =0. ;
Kiilu poolt puuhalule {ilekantav survetung N =R . Seega
ey
N T 2sina

- teravama kiiluga on kergem tddtada.
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4., Liitplokk.

Leida liitplokiga tB3stetava koorma (3} tasakaalustami-
seks kuluv tung P . Nii liikuvate kui ka liikumatute plok-
kide arv on n.

Tungi P rakenduspunkti

laskumisele Sp v8rra
vastav koorma Q v3ima-

4L$ lik nihutus olgu 31,.
Tasakaalutingimus avaldub

i ku Jul
P Sr\ —O,a%= 0.

1&% Kui Q tBusebd Sq v3rra,
Q ¥ litheneb #ile plokkide mi-
neva ngdri iga 1lili sama
J?onis % palju ja nddri vaba ots

laskub 8p=2151 v8rra.
Jirelikult koorma kaalu tasakaalustav tung
p=-2
Zn
- koorma t8stmiseks kuluv tung on seda vHiksem, mida suurem
on plokkide arv 1iitplokis,.

5. Torricelli printsiip.

Vaatleme mehhaanilist sfisteemi, millele mdjub ainult
tema raskustung. Slisteemi mass olgu ™M , punktide kohavek-
torid antud koordinaattel jestikus E¢=(x¢,q;,z;) ning mass-
keskme kohavektor E;=(xc,gc,zc) . Millal on raske siisteem
tasakaalus?

Stisteemi punktidele m3juvad tungid on vastavalt meg
Stisteemi tasakaalu korral kehtib siis vB8rrand

5m§.87.=0.

-
Kui valida % ~telg vertikaalsena ja tema ilhikvektoriks «
s8iis :

Ja



Nilld saame

gm;q-ata :i §4m;_52;= 0

ehk:

TJ(‘%‘M;Z;_):O ’
Teiselt poolt,

"c-'-zl:az. ’

mida arvestades
g-8(Mx,)= Mg-3z, =0.
Siit jireldub, et
82, =0,
mis viljendabki Torricelli printsiipi:
raske sfisteem on tasakaalus siis ja ainult siis, kui siisteemi
masskese ei saa laskuda vertikaalsihis.

§ 7. TUNGIDE SUSTEEMI TASAKAALUVIRRANDID.

V8imalike nihutuste printsiibi abil saab milirata siistee-
mi tasakaaluasendid. Sagelil on aga tegemist olukorraga, kus
mehhaanilise sisteemi tasakasluasend on teada ja tuleb leida
tasakaalutingimused siisteemile rakendatud tungidele. Tuletame
tungide siisteemi tasakaaluvdrrandid, lZhtudes v3imalike nihu-
tuste printsiibist.

Vaatleme kindlat keha, millele on rakendatud tungid P
Olgu valitud x4z ~-teljestikus tungide &-(xw,m,zb) rakendus—
punktide kohavektorid W =(x;,y;,z2:) Ja masskeskme kohavektor

Re=(Xc,Ye %, ) - Kindla keha tasakaalu juhul kehtib v3ima-
like nihutuste printsiibile vastav v8rrand (8)

ﬁ.ﬁ-s;=o,

kus 3?- on tungide rakenduspunktideks olevate keha punktide
v8imalikud nihutused.

- 22 -



Keba mingi punkti kohavektori,
keha masskeskme kohavektori
Ja masskeskmest keha vastavas-
se punkti viiva vektori ¥
vahel kehtidb seos (joonis 10)
- -y ->
et Ui

' Keha punktide kiirused keha

M

liikumisel avalduvad siis
O kujul

=

A
L, =%+,

e )
b ton B kue %, on keha masskeskme
kiirus ja %, ~ punkti kiirus liikumisel masskeskme suhtes.
Statsionaarsete seoste juhul on keha punktide t8elised
nihutused tthed v3imalikest nihutustest.Valime punktide v3ima-
likeks nihutusteks l8pmata viikesele ajavahemikule it vasta-

vad punktide nihutused, s.t.
Iy =R 8 = (T, + 0, )5L =82 +T, 8¢ .
§8rrand (8) saab ntild kuju
n - .
mille teisendamine annab
Wi - B, ®i8y
$t°'§F¢+5t°§‘E"L‘-c =0.
Punkti kinemaatikas t8estati, et
z,

w )
kus & on vaadeldava punkti pttrlemise nurkkiirus liikumisel

punkti C suhtes. Viimase tulemuse arvestamisel esitub ees-
jool teisendatud v8rrand kujul

n 2> -h LS S -
Sic-‘};.‘prSt~‘Z.,‘mch E =O 4
Rihutused 4%, ja &St  on vabalt valitavad (St valik oli

meelevaldne) ja seepiirast on viimane v3rdus v8imalik ainuit
siis, kui

o> -
Y FWX

£7=0, £(T xF)=0.

=1
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V3tame niilld arvesse, et
) -
7{;_‘_ =%

kus 'i; v3ime lugeda vaadeldava punkti kohavektoriks meele-
valdselt valitud nullpunkti O suhtes. Niiild saame

3 & = n - " "
£4('€R_XFL)=£.;'(’:(,XF;-LZ‘.4'{&X FL=§‘2¢ X FL-t°x§,1ﬁ=o :

e

@
Euna f-F,-,=0 , 8iis ka
o=q

' S B3
E‘('t,'-’xﬁ)-o.
JBudsime meelevaldse tungide siisteemi tasakaaluv3drranditeni:
n -
55 £ =0,
{10}
n - —a
&%(w‘-_xﬂ )=0
ehk projektsioonides koordinaattelgedele:
—
L%x(':O) %momx(FL )=O,
—
ZL'.'.-I;=0, omomy (Fy) =0, (1)

%0, Zymmz(f_-:"’)=o.

Ulldine tungide siisteem on tasakaalus, kui tungide vektor-
summa on null ja tungide momentide summa, arvutatuna mis tahes
punkti suhtes, on samuti null ehk,

ildine tungide siisteem on tasakaalus, kui tungide pro-
Jektsioonide summa mis tahes teljele on null ja tungide momen-
tide summa mis tahes telje suhtes on null.

V3rranditega (10) on antud kohe ka kindla keha tasakaalu-
tingimused kehale rakendatud tungide vidljas. Tulemusi saabd
samutil kasutada materiaalsete punktide siisteemi tasakaalu uu-
rimisel. Punktide stisteemi tasakaalu korral on tasakaalus ka
stisteemi iga osa -~ seega v8rrandid (10) kehtivad siisteemi kui
terviku ning samuti siisteemi iga osa kohta. Punktide siisteemi
juhul tuleb v8rrandis (10) arvestada k3iki siisteemi punktidele

S T



rakendatud tunge.

§ 8. D'ALEMBERT'I PRINTSIIP.

0lgu tegemist materiaalse punktiga, ndlie mass on m ja
millele rakendatud tungide resultant on ¥ « Newtoni II sea-
QEse Jargi 1iigud punkt tungi F m3 jul sellise kiirendusega
w s et igal hetkel kehtib v8rdus
m# =F .
Viime k3ik liikmed v8rduse ilhele poolele; seega

Fr(-m¥)=0.
Saadud v3rdust v3ime vaadelda punktile rakendatud tungide
tasakaalutingimusena, kui vektorit (-m«¥ ) t3lgendada
tungina.

Suurust

T n-mad
nimetatakse inertstungiks. Paneme tihele, et inertstungi
m3jusirge Uhtid kiirendusvektori sihiga, suunalt on nad alati
vastupidised.

Inertstungi mdistet kasutades v3ime materiaalse punkti
liikumise pB8hiv3rrandi esitada kujul

?+?=0.
Saadud tulemus on tuntud d'Alembert'i printsiibi nime all
ilhe materiaalse punkti jaoks:
punkti liikumise igal hetkel on punktile rakendatud tungid ja
inertstung tasakaalus.

Laiendame tulemust materiaalsete punktide siisteemi juhu-

le. Stisteemi iga punkti jaoks kehtidb v3rrand
F+3,=0 (£=42,..,n).

Sitsteemi liikumise igal hetkel on k3ik siisteemi punkti-
dele rakendatud tungid ja inertstungid tasakaalus - see kuju~
tabki d'Alembert'i printsiipi materiasalsete punktide siisteemi
korral.

-



D'Alembert'i printsiip v8imaldab diinaamika {ilesannete
lahendamisel kasutada staatika meetodeid: ta on efektiivne
iilesannete ldhtev3rrandite koostamisel.

Stisteemile rakendatud tungid ja inertstungid moodustavad
tasakaalus oleva tungide siisteemi ning rahuldavad seega 11ldi-
si tungide tasakealuv®drrandeid (10).

Kokkuv3te: v3rrandite koostamisel d'Alembert‘'i printsii-
bist l¥htudes v3ime kasutada jirgmisi tasakaaluv8rrandeid:

1) k3igi sfisteemile tegelikult rakendatud tungide ja
inertstungide projektsioonide summa mis tahes teljele on
null;

2) k%igi nende tungide momentide summa mis tahes punkti
v31i telje suhtes on null.

R8hutame, et d'Alembert’i printsiip ei ole sisuline meh-
haanika printsiip nagu seda on Newtoni II seadus. Ta annab
ainult tihtse eeskirja rea dilnaamika {llesannete lahendamiseks
staatika meetoditega.

§ 9. DUNAAMIEA ULDVﬁRRAND:

Diinaamika {ildv8rrand on v3imalike nihutuste printsiibi
Ja d'Alembert'i printsiibi siinteesiks. D'Alembert’i print-
s1ibi j¥rgi on igal hetkel k3ik siisteemile m3juvad tungid
(nende hulgas ka reaktsioontungid) ja inertstungid tasakaalus.
V8imalike nihutuste printsiip viljendab aga tasakaalu tarvi-
likku ja piisavat tunnust. D'Alembert‘’i printsiibi kohaselt
on siisteemi punktidele rakendatud tungid Ei ja inertstungid

. tasakaalus - seega rahuldavad nad v3imalike nihutuste
printsiibis viljendatud tingimust
%‘-(E‘.*i)'szﬁo .

Inertstungid 3; avalduvad stisteemli punktide kohavekto-

rite teist Jgfku tuletiste %;=(i;,§¢,i;) kaudu jirgmiselt:

s
Ji=mm, .

- 26 -



Tungide t8dde summa avaldise v8ime niiid esitada uuel kujul.
J3uame diinaamika tildv8rrandini
T (F-m%,)-83,=0 (12)
ehk
%[(%L‘“Lic)fs’%*(9e'MLQ;)&JL*(Z;'"‘Lia)szi,]’o' (13)

Dinaamika {i1dv8rrandis vHljendub tildine mehhaenika print-
siip: ideaalsete seoste korral toimud stisteemi liikumine nii,
et igal ajahetkel on siisteemile rakendatud tungide ja inerts-
tungide tdsde summa nende rakenduspunktide mis tahes v8ima-
likel nihutustel v8rdme nulliga.

Ideaalsete seoste kisitlemisel vaadeldud nHidete 2 ja 3 pdh~
jal v8ime iitelda, et kindla keha juhul langevad diinaamika
#ldv3rrandist vilja keha sisetungid.

Dinaamika #11dv3rrand on tarvilik ja piisav tingimus sel-
leks, et seostega koosk3las olev liikumine vastaks antud tun-
gidele. Diinaamika #1ldv8rrandist ja seosv3rranditest saab mii-
rata stisteemi k3igi punktide liikumise ning seejdrel seoste
reaktsioontungid Newtoni II seadusest. Kirjeldatud lahendus-
kdiku realiseeritakse matemaatiliselt kahel viisil: miHrama-
ta kordajate meetsdil (Lagrange'i I liiki v8rrandid) vdi @l-
distatud koordinaatide meetodil (Lagrange®i II 1iiki v3rrandid).

Diinaamika {ildv3rrandi kujul (13) esitas esmakordselt
Lagrange oma kuulsas t88s “Analfiitiline mehhaanika® 1788.a.

Kirjeldatud tee diilnaamika i#ildv3rrandi saamiseks on aja-
looline. Dinaamika {ildv3rrandit saab tuletada ka otseselt,
d'Alembert'i printsiibile toetumata. Dinaamika Uldv3rrandile
v3ib iles ehitada kogu mehhaanika - temast lihtudes saab tu-
letada k8ik punkti ja siisteemi diinaamika pShilaused ning 1ii-
kumise diferentsiaalvdrrandid.
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§ 10. DUNAAMIKA POHILAUSETE TULETAMINE
DUNAAMIKA U:r.nvpnmxmsr.

Tuletame dinaamika tildvdrrandist lihtudes impulss- Ja
p8drdimpulsslause ning energialause.

1. Impulsslause. Olgu seosed sellised, et siisteemi
k8ik punktid saavad translatoorselt nihkuda vihemalt {thes
sinis L . Valime siisteemi k3igi punktide v&imalike nihutus-
tena vaadeldaval sihil v8rdsed nihutused, s.t.

87:‘-‘ 28T +0 (L=42,.,n).
Sel juhul v¥ime v8rrandi (12) esitada kujul
- 3
SV-L(Fi-m%)=0,
kust jireldub, et
. e -
SE.%MU'{L=3VZF;.
Meil on teada, et =
T Gt > _dQ 7
Sm¥ g Eni=gp -,
.
kus vektor Q on stisteemi lineaarne impulss.
J8uame tulemuseni

- ->
8?:' Q =£' % F"‘
THhistades vektori projektsiooni sihile L sama tihega in-
deksiga vastava suuruse juures ja tihistades |8¢| :3&,
v8ime viimase vOrrandi esitada kujul
8t Qf“'%ru
ehk _ (14)
—
Q=ZF, -
Tulemus kujutabkl endast impulsslausele vastavat v8rran-
dit projektsioonides mingile teljele L .
"Erinevus kursuse varasemas osas saadud impulsslause for-
mulatsioonist seisab selles, et k¥esoleval juhul sisaldadb
v8rrandi (14) parem pool ka siisteemi sisetunge. Kuid see eri-
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nevus on ainult viline, sest sisetungide summa langeb sealt
vilja - see on null.

2, Poordimpulsslause. 0lgu seosed sellised, et silsteem
saab ptSrduda fimber mingl telje (. Ststeemi punktide nihutu-
sed ajavahemiku &t jooksul valime sellised, et stisteemi
k8ik punktid p8trduvad imber antud telje sama nurga vdrra.
Kirjeldatud nihutused kuuluvad siis ka punktide v3imalike
nihutuste hulka ja valimegi

_=
8‘{'.'-«,68(:.
Punktide joomkiirused ?& avalduvad pYbrlemistelje sihilise
nurkkiirusvektori & kaudu
s i
IL‘.':(A)X'L;_ ’
mida arvestades saame
%= (@xT) 3t .
Dilnaamika iildv3rrand esitud kujul
- b - %
dt -Z,[(Fé—m‘-‘-?b)-?u'x %]=0.
9
Vektorite segakorrutises v8ime tegurid tsiikliliselt fimber
paigutada. Meie juhul saame
S[@7 x(F-m%)]=0 .
9
Kuna nurkkiirus & on k8igile punktidele tihine, v3ime vii-
mase avaldise teisendada kujule
= =S
3-%[’:“(&-m\;l;f”=o -
Meil on teada, et 4
o > _.‘!‘_G
Z(Txm %) =3¢ !
xus 6 on stisteemi pSSrdimpulss valitud tsentri suhtes. J8u-
ame tulemusele
: -
&)’é’:&'%(ixﬂ) .
Vektorite skalaarkorrutise m3iste jirgl saame
- -
w'Gc—w[Z"'(bobu)]L )
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kust

G,=% mom&(FL) . ’ (15)
Tulemus viljendabki p8srdimpulsslauset. V8rrandi (15) pare-
malt poolt langeb #ra slizteemi sisetungide momentide summa -~

see on null.

3. Energialause. Eeldame, et seosed on statsionaarsed,
8iis kuuluvad slisteemi v3imalike nihutuste hulka ka t8elised
nihutused. Valime punktide v8imalike mihutustena nende tSe-
lised nihutused, s.t. 3%, =d%; (i=42,.,n). T8elised nihu-
tused rahuldavad diinaamika tildv8rrandit

- -~ o
%(Fi_'m;‘b@)' dx; =0.
Teisendame summa teist osa. Saame

i ; )2 =
Zm i du=5m 25l wd (2 m32) = dT

kus T on sisteemi kineetiline energia. J8uamegi energia-
lauseni

dT= 5 F-d7, (16)

§ 11. NAITEID D'ALEMBERT'I PRINTSIIBI Ji
DUNAAMIKA ULDVORRANDI RARKENDAMISE KOHTA.

Alustame niidetega d'Alembert’l printsiibi rakendamise
kohta.

Niide 1. Ule diinamomeetri konksu killge kinnitatud ploki
on pandud venimatu ja kaaluta niit, mille otstesse on kinni-
tatud koormad kaaluga P, ja P, (P, >Pz) . Leida dilnamomeetri
nEit ja kiirendus, millega raskused liiguvad. Ploki ja niidi
vahelist h33rdumist ning ploki kaalu el arvesta.

Koormate kiirenduste 5;;, Ja Wb suunad ning siisteemile
mSjuvad tungid on n#dha joonisel 1l. Stisteemile on rakendatud
raskustungid 5: Ja 13:, ning reaktsioontung Mg Tungi

N’_ suurus v8rdubki diinamomeetri niiduga. Lisaks tegelikult
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m3juvatele tungidele lisame
liikuvatele kg?mto];’ veel
inertstungid J, ja I, .
D'Alembert’'i printsiidi koha-
: e v
se_l.t on_’tungid 3, N e,
J, ja J, tasakaslus. Koostame
tasakaaluvdrrandid. Leiame
tungide projektsioonid verti-
kaalsihile ja v3rrutame nende
summa nulliga:
2, PtP"N-2,+3,=0.
Joonis 11. Kuna koormad on niidiga tihen-
datud, liiguvad nad suuruselt
v8rdsete kiirendustega, s.t. w,=«,=+ ., 3ils avalduvad inerts-
tungid ka kiirenduse w» kaudu:

f1i=—p’-'kf1 :&w

3 $

) :-&MI'L = —p!l N,
LI | 9
Et (ks tasakaaluvdrrand sisaldab kiiesoleval juhul 2 tundmatut
(N jaw ), koostame ka tungide momentide tasakaaluvdrrandi.
Arvutame momendid ploki tsentri suhtes (siis langeb saadavast
v8rrandist {iks tundmatu vilja); tasakaalu korral

R=3%2P+],

~ v3rduse m3lemaid pooli on jagatud ploki raadiusega, mis on
tungide 3laks. NUlUd asendame saadud vdrrandeis inertstungid
oma avaldistega kiirenduse w kaudu

Py By
P+R~N g«r+‘,w 0

P1-

-nl_v

pl-
W:TW'PPL



Vérrandstisteemi lahendamisel leiame otsitavad suurused

PR ot B
B +P,

N - 4pipl
P, +P,

Kui valida niiteks PR,=§ g Pz=3m3 , on diilnamomeetri niit
7,5 kg, mis on viiksem koormate kogukaalust.

Naide 2. Varras pikkusega AB={ ja kaasluga P on
kinnitatud Sarniiri abil punktis A vertikaalse p8trleva
v811li kiilge. V811 ptorledb jHiva nurkkiirusega w . Leida
t8mme niidis, mis hoiab varrast v81l1li suhtes kaldu nurga o«
all,:

Vardele m8juvad raskus-
tung P , reaktsiocontung R
garniiris A ja varrast hoid-
va niidi reaktsioontung T ,
mis suuruselt v8rdub niidi
otsitava t3mbega (suunalt
on nad teineteisele vastu-
pidised). Lisame pidrleva
varda elementidele veel inerts-
tungid 4F | milleks kies-
oleval juhul on ainult kesk-
Joonis 12. t3rjetungid (ihtlase pévrle-

mise t3ttu on kiirenduse tangentsiaalne komponent null).Pssr
lemisteljest kaugusel x asuvale varda elemendile pikkusega
ol Jja massiga dm m8judb inertstung dF , mille suurus

on

dF =w, -dm =wxdm.

Tungi T leidmiseks kasutame momentide v3rrandit. Arvu-
tame k31gi vardale mdjuvate tungide momendid punkti A  suh-
tes - siis on Sarnmiiri reaktsioontungi R moment null ja
tundmatu R el esine saadavas v3rrandis, Seame vOrrandi
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Tleosa ~ P —sum.—“ dF=0,
kus inertstungide momentide summeerimine tuleb teostada tile
k8igi inertstungide.
Arvutame inertstungide momentide summa. Paneme tihele,
et vardal

ld=-’x.cot«.,
dm=2 d=2 . ax
gt

ﬂ(’ sul &

Niiid saame leida momentide summa

Lsin ; e o
Pwicosa 25 _ Pwcosx 2 P %t
7L e f hointa % 8% S re £ f i d
Tulemuse paigutame momentide tasakealuv@rrandisse, kust
leiame niidi t3mbe

2
T=P(‘;"'£Md~+%% si.n-t).

Laheme file .dnaamika tildv3rrandi rakendamisele.

Nzide 3. Ule ploki mineva kaaluta venimatu niidi ots-
tesse on kinnitatud koormad kaaludega P, Jja P, (Joonis 13).
Koorma P, laskumisel tBuseb koorem P, m&8da kaldpinda, mil-
le kaldenurk horisondi suhtes on « . Plokiks on (thtlane ke-
tas raadiusega n ja tema kaal on P, . Kaldpinna ja temal
libiseva koorma vaheline h33rdumiskoefitsient on g + Leida
koormate kiirendus w; ja w; ning tdmbetungi suurused kum-
maski niidi harus.

Stisteemile mdjuvad jirgmised vilistungid: koormate kaal
Py Jja P, , ploki kaal P, , ploki telje reaktsioontung
(joonisele pole kantud), kaldpinna normaalreaktsioon N ja
h83rdumistung H . Lugedes ploki ptbrlemise {imber oma telje
h33rdumisvebaks, on tegemist ploki telje niol ideaalse seo-
sega ja tema reaktsioontungi t86 on alati null. Kareda kald-

S



D &= 5

Joonis 13.

Pinna muutsime ideaalseks seoseks sel viisil, et lahutasime
kaldpinna kogureaktsiooni kaldpinnaga paralleelseks h83rdu-
mistungiks ja normaalsihiliseks reaktsioontungiks. Lugedes
h33rdumistungl tootavate vilistungide huli:a, kujutabki kald-
pind ideaalset seost (tung N koorma nihkumisel ts3d ei toe).

Lisame ~3xxez'tstung1<l. Koorme.tele m3juvad inertstungid

J ~‘;, 4_‘;4 % J e ? L

Pddrleva ketta massielemendile dm , mis asub ketta tsent-
rist kaugusel p , m¥juva 1nertatungi dT 1shutame raadiuse-
sihiliseks komponendiks dj,,, ja sellega ristiseisvaks tan-
gentsiaalseks komponendiks 4,3 b

Anname rippuvale koormale v8imaliku nihutuse oh verti-
kaalselt alla, Kaldpinnal asuv koorem saeb sama suure viima-
liku nihutuse. Ketta punktide v8imalikud nihutused on ring-
Jocqte kaared raadiustega @ , kusjuures ketta pobrdenurk
olgu & ¢ . DUnaamika #ldv3rrandiga vdljenduv tungide tasa-
kaalutingimus nieks kdesoleval juhul vilja jErgmiselt (tun-
gid dF, ketta psorlemisel todd ei tee):

(pfjs)éh—(e.’i”**H*:’l)‘”‘g!?'&f'd'Jt= 0.
Leiame esmalt kxetta inertstungide t%&de summa. Olgu ketta
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pédrlemise nurkkiirendus' &€ ; siis (vt. joonis 13 4)
wiTee
Ja

Y iy ?“3 edf@sb-qgw 9"‘1“

Niilid saame
2

A N
P LY P e L P L L
(3!) t? 2 *’3"01#55[9 1 s 1,?

Edasi paneme tihele, et

H=¥Pz¢.05¢ P
AR EAR'S
W3¢ =h .
K8ike seda arvestades teisendame lihtevdrrandi kujule
B, B
(ﬁ—i—w Psina—~ FP 05K — —32'-1«’— }Sh 0

Siit lelame kiirenduse W , vB3ttes arvesse, et 33\#—0 o Otsi-
tav kiirendus on seega

~PB, [sin& +§cosa) : (17)
P+R+ 1P

Niidi vasak- ja parempoolses harus mdjuva t8mbe suuruse
leiame 18igete meetodil (vt. joonis 13b ja 13¢). Wiiteks
rippuva koorma juhul 183ikame m3ttes niidi koorma juurest kat-
ki ja asendame niidi m8ju koormale tungiga T, . Niidi t3mbe
suurus on sama, ainult suund on vastupidine. Tungi T, leilame
d'Alembert'i printsiibi abil, vaadeldes koorma tasakaalu tun-
gide B, , 7, , T , mbjul. siis

A=

T, = R - -;- L7 A
Analoogiliselt leiame niidi vasakus harus m3juva tdmbe T -
P,
T,.=Pz(sinu+¥cosd.)+§‘ w .
Kiirendus W on miiratud valemiga (17).
Analiiisige erijuhtu, kui kaldpind puudud ja raskused °
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ripuvad vertikaalsete niitide otsas (s.t. &=% , $=0)!
Ndide 4., Prisma kaaluga Q 1ibiseb médoda teise prisma

tahku. Alumise prisma kaal on P ja tema kaldtahk moodustab
horisontselse sihige nurga & .+ Leida prisma P kiirendus
w , kui siisteemi liikumine algas paigalseisust ja prismade
tahud ning liikumatu alus on h38rdumisvabad (joonis 14).
Prisma Q libisebd piki prisma
kaldtahku (relatiivne liikumine),
nihkudes samaaegselt koos prisma-
ga P vasakule (illekandeliikumine).
Prisma QG kiirendus 3,' on see-
ga relatiivse kiirenduse U‘,, Ja
ilekandekiirenduse summa
e — -
ui:u’-ru’ %
Siisteemile m3juvad jérgmised
vdlistungid: prismade kaalud P
ja @ ning aluse reaktsioon R .

Joonis 14. Rakendame siisteemile ka inerts-

tungid
-y P -9- Q-o- Q=
Lo R iy

Anname prisma P punktidele v8imaliku nihutuse §7 . Prisma
Q punktide v&imalik nihutus 83, on vaadeldav kahe nihutuse
summana - ta teostab 1iitliikumist, s.t.

32, =83482.
Diinaamika #1dv8rrandi kchaselt on kiescleval juhul 3ige vOr-
rand
(B+7)-83+(8+7,) 8%, =0. (48)
Liikumatu alus kujutadb ideaalset seost ja 3 t56 on null.
Arvutame vajalikud vektorite skalaarkorrutised:

st T-(S;:—-aiwgs 3
35- Q(82,+53 ) =Qsin« s, (sest ALIT);
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':1’::3‘5’,‘» : (3, +F)- (63+83)=- (w ds, - u,&cos-\-wwsds,-»wé‘s)

V38rrand (18) on nttd ositatav kujul

(-B:d P+0 ...%-cos-g w,].as-t[Qstnm-b:—('ilooscc-w.)]-ssiao‘

'Vbimalikud nihutused &s ja Ss, on teineteisest s3ltumatud.
Valime iiks kord
ds=0 , 95,#0
Ja teine kord
85,20, 8s%0.

Variatsioonide &5 Ja 35« kordajad peavad seega m3lemad
vO3rduma nulliga, s.t.

-E—;ﬁud-—%-oo“ w,=0

Qsina +§-(weos-w )=0.
Sellest v8rrandsiisteemist leiame otsitava kiirenduse

Qsin 2

N P rasa) 1

§ 12. POURLEVA KEHA TELJE REAKTSIOONID.

Olgu antud kindel keha massiga M , mis pdbtrleb limber
kinnistelje (joonis 15). Laagrite vahekaugus on h . Psdrle-
mise nurkkiirus olgu ® Ja nurkkiirendus Z . Kehale olgu
rakendatud vilistungid = (Fix ” ; ‘;)) J-dz . Telje
laagrites tekivad rea.ktsioontungid, mis on t1ngitud vélis~
tungidest ning keha pddrlemisest. Koostame v3rrandid telje
reaktsioonide leidmiseks. Valime kehaga seotud koordinaat-
teljestiku nii, et nullpunkt asub alumises laagris 0, , 2 -tel-
Je suuname piki pYdrlemistelge tiles ja x -telje ning y ~-tel-
je valime nii, et tekiks parema k¥e teljestik. Téhistame vi-
listunge tasaka.alustavad toereaktsioonid slimbolitega
3 e .Y ,s) ja k’ (“, Y,0%,) - neid nimetatakse

R



staatilisteks reaktsiooni-
deks. Keha pdtrlemine tingib
tdiendavad reaktsioonid -
need kannavad dilnaamiliste
reaktsioonide nime. Tihista-
me neid vektoritega

-

a.:(x,,y.,zi);

-

Rz,=(xz,;ga,: za.) .

l. Staatiliste reakt-
sioonide leidmine. Paigal-
Joonis 15. seisvale kehale rakendatud

tungid ja reaktsioontungid moodustavad tasakaalus oleva tun-
glde slisteemi. Punktis 7 tuletasime tungide tasakaaluvdrran-
did. K¥esoleval Jjuhul saame staatiliste reaktsioonide kompo-
nentide leidmiseks v8rrandsiisteemi, v8rrutades vastavate
projektsioonide summa koordinaattelgedele ja momentide summa
samade telgede suhtes nul{;pa

(- -

‘Z'Fix+xis+x2.s—o_
Errl + 45020

‘Z'” is yl.s

5 (19)

i;Fj;Z,,f 1,,=0

) momx(!?} )-h 3,20
i

L‘Z.;mm’(Fj)%xz; 0.

Ptdrlemistelje (z -telg) suhtes staatilised reaktsioonid
momenti ei anna, nende mdjusirge ldbib pdtrlemistelge ja vas-
tava v8rrandi koostamine ei anna meile midagi. Momenti telje
suhtes loeme positiivseks, kui ta plilab keha ptdrata null-
punktist vaadates piripieva.
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2. Dinaamiliste reaktsioonide leidmine. Keha pSsrlemisel
lisanduvad staatilistele reaktsioonidele veel diinaamilised
reaktsioonid. Leiame need d'Alembert'i printsiibi abil. Keha-
le rakendatud vidlistungid, staatilised ja dinaamilised reakt-
sioonid ning keha elementidele m3juvad inertstungid J; moo-
dustavad tasakaalus oleva tungide siisteemi. Koostame jHlle
vastavad tasakaaluvdrrandid:

(

2}:5,‘+3c,,+3czs*x,+3cl+z‘. 3,0
6, 79, 04, 1Y, Y 1, -0
JZ".}‘+Z” +Zl5+z'+zz +Zi‘JLz ; (20)
dZ.momx(F-;)-h gz;"“;*%'“"‘x (). )=

J_Z.mom’(?})"hx“"' ’\fz*%.mom’ (J;) =

LJZ. mom,.(FJ)'r }L:moml(_i) S

Inertstungide ja nende momentide summeerimine on teos-
tatud tile kogu keha.

Asume saadud siisteemi lihtsustamisele. Siisteemi (19)
arvestades langevad vdrranditest (20) (vilja arvatud viimane)
dra staatilisi reaktsioone ja vdlistunge sisaldavad liikmed.
Arvutame inertstungide vastavate projektsioonide ja momentide
summad.

Inertstungide summa leidmisel ldhtume inertstungi defi-
nitsioonist:

(e d di=> =y _
il e (357, -

dif (2 .3 % v
=M (G X T A TX G )= omi (ExT 48247 ) =

=-m, [sz +mx( X%, ”

-3

0
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Keha mingi elemendi inertstung on '-'_J' y Selle elemendil mass
- m; , kiirendus - W&, , raadiusvekter - %= (x4, 2;) , kii-
rus - 1)' . Inertstungi -J'& avaldise teisendamisel kasutasi-
me kinema.ati_l:a. pShilisi seoseid.

Tungi J;, avaldises esineva kahekordse vektorkorrutise
teisendame a.naluutilisest geomeotriaat tuntud valemi a.bil

ex(mxn) n)m —(( m)R.
Vastavalt sellele saame

-

J‘-.:- m, (Zx;i_ ) + m;_w"'?c T, (3-{,0 ) a s
Summeerime keha k3igi elementide inertstungid

-
PR - b - -
%‘ JL- %mi(zx’bb)*%lmtw"x‘; ZLIML(B"IL)(U =

e o — 2 A §p -

=ExImA +tEmT - (0 Tm T )3,
Edasisel lihtsustamisel kasutame siisteeml masskeskme m3istet.
Masskeskme kohavektor n = (x“ Y, Ze ) avaldub jirgmiselt:

-': _im;?;
M

=
Inertstungide summa avaldise saame niitid viia kujule
- - —_—
Z,f].=M[7i xE+ W, - (&7, )wJ :
kust leiame pro:jektsioonid koordinaattelgedele. Vata.me arvcs-

se, et valitud koordinaatteljestikus on vektorite : A Ja @
komponendid j&irgmised:

£=(0,0,€£) ; & =(0,0,4).

Nuid

E JMxw'+y.e); }E..'lW:M("w‘-xce); %3420, (24)
Koostame ka vastavate momentide avaldised: moment telje suh-
tes v8rdub selle teljemingi punkti suhtes leitud momendi pro-
jektsiooniga teljele. Leiame imertstungide momendi nullpunkti
suhtes; saame:



Momendi avaldises esinevad vektorite korrutised leiame iiksi-
kult:

> - - -2 -
R (Txe ) = (R €)% - T = zoeni-ie
- -
X, =0,
a.tt=wlb

Momendi avaldis saab niitild kuju
- s s p=s
%. "“’"‘o,(’i)= eL "‘L"L-{L'()E' mad)E+w (S o i R ).

Kasutame jérgmist tdhistusviisi:
kehg inertsmoment pdtrlemistelje suhtes
Lok
%‘"‘L(xl“"j;) 05
inertskorrutised
7{-”‘;‘1;130 y mzx =k

Inertstungide momentide projektsioonid koordinaattelgedele
on seega:

_&Zmom,_rl_;!’i)=E-s_-Dw"
?mom, (;;)=D~& +Ew® (22)
Z mom, (3,)=-Coe .

valemeid (19), (21) ja (22) arvestades jSuamegi v8rrandi-
teni, kust saab leida dlinaamilised reaktsioonid:

rx’-fxz:-ch wz"M’Qb
31"'1"1 =‘M’¢_“’l +Mx €

(23)
'U,.‘%(EL‘D w*)

xf~i.(D&*EwL) v

.
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Stisteemi (20) kolmandast v8rrandist jéreldub, et poérle-
mistelje sihis on dinaamiliste reaktsioonide summa null;kuues
v8rrand dfinaamilisi reaktsioone el sisalda - see on meile juba
tuttav kindla keha pdérlemise diferentsiaalvdrrand.

Dilnaamiliste reaktsioonide m3ju kiirendab masinate pddr-
levate detallide ja osade laagrite kulumist. Nad v3ivad pSh-
Justada 1segi masinaosade purunemisi. Tehnikas plilitakse dii-
naamiliste reaktsioonide m3ju igati vihendada v31 tdiesti
viltida.

Analiiisige, millael pddrleva keha korral diinaamilised
reaktsioonid puuduvad!

Niide: Hooratas pdbrleb konstantse nurkkiirusega w .
Hooratte kaal on P , raskuskese asub pddrlemisteljest kau-
gusel e , slimmeetriatasapinna kaugus kummastki laagrist on

4 a , Leida reaktsioontungid laagrites (joonis 16).
Staatilised reaktsioonid tasa-
kaalustavad hooratta kaalu -
nad on suunatud vertikaalselt
iiles. Staatilised reaktsioonid
leiame siisteemist (19),kust

® * gei antud juhul saame 2 v3rrandit
Rus ‘%4
. J [R“*rR,.s:P
i Ll m Za-Rz$=Pa ;
siit
gp 2l
Rcs—Rz.s 2

Joonis 16.
Dinaamiliste reaktsioonide leidmiseks valime koordinaatide
alguspunkti hooratta ja telje 13ikepunkti ning suuname
3% -telje 1ldbi raskuskeskme. Dilnaamiliste reaktsioonide leid-

miseks lihtume siisteemist (20). Saame

R,+R,_=—;—ewz
a’(Rg-Rz,)za !




kust .
R
R* RL ?.3

Illustreerime tulemusi arvuliste andmetega.
sonet

1. Olgu P=3t, e=4mm, 230057

S11s on staatilised reaktsioonid

R =Ru=15001q

1s
Ja diinaamilised reaktsioonid
_3000-0,4 (300-237\* _
Ri=Ry™ 2381 ( &% ) 15024

2, Ketta kaal P=20xg, e=0,Amm, n=12000 posnet

mon

Saame

Q“=R“=40z?,
R1=RL=4GOKQ.
Seega dlinaamilised reaktsioonid i{iletavad staatilisi 16
korda. Dlinaamilised reaktsioonid kasvasad vdrdeliselt nurk-
kiiruse ruuduga: poorlemiskiirus m3jutab oluliselt diinaami-
liste reaktsioonide suurust.

§ 13. LAGRANGE'I I LIIKI VORRANDID.

Olgu tegemist n punktist koosneva mehhaanilise siistee-
miga, mille punktidele on rakendatud tungid F =(X;,Y.,2;) -
Punktis 8 kirjeldasime iildjoontes, kuidas diinaamika #ildv3rran-
dist lihtudes saab miirata stisteemi liikumist ja reaktsioon-
tunge. Peatume léhemalt midramate kordajate meetodil.

Siusteemi liikumise miiramiseks lihtume dilnaamika ild-
v3rrandist (12)

-5 10 _
L(Fi-m; o 87, =0 .
Kui punktide liikumine ei ole seostega kitsendatud, on punkti-
de v3imalikud nihutused ilksteisest s3ltumatud meelevaldsed
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suurused. Dinaamika tldv3rrand on rahuldatud ainult siis,kui
k8igi kordajad on samaaegselt v8rdsed nulliga, s.t.

- = K
A A AR 15 T WERET

Siit saame 3n v8rrandist koosneva diferentsiaalv3rrandite
slisteeml, mille integreerimisel leiame k8igi punktide koor-
dinaadid aja funktsioonidena:

x; =x;(t)

Y, =y (t)
2, =2, (), (c242,.,n).

JBudsime dUnaamiké-thiulesande lahendamiseni vabade materiaal-
sete punktide Juhul,
Olgu siisteemis m8jumas k holonocomset seost

*‘,(tl XY \ZL)=O (t=4,2,:0%)

Teatavastl peavad punktide vdimalikud nihutused rahuldama
seoseid (6), s.t.

; 3 2 ‘
%.(g%é‘xb+a—’%5’b+5—%52-ﬁ)=0 (ASJ,I,...,K).

Niilld ei ole dinaamika 1ldv3rrandis esinevad suurused Sx;,égb
51; enam Uksteisest s8ltumatud. V3imalikke s3ltumatuid
nihutusi on vaid 3n-x tikki.

ks m8eldavatest lahendusviisidest v8iks olla jirgmine.
Avaldame seostest (6) mis tahes k koordinaatide variatsioo-
ni iilejiénute lineaarsete kombinatsioonidena. Saadused ase-
tame diinaamika ildv8rrandisse kujul (13) ja korrastame liik-
med koordingatide variatsioonide jirgi. Tulemuses esinevad
juba tiksteisest s3ltumatud koordinaatide variatsioonid; neid
on 3n-k tiikki. Edasine lahenduskiik toimudb samuti nagu va-
bade punktide juhul. Kirjeldatud tee osutub aga ebaotstarbe-
kaks. .

Kasutame Lagrange'il poolt soovitatud midramata kordajate
meetodit ehk nn. lagrange'i ) -meetodit. V3tame x esialgu
mitramata suurust A, Qt=t1pu,‘) . Korrutame iga vdrdust (6)
vastava ) -ga ja liidame nad seejirel k3ik dUnaamika Uld-
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v8rrandile (13). JBuame tulemusele

Zu.[(xb-m;i-, )81;"’(%""&%)37& * (zi-mbib)‘;zi.] 14

AR A B ~s,b )]

muutes kahekordses summas summeerimise Jdrjekorda ja rilhmita-
des liikmeid, saame l3puks

;[(x;—mLiL +§A‘%‘£;“.- )8x; + (‘Jé-mLij;*E-L%’% )‘;‘# 5
+(Z, -m. %, +ZA _& )Sz ]=0. (24)

Viimases v3rrandis on 3n koordinaatide variatsioonist s8l-
tumatuid 3n-k tikki. Nudld valime kordajad A, selliselt,
* et k s8ltuvate koordinaatide variatsioonide kordajat muutu-
vad nulliks. Ulejhiénud 3n-k variatsiooni on siis juba llkstei-
sest s8ltumatud. V3rrandiga (24) on sellisel juhul samaviir-
sed v8rrandid:

’ 5
¥X;—m < +§3\,.3%; 574

{ Y, ~m i +Z‘*5{Z 0

(2, - m%; +§)\‘5€:—-=0, (i%42,...,n) .

Nendest 3n vBrrandist on k v3rrandit ssadud A, scbiva va-
likuga ja i1leji#nud 3n-k v3rrandit tingimusest, et 3n-k
variatsiooni on iiksteisest s3ltumatud. Niiid on meil tegemist
In+k tundmatuga ( k mi#ramata kordajat ja punktide 3n
koordinaati). Et stisteem oleks ilheselt lahenduv, lisame saa-
dud 3n vBrrandile k seosv8rrandit. J3uamegi Lagrange'i I
1iiki vOrranditeni:
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rmtt =xh*§‘)«%{xﬁ:;

m°7°=3‘+§3\*3§f~ (25)
‘

m ;= ; +§A;a{=

L {*(‘t)'xi,;-.')xn;‘j‘)...,‘Jn')Z,,...,Zh y=0 ;

kus. s, sy Ja. w=d2 k. :
Stisteemi (25) lahendamisel leiame punktide koordinasdid
Ja kordajad A, aja funktsioonidena, s.t.

I'L:xi(t)) ’ig"h(t)) 2L=ZL(£) ) (‘:’4,2)'“)“)
A=A ()] («=2,0, k).
Newtonl II seaduse ja seostest vabastamise printsiibi

pShjal saame v3rranditest (25) reaktsioontungide komponendid
Jérgmiselt:

3 ol
be:;-k*‘sé‘ ) RL’=Z‘AA-5§T, )

(26)
1'% .
RaTERFE 1 (imbm)

Seega on slisteemi liikumine ja reaktsioontungid méfratud -
lesanne on 13plikult lahendatud.

Stisteemi (25) integreerimine on {ildiselt keeruline ma-
temaatiline iilesanne ja sellepiirast kasutatakse Lagrange'i
I 1iiki v8rrandeid vaid juhul, kul siisteemi punktide ja seos-
v3rrandite arv on viike.
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§ 14. MATERIAALSE PUNKTI LIIKUMINE PINNAL.

Olgu antud absoluutselt sile (h33rdumisvaba) pind, mil-
lel 1liigub materiaalme punkt temale rakendatud tungi E‘:(x,y,z)
m8jul, Uurime punkti liikumist antud pinnal, lihtudes Lag-
range’i I liiki v8rranditest.

Seosvdrrandeid on kiesoleval juhul iiks: pinna v3rrand

}(x42)=0.
Lilkumise diferentsiaalvdrrandid koostame v3rrandite (25)
pdhjal:

mi;x"'laa—f;
mi"=9+)\§-§; (2%)

mz =Z+)\g}; :

Siisteemist (27) ja pinna v8rrandist saab mi&rata punkti 11i-
kumisseaduse ning kordaja A . Viimase teadmine v3imaldad
leida ka pinna reaktsioontungi, mille komponentideks on

A%)A%‘E‘?A%{{-

Vaatleme niiiteks materiaalse punkti liikumist raskus-
tungi m8jul kera pinnal, mille v3rrand on
x"+:,‘+z‘— v =0
Sellisel juhul rikgitaekse, et on tegemist sfiirilise pendliga.
Liikumise diferentsiaalvdrrandid omavad niiid kuju:
mx =2
mij =2y ' (28)
mz =- m:i-l-z.M .

Miirame esimeses jirjekorras pinna reaktsiooni suuruse.
Selleks korrutame siisteemi (28) v3rrandid vastavalt x, Y Ja

2 -ga ning liidame; saame:
m Hd;" (x".‘.""-fx,")-m(x"',;ql_*z"i),_m’z' +2A(x"+ z*zz).
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Kerapinna v3rrandi arvestamine annab viimasele v8rrandile
kuju 3

de":qu-mr" :
Reaktsioontungi R moodul avaldub kujul
R=2/3ETT Ry ¥t =20 .

Kahte viimast seost kdrvutades nieme, et
=My, M3
R*TLQ'Z [ . W

Kuna liikumisseadus on veel leidmata, pole punkti kii-
rus ka teada. Viimase saamiseks leilame stisteemi (28) tthe
esimese integraali - energiaintegraali. Korrutame siisteemi
(28) vdrrandeid vastavelt suurustega X , 4 ja %2 ning liida-
me; saame

c2, 00,52
mi-(ilz_’_z_ ):-mgi-f)ad; (x"-f 3‘+7f %

Siit langeb vdlja kordajat A sisaldav liige (vt. kera vir-
randit!). Nuld integreerime, arvestades 1iikumise algandmeid:

hetkel t=0 on 222, Ja w=y, ;
saame energiaintegraali . “

m v _mvs
T +mgr = 5% +mgz, .

Energiaintegraali abil elimineerime reaktsiocontungi aval-

disest kiiruse ruudu ja saame 13plikult

2
Q=3m3-f;'j-- ﬂ,,,v—°—2m3% .

Punkti liikumise miiramiseks leiame sfisteemile (28) veel
ilhe esimese integraali. Selleks korrutame esimest v3rrandit
Yy -ga ja teist o -ga ning lahutame teisest esimese; saame

i 86 et
Tulemuse integreerimine annab seose

mq - ’i = Coﬂ‘t.

:D—Analoo j1isel teel sasb statsionaarsete seoste Jjuhul alatl
leida gusteenilo (25) tihe esimese integraalina energia~

integraali.
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Punkti liikumine on seega miHiratav jirgmise siisteemi integ-
reerimisel:
% (5&"’+qi"«ti")+qu = const.
J“j -A,:'c = const.

x."+t’"+z"’—'o"=0 3

Selliselt moodustatud sisteemi integreerimine on h3lpsamalt
teostatav sfiirilistes koordinaatides, kusjuures tulemused
avalduvad elliptilistes integraalides.

Punkti liikumisel médda k3verat on liikumise diferent-
siaalv8rrandid analoogilised v3rranditele (27). Olgu k8ver
antud kujul:

{F (%x,4,2)=0

G(x,42)=0 .

Punkti liikumise ditorentsiaalvbrrandid saame kujul:
Fs)

(mx =X%+2, 35 +X 5%

. aF 26
{2, 'aT X5y

(m% =% +4, )\,_ 7

millele lisanduvad veel k3vera v8rrandid: 5 tundmatu leidmi-
seks on viis v8rrandit.
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