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Käesolev väljaanne kuulub TRÜ teoreetilise mehhaanika

kateedri poolt väljaantavate Õppevahendite sarja.

Sarja käesolevas vihikus leiavad käsitlemist vBimalike

nihutuste printsiip, d'Alemberti printsiip ja dünaamika Uld-

võrrand koos näidetega. Nimetatud printsiipide sisu paremaks

mõistmiseks ja omandamiseks on soovitav tutvuda sama küsimus-

te ringi puudutavate näidetega TRÜ rotaprindi väljaandel il-

munud Õppevahendist "Näidisülesandeid teoreetilisest mehhaa-

nikast” II (autorid L.Roots ja K.Soonets).
Väljaande koostamisel on silmas peetud TRÜ Fttüsika-Ma-

temaatikateaduskonna matemaatika, pedagoogilise ja füüsika

osakonna üliõpilaste vajadusi.

Autor. *



§ 1. SEOSED

Mehhaanilise süsteemi all mõistetakse materiaalsete

punktide kogu, milles iga materiaalse punkti asukoht ja lii-

kumine sõltub süsteemi teiste punktide asukohast ja liikumi-

sest. Iga mehhanism või masin kujutab endast mehhaanilist

süsteemi. Siin toimub süsteemi punktide vastastikune mõjuta-

mine geomeetriliste kitsenduste kaudu - süsteemi punktide

▼ahel on geomeetriline seos. Päikesesüsteemi kuuluvate keha-

de vastastikuseid asukohti ja liikumist mõjutavad kehade

vastastikused tõmbetungid - süsteemi osade vahel on dünaami-

line seos. Emajõel sõitvad mootorpaadid koos vaadelduna ei

moodusta mehhaanilist süsteemi, sest nende liikumise vahel

puudub praktiliselt igasugune vastastikune mõju.
Vaatleme n punktist koosneva süsteemi liikumist. Süs-

teemi punktide asukohti antud rlstkoordinaadistikus määrame

kohavektorltega = u-, . Punktide kiirused on =

,
kus i ■ 1,2,...,n. Igasuguseid süsteemi

punktide liikumist kitsendavaid geomeetrilisi tingimusi nime-

tatakse seosteks. Matemaatiliselt väljendatakse seoste olemas

olu võrrandite või võrratustega, mis seovad punktide koordi-

naate, kiirusi ja aega t:

ehk lühemalt,

[(i;V-,<XA) = O.
Neid võrrandeid nimetame seosvõrranditeks.

Edaspidi kasutame lühendatud kirjutusviisi:

- 4 -
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ehk

{U. (<*)

Pease silmas, et võrrandi (1) vasak pool kujutab endast tege

Ukult aja t ja kõigi punktide koordinaatide funktsiooni -

üldiselt 6n + 1 argumendi funktsiooni.

Kui seosvõrrand ei sisalda kiirusi ,nimetatakse seost

geomeetriliseks ehk holonoomseks. Holonoomne seos väljendub
võrrandiga

üldjuhul nimetatakse seost, millele vastab seosvõrrand kujul

(1), diferentsiaalseks ehk kinemaatiliseks. Seose nimetus

on tulnud sellest, et seosvõrrand sisaldab koordinaatide tu-

letisi aja järgi. Geomeetriline seos kitsendab süsteemi asen ■
di muutusi, kinemaatiline seos loob kitsendusi süsteemi punk-
tide kiirustele. Geomeetrilise seose (2) diferentseerimisel

aja järgi saame võrrandi

Võrrand (3) kujutab endast kinemaatilist seost; süstee-

mi punktide kiiruste komponendid peavad Igal hetkel rahulda-

ma seda võrrandit. Kinemaatilist seost, mis on integreerimi-

se teel taandatav kujule (2), nimetatakse integreeruvaks.Kui

seosvõrrandist ei ole võimalik kaotada koordinaatide tuleti-

si, räägitakse mitteintegreeruvast kinemaatilisest seosest

ehk mitteholonoomsest seosest.

Statsionaarseks nimetatakse seost, mis ei muutu aja

jooksul. Seosvõrrand ei sisalda siis aega t ilmutatud kuju],

#=o.
Kui seosvõrrand sisaldab aega t ilmutatud kujul, s.t.

,
on tegemist mittestatsionaarse seosega.

Materiaalsete punktide süsteemile on harilikult rakenda-

tud rohkem kui üks seos. Kui on tegemist ainult holonoomsete

ja klnemaatlliste Integreeruvate seostega, nimetatakse

teemi ennast holonoomseks. Klnemaatlliste mitteintegreeruva-
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te seoste korral räägitakse mltteholonoomsest süsteemist.Ai-

nult statsionaarsete seoste mõjumisel nimetatakse süsteemi

skleronoomseks; kui esineb ka mittestatsionaarseid seoseid

reonoomseks.

Kui seose olemasolu on väljendatav võrratuse

abil, räägitakse vabastavast seosest. VÕrduste abil väljenda

tavald seoseid nimetatakse seevastu mittevabastavateks. Va-

bastava seose korral võib süsteem üleminekul ühest asendist

teise vabaneda seosest.

Illustreerime loodud mõisteid näidetega.
1. Matemaatiline pendel. Olgu pendli pikkus C ;

võrrandiks saame

xS/.-C* .
Kui (, = (,(£) } s.t. pendli pikkus muutub, on tegemist mltte-

statsionaarse holonoomse seosega; kui 6 = const ,

statsionaarne.

2• Materiaalse punkti liikumine mõõda liikumatut pinda.

Pinna võrrand olgu antud kujul

;x)=o

Punkti koordinaadid peavad igal hetkel rahuldama pinna võr

randit - punkti koordinaatide muutumine on kitsendatud.

SeosvÕrrandiks on pinna võrrand.

On tegemist holonoomse statsionaarse seosega.

3. Vaatleme kaht materiaalset punkti, mis on ühendatud

absoluutselt jäiga kaaluta vardaga. Punktid saavad liikuda

ainult nii, et nende omavaheline kaugus d jääb muutumatuks.

Seosvõrrand esitub kujul

(OtX- Xl)
X

+(^-^)
X

+ (X4,- X
1

ehk

Kirjeldatud konstruktsioon on holonoomse skleronoorase süstee

mi näiteks. Absoluutselt kindlat keha võime kujutleda samuti

koosnevana lõpmata suurest arvust kaaluta jäikade varrastega

ühendatud punktide paaridest. Seega võib kindlat keha lugeda
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holonoomseks skleronoomseks materiaalsete punktide süstee-

miks.

4. Toimugu suusa libisemine tasasel teel selliselt, et

külglibisemine puudub. Siis on suusa kiirus kogu aeg sihi-

tud piki suuska. Leiame suusa liikumist kitsendavad seos-

võrrandld.

Suusa asemel võime vaadelda jäika varrast. Varda kesk-

punkti kiirus on sihitud piki varrast, kusjuures varda liiku-

mine toimugu xy -tasapinnas. Varda otspunktide liikumist

kitsendavatele seostele vastavad seosvõrrandid (kontrollida!):

=0) - Ö
,

(xx
-x

f
) c(s= 0;

Xl'
~

Viimane võrrand määrab kinemaatilise mitteintegreeruva

ja seega on süsteem mitteholonoomne.

Mitteholonoomsed seosed esinevad samuti näiteks kelgu

libisemisel mööda jääd (külglibisemine puudub), mänguhobusega

sõitmisel, juhtivate mürskude lendamisel.

5. Olgu kaks materiaalset punkti ühendatud venimatu nii-

diga. Punktid ei saa teineteisest eemalduda rohkem kui niidi

pikkuse C kaugusele. Matemaatiliselt väljendub sellise seose

olemasolu võrratuse kujul

Pinguletõmbamata niidi korral puudub seos niidi otstes asu-

vate punktide vahel - punktid saavad teineteise suhtes vabalt

liikuda.



§ 2. VÕIMALIKUD NIHUTUSED.

Vaatleme ix materiaalsest punktist koosnevat mehhaani-

list süsteemi, mille punktide liikumine on kitsendatud tö

holonoomse mittevabastava seosega:

£
)
x = 0 (4 )

ehk

= kU4 «< =« K . (4^-)

Süsteemile rakendatud tungide mõjul toimub süsteemi liikumi

ne kooskõlas seostega. See tähendab, et igal hetkel rahulda-

vad punktide kohavektorid seosvõrrandeid ja liikumise

diferentsiaalvõrrandeid. Siis rahuldavad ka hetkele "t +d£

vastavad punktide kohavektorid + võrrandeid (4a):

(i+ <&,?; + olt-) = 0 («k = 4,A,..., fc)

Ajavahemiku di jooksul muudavad süsteemi punktid antud tun-

gide mõjul oma asukohta ruumis võrra. Vektorid

=d.x.Jt +£ty[J *

kujutavad süsteemi punktide tõelisi elementaarseid nihutusi,

olles üheselt määratud süsteemis mõjuvate seostega ja süs-

teemile rakendatud tungidega.

Lisaks tõelistele nihutustele on mehhaanikas osutunud

väga otstarbekateks nn. võimalike nihutuste ehk virtuaalsete

nihutuste mõiste.

Materiaalse punkti niisugust lõpmata väikest nihutust,

mis on kooskõlas antud hetkel eksisteerivate seostega, nime-

tatakse punkti võimalikuks nihutuseks. Süsteemi punktide või-

malike nihutuste kompleks määrab kogu süsteemi võimaliku nihu

tüse.

Süsteemi punktide võimalikke nihutusi tähistatakse süm-

boliga J , et neid eristada tõelistest elementaarsetest nihu

tustest. Seega

= Jx'T -b J,
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kus Sx-i , on punkti võimalikud nihutused vastavate

koordinaattelgede sihis ehk nn. koordinaatide variatsioonid.

Kui hetkele *€ vastavad süsteemi punktide kohavektorid

rahuldavad seosvõrrandeid (4a), siis peavad samal hetkel €

rahuldama võrrandeid (4a) ka süsteemi uuele, eelmisest asen-

dist lõpmata vähe erinevale asendile vastavate punktide koha-

vektorid
t s.t.

K V&i) = 0
ehk

+ )= 0 (*-= '1,2,..., «).
Võimalik nihutus » (<Sx,s^,£z) on geomeetriline mõiste, mis

pole seotud süsteemi punktide tõelise liikumisega; ta on koos

kõlas seoste struktuuriga. Punkti võimalik nihutus <5l saa-

dakse aja funktsiooni = muutumisel funktsiooni enda

kuju muutumise arvel võrra argumendi € muutumatuks Jää-

des. Tõeline nihutus cÜv kujutab funktsiooni muutust

argumendi t muutumise arvel dt võrra.

Selgitame võimaliku nihutuse mõistet näidetega.

1. Vaba materiaalse punkti korral on iga elementaarne

nihutus punkti võimalikuks nihutuseks. Tegelikult realiseerub

lõpmata paljudest võimalikest nihutustest punktile rakendatud

tungide mõjul ainult üks - tõeline nihutus. Kui punkt asub

liikumatul pinnal, siis on punkti võimalikeks nihutusteks iga

lõpmata väike nihutus antud pinnal või Joonel.

2. Kangi võimalikuks nihutuseks on lõpmata väike pööre

nurga <S võrra ümber punkti 0 (Joonis 1). Kangi otspunkti-

de A Ja B võimalikud nihutused ning on raadiustega

Joonis 1.

p Ja q tõmmatud ringjoonte

43 kesknurgale £ vastavad kÕÕlud

Nurga väiksuse tõttu võime

kÕÕlud lugeda võrdseteks ring-

joonte kaartega ning see(
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3. Väntmehhanismi kolme punkti A, M ja B võimalikud

nihutused, mis vastavad vända OA elementaarsele pöördele

võrra, on näha joonisel 2.

Jt Paneme tähele, et nii selles

kui ka eelmises näites ei ole

süsteemi punktide võimalikud

nihutused üksteisest sõltuma-*

tud.

4. Joonisel 3 on esitatud süsteem, kus xy-tasapinnas

pöörleval vardal asuv masspunkt võib libiseda piki varrast

Punkti üheks võimalikuks

on vardaslhiline

nihutus PP
1
-

t
niis

vastab pöörleva varda asen-

dile hetkel €
. Nihutus

on kooskõlas punktile mõju-
va seosega hetkel t

punkt asub endiselt vardal.

Nihutus PP' =dx ei ole

enam punkti võimalik nlhu-

tus: punkti P' kohavektor

on kooskõlas seo-
Joonis 3

hetkel t+ ett
,

kuld mitte enam hetkel t . Kui varras

ei pöörleks, oleks hetkel t, nii punkt P kui ka lõpmata ligi

dal asuv materiaalse punkti võimalikuks asukohaks. Tege-

likult võib aga materiaalse punkti tõeline liikumine olla sel

line, et ta Jõuab punktist P punkti P 1 ajavahemikuga ett

Seega mittepöörleva varda korral - seos on statsionaarne

oleks punkti tõeline nihutus üheks võimalikuks nlhutuseks.

Kui varras aga pöörleb - seos on mittestatsionaarne - osutub

materiaalse punkti viimine punkti R, ajavahemiku dt jooksul

võimatuks, kuna varras on jõudnud juba uude asendisse.

5. Toimugu punkti liikumine mööda kera pinda, kusjuures

Joonis 2.
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kera raadius R- R(t ). Hetkele vastavateks punkti võima-

likeks nihutusteks on punkti kõik mõeldavad lõpmata väikesed

nlhutused kera pinnal raadiusega R(i,). Muutumatu raadiusega

kera korral, s.t., kui punkti liikumist kitsendab statsionaar-

ne seos, oleks punkti tõeline nlhutus üks võimalikest nihu-

tustest.

Kokku võttes võime ütelda: statsionaarsete seoste korral

kuulub süsteemi tõeline nlhutus ühena lõpmata hulga võimalike

nihutuste hulka. Mittestatsionaarsete seoste Juhul leiame

hetkele t vastavad süsteemi võimalikud nlhutused sel teel,

et loeme alates hetkest t. seoseid statsionaarseteks: aeg "t

on fikseeritud parameetriks, seoseid kujutleme "tardunutena".

§ 3. MEHHAANILISE SÜSTEEMI VABADUSASTMED

Olgu süsteemile mõjumas k holonoomset seost tüüpi (4),

s. t

,
ZJ = O = ),

Diferentseerlme võrrandeid (4) aja t Järgi, saades seega ki-

nemaatilised seosed:

Punktide tõelised nlhutused rahuldavad võrrandeid (4)

ehk nendega samaväärseid võrrandeid (5), s.t. seosvõrrandld

(4) ehk (5) loovad kitsendusi süsteemi punktide nlhutustele.

Võrrandeid (5) rahuldavad ka punktide võimalikud nlhutused

,
kui neis võrrandeis lugeda aeg "t muutumatuks - seo-

sed Jäävad muutumatuks alates hetkest t . Sellisel Juhul

tuleb võtta ctt=O Ja Jõuame võrranditeni

Kui seosed on statsionaarsed, puuduvad võrrandeis (5)

osatuletised aja Järgi. Võrreldes sellisel Juhul võrrandeid
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(5) ja (6), veendume järjekordselt, et statsionaarsete seostd

juhul on süsteemi tõeline nihutus Uks samale hetkele vastava-

test süsteemi võimalikest nihutustest.

Võrranditest (6) järeldub, et süsteemi punktide võimali-

kud nihutused <?v =
,
ši.J ei ole üksteisest sõltumatud.

Nad asetavad 3n koordinaadi võimalikule nihutusele

Sx-,, K lisatingimusi. Järelikult võime 3n - < koordinaatide

võimalikku nihutust valida üksteisest sõltumatult, kuna üle-

jäänud k nihutust leiame sõltumatute võimalike nihutuste

lineaarsete kombinatsioonidena võrrandeist (6).

Arvu

3n
nimetatakse süsteemi vabadusastmete arvuks. Süsteemi vabadus-

astmete arv määratakse vabalt valitavate ja üksteisest sõltu-

matute võimalike nihutuste projektsioonide arvuga. Vabadus-

astmete arv võrdub süsteemi punktide koordinaatide ja seos-

võrrandite arvu vahega.

Käsitleme mõningaid näiteid.

1. Pinnal asuval punktil on 2 vabadusastet: punkti asu-

koha määrab 3 koordinaatl, seosvõrrandiks on pinna võrrand.

2. Punkti liikudes antud joonel on tal üks vabadusaste

seosvõrrandiks on kahe antud joont mööda lõikuva pinna võr-

randid.

3.Võib näidata, et vabal kindlal kehal on 6 vabadusastet.

Tõepoolest, kindla keha asend on määratud kolme tema punktiga

(3n - 9 )• Punktidevahellsed kaugused on muutumatud. Seos-

võrrandeid saame 3.

4. ühe kinnispunktiga kindlal kehal on 3 vabadusastet.

Eelmises näites toodud kolmele seosele lisandub veel kolm

seost - kinnispunkti koordinaadid on konstantsed.

3. Väntmehhanismil on 1 vabadusaste - kõigi punktide

võimalikud nihutused saame avaldada näiteks vända elementaar-

se pöörde kaudu (vt. joonis 2). Analoogiline olukord on

kangi juhul (joonis 1). Suur osa masinaid ja mehhanisme on ühe

vabadusastmega.

Märkus: Mitme muutuja funktsiooni variatsiooni mõiste ja

varieerimise eeskirjad antakse variatsioonarvutuse kursuses.
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Märgime ainult, et funktsiooni varieerimisel kehtivad samad

eeskirjad nagu diferentseerimisel, kui lugeda aeg konstant-

seks.

§ 4. IDEAALSED SEOSED.

Olgu tegemist mehhaanilise süsteemiga, millele on raken-

datud tungid ja mille liikumine on kitsendatud seostega. In-

tuitiivselt võime ütelda, et seoste puudumisel, kuid samade

tungide mõjul toimuks süsteemi liikumine teisiti kui seoste

eksisteerimisel. Süsteemi punktide kiirused ja kiirendused

oleksid teistsugused. Mehhaanika põhiseadustest on aga teada,

et igasuguse kiirenduse allikaks on tung. Kujutleme seosed

eemaldatuna Ja nende mõju süsteemile asendatuna selliste tun-

gidega, et süsteemi punktide liikumine ei erineks nende tõe-

lisest liikumisest. Tungi või tunge, millega seosed mõjuvad

süsteemi punktidele, nimetatakse seoste reaktsioontungideks

ehk reaktsioonideks. Seoste asendamise võimalikkust reaktsioon-

tungidega tuntakse mehhaanikas seostest vabastamise print-

siibi nime all.

Reaalsetest seostest lähtudes luuakse abstraktsioon nn.

ideaalsete seoste näol.

Seoseid nimetatakse ideaalseteks, kui seoste reaktsioon-

tungide tööde summa süsteemi mis tahes võimalikel nihutustel

on null. Matemaatiliselt võime ideaalseid seoseid defineeri-

da võrdusega

R:'Jx- = 0 ( 7 )
tsl v v

ehk projektsioonides koordinaattelgedele

kus x) on sUs *eemi punktidele rakendatud reakt-

sioontungid.

Toome mõningaid näiteid ideaalsete seoste kohta.

4,
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1. Punkti liikumisel absoluutselt siledal pinnal on

pinna reaktsioon R suunatud risti pinnaga, sest pind ei

takista punkti liikumist puutuja sihis. Seega ja

reaktsioontungi töö punkti mis tahes võimalikul nihutusel oi

null. Absoluutselt sile pind on ideaalne seos. Samuti kuju-

tab absoluutselt sile kõver ideaalset seost.

2. Absoluutselt jäik kaaluta varras kujutab varda ots-

tesse kinnitatud kahe materiaalse punkti jaoks ideaalset

seost. Näitame seda (vt. joonis 4). Mõjugu punktid A ja B

teineteisele tungidega ja Ng.

tungiga s N
x

. Tungid

Reaktsioontunglde

leidmiseks kasutame nn.

lõigete meetodit, mis seis

neb järgnevas. Teostame

mõttes vardas lõike ab

ja kujutleme varda ühe

osa (näiteks parema)

maldatuna. Et allesjäänud

vasak osa säilitaks

oma esialgse tegeliku

asendi, peame varda pa-

rempoolse osa mõju vasak-

poolsele asendama teatud

Analoogilise arutlusega jõuame tungini

R, ja R
z

kujutavadkl endast varda reakt-

sloontunge, kusjuures Newtoni 111 seaduse põhjal
Varda AB otspunktide võimalikud nihutused olgu (joonis

4b)

Varda saame asendist AB viia asendisse A 1B
1 järgmiselt.

Esmalt pöörame varrast tema keskpunkti ümber, kuni A'B'

Selle pöörde ulatuses tungid R, ja tööd ei tee: rakendus

punktide nihutused on risti tungi mõjusirgega. Nüüd nlhutame

varda asendisse /VB* • Tungide ja tööde summa on

null, sest ühe tungi töö on negatiivne, teisel positiivne.

Lõpuks nlhutame varda paralleelselt iseendaga asendist A"B'‘

Joonis 4.
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lõppasendisse A, B-, - sellel nihutusel R 4 ja jälle

tööd ei tee. Seega tõepoolest

+ = 0
,

mis tõestabki meie väite.

3. Tuginedes eelnevale näitele ja esimeses punktis too-

dud näitele 3, võime järeldada, et absoluutselt kindel keha

on ideaalsete seostega masspunktide süsteem.

4. Karedat pinda või joont võime lugeda Ideaalseks seo-

seks, kui hÕÕrdumistungid arvata välistungide hulka. Lahuta-

me pinna kogureaktsiooni R joonisel 5 näidatud viisil kaheks

komponendiks, millest N

kujutab pinna normaalreakt-
—>

siooni ja H pinna puutuja-

tasapinnas mõjuvat hÕÕrdumis-

tungi. HÕÖrdumistungi suurust

saab hinnata pinna normaal-

reaktsiooni kaudu Coulomb‘l

hÕÕrdumisseaduste abil.

Analoogiliselt arutleme

kareda kõvera juhul.

Joonis 5.

§ 5. VÕIMALIKE NIHUTUSTE PRINTSIIP

Olgu tegemist mehhaanilise süsteemiga, mille punktidele

on rakendatud tungid ja mille liikumine on kitsendatud seos-

tega. Millistel tingimustel on süsteem tasakaalus, s.t., mil-

lal on süsteemi kõik punktid neile rakendatud tungide ja

seoste mõju all tasakaalus? Vastuse sellele küsimusele annab

võimalike nihutuste printsiip - staatika kõige üldisem print-

siip, mis on mehhaanika arengus etendanud väga tähtsat osa.

Võimalike nihutuste printsiibi formuleeris üldkujul esimesena
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Johann Bemoulli 1717.a. Printsiibi näitlik, kuld mitte

range tõestus pärineb Lagrange’ilt, range tõestus kuulub

Ampere‘lle 1806.a.

Võimalike nihutuste printsiip on järgmine:

tasakaalu tarvilikuks ja piisavaks tingimuseks süsteemi an-

tud asendis on süsteemi punktidele rakendatud tungide tööde

summa võrdumine nulliga nende tungide rakenduspunktide mis

tahes võimalikul nihutusel.

Analüütiliselt väljendub võimalike nihutuste printsiip

kujul

S =0 (i >
C-4 b

ehk

+ = 0, (3)

kus = 2;) on süsteemi punktidele rakendatud tungid

ja (&ti,)“ tungide rakenduspunktide (ka süsteemi

punktide) võimalikud nlhutused.

Tõestamisel eeldame, et süsteemile mõjuvad seosed on

Ideaalsed ja statsionaarsed - enamus praktikas esinevatest

seostest on tõepoolest sellised.

Tõestame tingimuse tarvilikkuse. Olgu süsteem tasakaa-

lus - siis on ka süsteemi kõik punktid tasakaalus. Punkt

saab aga tasakaalus olla ainult siis, kui kõigi temale raken

datud tungide ja reaktsioontunglde R
b

summa on null, seega

;

kuid siis ka nende tungide resultandi töö vastava punkti

võimalikul nihutusel

Liidame süsteemi kõigile punktidele rakendatud tungide tööd;

saame

Ž
(

= O.

Eelduse kohaselt on seosed ideaalsed ja vastavalt valemile

(7); saamegi



- printsiibi tarvilikkus on tõestatud.

Piisavuse tõestamisel loeme tingimuse (8) täidetuks.

Oletame vastuväiteliselt, et süsteem siiski ei ole tasakaa-

lus. Sellisel juhul hakkab süsteem liikuma ning sooritab

lõpmata väikese ajavahemiku jooksul tõelise nihutuse. Viima-

ne kuulub statsionaarsete seoste korral võimalike nihutuste

hulka. Kuna süsteemi punktide nihutused toimuvad Fc ja R;
resultantvektori suunas, siis tungide tööde summa on posi-

tiivne, s.t.

S(F; tR.

Võttes jälle arvesse, et seosed on ideaalsed, jõuame tulemu-

sele

X F;-<5t
L

> 0 ,

mis on vastuolus eeldusega. Vastuoluni jõudsime oletusega, et

süsteem ei ole tasakaalus. Selline oletus osutus seega eba-

õigeks ja temast tuleb loobuda - ka printsiibi piisavus on

tõestatud.

Vaatleme erljuhtu, kus süsteemile mõjuvad konservatiiv-

sed tungid. Tungide komponendid avalduvad siis süsteemi po-

tentsiaalse energia U. osatuletiste kaudu

■y dU j, c> U tl
' = ~ = ~

Võrrand (9) teisendub nüüd kujule

Analoogiliselt muutuja funktsiooni täisdiferentsiaali] e

nimetatakse viimast summat fv muutuja funktsiooni varlatsloo

niks ja kirjutatakse lühendatult kujul AU.

Võrdus

5U=O

väljendab potentsiaalse energia LI statsionaarsuse tingimust

(analoogiliselt funktsiooni täisdiferentsiaall võrdumisele nui

liga). Saadud tulemus tähendab, et statsionaarsete Ideaalsete

seoste ja konservatiivsete vällstungide korral omab süsteemi

- 17 -

5.
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potentsiaalne energia tema tasakaaluasendis statsionaarse

väärtuse.

781mallke nlhutuste printsiibist lähtudes saab tuletada

materiaalsete punktide süsteemi tasakaaluvõrrandid.

§ 6. NÄITEID VÕIMALIKE KIHUTUSTE PRINTSIIBI

RAKENDAMISE KOHTA.

Käsitleme mõningaid klassikalisi ülesandeid, mille lähen

damine võimalike nlhutuste printsiibi abil osutub väga liht-

saks.

1 • tasakaal.

Punktis 2 avaldasime

kangl otspunktide võimalikud

nihutused kangi lõpmata väi-

kese pöördenurga kaudu

järgmiselt:

Seega on tungide P ja Q.

rakenduspunktide võimalikud

nihutused teada. Reaktsioon-

Joonis 6. tungi R rakenduspunkt ei

nihku.

Tungide tööd võimalikel nihutustel on

P- • cos(<£<^)
J*

- Q5t4 cos(<ty).

(tungi töö on negatiivne, kuna Q ja vaheline nurk

on nürlnurk). Kangi tasakaalu korral on kangile mõjuvate tun-

gide tööde summa nende rakenduspunktide võimalikel nihutustel

null, s.t.



19

cos(_<fy)- Q,<stxcos(<fy)= 0

ehk

(Pp - Q<j) = 0

Kuna üldiselt *0
, peab

Pp - »0
.

Tasakaalutingimuse võime esitada kujul

Pp = Q<t
- kang on tasakaalus, kui kangile mõjuvate tungide momentide

suurused kangi toetuspunkti suhtes on võrdsed.

2, Kaldpind.

Olgu kaldpind ideaalselt sile, plokk A lõpmata väike

ning hÕÕrdumine ploki ja venimatu niidi vahel puudugu (joo-
nis 7). Uurime, millal ön niidi otstesse kinnitatud koormad

p ja Q tasakaalus.

Joonis 7

rakenduspunkti nihutuse

Anname süsteemile võima-

liku nlhutuss. Koorma Q. nihu

tüse valime vertikaalsihis,

koorem P nihkub siis piki

kaldpinda üles. Tungide P ja

Q. tööd nende rakenduspunkti-

de võimalikel nihutustel on

- P<sp 4UI aC

ja

(raskustungi P töö on nega-

tiivne, kuna tungi P ja tema

vahel on nürinurk).

Süsteemi tasakaalu korral saame võimalike nihutuste

printsiibi järgi võrrandi

Q&j,- Psin«<sp - 0 .

Kuna # 0
, saame lõplikult

Q = Psin <*.

- kaldplnnal asuva koorma tasakaalustamine on seda kergem,
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mida väiksem on kaldpinna kaldenurk.

3. Kiil.

Kiilu tipunurgaga surutakse puusse tungiga P . Kui

suurt survet kannavad kiilu külgtahud üle puule? HÕÕrdumise

killu ja puuhalu vahel jätame arvestamata.

Joonisele 8 on kantud kiilu külgtahkude poolt ülekanta-

vate survete asemel nendega võrdsed, kuid vastupidiselt suuna

tud puuhalu reaktsioontungide resultandid R , mis on raken-

datud kiilule

Anname kiilule vertikaal-

sihis võimaliku nihutuse

Sp . Killule mõjuva reakt-

sioontungi R rakendus-

punkti nihutuse projekt-

sioon tungi R sihile

olgu . Kiilu tasakaalu

korral on võimalike nihu-

tuste printsiibi kohaselt

Pfy -R<Sx-Rsx = O

- tungi R töö nihutusel

on negatiivne.

Jooniselt 8b on kerge näha, et tungide P ja R raken-

duspunktide nihutused tungide mõjusirge sihis on omavahel

seotud järgmiselt:

.

Viimast seost arvestades saame kiilu tasakaalutingimuse esi-

tada kujul

(P-ZRswioc)<Sp = 0 .
Kuna üldiselt , siis järeldub, et

P-Z Rsin oi = 0

Kiilu poolt puuhalule ülekantav survetung N=R • Seega

N =
Xsi.n«t

teravama kiiluga on kergem töötada.

Joonis
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4. Liitplokk.

Leida liltploklga tõstetava koorina Gt tasakaalustami-

seks kuluv tung P . Nii liikuvate kui ka liikumatute plok.
kide arv on n.

Joonis 9.

laskub Sp-Zx&l võrra

Tungi P rakenduspunkti

laskumisele <sp võrra

vastav koorma Q. võima-

lik nihutus olgu .

Tasakaalutingimus avaldub

kujul

P- <sp - O.
Kui Q tõuseb võrra,

lüheneb üle plokkide mi-

neva nööri iga lüli sama

palju Ja nööri vaba ots

Järelikult koorma kaalu tasakaalustav tung

p=AZn

- koorma tõstmiseks kuluv tung on seda väiksem, mida suurem

on plokkide arv liitplokis.

5• Torricelli printsiip.

Vaatleme mehhaanilist süsteemi, millele mõjub ainult

tema raskustung. Süsteemi mass olgu M
, punktide kohavek-

torid antud koordinaatteljestikus ning mass-

keskme kohavektor • Millal on raske süsteem

tasakaalus?

Süsteemi punktidele mõjuvad tungid on vastavalt

Süsteemi tasakaalu korral kehtib siis võrrand

X. tn; q*- ;= 0
.

Kui valida X -telg vertikaalsena ja tema Uhikvektoriks k ,

siis

Ja
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Nüüd saame

51 M; Q • »*»• St' = 0
i>4 v 1

ehk

(£<*%*<) = o

Teiselt poolt,

x
c M ’

4es

Mfl-K =O.
mida arvestades

Siit järeldub, et

K=o,
mis väljendabki Torricelli printsiipi:

raske süsteem on tasakaalus siis ja ainult siis, kui süsteemi

masskese ei saa laskuda vertikaalsihis.

§ 7. TUNGIDE SÜSTEEMI TASAKAALUVÕRRANDID.

Võimalike nihutuste printsiibi abil saab määrata süstee-

mi tasakaaluasendid. Sageli on aga tegemist olukorraga, kus

mehhaanilise süsteemi tasakaaluasend on teada ja tuleb leida

tasakaalutingimused süsteemile rakendatud tungidele. Tuletame

tungide süsteemi tasakaaluvõrrandid, lähtudes võimalike nihu-

tuste printsiibist.
Vaatleme kindlat keha, millele on rakendatud tungid Ft ,

Olgu valitud -teljestlkus tungide F^=(X;,2; ) rakendus-

punktide kohavektorid z ) ja masskeskme kohavektor

= (xt ,xt ) . Kindla keha tasakaalu juhul kehtib võima-

like nihutuste printsiibile vastav võrrand (8)

kus on tungide rakenduspunktideks olevate keha punktide

võimalikud nihutused.



Keha mingi punkti kohavektori,

keha masskeskme kohavektori

ja masskeskmest keha vastavas-

punkti viiva vektori

vahel kehtib seos (joonis 10)

*i
Keha punktide kiirused keha

liikumisel avalduvad siis

kujul

w*u,
Joonis 10.

jCUB on maßskeskme

kiirus ja punkti kiirus liikumisel masskeskme suhtes

Statsionaarsete seoste juhul on keha punktide tõelised

nihutused ühed võimalikest nlhutustest.Valime punktide võima-

likeks nihutusteks lõpmata väikesele ajavahemikule vasta-

vad punktide nihutused, s.t.

= (\, + )St= S +t
lc

St

Võrrand (8) saab nüüd kuju

mille teisendamine annab

<&.£?•+<&•£ R-t =o.
c- <,»< w i*4 tc

Punkti kinemaatikas tõestati, et

x. =■ 3x t.
xc XC )

kus 2 on vaadeldava punkti pöörlemise nurkkiirus liikumisel

punkti C suhtes. Viimase tulemuse arvestamisel esitub ees-

pool teisendatud võrrand kujul

x?c=O
c * c*l <'c> *

Hlhutused ja on vabalt valitavad ( valik oli

meelevaldne) Ja seepärast on viimane võrdus võimalik ainult

siis, kui

£f-=O, .£(?. xF
l

) =O.
«,«< v >

(,=1 V XC v /

23 -7.
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VOtane nüüd arvesse» et

kus t; vSime lugeda vaadeldava punkti kohavektoriks meele

valdselt valitud nullpunkti 0 suhtes. Nüüd saame

X x X Fj, - XŽ. = 0

Kuna
>

siis ka

Jõudsime meelevaldse tungide süsteeni tasakaaluvõrrandlteni;

Ž ?c=O,
v=4

f(V?J=o
( lo )

ehk projektsioonides koordinaattelgedele:

=0 ; wom
x

(Ft )= 0
,

? =0
? (FJ =0

; ( 11 )

21 0
)

S mo»n (F, ) - 0
C v * v

üldine tungide süsteem on tasakaalus, kui tungide vektor-

summa on null ja tungide momentide summa, arvutatuna mis tahes

punkti suhtes, on samuti null ehk,

üldine tungide süsteem on tasakaalus, kui tungide pro-

jektsioonide summa mis tahes teljele on null ja tungide momen-

tide summa mis tahes telje suhtes on null.

VBrranditega (10) on antud kohe ka kindla keha tasakaalu-

tingimused kehale rakendatud tungide väljas. Tulemusi saab

samuti kasutada materiaalsete punktide süsteemi tasakaalu uu-

rimisel. Punktide süsteemi tasakaalu korral on tasakaalus ka

süsteemi iga osa - seega vSrrandid (10) kehtivad süsteemi kui

terviku ning samuti süsteemi iga osa kohta. Punktide süsteemi

juhul tuleb võrrandis (10) arvestada kõiki süsteemi punktidele
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rakendatud tunge.

§ 8. D'ALEMBERT’I PRINTSIIP.

Olgu tegemist materiaalse punktiga, mille mass on m ja
millele rakendatud tungide resultant on ?

. Newtoni II sea

duse järgi liigub punkt tungi F* mõjul sellise kiirendusega
,

et igal hetkel kehtib võrdus

■ F
.

Viime kõik liikmed võrduse ühele poolele;

F+(- m )= 0
.

Saadud võrdust võime vaadelda punktile rakendatud tungide

tasakaalutingimusena, kui vektorit (-) tõlgendada
tungina.

Suurust-*
7 a-htW'

nimetatakse inertstungiks. Paneme tähele, et inertstungi

mõjusirge Ühtib kiirendusvektori sihiga, suunalt on nad alati

vastupidised.

Inertstungi' mõistet kasutades võime materiaalse punkti

liikumise põhlvõrrandi esitada kujul

7+7=o.
Saadud tulemus on tuntud d’Alembert*l printsiibi nime all

ühe materiaalse punkti jaoks:

punkti liikumise igal hetkel on punktile rakendatud tungid ja

inertstung tasakaalus.

Laiendame tulemust materiaalsete punktide süsteemi juhu-

le. Süsteemi iga punkti jaoks kehtib võrrand

FC
+T=O (L = I,Z,n )

SUsteeml liikumise igal hetkel on kõik süsteemi punkti-

dele rakendatud tungid ja inertstungid tasakaalus - see kuju-

tabki d’Alembert‘l printsiipi materiaalsete punktide süsteemi

korral.



26

D’Alembert’i printsiip võimaldab dünaamika ülesannete

lahendamisel kasutada staatika meetodeid: ta on efektiivne

ülesannete lähtevõrrandite koostamisel.

Süsteemile rakendatud tungid ja inertstungid moodustavad

tasakaalus oleva tungide süsteemi ning rahuldavad seega üldi-

si tungide tasakaaluvOrrandeid (10).
Kokkuvõte: võrrandite koostamisel d’Alembert’l printsii-

bist lähtudes võime kasutada järgmisi tasakaaluvõrrandeid:

1) kõigi süsteemile tegelikult rakendatud tungide ja

inertstungide projektsioonide summa mis tahes teljele on

null;

2) kõigi nende tungide momentide summa mis tahes punkti

või telje suhtes on null.

Rõhutame, et d'Alembert‘l printsiip ei ole sisuline meh-

haanika printsiip nagu seda on Newtoni II seadus. Ta annab

ainult ühtse eeskirja rea dünaamika ülesannete lahendamiseks

staatika meetoditega.

§ 9. DÜNAAMIKA ÜLDVÖRRAND.

Dünaamika UldvOrrand on võimalike nihutuste printsiibi

ja d*Alembert‘i printsiibi sünteesiks. D’Alembert’l print-

siibi järgi on igal hetkel kõik süsteemile mõjuvad tungid

(nende hulgas ka reaktsioontungid) ja inertstungid tasakaalus

Võimalike nihutuste printsiip väljendab aga tasakaalu tarvi-

likku ja piisavat tunnust. D’Alembert’l printsiibi kohaselt

on süsteemi punktidele rakendatud tungid ja inertstungid

7; tasakaalus - seega rahuldavad nad võimalike nihutuste

printsiibis väljendatud tingimust

Inertstungid 7-, avalduvad süsteemi punktide kohavekto-

rlte teist järku tuletiste
,
ii) kaudu järgmiselt:
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Tungide tööde summa avaldise võime nüüd esitada uuel kujul.

Jõuame dünaamika üldvõrrandini

Y.(Fc
-hi-^ ; = O (J* )

ehk

Dünaamika üldvõrrandis väljendub üldine mehhaanika print-

siip: ideaalsete seoste korral toimub süsteemi liikumine nii,

et igal ajahetkel on süsteemile rakendatud tungide ja inerts-

tungide tööde summa nende rakenduspunktide mis tahes võima-

likel nihutustel võrdne nulliga.

Ideaalsete seoste käsitlemisel vaadeldud näidete 2 ja 3 põh

jai võime ütelda, et kindla keha juhul langevad dünaamika

üldvõrrandist välja keha sisetungid.

Dünaamika üldvõrrand on tarvilik ja piisav tingimus sel-

leks, et seostega kooskõlas olev liikumine vastaks antud tun-

gidele. Dünaamika üldvõrrandist ja seosvõrranditest saab mää-

rata süsteemi kõigi punktide liikumise ning seejärel seoste

reaktsioontungid Newtoni II seadusest. Kirjeldatud lahendus-

käiku realiseeritakse matemaatiliselt kahel viisil: määrama-

ta kordajate meetjdil (Lagrange'i I liiki võrrandid) või ül-

distatud koordinaatide meetodil (Lagrange’l II liiki võrrandid).
Dünaamika üldvõrrand! kujul (13) esitas esmakordselt

Lagrange oma kuulsas töös "Analüütiline mehhaanika* 1788. a
Kirjeldatud tee dünaamika üldvõrrand! saamiseks on aja-

looline. Dünaamika üldvõrrandit saab tuletada ka otseselt,

d’Alembert’i printsiibile toetumata. Dünaamika üldvõrrandile

võib üles ehitada kogu mehhaanika - temast lähtudes saab tu-

letada kõik punkti ja süsteemi dünaamika põhilaused ning lii-

kumise diferentsiaalvõrrandid.
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§ 10. DÜNAAMIKA PÕHILAUSETE TULETAMINE

DÜNAAMIKA ÜLDVÕRRANDIST.

Tuletame dünaamika üldvõrrandlst lähtudes Impulss- ja
pöördlmpulsslause ning energialause.

1* Impulsslause. Olgu seosed sellised, et süsteemi

kUik punktid saavad translatoorselt nihkuda vähemalt ühes

sihis t
. Valime süsteemi kõigi punktide võimalike nlhutus

tena vaadeldaval sihil võrdsed nlhutused, s.t

(L
,

n. ) .

Sel juhul võime võrrandi (12) esitada kujul

kust järeldub, et

A-t • £ m,.- •t ■ - <5l •S. F? .
cG v v

Meil on teada, et

?■<?<.=ar £ \= jt =Q
>

kus vektor Q on süsteemi lineaarne Impulss.
Jõuame tulemuseni

St-

Tähistades vektori projektsiooni sihile t sama tähega in-

d eks iga vastava suuruse juures ja tähistades =

võime viimase võrrandi esitada kujul

ehk (14)

Tulemus kujutabki endast impulsslausele vastavat võrran

dit projektsioonides mingile teljele t

Erinevus kursuse varasemas osas saadud impulsslause for

mulatsioonlst seisab selles, et käesoleval juhul sisaldab

võrrandi (14) parem pool ka süsteemi sisetunge. Kuld see eri
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nevus on ainult väline, sest sisetungide summa langeb sealt

välja - see on null.

2. Pöördimpulsslause. Olgu seosed sellised, et süsteem

saab pöörduda ümber mingi telje t. Süsteemi punktide nihutu-

sed ajavahemiku St jooksul valime sellised, et süsteemi

kõik punktid pöörduvad Umber antud telje sama nurga võrra.

Kirjeldatud nihutused kuuluvad siis ka punktide võimalike

nihutuste hulka ja välinegi

Punktide joonkiirused avalduvad pöörlemistelje sihilise

nurkkiirusvektori (u kaudu

=ZüX Xt ?

mida arvestades saame

Sxc
= (eo x )• 5t

.

Dünaamika üldvßrrand esitub kujul

a
c
-m..rtpxT: j=o.

Vektorite segakorrutises võime tegurid tsükliliselt ümber

paigutada. Meie juhul saame

5P 0

Kuna nurkkiirus £? on kõigile punktidele ühine, võime vii-

mase avaldise teisendada kujule

Meil on teada, et

kus 6 on süsteemi pöördimpulss valitud tsentri suhtes. JÕu-

ame tulemusele

co -G = •Z* )

Vektorite skalaarkorrutise mõiste järgi saame
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kust

. (l5
Tulemus väljendabki pöördlmpulsslauset. Võrrandi (15) pare-
malt poolt langeb ära süsteemi sisetungide momentide summa -

null.

* Eeldame, et seosed on statsionaarsed,
siis kuuluvad süsteemi võimalike nlhutuste hulka ka tõelised
nihutused. Valime punktide võimalike nihutustena nende tõe-

lised nihutused, s.t. = (t=l,£,..,n) . Tõelised nihu-

tused rahuldavad dünaamika üldvõrrandit

=0

Telsendame sumina teist osa. Saame

))

kus 5 on süsteemi kineetiline energia. Jõuamegi energia'
lauseni

Edt
,

c v V
(16)

§ 11. NÄITEID D ’ALEMBERT ’I PRINTSIIBI JA

DÜNAAMIKA ÜLDVÕRRANDI RAKENDAMISE KOHTA.

Alustame näidetega d'Alembert'l printsiibi rakendamise

kohta.

Näide 1. üle dünamomeetri konksu külge kinnitatud ploki

on pandud venimatu ja kaaluta niit, mille otstesse on kinni-

tatud koormad kaaluga P 4 ja ( p
t
>p

z
)

•
Leida dünamomeetri

näit ja kiirendus, millega raskused liiguvad. Ploki ja niidi

vahelist hÕÕrdumlst ning ploki kaalu ei arvesta.

Koormate kiirenduste ja suunad ning süsteemile

mõjuvad tungid on näha joonisel 11. Süsteemile on rakendatud

raskustungld rJ ja 1\ ning reaktsioontung h? . Tungi

N suurus võrdubki dünamomeetri näiduga. Lisaks tegelikult
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mõjuvatele tungidele lisame

liikuvatele koormatele veel

inertstungid 3, ja

D’Alembert’i printsiibi koha-

selt on tungid ,Pt ,
N

,

3, ja tasakaalus. Koostame

tasakaaluvõrrandid. Leiame

tungide projektsioonid verti-

kaalsihile ja võrrutame nende

summa nulliga:

p^-N-a^v o

Joonis 11
Kuna koormad on niidiga ühen-

datud, liiguvad nad suuruselt

võrdsete kiirendustega, s.t. . Siis avalduvad inerts-

tungid ka kiirenduse nr kaudu:

3 =
-B. w. =

,’3’ 9 ’

p p.
J =

ü/ur, = -i V

? X
3

Et üks tasakaaluvõrrand sisaldab käesoleval juhul 2 tundmatut

( N jav ), koostame ka tungide

Arvutame momendid ploki tsentri

võrrandist üks tundmatu välja);

prVP2
<J

z

momentide tasakaaluvõrrand!.

suhtes (siis langeb saadavast

tasakaalu korral

- võrduse mõlemaid pooli on jagatud ploki raadiusega, mis o

tungide Õlaks. Nüüd asendame saadud võrrandeis Inertstungid

oma avaldistega kiirenduse ur kaudu

fp +
= O

'* 1 3

p p,
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Võrrandsüsteemi lahendamisel leiame otsitavad suurused

R, - Pr
z—- 4— a ,

•iN
P,+Pt

Kui valida näiteks P
t =sK<| , , on dünamomeetrl näit

7,5 kg, mis on väiksem koormate kogukaalust.

Näide 2. Varras pikkusega AB = Ja kaaluga P on

kinnitatud sarniiri abil punktis A vertikaalse pöörleva

võlli külge. Võll pöörleb Jääva

tõmme niidis, mis hoiab varrast

all.

nurkkiirusega OJ . Leida

võlli suhtes kaldu nurga a-

Vardale mõjuvad raskus-

tung P
, reaktsioontung R

šarniiris A Ja varrast hoid-

va niidi reaktsioontung T
,

mis suuruselt võrdub niidi

otsitava tõmbega (suunalt

on nad teineteisele vastu-

pidised). Lisame pöörleva

varda elementidele veel inerts-

tungid d F
,

milleks käes-

oleval Juhul on ainult kesk-

tõrjetungid (ühtlase pöörle-

mise tõttu on kiirenduse tangentsiaalne komponent null).Pöör

lemisteljest kaugusel x asuvale varda elemendile pikkusega

ott Ja massiga oim mõjub inertstung cIF ,
mille suurus

on

oIF = w-oim = o>
z xctm .

Tungi T leidmiseks kasutame momentide võrrandit. Arvu-

tame kõigi vardale mõjuvate tungide momendid punkti A suh-

tes - siis on sarniiri reaktsioontung! R moment null Ja

tundmatu R ei esine saadavas võrrandis. Saame võrrandi

Joonis 12.
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Ttoos<*.-P -j-sin<*.-j<| olF=o
,

kus inertstungide momentide summeerimine tuleb teostada üle

kõigi inertstungide.
Arvutame inertstungide momentide summa. Paneme tähele,

et vardal

= X cot *. )

Nüüd saame leida momentide summa

6sin« . _ ? .Liina.

/<j«LF =J x
X<£x = £^- cy. x

1
=X lWS in « «>s x .

Tulemuse paigutame momentide tasakaaluvõrrandisse, kust

leiame niidi tõmbe

+ Iy >«<)•

x

Läheme üle üldvõrrahdi rakendamisele.

Näide 3. üle ploki mineva kaaluta venimatu niidi ots-

tesse on kinnitatud koormad kaaludega P, ja P 4 (joonis 13).

Koorma P, laskumisel tõuseb koorem P
z

mööda kaldpinda, mil-

le kaldenurk horisondi suhtes on <*. .
Plokiks on ühtlane ke-

tas raadiusega n. ja tegia kaal on P 5 • Kaldpinna ja temal

libiseva koorma vaheline hÕÕrdumiskoefitsient on | .
Leida

koormate kiirendus ja tvy ning tõmbetungl suurused kum-

maski niidi harus.

Süsteemile mõjuvad järgmised vällstungid: koormate kaal

P< Ja Pj, , ploki kaal P
A , ploki telje reaktsioon tung

(joonisele pole kantud), kaldpinna normaalreaktsioon N ja

hÕÕrdumistung H . Lugedes ploki pöörlemise ümber oma telje

hÕÕrdumisvabaks, on tegemist ploki telje näol Ideaalse seo-

sega ja tema reaktsioontungl töö on alati null. Kareda kald-
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Joonis 13.

pinna muutsime ideaalseks seoseks sel viisil, et lahutasime

kaldpinna kogureaktsiooni kaldpinnaga paralleelseks hÕÕrdu-

mistungiks ja normaalsihiliseks reaktsioontungiks. Lugedes
hÖÕrdumistungi töötavate välistungide hulka, kujutabki kald-

pind Ideaalset seost (tung N koorma nihkumisel tööd ei

Lisame inertstungid. Koormatele mõjuvad inertstungid
-♦ P

.. —»
*1 ~

, 7—— •— W •

g ; J
l J x

Pöörleva ketta massielemendlle oim
,

mis asub ketta tsent-

rist kaugusel p , mõjuva inertstungi dl lahutame raadiuse-

sihiliseks komponendiks ja sellega ristiseisvaks tan-

gentsiaalseks komponendiks d\ .

Anname rippuvale koormale võimaliku nihutuse ök verti-

kaalselt alla. Kaldpinnal asuv koorem saab sama suure võima-

liku nihutuse. Ketta punktide võimalikud nihutused on ring-

joonte kaared raadiustega £ , kusjuures ketta pöördenurk

olgu i <{> . Dünaamika üldvõrrandiga väljenduv tungide tasa-

kaalutingimus näeks käesoleval juhul välja järgmiselt (tun-

gid d ketta pöörlemisel tööd ei tee):

Leiame esmalt ketta inertstungid® tööde summa. Olgu ketta



pöörlemise nurkkiirendus ’ £ ; siis (vt. joonis 13 d)

da

Nüüd saame

(\) 3 do 1

Edasi paneme tähele, et

H=|PX
COSd

•

=Px I ;

,

KÖike seda arvestades teisendama lähtevõrrandi kujule

y = o

Siit leiame kiirenduse v
, võttes arvesse, et . Otsi

tav kiirendus on seega

4V--
*+{«*«)

Q .

P^Pi+ IP
3

1
(17)

Niidi vasak- ja parempoolses harus mõjuva tõmbe suuruse

leiame lõigete meetodil (vt. Joonis 13b ja 13c). Näiteks

rippuva koorma juhul lõikame mõttes niidi koorma juurest kat-

ki ja asendame niidi mõju koormale tungiga T, •
Niidi tõmbe

suurus on sama, ainult suund on vastupidine. Tungi T, leiame

d*Alembert’i printsiibi abil, vaadeldes koorma tasakaalu tun-

gide ,
T

, mõjul. Siis

o

Analoogiliselt leiame niidi vasakus harus mõjuva tõmbe •

p
T

x
= P

i (sin«.+|COSel)•

Kiirendus w- on määratud valemiga (17).
Analüüsige erijuhtu, kui kaldpind puudub ja raskused

- 35 -
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ripuvad vertikaalsete niitide otsas (s.t. = 0)!
Näide 4. Prisma kaaluga Q libiseb mööda teise prisma

tahku. Alumise prisma kaal on P ja tema kaldtahk moodustab

horisontaalse sihiga nurga << • Leida prisma P kiirendus

ur
,

kui süsteemi liikumine algas paigalseisust ja prismade

tahud ning liikumatu alus on hÕÕrdumlsvabad (joonis 14).
Prisma Q. libiseb piki prisma

kaldtahku (relatiivne liikumine),

nihkudes samaaegselt koos prlsma-

ga P vasakule (ülekandeliikumine)
Prisma Q kiirendus on see-

ga relatiivse kiirenduse ja

ülekandekiirenduse summa

Süsteemile mõjuvad järgmised

välistungid: prismade kaalud P

ja Q ning aluse reaktsioon R .

Rakendame süsteemile ka Inerts-

tungid

Anname prisma P punktidele võimaliku nlhutuse Bi*
. Prisma

Q. punktide võimalik nihutus s?* on vaadeldav kahe nlhutuse

summana — ta teostab liitliikumist, s.t.

=57, + S?

Dünaamika üldvõrrandi kohaselt on käesoleval juhul Õige võr-

rand

(?-?)■ (<8)

Liikumatu alus kujutab Ideaalset seost ja R töö on null.

Arvutame vajalikud vektorite skalaarkorrutised:

?-ss=o; r<£=-ywSs;

Q •äs
J

= Q-(55,+57) = Qscn<<ss, ?
(se»t Q ) j

Joonis 14.
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="

J(vtV )= -

y <sscos<-
+ ).

Võrrand (18) on nüüd esitatav kujul

[‘ + "f" 005 * + [Usenet + -|-('urcos« -wj]. 5$
1 =O.

Võimalikud nihutused Ss ja Ss< on teineteisest sõltumatud.

Valime üks kord

Ss =0
t

5s
1

0

ja teine kord

£s< = 0
,

Ss # 0

Variatsioonide <Ss ja Ss< kordajad peavad seega mõlemad

võrduma nulliga, s.t.

f P+ Q Q ~

—r~
v+
tcos * = ®

Q SÜI * + y- (-WCOS - v ) = 0 .
Sellest võrrandsüsteemist leiame otsitava kiirenduse

X(P+ QsckSc) $

§ 12. PÖÖRLEVA KEHA TELJE REAKTSIOONID.

Olgu antud kindel keha massiga M
,

mis pöörleb ümber

kinnlstelje (joonis 15). Laagrite vahekaugus on h
.

Pöörle-

mise nurkklirus olgu õu ja nurkklirendus £
.

Kehale olgu
rakendatud välistungid j =M,• Telje

laagrites tekivad reaktsioontungid, mis on tingitud vttlls-

tungidest ning keha pöörlemisest. Koostame võrrandid telje

reaktsioonide leidmiseks. Valime kehaga seotud koordinaat-

teljestiku nii, et nullpunkt asub alumises laagris , Z -tel

je suuname piki pöörlemistelge üles ja x -telje ning -tel-

je valime nii, et tekiks parema käe teljestik. Tähistame vä-

listunge tasakaalustavad toereaktsioonid sümbolitega

Z
ls

) Ja - neld
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staatilisteks reaktsiooni-

deks. Keha pöörlemine tingib

täiendavad reaktsioonid -

need kannavad dünaamiliste

reaktsioonide nime. Tähista-

me neid vektoritega

1. Staatiliste reakt-

sioonide leidmine. Paigal-

seisvale kehale rakendatudJoonis 15.

tungid ja reaktsioontungid moodustavad tasakaalus oleva tun-

gide süsteemi. Punktis 7 tuletasime tungide tasakaaluvõrran-

did. Käesoleval juhul saame staatiliste reaktsioonide kompo-

nentide leidmiseks võrrandsüsteemi, võrrutades vastavate

projektsioonide summa koordinaattelgedele ja momentide summa

samade telgede suhtes nulligae suhtes nulliga

LR +S =0
J n 4s 4,1

(19)

LrMorn (r)-K 4/, -o
j * ls

L twom (F. ) +IIX, *0
.

J 3 d 45

Pöörlemistelje -telg) suhtes staatilised reaktsioonid

momenti ei anna, nende mõjusirge läbib pöörlemistelge ja vas-

tava võrrandi koostamine ei anna meile midagi. Momenti telje

suhtes loeme positiivseks, kui ta püüab keha pöörata null-

punktist vaadates päripäeva.
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2. Dünaamiliste reaktsioonide leidmine. Keha pöörlemisel

lisanduvad staatllistele reaktsioonidele veel dünaamilised

reaktsioonid. Leiame need d'Alembert’i printsiibi abil. Keha-

le rakendatud vällstungid, staatilised Ja dünaamilised reakt-

sioonid ning keha elementidele mõjuvad inertstungid 3; moo-

dustavad tasakaalus oleva tungide süsteemi. Koostame Jälle

vastavad tasakaaluvõrrandid:

fV*VVWV
SK.+ž., +Z

,
+Z

,
+Z

.
+^3

>
= 0

Jj <x « x. i » ta
_

(t 0 )
Z. momJF )-(x + U<J = 0

) +^3E
is

+ AX
x

( Jj c 0

zL mom (F•) +ZL toom (5J ~ 0 .
u J * J *• '

Inertstunglde ja nende momentide summeerimine on teos-

tatud üle kogu keha.

Asume saadud süsteemi lihtsustamisele. Süsteemi (19)
arvestades langevad võrranditest (20) (välja arvatud viimani

ära staatilisi reaktsioone ia välistunee sisaldavad liikmed

Asume saadud süsteemi lihtsustamisele. Süsteemi (19)
arvestades langevad võrranditest (20) (välja arvatud viimane)

ära staatilisi reaktsioone Ja vällstunge sisaldavad liikmed.

Arvutame inertstungide vastavate projektsioonide Ja momentide

summad.

Inertstungide summa leidmisel lähtume inertstungi defi-

nitsioonist :

(dti) -* —*
dt,-

\ /-» -» —» —* X

dT Xx i,
+ U, iz x di'/ = - wi(tX t

;
VL ) =

f?x \ +



Keha mingi elemendi inertstung on
,

selle elemendi mass

- n\ ,
kiirendus

,
raadlusvektor - , %i.)

,
kii-

rus -

. Inertstung! 7; avaldise teisendamisel kasutasi-

me kinemaatika põhilisi seoseid.

Tungi avaldises esineva kahekordse vektorkorrutise

teisendame analüütilisest geomeetriast tuntud valemi abil

Cx (rw x Tt) » (t- h )rn -(t rn)rt

Vastavalt sellele saame

=- ) + n\u?t-t; ) cc

Summeerime keha kõigi elementide inertstungid

Z> 3- = -Z*<n- (t ) + žlm u>
x C; ~Z- >*l; (w- 'V )Cü -

V '
(, v (, V ' c /

-
- (Õj- Z i*v )õo

Edasisel lihtsustamisel kasutame süsteemi masskeskme mõistet.

Masskeskme kohavektor %=(XC) <j c >z c ) ar&l dut> järgmiselt

fc M

Inertstungide summa avaldise saame nüüd viia kujule

t

kust leiame projektsioonid koordinaattelgedele. Võtame arves-

se, et valitud koordinaatteljestikus on vektorite & ja w

komponendid Järgmised:

£ = (0,0, £) ; £3 = (0,0,-GJ)

Nüüd

s3a =O. M

Koostame ka vastavate momentide avaldised: moment telje suh-

tes võrdub selle telje mingi punkti suhtes leitud momendi pro-

jektsiooniga teljele. Leiame inertstungide momendi nullpunkti

suhtes; saame:

Lmorn (3j = £ *V£ ["«Ä. x )] *

+ u?£mt(\x (w--t)(x- x

- 40 -
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Momendi avaldises esinevad vektorite korrutised leiame üksi-

kult:

'V;,* ) = )

\ X H = °5

w- t
t

=

Momendi avaldis saab nüüd kuju

Kasutame järgmist tähistusviisi:

kehp inertsmoment pöörlemlstelje suhtes

’C ,

inertskorrutised

> ?"'lxi3c isC

Inertstungide

on seega:

gide momentide projekt

=£ c "DcaJ 1,

’ 2Ltvtom
u

(3- )=Dl + £ cü
X

<> J

Z rwom
x

=“ C fc •

momentide projektsioonid koordinaattelgedele

(xz )

Valemeid (19), (21) ja (22) arvestades jõuamegi võrrandi

teni, kust saab leida dünaamilised reaktsioonid:

VXi
'-M«

e
w
l -M }tt,

=-m^x +mx
c
l

(Z3 )



42

Süsteemi (20) kolmandast võrrandist Järeldub, et pöörle-

mistelje sihis on dünaamiliste reaktsioonide summa nulljkuues

võrrand dünaamilisi reaktsioone ei sisalda - see on meile Juba

tuttav kindla keha pöörlemise dlferentsiaalvõrrand.

Dünaamiliste reaktsioonide mõju kiirendab masinate pöör-

levate detailide ja osade laagrite kulumist. Nad võivad põh-

justada isegi masinaosade purunemisi. Tehnikas püütakse dü-

naamiliste reaktsioonide mõju igati vähendada või täiesti

vältida.

Analüüslge, millal pöörleva keha korral dünaamilised

reaktsioonid puuduvad!

Näide; Hooratas pöörleb konstantse nurkkiirusega uj .

Hooratta kaal on P
,

raskuskese asub pöörlemisteljest kau-

gusel e
, sümmeetriatasapinna kaugus kummastki laagrist on

<x . Leida reaktsioontungid laagrites (joonis 16).
Staatilised reaktsioonid tasa-

kaalustavad hooratta kaalu

nad on suunatud vertikaalselt

üles. Staatilised reaktsioonid

leiame süsteemist (19),kust
antud Juhul saame 2 võrrandit

.V RU= P

a' R
is

=Pa >

siit

Joonis 16.
R,
‘

R
“ Z

Dünaamiliste reaktsioonide leidmiseks valime koordinaatide

alguspunkti hooratta ja telje lõikepunkti ning suuname

x-telje läbi raskuskeskme. Dünaamiliste reaktsioonide leid-

miseks lähtume süsteemist (20). Saame

f p + p = — CCO
Z

WRt -Rj = O,
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kust

P-p = .*1 K
X Z<j

Illustreerime tulemusi arvuliste andmetega.

1. Olgu P=3t, e = 4mm, k.300 •
Siis on staatilised reaktsioonid

Wl5OO ‘1
Ja dünaamilised reaktsioonid

_

3000 0,1 pOO-Zg)*°
t-981 \ 60 /

2. Ketta kaal P= ZO«j, e = 0,^m> n= ttOOD

Saame

Q
l*

=R
ZS

=W
T

R* = R*
Seega dünaamilised reaktsioonid ületavad staatilisi 16

korda. Dünaamilised reaktsioonid kasva/ad võrdeliselt nurk-

kiiruse ruuduga: pöörlemiskiirus mõjutab oluliselt dünaami-

liste reaktsioonide suurust.

§ 13. LAGRANGE'I I LIIKI VÕRRANDID.

Olgu tegemist n punktist koosneva mehhaanilise süstee-

miga, mille punktidele on rakendatud tungid F
t

= ,£• ) .

Punktis 8 kirjeldasime üldjoontes, kuidas dünaamika üldvõrran

dist lähtudes saab määrata süsteemi liikumist Ja reaktsloon-

tunge. Peatume lähemalt määramata kordajate meetodil.

Süsteemi liikumise määramiseks lähtume dünaamika üld-

võrrandist (12)

=0

Kui punktide liikumine ei ole seostega kitsendatud, on punkti

de võimalikud nihutused üksteisest sõltumatud meelevaldsed
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suurused. Dünaamika üldvõrrand on rahuldatud ainult siis,kui
kSigi kordajad on samaaegselt võrdsed nulliga, s.t.

Siit saame 3n võrrandist koosneva diferentsiaalvõrrandite

süsteemi, mille integreerimisel leiame kõigi punktide koor-

dinaadid aja funktsioonidena:

xi=xjt)
- <l4

ä. =*;(<■)> (c»u,...,h)

Jõudsime dünaamika põhiülesande lahendamiseni vabade materiaal

sete punktide juhul.

Olgu süsteemis mõjumas k. holonoomset seost

Teatavasti peavad punktide võimalikud nlhutused rahuldama

seoseid (6), s.t.

5 = 0 <* -U-,») •

Nüüd ei ole dünaamika UldvÕrrandls esinevad suurused

b-i enam üksteisest sõltumatud. Võimalikke sõltumatuid

nihutusi on vaid in-* tükki.

Uks mõeldavatest lahendusviisidest võiks olla järgmine.

Avaldame seostest (6) mis tahes k koordinaatide variatsioo-

ni ülejäänute lineaarsete kombinatsioonidena. Saadused ase-

tame dünaamika üldvOrrandisse kujul (13) ja korrastame liik-

med koordinaatide variatsioonide järgi. Tulemuses esinevad

juba üksteisest sõltumatud koordinaatide variatsioonid; neid

on tükki. Edasine lahenduskäik toimub samuti nagu va-

bade punktide juhul. Kirjeldatud tee osutub aga ebaotstarbe-

kaks.

Kasutame Lagrange‘l poolt soovitatud määramata kordajate

meetodit ehk nn. Lagrange’l A -meetodit. Võtame esialgu

määramata suurust *)
.

Korrutame iga võrdust (6)

vastava ja liidame nad seejärel kõik dünaamika üld-
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võrrandile (13). Jõuame tulemusele

d c *-

muutes kahekordses summas summeerimise Järjekorda ja rühmita-

des liikmeid, saame lõpuks

£f(Xi- wtx- + L i +

+ = 0 U4?

Viimases võrrandis on 3n koordinaatide variatsioonist sõl-

tumatuid Õh-K tükki. Nüüd valime kordajad -Ä
A

selliselt,

et k sõltuvate koordinaatide variatsioonide kordajat muutu-

vad nulliks, ülejäänud in-k variatsiooni on siis juba ükstei-

sest sõltumatud. Võrrandega (24) on sellisel juhul samaväär-

sed võrrandid:

= 0
) (i«ü,...,n)

3n võrrandist on k võrrandit saadud J.Nendest 3n võrrandist on k võrrandit saadud sobiva va-

likuga ja ülejäänud 3n-k võrrandit tingimusest, et 3n-k

variatsiooni on üksteisest sõltumatud. Nüüd on meil tegemist
3n + k tundmatuga ( k määramata kordajat ja punktide 3n

koordinaat!)• Et süsteem oleks üheselt lahenduv, lisame saa-

dud 3n võrrandile k seosvõrrandit. Jõuamegi Lagrange’l I

liiki võrranditeni:
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Xi' 2i
+ £Aä2L

(.Z5)

{< X
v >■••>

X ’ *jh> X
i>-

,,

’ Z
« )= Q

>

kus ja a, = 4,2,...,k
Süsteemi (25) lahendamisel leiame punktide koordinaadid

ja kordajad aja funktsioonidena, s.t.

s Vi (t ); \ = xiU)
)

(K»4A-.-> k )

Newtoni II seaduse ja seostest vabastamise printsiibi

põhjal saame võrranditest (25) reaktsioontungide komponendid

järgmiselt:

1
(26)

Seega on süsteemi liikumine ja reaktsioontungid määratud -

Ülesanne on lõplikult lahendatud.

Süsteemi (25) integreerimine on üldiselt keeruline ma-

temaatiline ülesanne ja sellepärast kasutatakse Lagrange'l

I liiki võrrandeid vald juhul, kui süsteemi punktide ja seo;

võrrandite arv on väike.
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§ 14. MATERIAALSE PUNKTI LIIKUMINE PINNAL.

Olgu antud absoluutselt sile (hÕÕrdumisvaba) pind, mil-

lel liigub materiaalne punkt temale rakendatud tungi
mõjul. Uurime punkti liikumist antud pinnal, lähtudes Lag-

range'i I liiki võrranditest.

Seosvörrandeid on käesoleval juhul Uks: pinna võrrand

|( = 0.

Liikumise diferentsiaalvõrrandld koostame võrrandite (2?)
põhjal:

r -. y^
!l

nix~Jt "*”*Ads£

(27)

t mi=Z»Aäi •

t (27) ja pinna rSrrandist saab määrata punkti 11

usa nina kordala A . Viimase teadmine võimaldab

Süsteemist (27) ja pinna võrrandist saab määrata punkti lii-

kumisseaduse ning kordaja .X . Viimase teadmine võimaldab

leida ka pinna reaktsioontungi, mille komponentideks on

Vaatleme näiteks materiaalse punkti liikumist raskus-

tungi mõjul kera pinnal, mille võrrand on

x* +y
z +Z*-tx

- 0

Sellisel juhul räägitakse, et on tegemist sfäärilise pendliga

Liikumise dlferentsiaalvõrrandid omavad nüüd kuju:

'mx =2 Ax

• mij =

_mž =-,

(28)

Määrame esimeses järjekorras pinna reaktsiooni suuruse.

Selleks korrutame süsteemi (28) võrrandid vastavalt x, y j a

% -ga ning liidame; saame:
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Kerapinna võrrandi arvestamine annab viimasele võrrandile

kuju

2 m^z- nir
x .

Reaktsioontungi R moodul avaldub kujul

Kahte viimast seost kõrvutades näeme, et

Kuna liikumisseadus on veel leidmata, pole punkti kii-

rus ka teada. Viimase saamiseks leiame süsteemi (28) ühe

esimese integraali - energiaintegraali. Korrutame süsteemi

(28) võrrandeid vastavalt suurustega x , ja i ning liida-

me ; saame

) =
- m^ +‘Aa* (xi+^+x‘)

Siit langeb välja kordajat A sisaldav liige (vt. kera võr-

randit!). Nüüd integreerime, arvestades liikumise algandmeid:

hetkel t=o on Z»Z
O ja •

saame energiaintegraall

= +m^to
.

Energiaintegraali abil elimineerime reaktsioontungi aval

disest kiiruse ruudu ja saame lõplikult

~ i Ä 0
x
*

Punkti liikumise määramiseks leiame süsteemile (28) veel

ühe esimese integraali. Selleks korrutame esimest võrrandit

-ga ja teist x -ga ning lahutame teisest esimese; saame

- <jx =» 0 •

Tulemuse integreerimine annab

X(j - =» const.

Analoogilisel teel saab statsionaarsete seoste juhul alati

leida süsteemile (25) ühe esimese integraalina energia-

ihtegraali.



49

Punkti liikumine

reerimisel:

Lkumine on seega määratav

il:

■y
+ =coMst

’ ® const.

x
x

+<j
i+ix

-t
x

= 0 .

on seega määratav järgmise süsteemi integ-

Selliselt moodustatud süsteemi integreerimine on hõlpsamalt
teostatav sfäärilistes koordinaatides, kusjuures tulemused

avalduvad elllptilistes integraalides.

Punkti liikumisel mööda kõverat on liikumise diferent-

siaalvõrrandid analoogilised võrranditele (27). Olgu kõver

antud kujul:

= O

G(x,

Punkti liikumise diferentsiaalvõrrandld saame kujul:

mx=x+A
1

• -r*

2j. \ dF . \
m% =4 3i"

+ ‘A
i )

lisanduvad veel kõvera vBrr

viis võrrandit.

millele

seks on

veel kõvera võrrandid: 5 tundmatu leldmi
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