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IIT. EARILIKE DIPERENTSIAAL-
VORRANDITE SUSTEEMID.

§ 1. DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMI NOORMAALKUJU
JA SUMMEETRILINE KUJU.

1. Kédesolevas peatiikis vaatleme diferentsiaalvdrrandeid,
milles on mitu otsitavat funktsiooni. Sealjuures peavad need
otsitavad rahuldama korraga mitut vdrrandit (enamasti niimi-
tut vOrrandit, kui suur on otsitavate arv), s. t. meil on
tegemist diferentsiaalvirrandite sisteemiga. Harilike dife-
rentsiaalvdrrandite siisteemli k3Jige iildisem kuju on jédrgmine:

Pi (xc71’711 cee Y{nl)r Tor Yév see 7§n2)t o

Ban iy oy Foaisen o yﬁn')) =0 Qa1 o i 0 1)

Siin on otsitavateks m funktsiooni Fis Jor ece 9 Jp Jja

siisteem ise koosneb ka m vdrrandist, millest igaiiks seob
sO0ltumatut muutujat x , otsitavaid funktsioone Jja nende tu-
letisi. Otsitavate y; (i = 1,2,...,m) korgemat jdrku tule-

n
tised yi 1) v5ivad osas virrandites ka puududa, kuid iga-
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iks neist esineb ilmsi véhemalt ihes vOrrandis.Arvu n=n;+...
cee + 0y nimetatakse sisteemi jédrguks. Siisteemi (1) lahen-
dina mdistame m funktsioonist koosnevat sisteemi yl(x) a2
,2(x), ees 3 Jp(x) , mille asendamisel virranditesse (1)
otsitavate Ty» Jo9 cee 9 Jg kohale muutuvad need vorran-
did samasusteks x suhtes.

Meil ei ole vajadust uurida diferentsiaalvdrrandite
sisteeme iildisel kujul (1). Nimelt saab iga sisteemi tédiesti
avaratel eeldustel taandada nn. normaalkujule ehk normaalseks
sisteemiks, mille vOrrandites esinevad ainult esimest Jﬁr}u
tuletised otsitavatest funktsioonidest, kusjuures vorrandid
on ilmutatud tuletiste suhtes:

fyi

¥5 = £, (Xe¥ys Tps eee s Tp) (2)

fl (11310 TJos ece ’n)’o

ses s e s st essssssensssssssnessee

YA = fn (X.YI, Io see 9 yn) .

Vaatlemegi niiid, kuidas teisendada lldist sisteemi (1)
normaalkujule. Kirjutiste liihendamiseks piirdume juhuga m=2,
n, =10, = 2, 8. t. juhuga, kui kaks otsitavat funktsiooni

y Jja 2z tuleb mddrata sisteemist
P AT Y 2,53 )= 0 G (X, Ty Wy 28 % Jals. U179
Esimese sammuna ilmutame siisteemi y" ja 2" suhtes:

P -mf (X, 5.5, B:2Y) 5 2 2 (299 5agY)

(selline ilmutamine on vdimalik, kui blél:-:% # 0). Tuues

seejdrel sisse uued funktsioonid
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Vi k3 o eE,
saame sisteemi (1') asendada normaalse siusteemiga T1¥19292;

subtes:
y'=¥1’ ’i': f(x-hyl.z.zl). z'=zlo zi = S(ID"yltztzl)' €)

Susteemid (1') ja (1") on samavddrsed jdrgmises n5tfea (pdh~-
jendadat): kui y(x), z(x) on sisteemi (1') lahendiks, siis
y(x)s yl(x) ='yi(x), 2(X), zl(x) = z'(x) on sisteemi (1")
lahendiks ja, vastupidi, kui y(x), yl(x), z(x), zl(x) on
gisteemi (1") lahendiks, siis y(x), z(x) on sisteemi (1')
lahendiks.

Tdiestli analoogiliselt on siisteem (1) taandatav normaal-
kujule ka uldjubul (vt. ndit. /1/ voi /3/, /4/).

Geomeetriliselt kujutab siisteemi (2) lahend ¥y = yi(x)
(3 232, 05,509 endast kdverat (n+1)-m35tmelises ruumis
(x.yl. Tos ooy yn), seetdttu nimetatakse diferentsiaalvdr—
randite sisteemi lahendit ka integraalkdveraks. Tingimusi
yi(xo) = yg (i=1,2, ¢«e., n) v3idb lugeda nii: integraal-
kdver kulgeb ldbi punkti (xo, yg * yg b h yg) .

V3ib anda geomeetrilise interpretatsiooni ka n-m33tme-
lise ruumi (yl, Tor see s yn) alusel. Vdga huvitava mehhaa-
nikalise interpretatsiooni sisteemile (2) leiab lugeja Opi=-
kust /1/.

Meil tuleb edaspidi korduvalt kasutada jdrgmist la-=-
henidi olemasolu ja iU hesuse teo~-
reemi s kuli sisteemi (2) parggﬁd pooled fi (L& 1,25

e . Vi il
) y3
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on médratud ja pidevad piirkonnas' D , siis kulgeb lébi

selle piirkonna iga punkti parajasti iiks integraalkdver.
Teoreemi t3estuse toome &ra §-s 5.

M3istes iildlabendina kdigi piirkonnas D paiknevate
integraalkdverate hulka, viime lahendi olemasolu ja ihesu-
se teoreemi pdhjal védita, et siisteemi (2) iildlahend s3ltub
n suvalisest konstandist:

yi = (Pi(x. Cl, 02’ eee cn) (i = 1, 2, ceoy n) .

T3epoolest, vaatleme punkte (xo, yg, yg, s y:)eD . Loeme
x, fikseerituks ja muudame suurusi yg, yg, TR A y: (nii,
et punkt (xo. yg, yg, e y:) jdédks piirkonda D ). Suu-
ruste yg, yg, S y: erinevate vddrtuste korral saame
erinevad integraalkdverad, mis kulgevad ldbi vastavate punk-
tide (xo, yg, yg, R y:) . Niisiis vOime yg, yg,...,y:
vaadelda kui n sdltumatut suvalist konstanti ildlahendi
avaldises:

¥y = qu (s yg, yg, »iBin: 3 y:) (g1, By einpB)
Uldlahendi analiiitiline avaldis ei ole iheselt mid@ratud.
Asendades yg = oaj (cl, Cop see s cn) G 285 24w, B)s
kus (*% on suvalised pidevalt diferentseeruvad funktsioo-

D(ml,wz,...,w )

B_ £0, vdime iildla-

nid, sellised et D(°1’°2’ o cn)

hendi esitada kujul

1 Piirkonnana mdistame lahtist sidusat hulka, s. t. hul=-
ka, mis koos iga oma punktiga sisaldab ka selle punkti kiil-
lalt vdikese iimbruse (lahtisus) ja mille igat kahte punkti
saab ihendada pideva kdveraga nii, et ka selle kdvera kdik
punktid asuksid vaadeldavas hulgas (sidusus).
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,‘v.‘yi (x.ol(cl' 02. sy °n)""’“n(°1’ c2’ o cn)) B

-‘Pi (x. 01’ cz. eeey icn) (i = 1. 2, ssey D ) .

2. M3nikord esitatakse diferentsiaalvirrandite siisteem
nn. simmeetrilisel kujul. Kﬁ;;ntane sisteemi (2) i-nda vor-
randi -;?'— = f1 kujul -f% = dx . Kuna viimase vOrrandi
paremaks pooleks on dx mistahes i =1, 2, ..., n korral,

siis
d’l = d’a = see = .__d’n_._.__ =
f1(3o110°°°0’n) fz(xvylv-"oyn) fn(x”l"""n)
dx
W e -y (2')

See ongi siisteemi (2) siimmeetriline kuju. Pidades siisteemi
(2') wvaid siisteemi (2) teiseks kirjutusviisiks, vdime md-
testada siisteemi (2') ka juhul, kui osa nimetajaist on nul-
11d. Nditeks, kui esimene nimetajaist on null, s. t. kui
tl(x, Y9 ee+ » ¥y) =0, siis on sisteemi (2) esimeseks
vorrandiks Pl = 0, millest dy; =0, y) =C) (C; - su-
valine konstant). Niisiis ei tdhenda nimetaja vdrdumine nul-
'liga slimmeetrilises siusteemis (2') midagi muud, kui et vasta-
va muutuja direrentaia;1 on null, muutuja ise aga konstantne.
Erinevalt sisteemist (2), kus s3ltumatu muutuja osas on
x , v3ime simmeetrilises sisteemis (2') vaadelda s3dltumatu
muutujana liksk3ik millist muutujatest x , Tis Yo ceen ¥p oo
ilejddnud muutujaid aga lugeda selle vﬁljaQalitud muutuja
funktsioonideks. (Just see ongi pohjuseks, miks sisteemi sum-

meetriline kuju on mdnikord otstarbekohasem normaalkujust.)
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Seetdttu on loogiline muutujaid t@histada simmeetriliselt:
X1y Xpy eee 9 X (me vdhendasime muutujate, seega ka vGr-
randite arvu 1 vdrra, vorreldes susteemiga (2')). Peale sel-
le on loogiline loobuda ka ndudest, et iks nimetajaist on 1,

ja anda summeetriline siusteem iildiselt jdrgmiselt:

dxl dx2 . dxn

al(xl'XZ""'xn’- az(xl,xz,...,xn) . ‘n(xl'XZ""'xn)
(3)

Brinevalt siisteemist (2') on niiid v3imalik, et mdnes

punktis (xi, x%, &oiy x;) on k3ik nimetajad korraga nullid.
Selliseid punkte nimetatakse isedrasteks. Lihtne on néha,et
igas mittelsedrases punktis on simmeetriline siisteem esita-
tav ka normaalkujul. TGepoolest, kuli vaadeldavas punktis

(x1, xz,...,xn) nditeks an(xl. Xy seey xn) #0 , siis vOr-

randitest —— = “n leiame, et
T &, :
dx 8 (XoyX ceny )
ARl W vk n *n (1 e 15 2, Gy D100 (BE)

ax ay (X0 X5y «0ey xn)

See ongl normaalne siisteem, milles s3ltumatuks muutujaks on

X, s otsitavateks funktsioonideks-aga X19 X5y eeey X 4
Kui funktsioonid ai(xl, X5y eee 5 X)) (1 =1,2, ...y n)
on pidevalt diferentseeruvad, siis on sama omadus ka vorran-
dite (3') parematel pooltel ja me saame normaalsele siistee—
mile (3') fakendada lahendi olemasolu ja iihesuse teoreemi.
Formuleerides selle teoreemi limber simmeetrilise siisteemi
(3) jaoks, saame jdrgmise tulemuse: kui funktsioonid

‘1(x1' Xy esey xn) (1=1,2, «eey n) on pidevalt dife-
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rentseeruvad (xl, X,y +ssy X )=-ruumi piirkonnas D ,

2’
siis kulgeb 1dbi selle piirkonna iga mitteisedrase punkti
(xg 5 xg ke T xg) parajasti liks sisteemi (3) integraal-

kover.

§ 2. DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMI LAHENDAMINE
UBELE KORGEMAT JARKU VORRANDILE TAANDAMISE TEEL.

Diferentsiaalvdrrandite sisteemide iiks pdhilisi lahen-
dusmeetodeid seisneb nende taandamises lihele kdrgemat jdrku
diferentsiaalvdrrandile. Kui viimane osutub kvadratuurides
lahenduvaks, siis on lihtne leida ka slisteemi lahendit.

1. Olgu vaja lahendada teist jédrku siisteem

F(X,5,7"42,2')=0 , G(XyFy¥'92,2")=0 . (1)
Oletame, et meil Onnestus siisteem ilmutada z ja 2z' suh=-
tes:

z=Qx, 7, 5"), 2t = Y(x, ¥, ) . @an
Diferentseerime esimest vGrrandit:

B L
2' =QL(x, ¥y ¥') + Pyx, ¥, 3 '+ Qyo(x7,7") 5"
Siit ja siisteemi (1') teisest vdrrandist elimineerime z' :
t v ' =
Y(x,5,7') = P (x,5,5') + Py(x343")3" + P ykx7,3* 3"
Me sasime teist jdrku hariliku diferentsiaalvdrrandi y sub=-
tes. Leidnud tema lahendi y = w(x, s c2). saame (1')
esimesest virrandist z = (x, W(x, ¢y, €5y (x,e94¢5))
ning sisteemi (1) lahendiks ongi

ey



y = w(x, s c2), z = (.P(x, w(x, cy, 52),(.~)'(x, 1 c5)).

Tdiesti analoogiliselt toimime, kui sisteem (1) on lihtsami-
ni ilmutatav y Jja ¥y' eugtea.

Ndide 1. Y=L, s= é ¥y . See siisteem on
lihtsalt ilmutatav 2z ja 2z' suhtes:
2
. 1
Z = — z'=zy.
yl

Elimineerides 2z Jja 2z' eespool kirjeldatud viisil, saame
vorrandi
sy -3 =0,
mille lahendiks on
= -————1————2 iy =t
(cix + c2)
Esimesele neist vastab siisteemi lahend
1 4

= Z = -

B ety WS <l S N T
(clx + c2) : 2c1(clx + c2)

2
teine ei vdimalda seosest z = —— midrata z , sest
]

0

y
y' = 0 . Kuid vahetu kontrolli abil veendume, et c

ol

korral saame siiski sisteemile lahendi y =0, 2z =
(¢ = suvaline konstant).

2. Kui sisteemi jdrk on suurem kahest, siis on uhele
vorrandile taandamist parem teostada normaalkujust ldhtu-

des. Vaatlemegi lihte vOimalikku skeemi normaalse silisteemi

¥ = B (X300 F00e000¥y) (4 = 1,2,00050)  (2)
taandamiseks ihele vOrrandile. Funktsioonid
ri(x,yl,yz,...,yn) olgu n korda pidevalt diferentseeru-
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vad. Diferentseerime sisteemi (2) esimest vdrrandit x Jjér—

gi, vaadeldes Y1 Toreees¥y kui lahendit:
’

Jf 2of of At :
y'i: 1+ 1yi+ lyé+...+31yn=
dx Byl 3,2 - 75
?f 2f 2f af
= 1 - 1 fl + 1 f2 + oo b = 1 fn .
L2 2% . 372 ¥

Me asendasime y;_ vorrandite (2) pdhjal. Tdhistades
2f 2f 2f

F2= 1+ 1f1+ 1f2+...+

dx byl byz Uyn

Efl

fa

(see on meile tuntud funktsioon argumentidest I A ZTRRR
...,yn) , kirjutame y; avaldise lihemalt nii:

"

32 P2(1v711321°-'o’n) .

Seda vorrandit uuesti diferentseerides leiame tédiesti analoo-
giliselt, et

"
i ’3(1071o329°'-"n) B

- F dF 2F
OF
F3=\ 2+ 2f1+ 2f2¢...+ zfn.
ax Yy CR 4 ¥
Selliselt jdtkates jOuame 13puks vdrrandini
Y§n) = Pn(x.’1972|~-"7n) ’ (3)
kus
QP r dF
Bp=—2l, Bl Sl 20l
dx 27y 27, 2 23, n

Jérgmise sammuna piiliame muutujad ya,y3 yeees¥p avaldada

T



x,yl,yi,...,yl(n'l) kaudu. Vastav asendus vdrrandis (3) an-

nabki siis hariliku n-jédrku diferentsiaalvdrrandi ¥ maa-

ramiseks.
Moodustame jadrgmise sisteemi eespool leitud seostest:
1
Jyo= fl(xvylty29--'nyn) ’
¥y = Fz(xsylvy2""|yn) ’ (4)
7§_n-l) = Fn—l(x'yl'y}l"”'yn) .

Teatavasti saame nendest n-1 seostest ilmutada n-1 nuutu-
Jjat 72’75""’7n , kui funktsioonide fl'Pz""’Fn-l Jjako~
biaan y2’7}""'yn suhtes erineb ’2”5""’yn vaadeldava-

te vddrtuste korral nullist:

1 TE 0 SRR Y

#0 ; (CD)
D(’z:’}o ---.yn)
me eeldame, et see tingimus on tdidetud. Seostest (4) leiame

’2'73""’yn vajalikud avaldised

(n‘l))

I 2 "Pi(x’yl'y;.’”"yl (i = 243,00040) , (4")

mille asendamise; seosesse (3) saamegi diferentsiaalvdrrandi
y, médramiseks: :
' B
7§n) = Fn(x.yl,&P2(x,yl,y1....,y§n Ly T

(6)

...,(pn(x,yl,yi....,yin_1))).

Esitatud arutlused v3ib kokku vdtta lauseks: kui

yl(x),yz(x),...,yn(x) on siisteemi (2) lahendiks ning on tdi-
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detud tingimus (5), siis yl(x) on vorrandi (6) lahendiks
ning y,(x), yj(x),...,yn(x) rahuldavad seoseid (4'). Ei
ole raske tdestada ka vastupidist vdidet: kul yl(x) on vdr—-
randi (6) lahendiks, siis on siisteemi (2) lahendiks
yl(x),ya(x),...,yn(x), kus yz(x),.u,yn(x) on médratud
yl(x) kaudu seostega (4'). Selle vdite tJestusel me el pea-
tu; lugeja vdib t3estuse leida dpikutest /1/ voi /3/, /4/.

Me veendusime, et ildiselt on n-jédrku siisteem samavidr—-
ne ihe n-jdrku vdrrandiga. Praktiliseks kasutamiseks el ole
esitatud skeem kiill alati kdige parem, kuid ta illustreerib
kiillaltki selgelt fakti, et iihele virrandile taandamisel on
pOhilisteks operatsioonideks vOrrandite diferentseerimine ja
muutujate elimineerimine. MOnikord on otstarbekam diferent-
seerida mitte silisteemi esimest, vaid mdnda teist vOrrandit
voi koguni mitut vOrrandit roobiti. Selliselt v3ib lahenda—-
da ka siusteeme, milles esinevad kdrgemat jédrku tuletised.

jaide 2. " = 4y -zt > 42, 0 =g & 1077 . Difee
rentseerime esimest vGrrandit kaks korda, teist vOrrandit
ks Xord: 3% = aye - gme, gne 2 gr 4 10y . Siit yP) o
= -6y" - 2' . Esimese vOrrandi pShjal asendame z' =

4y = 12 - y" . Saame neljandat jdrku vOrrandi
¥ 4 sym 4 oay =12,
-mille uldlahendiks on
¥y civcos X+ Cy sin x + ¢z cos 2 X + ¢, sin.2x + s
Esimese vOrrandi diferentseerimisel leiame, et y"' =

= 4y' - 2" ; teise vOrrandi pShjal asendame 2z" . Me saa-

=4t e



me z = -y"' - 6y' + 7 ehk, asendades y ,

z = 5c1 sin x - 5c2cos X 4+ Ac}sin 2x - ucacos X417 .

Koos vOetuna annavadki y ja z avaldised siusteemi ildla-
hendi. :

Médrgime 13puks, et mitte alati ei ole siisteem taandatav
iihele kdrgemat jédrku vdrrandile - mitte alati ei osutu tin-
gimus (5) tdidetuks. Nditeks el saa siisteemi y' = f(x,y),z's
= g(x,z) taandada ubele teist jdrku vOrrandile. Viimane sis-
teem koosneb sisuliselt kahest teineteisest sdltumatust vOr-

randist.

§ 3. ESIMESED INTEGRAALID JA INTEGREERUVAD
KOMBINATSIOONID.

1. Rahuldagu normaalne diferentsiaalvirrandite siisteem
3] = £ (K0T 0T000009¥y) (4 = 1,2,.00,40) (1)

piirkonnas D lahendi olemasolu Ja iihesuse teoreemi ndudeid
(vt. § 1). Olgu siisteemi iildlahendiks
¥y = Lpi(x,cl,ca,...,cn) (1 = Qs2y00eeD) & (2)
Ilmutades need seosed ¢; C,,..0y¢, subtes (saab ndide-
’
ta, et selline ilmutamine on tdepoolest vdimalik =~ vt.ndit.
/1/), esitame iildlahendi
ci = \Vi(x.yl,yz,...,yn) (1= 1,2,.--.!]). (2')
Funktsioone
&Vi(x,yl,yz,...,yn) (1 =1;255:m) (3)
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nimetatakse susteemi (1) esimesteks integraalideka.1 Siistee~

mil (1) on esimesi integraale 13pmata palju: iildlahendi eri-
nevatele analiilitilistele avaldistele (2) vastavad erinevad
funktsioonid (3) (esimesed integraalid).

Kui esimeses integraalis (3) asendada yi(i » 158 oot
lahendiga (2), siis konstruktsiooni pdhjal

q/i(x,cpl(x,cl,cz.....cn),....gpn(x,cl,cz,...,cn)) e
8. t. plki integraalkdveraid on esimene integraal konstant-
ne. See omadus iseloomustabki tédielikult esimesi integraale
ja vdimaldab neile anda ildlahendist s3ltumatu definitsioo-
ni:

Mittekonstantset pidevalt diferentseeruvat funktsiooni

Y (X371070000097,) (4)

nimetatakse sisteemi (1) esimeseks integraaliks, kui ta on
konstantne pikl sisteemi (1) iga integraalkdverat. Teiste
sdnadega, (4) on esimeseks integraaliks, kui S0 ZLERTTS A

asendamisel sisteemi mistahes lahendiga yl(x),yz(x),...

...,yn(x) sSaame samasuse
q./(X.yl(x).yz(x).---.Jn(x)) - (41)

erinevatele lahenditele vGivad muidugi vastata konstandi ¢

erinevad vdartused.

1 Sageli nimetatakse esimeseks integraaliks ka avaldist
qu(x.yl,ya....,yn) = ¢y . Muide, hilisemal ndidete kdsitle-
misel on ka meil parem m3ista esimeste integraalidena selli-
seid avaldisi.
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Teoreem 1. Pldevalt diferentsceruv funktsioon (4) on
gisteemi (1) esimeseks integraaliks siis ja ainult siis,

kui

2 ?
oy +3‘¥ fl+ ¥ f2+ e s f, =0 (%53
= 3 L 2 ERA

(k3igi funktsioonide argumentideks on siin
(x,yl,yz,...,yn)€in Ja samasus peab kehtima kogu piirkonnas
D).

T3estus. Olgu (4) esimeseks integraaliks. Asen-
dades ¥, ,Ypsees¥y mingi lahendiga yl(x),ya(x).....yn(x) %
sasme samasuse (4'), mille diferentseerimisel leiame

3 2 ' 3 .
e PR L ¥,(x) + yé(x) ek yp(x) =0 . (4)
?dx 2y, ’byz Byn

Asendades yi(x) sisteemi (1) pdhjal, ndeme, et ssmasus (5)
kehtib piki integraalkdveraid, s. t. juhul, kui kdoigi sama-
suses (5) esinevate funktsioonide argumentideks on
(x,yl(x),yz(x)....,yn(x)) . Kuid mistahes punkti
(x,yl.yz,...,yn) € D 18bib lahendi olemasolu ja uhesuse
teoreemi pdhjal integraalkdver, jdrelikult kehtidb (5) piir-
konna D igas punktis. Teoreem on iithes suunas tdestatud.
Tdestame teoreemi vastupidises suunas. Kehtigu piirkon-
nas D samasus (5). Siis kehtib see samasus muuhulgas ka pi-
ki mistahes integraalkdverat yl(x),ya(x),...,yn(x) e
kui samasuses (5) esinevate funktsioonide argumentideks on
(X437, (X)475(X)505037,(x)). Kuld piki integraalkdverat keh-

tivad samasused £y = yi(x) ja me saame samasuse (4"), mil-
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lest jdreldub samasus (4'), s. t. (4) on esimeseks integraa-
liks. Teoreem on t3estatud.

Paneme tédhele, et kui funktsioonid q}l.qu....,qjk on
esimesteks integraalideks, siis on mistahes pidevalt diferent-
seeruva mittekonstantse funktsiooni (I)(zl.:a,....zk) korral
esimeseks integraaliks ka liitfunktsioon

q)(tyl(x|yl-yz.---,yn).---.(Vk(xoyl.yz.---.yk)) . (&)
TGepoolest, piki 1ntegi~aalk6verat omandavad funktsioonid L}Ji

konstantse viddrtuse ¢;5 funktsioon (6) aga seega konstant-

se vdartuse @(cl,cz,...,ck). m.0.t.t.

2. Me litleme, et esimesed integraalid
qji(xtyluyavo-ooln) (1 = 1,2,ic0,n) ] (?)

on piirkonnas D1CD 83ltumatud, kui jakobiaan

A
3,1 ?ya 'ayn
2
: Y, Y, .. Yo
sftpnde) 13y, 35, W ®

D(yloyzoo--’yn)

R R R R NN

B S R T

371 7”2 ¥

erineb plirkonnas I)l nullist. SGltumatud on nditeks iildla=
hendi (2) alusel konstrueeritud esimesed integraalid (3),
sest kul neile vastav jakobiaan (8) oleks null, siis seos-

telt (2') el oleks v3imalik tagasi minna seostele (2). On

ST



lihtne nédha ka vastupidist (pShjendadatl): kui esimesed inte-
graalid (7) on sdltumatud, siis on sisteemi (1) iildlahend”
leitav T19Tpreees¥py ilmutamisel seostest
Py XoT sTp0e0ea¥y) =€ (1 = 1,2,0004m) &

(Ilmutamine on vdimalik t&nu sellele, et jakobiaan (8) eri-
neb nullist.) Seega on siisteemi (1) iildlahendi leidmise iiles-
 anne samaviiirne n sdltumgtu esimese integraali leidmise
ilesandega.

Peoreem 2. Siisteemi (1) ige esimene integraal
q}(x,yl,yz,...,yn) on sdltumatute esimeste integraalide (7)
kaudu esitatav kujul

Y (X031 070000007p) = (9
Yo C 35 S SPPINS AP ILIUNC S 00 SYT T AV TP ¢ 5 15 SRS’

(b(:l,sz,....:n) on mingi pidevalt diferentseeruv funkb~
sioon.

T3es tus . Teoreemi 1 pdhjal mistahes
(X4774¥0¢029¥,) €D, korral

—"Vi -if +—f£-r2+...+zq}1: &

L e 2T

L R R R R R RN

i, J/—-f +-—‘V—f2¢...+-%fn=o

o MV LN ®7n

k-]
atv +* 4’ fl + ‘y fz + cce + lql— f w0
dx 'byl 3,2 'b,n

Neid tingimusi t3lgendame kui lineaarset homogeenset algeb-
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ralist vOrrandisiisteemi, millel on olemas mittetriviaalne

lahend l,fl,fz....,fn o Jédrelikult peab siisteemi determi-

nant olema null, s. t. :
D(y1r¥areeer W)
D(xaylvlzo"'vyn)

=0

iga (x,yl.yz,...,yn)enl korral. Nagu on teada matemaatili-
se analiiisi kursusest, tihendadb viimase jakobiaani samaselt
vordumine nulliga, et q)l,syz.....an.cy on funktsionaalselt
sdltuvad, s. t. leidub selline funktsioon P , et

P AYyreeasWpoy) B0 ((X43707000047,) € Dy)
Ilmutades selle s3ltuvuse  suhtes, jSuemegl seoseni (9);
ilmutemine on v3imalik, sest vasdeldava jakobiaani iiks n-jiir—
ku miinoritest - nimelt miinor (8) - erineb teoreemi eel-

duse kohaselt nullist. Teoreem on tJestatud.

3. Eelmises paragrahvis kiisitletud taandamismeetodi kdr-
val kasutatakse diferentsiaslvdrrandite siisteemide lahendami-
seks sageli ka nn. integreeruvate kombinatsioonide meetodit
ehk, liihemalt, kolbiieerinillootodit. See seisnedb siisteemi
virrandite teisendamises kujule, millest om lihtne leida esi-
mesi integraale. (Integreeruvateks kombinatsioonideks nimeta=
taksegl neid siisteemi teisendamisel saadud vdrrandeid.) Kom=-
bineerimismeetodi kohta on raske esitada mingit iildist teoco-
riat ja me piirdume mdne niitega meetodi rakendamise kohta.

Néide 1. y' =3, 3' =y ., liites need v3rrandid liikme-

ti, saame -%E— + d' =y + 3 ehk —%Sfiil- = dx . See on-

gl Uheks integreeruvaks kombinatsiooniks, millest leiame esi~
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mese integraali

In|y+2z|=X+1lnc; ehk y+ 2z = clex .

Lahutades esimesest vOorrandist teise, saame integreeruva
kombinatsiooni —1§l:=-zl)— = - dx , wmille integreerimisel
leiame veel lihe esimese integraali

lnjy=-z|==-x+1lnc, ehk y -2z = cze-x .

Esimesed integraalid y + z = clgx Ja y-2z = cze'x on

sSltumatud (kontrollidal) ja ilmutatavad y ja 2z suhntes:
y = %(clox + cze"x), z = %(clex - cze'x) .

Viimased funktsioonid esitavad siisteemi iildlahendi.

Niide 2. ¥' = iz , ' = E . Korrutame esimest v3r—
randit z-ga, teist y-ga ja lahutame seejédrel esimesest vir—-
randist teise. Saame integreeruva kombinatsiooni 2zy' - yz'=
= 0 ehk d(%) =0, kust % = ¢; . Asendades y = c;z sius-
teemi teise vOrrandisse, saame z' = €y » 2 =CiX 4+ Cy & Stis=
teemi ilildlahendiks on seega y = cl(clx + c2) s Z = CyX+cC,.

Viimases ndites leidsime ainult iihe esimese integraali
% =Cp 9 kuid see vOoimaldas meil asendada siisteem esimest
jdrku vorrandiga. Ka iildjuhul v3imaldab siisteemi (1) esimese
integraali teadmine viéhendada tundamatute ja vdrrandite arvu
siisteemis iihe vOrra. Selleks avaldame esimesest integraalist
q/(x,yl,yz,".,yn) = ¢ iibe otsitavatest ¥,,5,5+.0,7, » Ddi-

teks > PR

Jp = ua(x,yl.yz,...,yn_1,c) s

Seejdrel asendame ¥ avaldise siisteemi n-1 esimesse vdr=-
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randisse. Tulemuseks saame n - 1 Jjdrku siusteemi, milles

on otsitavateks ¥;,¥,9-03¥ .

§ 4. SUMMEETRILISE SUSTEEMI ESIMESED INTEGRAALID.
LINEAARNE JA KVAASILINEAARNE OSATULETISTEGA VORRAND.

1. Vaatleme summeetrilist diferentsiaalvirrandite slis-

teemi

dx dx
1 i 2 ~ ______D______. (1)

al(xl,xz,....xn) aa(xl,xz,...,xn) an(xl,...,xn)

dx

Olgu piirkomnas D t&idetqd lahendi olemasolu ja lhesuse
teoreemi nduded (vt.-§ 1), s. t. funktsioonid

ai(i = 1,25s04yn) oOlgu piirkonnas D pidevalt diferentsee-
ruvad, kusjuures igas punktis (xl,xz,...,xn) €D olgu vd=-
hemalt Uks nendest funktsioonidest nullist erinev.

Kuna me loeme siisteemis (1) muutujaid X19Xppeeey Xy
samavédrseteks, on loogiline ka iildlahend anda siimmeetrili-
sel kujul:

Y X s Xpeney X)) =Cy
(x 9X~geeey )=c N
s F i e Xy 2 )

%%_l(xl.xz,....xn) =chq -

Funktsioone ayi(xl,xg,...,xn) (1 =1,2,e0.yn-1) nimetatak-
se siisteemi (1) esimesteks integraalideks. Uldlahendist s3l-
tumatult vOib siisteemi esimest integraaldi

defineerida kul mittekonstantset pidevalt diferentseeruvat
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funktsiooni q!(xl.xz....,xn) , mis on konstantne piki
siisteemi (1) integraalkdveraid. Selliselt defineeritud esi-

mesed integraalid on esimesteks integraalideks ka eelmise
paragrahvi mdttes, kui vaid siusteem (1) viia normaslkuju-
le. See vdimaldab kanda eelmise paragrahvi tulemused iile
ka simmeetrilisele siisteemile (1).

Olgu punktis (xg.xg,...,x:) €D nullist erinev nii-
teks an(xl.xz,....xn) . Selle punkti imbruses on siis siis-

teem (1) esitatav normaalkujul

2o e )
o e e A
ax, an(xl.xz....,xn)
kus x, on séltumatu muutuja, Xy 9XpgenesXpy g otsitavad

funktsioonid. Teoreemi 1 § 3 pdhjal on q/(xl.xé,...,xn)
giisteemi (1') esimeseks integraaliks parajasti siis, kui

. BT Si%e P, s SR b A - 3 f
Rx,  °xa, Px e Px &

(see on samasus (583) siisteemi (1') jaoks). Anname sellele

samasusele simmeetrilise kuju, korrutades teda a -ga:

2y 29 Y o
a + + eee + 0 ((x coe )eD)l (5)
1 & & 19Xp0 s 00Xy
'Bxl 3;2 35
2Ll 9 >

Kui mdnes punktis (xl.xz,...,x:)en on a =0, kuld
niéiteks a1 # 0 , JOueame tédiesti analoogiliste arutluste
varal taas samasuseni (3). Seega oleme tJestanud jérgmise
tulemuse:

Teoreem 1. Mittekonstantne pidevalt diferentseeruv
funktsioon q/(xl.xa,....xn) on siisteemi (1) esimeseks
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integraaliks parajasti siis, kui kehtib samasus (3). Vv
ko Tédiesti analoogiliselt nagu o'elnieeski palragrahvllk
veendume, et kui funktsioonid q/l,qlz,...,xpk on siistee~

mi (1) esimesteks integraalideks, siis on esimeseks inte-
graaliks ka

CD (@7 (x19x50ee 1 Xp)yeo Y (XaXoyeeeyx )
kus Q(zl,zz,...,zk) on suvaline mittekonstantne pidevalt
diferentseeruv funktsioon.

Me litleme, et esimesed integraalid ‘Vv‘*l’z-"--‘*’nq
on sdltumatud piirkonnas D1 CD, kui iga punkti
(x34X3y-++yX3) €D; korral on véhemalt iiks jakobiaanidest

D("Vl"Vz"""Vn.1>
i< iad Tacdile . Gn)
i 2 n-1
D( X, )
i P S g Vo
nullist?! erinev. S3ltumatud on niiteks iildlahendi (2) alu-

sel leitud esimesed integraaslid ;, YopeeerPpy - Ka
vastupidi: kui esimesed integraalid '“Vl"vz"""'\/n-l on
sdltumatud, siis on nende alusel moodustatud seosed (2) siis-
teemi (1) uldlshendiks.

Teoreem 2. Siisteemi (1) iga esimene integraal < on
sdltumatute esimeste integraalide q}l,q’z,...,q/n_l kau-

du esitatav kujul

3 Nagu ndha vOrratustest 1,<i,<...<i ,<n , saame

naturaalarvud 1,,i,,...,i , , kui jitame arvude 1,2,..,n
hulgast iihe arvu kdrvale.
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q”(xl""'ﬁ) =q)(q’i(xl"“'xn)"""“‘)n-l(xl""’xn)) .
Selle teoreemi t3estus on tdiesti analoogiline teoree-

mi 2 § 3 t3estusega. (T3estada iseseisvalt!)

2. V3rrandit, mis seob otsitavat funktsiooni tema osa-
tuletiste ja sdltumatute muutujatega, nimetatakse osatuletis-
tega diferentsiaalvdrrandiks. Osatuletistega diferentsiaal-
v3rrandi Jjédrgu-ja lahendi m3isted defineeritakse analoogili-
selt hariliku diferentsiaalvdrrandi vastavate mdistetega.
Bsimest jédrku osatuletistega diferentsiaalvdrrand on kdige
iildisemalt esitatav kujul

du du 2 u

l‘(xl,xz,...,xn,u,zx]- ' —3?2 T 'bxn) =0 . (4)

Kui v3rrandis (4) otsitav funktsioon s3ltub kahest muu-
tujast, on tavaks tdhistada X} =X, X =7 ,u=2,

%'— = p-Ja -z—z- = q . Niisugusel juhul taandub v3rrand (4)
X
Jérgmiseks

F(x,5,2,P,2) = 0 . (3

V3rrandi (5) lahendit
Z = (P(x.y) (6)

kui kahe muutuja funktshmxnlvbib geomeetriliselt tdlgendada
xyz~ruumi pinnana, mis kannab integraalpinna nimetust. Tea-
me, et iga pinna z = P(x,y) puutetasand punktis (x,y,z)
on médratud normasalisihilise vektoriga (-p,-q,l). Seega

seob diferentsiaalvdrrand (5) integrasalpinna suvalise punk-

ti koordinaate sellele punktile vastava normaalisihilise vek- |
tori komponentidega.
-



Eelnevast teame, et hariliku n-jérku diferentsiaalvdr-
randi ildlahend s3ltub argumendist ja n suvalisest kons-
tandist. Esimest jérku osatuletistega diferentsiaalv3rrandi
korral v3ib lahend sdltuda iihest suvalisest funktsioonist.
Kinnitame Seldut ndidetega.

Néide 1. Vaatleme vdrrandit —! = 0 . Funktsiooni
z(x,y) puhul téhendab see, et z oi aaltn muutujast x .
Jérelikult

z = c(y) ,

kus c(y) on suvaline funktsioon muutujast y . Sellega
on leitud ka vaadeldava v3rrandi lahend, sest iga funktsioo-
ni c(y) korral rahuldab z = ¢(y) antud vdrrandit sama-
selt.

2z ;
Ndide 2. xr;— 2 =0, Vaatleme muutujat x para-
¥y :
meetrina ja lahendame v3rrandi hariliku diferentsiaslvdrran-

dina:

Az
1 —Z_y'-%' izl = - & + wmic(y)l.

Integreerimise konstan% C v3ib s3ltuda y-st, sest lu-

gesime muutujat y integreerimisel konstantseks. Seega
- 4
= C(y)e x.

Asendades leitud funktsiooni léhtev3drrandisse, nieme,
—
ot ta rahuldeb seda semaselt. Nii on z = C(y)e * iga

funktsiooni C(y) korral antud diferentsisalvdrrandi lahen-
diks. Hariliku diferentsiasalvdrrandi iildlahendi definitsioco-
ni aluseks olid v3etud Cauchy algtingimused. Viimaseid saab

pistitada ka I jérku osatuletistega diferentsiaalvdrrandi

Jaoks.
- aBeo
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Lahendugu v3rrand (5) osatuletise p suhtes, s. o.
taandugu (5) v3rrandiks

P = £(x,¥y2,9) . (6)

Niisugusel juhul m3istetakse tingimusi

x=x,, z=¥%¥{), : (7
kus ¢ (y) on kindel funktsioon muutujast y , Cauchy
algtingimustena ehk lihtsalt algtingimustena. Cauchy illes-
anne ehk algtingimustega ililesanne seisneb niilid seiles, et
vdrrandile (6) otsitakse niisugust lahendit, mis muutub an-
tud funktsiooniks ¢ (y) védrtuse x = x, korral. Geomeet-
riliselt seisneb Cauchy iilesanne niisuguse integraalpinna
leidmises, mis 1l&bib v3rranditega (7) méddratud kdverat.

) Tingimusi (7) v3ib esitada ka iildisemalt:

x=%C), ‘y-=30t) ;5= 8(L)
vai

z =@, x=T(y), jt.

Algtingimuste tildisem esitus on eriti vajalik siis,
kui Cauchy iilesandes vaadeldakse antud diferentsiaalvdr-
randit kujul (5). Erinevalt tingimustest (7) ei tarvitse
viimaste v3rranditega antud ruumiline kdver olla tasandi-
line.

Esimest jérku osatuletistega diferentsiaalvdrrandi ild-
ja erilahendi definitsioon on analoogiline hariliku esimest
jérku diferentsiaalvdrrandi vastavate m3istete definitsioco-
niga. Peab ainult arvestama, et osatuletistega v3rrandi ild-
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lahend s3ltub iihest suvalisest funktsioonist (mitte enam
lihest suvalisest konstandist).

Osatuletistega vdrrandi erilahendi leidmine antud alg-
tingimuste korral taandub v3rrandi {ildlahendis esineva suva-
lise funktsiooni mé&ramisele. Viimane peab olema médratud
nii, et algtingimused oleksid rahuldatud.

Néide 3. Otsime v3rrandile q = z niisugust lahendit,
mis rahuldaks algtingimusi x = tz, y=1, z =V%.

Arvestades, et z # O (meid huvitab mittetriviaalne la-

hend), saame

Lugedes muutuja x parameetriks ja lahendades v3rran-

di hariliku diferentsiaalv3rrandina, saame
In(z| = y + 1n[C(x)| ,
millest jidreldub, et
z = C(x)eY ,

kus C(x) on suvaline funktsioon x~st. Leitud lahend on ldh-
tevdrrandi i{ildlahend. Arvestades lisaks algtingimusi, saame
= x oxut Yy =1. Seega :7:? = eC(x) Jja otsitavaks
funktsiooniks on C(x) = % %F". Funktsioon

4
zZ = \/x_ey'l
on seega otsitav erilahend, (Ndita, et leitud funktsioon ra-

huldab nii antud v3rrandit kui ka algtingimusi!)
Nédide 4., V3rrandile p - xy = O leida niisugune la-

i -



hend, mis rahuldaks tingimusi z =1 , X° + 3° =

Loeme vdrrandis muutuja y parameetriks ja lahendame
v3rrandi siis hariliku diferentsiaalvdrrandina:

2z
—_—= XY z=y—2—+C(y).

Suvalise funktsiooni C(y) m#&dramisel leitud ilildla-
hendist arvestame algtingimusi, nii et

1=711"£+C(y) ehk C(y)=l-yL§£-

Otsitavaks erilahendiks on seega funktsioon

SE5 5; +1-3 iixi .

3, Vaatleme esimest jdrku osatuletistega v3rrandit

Qu du du

+ a + +
2 cee Bh
2% A%, 2x,

ay = L5 (8)
Siin on otsitavaks n-muutuja funktsioon u = u(Xl.ngu-ﬁﬁQ;
kordajad ay ja vabaliige f on antud. EKui kordajad ja va-
baliige sdltuvad ainult sSltumatutest muutujatest Xy 9Xppeee
«eeyX, , siis nimetatakse v3rrandit (8) lineaarseks osatu-

letistega v3rrandiks, kui nad aga sdltuvad peale selle veel
otsitavast funktsioonist u (kuid mitte selle tuletistestl),

siis nimetatakse v3rrandit (8) kvaasilineaarseks osatuletis-
: tega v3rrandiks. Vastavalt sellele, kas £ =0 v3i f %0,

nimetatakse v3rrandit (8) homogeenseks v3i mittehomogeenp
seks.
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Vaatleme algul lineaarse homogeense v3rrandi

2u
al(xl, cha ,xn) e

e +an(x1.....rh)§3--o 9
1 *n
lahendamist. Seame vdrrandile (9) vastavusse siimmeetrilise
siisteemi (1); kordajad a; rahuldavad paragrahvi algul esi-
tatud ndudeid. Samasust (3) v3ime t3lgendada nii: u =
= (XyyXyy.+0yX,) on virrandi (9) lahendiks, Meenutame (vt.
teoreemi 1), et samasuse (3) kehtivus oli tarvilik ja piisav
selleks, et ¢/ (xl,xg,...,xn) oleks siisteemi (1) esimeseks
integraaliks. Sellega oleme Jj3udnud tulemusele: siisteemi (1)
esimesed integraalid on lineaarse homogeense vdrrandi (9) la-
henditeks ja, vastupidi, v3rrandi (9) lahendid on siisteemi
(1) esimesteks integraalideks., Erandiks on vaid v3rrandi (9)
lahend u = const, mis kui konstantne funktsioon ei saa ol-
la esimeseks integraaliks., Peoreemi 2 pdhjal on v3rrandi (9)
iga lahend esitavav kujul

u =@(q,)l(xl,...,xn),....qJn_l(xl,...,xn)) ¢ 410)

kus xp],....uyn_l on siisteemi (1) s3ltumatud esimesed inte-
graalid, CD aga mingi pidevalt diferentseeruv funktsioon;
muuhulgas saame siit ka v3rrandi (9) lahendi u = const, kui
v3tame Q) 2 const. Seega oleme tdestanud jargmise teoreemis

Teoreem 3. ILineaarse homogeense v3rrandi (9) iildlahen~
diks on (10), kus YyreeesYpoy On sisteemi (1) s3ltumatud
esimesed integraalid, (ﬁ (21’22""'zn-1) aga suvaline pi-
devalt diferentseeruv funktsioon.
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Kvaasilineaarse vdrrandi

Bdu Qdu
$ib ol B Kyaew u) =
et 2/ 1 Xpo

'bxl ’axn

81(xypeee vXpo1)

= £(Xyp0009Xy,u) ' {3t}

taandame lineaarsele homogeensele v3rrandile. Otsime v3rran-

di (11) lahendit ilmutamatult:

V(Xyyeee9Xpou) = 0. (12)

Diferentseerides seda seost xy jérgi, leiame, et

_v 2V Ju

g —

3:1 du Bxi

du 2V 2V
= - (1 = 1.2...-.n) . (13)
‘bxi ‘bxi 2u

0, millest

Asendanud viimased avaldised v3rrandisse (11), saame teisen-

dades -
v v
al(xl,...,xn,u)—z—x—l + eee + an(xl,....xn,u) sy +
v
+ f(xl,...,xn,u) ?u =0, (1)

See on lineaarne homogeenne v3drrand v(xl,...,xn,u) suhtes.
Teoreemi 3 pdhjal on ta {ildlahendiks

v = @( q)l(xl, sse ,H'u’)' coo 'kvn(xl" .o iﬁlu)) ] (14)
kus CI) on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon,
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WYiyseeosy, aga slmmeetrilise siisteemi

dxl i i 6151 du “9
al(xl,...,xn,u) ey an(xl,....xn,u) f(xl,...,xn.u)

s3ltumatud esimesed integraalid (me eeldame, et kordajad ay

Ja vabaliige f on pidevalt diferentseeruvad ja et kordajad
el ole vaadeldava piirkonna D1 theski punktis korraga nul-
1id). Konstruktsiooni pdhjal v3ime arvata, et v3rrandi 1)
ildlahendiks (ilmutamata kujul) on

D (Pr(xpseeesmpgeudyene , Pplxyyenn,xy,u)) = 0. (16)

' See véide on 3ige, kuid vajab veel pdhjendamist, sest me ole-
. me lle sditnud iihest raskelt mirgatavast karist: et saada
k3iki vdrrandi (11) lahendeid, peavad funktsioonid
v(xl,...,xn,u) rahuldama v3rrandit (11') mitte igas punk-
tis (xl,...,xn,u)einl, vaid ainult sellistes punktides,
milles on tédidetud tingimus (12). Lahend (14) aga rahuldab
v3rrandit (11' ) iga (xl....,xn,u)enl korral, s. o. mdne-
vdrra rangemat nduet. Kas me sellega ei kaota osa v3rrandi
(11) lahenditest? Sellele kiisimusele vastamiseks modifitsee—
rime pisut eelnevaid arutlusi ja sdidame uuesti iile kari,
suunates talle niilid kogu t&dhelepanu.

Hakkame otsima v3rrandi (11) lahendeid mitte kujul (12)
vaid iiheparameetriliste parvedena

V(XypeeeyXpyt) = ¢ o (128)
Sellega sdilivad seosed (13), aga koos nendega s#ilib ka
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v3rrand (11'). Kuid niiiid peab vdrrand (11') olema rahulda-
tud juba mistahes (xl,..;.xn,u) € D, korral. Tﬁepoolest,
seame mistahes punktile (x9,...,X,8,)€D; vastavusse

ey = ¥(x],.009x0,u,) + Bt (12') oleks vdrrandi (11) lahen-
diks c = ¢, korral, pead v3rrand (11°') olema rahuldatud
sellistes punktides (X,,...,X;,u)€D, , milles on téide-
tud tingimus v(xl,...,gl.u) = ¢, y 8. 0. muuhulgas ka punk-
tis (xg,...,xg,uo) . Viimase punkti suvalisuse t3ttu peab-
ki (11') olema rahuldatud kogu piirkonnas D, .

Niisiis vastab v8rrandi (11) lahendite iiheparameetrili-
sele parvele (12') v3rrandi (11') lahend v(xl,....:%,u) ja
vastupidi., V3rrandi (11') kdik la;endid sisalduvad aga aval-
dises (14). Jérelikult sisalduvad vdrrandi (11) k3ik lahen-

. did avaldises

Cb(gyl(xl,....xn,n),..., \Vn(xl....,xn.u)) =C .

Euid funktsiooni CD suvalisuse tdttu on see avaldis sama-
viddrne avaldisega (16). Niiid v3ime téle kindlusegas véita:

Teoreem 4, Kvaasilineaarse v3rrandi (11) {ildlahendiks
(ilmutemata kujul) on (16), kus “Vl""’“yn on simmeetri-
lise siisteemi (15) s3ltumatud esimesed integraalid,

@(zl,zz,...,zn) aga suvaline pidevalt diferentseeruv funkt-
sloon.

4, Nagu selgus, taandub lineaarsete ja kvaasilineaarse-
te osatuletistega vdrrandite lahendamine siimmeetriliste siis-

teemide esimeste integraslide otsimisele., Eelmises paragrah-
vis négime, et normaalse siisteemi korral on esimesi integras-
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le hea leida kombineerimismeetodil. See meetod on rakendatav
ka simmeetrilistele siisteemidele, ilma et oleks vaja iile min-
na normaalkujule. Meetodi olemus selgub jérgnevate niidete
varal,

P:) k) 2
Néide 5. x(yz-za) s - y(xz+32}-—u + z(te+72) —3 =0,
dx Dy sz

See on lineaarne homogeenne osatuletistega v3rrand., Temale

vastab siisteem

dx dy ds
x(y2 - zz) i -y(tz + s;r) . z(xz + yT) 3

Korrutame murdude lugejaid ja nimetajaid vastavalt x,y Ja

z-ga:
x dx y dy z dz

fz(yz-zzTa-yz(xz+zES=z2(xz+y?)' 2

Nimetajate summaks on 8‘2(1‘2 - 5_2) -yz(xz % zz) + :2(12 S 32)=

= 0. Jérelikult on ka lugejate summa null: X dx + y dy +
+2dz =0, Siit

22 + f + 52 = cl .
Jagame niilid siisteemi lugejaid ja nimetajaid vastavalt -x,y
Ja z-ga:
dx dy dz
x Yy e
F-) B+ P
dx

Nimetajate summa on jélle null, jérelikult - +
dz : ® v
=0, millest

-
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- ln|x|+ ln|y|+ 1niz| = ln ¢, ehk =

Meie leidsime kaks s3ltumatut esimest integraali (kontrolli-
da s3ltumatust!) 2+ yz + 22 ja -% ning vaadeldava
kosatuletistega v3rrandi iildlahendiks on

n=(D(x2+y2+z2,—yz—).
-

Au Qqu
Niide 6. x — + (¥ + xz) =u. See on kvaasi-
2 3x Ry

lineaarne osatuletistega v3rrand (vabaliige s3ltub otsita-
vast funktsioonist u). Temale vastavat simmeetrilist siis-
teemi

dx dy du

X 7 y + © i u

on lihtne lahendada jérgmiselt., Siisteemi esimesest ja tei-

sest suhtest

dy :
= ;Tx? leiame, et y = x(x + ¢;) ehk

%
- i 12
=Cq . Siisteemi esimesest ja kolmandast suhtest
x
dx du u
— = leiame, et —— = Cc5 » Seega oleme leidnud
X u b < 2
y-Xx u
kaks sdltumatut esimest integraali ————— ja —— _ning
x x

vaadeldava osatuletistega v3rrandi iildlahendiks on

2
-X u
P e 5 vewew-0 5
X

Seda vdrrandit on v3imalik ilmutada u suhtes ja me saame
#ldlahendi ilmutatud kujul :

o T



y"‘2>,

us= x(?(
kus @(z) on suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon.

5. Vaatleme 13puks néditeid lineaarse ja kvaasilineaar-
se osatuletistega diferentsiaalv3rrandi erilahendi leidmise
kohta.

Néaide 2; Otsime lahendit algtingimustega iilesandele:

Eelmises artiklis kirjeldatud viisil leiame iildlahendi
antud homogeensele lineaarsele diferentsiaalvdrrandile., Vii-
masele vastab siisteem

dx dy dz
Iy 5

mille s3ltumatud esimesed integraslid Vy - Vx =C; ja,

Vz -\fx_= C, saame vdrrandite 94X - &X ja vastavalt dx _
e V V3 VX

= 92 1ahendamisel.
z
Vaadeldava osatuletistega diferentsiaalvdrrandi iildla-
hendiks on

u=&?(\l;-\/-;, \/_—\/—i)y

kus ¢ (vl, '2) on suvaline funktsioon muutujatest v; ja
Vo . Antud algtingimustele vastava lahendi leidmiseks otsime
niiid sobivat funktsiooni <p(vy,v,) . Selleks koostame siistee-
mi
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cl= G-G,

02=J—'-"J—x—,

4 ()
;s Y SN

lu=7-2,

millele vastavalt mdérame sdltuvuse u = (p(Cy,C;)
Siisteemi (*) viimane v3rrand iitleb, et y - z =

= CP(Cl.Cz) . Biit ja (*) kolmest esimesest vdrrandist

elimineerime muutujad x,y,z . Selleks avaldame siisteemist

y Jja z ning arvestame, et x = 1 . Saame y = (1 + C1)2

ja z=(1+ 02)2 . Elimineerimise tulemuseks on seos

©(C;,C5) = (1 +C)? = (1 +Cy)?

ehk
(P (Cy405) % 0F - 05 #:2(0; «705)
i b By § wR

Seega otsitav funktsioon

¥ (vl,vz) = vi - vg + 2(v1 - v2)

ja erilahend
a = (N7 =vE)2 = (VE - VE)2+ 2[(F - VE) - (Vz-Vx)]
ehk '
u=y-2+20x - 1Nz -Vy) .

(Ndita, et leitud funktsioon rahuldab nii antud diferent-
siaalvdrrandit, kui ka algtingimusi!)
1 dz p-dg-- 2

Néide 8. s Byt X =y se et 000 off

algtingimustega iilesanne mittehomogeense kvaasilineaarse di-
ferenpsiaalvdrrandi jaoks. Otsime {ildlahendit antud diferent-
o



siaalvdrrandile. Selleks lahendame léhtev3rrandile vastava
siisteemi:
dx dy dz
Y Sheiae oate 1
z b4 x
Viimase s3ltumatuteks esimesteks integraalideks ;Q = 01
- 3 e - X
ja 3 + 4% = C, on virrandite 2zdx = > dz ja vastavalt
c,xax = iildlahendid. Lihtevdrrandi iildlahend avaldub lei-
tud esimeste integraalide kaudu seosege

(F,5+%)=0,

kus Q)(vl,va) on oma argumentide suvaline funktsioon.
Algtingimustele vastava erilahendi leiame seoss
(I)(cl,cz) = 0 konkretiseerimisel, kui arvestame siisteemi

cl-;g,

C % -§ (es)

2
Viimasest saame C; = % Jja C, = % - -E; , mis nditab
(elimineeri t saadud seostest), et otsitavaks s3ltuvuseks
g 1 2
on Ca_cl+-—2- ehk 02-01--3;2—_0. Arvestades 13-
*1 3¢
puks kahte esimest seost siisteemist ( ¢+ ), ndeme, et otsitav

erilahend on médédratud vdrrandiga

x6y + 3z3y - x'3z3 - 3x2z2 =0,

mille saame vdrrandi
4
b ; zX z p <
= = =0
Rie R T B B
lihtsustamisel,
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Mirkus, On oluline lisada, et peale iild- ja erilahendi
esineb esimest jérku osatulétistega diferentsiaalvdrranditel
vgel lahendeid, mis sdltuvad kahest suvalisest konstandist.
Niisuguste lahenditelju Cauchy algtingimuste kaudu defineeri-
takse esimest jérku osatuletistega diferentsiaalvdrrandi téis-
integraali m3iste. Téisintegraali abil saab leida osatuleti’-
tega diferentsiaalvdrrandile nii erilahendeid kui ka iildla-
hendeid. (Selle kohta tépsemalt vt. p3hidpik /1/.)

§ 5. LAHENDI OLEMASOLU JA UHESUSE TEOREEM.

Kiesolevas paragrahvis tdestame §-s 1 sdnastatud teoree-
mi normaalse diferentsiaalvdrrandite siisteemi lahenduvusest.
Normaalsete siisteemide késitlemisel on hea kasutada vektor-
slimboolikat, millega me k3igepealt tutvumegi.

1. Vaatleme vektorit

Y6 = (37(x)y Fo(x)yeeery, (x))

mille komponentideks on s3ltumatu muutuja x funktsioonid
¥1(x)y75(x) 50 ee sy, (x).  Sellist vektorit me nimetame tava-
liselt vektorfunktsiooniks (vahel, kul see ei tekita aru-
saamatusi, ka lihtsalt funktsiooniks). Vektorfunktsioonide-

le kanname iile lineaaralgebra tehted (s. t. vektorite liit-
mise, skalaariga korrutamise jt.), aga ka diferentsiaal- ja
integraalarvutuse tehted ja paljud muud m3isted, mis analiiii-
si kursuses defineeritakse (skalaarsete) funktsioonide jaoks,
Nditeks me iitleme, et vektorfunktsioon on pildev, kul k3ik te-

ma komponendid on pidevad funktsioonid. Vektorfunktsioon on
=38 =



diferentseeruv, kui k3ik tema komponendid on diferentseeru~
vad, kusjuures tuletise defineerime kui vektorfunktsiooni

¥ @ = @758 e 007, (X))
Analoogiliselt
[y = ( [5y0ax, [y0ax,..., [7,0000) .

Me {itleme, et vektorfunktsioonide jada

yk(x) = (y{(x)'}a(x)'ooo'}h(x)) (k = 0'1,2.-.06 k on siin
indeks)

koondub iihtlaselt 13igul [a,b] vektorfunktsiooniks y ) =

= (73(x)y¥5(xX)yeeey7,(x)) 4, kui komponentidest moodustatud

jadad koonduvad iihtlaselt:

lin max |74(x) - 7,(@)| =0 (i=1,2,...,1) .
k -+»o0 asx<h :

Tdiesti analoogiliselt defineeritakse vektorfunktsioonide rea
koondumine,

Teatavasti on analiiiici Uheks pdhiliseks mdisteks arvu
absoluutvddrtus. Selle mdiste Uldistust vektoritele nimeta-
takse vektori normiks ja seda ildistust v3ib teostada mitut
moodi. Meil on hea defincerida vektori (@ = (Cl,CZ,....Cn)
norm | Q| komponentide absoluutviirtuste summana.’

[Cl=[cy| + [Cs) # «e. +lcCy]
Clgu C= (C1,C5,.445Cy) da D = (d),d5,..454,) mingid

vektorid, A aza mingi reaalarv. Siis

1 Juhul, kui vektori c komponendid on kompleksarvud,

defineerime normi || komponentide moodulite summana.
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IC+ DI<ICI+ID|, 1a€i=I1NICH.
T3epoolest, C +D = (C; + 4y, Co + 4y, ceeyCp + d) ,
AC= (AC),ACsyuueyhCy) ning
n n
IC+Dl= S lcy + afc D (1o «1ay)=

i=1 i=1

= i oyl + }fm-lcmol ;

i=1 i=1

A Cl. i\«\%hwilcil = 1AIC, neout.t.

i=1 i=1

Vastavalt vektori normi definitsioonile on vektorfunkt-
sioonl Y(x) = (yl(x),yz(x),...,yn(x)) normiks mittenega-
tiivne funktsioon

n
ly @] => |31 .
J=1

Veendume, et

rycxux < jy(:) dx\ ; ©
Xo °
T3epoolest,
x x ks x
[ ywe = | nmen | m@e.., | e
xo x° xo xo

ning normi definiteiooni ja absoluutviiirtuse omaduste koha-
selt



X
{1 :J<x>|ax| -

ki
(x)ax| = (x)dx
xoy : ngl %o yj-x

n
<>
=1

xo

x
I ZlyJ [ dx |, m.o.t.t.
x, =1 X,

Soovitame lugejal veel kord ldbi vaadata esitatud tuletus—
kdik ning hoolega téhele panna, mida tdhendab igal konkreet-

sel juhul pistkriips - kas absoluutvddrtust vdi normi.
easd
Me ltleme, et vektorfunktsioonide rida 2 yk(x) on
o0

13igul [a,b] majoreeritav arvreaga Z ﬂk » kui
k=o0

k
max Jy (x)
agxs

Analulisist tuntud We i erstrassi teoreen
kehtib ka vekcorfunktsioonide korral: kui vektorfunktsiooni-

de rida Zy (x) on 1615\11 (a,b] majoreeritav koonduva
k=0
arvreaga, siis see koondub iihtlaselt 13igul [a,b] .

T3epoolest, olgu yk(x) = (y{(x),yg(x),...,yz(x)) .

‘nk (k = 0,1.2....) °

Kuna

n
n@I¢ > | K@ | =y¥@ (1 = 1,2,...,0) ,
§=1 :

o)

siis on ka komponentidest moodustatud read Z y:(x) 151~
k=0

gul [ a,b] majoreeritavad koonduva arvreaga ning koonduvad

Weierstrassi teoreemi pahjal ihtlaselt 13igul [a,b] . See

aga téhendabki, et rida Zy (x) koondub iihtlaselt 1615111
k=0
Sl



(a,b] , m.0.t.t. Kui sealjuures vektorfunktsioonid yE®
on pidevad, siis on komponentidest moodustatud ridade summa-
deks pidevad funktsioonid, mis toob endaga kaasa vektorfunkt-

e
siooni Y (x) = Z yk(x) pidevuse.
k=0
Sellega muidugi ei piirdu loetelu analiiisi tulemustest,

mis on ulekantavad vektorfunktsioonidele. Me esitasime vaid
need tulemused, mida meil kdesolevas paragrahvis vaja ldheb.
Olgu antud normaalne diferentsiaalvdrrandite sisteem

’i = fi(x’yl',Z""”n) |6 R 5 Rt ) (1)

Vaadeldes siin A ARL ZLRRRTY /N kui vektorfunktsiooni
Yy -= (yl,yz.....yn) komponente, kirjuteme need v3rrandid
Umber nii:
st (5Y)  (el2,namds
Viimased tingimused tdhendavad, et vektorfunktsioonide
y' = (yi.:;.---.l;) Ja
fay) = yxy) Y)Y D)

vastavad komponendid on virdsed. Jédrelikult on v3rdsed ka
vektorfunktsioonid ise:

y' - {(x,y) ‘ v
Niisiis on iga normaalne siisteem (1) vektorsiimbooli~-
kas esitatav vdrrandina (1'), mis vdliselt ihtib esimest
jdrku vdrrandiga normealkujul. Ei tohi aga unustada, et
miid on Yy , ¥ Ja §ix,y) mitte skalasrsed funkt-
sioonid, vaid vektorfunktsioonid, nii et sisuliselt téhen-
dab vdrrand (1') siisteemi (1).

SO -



Defineerime vektorfunktsiooni *(x, y ) osatuletise

vektorfunktsiooni y

'311

ey |

Zfl

312

Bfl
byn

suhtes kui Jacobi maatriksi

Ry A7, 2?7, Ay,
3rn 32‘ eee arn
W 2, ¥, z
- 'Bigx y)
Me iitleme, ot 2 on pidev, kui kdik maatriksi ele-

mendid on pidevad.

2. Kasutades vektorsimboolikat, vdime §-s 1 formuleeri-
tud teoreemi lahendi olemasolust ja iihesusest iimber sdnasta-
da kujul, mis viiliselt #ihtidb vastava teoreemiga esimest jir-
ku v3rrandi jaoks:

Teoreem 1. Kui siisteemi (1') parem pool {(x.y) ja
selle osatuletis 2 < ; on miiratud ja pidevad (x,y )-
ruumi piirkomnas D , siis kulgeb lébi selle piirkonna iga
punkti (xo.y°) parajasti iks integraalkdver, s. t. sis-
teemil (1') on iiks ja ainult ilks lahend Yy(x), mis ra-

huldadb algtingimust

yi)=y° (2)
Testuse jagame etappideks.
le et app . Piirkonnana, nagu kord juba mirgitud,
ndistame lahtist sidusat hulka. Hulga D Llahtisuse t3ttu

sisaldub temas koos iga punktiga (xo,y°)eb ka kiillalt
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véike ristkiilik R keskpunktiga (xo,y°) . Olgu see rist-
kiilik mddratud vdrratustega

Ix=x 1<, | Y-Y°|lcp.
¥ (xy)
Punktsioonid fi(x,y) ja _3—;—— kui pidevad funkt-
J
sioonid kinnisel hulgal R on sellel hulgal tJkestatud:
Bfi(x,y)

- PER S @
| 1(xvy ' 213

<B (1,3 = 1,2, i (x,¥)ER).

Kuna normi definitsiooni kohaselt

{(x’y')
:
siis saame nendest vOrratustest jdreldada kdigepealt, et ka

{(x.y )

= > £, &yl
=1

on tdkestatud:

{(x.y)

Edasi jireldud nendest virratustest, et {(x,y) ranhuldab

<M (M=nd; (x,y)eER) .

ristkilikus R muutuja y Jédrgi lipschitz'i tingimust:

fayh - {»(x.ya)i < 5|y! -y

((x,yl),(x.yz)en).
(3)

Pdepoolest, Lagrange'i lause pdhjal

1 1
fi(xvylaYév--'vyn) = fi(xoyivygr--007§) =

n

2 3¢
=) 2 Gi-9DH, o
3=1°73

2 fi
kus osatuletiste

argumentideks on punktide
'byd

gl © 1
(!Jlda,onﬂn) Ja (x,yzl,yg,...,yi) mingi vahepealne
punkt, Ilmselt kuulub ka viimane ristkiilikusse R , mis—

- Al



af T
‘4B . VOttes vdrduse (3') md-
s

tottu vorduses (3')

lemast poolest absoluutvddrtused, leiame

e ¢

5 3 i 1 2
fi(x” ) - fi(xof) | = Z T(’J - ya) <
J=1 J
<i3f1 12<Bilzslz
S 3 |y3'yj|\ I’J-y3\= y -y »
T e 3=1
mistdttu
n
{(x.yl) - f(x.yz) ’ =D |t yh -2, xy)len B y*-yzl.
i=1

JOudsimegi vOrratuseni (3), milles N = nB . .
Me nditame edaspidi lahendi olemasolu ja lihesust 13igul
lx-xolsh , kus

h=n1n{ot,-{:—} ;

2. et app. Veendume, et vdrrand (1') (sisteem
(1')) on algtingimusel (2) samavdirne integraalvdrrandiga

(integraalvdrrandite siisteemiga)
x
y=y°+ff<x,y)dx. )
x
)

TGepoolest, kui Y (x) on vdrrandi (1) lahendiks alg-

tingimusel (2), siis samasuse

yr@ = fay o)

Integreerimisel rajades (xo.x) saame samasuse

X
Y@ =y &), | _{C(x. y (o)dax .
X
(¢]
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Asendades siin Y (x.-) algtingimuse (2) pdhjal, nieme, et
Y (x) on ka integraalvdrrandi (4) lahendiks.

Olgu miiiid, vastupidi, y (x) integraslvdrrandi (4) pi-
devaks lahendiks, s. . kehtigu samasus

x
y@ay®. | faymes.
%o
vV3ttes siin x = X , saaved integraali rajad vdrdseteks,
mistdttu y (x;) = y. - algtingimus (2) on rahuldatud. Sa-
masuse diferentseerimisel nieme, et ka v3rrand (1') on ra-
huldatud.
3, et app . Integraslvdrrandi (4) lahendame ite-
ratsioonimeetodil, v3ttes algléhendiks Y = y o

i AR L v X

ya -y° + I‘{(x. yl(x))d.z =
e (s)

k+

y© - y° rf(x. y¥)ex ,

Veendume induktsioonimeetodi abil, et léhendid
¥¥(k = 0,1,2,...) on méiratud ja pidevad 13igul | x=X,(< b/
ning paiknevad téielikult ristkilikusl R . ,

Integreerimisel sédilitavad funktsioonid teatavasti pi-

1s.¢. I1x- x,| <h korral paikneb punkt (x,yk(X))
ristkilikus R .
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devuse. Kuna [(x - x |<h korral (x,y°) €RCD , siis on

[

%o

y 1 péaratud Ja pidev sellel 18igul -ning

x x
[ foyoe<| [ fpoey®
% %o

-llx-x°|<lh<l.-;L- F‘ ’

dx|< M

= <

lyl(x) -y°

8. t. paikneb ristkilikus R .
Oletame, et yk on midratud ja pidev 13igul |x=-x|4h
ning paikneb ristkilikus R . 8Siis |x - xols h korral

(x, k(x))ereD ning k1 avaldisest (5) on niha, et ka
y y
y‘“l on méiratud ja pidev 18igul |x - x |<h . Jédb iile

veel ndidata, et ta paikneb ristkilikus R :

Jxlf (x, y¥)
xfx ax| < 3.

4, et app . Niditame, et lihendite jada yo, yl,---
...,yk.... koondub iihtlaselt 13igul |x - x,| € b . Kuna

dx| €

<

,nl(x) _yol %

- K
I f (x, y(x))ax
%o

f4 |

vaadeldav jada on parajasti osasummade jadaks reale

ARG RS IR C VA Vo RPN S VIS R Vi PO )
8iis piisab rea (6) iihtlase koondumise niitamisest 13igul

* X = x,|<h . Hindame rea liikmete norme. Eespool on leitud,
t

sutx-xol .

lyl_yo
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Lédhtudes lédhendite yz Jja yl avaldistest (vt. eespool).E

hindame nornilya -y1| H

|y2 . y1|= Lﬁ{(:.yl) -{(:,yon dx\s

< |xe

f(x,’ 1) -{(x,y°)|dx|$lt g

2
-—|x-—x°| .

3

< MN

Jlx-x
X

Normide |y1-y°| Jalyz- yll hinnangute pdhjal
teeme induktiivse oletuse

MN
k k+l
PRE e I
ja kontrollime seda:

|y

k-1 k
1z - x|

k!

Xels ' k

Ix[ { @y - { @,y ¥ h]ax

<N

x,y" - {(x.y“)lax

ITyk _yx-lldx <

k
MN
x = = = k+1 3
I' %o ‘ (k+1)1 ¥ =%l

Induktiivne oletus osutus digeks., Niisiis on rida (6) 13i=-

gul | x - x, | € h majoreeritav arvreaga
° 2 wE "
[yl*"h"' B e e DY Ay S L)
(k414



D'Alembert'i koonduvustunnuse abil on lihtne ndidata (teha
sedal), et rida (6') koondub. Weierstrassi teoreemi pdhjal
koondub rida (6) ise siis 13igul |x = xolgh ihtlaselt.
Nagu juba Geldud, koondub koos reaga (6) ihtlaselt ka li-
hendite jada yk(x) Ck =2 00l Paveni s

Kuna léhendid y*(k) olid pidevad 13igul | x - x |<h
ja paiknesif:l ristkilikus R , siis on samad omadused ka
piirfunktsioonil (vektorfunktsioonil)

k
y &) =k]i:o y ) .

Edasi: sellest, et vektorfunktsioon f(x,y) on ristkilikus
R iihtlaselt pidev, jareldub, et jada {(x,yk(x))
(k = 0,1,2,...) koondub 13igul |x - X,| € h lhtlaselt
vektorfunktsiooniks {(x,y(x)) . See viimaldab seoses
(5) minna piirile k —s oo integraali médrgi all ja me saa-

me tulemuseks samasuse

X
yo=y°+ [ faxyenex,
X
o

s. t. Y (x) on vdrrandi (4) lahendiks. Koos sellega on
y(x) ka diferentsiaalvirrandi (1') lahendiks algtingimu-
sel (2). Lahendi olemasolu on tdestatud.

5. et app . Néditame, et leitud lshend on ainus.
Selleks viime vastuollu oletuse, et 1dbi punkti (xo,y°)
kulgeb kaks teineteisest erinevat lahendit y & Jja g x) .

Uldsust kitsendamata v3ime eeldada, et selliseid x
védrtusi, mille korral y(x) # y(x) s leidub punkti x,

=



kuitahes viiikeses iimbruses. V3ttes ette suvalise arvu £> 0,
on siis

- -y@|> 0.
M Y]

Olgu x; selline x vaédrtus (lxl—x <€&), milles see

|
o
maksimum ot saavutatakse: |y (xl) -y (xl) I = ot ., Kuna
(vt. tdestuse 2. etappi)
¢ | » e TR
yo =y [ oy, Jap-y [ fo g,
% X

siis
o =|y(x)) - Yixp| =

xl ol
x{ (f oy -{cx,y(,»]dxl6

4[111{&.3!(:)) -{<x.§(x>>|ax| < u‘ Ix1|y(x)-9(x)|dx|$
4 &) SR

x
1
&N aL‘ I dxl = Not|x) =X | & NLE.
¢ I

o
Jagades saadud vOrratuse o -ga, saame 1l < N E . Arv £>0
oli aga suvaline. Vittes E,<§ s JOuame vastuolulise vdrra-
tuseni 1 <1 . Vastuolu tekkis sellepdrast, et eeldasime
kahe teineteisest erineva, ldbi iihe ja sama punkti kulgeva
lahendi olemasolu.

Teoreem on tdielikult tJestatud.

Mirkus. Osatuletise - 3; '~ pidevust kasutasime
vaid v3rratuse (3) tuletamiseks. Seega v3ib teoreemi sdnas—
tuses eelduse - axy pidevusest asendada mOnevOrra ava=

rama eeldusega, et {(x,y)‘ rahuldab y jérgli Lipschitzi
tingimust (3). :
- 50 =
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Anname tdestuseta jdrgmise tulemuse.

: Teoreem 2. Kul siisteemi (1') parem pool {(x.y)
on pidev (x,¥y) - ruumi piirkonnas D , siis kulged 1labi
selle piirkonna iga punkti (x,,¥°) viihemalt iiks inte-
graalkdver.

Lahendi iihesust nii iildistel eedlustel vidita ei saa.
§ 6. LAHENDI JATKAMINE. MAKSIMAAINE LAHEND.

Olgu diferentsiaalvdrrandi (diferentsiaalvdrrandite

sisteemi )
'
y'= fey
parem pool {(x,y) ja selle osatuletis 1{’%”—) médra-

tud ja pidevad (x,y) = ruumi piirkonnas D. Eelmises pa-
ragrahvis t3estatud teoreemi kohaselt kulgeb siis lébi piir-
konna D iga punkti (xo. yo) parajasti liks integraalkdver;
see integraalkdver, nagu teoreemi tJestuse kdigus selgus, on
médratud teatud kiillalt vdikesel 13igul | x - X\ < h . Liht-
ne arutlus veenab meid, et tegelikult on integraalkdvera méd-
ramispiirkond avaram. T3epoolest, integraalkaver

Yy @) (Ix - x,|<h) paiknes téielikult teatavas ristkiilikus
R , mis omakorda asus piirkonna D sees. Jérelikult on in-
tegraalkdvera Y (x) otspunktid (xo - h, y(xo - h)) jJa
(xo + h,y(xo + h)) piirkonna D punktideks. Lahendi ole-
masolu ja iihesuse teoreemi pdhjal kulgeb nditeks 1ldbi punk-
1 (x, + b, Y(x, + h)) parajasti iiks integraalkdver y('x),
%a on midiratud testaval 13igul |x - (x, + )| < h . Punk-
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tist X+ h vasakul ihtivad lahendid y (x) Ja Y (x)
(vastasel korral satuksime vastuollu lahendi ihesusega).
Sellega oleme lahendi y(x) jétkanud 13igult [xo-h,x°+h]
18igule [xo - h,xo +h + E] . Seda avarama mdaramispiirkon-
naga lahendit vdoime omakorda jatkata jne.

Toodud arutlustest on selge, et 1ldbi uhe ja sama punk-
ti (xo, yo) kulgevaid integraalkdveraid on otstarbekohane
eristada nende madramispiirkonna jargi, s. t. lugeda lahen-
deid yl(x) Jja ya(x) (yl(xo) = yz(xo_) = yo) erine-
vateks, kul nende mddramispiirkonnad on erinevad. Seoses
sellega peame lahendi uhesust nuiud tdlgendama nii: kui labi
ihe ja sama punkti kulgeb mitu lahendit, siis nad uhtivad
nende méédramispiirkondade uhisosal.

Olgu antud kaks lahendit yl(x) ja ya(x), ‘mis kumb-
ki ldbivad punkti (xo, yo) ja millede mddramispiirkonda=-
deks on vastavalt vahemikudl (al,bl) ja (a2,b2) o DeflsE o
neerime neid iihendava lahendi y(x) jargmiselt: y (x) méa-
ramispiirkonnaks on vahemik

(a,b) , & =nmin{a;,a,}, b = max {bl,bzx,
ning y(x) vddrtusteks selles vahemikus on

1
’(x), kui 8, < X by,
yz(x), kui a,< x <b

Y@ =

2

Irluidugi vOiksid nende lahendite madramispiirkondadeks
olla ka 16igud vGi poolldigud. Integraalkdvera loomulikuks
maaramispiirkonnaks on siiski vahemik, mitte aga 10ik, - kas=-
vGi sel lihtsal pShjusel, et vahemikus mddratud funktsiooni
korral voib rddkida tema tuletisest vahemiku igas punktis, ku-
na aga 1l0igu korral on 13igu otspunktides vdimalik radkida
vaid ihepoolsetest tuletistest.
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Esimesel pilgul voib y(x) definitsioon tunduda vastuolu-
lisena: vahemike (al.bl) ja (az,bz') ihisosal on y(x)
antud kahel viisil. Kuid tegelikult ei ole siin mingit vas-
tuolu, sest vahemike uhisosal iihtivad yl(x) ja ya(x)
lahendi ihesuse tdttu. Selliselt detineeritud lahend y(x)
on lahendite yl(x) ja yz(x) jétkuks.

Uldiselt celdakse, et lahend Vf (x) on lahendi Y (x)

jatkuks, kui g(x) médramispiirkond sisaldab ¥ (x) méd-
ramispiirkonda ning y(x) méddramispiirkonnal need kaks la-
nendit iihtivad. Iga lahend on iseenda (triviealseks) jédtkuks.
Libi punkti (xo,y°) kulgevat lahendit nimetatakse maksi-

maalseks, kui ta on jétkuks kOigl seda punkti lébivate la-
hendite suhtes. Teiste sdnadega: maksimaalne lahend on sel-
line, mida ei ole vdimalik (mitte triviaalselt) jdtkata. Ilm-
selt saab iga (xo.yo) €D korral leiduda mitte lile iihe
seda punkti ldbiva maksimaalse lahendi (pShjendada!). Ei ole
raske tdestada ka maksimaalse lahendi olemasolu.

T3epoolest, vaatleme kGikvOimalikke lahendeid &y‘(x)}.
mis ldbivad punkti (xo,yo) ja millest igaiiks on méaratud

mingis oma vahemikus (a,,b_, ). Téhistame
a =v1:f a,; b= s:p bm~

ja defineerime vahemikus (a,b) lahendi y(x) jérgmiselt:
kui x€(a_,b,), siis Yy(x) = yd(x). Lahendi iihesuse
tdttu ei sGltu y(x) védrtus sellest, millise konkreetse

vahemiku (am,bgL )@x me valja valisime. Kuna aga aiu-ile

ja.ulemise raja definitsiooni kohaselt langeb iga x(a<x<b)
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teatavasse vahemikku (a,,b.), siis on lahend Yy (x)
t3epoolest mddratud kogu vahemikus (a,b). Vahemik (a,b)
on suurim vahemikest, millel punkti (xo,yo) lédbiv lahend
saab olla midratud - kui ta seda ei oleks, satuksime vas-
tuollu arvude a Jja b definitsiooniga. Seetdttu olekski
Y (x) maksimaalseks lahendiks, kui ta vaid ei ole jdtkatav
13igule [a,b] vdi iihele poolldikudest [a,b) ja (a,b] .
Selline jédtkemine ei ole aga enam vdimalik. Nditeks t&dhen- :
dab y(x) Jjdtkatavus poolldigule (a,b] , et eksisteerid
piirvddrtus lim y(x) = y(b), kusjuures (b.y(b)) €D .
x/b

Siis aga lédbiks punkti (b,y(b)) lahend, mis oleks médédra-
tud teatud kiillalt védikesel 1Gigul |x - b|<h , ning y(x)
oleks sellega jétkatav ka poolldigule (a,b + h], seda
enam aéa vahemikule (a,b + h) . See on aga taas vastu-
olus b definitsiooniga. Niisiis on y(x) maksimaalseks
lahendiks ja vahemik (a,b) tema mddramispiirkonnaks. SG-
nastame t3estatud tulemuse teoreemina:

Teoreem 1. Iga punkti (xo,yo) € D~ korral leidub
parajasti liks seda punkti lébiv maksimsalne lahend.

Intuitsioon iitleb meile, et kui piirkond D on t3kes-

tatud ja maksimaalse lahendi y(x) méédramispiirkonnaks on
vahemik (a,b), sils xNa Jja x”b korral peab punkti
(x,y(x)) kaugus piirkonna D rajast ldhenema nullile. Et
see t3epoolest nii on, seda on tdie rangusega lihtne jérel-
dada jérgmisest teoreemist.,

Teoreem 2. Olgu ¥y (x) maksimaalseks lahendiks ja
vahemik (a,b) tema méddramispiirkonnaks. Milline ka ei
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oleks kinnine tdkestatud hulk chn s leiduvad sellised
arvud al(a1 > a) Jja bl(bl < b)yi6t X € 8, ja x>0
korral asub punkt (x,)[(x)) vdljaspool hulka D1 .

T3estus . Nilteme sellise arvu b;(b; < b) ole-
masolu, et x > b, korral (x,y(x)) g’nl i arvu a; Jjacks
on t3estus analoogiline. KEui b =00, on see vidide ilmne:
tokestatud hulga Dl punktidele vastavad abtsissid x on
takestatpd. mistdttu leidubki selline kiillalt suur arv by
et X >b; korral (x,y(x)) ¢ D, . Seetdttu peame vaat-
lema vaid juhtu, kuli b<oo,

Tdhistame siimboliga ? hulga D, kaugust piirkonna
D rajast [ , 8. t.

2 B e d

28 (x.y)er‘.%:i.yl)e D, [aexp® ely-y}2]
Teoreemi eeldused kindlustavad, et @ >0 . Vaatleme hul-
ka D, , mis koosneb sellistest (x,y )=-ruumi p@tidest,
J mille kaugus hulgast Dy el ile-
ta -g- « Ilmselt on D, ka kin-
nine tdkestatud hulk ning sisal-
dub piirkonnas D (pdhjendadal).
Funktsioon F(x,y) kui pidev
funktsioon kinnisel tdkestatud
hulgal D, on sellel hulgal t3-
kestatud:

Joon. 1.

Ifxyd)l<n xyreny . ey
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Olgu (xl’yl) suvaline punkt hulgast D; . Ehitame
ristkiiliku R; 3 :

Ix-x(<¢x, ly-yli<p.

1/2
Kui (QLZ + [52) < 19- , siis R1C D2 ; 8ee vorratus
on téidetud, kui néditeks vitta L= P = —%— . Seega on
ok = P = —z— korral ristkiliku R, punktides rahuldatud
v3rratus (1) ja (vt. ptk. III, teoreemi 1 § 5 tdestust) libi
punkti (xl, yl) kulgev 1integraalkdver on médratud 1digul

Ix - x| <h;, kus
hlanin{eL, -%-}:min(-%—,-fw—}.

R3huteme asjaolu, et hl el 83ltu punkti (xl,yl) €D, va-
likust (meie konstruktsioonis oli (xl,yl) €D; suvaline).

Veendume, et teoreemis védidetavaks arvuks bl v3ib vot-
ta by =b~-h, . T3epoolest, kui mingi X; > by korral
(xl,y(xl)) G.Dl s 8iis 1dbi selle punkti kulgev lahend on
mifiratud 13igul |x - "1|4h1- mist3ttu lahend y(x) on
Jitkatav "paremale" kuni x vHirtuseni X; + by >b) + hy=b.
See on aga vastuolus lahendi y(x) maksimaalsusega. Teoreem
on tdestatud.

Nendime 10puks veel fakti, et maksimaalse lahendi médra—
mispiirkonnsks ei pea alati olema kogu arvsirge (-oco,c0 ) ka
siis, kul piirkonnaks D om kogu (x,y)-ruum. Nditeks v3rran-
a (n=1)

3=y

parem pool rahuldab lahendi olemasolu ja iihesuse teoreemi
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ndudeid kogu (x,y)-tasandil, kuid punkti (-1,1) lébiv mak-
simsalne lahend y = - % on mddratud vaid vahemikus (-90,0).

§ 7. LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMID,
LAHENDI OLEMASOLU Ji UHESUSE TEOREEM NENDE JAOKS.

Diferentsiaalvorrandite siisteemi nimetatakse lineaar-
seks, kui otsitavad funktsioonid ja nende tuletised esine-
vad tema vOrrandites lineaarselt, kusjuures kordajateks on
kas konstandid v3i lildiselt funktsioonid. Normaalkujul esi-

tatud lineaarne diferentsiaalvdrrandite sisteem on jérgmine:
yi = 8),(x)y; + 815(X)y, + ooe + a;,(X)y, + g ),

Yo = 8 (07 + 85(X)T, + eee + 8y (D3, + £5(X) aj

D R R I I R I I R I R I A I A AU S A A A

Ly; = a1 (Xy) + &, (X3, + eee + B (X, + 8p(x) .

Kui k3dik vabaliikmed g;(x) on samaselt nullid, nimetatakse
sisteemi (1) lineaarseks homogeenseks diferentsiaalvdrrandi-
te siusteemiks, vastasel korral aga, kui vihemalt iiks si(x)io,
lineaarseks mittehomogeenseks diferentsiaalvGrrandite sistee—
miks.

Teoreem 1. Kui lineaarse diferentsiasalvdrrandite siistee-
mi (1) kordajad aij(x) ja vabaliikmed gi(x) (1,321425c0000)
on méddratud ja pidevad vahemikus (a,b), siis on siisteemil
parajasti Uks lahend, mis on médratud kogu vahemikus @,b) ja
rahuldab antud algtingimusi
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71(x5) = 33072(xg) = 334000075 (X,) = 7] » s i)
kus x, on suvaline arv vahemikust (a,b), arvud
yg,yg,....,y: aga tdiesti suvalised.

T destus . Tédnu teoreemi eeldustele on sisteemi

(1) vorrandite paremad pooled
fi(xyyloyao°°°vyn) = ail(x)yl » aiz(x)y2+...+ain(x)yn+si(x)

ja nende osatuletised

’bfi

ayj

= aia(x) (103 = 1.2"“'n)

madratud ja pidevad piirkonnas D ¢
a<x<b, = i ). T o £ w12y veil) e

Rakendades'lahendi olemasolu ja iihesuse teoreemi (vt. ptk.
III, § 1 véi § 5), saamegi vdita, et ldbi antud punkti
(xo,yg,yg,...,y:) € D kulgeb parajasti iiks (maksimaalne)
integraalkdver, s. t. siisteemil on parajasti iiks lahend, mis
rahuldab algtingimusi (2). Jddb iile vaid ndidata, et siistee-
mi (1) maksimaalsed lahendid on mé#ratud kogu vahemikus
(a,b).

Viimase védite tdestuse anname paragrahvi 13pus, vahe-
peal aga vaatleme siisteemi (1) esitust vektorsiimboolikas ja
mOningaid sellega seotud kiisimusi.

Toome sisse téhised siisteemi (1) kordajate maatriksi
Ja vabaliikmete vektori jaoks:
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an(x) alz(x) i aln(x)

s a21(x) azz(x) b aZn(x) .

D R R O R R RN

an(x) a,(x) ... &, (x)
s(x) = (81(1),52(X),....5n(x)) .

Korrutis A(x)a[ tdhendab siis vektorfunktsiooni, mille saa-
me maatriksi A(x) rakendamisel vektorfunktsioonile y =
= (yl,y2,...,yn) . Vektorfunktsiooni A(x)y +9 i-ndaks

komponendiks on
ail(x)y1 + aiz(x)y2 £ skt b aln(x)yn + gi(x) (=18 saie sty
s. 0. parajasti susteemi (1) i-nda vOrrandi parem pool. Jére-

likult on lineaarne diferentsiaalvdrrandite sisteem (1) vek-

torsimboolikas esitatav kujul

y'= Ay + g @, Qar)
mis vdliselt uhtib esimest jdrku lineaarse vorrandiga. Sisu-
line erinevus, vorreldes esimest jdrku vdrrandiga, on selles,
et Yy Ja g on niiid vektorfunktsioonid, A(x) aga maatriks
(maatriksfunktsioon).

2. Maatriksfunktsioonidele, nagu vektorfunktsioonidele-
gfl(vt. ptk. III, § 5.1), kanname iile lineaaralgebra tehted
(s. t. maatriksite liitmise ja korrutamise omavahel, skalaa-
riga korrutamise jne.) ja mOned analiilisi mdisted ja tehted.
Néditeks me iitleme, et maatriksfunktsioon on pidev, kui kdik
tema elemendid on pidevad funktsioonid. Analoogiliselt:
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maatriksfunktsioon A(x) = (au(x)) on diferentseeruv, kui
kGik tema elemendid on diferentseeruvad; sealjuures definee-
rime A(x) tuletise kui maatriksfunktsiooni A'(x) =
= (a.;.j(x)) « Maatriksfunktsioonide jada Lk(x) = (ali“.j(x))
(k = 0,1,2,...) koondub iihtlaselt, kui vastavatest elemen-
tiflest moodustatud jadad G{J (x) (k = 0,1,2,...) koondu~-
vad iihtlaselt jne,

Kui A(x) ja B(x) on pidevalt diferentseeruvad maat-
riksfunktsioonid, y (x) aga pidevalt diferentseeruv vek=-
torfunktsioon, siis :

[Ax) + B(x)]' = A'(x) + B'(x) ,
[a@Bm@]'
[A(x) y(x)l'

A'(x)B(x) + A(x)B'(x) ,

A'(x) y(x) + A(x)y'(x) =

‘Jéttes esimese ja kolmanda seose t3estuse lugeja hooleks,
tOestame teise. Olgu A(x), B(x) ja C(x) = A(X)B(x) ele-
mentideks vastavalt aij(x) ’bij(x) Ja °1J(x) (L 3nl 2 s
Maatriksite korrutamise reegli kohaselt

n
cij(x) = Z ‘ik(x)bk.‘)(x) ’
k=1
millest

n n
o] 4(x) = gl 8l (X0 () + kglaik(x)bia(x) '

\
Viimase vdrduse vasakul pool on C'(x) = [A(x)B(x)} ele-
ment, kuna aga paremal pool on esimeseks liidetavaks para=-

Jasti A'(x)B(x) element ja teiseks liidetavaks A(x)B'(x)
element, m.o.t.t.
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Maatriksi A = (a“)(i,j = 142.00eyn) normi |A| de~’
fineerime kui elementide absoluutvéédrtuste sn-As1

""Zn_“u‘ y

i,J=1

Olgu A ja B maatriksid, € =(C14Cppee+9Cp) vektor, A
aga reaalarv, Jidtame lugeja tJestada, et
A + Biglal +IBI ,
aBl<(all B,
laglslal 1€,
lAAl =1Mlal .

Néitena tdestame vaid kolmanda vérratuse. Vektori
n n n
AQG= (zaljc;j' Z‘ZJCJ""'Z%JC’J)
=1 J=1 J=1

normiks on definitsiooni kohaselt (vt. ptk. III,§ 5.1) kom—

ponentide absoluutvéddrtuste summa, s. t._

n n n n n
Ol g ,g_l‘u‘:a“é Eﬁa“%'snglm‘ S

n
=|a lc, I€]|a ¢, |=1{allC aUetats
|4] mex 1cyi<| |gll gl =lallel, =
0
Me liitleme, et maatriksfunktsioonide rida k% Ak(x) on

N
16igul [a,b] majoreeritav arvreaga Z Ny » kui
k=0

max IA(x)lS (E 230,352 50 50 ) u
a<x<sb 3 ’qk T

—_—

Juhul, kui maatriksi A

elemendid on kompleksarvud,
defineerime normi (A |

kui elementide moodulite summa.
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Welerstrassi teoreem kandub lile ka maatriksfunktsioonidele
(pdhjendada!): kui maatriks‘fu.nktsioonide rida on 13igul [a,b)
majoreeritav koonduva arvreaga, siis koondub see iihtlaselt
13igul Ia,b]. Analiiusi kursusest kandub ilile ka teoreem rea
liikmeti diferentseerimisest (pdhjendada!): kui maatriks-
funktsioonid Ak(x) (k 2 030:2¢<09) 00 pidevalt diferent-

seeruvad ning read Z A (x) = A(x) ja Z 5(x) = B(x)
k=0 k=0
koonduvad iihtlaselt, siis B(x) = A'(x) .

Enamus siin maatriksfunktsioonide kohta Oeldust leiab

rakenduse alles jdrgnevates paragrahvides.

3. Paneme tdhele, et iga x €(a,b) asub iihtlasi teata-
vas 13igus [al,bl] C (a,b) . Seetdttu: kui mingi funktsioon
on médratud igal 13igul [al,bll C(a,b), siis on see funkt-
sioon méddratud kogu vahemikus (a,b) ja teoreemi 1 t3es-
tuse 13puleviimiseks piisab jargmise lemma kehtivuse ndita-
misest:

Lemma. Kui siisteemi (1') kordajate maatriks A(x) ja
vabaliikmete vektor g(x) on mddratud ja pidevad 13igul
[al,bll, siis on selle vdrrandi iga lahend jatkatav kogu
13igule [a,,b,].

T3estus. Olgu (xo,yo) suvaline punkt, sel-
line, et a1< xc'<bl . Vaatleme ristkiilikut R :

o
Ix - x ¢, | Y-y " |<Pp,
kus ol = min{xo = Wepibi = xok ; [ védrtuse fikseerime hil-
Jem. Lahendi olemasolu ja iihesuse teoreemi tdestusest teame
(vt. ptk. III, § 5), et l&bi punkti (xo,y°) kulgev inte-
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graalkdver on mddratud 13igul |x - x,|<h , kus

h = min {o(,, —p—}, M= max | A(x)y + g(x)l.

¥ (x,y)€R
Hindame suurust —%— . Punktsioonid |A(x)| =
n n
= E |aij(x)\ ja |g(x)l = Zlgi(x)l kui pidevad funkt-
j:l izl v
sioonid 13igul [al'bl] on sellel 13ipul tdkestatud:
la) | <uyy 191 € 0,y

Kuna A(x)Y + Q(x) = A(x) (Y - ¥°) + A)Y° + §(x) ,
siis (x.y)GR korral
ax)y + g€ AGI Y -yolelaClly °| +1g ()<
< uWp o+ uly°l e n,,
s. t. ML MP o+ u1|y°| + 4, Jja
25 B .
u P+ MyTle M,

Ristkiiliku R m33tme [ -suurendamine toob endaga kaasa ka

arvu M suurenemise. Kuid piirprotsessis [P -—=oo liheneb

viimase vdrratuse parem pool positiivsele suurusele -li_ .

Jirelikult kiillalt suure [ korral —%— 2 —f— i edas-
pidi loemegi, et P on selliselt fikseeritud. Méile on vé-
ga tahtis, et suurus § = —2%]-. el s3ltu mingil viisil punk-
ti (xo,yo) valikust - see punkt oli meie arutlustes su-
valine,

Niisiis on iga (xo,yo) korral seda punkti 1l&biv la-
hend méddratud 13igul | x - x,|&h , kus
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h = nin{d,,—g-} = min(x -a ,b - o,-g—};min{xo—a ,b -xo.mlq}. '
Viimast tulemus't saame t3lgendada nii: iga lahend on jatka-
tav (vasakule 'Ja paremale) kas 13igu [al,bl] otspunktini
v31i kui see ei vii vélja 13igust [a,,b,], véhemalt suuru-

L v3rra. Seda lauset korduvalt rakendades veen-

se § =
dumegi, et iga lahend on jétkatav kogu 13igule [a;,b,}. Lem-

ma on tdestatud.

§ 8. LINEAARNE HOMOGEENNE DIFERENTSIAAL~-
VORRANDITE SUSTEEM.

1. Olgu lineaarse homogeense diferentsisalvdrrandite
slisteemi

y;. = ‘11(x)71 + aiz(x)yz + e * ax:m(z)yn (1=1;2,..430)
kordajad .'13(:) (1,3 = 1,24¢..,0) médratud ja pidevad
vahemikus (a,b) . Vektorsfimboolikas on see siisteem esita-
tav kujul :
y=axy, (1)
kus A(x) on kordajatest moodustatud maatriks.
0lgu vektorfunktsioonid

y" = (y,i..yé....,yf;) (V1 2, a1 (2)

siisteemi (1) erilahendiks, s. t. (yb' = Ayl . siis

n
on siisteemi (1) lahendiks ka vektorfunktsioon y =Zciyi.
ial
kus 01’02""'011 on suvalised konstandid. Tdepoolest,
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n i n ; n n
(22 cyyt) =2 oy = 12_; cax) yt - A(x)EO’.y"

izl i=1

&Ootot;
Kuna Y avaldises on n suvalist konstanti, siis v3ib loo=-
ta, et ta teatud tingimustel on silsteemi (1) fildlahendiks,

n

Allpool ndemegi, et Y= S O, y' on 1dlahendiks, kui
i=1

vaid erilahendid ¥y 1. yz...;.y" on linesarselt s3ltuma-

tud jérgneva definitsiooni n&hol.

Vektorfunktsioone y y .....y w
sarselt s3ltuvateks vahemikus (a,b), kui leiduvad “111-
sed konstandid o ;,5pe0ey %y mis ei ole korrega nul-
114, et kehtib samasus

ol W l(x) + oL, ¥2(x) + 0o + X, YE5(x) B O (acx<d).
1Y 2Y xY

Eui viimene samasus kehtid vaid ot -d2' = ...mly =0
korral, siis vektorfunktsicone ¥ ,yZ...,y* nimetatar-
8¢ lineaarselt s3ltumatuteks vahemikus (a,b) .

Erilahendite (2) 1linesarse s3ltuvuse v3i s3ltumatu-
se kontrolliks defineerime nn, Wronski determinandi

71(x) @) oou 0
7%(8) é(x) see ’g(x)

WW(x) = v

R RN RN RN RN

PR ACIIIR <03

mille 4i-ndaks veeruvektoriks on y 1
Teoreem 1. Kui erilahendid (2) on lineaarselt s3ltu-
vad vahemikus (a,b), sils W(x) =0 (a €x<b) . Kul
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erilahendid (2) on lineaarselt s3ltumatud vahemikus (a,b),
sils W(x) # 0 iga x € (a,b) korral.

T3estus. Oletame, et vektorfunktsioonid (2)
on lineaarselt sdltuvad vahemikus (a,b), s. t. leiduvad
sellised konstandid dl.ota,...,et.n(\ﬂ&ll Hol 4o tlot | # 0),
et

dlyl(x) - dayz(x) + cee + etnyn(x) =0 (a<x<b) .

Kirjutame selle samasuse komponentide kaupa:
txlyi'(x) + olayi(x) + cee + d.nyZ(x) 0 B TR T RS TY

Viimaseid tingimusi t3lgendame nii: lineaarsel homogeensel
algebralisel v3rrandisiisteemil on olemas mittetriviaalne la-
hend s LopeeasUy o Jédrelikult on iga x € (a,b) kor-
ral siisteemi determinant v3rdne nulliga. Kuid siisteemi de-

. terminandiks on parajasti W(x) . Niisiis W(x) = 0 iga
x €(a,b) korral. Teoreemi esimene vidide on tdestatud.

Olgu niifid erilahendid (2) lineaarselt sdltumatud vahe-
mikus (a,b); me peame nditama, et W(x) # 0 iga x€(a,b)
korral, Oletame vditevastaselt, et teatava xoe(a,b) kor-
ral I(xo) = 0. Moodustame homogeense v3rrandisiisteemi

olq9pgeseycty suhtes:
X TI(E,) +ooTA(X,) + eee #0FH(x ) = 0 (4 = 1,2,...,0).

Kuna siisteemi determinandiks on I(xo) ja meie oletuse ko-
haselt W(xo) = 0, siis on sellel siisteemil mittetrivi-

aalne lahend 0—1.1, Apyeony Selle, et &.l,iz,...,&n

n -
on siisteemi lahendiks, v3ime vektorsiimboolikas kirjutada nii:
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J8 hastl @ u

- b ¥ = 2 = n

XY (x) +o,y (x) + oo+ y(x))=0; (3)
lahendi mittetriviaalsus tédhendab, et

IS¢l + 1,0 + .00+l | #0., 3

Vektorfunktsioon

e LR 3 = 2 = n

Y=,y + A7+ .00 + XY

’

on ka diferentsiaalvdrrandite siisteemi (1) lahendiks. Tin-
gimuse (3) t3ttu g(xo) = 0 , Kuid sama algtingimust ra-
huldab ka siisteemi (1) lahend y = 0 . Lahendi iihesuse
t3ttu iihtivad need kaks lahendit kogu vahemikus (a,b) :

S ¥l + H,y%00 + .0+ X yR(x) 20 (a<x<b) .

Eoos tingimusega (3') tdhendab viimane samasus, et erila-
hendid (2) on lineaarselt s3ltuvad vahemikus (a,b), mis
on aga vastuolus meie eeldusega. Vastuolu tekkis oletusest,
et W(xo) = 0 . Jérelikult W(x) # O iga xe(a,b) kor-
ral. Teoreem on tdestatud.

Teoreemi esimese osa tJestuses me ei kasutanud kusagil
asjaolu, et vektorfunktsioonid (2) on siisteemi (1) erila-
henditeks, ja see vdide kehtib mistahes vektorfunktsioonide
korral. Teoreemi teine osa on seevastu 3ige ainult siis, kui
vektorfunktsioonid (2) on siisteemi (1) erilahenditeks, N&i-
teks on n = 2 korral vektorfunktsioonid ¥y = (x,0) ja

y° = (x%,0) 1lineasrselt s3ltumatud (kontrollida!), kuid

x =

W(x)= 0.,

(Teoreemi 1 pdhjal ei saa need vektorfunktsioonid olla line=-
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aarse homogeense diferentsiaalvdrrandite siisteemi erilahen-
diteks.)

2. Kul n~jlirku lineaarse homogeense diferentsiaalvdr-
rendite siisteemi (1) n erilanendit y',y°,...,y" on
lineaarselt s3ltumatud, siis deldakse, et nad moodustavad

erilahendite fundamentaalsiisteemi, maatriksfunktsiooni
| @) 2@ ... P

Y ) yg(x) y’g(x) oo fzi(x)

Yo(x) F2(x) .ee FR(X)

aga nimetatakse fundamentaalmaatriksiks., Fundamentaalmaat-

riksi veeruvektoriteks on erilahendid yl, yz...., yn (kus-
- Juures on oluline, et need erilahendid oleksid lineaarselt
s3ltumatud). Kuna detY(x) = W(x) Ja teoreemi 1 pdhjal
W(x) # O kogu vahemikus (a,b), siis fundamentaalmaatriks
on kogu vahemikus (a,b) regulaarne1 ja eksisteeridb pdord-
maatriks Y'l(x) .

Kas siisteemil (1) on iildse olemas n s3ltumatut eri-
lahendit? Teiste s3nadega, kas fundamentaalmaatriks Ja eri-
lahendite fundamentaalsiisteem eksisteerivad? Sellele kuai-
musele vastamiseks valime suvaliseks konstantseks regulaar-
seks maatriksiks C = (Ci,j) ja v3tame vaatluse alla selli-
sed erilahendid (2), mis rahuldavad algtingimusi

1 Meenutame, et maatriksit C "nimetatakse regulaar-
seks, kul det C # 0 .
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yi(xo) Cu.yé(xo) = 012....,%1!(:0) = Cyp »

5iis w(xo) = det C # 0 Ja teoreemi 1 pdhjal ongi erilahen-
did (2) lineaarselt s3ltumatud. Niisiis on nﬂstoeﬁil (1) ise-
i 13pmata palju fundamentaalmaatrikseid ja erilahendite fun-
damentaaslsiistceme: erinevatele regulaarsetele maatriksitele
¢ vaustavad erinevad fundamentaalmaatriksid (sest konstrukt-
asiooni pdhjal Y(xo) =0

Teoreem 2. Moodustagu siisteemi (1) erilahendid yl,ya,...
....yn fundumentaalsisteemi ja olgu Y neile vastavaks
fundumentaalmeatriksiks. Siisteemi (1) iildlahend avaldub siis
kujul

n
Y- Z ciy' (4)
i=1
Ja
y-Yec¢, ")

kus Cl'c.?""'-cn on suvalised konstandid, C = (C11Cnyee0rGy)
aga suvaline konstantne vektor.

T 3de s t-us . Paragrahvi algul me juba veendusime,
et vektorfunktsioon (4) on siisteemi (1) lahendiks. On vaja
niidata, et ta sisaldab k3iki siisteemi (1) lahendeid.

0lgu g(x) siisteemi (1) erilahendiks ja (xo,yo) min-
gl punkt, mida see lahend libib., Kui mcil 3nnestub méérata

a A n A i
konstantide C; védrtused C; nii, et ka Yy = 2 G,y
i=1

kulgeks 1dbi sama punkti (xo,yo), siis lahendi iihesuse

~ N
t3ttu y (x) = y (x), B. t. vektorfunktsioon (4) sisaldab

e =0 e



erilahendit ¥ (x) . Libi punkti (x,, Y°) kulgemine ta-

> Gyt -y°.

A=l

hendab, et

Kirjutades selle tingimuse védlja komponentide kaupa, saame

C19C5ye..,C  'mddramiseks v3rrandisiisteemi
Clyi(xo) + Czyg(xo) $loo #0235 (3=142,.0040) ‘

mille determinandiks on W(xo) . BSee siisteem on iiheselt la-
henduv, sest teoreemi eelduste kohaselt W(xo) # 0, Niisiis
on konstantide sobivad vadrtused 81 uheselt mdaratavad ja H
lahend (4) sisaldab vaadeldavat erilahendit ii (x) , viima-
se suvalisuse t3ttu aga ka kdiki siisteemi (1) erilahendeid.
Me oleme tdestanud, et vektorfunktsioon (4) on siisteemi
(1) ildlahendiks. Komponentide kaupa vélja kirjutatult on
ildlahendiks:

yizclyi-tczyi'ﬁ cee +Cnfi (181'2.ooo,n) .

Analoogiliselt on esitatav (4'), kui me kirjutame ta kompo-
nentide kaupa. Seega on (4') lihtsalt (4) teiseks kirjutus-
viisiks ja esitab samuti iildlahendit. Teoreem on t3estatud.
~Lihtne on néha, et silisteemi (1) fundamentaalmaatriks
Y(x) rahuldab tingimust Yl(x) = A(x)Y(x) . (Kirjutage
vasaku ja parema poole 1i-s veerg ja veenduge, et nende
vdrdsuse tingimus tdhendab, et \{(i) i-s _ veerg }[1 on
siisteemi (1) erilahendiks,) Seetd3ttu v3ime fundamentaalmaat-
rikseid defineerida ka kui maatriksdiferentsiaalvdrrandi




Y- amY (5)

regulaarseid lahendeid (piisab nduda, et det Y'(x) £0
kasv3i ilihes punktis xoe(a,b) , = 8iis teoreemi 1 pdh-
jal det Y(x) # 0 kogu vahemikus (a,b)) .

Teoreem 3. Kui Y (x) on siisteemi (1) fundamentaal-
maatriksiks, siis on mistahes konstantse regulaarse maatrik-
si c‘. korral siisteemi (1) fundamentaalmaatriksiks ka Y(x)c:

T3estus . Samasust Y'(x) = A(x)Y(x) korruta-

me paremalt maatriksiga c:
Y €=a Yo

Kirjutades saadud samasuse ilimber kujul (Y(x)e)' =

= A(x)(Y(x)d.) , néeme, et Y(x)cl on maatriksdiferentsi-
aalvdrrandi (5) lahendiks; Y(x)c. on regulaarne, sest
Y(x) ,ja‘ O‘t on teqreemi eelduse kohaselt ztegulaarsed ja
regulaarsete maatriksite korrutis on regulaarne. Teoreem on
sellega tdestatud.

Mirgime, et éY(x) tildiselt ei ole fundamentaalmaat-
riksiks.

Juhime 13puks tdhelepanu faktile, et kuigi siisteemil (1)
on 13pmata palju fundamentaalmaatrikseid, on iga fundamen-
taalmaatriksi abil v3imalik taastada silisteemi, mille funda-
mentaalmaatriksiks ta on. Tdepoolest, korrutades samasuse
Y'(x) = A(x)Y(x) m3lemat poolt paremalt maatriksiga
Y"l(x) , Saame

[
A =Y Y .
Seega médrab fundamentaalmaatriks iiheselt siisteemi (1) kor-

s



dajate mesatriksi A(x) , koos pellega apa ka siisteemi (1),

m,0.tet.

§ 9. LINEAARNE HOMOGEENNE KONSTANTSETE KORDAJATEGA
DIFERENTSIAALVORRANDITE GUSTEEM (MONED
ARVUTUSSKEEMID).

1. Vaatleme lineaarset homogeenset diferentsiaalvdrran-

dite siisteemi

yi = 8y9) * 84575 + ceo 4+ 845 L= Lol CH)
mille kordajad 8y (4,3 = 1,2,...4n) on konstantsed. Korra-
tes selle siisteemi jaoks ptk.III, § 2.2 analoogilised arutlu-
sed (teha sedal), veendume, et siisteem (1) on {ildiselt taan-
datav {ihele konstantsete kordajatega lineaarsele homogeense-
le diferentsiaalvdrrandile

(n) §n-1) e

10+ QY cee + Q4 yi + Q7 =0, (2)

kus juures Toseees¥y avalduvad ¥y Ja Belle tuletiste kau-

du lineaarselt:

(n-1) \
Ty = Pyo¥1 *PyTL + eee # Py 77 G Ziison)s

(3
kus Pid on mingid konstandid. V3rrandi (2) lahendid aval-

duvad kujul
JLax
C £ R
v31 {ildisemalt, kui v3rrandi (2) karakteristlik viéirtus vka
on m-kordne,

e




= B A X A X
¥y = P1;@ J + poxe J + eoe +phx‘"]'e J .
Kuna viimaste avaldiste tuletised on sama tiilipi avaldised
(muutuvad ainult kordajad), siis (3) pdhjal avalduvad ana-

loogiliselt ka Toreees¥p ¢
)»Jx
ot BhE s B« (4)

vdi

Ao X Kax AX
Jq = Py3° J + PyoXe J + ...¢pmxm'le J (11,25, 040 )0

4')
Kui me leiame v3rrandi (2) iildlahendi, siis on seoste (3)
abil lihtne moodustada siisteemi (1) iildlahendit.
Nédide 1. y' =z, z' = -y . Diferentseerime esimest
virrandit ja asendame z' teise v3rrandi pdhjal: y" + y=0.
siit

y=Clcosx+Caainx

ja esimese vdrrandi pdhjal
s =y =-clsinx+02cosx.

Koos esitavad y Jja 2z avaldised siisteemi {ildlahendi.

2, Niiid, kui me teame, millisel kujul otsida v3rrandi-
siisteemi (1) lahendeid, anname arvutuseeskirja, milles ei
mutata iihele vdrrandile tsandamist, Uurime, millist tin-
gimyst peavad rahuldama A ja kordajad pys et (vrd. (4))

yi = pie)\'x (i = 1.2.....11) (5)
oleks siisteemi (1) lahendiks. Asendame need avaldised siis-
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teemi (1):

.A.ple‘)‘x = (8),P) + 8)5P5 + -«. + 87D ) e X ;
A

J\,pze'x'x = (aalpl + 85505 + .ou + °2npn) o Ei

.X,pne‘kx = (8 Py + 8,P5 + o0 + 8 D) e'A'x S

A

EKorrutame samasused e~ x-—ga ja toome k3ik liikmed iihele

poole:

(ay -.)\,)_pl + 8,5D5 + 400 + 8D =

[l
o
-

85Pp + (850 .)\.)pz + .o +85p =0,

BT g T L e 2 Rt et e e (6)
89Dy + 8 oDp + ee + (am,-.k)pn =0,

. Me saime PysPosecePy méédramiseks lineaarse homogeense al-
gebralise vdrrandisiisteemi. Kuna meid huvitavad ainult siis-
teemi mittetriviaalsed lahendid, peame ndudma, et siisteemi
determinant oleks vdrdne nulliga:

all-—.k a), S
a5y ay,- 2 " a5

=0. ?)
anl &112 PR ann-A

Viimase tingimuse vasakul pool on n-astme poliinoom A suh-
tes. Jarelikult on v3rrandil (7) n (reaalset v3i komp-

leksset) lahendit W\ 1 Nreeey A
olla ka omavahel v3rdseid.,

n » millede hulgas v3ib
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V3rrandit (7) nimetatakse siisteemi (1) karakte -
ristlikuks v3rrandiks, selle lahendeid
A psAhoyeeayh | aga siisteemi (1) karakteristlikeks véirtus-
teks., V3ttes siisteemis (6) WM = J»J , saame leida selle

siisteemi mittetriviaalse lahendi pi,pg,...,pg ja (5) annab

siisteemi (1) erilahendi yj :

A XX
ERE A P R L N BT Rt

Oletame, et karakteristlikud véédrtused \Xl, *2,...,)\':‘ on
k3ik iihekordsed, s. t. nende hulgas ei ole omavahel v3rdseid.
Sellisel juhul saame iilalkirjeldatud viisil moodustada n

~» /

erinevat erilahendit

Ax A 1x 1 M
yl = (pie 3 ’ p%‘ v---an ) v
L R A A
y2 = (Pio 21' Pge 2x|'0°'Pn 2x
(8
x A x A =
yn = (p§° - ’ Pge vu-'Pn )

Nditame, et nad moodustavad erilahendite fundé.mentaalaﬁstee-
mi siisteemi (1) jaoks. On ;aja kontrollida vaid, et need eri-
lahendid on lineaarselt sdltumatud. Selleks uurime, kas sa-
masus k

cLlyl + d.zyz + cee # eLnyn =0
saab kehtida juhul, kui mdni kordajatest ot 3 # 0. Kirju-

teme selle samasuse i-ndate komponentide jaoks:

X s N
Moy > A x
%9 P1® = "szie + eeo + oL Die Bowe,

)tlx Xax A gx
Kuid funktsioonid e y @ 9 seey © on lineaarselt

205 =



sdltumatud (vt. ptk. II, § 3 art. 2), seetdttu on k3ik kor-
dajad viimases samasuses v3rdsed nulliga:
ujpif 20 U, a0 . .0,

Iga j korral on vdhemalt iiks arvudest pg (=" D)
nullist erinev, sest vastasel korral oleks meil tegemist siis-
teemi (6) triviaalse lahendiga. Jarelikult otj =0 —ipa
j =1,2,...,n korral ja erilahendid y!,y?,...,y* on
linesarselt s3ltumatud, m.o.t.t.

= A\l L]

Naide 2. ¥y % Ty A AY5s35 = Bt Vo Karakteristli-
kuks vdrrandiks on

1-A 4

a8 Ak A- ook i
D

karakteristlikeks vidrtusteks )\1 =-1 ja A, =3 . Nei-
le vastavad erilahendid kujul yl = (pie"x,p;e°x) ja yz =
= (pieax,pSQBI). Siisteem (6) kordajate leidmiseks on antud

Juhul jérgmine :

{(1-)»)p1+4p2=0.
p1+(1—v\)P2=0.

Paneme téhele, et A = )‘l Jja A= .)\2 korral on siistee-
mi v3rrandid teineteisest s3ltuvad, sest siisteemi determi-
nant on siis vdrdne nulliga ja me v3ime iihe v3rranditest,
nditeks teise, kdrvale heita., Niisiis peavad p; Ja pé ra-
huldema A = A, = -1 korral ainsat tingimust 2pl + 4p} =0,
millest, v3ttes pi =1, leiame, et pé = = 1/2 , Esimeseks
erilahendiks on seega

< g &



y= % -3 e™

Analoogiliselt leiame, et karakteristlikule vairtusele W\ ,=3
vastab erilahend

2
V= (3%, % ) .
Sisteemi {ildlahendiks on Yy = C;y' + C,y° ehk, komponen~

tide kaupa védlja kirjutatult

¥ = Cle"x + cZeBx ¢

Yo = - % Cle'x + 0203! .

3. Kui kompleksne vektorfunktsioon Yy = WU+ iV (1 - ima-
ginaariihik) on lineaarse homogeense diferentsiaalvdrrandite
sisteemi y's= A(x)y lahendiks, siis on lahenditeks ka
reaalosa WU ja imaginaarosa W . T3epoolest, kirjutades sa-
masuse (MU + 1V)' = A(x)(M+ iV ) iimber kujul &' + iy'=
= A(x)UW + iA(x)V , saame kompleksarvude v3rdsuse definit-
siooni kohaselt samasused W'z A(x)W i AP,
m,o0.t.t.

Eelmises punktis tehtud arutlused ei sJltunud sellest,
kas karakteristlikud védrtused on reaalsed v3i komplekssed.
Vaatleme niiid ldhemalt komplekssete karakteristlike vaidrtus-
te juhtu., Olgu néditeks 'A'l kompleksne:

A= +ip (p#AO).
Siis A\ = Al korral on ka siisteemi (6) lahend kompleksne:
p§= .+ 48, (k = 1,00040) ; 9
)xl-le vastavaks siisteemi (1) erilahendiks (vt. (8)) on

-9 =



(= in)l

y'a((5+i8)e o prg A uady) ¢

Eraldame komponentides reaal- ja imaginaarosa:

(@0i[§)! )

(+ifd)x

('fk +i8 e = ('ﬁ'kdsk)qq‘ (cospx + isin[bxr\ =

. A%
2" (g cosPx - 8, sinpx) +ic (8 cospx+ ¥y sinpx).
1 1 1 4
EKoos sellega saame ka y kirjutada kujul y =W +iv, kus

“1-(('3‘1 cospx —S‘Gin(sx)edx, eer s (Pncospx —8,,sin[5x)0d‘ ) 2

Vl =( (8, cospx + Ls'\npx)e“l, S s cospx + 3, sinpx)?‘x 3.

Niisiis vastavad komplekssele karakteristlikule véirtusele
Aj = o +1p keks resalset erilahendit Ul ja w1l .
Reaalsete kordajatega algebralise v3rrandi (muuhulgas
ka karakteristliku v3rrandi (7)) komplekssed lahendid esi-
nevad teatavasti paarikaupa kaaskompleksidena. Eii'on koos
.Al-sa karakteristlike védrtuste hulgas ka tema kaaskomp-
leks A, = o - 1p . Kui v3tame siisteemis (6) \ =y
asendame otsitavad Py lahendiga (9) ja leiame seejérel
siisteemi v3rranditest kaaskompleksid, nieme, et karakterist-
likule véértusele 5\1 vastab siisteemi (6) lahend, mis on

kaaskompleks (9)-st:
fr= Bp-18." (xal2,..n).

Jérelikult vastab W\ -le siisteemi (1) kompleksne erilahend

(& 181)e(°‘ i )x,...,(xn = 1sn)°(u g )

Jatame lugeja kontrollida, et selle lahendi reaal- ja imagi-

-8 =




naarosa annavad meile taas eespool juba leitud erilahendid
ul Jja -V ke :

Seega ei ole kompleksse karakteristliku véddrtuse korral
vaja leida md3lemale kaaskompleksile vastavaid (kompleksseid)
erilahendeid, vaid piisab leida nendest ainult ilkks ja eralda-
da sellest seejdrel reaal- ja imaeginaarosa,

Naide 3. y)'_ = =7y1 *+ Yo yé = -2y1 - 5%, Analoogili-
selt eelnevale nditele leiame, et A, =6+ 1, A, = -6-1
Ja et A 1-le vastavaks kompleksseks erilahendiks on

y= (e(_&'i)x . (1+1)é(-6+i)x) ehk § = yl+ 1,2.

kus
y Y. (e'sx cos x, e'ﬁx(coa x - 8in X)) ,
2

y

Sisteemi ildlahendiks on Y= clyl + cayz ehk

= (6~%% sin x, e~®%(cos x + sin x)) .

»

¥ = e'sx(clcos x +C, sin x) ,

¥, = 0% [¢,(cos x - s1n x) + Cy(cos x + sin x)].

4, Juhul, kui siisteemi (1) karakteristlike vddrtuste
‘}‘I’AZ""’An hulgas esineb kordseid, ei ole eelmises ka-
hes punktis kirjeldatud viisil v3imalik leida n sdltumatut
erilahendit.

Olgu siisteemi (1) karakteristlik vaddrtus )‘J m-kordne.
On vaja leida m 1lineaarselt s33ltumatut erilahendit, mis vas-
taksid sellele karakteristlikule védrtusele W\ i Neid on
hea leida jérgmiselt: me asetame avaldised (4') siisteemi (1)

Ja méddrame seejédrel kordajad pi,j nii, et silisteem oleks ra-
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huldatud. Mdrgime tdestuseta, et selliselt jdévad méérama-
tuteks parajasti m kordajat (nad v3ivad omandada suvali-
sl véértusi), llejddnud kordajad aga avalduvad nende kaudu,
Andes médramatutele kordajatele arvulisi védértusi, saamegi
m sdltumatut erilahendit. Kuidas sooritada praktilisi ar-
vutusi, see selgub jérgneva néite varal.

Néide 4. yi -yt 12.72' % =¥y & 43'3.7; =y =%, .
Vektorsiimboolikas on see siisteem kirjutatav kujul y': Ay,
kus y = (y3,72,73) »

-1 1 0
A= 0O -1 4&41.
1 0 -4

Jédgu lugeja arvutada, et karakteristlikeks viddrtusteks on
Ap=0,A,= A 3 = -3 ja et iihekordsele karakteristli-
kule vélirtusele A, = O vastab (konstantne) erilahend
yl = (8,4,1) .
Kahekordsele karakteristlikule véirtusele W, = W\ 3=-3
vastavaid lahendeid otsime kujul (vrd. (4')) Y =P e X 4
+ qn-on kus P‘ (P10P20P3)p q’= (qllq29q3) . Asen-
dame siisteemi ja teisendame:
EPe e qm 7 - apeT e qu,
-3Po"3x + c‘vo'k - 31:."3! = o‘BxAP + n'kAq .
e [(a+30)p - q +x(a+3E) ql=0:
(B on @hikmaatriks), Viimane tingimus on samasus % sub=

tes parajasti siis, kui
- 8D -



(A+3E)$=0. (A+3E)P=q.
Seega 1: (ql,qz,qB) peab rahuldama vdrrandisiisteemi
2q; + qp =0, 29, + l+q3 =0, qy - Q3 = 0, (10)
P = (P10P2'P3) aga siisteemi
2P1 * Ps T Oy¢ 2P2 + ""PB =859 Py = P3 = Q3 FRCRD)
Siisteemis (10) on teine v3rrand sdltuv esimesest ja kolman-
dast ja me leiame, et
Q3 i LR L -2‘11 .
Asendades a3 ja gy leitud védrtused siisteemi (11), saab
esimene vdrrand s3ltuvaks teisest ja kolmandast ja me heida-
me ta kdrvale; iilejddnud kahest v3rrandist leiame, et
Bp-= Dy G1a P2=-2P3-ql-
Niilid on meil k3ik kordajad avaldatud kahe m#&ramatu kor-
daja p3 Jja 9 kaudu.

Va3ttes p3 =1, ql = 0, leiame pl = 1, p2 = —2. qz -
=qy = 0 Jja neile vastava erilahendi

ya - (e-Bx’ _23-3::. .—31) =
Vdttes Py =0, q = 1, leiame p; =1, p, = -1, g = =2,
q3 TP N
y3 = (673% 4 x073%, 073X _ 25¢™3%, xe7 %) ,
Siisteemi iildlahendiks on y = Clyl + Caya + 03y3

ehk
= 4C -3x c -3x
¥, = 40 + Cpe + C5(1 #x)e ’

Y e



Yo = 40, - 202‘-31 - C5(1 + 2x)e %,

y3=0p + (:‘.29'3x + c3::e'3x %

Juhime tédhelepanu asjaolule, et otsides siisteemi (1)
m-kordsele karakteristlikule védrtusele )‘3 vastavaid la-
hendeid kujul (4'), v3ib juhtuda, et k3ik pealiikmete korda-
jad vdrduved nulliga: p;, =0 (i =1,2,...,0) ja me saame
erilahendid, milles x aste on madalam kui m -1 . (Selline
olukord saab esineda, kui siisteem (1) ei ole taandatav iihele
kdrgemat jérku vdrrandile.) V3ib koguni juhtuda, et nullist
erinevateks osutuvad ainult kordajad p,, {3 =1, 200 a0
s, t. siisteemi (1) erilahendid avalduvad kujul (8) sellest
hoolimata, et karakteristlik véirtus WA j on kordne, Nilteks
sisteemil y; = O (i = 1,2,...,0) on n-kordne karakterist-
lik vésirbus A; = A, =...= A =0, Kkuid erilahendite
fundamentaalsiisteemiks on ,1 = (1,0,0.440) , Y2 =
= (0y1500040) 5000y Y = (0,0400041) &

Juhul, kui kordne karakteristlik viéértus on kompleksne,
toimime samuti kui {ihekordse karakteristliku vé#rtuse puhul:
leiame iihele kaaskompleksidest vastavad (komplekssed) erila-
hendid ja eraldame nendest seejérel reaal- ja imaginaarosad,

B



§ 10. LINEAARSE HOMOGEENSE KONSTANTSETE KORDAJATEGA
DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMI FUNDAMENTAAIMAATRIKS
JA ERILAHENDITE FUNDAMENTAALSUSTEEM.

1. Védlja arvatud iihekordsete karakteristlike vidrtuste
Juhtum, jéi eelmises paragrahvis rangelt pdhjendamata, mil-
line on lineaarse homogeense konstantsete kordajatega dife-

rentsisalvdrrandite siisteemi

y-1y @
erilahendite ‘undamentaalsiisteem. Selle 1liinga k3rvaldame
kdesolevas paragrahvis.

Enne jédrgnevate ridade juurde asumist soovitame luge-
jal meenutada fundamentaalmaatriksi kaht definitsiooni ja
veel kord hoolsalt ldbi lugeda ptk. III, § 7.2.

Olgu A konstantne n-jérku maatriks, A* - tema k-s
aste, E = A° -iihikmaatriks. Vaatleme rida

oo Kk oo <k

B g N gy s
k=1 k=0

ol
see on maatriksfunktsioonide rida :E:Bk(x) , milles B, (x)=

kK o :
kit - Talk
.y Maatriksi normi omaduste pdhjal | AS|< [Al* ja

=k

k!

ik e
<

' R i g
k! X! :

Seega on rida (2) igal 13igul | x| < M majoreeritav koondu-
va arvreaga
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|s|+z ke jE{=1 +Z—— =|E}- 1 + MIAL,

k=1 ko - 1

Siit jareldub teatavasti, et rida (2) koondub i{ihtlaselt 13i-

gul |x| <M. Rea (2) summat nimetatakse eksponentmaatrik-

siks ja tahistatakse eXA 3

xA :E:: X A 21y

nimetus ja tdhis tulenevad sellest, et n =1 korral (siis

A on reaalarv) esitab rida (2') eksponentfunktsiooni eAx

astmerida.

Kuna rea (2') liikmed on pidevad ja rida ise koondub

iihtlaselt igal 13igul |x| < M

oA pidev sellel 13igul |x| < M , M suvalisuse t3ttu aga

,, Siis on maatriksfunktsioon

ka kogu reaalteljel -wo<x<o0,

Rea (2') liikmed on pidevalt diferentseeruvad; rea liik-

meti diferentseerimisel saame rea

ix):-lAk s H+1
k:l:-:' :

mis on samuti igal 13igul |x| < M majoreeritav koonduva

) (+1
arvreaga. (nimelt reaga ;E: '?' = IA]eMIA\), ja koon-
=0

dub seetdttu iihtlaselt. Jarelikult esitab see rida eXA tu-

letist:
oSO c2+1 o0 [ z
- - S i p 4 3 & e T
(at) = s L K EEO 1 = Ae .
—0 =\

xA

Nagu ndha, rahuldab e maatriks-diferentsiaalvdrrandit

o B -



Y'= AY ; maatriksfunktsioon e on selle virrandi re-

xA=E Ja dotons

= det E £ 0O . Sellega oleme t3estanud Jédrgmise tulo-uols

gulaarne lahend, sest x = O korral e

Teoreem 1. Lineaarse homogeense konstantsete kordaja-
tega diferentsiaalvdrrandite siisteemi (1) fundamentaalmaat-
riks on Y(x) =

Teoreemi 2 ptk. III, § 8 pdhjal on siisteemi (1) iildla-
hendiks ¥ = ™ C, xus C on suvaline konstantne vektor.
Muuhulgas, 1&bi punkti (o,y") kulgevaks erilahendiks on
yx = eny° . T3epoolest, Y(0) = ok | y° - B’° =,°,
m,o0.t.t.

Teoreemi 3 ptk. III, § 8 pdhjal on iga konstantse regu-
laarse maatriksi C korral siisteemi (1) fundamentaalmaatriks
ka maatriksfunktsioon e‘Ac . Fundamentaalmaatriksi veeru-
vektorid on teatavasti erilahenditeks, mis moodustavad fun-
damentaalsiisteemi. 3eega on siisteemi (1) erilahendite funda-
mentaalsiisteemi leidmiseks vaja védlja kirjutada maatriksfunkt-
siooni e** v3i e*C veeruvektorid (regulaarse maatriksi
C me valime jargnevas.nii, et see vdljakirjutamine oleks v3i-
malikult lihtne).

Meil l&dheb edaspidi vaja jéargmist abitulemust:

Lemma 1., Kui maatriksid B ja C kommuteeruvad (s. t.
kui BC = CB) , siis eP'C = ¢B. o,

TieE LuR Eksponentmaatriksi definitsiooni ko-

haselt

1 Olgu médrgitud, et juhul, kui siisteemi kordajate maatriks

A(x) ei ole konstantne, ei kehti iildiselt analoogiline tulemus,

Sl



o = — e = e

i=0 i =0 at

millest
B™C Z B™C
QB. .c = = X .
Z.:-o M w0 g U
Teiselt poolt, kommuteeruvate maatriksite korral kehtib New-
toni binoomvalem ;

k k! k!
B+o)=>S ——plet. Y ——plcd,

{5 11(x-1)1 fogex 1131

mistdttu

g (B.0)* & 1
.m = E = — Bicd .
k! 13
k=0 k=0 i+j=k

V3rreldes seda eP. .C eespool leitud avaldisega, saamegi

meid huvitava seose eP*C = eBeC . :

2, Meenutame mdningaid m3isteid ja tulemusi algebrast.
Maatriksi A omaviddrtusteks nimetatakse reaal- v3i
kompleksarve A = A j » mille korral virrandisiisteemil
AC = AC on olemas mittetriviaalne lahend © =
= (C14C5ye0e4Cpy) . Maatrikeil A on parajasti n omavidr-
tust A 4, Ayyeeey A p (nende hulgas v3ib olla ka v3rd-
/
seid; naturaalarv n on maatriksi A jérk) ja nad on al-
gebralise v3rrandi

det (A-AE) =0

lahenditeks, Iugeja paneb tdhele, et viimane v3rrand ei ole

AT B




midagi muud kui siisteemi (1) karakteristlik v8rrand (vrd.
(7 § 9)). Niisiis on maatriksi A omavéddrtused parajasti
siisteemi (1) karakteristlikeks védédrtusteks,

Algebra kursuse iiks tdhtsamaid teoreeme véidab, et iga
maatriks A on esitatav kujul A = P '1, kus P on min-
gi régulaarne maatriks, J aga Jadrgmise kujuga maatriks

(maatriksi A Jordani normaalkuju)s

A 81 0. 05sy 0 50
0=y e O case 0 O

o R R R R RN RN R ‘

0 0.0 0.ie N8,y
0 00 Do A

sitn on A 3, A,yee.y A, maatriksi A omavédrtused,

81 =0 v3Li 1 . Tédpsemalt, J on esitatav kastdiagonaal-
maatriksina

J1 (] 2 SRR o

0 J2 ¢ i S o

sevescoesescssssana

0 0% - g,

mille iga kastikese
=t 0 ndes Q50
. 193¢ 2 050
Ay,
(131.2.000 ")

Pecessessssssscsnssene

R e A
1

0% 0 Live il
A

A

i

Ji =
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peadiagonaalil on iiks ja sama (kordne, kui J; Jark > 1)
omaviddrtus ~Adi . kbr@aldiagonaal aga koosneb iihtedest,
Maatriksi A 1iga omavddrtus asub vidhemalt iihe kastikese
peadiagonaalil, v3ib aga asuda ka mitme kastikese peadiago-
naalidel. Kastikene Ji v3ib olla ka esimest jarku: Jy =
= Aji . Néiteks, kui k3ik maatriksi A omavddrtused on
ihekordsed, siis on k3ik kastikesed esimest jérku, s. t. J
on diagonaalmaatriks. (Kuid kastike;ed v3ivad olla esimest
Jérku ka kordsete omavéidrtuste korral - sellisel juhul
vastab kordsele omavﬁﬁrtusele mitu kastikest.)

Vdrreldes J esimese kirjutusviisiga, on niilid konkre-
tiseeritud, millised arvudest & 3 (1=1,2,..0yn-1) on
vdrdsed nulliga, millised iihega.

3+ Kuna (PJP'l)k = py¥p-l (nédidata seda, nditeks in-
duktsiooni abil!), siis

g el =i &(prp~1)k : i * Jk St

=0 k! ko K
“ p(Z —— )pl - peXIp-l
k=0 k!
xA

ning koos maatriksiga e
maatriksiks ka o 'P = Pe™ , Meie 13ppeesmirgiks on vil-

on siisteemi (1) fundamentaal-

Ja kirjutada siisteemi (1) erilahendite fundamentaalsiisteem
- maatriksfunktsiooni

PexJ
veeruvektorid. Selleks peame eelnevalt uurima maatriksfunkt-
siooni XY .
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Ilmselt

J“f 870 aiioud
0 R el
Jk— .o .. .. ’
0 g o da B
mistdttu
i & 5 g e 9
k!
k=0
oo gKgk
0 Z—g 0 Sk e Y 0
a5k gk £ ki
GXJ =Z—= =
k- k! RN Y DR R I NN N N I I ) 3
=0 “xk
0 0 B Z 8
ki
xJ .
e 1 o 0% idop 18
X
o .a = St
0 0 el o

0lgu maatriksi J1 jark Ty . Esitame Ji summana

(1]
Iy = ./\JiEi+E1 3

(k]
Siin on Ey ry-jérku tihikmaatriks, E i ase téhistab maat-

riksit, mille saame ilihikmaatriksist Ei s nihutades peadia-
gonaalil olevad ilhed k koha v3rra paremale (ja kirjutades
mujale nullid), nii et muuhulgas

=88
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Qrides O 0 e 0 B

[1] 0 (o] 1 Qeis O 0 [k]
Ei. = 20 8 Wi o ¥ Sipie b His B 4o arele ’Ei =0 k)rikorml.

UG B < Mo T « MRS » Mo |
O§a "00 .50 "D

(1)
Kuna maatriksid A 3 xE; ja xE;, kommuteeruvad (iihikmaat-
s ¢

riks kommuteerub iga maatriksiga), siis lemma 1 p3hjal

xJ ).xEx:m Ay, XE xz[l]
eize&i+1=ehi.ei.

A xE Aj x
Kuid e # =e i E, (t3estada!) ja me saame
xJ Aj; x xE[l] :
e i = e A e i .
. {1k (k]
Vahetu kontrolli abil veendume, et (Eil% By, (k<,2,...).

1
(x] xE, )
Et aga k2 r; korral EfZ =0, siison e

arenduses vaid 13plik arv liikmeid ning

) ry-2 -1
' g < " x_ x- ‘
LA =201 Tr-DT

reaks-

r.-3 r. -2
7 St = x2 xi xi
[ ] - S (ri-”! lri-ZH
e = "‘E!" =
0 o] 0 0 0 eee 1 x
0.0 0: .0 PP 0 1 il
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Niisiis
r,-2 r.~-1
1 . x2 x3 X 1 X i
'ZT '3"‘ cee '(_'mri- -(—r)-rri_
xa xri-B ri-z
L o R T
xJy Juix
e PP R e e e e e e kE e ek e, e N . . .
LN ] x
v R 0
xJ

Niiiid on meil maatriksfunktsiooni e kuju téielikult
kirjeldatud: ,xJ on kastdiagonaalmaatriks, mille diagonaal-
=3, ot xJg
kastides asuvad maatriksid e Il BRIETORT PR me #s-
ja leidsime. Olgu Pl' Pz,.... P‘ maatriksi P veeru-
vektoriteks, Pdrast m3ningat jérelemdtlemist veendudb lugeja,
et maatriksfunktsiooni !be veeruvektoriteks, seega aga ka

siisteemi (1) erilahendite fundamentaalsiisteemiks on:

yln-:i"Pl :
’2“ 5x (xpl i Pz) X
r Mz, M1} 2y r,-1
Lyl’. ‘('Cg?_-nyr +-(:—1_2-)TP20..#! 1 +P1),
r1+1




n-rg+l =3 AjX _n-r o+l

n-r_+1 R 3 n-r_+1 n-r_+2
: y 8 % ‘AJ. (xP 8 + P 8 ) 2
r—lr-e.'
A X 8 n-r_+1 8 n-r_+2
n 3 X x 8 -1 _n
Ly = e & (.(.I?mf + zr—s_mr #-..'f!f +r )-

r
Siin vastavad erilahendid yl, ya,..., y 1 yastikesele ‘.Il'
r1+l rl+2 Ty+T,
erilahendid Y . y v Y kastikesele J, Jjne.
Nagu selgus, sdltub fundamentaalsisteemi moodustavate
erilahendite kuju oluliselt siisteemi (1) kordajate maatriksi
A Jordani normaalkujust J . Nditeks, kui J on diagonaal-

maatriks, s. t. kui k3ik kastikesed Jl’J2""'J (s=n) on

8

esimest jarku, siis on erilahendite fundamentaalsiisteemiks

TR Ltk TR ;
y =e P (i=1,2,...,n); meenutame, et selline olu-

kord on v3imalik ka kordsete karakteristlike vadartuste kor-
ral,

Uhtlasi ndeme, et erilahendite fundamentaalsiisteemi
leidmise lilesanne taandub iildjuhul puhtalgebralisele liles-
andele: on vaja leida maatriksi A normaalkuju J Jja maat-
riks P selline, et A = PJP"' ., lMaatriksite J ja P
alusel on.kohe v3imalik védlja kirjutada erilahendite funda-

mentaalsiisteemi,

R



§ 11. LINEAARNE MITTEHOMOGEENNE DIFERENTSIAALVORRANDITE
SUSTEEM.

1, Vaatleme lineaarset mittehomogeenset diferentsiaal-

vdrrandite siisteemi
1
¥y = an(x)y1+a12(x)y2+. : .+ain(x)yn+5i(x) & P e SR

mille kordajad a;4(x) ja vabaliiimed g, (x) (153=1,2,.w,n)
olgu pidevad vahemikus (a,b) . EKirjutame siisteemi ka vek-
torsiimboolikas:
y= Ay + g . (1)
Teoreem 1. Olgu vektorfunktsioon 9 siisteemi (1) min-
glks erilahend;ke ja moodustagu vektorfunktsioonid sl, ya,

csey y D vastava homogeense siisteemi

\

y = A(Z)y
erilahendite fundamentaalsiisteemi, Siisteemi (1) {ildlahen-
diks on siis

5 n
y-y + glciyi (Cyye+sCp - suvalised konstaas

Ly
T 8e:8tus; Teoreemi tingimuste kohaselt s' =
=AY + g Ja (yh! = A(x)yi , mistdttu

n n
9 ' +Zci('y1)v =AY + 9(x)+ZciA(x)y1-
i=1 i=1

yl

n
A
s[> oyt] s g =Amy +9,
izl
8- y rahuldab siisteemi (1). Nditame, et tema koosseisu

SN



kuuluvad k3ik siisteemi (1) erilahendid. Millise erilahendi
91 me ka el valiks, on vahe 91 -9 homogeense silisteemi

(2) erilahendiks, sest

(91 -9)0 yl)o 91 ™. (‘(1)91 +g) - (A(x)g e
= Ayt -y .

Teoreemi 2 § 8 pdhjal avaldub honogeenae sisteemi (2) erila-
1l

hend y y kujul y y ZC kus (!i on

mingid fikseeritud konstandid. Stit y y + Zciy ;

s. t. 91 sisaldub Yy avaldises, m.o.t.t.

Teoreem 1 on tdestatud. Seda teoreemi v3ib liihidalt
sdnastada nii: mittehomogeense siisteemi iildlahend avaldub
mingi erilahendi ja vastava hgmogeeneo siisteemi i{ildlahendi

summana., T3epoolest, yh = Zciy1 on teoreemi 2 § 8 pdh-
1=l
jal homogeense siisteemi (2) iildlahendiks,

Kui homogeense siisteeml (2) erilahendite fundamentaal-
slisteem yl, ya...., yn on leitud, siis on mittehomogeen-
se siisteemi (1) iildlahendit vdimalik leida suvaliste konstan-
tide varieerimise meetodil (e. Lssrango'i meetodil): homo-

geense siisteeml iildlahendis yh Zciy asendame suvali-
i=l
sed konstandid Ci funktsioonidega Ci(x) , mis médrame

nii, et y = Zci(x)y rahuldaks siisteemi (1). Néitame,

et see on alati teostatav. T3epoolest, siisteemi rahuldamise
tingimus y' = A(x)y + g (x) on téidetud, kui

SO -



n n n
D ooyt + ) 6yt = 4@ eyt + o .
=1 =1 1=
Kuid
n n n
> e tyh = > nmyt = a@d ooyt
i=1 =1 =]
ja pdrast sarnaste liikmete koondamist saame

; o
' i_
S siyt - geo
i=1
ehk komponentide kaupa kirjutatult
b & . ;
i(x)y‘1 + cé(x)y§ ivus c;l(x)yg = gd(x) (321,254 «e408) 63
See on algebraline vdrrandisiisteem Ci(x),...,cl'l(x) médra-
miseks, Siisteemi determinant erineb iga x € (a,b) korral
nullist, sest determinandiks on (homogeense siisteemi) line-
aarselt s3ltumatutele erilahenditele yl, yz,. .e ’yn vas-
tav Wronski determinant (vt. teoreemi 1 § 8). Jédrelikult on
siisteem (3) iiheselt lahenduv. Leidnud tema lahendi

Cj(®) = @;(x)  (1=1,2,...,n) ,
geejdrel aga funktsioonid

Cy(x) = J(pi(x)dx +Cy (1=1,2,...,0) ,

saame sisteemi (1) iildlahendiks
n n
= i
Y-S guomyt Syt
1=l i=1
£ n
Sitn Y= ¢ S(Pi(x)dx) y' on sisteemi (1) erilshendiks,
=1
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n
yh = E éiyi aga vastava homogeense sisteemi (2) iildla-
i=1
hendiks.

1
e s’ Vastava homogeense

slisteeni y' =2z, z' = -y {iildlahendiks on

Néide. y' =12z, 2' = =y +

I = Clcos X + 02 sin¥x
zy = -clsin X 4 Cacos =y
Mittehomogeense siisteemi iildlahendit otsime kujul

Cl(x) co8 X + Ca(x) sin x ,

y

z -Cl(x) sin x + Cz(x) COS X o

Siisteem (3) otsitavate Ci(x) ja Cé(x) méédramiseks on

jéargmine:
Ci(x) cos X + Cé(x) sin x = 0.
-Ci(x) sin x + Cé(x) co8 X = 33%—; .
siit C{(x) = - g%ﬁ » Cx) =1 ning

Cy(x) = lnlcos x| + 61. Cr(x) = x + 62 .

Seega on vaadeldava mittehomogeense siisteemi i{ildlahendiks

cos x ln|cos x| + x sin x + 61 co8 X + Eé sin x ,

y

z

-sin x 1ln|cos x| + x cos x - 61 sin x + 65 cos X ,

2. Esitame konstantide varieerimise meetodi ka funda-
mentaalmaatriksist léhtudes., Olgu Y (x) siisteemile (1) vas-

f
tava homogeense siisteemi (2) fundamentaalmaatriksiks, Siis on

200



siisteemi (2) {ildlahendiks (vt. teoreemi 2 § 8, ptk. III)

Vi = YC , xus C on suvaline konstantne vektor. Siistee-
mi (1) ldlahendit otsime kujul Y=Y C , kus € = C(x)
on vektorfunktsioon, mille méédrame tingimusest, et siisteem
(1) oleks rahuldatud, s. t. tingimusest

(¥C)!' - am¥YC + 9(x) .

Kuna fundamentaalmaatriks Y rahuldab maatriksdiferentsiaal-
vorrandit Y = ax)Y , siis (YC i.!'c*Yc'-A(x)Yc+
+YC'. Pirast seda asendust ja sarnaste liikmete koondamist
on C(x) médratud v3rrandiga '

YC':g £
siit C= Y'g 3 Cx) = I YE:)’(B)M +C, s C

%o

on suvaline konstantne vektor. Siisteemi (1) {ildlahend avaldub
kujul

X
¥-Y® | Yhoges + Yol ,

%o

*
kus W = Y(x) Y"l(s) (s)ds on siisteemi (1) erilahen-
y 9
2 2

diks, -yh =Y(x)é aga vastava homogeense siisteemi (2) iild-
lahendiks,

Midrame suvalise vektori é védédrtuse nii, et integraal-
kdver kulgeks lébi punkti (xo,yo) « BSelleks tuleb iildlahen-
di avaldises (4) vdtta x = X Y=Y %%

yo = 9(!0) + Y(xo)é .
Kuna ilmselt g(xo) = 0 (integreerimisrajad on v3rdsed),

599
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siis ¥y 0= Y(xo) é , millest é = !"l(xo)yo . Sel-
lega oleme tdestanud jérgmise tulemuse:

Teoreem 2, Siisteemi (1) lahendiks, mis kulgeb lébi
punkti (xo,y:) » on vektorfunktsioon

y-Y@ [ Y %) goras + Yo Y i)y, a0
xo

kus Y (x) on homogeense siisteemi (2) fundamentaalmaatriks.
Kui ’o vaadelda suvalise konstantse vektorina, siis
on (4') siisteemi (1) iildlahendiks,
Vaatleme 13puks veel konstantsete kordajatega mittehomo-

geenset silisteemi

Bt
y =4y + g@. (5)
Vastava homogeense siisteemi y': A, fundamentaalmaatrik-
siks on Y (x) = X (vte § 10.1). Et maatriksid xA ja
-xA kommuteeruvad, siis lemma 1 § 10 pdhjal
XA -xA _ xA+(-xh) _ L0

e =B,
8. t. (ex“)_l = XA . Analoogiliselt XA o8t _ 4"8)“, i
o=k XA e(x—xo)A ning avaldis (4') v3tab kuju
y= o jx s g(s)ds + e e-x°Ay° B

%o

i J.x e(x.s)A g(s)ds 7 ,(!-IJAyO
%
Teoreemist 2 saame niilid jdrgmise tulemuse:
Teoreem 3. Idneaarse mittehomogeense konstantsete kor—

dajatega diferentsiaalvdrrandite siisteemi (5) lahendiks, mis

- D



kulgeb 1ldbi punkti (xo,yo) » on vektorfunktsioon

X (x-s)A (x-x)A

y:I e g(s)ds+e y .

*o

§ 12. LAHENDI SOLTUVUS PARAMEETRITEST.

1. Vaatleme diferentsiaalvdrrandite siisteemi
y:'L = £5(XyF7 900009 Tps Hys Moreees r.‘u) (21,250 ,0),
mille paremad pooled s3ltuvad peale sdltumatu muutuja x ’
otsitavate y,,¥ps..es¥, Veel parameetritest i Horese
cess Mp o Vektorsiimboolikas on see siisteem:

y=§=y.p . V)
kus '4 = (pl,pa,..., l“‘n) on parameetrite vektor (edas-
pidi nimetame teda lihtsalt parameetriks). Kogu kdesoleva
paragrahvi kestel eeldatakse, et '(x,y,p) ja

_’iigax_;w on pidevad (x,¥y ,r)-mm piirkonnas

(x,y en, r\GDr . (2)
kus D Jja D|a on mingid piirkonnad vastavalt (x,y ) Jja
P-mumis.

Fikseerides ajutiselt PGPF s Duutudb siisteem (1)
normaalseks diferentsiaalvdrrandite siisteemiks, -i’s rahul-
dab teoreemi 1 § 5 ndudeid. Jérelikult kulgeb lébi antud
punkti (x,,y°) €D parajasti iiks integraalkdver. Para-
meetri [ erinevate véddrtuste korral on iildiselt ka need
integraalkdverad erinevad, sest parameetri muutmine muudab
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siisteemi (1). Teiste sdnadega: punkti (xo,y°) 18biv inte-
graalkdver s3ltub parameetrist rl « Me tdéhistame seda inte-
graalkdverat Yy (x,M); punkt (x,y°) €D, mida y(x,pM)
1&bib iga '.le D'l korral, jddéb jérgnevates arutlustes kogu
aeg fikseerituks,

Meid huvitab eeslkdige kiisimus, kas ¥y (x,rl) s3ltub
parameetrist '.l pidevalt. Vastus on jaatav:

Teoreem 1. Siisteemi (1) lahend Yy (x,“) on pidev kui

mitmemuutuja funktsioon kogu (x,‘A )=-ruumi piirkonnas, milles
ta on méédratud.

Selle teoreemi asemel tdestame allpool mdnevdrra tuge-
vama teoreemi 2, Paljudes rakendustes vajab vastust jédrgmine
kiisimus. Olgu teada, et parameetri M mingi védrtuse o
korral on lahend Yy (x, "o) mddratud mingil 13igul [a,b);
kas Y (x, .41) on méiratud samal 13igul [a,b], kui r‘l
erineb rl°-st vdhe? Ka selle kiisimuse vastus on jaatav:

Teoreem 2. Olgu siisteemi (1) lahend y(x,tio) médra-
tud 13igul [a,b] . Siis leidub selline arv 8 >0 , et

y(x,rl) on mddratud ja pidev (kui mitmemuutuja funktsioon)
hulgal

A : agx<d, |p-pig8.

Veendume, et sellest teoreemist tdepoolest jareldub
teoreem 1, Kui (xl,Hl) on puhk't: y (x,‘A) médramispiir-
konnast, siis leidub kiillalt véike 13ik [a,;,b;], millel
y(x, 'Al) on méaratud, kusjuures a; £ x, < bl « Teoreemi
2 pdhjal on y(x,ri) pidev hulgal a,< x < by, ‘P‘r‘l“&'
muuhulgas ka punktis (xl,yl) s BaOstete
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Enne teoreemi 2 t3estuse juurde asumist teeme veel iihe
mérkuse: Y (x,Pl) Ja ¥y (x, ‘.|°) erinevad vihe teinetei~-
sest kogu 13igul [a,b] , kui vaid suurus ‘Fl _“o\ on

vdike, Tdpsemalt,

lim | Yy p) - y(x,l.a°)| =0 .

Poke agx‘b

- P3epoolest, Y (x,rt) kui kinnisel hulgal A pidev
funktsioon on sellel hulgal iithtlaselt pidev: iga €>0-
Jaoks leidub selline 7 =m(€) , ot

1Y (0 B9 - Y G < E,
niipea kui | x, - x| ¢ lr‘l = pzlul ((xl.vl).(xz,“z)eA).
Muubulgas, kui |M - '4°l<11 , siis iga xe(a,b] korral
Iy(x.rl) = y(X.H°)|< £, meostate.

Teoreemi 2t B estus , llenaicale,et
Killalt vdikese & > O korral on integraalvorrandi

Yy = y° + I {«(x.y,ri)dx (1+)

lahend mddratud ja pidev hulgal 4 . Kuna integraalvdr—
randi (1') lahendikg on parajasti y (x,'A) (vrd. teoree-
mi 1 § 5 t3estuse 2. etapigs), siis teoreem olekski sellega
tdestatud.

Integraalvdrrandi (1') lahendi uurimiseks lahendame
selle vOrrandi interatsioonimeetodiga, v3ttes alglédhendiks
y(x, '.4°)=

°<x.|4) R y(x.p )
" (x.w = {(x,y Gy M) dax
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y2<x.'p) =y [x{ (x, y G, pdax

& A A T SR e T TR Lk e -

yk+1(x’r‘) ,y; , .J';{.(;,yk(x.rl).rl;d; :

e

Lugeja pani kindlasti tdhele analoogiat teoreemi 1 §5
ptk. III tJestusega; see analoogia jdtkub edaspidi. Juhti-
gem siis tdhelepanu ka mdnedele olulisematele erinevustele,
virreldes teoreemi 1 § 5 gGostusesa. Esiteks -~ meil ei ole
vaja tdestada lahendi olemasolu ja iihesust, sest see kiisimus
on meil antud juhul selge. Kogu konstruktsioon on vajalik
vaid selleks, et lédhendite yk(x,p) abil uurida tédpse la-
hendi omadusi (mille olemasolu Jja iihesus on juba ette garan-
teeritud). Teiseks - erinev on algléhendi valik iteratsi-
oonimeetodis. Tehtud valik peab kindlustama, et kdik ldhen-
did oleksid médratud hulgal A ; tehniliselt‘nuutub t3es-
tus sellega mdnevdrra keerulisemaks.

Anname ette mingi arvu P > 0, mis oleks kiillalt
vidike selleks, et kinnine Y ;

hulk
R: a<x<b,|y-yx,pM)|<p

asuks tédielikult piirkonna

D sees (vt. joon. 2; joo-

nis vastab juhule n = 1).
Kogu t3estuse pdhiras- Joon. 2.
kus langeb jérgmise viite
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pdhjendamisele: kiillalt véikese & > 0 ‘korral on interat-

sioonimeetodiga leitud léhendid yk(x,p) midratud Ja
pidevad hulgal A , kusjuures

g “E ) ~yEEIICPE = 0,1,2,0.0)  (3)
X,

ning rida
Yo p) +i[y‘*1(x.p> - y @] )
k=0 -

on hulgal A majoreeritav koonduva arvreaga. (Vdrratust
(3) voime lugeda ka nii: y"(x,p) et vilju (x,p)€A
korral hulgast R.) Likates selle vidite tdestamise pisut
edasi, vaatame, kuidas viia teoreemi tdestust 13pule.

Rea (4) osasummade jadaks on parajasti léhendite jada
y"(x.P) (x = 0,1,2,...). Et rida (4) on hulgal A majo-
reeritav koonduva arvreaga, siis see osasummade Jada
yk(x,rl) koondub ihtlaselt hulgal A . Seetdttu on piir-
vidrtus

~

Y xop) = 1im y xp)
ka hulgal A pidev (vektor)funktsioon. Edasi néitame tdies—
ti analoogiliselt nagu teoreemi 1 § 5 t3estuse 4. etapi 13-
pul, et see piirviidrtus g (x,'.l) ongi 1ntesm1_v6rmd1
(1) lahendiks, s. t. y (x,'l) =y(x,rl) . Niiuiig on
integraalvdrrandi (1') lahend y (x,'l ) pidev hulgal A ,
m.0.t.t.

Teeme mOned ettevalmistavad miirkused ldhendite

k(x,P) kohta kiiva viite tSestamiseks. Olgu 8> 0
killalt véike arv selleks, e:o;'..- P18 korral pMedp



edaspidi me asetame 8 -1e veel iihe kitsenduse, mis voib
teda veelgl vidhendada. Korrates teoreemi § 5 tdestuse
l. etapi arutlusi, veendume, et {(x,’ 'P) rahuldab kin-
nisel hulgal (x,y) €R, ] ™- F"lgs muutuja y  Jérgi
Lipschitzi tingimust, s. t. (x,yi) €k (L al.2)%
lv—t“’lsﬁ korral

l§x, yhop) - i yileniy? -y (=const). (5
Edasi, {(x,y(x,'f).p). kui kinnisel hulgal A pi-

dev funktsioon on sellel hulgal iihtlaselt pidev. Muuhulgas,

kui Ir\ ra | on killlalt viéike, siis iga x € [a,b] korral

I{'(x.y(x.p i) - {(x.y(x. °).p°)|sp—b——) .(6)

Edaspidi loeme, et 8 > 0 on fiquoritud nii vdiksena, et
(6) peab paika bulgal A . (On v3imalik, et see tingimus
vihendsd & esialgset viddrtust, mida vaatlesime eespool.
Meile on tédhtis, et vdrratus (5) jdéb sealjuures kehtima -
8 viihendamisel me kitsendame vaid hulka, millel seda vdr-
ratust rakendatakse.)

Teoreemi eelduste kohaselt on alglédhend Yy °<I'F) =
=y (x,"°) midratud (ja endastmdistetavalt ka pidev) 13i-
gul [a,b] ehk vaadeldes teda kui argumentide x jJja o
funktsiooni - hulgal A ; (x.‘.i) avaldisest jérel=-
dub, ot ka y'(x,M) on miiratud ja pidev hulgal A .
Lahutades y (x,'A) avaldisest samasuse

y "‘ I ( ] ( ’ )o ) ’
(x ) = y + {- x y x r F dx
leiame, et (x,‘l) € A korral
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|y p) -y p®) | f[{cx.ycx.p ) -
{(x.y(x.p°),|4°)] ax|<| fl{(x.y(x.p ) o) -
-§ Gy @GP, pO | dx|<[5 -N(b-.) \ I ax | =

'“(‘"‘) -N(b-a) _ e

= |x-x 1< Pe

Sk, l(x,.‘) rahuldab tingimust (3). Kuna y(x,'ﬂc’) =
= °(x,") y saame siit iihtlasi hinneangu rea (4) teise
liikme Jjaoks:

ly o) - Yol pe ¥R (ruren) . @

Selle, et yl("l“) rahuldab tingimust (5), v3ime tei-
siti kirja panna nii: (x.r‘)e A Xkorral (x,y (x,rg))e R
-~ Siit ja yz(x,'.l) avaldisest jdreldame, et ka yz(x-p)
on méddratud ja pidev hulgal A . Sealjuures (x,r e A

korral

ly?@p) -ylap| = y (x,,.),,,.) - a
{(:,y°(z.p).p) a| < IJ' I{.(x.y Gxy ), ) =
-fex ) < n“ [yieap) - -
el

N -’
= Pe-ﬂ(b-a) _lﬁx:!:o_l_ < Q-N(b-a) N(b-a) P (2%

-y p)|ax| <
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| yz(x,P) ’y(xs"o) I‘ l[yz(xor‘) - yl(x"‘)]"'
syt Y@l <] yiEp -yiep) | -
s |ytap) —y°aEp) | < pe O Lime-a)] <

% pe-l(b-c)ilk_(%'-sﬁ 3
k=0

8. t. ka yz(x,‘,.) rahuldab tingimust (3). See vdimaldab
1ébi viia analoogilised arutlused y3(x.p) jaoks jne.
Rakendades tdestuseks induktsioonimeetodit, oletame, et
yl(x.rl), yz(x,rt)...., yt(x.v) on middratud ja pidevad
hulgal A , rahuldavad tingimust (3), kusjuures (x,")eA

korral

k+l 3 -2 (b-a) ¥ x- xoik
ly ™ @p) - yiEp) | € Pe —_—r

(K = 1,2,000, £=1) (7*)

(k=0 ja k=1 korral oleme selle vi3rratuse kehtivust ndida-
pud - vt. (7) ja (79). Nditame, et samad omadused on siis
ka linendil y“*l(x,pn), kusjuures (7") kehtib ka k = ¢
korral.

T3epoolest, selle, et y"(x,rl) rahuldab tinéilut 3),
v3ime kirja panna nii: (x,'A) € A korral (x,y‘(x,p))en .
Siit ja yt"l(x,p) avaldisest jireldame, ot ka y"’l(x,ro
on médratud ja pidev hulgal [\ . Sealjuures (x,p)e A xor-

ral

]’ :«01(1.") bt y!(x,rl)| = lj [ ‘(X, ,t(XQr)or‘) -

A0



-fey e pwax| < nlxj" |yl p) -y el ax <

snpa-ﬂ(b-a) n® l_[lx'* -1 4r| =

12
= Pe-n(b-‘) li_'_;:g' 3

8. t. (7") kehtib ka k = U korral. Edasi,
L+l o ¢ k+l k
ly™ @ p) - yEphl=l3 [y ™ ep) - yiEp|
k=0
ning (7") pdhjal leiame, et E'x.tl)GA' korral
L+l k+l k
|y i) - y G| € 2y i - yRaplc

. g poN(®-0) l_f(g_'-a_)_k< Pe_’(b-a)go» -0t _ ;.

5. t. y'f’l(x,t‘) rehuldab tingimust (3).

Induktiivne oletus osutus Jigeks. Jarelikult kehtid
hinnang (7") iga k=0,1,2,... korral ning rida (4) on hul=-
gal A majoreeritav koonduva arvreaga

ly°Gpd |+ ipo"(b") ‘—kﬂ’ﬁﬁ =ly°@pdl + p .

Viide lihendite y"(x.P) omadustest on tdestatud.
Koos sellega on tJestatud ka kogu teoreem 2.
2. Kdesolevas punktis uurime lahendi y (x.") dife-

rentseeruvust parsmeetrite \"1’!"2"""“! Jirgi. Me
vaatleme diferentseeruvust ainult M1 Jirgi; endastmSis-
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tetavalt kehtivad téiesti analoogilised tulemused ka iile-
Jéfinud pammeetrite jaoks. k
Teoreem 3. Kui funktsioonil {-(x,y.”) on piirkon-
nas (2) olemas pidev osatuletis Pa Jédrgi, siis on ka la-
hendil y(x,p) olemas pidev osatuletis P jéargi
¢ —{-L-l‘ll on pidev kui mitme muutuja funktsioon (x,rl )-
~ ruumi piirkonnu, milles y (x.‘,l) on naratud).
T3estus. Vaatleme kahte lahendit y(x.p) Jja
y(x,'.o) , mis vastavad parameetrite vidrtustele B=
= (FI’VZ'""P-) Jja g: (p1+h ’Pa'“"Fn) kus h
on mingi absoluutvddrtuse poolest vidike nullist erinev arv.
Moodustame funktsioonid

U(x,rl nh) = y (XQP) ‘y(xor‘)’ Z(X. sh) = —(—'%'—)— (¢5))

Me peame nditama, et eksisteerib piirvdidrtus
: dYx,|p)
hl-i:o Z(x,r‘,h.) = _T-LF],
ja et see piirfunktsioon on pidev.
Kuna
Yo = feyeponfo, yep -fayemp,
siis
WGP = § Gy G -f ey Gopp) - (@
Jérgmise sammuna tahame teisendada seda vahet Lagrange'i
lause pShjal. Kahjuks ei ole Lagrange'i lause vektorfunktsi-
oonidele vahetult rakendatav ja me peame vahepeal iile minema
komponentsiimboolikale. Lagrange'i lause pdhjal iga if=

= 19250090 korral
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fi(I.y(x,g),;) = fi(x’y(xgr )-F) =.

: i —afi(x’ y(x'” )4.91 u(x,‘.l,h).'l-rei (h'oo -oo.o))ha(w’h)"

=1 o
ofi(.....)
kusl o 3<r 91< e ud(x,P,h) onar(x,".h) j=8 kom=

+ hes (10)

ponent; T}‘% argument on sama mis },1 argument . Kul
h - 0, siis teoreemi 1 pdhjal (vt. u(x,'A ,h) definit-
siooni (8)) u(x,",h) -+ 0 , see aga tdhendadb omakorda, et
avaldises (10) lédhenevad osatuletiste argumendid punktile
(x,y(x,r‘ ),p) . Osatuletiste pidevuse tdttu seame avaldi-
se (10) esitada kujul

fi(x’y(xog).p) L fi(xny(x"‘)or‘) =

22t (x, ¥ (x, M), |)
!
= E [ = + 'E'u(x,'n,h)] ua(x,r,h) +
J=1 J : (10")
df ’ ’ ’ =
+[ 1Y PP "51<*-r-h>] i3

2 M1
kus Ty (x,p,0) ja T (x,M,h) on mingid pidevad funkt-

1 PGhjus, miks Lagrange'i lauset ei saa rakendada vek—
torfunktsioonidele, seisneb selles, et arvud 81(1’=1,2,....n)
on ildiselt erinevad.

Margime ka, et Lagrange'il lauset on viimalik rakendada
vaid siis, kul kdik (x,Yy (x,f )Wja (x, y(x, )y M) vahe-
lised punktid kuuluvad piirkonda (2). Viimane tingimus on
tdidetud, kui lubame argumentidel X, ,h muutuda vaid kil-
lalt vdikeses piirkonnas.
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sioonid, sellised, et h -= 0 korral ITid (x.P,h)’-—o.
‘Ki(x.p.h) —= 0 . P8ordudes tagasi vektorsiimboolikale,
v3ime (10') iimber kirjutada nii:

(x, Y (x, P )4 0) - $(x, y(x, W), M) =
yxphp b A 2 o

= [ Rgx a . r(x,'.\,h)] UG ) +

+ [3 X ’;41 + ‘B’(x,r,h)]h ¢ (10")

kus r'(x,'a ,h) on maatriksfunktsioon elementidega
Tij(x""h) ja T(x,rl,h) on vektorfunktsioon komponen-
tidega ‘Ki(x,'l.h) . Eelneva pdhjal

| T exopaom)| =0, |T(x.|..,h)| -0, kui h-0. (11)

Niiid leiame (8), (9) ja (10") abil, et

2/ ) =[ ?{.'(x'y;;'r)'r) + r(x.r.lﬂ] Z(x,@,h) +

*[ z{.(x.yg-r).w : T(‘-t‘-h)] R

3?41

Nagu ndha, on z(x,rl sh) lineaarse diferentsiaalv3rrandite
siisteemi lahendiks, mille kordajate mastriks X

x
oy
+ r'(x.y sh) Jja vabaliige l‘—‘&#ﬁw +T(!.rl sb)

on pidevad Jja s3ltuvad pidoulﬁ parameetritest " Ja k.
Parameeter h v3is sealjuures omandada absoluutselt viikesi
védrtusi, vilja arvatud viddrtus O . EKuid (11) t3ttu sdi-
litab siisteemi (12) parem pool (ja selle osatuletis R Jjirgl)
pidevuse, kui lubame parameetril h omandada ka viidrtust

h =0, defineerides [ ("F'O) 20, v’(x,'.l,o) £0.

+
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Kuna y(x,") ja y(x,F) ldbivad iihte ja sama
punkti (;o,y°) , siis h # O korral

2o - L0l YO0l yooye

gi Lo Z(X.P,h) kulgeb h # O korral ldbi punkti (xo,O);
tédhistagu Z(X'P ,0) slisteemi (12) seda lahendit, (mis vas-
tab parameetri h vidrtusele h = 0) ja ldbid punkti (x,,0).
Niid siis on R (x,v oh) siisteemi (12) lahendiks, mis
iga rﬁ ja h korral (muuhulgas ka h=0 korral) kulgeb l&-
bi iihe ja sama punkti (xo,o) . Rakendades siisteemile (12)
teoreemi 1 tulemust, saame, et z(x,rt,h) on pidev kui
muutujate x, r Ja h funktsioon. Jérelikult eksisteeribd

piirvédrtus
By(xo )
h]ilo 2(!." sh) = _wlt =X (X-“’O)

ja see piirfunktsioon on pidev, m.o.t.t.

Teoreem 3 on tdestatud. Tdestuse kdigus selgus, et

By ( )
"‘!3":_;& = Z (!.'l ,0) on lineaarse diferentsiaalvdrran-
dite siisteemi

o ‘a{cx.z(x.w.p)L 3{(:;;(:.}‘)..‘) 2t
y 3

lahendiks. Kuna X asendamisel lahendiga Zy;‘:; 2

saame paremale poolele pideva funktsiooni, siis on ka vasak

)
pool, 8. ¢ 2 —13%;"‘-)_ pidev. Teiselt poolt, samasu-

x
se y'(x.p) = f(x.y(X.r).p) parem pool, aga jireli-
kult ka vasak pool, on pidevalt diferentseeruv Pl Jérgi,

8. t. eksisteerid ja on pidev ka osatuletip -%‘—E’,—é!‘w .
p 2 x
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Kuna mdlemad segatuletised eksisteerivad ja on pidevad, siis
on nad omavahel v3rdsed. Vdtame arutlused kokku:
Jéreldus 1. Teoreemi 3 eeldustel eksisteerivad, on pi-

devad ja omavahel vdrdsed ka teist jédrku segatuletised

k) 2 ) k)
=% -_b"‘lv y(xor‘) Ja ?aF‘; ﬁ—y(xs“)-

Kui funktsioonil f (x,y,.;) on piirkonnas (2) ka pi-
dev teist jédrku osatuletis M1 Jdrgi, siis on sisteemi
(12') paremal poolel pidev esimest jdrku osatuletis M1
Jirgi. Rakendades teoreemi 3 tulemust sisteemile (12'), saa-
me, et selle lahendil & = l’_-a(s-'-ﬁz on olemas pidev osa=-
tuletis Fl Jérgi. Siis-aga on silisteemi (1) lahendil
y(x,r) olemas pidev teist jdrku osatuletis M Jérgi.
Selliselt arutlusi jétkates jOuame tulemuseni:

Jireldus 2. Kui funktsioonil {.(x,y,rc) on piirkon-
nas (2) olemas pidevad osatuletised P Jdrgi kuni jédrgu-
ni k , siis on ka lahendil ¥y (x,‘:l) olemas pidevad osatu-

letised 1 Jargl kuni jérguni k .

Meelespidamise kergendamiseks soovitame lugejal tédhele
panna, et vdrrandisiisteem (12') on lihtsalt saadav vdrrandi-
siisteemist (1) parameetri M Jidrgi diferentseerimisel,
xui asendada siisteemis (1) otsitav Yy lahendiga y (x,‘.\) A

§ 13. LAHENDI SOLIUVUS ALGTINGIMUSTEST. STABIILSUS.

l. Olgu diferentsiaalvdrrandite siisteemi _

y'= § @y @

parem pool f(x,y) Jja selle osatuletis M

2
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médératud ja pidevad (x,y )-ruumi piirkonnas D . Ldbi iga
punkti (x,,¥°) € D kulgeb siis lahendi olemasolu ja ihesu-
se teoreemi pdhjal parajasti iiks siisteemi (1) lahend; me td=-
histame selle lahendi y(x,xo, yo), rchutades sellega la-
hendi sSltuvust algvédrtustest x_, y° . Ilmselt
YGorxr Yy = y° .

Kas lahend s0ltub algvdiirtustest pidevalt? Sellele kii-

simusele vastamiseks teostame muutujate vahetuse
o
t=x-x° . z=y-y 3
Sisteem (1) omandab kuju

Tz, 2y, an

Yxix,,¥°) aga ldheb iile siisteemi (1') lahendiks
Z(t,xo.yo) =yt + xo,xo,yo) -y° = y(x,x,, y°) -y° .
Silisteemi (1') kuuluvad x, Ja yo parameetritena ning siis-
teemi parem pool on pidev ja tal on pidev osatuletis Z jér—
gl. Teoreemi 1 § 12 pdhjal sdltuvad sisteemi (11') (ldbi iihe
Ja ssma punkti kulgevad) lahendid pidevalt parameetritest X,

ja yo. Uheks selliseks lahendiks on z(t,xo,y°); see
lahend kulgeb iga xo,y° korral ldbi punkti (0,0):

20,3, Y% = Y (X% ¥y ~y° = y°-y°=o0.
Kuid koos funktsiooniga Z(t.xo.yo) on pidev ka
y(x'xooyo) = Z(toxo'yo) + yo ’
8. t. sisteemi (1) lahend s3ltub algvidrtustest pidevalt.

Edasi, kui f(x,y) on k korda pidevalt diferent-

seeruv x Jérgl, siis on slisteemi (1') parem pool k kor-
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da pidevalt diferentseeruv parameetri x, jérgi ning jérel-
duse 2 § 12 pdhjal on siisteemi (1') lahendil 2(t,x,,y°%) ,
koos temaga aga ka siisteemi (1) lahendil y (x,xo,yo). ole-

mas k pidevat osatuletist x Jérgli. Analoogiliselt toob

o
’(x,y) f-kordne pidev diferentseeruvus y mingi kompo-
nendi yj Jjédrgi endaga kaasa y(x,xo,yo) L-xordse pideva
diferentseeruvuse yo vastava komponendi yg Jérgi.

Olgu lahend y(x,xo.y°) médratud mingil 13igul [a,b].
Teoreemi 2 § 12 pdhjall leidub iga € > O jaoks selline

~ ~
8 >0, et |y°-y°|<8 korral on ka y(x,xo.y°)

médratud kogu 13igul [a,b] , kusjuures

|y(x,x°,§°) - y(x,xo,y°)|<€, (agx<b) .

Jédrgnevas punktis vaatleme analoogilist kiisimust juhul, kui
y(x,xo,yo) on médratud poolteljel [xo,oo) .

2. Diferentsiaalvirrandite teooria rakendustes pakub
suurt huvi jédrgmine probleem: kui y(x,xo,yo) on médratud
poolteljel .[x,,°0) ning algvddrtused y° ja g ® erine-
vad teineteisest vidhe, kas siis ka Yy (x,xo,'io) on midratud
poolteljel [xo,oo) ning kas lahendite Y (x,xo.gc’) ja

y(x,xo, y°) erinevus jédb x > x_ kogu aeg vidikeseks. Kui

()
vastus on jaatav, Geldakse, et lahend Y (x,xo. yo) on sta-
biilne, vastasel korral sga, et lahend Y (x,x,,y°) on mit-

testabiilne. Anname tédpsema definitsiooni: *

1 EndastmGistetavalt tuleb seda teoreemi taas rakendada
sisteemi (1') lahendile 2 (t,x,,y°) ja seejirel psirduda
tagasi Yy (x,xo,y°) juurde.

- 114 -



Poolteljel [xo,00) médratud lahendit ¥ (x,X,,y°)
nimetatakse stabiilseks (L japunovi mdttes),
kui mistahes & > O jaoks leidub selline 8 >0 , et
|g . -yol < 8 korral on ka lahend Yy (x,xo,go) midra=-
tud poolteljel [xo,oo) s kusjuures

Iy(x.x°.§°)—y(x.x°.y°)|<s, (x,6x <00)

Lahendit ¥ (x,x,, yo) nimetatakse asiimptootiliselt sta-
biilseks, kui lisaks eelnevale

lim |y(x,xo,g°) - y(x,xo,yo)] =0.

X - 00

dlgu vaja uurida siisteemi (1) lahendi g (x) stabiil-

sust. Esitades uue otsitava funktsiooni
Z=Yy - 9(:) '

taandub siisteem (1) kujule

2-fxmzs ¥ - fayan, an
_kusjuures Y (x) léheb iile siisteemi (1') lahendiks Z = O
(nn. triviaalseks lahendiks). Siisteemi (1) lahend y x)
on stabiilne siis ja ainult siis, kui siisteemi (1') trivi-
aalne lahend on stabiilne (pdhjendadatl).

Teostatud lihtne arutlus lubab meil edaspidi piirduda
vaid triviaalse lahendi gtabiilsuse uur'einiaega, 8. t. luge~
da, et vajalik muutujate vahetus on juba teostatud. Siistee-
mi (1) korral toob see endaga kaamsa (iildsust mitte kitsen-
dava) lisaeelduse, et {(x,O) =0, sest vastasel korral
el oleks Yy = O siisteemi (1) lahendiks. Peale selle v3ime
Uldsust kitsendamata eeldada, et X, = 0 . Stabiilsuse de~
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finitsioon, rakendatuna vaadeldavale juhule, on jédrgmine:
gisteemi (1) triviaalne lahend on stabiilne siis ja ainult
siis, kul iga €>0 jaoks leidub selline & >0, et
|y(0)| <8 korral on siisteemi (1) lahendid mddratud pool-
teljel [0,°0) ning rahuldavad sellel poolteljel vdrratust
ly@I|< €. Kui lisaks sellele xl.jﬂol y(x)l =0, on
trivisalne lahend asiimptootiliselt stabiilne.
Uurime lineaarse homogeense konstantsete kordajatega

diferentsiasalvirrandite siisteemi

y' =1y - (2)
triviealse lahendl stebiilsust. Olgu A, sisteemi (2) ka-
rakteristlikuks véddrtuseks (maatriksi A omavddrtuseks).
Me teame (vt. § 10, ptk. III), et siisteemil (2) on olemas
erilahend

X Apx

 Boadel S AN
kus ¥ = const, P aga on konstantne vektor. Kui ‘)‘k on
reaalne ja ‘Ak >0, siis x -» oo korral

A
|y @ =I5 ple ¥ —oo;

samal ajal on kiillalt véikese || korral ]yk(o) | =
= 151pl< 8, xus 8 on suvaline etteantud positiiv-
ne arv. Seega ei saa J\k > 0 korral triviaalne lahend sta-

biilne olla. Olgu niiid -/\k kompleksne: AL = ot

k k=
+1P, (P #0; i - imaginearihik). Siis on ka erilahend
yk(x) kompleksne ja me saame temast eraldada kaks reaalset

erilahendit; kumbki nendest avaldub kujul
i o.x
yk(x) e T (q'lcos Pyx+ q'zsin[ﬁkx) ’

--116 =



kus q'l ja 12 on mingid (reaalsed) konstantsed vekto-
rid. Kui o> 0, ei ole y"(x) jille x > 0 korral
tdkestatud ja triviaalne lahend on mittestabiilne. Uhenda-
des vaadeldud kaks juhtumit ja vGttes arvesse karakteristli-
ku vddrtuse A = suvalisuse, vdime tulemuse formuleerida
nii: kui vahemalt Uhe karakteristliku vddrtuse reaalosa on
positiivne, siis on susteemi (2) triviaalne lahend mittesta-
biilne. :

Jérelikult on triviaalse lahendi stabiilsuseks tarvi-
lik, et kdigi karakteristlike vﬁirtustg reaalosad oleksid
negatiivsed vGi vOrdsed nulliga. Hoolsam lugeja v3ib erila-
hendite fundamentaalsusteemi kujust (vt. § 10) jédreldada,
et see tingimus ei ole ildiselt piisav. Kiill on aga trivi-
aalse lahendi stabiilsuseks ja isegil asiimptootiliseks sta-
biilsuseks piisav, et kdigi karakteristlike vddrtuste reaal-
osad oleksid (rangelt) negatiivsed.

Tﬁepoolest,‘ siisteemi (2) erilahendid avalduvad kujul
(vt. ptk. ITT § 10.1) Y(x) = ™ y(0) , nistdttu
ly(x), < 'en| !y(O)! . Nagu nédha, on triviaalne lahend
asiimptootiliselt; stabiilne, kui vaid x - o0 korral |en'~>
— 0 . Kuid viimane jdreldub jdrgnevast abitulemusest (mi-
da me ka edaspidi kasutame):

Lemma 1., Kui maatriksi A kOigi omavddrtuste reaal-
osad on negatiivsed, siis leiduvad sellised positiivsed kons-

tandid K ja 6 , et x > O korral
|eXA| < ke~ © X, )
Tos '8t 0¥ Tahistame maatriksi A -omavddrtusi
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Ap =ty + 1By (k=1,2,0009n) 3 (P, vGib olla vird-
ne nulliga). Lemma eelduse kohaselt on suurus of = max o
l<k<n k
negatiivne.
Meenutame niiiid mdningaid ptk. III § 10.3 tulemusi.
K3igepealt, o = pe™pl , kus J on maatriksi A Jor-

dani normaslkuju. Siit

T I
Edasi, maatriksfunktsiooni e~ elemendid ¢ 5(x)
(1,3 = 1,24¢4.yn) avaldusid kujul

A
cid(x) = Tid xzo ? ’

kus ’3’13 on mingi konstant (v3ib olla vdrdne ka nulliga),
L= £(1,)) on mingl n-st viiksem mittenegatiivne astme-
néditaja (v3ib erinevate elementide cm(x) korral olla eri-
nev, 8. t. s3ltub i-st ja j-st), k = k(i,J) on mingi arv
tdisarvude 1,2,...n hulgast.

EKuna x > 0 korral

A x o x

A

(cos pk; + 1 sin pkx) l =

cth|<=o- Pex + 1 sinpox ' =

eth ox

odkacoaz X+ sin® [5{ =e <6 4

siis
A X
P -

ey | < lTial xt < ITui* L(1,3) 4 ox
da
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QXJ |= i Icij(x) I écdx ilwijlx 1(1.3) (X)O).
» BN i,3=1

Téhi stame 6=--‘5‘-; et <0, siis © >0 . V3ttes

RIS
arvesse, et iga L= 0,1,2,... korral lim x e §x =0
X == 00

(miks?), saame, et

n
e 8 I’ha |,2(1.’;1) e i

Pesam i,3=1
ja x > O korral
n
2 L(1,9) .
g™ Iwia lx !
fiinl

n
gt el 05 A R L F et
1,31

Vorratus (3) jéreldub niiiid vdrratusest (3'). Lemma 1 on tdes-
tatud.

Tdestame veel iihe lemma.

Lemma 2. Kui mingi (skalaarne) funktsioon u(x) rahul-
dab vdrratust

x
u(x) g eLJ. u(s)ds +P (0 x< x); o, p = const.),(®
siis Y
u(x)spe°"x (0<x<x)) . = 45)

x
T O0estus. Téhistades v(x) = J u(s)ds, saame

o
vorratusest (4), et

v (x)sov(x) + jb 4
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Korrutame virratuse mdlemaid pooli funktsiooniga ek

- X -olX

v'(x)e - av(x)e” ™% ¢ Pe :

Vdrratusé vasakul pool on niiiid parajasti ad; [v(x)e'dx] :

integreerime vdrratuse mdlemaid pooli rajades (0,x):

x x
(R ) % Sl o E

0 o
Kuna v(0) = 0 , siis rajade asendamisel leiame, et
v(x)e” “¥ < p(1-e"*) ,
kust

u(s)ds = v(x) < ‘E,:(e FEIE S

Ot—

Asendades viimase hinnangu v3rratusse (4), saamegi vdrratuse

(5). Lemma 2 on tdestatud.

3. Diferentsiaalvdrrandite teoorias puuduvad seni iildi-
sed kriteeriumid lahendi stebiilsuseks. Isegi lineaarse homo-
geense diferentsiaalvirrandite siisteemi y': A(x)y trivi-
aalse lahendl stabiilsuse iile on v8imalik otsustada vaid ma;
ningatel lihtsamatel erijuhtudel. Lihtsamat erijuhtu, kui kor-
dajate maatriks A(x) = A on konstantne, me kdsitlesime ees=—
pool. Osutub, et ka mittelineaarsetes siusteemides muudab sta-
biilsuse kiisimuse raskeks just sGltumatu muutuja x figuree-
rimine siisteemis. Nagu me peagi nédeme, on nn. autonoomsete
gisteemide korral, mis ei sisalda ilmsi sGltumatut muutujat,
lahendi stabiilsus lihtsalt uuritav.

Vaatlemegli sutonoomset diferentsisalvdrrandite siisteemi
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ot Qi) 0w T
ehk

y'=fw . (6
Me ecldame, et §(y) ja '
A1,(y)  d2,(y) (Y
O e i

d
y 1,(y)  d1,(y) d1,(y)

¥y, 27, Y,

on méfiratud ja pidevad piirkonnas |y |< n» kus n on
mingi positiivme konstant. Lahendi olemasolu ja iihesuse teo-
reemi phjal kulgeb siis lidi iga punkti (x,,y°) (1y°|<n)
parajasti liks integraalkdver.
Kuna meid huvitab jdlle triviaalse lahendi y-= 0 sta-
biilsuse kiisimus, siis peame eeldama, et *(y) =0.
Teoreem 1. Kui (konstantse) maatriksi A = -3 5

kOigi omavilirtuste reaalosad on negatiivsed, siis on auto-
noomse siisteemi (6) triviaalne lahend Y =0 asimptooti-
liselt stabiilne.

T3 estus . Teisendame siisteemi (6) paremat poolt
‘(y) ={(y) - {(0) Lagrange'i lause pdhjal. Iga i =
= 1,2,¢.04yn korral
1,(y) = 5y - fi(O) = Zn;zt;(eiy)

I= 1

vy (o <91 &P
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ehk

r Y (o) 1, (0,y) 2£,(0)
Z i e SaAIR e, |
- ;:[ LE7 ]’3 >

=1 27y 27,

Poordudes tagasi vektorsimboolikale, saame

fy) =ay+Typy.,
kus r( y) on maatriksfunktsioon elementidega
_R£5,(8,y) 21,(0)

”X13( g

-byd -aya

df
Osatuletiste — : pidevuse tottu |, (y)|— 0, kui
|Y!| -~ 0. Jdrelikult ka

I cy)l=o, kui |y[-=0 . (?
Sisteemi (6) vOime iimber kirjutada kujul
y'“y,»("(y)y. (6')

Seetdttu on siisteemi (6) lahend y(x)‘ ihtlasi ka (sellele

lahendile vastava) lineaarse siisteemi

yeay+gw, gw=M(yenyw
lahendiks, ja kui ¥ (x) 1ébid punkti (0,¥y°) , siis on
ta teoreemi 3 § 11 pdhjal esitatav kujul

x
y (x) = J e(x'B)Ag(s)da + en’o ‘
o
Siit

1Yl < [ 14 |g )]s + o3|y
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Hinnates norme ‘e(x-a)A‘ ja |e™ | lemma 1 pshjal ja ar-
vestades, et ’9 (8) lsl r(y(s)) I ly(s) | , Saame
x

ly(x) 1’ <K J e~ 8 (x-8) ’r(y(s))”y(s)lds + xlyole—sx
ehk

sl yoo x [ S5y [|Peycnfen - ely?] @

kus K Jja © on mingid positiivsed korstandid. Me ei kit-
_senda lldsust, lugedes, et K >1 .
Seose (7) pdhjal leidub selline arv T (0 < T <M ),

et

6

lP(y)]s—zx— . kui|y|$1;. ")
Olgu
o T
ly°l<g - 9

Kuna K > 1, sits |Y(O|=|y°l<Tt da |y@®]|
pidevuse t3ttu | Y (x)|<T ka x = 0 killalt vdikeses iimb-
ruses. Olgu [0,1:1 ) maksimaalne poolldik, millel |y (x) |<v
Caate |y(x)|<‘t T T €[O,x1) ja |Y(x)|=T , kui
xl<00) . Tingimuse (7') t3ttu

5 a6
My | <2

»kui 0 <x<x . 7

Teeme vOrratuses(8) asendused vastavalt tingimustele
£9) I (7))
x
esxly(x)ls -g—J 06°|¥(s),ds +T  (0sx<x,) .
o

Me saime vOrratuse (4), milles u(x) = 36! Iy(x) l gl -
=%, P=T . Lemma 2 pshjal
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6 > x
e Ty & T (0<x<x))

ehk.
S »

<|y(x)|$‘te- (0O<x<x)., (0

Viimasest vdrratusest jdreldub kohe, et x; =00 . Toe~

poolest, kui Xx;<oc, siis leiame vdrratuses (10) piirile

- 6
x ~ x, minnes, et |y(xl)}$'t'g 2-11<

tuolus Xy definitsiooniga.

T , mnis on vas-

Sellega nditasime muuhulgas, et tingimuse (9) tdidetu-
se korral on vastav lahend y(x) middratud kogu poolteljel
[0,00) . Edasi, asendades vdrratustes (9) ja (10) * vdik-
sema suurusega, saame vidita jdrgmist: milline ka ei ole arv

E(<E<T), on |YO)|< g =8 korral

6
- x
[y | < te L ¢ £ kogu poolldigul [0,00) , s. t.
sisteemi (6) triviaalne lahend on stabiilne. Kuna ‘X —= oo
[
= 2—- X . 4
korral e -+ 0, siisonka |Y(x)| =0 ja trivi-

aalne lahend asimptootiliselt stabiilne.
Teoreem 1 on tOestatud. Anname tJestuseta jargmise

tulemuse:

0)
Teoreem 2. Kui maatriksi A = -L kas voOi ihe
ay

omavéédrtuse reaalosa on positiivne, siis on siisteemi (6)
triviaalne lahend mittestabiilne.

Teoreemid 1 Jja 2 taandavad sisteemi (6) ehk (6')
triviaalse lahendi stabiilsuse uurimise lineaarse homogeen-
se konstantsete kordajatega siisteemi
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y': ‘y A= -ffd_(yg_)_
triviaalse lahendi stabiilsuse uurimisele. Vaadeldud juhtu-
del ei etenda siisteemi (6') mittelineaarne liige ¥ (y )y
mingit osa stabiilsuse kiisimuses. Juhul, kui maatriksi A
kGigi omavédrtuste reaalosad on mittepositiivsed, kuid nen-
de hulgas on ka nulliga vdrdseid, ei ole selline taandamine
enam v3imalik: triviaalse lahendi ¥y = () stabiilsust vdi

‘mittestabiilsust hakkab oluliselt mdjutama sisteemi (6')

mittelineaarne liige l"(y)y.
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