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ОБОБЩЕННЫЕ ИНЕРЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ

В НЬЮТОНОВСКОЙ И ОБЩЕРЕЛЯТИВИСТСКОЙ
МЕХАНИКАХ. II ТЕОРИЯ ЭЙНШТЕЙНА

X. П. Керес

15. Система отсчета как геометрический образ. Все, что

было сказано о системах отсчета и координатных системах

в пп. I—3, переносится без изменения в общую теорию отно-

сительности. Только в ньютоновской теории понятие про-

странства-времени не играло никакой большой роли, в то

время как в общей теории относительности это понятие яв-

ляется центральным. Поэтому будем описывать систему от-

счета и на языке геометрии четырехмерного пространства-

времени. Вспомним, что система отсчета, определенная не-

которой материальной базой, состоит из трехмерного про-

странства и одномерного времени, отнесенных к этой базе.

Эта статья является продолжением предыдущей [3]. В ней рассматри-

ваются так называемые обобщенные инерциальные системы, определен-

ные в общей теории относительности таким же методом, как определяют-

ся обобщенные инерциальные системы в «нежесткой» ньютоновской меха-

нике. Показано, что, аналогично нежесткой ньютоновской механике, дви-

жение всякого пространства характеризуется относительно множества

всех обобщенных инерциальных систем двумя величинами и (эти
величины вычисляются с помощью конкретной обобщенной инерциальной
системы 5', но являются независимыми от выбора 8'). Рассмотрены раз-

личные типы (по характеристикам неинерциальных систем от-

счета.

11. Обобщенные инерциальные системы в общей теории

относительности
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Все точки-мгновения, принадлежащие к одной и той же про-

странственной точке, образуют в пространстве-времени на-

правленную линию — мировую линию этой пространственной
точки. Пространство в целом определяет трехмерную кон-

груэнцию мировых линий своих точек. Все точки-мгновения,

принадлежащие к одному и тому же моменту времени (од-

новременные точки-мгновения), образуют в пространстве-

времени гиперповерхность — гиперповерхность одновремен-

ности, соответствующую данному моменту времени. Время
в целом определяет одномерное семейство гиперповерхностей
одновременности, пересекающих конгруэнцию мировых линий

точек пространства. Трехмерная конгруэнция мировых линий

пространственных точек, пересеченная одномерным семей-

ством гиперповерхностей одновременности, является четырех-

мерной геометрической фигурой, изображающей систему

отсчета. Если в системе отсчета определена координатная си-

стема («',/), то координатные линии х1■ — сопзЕ и координат-
ные гиперповерхности I — сопзЕ совпадают с мировыми ли-

ниями точек пространства соответственно с гиперповерхно-

стями одновременности.

13 общей теории относительности пространство-время

рассматривается метрическим римановым пространством
Если мировые линии точек пространства системы отсчета

являются геодезическими и гиперповерхности одновремен-
ности пересекают их ортогонально, то система отсчета назы-

вается геодезической.

16. Обобщенные инерциальные системы. Будем понимать

под пробной частицей материальную точку, влиянием кото-

рой на фонное гравитационное поле можно пренебречь.
Мировая линия свободной пробной частицы является геоде-

зической. Свободно движущаяся пробная частица является

«свободно падающей» в гравитационном поле. Но, в духе

принципа эквивалентности, согласно которому гравитацион-

ные и инерционные силы имеют одинаковую физическую при-

роду, движение свободно падающей частицы можно рассмат-

ривать как движение по инерции [2]. Закон геодезической

линии приобретает тогда значение закона инерции мате-
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риальной точки, и мы можем, аналогично ньютоновской ме-

ханике, определить инерциальные системы отсчета. Но так

как в общей теории относительности, вообще говоря, отсут-

ствует понятие жесткого тела, то возможно ввести только

обобщенные инерциальные системы, по примеру нежесткой

ньютоновской механики.

Нами показано [l], что в системе отсчета 5, обладающей

временем некоторой геодезической системы отсчета B', и при

подходящем выборе временной координаты /, уравнения гео-

дезической линии записываются в виде

-

7 + 1 0. (161)

где

~2

Д2 (16. 2)

(16. 3)и
2
~ и.и5

= §г.и
г
и

5 ,

и 1
— х* — V1

,
с — постоянная, — составляющие метриче-

ского тензора трехмерного пространства, — символы

Кристоффеля, составленные из И/ = §1$и
5

. Векторное поле

с‘(хк
, 1), определенное в пространстве системы отсчета 5,

является полем скоростей точек пространства геодезической

системы отсчета 5', к которой относится время 1. Скорость V'

вычислена как производная с1х 1 1с11. Точка над буквой озна-

чает дифференцирование по /, точка с запятой перед ин-

дексом — ковариантное дифференцирование в трехмерном

пространстве координат Уравнение (16. 1) выражает закон

инерции в общей теории относительности. Поскольку уравне-

ние (16. 1) отличается от соответствующего уравнения ньюто-

новской теории (5. 1) только тем, что на месте скорости час-

тицы и фигурирует величина и 1/@, то можем при определении
обобщенных инерциальных систем поступать совершенно
аналогично ньютоновской механике: если в некоторой систе-

ме отсчета 8 закон инерции материальной точки имеет вид

(16. 1), то пространство, определенное полем скоростей
с 1(хк

, 1), в сочетании со временем системы отсчета 8, обра-
зует обобщенную инерциальную систему. Специальную вре-

менную координату / назовем галилеевой временной коорди-
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натой. Из сказанного ранее ясно, что множество обобщен-

ных инерциальных систем совпадает с множеством геоде-

зических систем отсчета. Отсюда, между прочим, видно, что,

в отличие от теории Ньютона, каждая обобщенная инер-

циальная система имеет свое собственное время.

17. Поле скоростей в обобщенной инерциальной системе,

вызванное движением пространства другой обобщенной инер-

циальной системы. Пусть имеем обобщенную инерциальную

систему 8" с координатной системой (х‘, т), где т — гали-

леева временная координата. В такой координатной системе

выражение четырехмерного линейного элемента имеет вид [l]

б/$ 2
— с

2б/т 2
— §гз

сlхг (1х3 . (17. 1)

Пусть 8' — некоторая другая обобщенная инерциальная си-

стема, в которой введена галилеева временная координата I;

она связана с координатой т некоторым преобразованием

/ — ф(х\ т). (17. 2)

Имея ввиду правило преобразования составляющей 00 че-

тырехмерного метрического тензора, при формуле преобра-
зования (17.2), находим, что функция ср должна удовлетво-
рять дифференциальному уравнению [l]

<7>.о
2

— с 28г*<Р.г<Р.! = 1, (17.3)

где величины §'к определяются из соотношений

= (5?. (17.4)

Запятая перед индексом обозначает обычное дифференциро-
вание, в частности 99.0 = дср/дт.

Пусть точка Р пространства обобщенной инерциальной
системы 8' движется относительно обобщенной

ной системы 5" со скоростью и
l (хк ,т) — йхЧйт. Вычислим с

помощью выражения (17.1) контравариантные составляю-

щие 4-скорости точки Р
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(1г 1 <lх' V 1

(17.5)
(18 ис ’ (18 иС

’

где обозначено

‘ с 2 ’
(17.6)

(17.7)V
2

— V
5

V 5
— §г^гУ5

.

Уравнение / —сопз!., или, по формуле (17.2), уравнение

<р(х{
,

т) = сопзl. определяет гиперповерхности одновремен-
ности обобщенной инерциальной системы s'. Мировые линии

точек пространства системы 5' пересекают гиперповерхности

<р — сона!, ортогонально. Следовательно, единичный вектор

(17. 5) параллелен нормали гиперповерхности (р — сопз!., име-

ющей составляющие <р o, <р Л. Но, согласно уравнению (17.3)
вектор нормали с составляющими ар#, с<р Л является единич-

ным, и так как он, равно как и вектор (17.5), имеет направ-
ление увеличения I, то оба вектора должны быть равными.

Мы получаем, таким образом, после опускания индексов с

помощью коэффициентов линейного элемента (17. 1), ра-

венства

1 у
г

?° =

7’
= (17.8)

где

VI = (17.9)

Исключая из соотношений (17.8) функцию (р, находим урав-
нения

4(?) + = 0 - (17. 10)

А/М
= п

дх1 \/I / дхк \/ы /
(17. И)

Этим необходимым условиям удовлетворяет поле скоро-
стей ц'(х\ т), вызванное в обобщенной инерциальной систе-

ме 5" движением пространства другой обобщенной инер-

циальной системы s'. Но условия (17.10), (17.11) и доста-

точны для того, чтобы поле скоростей а'(х Л , т) определяло

движение пространства некоторой обобщенной инерциальной
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системы 8' относительно данной обобщенной инерциальной
системы 8". Действительно, уравнения (17.10), (17.11)
являются условиями интегрируемости системы дифферен-
циальных уравнений (17.8). Если они выполнены, то суще-

ствует функция ср(х1
, т), удовлетворяющая уравнению (17.3).

Но тогда уравнение ф=сопз(. определяет гиперповерхности

одновременности некоторой обобщенной инерциальной си-

стемы 5' [l]. По формуле (17.8) 4-скорость (17.5) ортого-

нальна гиперповерхностям <р — сопзЕ, откуда и видим, что

точки пространства обобщенной инерциальной системы 8'

движутся относительно системы 5" со скоростью V'.

+ у = (У^.s.о). (17. 13)

—+ т = о, (17. 14)

Уравнения (17.10), (17.11) соответствуют уравнениям
(9.4), (9.5) ньютоновской теории. В теории Ньютона состав-

ляющие метрического тензора пространства системы от-

счета 8" выражались формулой (8.4), где функция
была произвольно выбираемой. В общей теории относитель-

ности же определяются из системы дифференциальных

уравнений [2]

р‘
к =

. (17.12)
2<?2

у %
От

где р1к
— тензор Риччи, составленный из § —

де( и

обозначено дЛд.,0 =

18. Преобразования, связывающие обобщенные инерци-

альные системы между собой. Пусть в обобщенных инер-

циальных системах 3' и 8", рассмотренных в предыдущем

пункте, определены координатные системы /) и (х‘, т)
соответственно с галилеевыми временными координатами
1 и т. Будем рассматривать методы вычисления координат
события т как функции от координат 1 того же события.

Первый способ. Полагаем искомое преобразование в виде
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т)./ = 9?(х*. т), (18. 1)

Из равенства

где у;* — составляющие метрического тензора пространства

системы s'. вытекают соотношения

с2
(р,о

2
— Уг^г ■= С2

, (18.3)
С 2

<Р,o<Ра — Ргз? ,0?,1 =O, (18.4)
с2

<Рл<Р.к — Уг^г Л5

,к = —ёlк, (18.5)

Второй способ. Будем решать уравнение (17.3) для функ-
ции 99(х', т), фигурирующей в формуле (18. 1), методом Коши
[l]. Соответствующая уравнению (17.3) характеристическая

система обыкновенных дифференциальных уравнений полу-

чается в виде

(1т (Iх' ■

(18. 6>
= гРа,

=
:‘ё'\,ргр„

где обозначено §Г5

<O — д§Г5/дт, ёГB
л~ д§ГB/дх 1 . Величины

ё;к(х’, т) считаются известными. Система (18.6), имеющая

интеграл

Ро
2

— \, (18.7)

где Р,рl — произвольные функции, и р0 —Ро(^ Л), —

удовлетворяющие соотношениям (18.7) и

(№■ = с
2(Н 2

—
— С

2(1т2
— &Г!;(1хг(1х &

, (18.2)

где обозначено = д(р!дт, <р л
— дср/дх 1

, >0
= &,к =■

— д^1дхк
.

Считая функции у«л(^,/) известными, имеем в виде

соотношений (18.3) и (18.4) четыре уравнения для опреде-

ления четырех неизвестных функций (р Равенство

служит для вычисления коэффициентов

(18. 5)

решается при начальных значениях т=т(О), х‘ = х'(0),

Ро = Ро(О), выбранных зависящими от

метров а именно

трех пара-

118. 8)
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РоЕ I 4- с2р s
Е*л = 0, (18.9)

т = т№, I), х‘=х‘№,l), (18.10)

РО = Ро№,(), рl=•Рl№, *) , (18.11)

то соотношения (18.10) являются уравнениями искомого пре-

образования, обратного преобразованию (18. 1).

Уравнение (18.7), алгебраическое относительно величин

ро, р[, решается в следующем общем виде:

1
=

7’
= (18. 12)

а
2 =1 —

,
V

2
= V' = §'5и3 (18. 13)

(18. 14)

(18. 15)

Решение

(18. 16)

определяет движение точек =сопзl. пространства системы

отсчета 5' относительно системы отсчета 8" и соответствую-

щее этому движению поле скоростей у' в системе отсчета 8".

Величину р0 =1 /р можно с помощью соотношений

(18. 16) выразить через т. Тогда первое уравнение системы

(18.6) записывается в виде

Г). (18. 17)

где обозначено Е л — дЕ Е‘,к~ дЕ'/д^1 . Если решение этой

задачи написано в виде

где VI — новые неизвестные функции. Подставляя выраже-

ния (18.12) в характеристическую систему (18.6), получаем

уравнения для неизвестных функций х', ц( ,

(1х1 (1 1Ъ;\
=■ V

,

—- Ги
— 0.

(1т (1т /л
1Г5

Эту систему придется решать при начальных условиях: если

т = -г то = V^($к ), где, согласно формуле

(18.9), величины у, определяются из уравнений
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решением Которого, при начальном условии г(0) —• Е(^')/с 2
,

является

г

I — / и(lт
Рlс*

(18. 18)

Равенство (18.18) равносильно первому уравнению (18.10).

Второе уравнение (18.10) получается из решения (18.16)
в виде

= Ж /)]. (18. 19)

Третий способ. Будем исходить из поля скоростей </(х*. т),

удовлетворяющего условиям (17.10), (17.11) и характери-

зующего движение пространства системы отсчета 5' относи-

тельно системы отсчета 5". Так как равенства (17. 10),
{l7. 11) являются условиями интегрируемости системы

(17.8), или, что то же самое, для уравнения

л=l(л—-
-и

\
с
г / ’

(18. 20)

то последнее уравнение имеет решение в виде

I — ф(х\ г). (18.21)

Далее, желая определить движение точек пространства си-

стемы отсчета sх,5 х

, будем решать систему дифференциальных
уравнений

(Iх‘ ■ , ь ч
— = а‘(х\ т), (18. 22)

Начальные значения определяют новую

обобщенную инерциальную систему 5', а также простран-

ственную координатную систему в системе отсчета 5'.

Так как координатную систему можно выбрать произ-

вольно, то из четырех функций Е, Е‘ три, например Е‘, могут

быть выбраны в каком-нибудь частном виде, например.
Е 1 = ?. Система отсчета 5' определяется тогда выбором
только одной функции Е. Следовательно, множество обоб-

щенных инерциальных систем зависит, как и в ньютоновской

механике, от одной произвольной функции Е(|‘) трех про-

странственных координат
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например, при начальном условии х‘(0) =•?'. Решение этой

системы

= т), (18.23)
вместе с уравнением (18.21) определяет искомое преобра-
зование.

где

а г х'х>lII' а I а
1
" 1Х х • (19.2)

о .
К™ х

г

X
х

а
2

— 1 = .
г2 (19. 3)

Назовем величину а,, определенную формулой (19.2),

обобщенным ускорением частицы относительно обобщенной

инерциальной системы. Оно отличается от соответствующего

выражения ньютоновской механики только множителем 1/а.
Мы можем на основании формулы (19. 1) высказать закон

инерции материальной точки в следующей форме: свободно

падающая материальная частица движется относительно

обобщенной инерциальной системы с нулевым обобщенным

ускорением. Эта форма закона инерции, совпадающая до-

словно с соответствующей формулировкой в ньютоновской

механике, характерна обобщенным инерциальным системам.

Из множества всевозможных систем отсчета можно выде-

лить множество обобщенных инерциальных систем также по

этому признаку.

19. Обобщенное ускорение точки. При формулировке
закона инерции в виде (16.1) нужно рассматривать две си-

стемы отсчета, обладающие общим временем: система от-

счета общего типа 5 с координатной системой (х‘, /), и

обобщенная инерциальная система 5 х

,
в которой можно

ввести галилееву временную координату 1. Поле скоростей
ц'(хЛ

,
/) описывает движение пространства системы отсчета

5' относительно системы отсчета 5. Будем рассматривать

теперь частный случай 5=5'. Тогда ц'= 0, и мы получаем

на основании формулы (16. 1) закон инерции материальной
точки, написанный в обобщенной инерциальной системе при

использовании галилеевой временной координаты /, в виде

а« = 0, (19. Г)
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20. Основной закон динамики пробной частицы. Пусть
имеем некоторую систему отсчета 5 с координатной систе-

мой (х‘, /). Пусть частица Р движется относительно системы

отсчета 5 по закону х'=х‘(/), или в четырехмерной форму-
лировке, по закону

*

(20. 1)

где | | — четырехмерные скобки Кристоффеля, составлен-

ные из коэффициентов выражения линейного элемента в

координатной системе (х\ /). С помощью тех же коэффи-
циентов производятся и опускание и поднятие индексов че-

тырехмерных векторов и тензоров. Вектор С
и

, например,

имеет контравариантные составляющие

Vго' V*.
(18 } б V ]

(20. 3)

Векторы Vм иI! — ортогональны. В самом деле, умно-

жая равенство (20.2) на У!* и пользуясь при этом равен-

ством

аУ.. (IV
\№ —

— V
аз

~

г* аз ’

= —I ■“ I к.УГ.
Iм ' (18 [ <тН А* ’

* Греческие индексы пробегают значения 0,1, 2, 3. латинские

1. 2, 3.

где обозначено х° = Л Соотношения (20.1) являются одно-

временно уравнениями мировой линии частицы Р. 4-скорость
частицы Р, \^1

= является касательным единичным

вектором к мировой линии (20. 1). С помощью 4-скорости

вычислим вектор С/„ , определяемый формулой

<20 - 2 >

вытекающим из уравнения V — 1, получаем выражение
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которое, с другой стороны, ввиду формулы (20.3), равно

произведению —V (7м . Отсюда видно, что

= (20.4)

Взяв здесь |/° = (111(18, У‘ — х‘(сН/(18), запишем равенство
(20. 4) в виде

Щ + (20.5)

Если частица Р свободно падающая, то

Ч,=о, (20.6)

так как мировая линия свободно падающей частицы являет-

ся геодезической, а соотношения (20.6) являются уравне-
ниями геодезической линии, как это особенно хорошо видно

из формулы (20.3). Если же частица Р не является свобод-

но падающей, то ее движение описывается уравнением типа

(20.7)

где гп0
— инвариантная масса частицы, и Ри — величина,,

характеризующая силы, действующие на частицу. На осно-

вании формул (20. 5) и (20. 7) 4-сила Р всегда удовлетво-

ряет условию

Ео -4- Г 3х* =■ о. (20. 8)

Рассмотрим теперь частный случай, когда 5 является

обобщенной инерциальной системой и / — галилеевой вре-

менной координатой. Тогда имеем

уо _
_l_ V' = —

са
'

си
’ (20.9)

и так как

дз2
— с

2сl1 2
— §Г8

(1х г (20. 10)

то

а са
(20. 11)

Величина а определяется формулой (19.3). Далее, имеем

1
С-а

’ (20. 12}
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(20. 13)

где а, — обобщенное ускорение частицы, определенное фор-

мулой (19.2). Составляющую (70 можно, по формуле (20.5),

представить в виде

(20. 14)° с*а 5

Из формул (20.8), (20.12) и (20.14) вытекает, что ра-

венство (20.7) эквивалентно равенству

тоаl — (20.15)

где

(20. 16)

Из формул (20. 12) и (20.14) вытекает, что равенства щ — 0

и V =-0 эквивалентны между собой, как и должно быть,

так как оба равенства выражают закон инерции материаль-
ной частицы. В частности, если обобщенное ускорение точки

равно нулю в одной обобщенной инерциальной системе, то

оно равняется нулю и в любой другой обобщенной инер-

циальной системе. Другими словами, равенство сц = 0 не

зависит от выбора обобщенной инерциальной системы. Бу-
дем говорить, что выражаемое равенством а, = 0 свойство

движения частицы имеет смысл относительно множества

всех обобщенных инерциальных систем.

Уравнением (20. 15) выражается основной закон динамики

пробной частицы. Он совпадает по форме со вторым зако-

ном Ньютона (8.7). Величина является вектором силы в

трехмерном пространстве обобщенной инерциальной си-

стемы.

21. Неинерциальные системы отсчета, обладающие вре-

менем инерциальной системы. Будем рассматривать систему
отсчета 5, состоящую из пространства 7? произвольного типа

и из времени, относящегося к некоторой обобщенной инер-

циальной системе 5'. Если в пространстве 7? введена коорди-
натная система (%'), и в обобщенной инерциальной системе

5' координатная система /), где 1 — галилеева времен-
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№ = с
2сН 2

— Ргз^г^ а (21.1)

Движение пространства обобщенной инерциальной системы

5' относительно системы отсчета 5 описывается уравнениями

вида

0- (21.2)

Соответствующее этому движению поле скоростей в системе

отсчета 5 представляется уравнением

I) = 0. (21.3)

<ь=.<ь(х\ /). (21.4)

Дифференцируя равенство (21.4) при = сопзС по I, нахо-

дим, что

0 = (21.5)

(1& —

3
— V

ясП). (21.6)

Подставляя выражения (21.6) в правой части равенства

(21. 1), получаем выражение линейного элемента в коорди-
натной системе (х‘, /),

или

(1$ 2
= с

2
р,

2(11 2 + 2V
s
(^x3

— §гз
сlхг сlх3

,
(21.8)

где

§lк — Угз^Г

,к (21.9)

и

2

= 1
,

у2 = щ (21. 10)

ная координата, то в системе отсчета 5 будем иметь коорди-

натную систему (х‘, /). Линейный элемент в координатной
системе /) имеет вид

где обозначено х‘, и величины в правой части

являются функциями от х‘, Л определенными из уравнений
(21.2)

где обозначено С помощью этого

соотношения вычислим

б/$2
= с

2с!1 2
— §г$(<1хг

— игМ) (Ах* — и
3(11), (21. 7)
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Заметим, что в любой системе отсчета 5 линейный элемент

может быть преобразован к виду (21.7) или (21.8). При
такой форме линейного элемента 4-скорость движущейся
частицы Р имеет компоненты

уо =_Ь у/ •
сГ С(Г (21. И)

У„ =
+ IЛ =

С/? ’ ‘

ср ’ (21. 12)

где =х‘ — и‘, и

= и2
= и8и

3

, Щ^^и
3. (21.13)

Далее вычислим, по формуле (20.2),

с 2,? {<//(/) Р
Гlг,5х

ги5 4-
, (21.14)

Можно показать, после довольно громоздких вычислений,
что имеет место равенство

где величины а, и а определены формулами (19.2) и (19.3),
и

—~2 (, уl;к 4“ I + ё/к,о) . (21. 18)

или

и^8Л Т{{^гзА^Г^ 5
Уг^ 5)|, (21. 15)

п
1 ( а / С 2 + Щи 5

\ 1 .1 . .и°
=

и(—~

7
и +

V
хГх5 - ' (21.16)

С^ '

2 --^ё^Р
Xр — V^_ 0 —V5V 5

—

—
— 5

— 5 -\-~2ё[рхРёгз.оХгх\ (21. 17)

В силу формулы (20.5) закон инерции материальной
точки (20. 6) можно записать в виде откуда, по фор-
муле (21.14), получается уравнение (16. 1) ,

а по формуле
(21. 17) равенство
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а, = 7 ( У/л —4“ 4- ёIРхр ( 4~ ;ч +

и
ц
Л

Г5 и
г
и

&
— ~ ёаР&ёгз.о&х8 ) ■ (21. 19)

В пределе с->оо равенство (21.19) приобретает вид

а, = (Уцз — 0
5д) X3 + 4- I . (21.20)

Эта формула совпадает точно с соответствующей формулой
(12.1) из ньютоновской механики. Там правая часть равен-
ства (21.20) играла роль суммарной силы инерции, дей-

ствующей на частицу. Такую же точку зрения мы можем

принимать относительно равенства (21. 19). Сравнивая урав-

нение (21. 19) с уравнением (20. 15), выражающим основной

закон динамики пробной частицы, мы видим, что свободно

падающая частица движется так, как будто система отсчета

8 — обобщенная инерциальная система, но частица не сво-

бодная, а находится под влиянием силы инерции

Л= “ + V8V5. д +

(21.21)

где т0
— инвариантная масса частицы.

Если на частицу действует 4-сила Р
, то, согласно фор-

мулам (20.7) и (21.17), ее движение в системе отсчета 5

описывается уравнением

тйа1 = /,* (21.22)
где

~ ёIР
ХР Хг ) , (21.23)

и Д* определяется формулой (21.21). Формула (21.23) по-

казывает, какой 3-вектор силы в системе отсчета 5 соответ-

ствует заданной 4-силе Р при предположении, что система

отсчета 5 считается инерциальной. В частности, если частица

покоится в пространстве 7?, то, согласно формулам (20.7),

(21. 14) и (21. 16), на нее действует 4-сила

+ и
я А

Г8
иги5

— ~ ёдрХр§г*,оХгх5),
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р. __

то ( д др 1
'

рс
2 {д(\ р I дх‘ 1 '

Ео = О, (21. 24)

которой в системе отсчета 5 соответствует 3-сила

(21.25)

уравновешивающая силу инерции /,•*, которая, по формуле
(21.21), при Х[ = 0 получается в виде

1(* = + V 5V
5 V^А^sV^V 3)

/а-* УЛ)5 \ ( д /У ?\ „ди 1
(21.26)

Если покоящаяся в пространстве 7? частица не является сво-

бодно падающей, то естественное равновесное состояние

между частицей и полем нарушено, вследствие чего возни-

кает реакция со стороны поля. Выражением этой реакции
является сила инерции (21.26), для преодоления которой
необходимо приложить к частице силу (21.25). Обычно
сила типа (21.26) называется гравитационной.

22. Динамические характеристики пространства Ь, и

В координатной системе (х\ /) 4-скорость точки х
[
— сопзЕ

пространства 7?, рассмотренного в предыдущем пункте,
имеет, по формулам (21. 11) и (21.12), составляющие

Ср ’ (22. 1)

О*
(22. 2)

где величина и определена формулой (21. 10). Рассмотрим
тензоры:

= (22.3)

= (22.4)

Пользуясь выражениями (22.2), вычислим
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О]
(22. 5)

(22. 6)

(22.7)

(22.8)

си7
[/,

Ъс?
Iку= +

где обозначено

".=НХ')- (22.9)

(22. 10)

&1к — <l>lк + УкЬ,.) . (22. 11)

Имеем, кроме того, соотношение

(22. 12)

где

В — + 4~ (22. 13)

Для доказательства введем в пространстве 7? новую гали-

лееву временную координату /*, относящуюся к некоторой
другой обобщенной инерциальной системе s*. Пусть

1* = ф(х\ I), (22. 14)

и с* 1 (х к , /*) — поле скоростей точек пространства обобщен
ной инерциальной системы 5* в пространстве 7?, вычислен

Величины Ь[ и && вычислены с помощью поля скоростей
о'(хк

, /), вызванного движением пространства обобщенной

инерциальной системы 5' в системе отсчета 5. Покажем, что

Ь( и Цл в действительности не зависят от выбора обобщен-

ной инерциальной системы 8', т. е. они не зависят от выбора
галилеевой временной координаты 1 в пространстве 7?. Вели-

чины и определяются, таким образом, пространством

7? относительно множества обобщенных инерциальных си-

стем, они являются некоторыми характеристиками движения

пространства Я относительно множества обобщенных инер-

циальных систем.
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ное как производная с1х 11<И*. Вычислим с помощью поля ско-

ростей ц*' все величины, определенные формулами (22. 1) —

(22.11) и относящиеся к координатной системе (х‘, /*). По

правилам преобразования тензорных компонент и при фор-

муле преобразования (22. 14) имеем соотношения

№'« = Ф.ОГ„*, =

или, согласно формулам (22.2), (22.5) г (22.7), соотноше-

ния

и — ч>.оц*, цЬ, — д>лц*Ь,
l,

= (ро^*^*, :к

откуда и вытекают равенства

ь
1
= Ь\ (22. 15)

доказывающие установленное выше утверждение
Можно показать, аналогичным образом, что при преоб-

разовании пространственных координат х‘ величины Ь[ и Цл

ведут себя как ковариантные составляющие вектора соот-

ветственно кососимметричного тензора. В любом простран-

стве 7? определены, таким образом, вектор д/ и тензор ф*,

характеризующие взаимоотношение между пространством
7? и множеством обобщенных инерциальных систем.

<Л> = 0, У, = (22. 16)

с 2
а

(22. 17)

где — обобщенное ускорение точки х l' = сопз!. в обобщен-

ной инерциальной системе sх.5 х . Далее, по формуле (22.2),

Выясним механический смысл вектора Согласно

формулам (21.24) и (22.9) вектор 67
,,

для точки х‘' = сопзС
Л*

имеет в координатной системе (х‘, /) составляющие

а в координатной системе /), принадлежащей к обобщен-

ной инерциальной системе 5', по формуле (20. 12), состав-

ляющие
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4-скорость точки х' =сопßl. имеет в координатной системе

(х‘, /) составляющую

«7° = (22.18)

Если =О, то точки пространства 7? движутся относи-

тельно обобщенных инерциальных систем с нулевым обоб-

щенным ускорением, т. е. как свободно падающие частицы,

имеющие в качестве мировых линий геодезические линии.

Согласно формуле (22.11) единственной динамической ха-

рактеристикой такого пространства является тензор ад.

23. Основы классификации пространств по характери-

стикам 6/ и Ц*. Выражение линейного элемента (21.8) мож-

но записать, по формуле (22.2), в виде

где

~ ёгз + ’ (23. 2)

Из теории пфаффовых форм [4] известно, что для приведе-

а в координатной системе /), по формуле (20.9), состав-

ляющую

са

(22. 19)

Так как координатные системы (х 1 , 1) и /) связаны меж-

ду собой преобразованием (21.4), то имеем, по правилам

преобразования векторных компонент, соотношения =. ц/о,

откуда, на основании формул (22.18) и (22. 19),

вытекает равенство а = [л,

( С2 С2. 17), равенство

а затем, по формулам (22. 16) и

,== (22. 20)

Мы видим, что вектор рЬ(
— взятое с обратным знаком

обобщенное ускорение точки х 1 = сопз1. в обобщенной инер-

циальной системе 8'. Составляющие , а 5 обобщенного уско-

рения написаны в координатной системе (х‘, /).

б/5 2 + №
5(1х5 ) 2

— Нгз
(1хгс1х3 , (23. 1)



ния к каноническому виду дифференциальной формы

о = (23. 3)

существуют следующие возможности:

4. <Если IГ[ ;лг | =o,то О =

ожем, таким образом, составить

В о, + дсЦ)
В= О, & 1к 0 (1% + осllр

&1к ■= 0,6/ 0 дйгр
&1к = О. —' 0 (11р

В каждой строке слева от вертикального штриха стоят не-

обходимые и достаточные условия для существования соот-

ветствующего канонического вида, стоящего в этой строке

справа от вертикального штриха. Условия, приведенные в

левой части таблицы, служат одновременно основой для

га

1. Если деЦГг } то О => Лс1х + дс1гр, где Ъ X’
— четыре функционально независимых функции, причем

X и гр определяются с точностью до произвольного г[реобра-
зования между собой

2. Если де((Г^)Г] ) =0, но И И 0, то О = а% +
+ дс1-ф, где д, %, тр — три функционально независимых функ-
ции, причем % и гр определяются с точностью до преобразо-
вания вида +

3. Если = но то О = ддлр, где

о, гр — две функционально независимых функции, причем

гр определяется с точностью до преобразования

Но, по формуле (22.12), условие с1е1(1Г^ /г ]) 0 равно-

сильно условию В по формулам (22.7), (22.8), и

(22. 12), условия =0, равносильны

условиям В ■= 0, по формулам (22.7), (22.8), (22.5)
и (22.6), условия ЦТ* = 0, Н7| равносильны

условиям Цл = 0, по формулам (22.5), (22.6) и

(22.11) условие
//>г ]’=0 равносильно условиям = 0,

6, = 0. Мы можем, таким образом, составить таблицу
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классификации трехмерных пространств 7?. По этой класси-

фикации существует 4 типа пространств. Для пространства

данного типа существует своя собственная естественная вре-
менная координата т, определяемая преобразованием

т — гр(х 1
,

/), (23. 4)

или преобразованием
т = /(Д О, (23.5)

с точностью до преобразования, допустимого для функции гр

соответственно для функции %.

Если .О ( * =O, 6/ =O, то преобразование ст = гр(х':, I) при-

водит линейный элемент (23. 1) к виду

откуда видим, что пространство 7? четвертого типа принад-
лежит к некоторой обобщенной инерциальной системе, где

временная координата т, определенная с точностью до пре-

образования т-> ННтН-то, То — постоянная, является гали-

леевой.

с1$2
— о

2(lт 2
— 1г

гз
сlхг сlх5 (24. 1)

(вместо д написано о). Координата т определена с точностью

до преобразования т Е (т). Скаляр о не может быть по-

стоянным или функцией только от т, так как в таком случае

функции д и в каноническом виде дифференциальной фор-
мы (23. 3) не были бы функционально независимыми. Имеем,
следовательно, о=о(х‘,т) с отличным от нуля градиентом,

од O.

При форме линейного элемента (24. 1) 4-скорость части-

цы, движущейся по закону х‘ = х'(т), имеет составляющие

уо _
_l_ уд —

Л
оа

’
ап

’
(24.2)

Уо = —, к = —

,
а ла

■ (24.3)

где обозначено х‘ — (1х 1/с?т и

с1з 2 = с2с1т2
— Иг8(1хг (1х5

, (23. 6)

24. Пространства типа = 0, После введения

временной координаты т формулой (23.4), линейный элемент

(23. 1) приобретает вид
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а
2

—
1 Д 5

хгхs . (24.4)

Отсюда вычислим по формуле (20. 2)

-{•/-(—) (24.5)
:оа У ат \ оа I оа ’ а

(24.6)

где обозначено а,о = до/дт, о л —доlдх1
, и символы Ла,/ со-

ставлены из коэффициентов Ла-

- Н,„х° +(l + а, + 1
0 , (24. 7)

где величина

Л ( к,B х
8 \ 1

г' (1т \ а
) ‘ 1V.8%

\л o / «О
(24.8)

с

1 л
2

а 0
2

— 1 НГS
хгх5

, х
2 =1 -- (24.9)

является обобщенным ускорением частицы в системе отсче-

та 5, состоящей из пространства 7? и из времени, определен-
ного координатой т. Согласно формуле (24. 7) свободно па-

дающая частица движется в системе отсчета 5 по закону

тоаl = 11*, (24. 10)
где

I* =-

77 !т +(’ + € +

+у Х • (24. 11)

11
1 / 1 1

и г-.
1 1

= + ) 0Х
г
Х5 о о},

оа ’ от \ «/ 2ао ' а • ) ’

Равенство (24. 5) можно представить в виде

а 0
’

3(2
и

г
— н— оо 1

—

а0а2ао 2 "ч* * 1

В системе отсчета 5 скорость света равна величине о. Пола-

гая о
2

— с
2 2Ф так, что при с->оо было бы Ф/с2 -> 0, и

поэтому мы получаем, в пределе
ства (24.11) выражение

с ->- оо, из равен-
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I *
п1

дФ
' 1 0 дх1

' ’ (24. 12)

Это ньютоновская гравитационная сила, имеющая потен-

циал Ф. Значит, в ньютоновском приближении свободно па-

дающая частица движется в системе отсчета 5 так, как дви-

жется частица относительно обобщенной инерциальной си-

стемы в гравитационном поле с потенциалом Ф. С той же

точки зрения мы можем интерпретировать уравнение (24. 10).
Свободно падающая частица движется так, как будто систе-

ма отсчета 5 — обобщенная инерциальная система, но час-

тица не свободная, а находится под влиянием гравитацион-

ной силы (24. 11). Мы могли бы, конечно, аналогично случаю

уравнения (21.19), называть силу (24.11) и силой инерции.

= Р+Г<, (24.13)
где

а-гг- Л
Л = (6Г

1 Н^Х 5ХГ ) Р„
«О

(24. 14)

Этой 4-силе соответствует в системе отсчета 5, по формуле

(24. 14), 3-сила

Ь — тоОО,I. (24.16)

Она уравновешивает гравитационную силу Д* = —тосш,ь

Вектор С/л для частицы, покоящейся в пространстве У?,

имеет, по формуле (22.16), в координатной системе (%',/)

Если на частицу действует 4-сила Р
, то, по формуле

(24.7), движение частицы описывается уравнением

и сила определяется формулой (24.11). В частности, на

частицу, покоящуюся в пространстве /?, действует, согласно

формуле (24.5), 4-сила

Г
0 =>0, = (24.15)

составляющие Уо — О, а в координатной системе

(х',т), по формуле (24.5), составляющие (70 — 0. = =• —0Л/О.
Так как по правилу преобразования векторных компонент и

при формуле преобразования т = /) имеем (7, то

получим соотношение
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Ье =>-с
а

(24. 17)

откуда видно, что векторное поле Ь ( в пространстве /? выво-

дится из потенциала —с 2 lп а.

где

{ = Х.о -Ь е. (25.2)

(25. 3)

(25.4)

™l*=*lХ.Ь

I V/ г'к
?1к = ёlк + — ХлХ.к-

В координатной системе (х :

, т) 4-скорость точки, покоя-

щейся в пространстве /?, имеет составляющие

= 1.
■

(25.5)

с помощью которых вычислим

25. Пространства, для которых <? г Здесь приходится

рассматривать два случая, В=0 и Если В = 0, то

преобразование (23.4), (при условии >о приводит ли-

нейный элемент (23. 1) к виду

</$2 =>рс1т2 + 2^5с1х3с1т — уг5(1хгс1х3
, (25. 1)

Функции д и % рассматриваются как функции от т. Вре-
менная координата т определяется с точностью до преобра-
зования а функция х с точностью до преобразова-
ния хX + Ф(т). так что градиент хл определяется одно-

значно.

2с^[, >0] = — 3№
[0 №7*] =

у
— в.кХл) ■ (25- 6)

С другой стороны, по формулам (22.2), (22.5) и (22.7),
в координатной системе (х‘, 1) составляющие (25. 5) и (25. 6)
имеют значения ср, соответственно. Имея ввиду, что

при формуле преобразования типа (23. 4) составляющие 1Г
0,

2с1Г[(1 о) и ЗП7р1Г/Л] умножаются только на множитель >0,
как

это было показано при выводе равенств (22. 15), мы полу-

чаем соотношения
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с
2 (25.7)

1к ~ д к%• ( 25
-
8 )

закону х' = х‘(т), имеет в координатной системе (х‘, т) со-

ставляющие

17 )/ И/ (25.9)

I]2.
@ 2

— 1 , щ — у^и
8

,
и

2 = и^и 8 . (25. 10)

Отсюда вычислим

(25. 11)

] ] I (1 I о , №sи *' \ 1
/*г*€ г «\ I

лН? + тг)-2^ ’'"■» <х А - ®> +

+ + |п,о}- (25. 12)

Если В 0, то после преобразования (23.4) линейный

элемент (23. 1) принимает также вид (25. 1), с той только

разницей, что коэффициенты имеют теперь другие значения,

а именно

/ = (25. 13)

01/ = (25.14)

= + (25.15)

Величины Л, о, % рассматриваются как функции от х*. т.

Повторяя с величинами (25. 13) — (25. 15) вычисления, про-

изведенные выше с величинами (25.2) — (25.4), получаем ра-
венства

’г 2
=

у
— Я.,х.о — Р.О (25. 16)

Отсюда видим, между прочим, что 0, 0.

4-скорость частицы, движущейся в системе отсчета 5 по

где и
1 = х‘ — и о

2
= / 2 + йу

2
,

ш)
2

— Маи)8
,



29

/2
(*= (?.</.* — 9,кХл)\ (25. 17)

В =
■ (25. 18)

2/ О (х 1
,
х2, х3

)

9л — Я ох. (- — Л «/.о, (25. 19)

и затем по формуле (25. 17)

&1к — 2• (25. 20)

26. Центрально-симметрическое поле. Центрально-симмет-
рическое гравитационное поле описывается обычно линей-

ным элементом Шварцшильда, который, при обозначении

х
1
= г, х

2
= 6>, х

3
= д), имеет вид

с коэффициентами
9 0 20 т

О
2
= С

2
,

г
(26. 2)

где т — масса центральной точки, С — гравитационная по-

стоянная, и

= н 22 = г 2
,

Н 33 =г2 ып 2в, (26.3)

где

2oт

с2 (26. 5)

Предполагая, что шварцшильдова система отсчета 5 являет-

ся инерциальной, получаем, согласно формулам (24. 12) и

Формулы (25.9) — (25.12) остаются без изменения.

В случае 6( =0 имеем, по формуле (25. 16),

с1з2
— о

2с1т 2
— К Г5<1хгс1х5 (26. 1)

а при /г 1к
— 0. По виду линейного элемента (26. 1) видно,

что пространство шварцшильдовой системы отсчета 5 с

координатной системой (х\ т) — типа = 0, По

формулам (24.17) и (26.2)

/,
• От

А
о _0 Ь2 = 0, (26. 4)
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(26.2), гравитационную силу в ньютоновском приближении
как ньютоновскую силу притяжения

= / 2
* =O, / 3

* =O. (26.6)

Преобразование

ст<= с/ — 2ку/г 4- 1п
,

У/г — к
(26. 7)

ври

Л А I У26/п
у/г >O, я— + ,у ’ —

с

приводит линейный элемент (26. 1) к виду (21.8),

с1з 2
= с2^ 2сИ 2 4- <2л)sсlхBсll — Згисlхгсlх8

,
(26. 8)

где

Ь2

(26. 9)

VI — = 0, Vз '•=■ О,
У г

(26. 10}

Из формулы (22. 9) следует при значениях /л и у, (26. 9)
и (26. 10)

— цЬз —O. (26.12)
г V г(г — к2)

Вектор (26. 12) представляет собой, на основании формулы
(22.20), обобщенное ускорение точки шварцшильдова про-

странства 7? относительно обобщенной инерциальной системы

§22 = Г
2

, § 33 = Г
2

8Ш
2 0, §& = 0, (/ к) . (26. 1 1 >

Временная координата /, относящаяся к некоторой обобщен-

ной инерциальной системе 5', является галилеевой. Точки

пространства 7?' обобщенной инерциальной системы 5' дви-

жутся в пространстве У? со скоростью У/. Из выражения

коэффициентов (26. 11) видим, что шварцшильдово простран-
ство 7?, рассмотренное как составная часть некоторой дру-

гой системы отсчета с координатной системой (х\ /)„
имеет эвклидову геометрию.
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При предположении, что система отсчета 51 является

инерциальной, получим из формулы (21.20) в ньютонов-

ском приближении, при значении скорости (26. 10), опять

выражение ньютоновской силы притяжения (26.6), но те-

перь в качестве силы инерции, действующей на движущуюся

частицу.

Для перехода в обобщенную инерциальную систему 5х
мы

можем использовать систему (21.3), которая в данном слу-

чае имеет вид

дг с/г д& ~ д<р ~

д/ уу' д/ ' д/
(26. 13)

Эта система имеет решение

— — я

(Уг) 3
= (Ур) 3 —6> = »0, ч> = <р o, (26.14)

ч

(Уг) 3
= — у/20т I, (26. 15)

определенное в области

О

(Уе) 3 + 4 (26. 16)

Переход из системы отсчета 51 в обобщенную инерциаль-

ную систему 5х

производится путем преобразования, задан-

ного формулой (26. 15). Из этой формулы видно, что точки

5'. Мы видим, что вектор — является бесконечным на

поверхности г — к2
,

мнимым в области 0 <^г<^к 2 внутри

упомянутой выше поверхности, и бесконечным в точке г — 0.

Отсюда вытекает, что в области 0 г < к2
невозможно

реализовать материальными объектами движения про-

странств П и Н' относительно друг друга.

удовлетворяющее начальному условию: при / = 0 имеем

У/г—у/д. Вспомним, что величина к может иметь два

знака, ск = + У20т. Взяв ск =— \/2От, получаем решение

(26. 14) в конкретном виде
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(Уо) 3 + 4 У26т I= 0, (26. 17)

или, на языке трехмерной геометрии, точка г = 0 изображает-
ся в пространстве 7?' обобщенной инерциальной системы 5'

поверхностью сферы с переменным радиусом ро =

= (—<уУ2oт/) 2/з
, причем при I <У 0 внутренность этой сферы

исключается из рассмотрения. Такая своеобразная матема-

тика никак не выражает каких-либо новых свойств грави-

тационного поля, она отражает лишь особые свойства ото-

бражения пространства-времени на числовое пространство.

с1з 2
— с 2сН 2

— (26. 18)

с коэффициентами

Гн =у, 722 = г2
, у33 =Г

2
81П

2 е, Уlк =о, (26.19)

Существует, кроме s', еще другая обобщенная инерциаль-
ная система 5* с коо-рдинатной системой (д*, 6, у, /*), соот-

ветствующая выбору ск =4- у26т в решении (26.14). Для

перехода в обобщенную инерциальную систему 5* мы по-

лучим другое преобразование

(Уг) 3 = (У^*) 3
—

у (26. 20)

о = сопз!. пространства 7?' обобщенной инерциальной систе-

мы 5' удаляются в шварцшильдовом пространстве от цент-

ра г = 0 со скоростью V— \/
:20т1у/г. Координатная система

(о, 6, (р, Г), введенная в обобщенной инерциальной системе

5', имеет ту особенность, что с помощью этой координатной
системы пространство-время отображается только на одну

часть четырехмерного числового пространства, а именно на

область (26.16). В частности, мировая линия точки г = 0

изображается гиперповерхностью

После преобразования (26. 15) и при обозначении д = %
<9 =

2
, <р

— 3
,

линейный элемент (26.8) приобретает вид
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определенное в области

(\/р*) 3 > О, (26.21)

и приводящее линейный элемент (26. 8) к виду

Из формулы преобразования (26.20) видно, что точки

о* = сопз(. пространства Р* обобщенной инерциальной си-

стемы 5* падают в шварцшильдовом пространстве Р к цент-

ру г— 0 со скоростью V = -х/Ют/у/г. На основании фор-

мулы (26. 7) галилеевы временные координаты I и I* свя-

заны соотношением

сl* =сl + - у/26тг + 1п . (26. 23)
с2 сУг+У26тl

Отсюда вычислим, с учетом равенства (26. 15),

<ll* =
Г (1‘ +
г— к2 1 с(г — к2) К

(26. 24)

Сравнивая уравнение (26.24) с уравнением (18.20), нахо-

дим, что точки пространства Р* движутся в обобщенной

инерциальной системе 8' со скоростью

I’l* = — С у , У2* = 0, I»з*=o, (26.25)

величина которой равна

... ...адуг
“ ~

г+ 4" (26. 26)

Из формулы (26. 26)’ видим, что при г— к 2 имеем V* —с,

т. е. на поверхности г— к2
точки пространства Р* движутся

относительно системы отсчета 5' со скоростью света. От-

сюда вытекает, что в точках поверхности г= к2 движение

пространств 7?* и Р' относительно друг друга не может быть

реализовано телами, имеющими конечные массы покоя.

Пусть точка Р* пространства Р*, падающая к центру г = 0,

с18 2
— с

2с11* 2
у- с1()* 2

— г
2 (с13 2 -|- 81П2 (Эс1<р2 ). (26. 22)



достигает поверхность г~к2
,

где она встречает точку Р' про-

странства /?', вылетающую из центра в обратном направ-

лении. Если в точках Р* и Р' можно поместить реальные

частицы, то, согласно вышесказанному, эти частицы не мо-

гут встречаться на поверхности г —к2
.

По меньшей мере

одна из них не может проходить через поверхность г — к2
.

Но так как мы не видим причины, чтобы предпочитать из

двух обобщенных инерциальных систем 5* и 8' одну перед

другой, то мы должны заключить, что поверхность г— к2

является непроницаемой как для частиц типа Р*, так и для

частиц типа Р'. Сингулярность на поверхности г= к2 имеет,

по-видимому, полевой характер. Каков физический смысл

такой сингулярности? Проще всего и естественно предпола-

гать, что уравнением г—к2 определяется поверхность цент-

ральной массы т. В общей теории относительности конеч-

ная гравитирующая масса т, по-видимому, всегда имеет

конечные размеры. Минимальный объем для массы т огра-

ничивается поверхностью г = к2 .

Поступила в редакцию
2 мая 1963 г.
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6Е1ЧЕкАЕ1ХЕ0 ШЕКТ1АЕ 8У8ТЕМ8 114 1ЧЕ\УТОМ1А№

МЕСНАМ1С8 А\О Ш 6Е1ЧЕКАЕ КЕЬАТ1У1ТУ.

II ТНЕ ТНЕОКУ ОЕ

Н. Кегез

И \се сопзНег Ггее1у 1а1Пп§ раг11с1ез аз тоушд Ьу тегНа.

(Ье во саПес! 1пег11а1 8уз(етз тау Ье ЬеПпеЬ 1п

1ке §епега! гекНуКу тесЬатсз ехас(1у 1п (Ье зате \уау аз

т Ые\у(оп1ап тесЬатсз [3]. ТЬеу аге сЬагас(еп2ес!

Ьу (Ье Ппе е1етеп( оГ (Ье 1огт (17. 1). Лиз( аз т Ые\у(отап

тесЬатсз, т а тегНа! зуз(ет (Ье

ассе!ега(1оп а, (деПпед Ьу (Ье (огти1а 19.2) о! а (гее1у тоут§

раг11с1е 18 хего ((Ье 1а\у о! тегНа). Еуегу З-зрасе /?, ЬезспЬес!

Ьу а З-сИтепзюпа! о! Нте-Нке \уог1с1 1тез, роззез-

зез (\со Ьупагтса! сЬагас(ег1з(1сз: а 3-уес(ог апд ап апЕ-

зутте(г!с 3-1епзог ТЬеу аге са1си1а(ес! ууКЬ (Ье ахс! о(

зоте зресиаИгес! тегНа! зуз(ет, Ьи1 аге тдереп-
с!еп( оГ (Не скоке о( 1Ье 1 а Пег. Непсе (Не диапННез 6

(- апс! <2 ;Л

скагаскпхе 1Ье тоНоп о! зрасе /? \уИЬ гезрес! (о Иле 1о1аП1у
о( депегаНгед 1пегПа1 зуз1етз. ТЬеу аге 1Ье апа!о§иез о!

Не\у1отап ассе1ега(юп апс! гоШюп о! уо1ите е1етеп1з о! (Не

зрасе Я \уйЬ гезрес! (о (Ье тегНа! зуз(етз. АП зрасез Га11

1п(о Гоиг с1аззез ((аЫе оп р. 23). ТЬе зрасез (о

(Ье депегаИгед 1пег(1а1 зуз(етз аге сЬагас(еп2ес1 Ьу (Ье

едиаНопз = 0, .0,* — 0. Рог а зрасе оГ а §1уеп с1азз (Ьеге

ех1з( ргеГеггед Нте-зузктз сЬагас(епзНс о! (Ьа( с!азз о(

зрасез. а §1\г еп (гате о( геГегепсе аз ап 1пег(1а1

опе, (Ье З-сПтепзюпа! 1пег(1а1 ог §тауИа(1опа1 Гогсез тау Ье

1п(гос1исес1.
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О СТАТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ ПРОБЛЕМЫ МНОГИХ

ЧАСТИЦ В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ I

И. Пийр

Показывается, что теорема Гоффмана [7], по которой равновесной
(в ньютоновском смысле) коллинеарной системе частиц, обладающих

массами обоих знаков, соответствует решение Керзона —Сильбер-штейна
[2, 3] с изолированными сингулярностями, остается в силе и при колли-

неарной системе частиц, обладающих кроме масс дипольными и мульти-

польными моментами ориентированными по оси г.

1. Введение

ск2 = сП- — е
г

~-
1 (с1д 2 + (1г 2 ) — е~^о 2<l(р 2 (1.1)

уравнения Эйнштейна в пустоте приводят к довольно про-

стым уравнениям (например, [l] формула (13.38)):

V, М+ 7 ?
+ “ гг =°’ (1 2)

(1.3)

= (1-4)

Легко убедиться, что при любой функции /г, удовлетворяющей
уравнению (1.2), уравнения (1.3) и (1.4) совместимы. Урав-
нение (1.2), как уравнение Лапласа для аксиально-сим-

метричного случая может иметь решение, представляющее

потенциал точечных источников, расположенных в точках

21, г2, ..., 2,у на оси г

Хорошо известно, что для определения статического ак-

сиально-симметричного гравитационного поля с квадратом

линейного элемента •
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N

тк

2 гк
’ гк — [о 2 +(г — 2*) 2р, (1,5)

*=l

а уравнения (1.3) или (1.4) дают тогда*

(1.6)

Решение (1.5), (1.6) получено уже в 1924 г. Керзоном [2],
а затем в 1936 г. Сильберштейном [3]. По мнению Сильберш-
тейна полученное решение описывает гравитационное поле

коллинеарной системы точечных масс. Учитывая, далее, что

такое статическое решение в общем несовместимо с уравне-
ниями движения, он пришел к далеко ведущему выводу
о некорректности самой общей теории относительности. Од-

нако, как показывали Эйнштейн и Розен [4], решение Кер-
зона —Сильберштейна (1.1), (1.4) и (1.5) сингулярно не

только в изолированных точках** г
ь

г 2, ...
,

г.у, но ина лю-

бом отрезке оси г между этими точками. Эти, так назы-

ваемые физические сингулярности связаны с тем, что на каж-

дом из отрезков оси г функция V имеет постоянное, но в об-

щем отличное от нуля значение. А из этого вытекает, что от-

ношение длины бесконечно малой окружности с центром на

оси к радиусу отличается от 2л, и, следовательно, простран-

ство-время не является там регулярным. Это обстоятельство,

указывающее на существование уравновешивающих натяже-

ний, является, по-видимому, одной из причин, почему реше-
ние Керзона —Сильберштейна осталось мало изученным.

Другая, не менее важная причина состоит в трудностях, свя-

занных с физической интерпретацией этого решения даже

при одной сингулярной точке. Хотя в линейном приближе-

* Постоянные интегрирования выбраны здесь и в дальнейшем так,

чтобы метрика в бесконечности была псевдоэвклидовой.

Особые точки пронумерованы так, что г } <гг < ... <

N
,

Л'
тк т 1 <2 — гк ) (г — + Р

2

гкг 1<гк -г1)2

6=1 к. 1=1
к+1
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нии оно совпадает с решением Шварцшильда, но различие,

появляющееся уже во втором приближении, приведет к тому,

что решения Керзона —Сильберштейна нельзя привести
к центральносимметричному виду преобразованием коорди-

нат (см. [s]). Пока не ясно, какими физическими свойствами

соответствующей частицы обусловлено отклонение метрики

от сферически-симметричной. Если бы эта проблема была

решена, то физическое толкование остальных решений не

представляло бы особых затруднений. Например, статическое

решение с двумя источниками можно интерпретировать по

Мардеру, как внешнее решение для однородного шарового

слоя, внутри которого находится другое шаровое тело [6].
Легко убедиться, что по примеру IМардера можно построить

аналогичные модели, состоящие из нескольких шаровых

слоев, для случая с несколькими коллинеарными источни-

ками.

Недавно Гоффман [7] показал, что при предположении о

существовании масс обоих знаков возможны такие статиче-

ские частные решения Керзона —Сильберштейна, которые

имеют лишь изолированные сингулярности на оси г в точках

2|, г2 , ... , г,у. Наиболее привлекательным является здесь

то обстоятельство, что полученное Гоффманом решение со-

ответствует равновесной конфигурации масс в ньютоновской

теории тяготения. Например, в случае трех частиц должно вы-

полняться условие

:(— т2 ) :т3 = (г 2 — г3)“2 : (г3 — г,)~2 : (г 1
— г2)”2 (1.7)

Теперь не вполне ясно, следует ли рассматривать эти

результаты как случайные совпадения, или искать в них

более глубокие закономерности. Но во всяком случае, они

показывают, что решения, Керзона —Сильберштейна заслу-
живают более внимательного изучения. Понижение симмет-

рии в случае одной частицы по сравнению с решением

Шварцшильда нельзя считать сильным недостатком, обесце-

нивающим данное решение, так как в действительности

большинство частиц обладает осевой, а не сферической сим-

метрией (разные спиновые свойства). Из-за совпадения пер-

вых приближений решение Керзона —Сильберштейна дол-

жно предсказывать в основном те же значения для трех
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фундаментальных эффектов общей теории относительности,

что и решение Шварцшильда. Расхождения в этих значениях

имеют более высокий порядок малости и поэтому лежат

далеко за пределами точности нынешнего эксперимента. На-

конец, надо иметь ввиду, что решение Керзона —Силь-

берштейна вообще и равновесное решение Гоффмана в част-

ности являются простейшими и единственными точными ре-

шениями проблемы многих частиц в общей теории относи-

тельности. С этой точки зрения представляется перспектив-

ным искать возможности обобщения этих решений на случай

движущихся источников, а также на случай равновесных

конфигураций (в ньютоновском смысле) более сложной

структуры. В данной работе выполняется лишь небольшая

часть намеченной программы. А именно, мы покажем, что

основной результат Гоффмана, по которому равновесной
в ньютоновском смысле коллинеарной системе частиц, обла-

дающих массами обоих знаков, соответствует решение Кер-
зона —Сильберштейна с изолированными сингулярностями,
остается в силе и при коллинеарной системе частиц, обладаю-

щих кроме масс дипольными и мультипольными моментами.

2. Обобщение решения Керзона —Сильберштейна
с одной сингулярной точкой

Рассмотрим сначала обобщенное решение Керзона—
Сильберштейна с одной сингулярной точкой в начале коорди-

нат предполагая, что в ньютоновском приближении частица

обладает кроме массы также дипольным и мультипольными

моментами ориентированными по оси г. Следовательно,

функция и должна иметь следующий вид:

где Р
т

— полиномы Лежандра т-ой степеням, А <т}
— постоян-

ные. Для нахождения функции г проще всего исходить из

уравнений (1.3) и (1.4). в полярных координатах

и-— у>» у, д'" 1

г
"»+1 т\ дгт г

’
1 ’

т т
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1 °

81П СОЗ 4- у s’п2 (Р 2
Г ~уг Р (2.2)V., =

Подставив (2.1) в уравнение (2.2) и обозначив соз $= /

находим после интегрирования по г

г =V 2 [<п++
5' П—o

4~ ( 5 —п 4* 1) 1Р'п Р
з-п

~ (п 4~ 1) ( 5 —п 4 1)Рп?8-п 4г

+ (/2-I)Р'„Р' s_Я]. (2.4)

Для дальнейшего полезно представить (2.4) в более ком-

пактном виде

5

г=

/ п=o

(2. 5)

где

является полиномом (5 4- 2)-степени. Из формулы (2.4)
видно, что функция V на оси г всюду (кроме начала коор-

динат) тождественно равна нулю, и, следовательно, полу-

ченное одночастичное решение (2. 1), (2.4) не имеет на оси

г физических сингулярностей, упомянутых в первом пункте,

характерных для проблемы многих частиц.

В качестве примера приводим конкретные выражения

функций ц и V, если частица обладает массой и дипольным

моментом

/л<°> . л< 1> Д
Д= — + — СOB $| ,

(2. 6)

• 9 а 81П ■& СОЗ о 2к

# = г 51п
2 $ $

— (г ‘и , 3 )

1зп(/) ~ | 2) [( П 1 ) Р
п
?

5~п 4~ К5 и 4~ 1
П
Р

5-П

- (п + 1) (5 - п + 1) Р„Р,-„ + (/2
- 1)Р'„Р',-„} (2. 5')

V — --г
А (0)2 -4 соз 1? Н——- (9 соз — 1) .

г3 [ 4 'г '8г-
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22 —2\-> 0 и (г2 — ?1) т Л (1) (т = —т) = т2).

Аналогичным предельным случаем является и само решение

(2.6), но при этом надо дополнительно предполагать, что

+т2 А (0) (А (,) определяется как и в предыдущем слу-

чае соотношением Нт (г 2
— 2])т —

А (l\ где т— — т.\).
*!—*г->0

3. Обобщенное решение Керзона —Сильберштейна
с несколькими сингулярными точками и натяжениями

Находим теперь решение, описывающее поле коллинеар-

ной системы частиц, обладающих в ньютоновском прибли-
жении кроме масс также дипольными и мультипольными мо-

ментами. Такое решение можно рассматривать либо как

обобщение решения (1.5), (1.6) на случай частиц более,

сложной структуры, либо как обобщение решения (2.1),

(2.4) на случай коллинеарной системы частиц. Следова-

тельно, функция /г должна иметь следующий вид [см. (2. 1)]:

SГ» V1 V д(т)
СOB

= = ~22 Ак =

6=l 6=l т

№■’ дгт гк

к= \. т

(3 Г)

и( /п)
1

V V— °

2, т\ Гк

1 т

(3 Г)

Легко убедиться, что решение (2. 6) для простого диполь-

ного источника (Д< 0)
= 0, Д (1 является предельным

случаем решения Керзона—Сильберштейна с двумя источ-

никами, соответствующими хорошо известному переходу к

точечному диполю

1 г —гк \
|со8 &к = или, что особенно полезно для дальнейшего.
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Так как с учетом (3.1) правая часть уравнения (1.4) рас-

падается на сумму, в которой слагаемые относятся либо к

6-ой частице (члены самовоздействия), либо к 6-ой и /-ой

частицам (члены взаимодействия), то решение для г можно

искать в виде

N . N

у(х, о) — 2 Ук(г, о) + 2 п/(г, р) (3.2)
к=\ к. I=\

к*l

где Гк удовлетворяют уже решенному в предыдущем пункте

\равнению одной частицы

(3.3)Ук, г — Р Цк, о [lк, г

а члены взаимодействия гн уравнению

Уы, г (/< г, р г ~Т~ А**.го)- (3. 3')

Поэтому на основе (2.5) получим

$

Гк
а

8 т=o

(3.4)

Отметим, что уравнение (3.3') для функции рн можно

е учетом (3. 1) написать в виде

т п

Если от нуля отличаются лишь Дй
(0) и Д?0) , то (3. 3') пере-

ходит в уравнение для членов взаимодействия системы про-
стых частиц, решенное уже Керзоном и Сильберштейном, и,

следовательно,

1 й”+" 'д Ц 1- +
Гг г' /2 « ! дг™ дх"

т п

фр

, о
/д_ Ц

1
г

к I Iдр г1
I ’
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(3.5)

(3.6)

(г, о) =-
-3 [(г - )(г -11-

—(г — г4) (г — г>) + уо
2]. (3. Г)

Здесь, как и в случае первоначального решения Кер-
зона—Сильберштейна, членами взаимодействия связано по-

явление дополнительных физических сингулярностей на

оси г, указывающее на существование натяжений. Действи-

тельно, из формул (3.5') и (3. 6) находим

(г, 0) =

,т - |(г--гк )(г — г,} + Р
2

1

*•' 2(г,-г;)2| V/ Ч
= е,

хк , г», (3.5)

где

1 '(г — гк ) (г — г
;
) + о2

- 1 ], (3. 5')р, и) -

2(г^_ гр2 гкг 1

а как видно из уравнения (3. 3') г*™) выражаются через про-

взводные от Г по гк и гг.

л(т) д(п)
,,(^) =

А
*

А
1 д т+п

р 0 . г/ )
к1 т1 л!

Как пример приведем явные выражения членов взаимо-

действия для двух дипольных частиц (г(
Л

1
/

1))
и простой массы

и для диполя

3 41°) ( 2 — 1>(01) (2 п\ —

1 Г (г — —+ о 2

_

1

[ V; ]
<3- 7 '

Ъ/е И- —

(г*- 2/ ) 3 |
о 2 1

(-1|'я (1+т4-л)!Л1тЦ'' ,
г .

'

2т! п! (г,
1 51&П Ь
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Докажем нашу основную теорему, на которую мы ссы-

лались уже в конце введения, а именно: если коллинеарная

система частиц, обладающих кроме масс дипольными и муль-
типольными моментами, равновесна в ньютоновском смысле,

то соответствующее обобщенное решение Керзона —Силь-

берштейна (3.1), (3.2) (3.4—6) обладает только изолиро-

ванными сингулярностями в точках г
ь г2, .. ~

Для доказательства отметим, что потенциальная энергия

взаимодействия рассматриваемой системы в ньютоновской

теории тяготения определяется соотношением

Отсюда получаем следующие условия равновесия, т. е. усло-

вия экстремума потенциальной энергии (7:

Л-1 Л=г/)-Н

или

Отсюда видно, что 2л) на оси 2 между точками 2к и 21 отли-

чается от нуля, а этим обстоятельством и обуславливается
возникновение физических сингулярностей (см. введение).

4. Коллинеарные системы, равновесные в ньютоновском

смысле

А[ я т+п
1

2., 2кл = V V V к 1 °
_2 22 п! т! дг% дг”

пт
к '

1>к

— V V V О*0я-|-п)! М }

у,”2'2/2' т! п! (2 _ 2 )«+«+) 2,-*1 ' (4 ’ '

к, 1=1 пт ' к, 1= 1
1>к Г>к

У1 V1 V* + О] к |
я! т\ (г 2

к-\ ! т
р '

я! т1(2л
—г_) т^+2

Л=р4-1 $ т
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(4.3)

можно легко убедиться, что условия (4. 2) и (4. 3) совер-

шенно тождественны.

(г2
— г 1) 2Д (°) 2

= 6Д< I >.

Более интересными, в частности с точки зрения получе-

ния новых нестатических решений, являются такие системы,

в которых равновесие (в ньютоновском смысле) сохраняется

Теперь остается показать, что выполнение условий (4. 2)

достаточно для превращения в нуль функции V на оси 2

в интервалах между точками г2,.. ., Из формул (3. 2),

(3.4) и (3.8) видно, что гДг, 0) — 0, если 2 2\ или з > гу,

а на каждом интервале между точками г( ,
г2, . . . ,

2у функция
г(г, 0) принимает некоторое конечное значение. Для того,

■чтобы все эти значения были нули, должны выполняться сле-

дующие условия:

Лг (гр ) ~ г(гр + е, 0) — р(2р
— е, 0) = 0, (р = 1, 2 1\1),

где е — любое достаточно малое число. Учитывая теперь, что

л,, , \ V V ' 1)^(5 + 2)!
с_1_гм_1_о ♦

если /с и,
«! тЦг

п
-г ь )х+т+2

$ т

а

(4.4)

Л,,.,,.-

з т

с
1 ГМ-СО * П/ к/

«! т'.(г
р

— гк)*+т+2

На основе доказанной теоремы можно сконструировать
бесконечное множество обобщенных решений Керзона —Силь-

берштейна свободных от натяжений. При этом оказывается,

что иногда условия равновесия довольно жесткие и опреде-

ляют единственным образом расстояния между частицами.

Примером может быть равновесная система двух частиц с

одинаковыми массами и дипольными моментами =

= Д(0)= Д(0) и = ДП) = Д< 1)
.

Легко убедиться, что такая

•система находится в равновесии только при условии



также при определенных изменениях структуры системы.

Таким является, например, случай (1.7), допускающий умно-
жение всех расстояний между частицами на один общий

фактор. В рамках вьютоновской теории, этот фактор может

быть также функцией времени и может привести, таким об-

разом, в нестатическим решениям. К сожалению, такой про-
стой возможности в теории Эйнштейна нет [7], и более того,

пока не имеется даже практически проверенной методики

для нахождения соответствующих точных решений.

Поступила в редакцию

15 апреля 1963 г.
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О ВЫЧИСЛЕНИИ СУММ В ТЕОРИИ

КОМБИНАЦИОННОГО РАССЕЯНИЯ В ПРИБЛИЖЕНИИ

ГАРМОНИЧЕСКОГО ОСЦИЛЛЯТОРА

Р. А. Преэм

В приближении гармонического осциллятора вычисляются суммы,,

определяющие интенсивности спектральных линий комбинационного рас-

сеяния, соответствующих переходу т -> п и определяется температурная
зависимость поляризуемости.

Эту работу можно рассматривать как продолжение ра-

боты автора [l]. Исходя из выведенных в [l] формул вычисля-

ются суммы, соответствующие осцилляторным переходам
т ->■ п (при любых значениях т, /г) в приближении Кондона,
а также с учетом отступления от него. Предположения такие

же, как в предыдущей работе: адиабатическое приближение
с учетом лишь одного возбужденного электронного уровня,
колебательная часть волновых функций соответствует гар-

моническому осциллятору с равными частотами, но с раз-

личным положением равновесия в разных электронных со-

стояниях. Интегралы перекрывания для них были найдены

раньше в работе [2] методом производящей функции.
Обозначения используются те же, что и в работе [l], лишь

для простоты опущен индекс нуль для величин, вычисленных

при равных частотах осцилляторов. На формулы работ [l]
и [2] будем ссылаться, прибавляя к номерам формул 1 или 2.

Надеемся, что полученные формулы окажутся полезными

и для других вопросов, например, в теории квазилинейчатых

спектров и квазистапионарных процессов, где также надо

суммировать и усреднять волновые функции гармонических

осцилляторов.
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I. О вычислении сумм, определяющих интенсивность линий

комбинационного рассеяния, соответствующих

колебательному переходу т -> п, в приближении Кондона

В приближениях, отмеченных в работе [l]: адиабатичес-

кое приближение, предположение о существовании только

одного возбужденного электронного уровня и одноосцилля-

торная модель, интенсивность линий комбинационного рас-

сеяния соответствующей колебательному переходу т-> п, в

приближении Кондона определяется следующей суммой:

у) («, у)
s<о) (а) =V - • , .> Д V — т -|- а

у=()

(1)

В работе [l] был дан метод для вычисления этой суммы

и найдено явное выражение для переходов с основного уров-

ня т = 0 с учетом различия положения равновесия гармони-

ческого осциллятора в различных электронных состояниях.

Здесь (т, г?), (п, V) обозначают интегралы перекрывания

смещенных осцилляторов и

« =т
- н, - г) ’

’о

либо

а= ~ +'') +т ~ п

Выбирая в качестве базисных волновых функций собст-

венные функции гармонического осциллятора с неизменной

частотой можно получить явное выражение для перехода

(между любыми уровнями тип). Согласно формуле

(1. 12) справедливо следующее разложение:

(эти определения несколько отличаются от соответствующих

определений в работе [1], вследствие чего в знаменателе фор-

мулы (1) появляется т), где —частота чисто-электрон-

ного перехода, V — частота возбуждающего света, а ко —

частота рассматриваемого осциллятора.
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Е Е Е(т («. у )Рь

тг=
л\ ’ У т'- У

= ехр[—г2 (1 — р)]ехр (тт'р)ехр [г(т + т') (1 — р)]. (2)

Разлагая экспоненциальные функции в правой части равен-

ства (2) по степеням т и т', получаем

V , т
т

Т

'
П

1 (т, V) (п, V) рг}
—=

— =

ю Ут!]/ п\

= ехр [—г 2 (1 — р)]гп~т (1 — р) п~ трт .

•1Г1(—т; и — /п+l; — г
2 ( 1 — р) 2/р)т"’т' п, (3)

где IГI — вырожденная гипергеометрическая функция (здесь
предполагается, что п т; в противном случае надо в пра-предполагается, что п т; в противном случае надо в пра-
вой части (3) т и п поменять местами). Отсюда следует
разложение

У"' рт [г(l — р)]™ ехр [—г2(1-р)]-
Ут! (п — т)!

•1Г1(—/п; м —т—l; —г
2 (l — р) 2/р),

2(т, V) (п, —

т п
' (4)

Ут!р*
_ р) ]т_

Лехр [_г2ц _ ру|.
V п\ (т — п)\

чЕl(—п; т — п+\; — г
2 (l — р) 2 1р),

т > и.

В частном случае, когда т= п, формула упрощается

2 (т, V) (т, у) р^'-"1 = ехр [— г2 (1 —р) ] •

т;1; —г 2 (1 ■—р) 2/р). (5)

Чтобы получить сумму (1), определяющую интенсивность ко-

лебательного перехода т-> п, надо еще умножить обе сто-

роны равенства (5) на р
а~ х с!р и проинтегрировать в преде-

лах (0, 1) (предполагаем, что а> т; но это не существен-

но, так как от этого предположения можно освободиться

У [г2 (1 -р) 2/р]т-1 ,
п
_

Г 2М
гп-т(Г_р)п-трт

/
“

0 /1(т-/)! (п-/)!
ТГ СХр1 ~

т!(л-т)!



с помощью интегрирования в комплексной плоскости).
В правой части тогда появляются интегралы типа

/ (1 — р) п
~т+2l

р
а ' 1 ехр [—г

2 (1 — р)]сlр ~ / ип~т+2l
■

Следовательно, если /г > т, то

В частном случае, когда т — 0, получаем

\Р\ (п —-1 ■ а —|- п 1; — 2
2 ),

что совпадает с формулой (1. 14).

Для перехода т — п, соответствующего рэлеевскому рас-
сеянию для исходного уровня т, выражение (7) несколько

упрощается

)тг'р ’ (3; « + 2’- 22 ) +

+ “ +* + (8)

50

0 0

' ' Р1 ги > аи
(а-/)(а —/+1) ... (а + п- т + 1)'

• 1/4 (и — т 4~ 2/ 4- 1; а-\- п — т-\-1+ \ \ —г
2 ). (6)

С(о)__ У ( т V}
1

—

2п-т

Л
'” Я ’

и-т + а а(а + 1) • •. (а + п — т)

(п — т+ 2)т
( ] \11 III | 1

,
ОС | И III | 1

9
<- ) ~| (а — 1) (а + п. — т-}- 1)

р1Л (п — т + 3; а + п — т -\- 2; — г2 ) . (п — т-\-3)(п — т-}-4)
1 (а — 2) (а— 1)

т(т — 1)
(а + п — т + 1) (а + л — т 2)

~2] (п — т 4~ 5; а п — т 3; — 2?) (7)

Но) у (0, у) (п, у)
_____

гп

0/2 у -- а а(а + 1) ... (а 4- п)
V



s'°’ «+ 1; —г2) =У
№ ° )/ 0

’
" ) .

ли а
' '

V а
(9)

Отсюда следует, что вклады нижних уровней в рэлеевском

рассеянии (без учета их различной населенности) приблизи-
тельно равны.

2. Зависимость поляризуемости от температуры

в приближении Кондона

Правая часть здесь — конечная сумма, первый член кото-

рой соответствует основному уровню т — 0. Если то

этот член — наибольший (в предположении, что параметр

г
2

—

— стоксовы потери, выраженные в числе колеба-

тельных квантов, не приобретает слишком больших значе-

ний). Поэтому становится и справедливым следующее при-
ближенное равенство:

Если рассматриваемая система находится не в чистом

состоянии (0)
» а в смешанном хр, которое соответствует тер-

мическому равновесию при определенной температуре Т, то

для получения диагонального элемента матрицы поляризуе-

мости (далее коротко называемого поляризуемостью) надо

вычислить сумму по исходным состояниям т с учетом ве-

роятности ха) т пребывания системы в этом состоянии,

2 = 1 -

В термическом равновесии

шт = ехр — ехр (— ~)] = д
2т (\ — д

2 ), (10)

где

д~ ‘

Поляризуемость в таком смешанном состоянии определяется

следующей суммой:

5о(<?) = (1 —<7
2 ) »)(ш, у)— (И)

т V

4‘ 51
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; !

Для нахождения 50 (р) умножим обе части равенства (8) на

фактор р
2т (1 —р

2 ) и просуммируем по всем значениям т.

Получим следующий результат:

sо(<7) =(1--2)72 ) X (т,и)(т, и) {,Р,(1;
т V

«+1; -22)+^^— 1Г|(3. а+ 2 . _ г2) +

можно ограничиться только первыми членами. При Т О

(Р->О),

5о(?) «+ 1; -гг )=Х (o'^o
(13)

что совпадает с (1. 14).
Для получения приближенного выражения в области вы-

соких температур, формула (12) не пригодна. Будем исхо-

дить заново из формулы (5), заменив вырожденную гипер-

геометрическую функцию следующим образом:

1/7! (—т; 1; х) = Ко{[ (1 ~Ь г)/т] т ехр (—хт)}. (14)

Здесь символ Ко означает коэффициент при т° в разложении
по степеням т выражения в фигурных скобках. Умножая обе

стороны равенства (5) на фактор р2т (1 —р2 ) и суммируя

по т, можно получающуюся при этом в правой части сумму

вычислить при помощи соотношения (14) следующим об-

разом:

(1 — 7
2) 2 2 (т, у) (т, у) р^тд

2т
=

т V

= ехр [—г2 (1 —р) ]ЛO{ (1 — <7
2 ) •

• ехр [г 2 (1 —р) 2т/р] • X [(1 +т) /т] т 7
2т} =

+ 1!
' (а2 —1)(а2 —4)

г'д*
2!(1 — ?

2) 2 1/4(5; «4-3; —г
2 ) 4-

.. (12>

Этот результат удобно использовать в области низких тем-

ператур (где д <
/

1

). Если при этом то в (12)
V 1 + г 2

т = 0

= ехр [—г 2 (1 — р)] ехр [г 2 (1 — р) 2
?

2 /(1 — д2 )р]. (15)
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Преобразовав показатель при экспонентах следующим об-

разом:

> (16)

и применив разложение

(1 — д
2) 2 2 (т, V) (т, 1>)р1) ~гпд 2т =

т V

= ехр[-г2(l+<?2 )/(1-<7 2)] 2 (р/ 9)”/„[2г2 <7/(1 - р
2 )]. (18)

Л=г—OO

При V—т — п из (18) следует одна полезная формула

(1 — д
2 ) 2 (т, т п) (т, т п)д2т

—

т

= ехр [-г2 (1 + /(1 ]д~Чп[2г 2д/ (1 - д
2 ) ]. (19)

В пределе низких температур формула (18) приводится
к виду

X (О, V) (0, V)р V
=• ехр [—г2 (1 — р)],

непосредственно следующему и из исходного соотношения

(5). Вместо (19) при этом имеем

(О, п) (О, п) — г
2п

ехр ( — г
2)/п\

что сразу же вытекает из (2.20).
В пределе высоких температур, Т-> оо, т. е. д->1 — 0.

сумма (18) расходится, если

В самом деле, обозначив д2 = 1 —/7 2 и преобразовав по-

казатель в экспоненте следующим образом:

— =2
2 {(р+ \/р— 2)/^ 2 + 1 — 1/р},

(20)

2
2 П

2
?

2
_

’ -Р , , , а/о}-г V 1 Р) ! 1 1

ехр[х/2(/+ 1//)] =

п

5 1Ч
п(х) = /0 (х) +2

= — ос п=1

где /
л (х) — функция Бесселя п-го порядка от мнимого аргу-

мента, получаем окончательно
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получаем в пределе

НтехР {—+ }={ °7’

п= 1
о

1 4 4 < I *» р >•

(21)

Итак, формула (18) дает

Игл (1 — 7
2 ) <2 2" (т, и) (т, у)#2 ™ =l, (22)

<7—>l—о т V

что согласуется с соотношением

(т, у) (т, о) ==■ 1,

вытекающим из ортонормированности системы волновых

функций.
Вместо равенства (19) в пределе высоких температур

имеем

т-[-п)(т, т+п) (1 — @2 ) т == 1/2у/л . (24)
т

Для нахождения температурной зависимости поляризуе-

мости, т. е. суммы 50 (7), умножаем обе стороны формулы
(18) на р

а~ х сlр и выполняем интегрирование. Это дает

sо(<7) =(I -<?2 ) (">• «')(»». :I| Т-Ст« =

т V

ехр(-г2 (l+^)/(1- 92)]. 2 7ГГ^М2г2«/(1-? 2)]. (25)
Л = —OO

В пределах низких температур (?->0)

/
п[2х 2дl (1 — д

2 ) ]-> х
2п

д
пlп\

т. е. получается прежний результат (13).
В пределе высоких температур (7 -*• 1 —0) можно полу-

чить асимптотическое выражение для (25) с помощью

асимптотических выражений для функций Бесселя

/„(2г2/Я ~ ехр (2г2//5 2) • /5/2 Vл г.+ О (Я,

но более целесообразно исходить из разложений (15), заме-

нив экспоненту по (20)
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(1 — р
2 ) у у (т, V) (т, о) р^-тд

2т
—,

т

= ехр {г 2 [(р 4- Мр —2)/ - 1 — 1/р]}, (26)

где

2
= 1 0(1/Г2)

Умножим обе стороны равенства (26) на р
а

~ х (1р и проинте-

грируем в комплексной плоскости по единичному кругу

О-> 2л. Обозначив в интеграле р=ехр (Iср), (1р — I ехр (ир) <lср,
приводим формулу (26) после интегрирования к виду

(1 -Л У У (/и, V) (т, V} д
2т
-

р (/2л? )
=

' 4 ' 7
V — т + а

т V

2Л

= / ехр { — 2з 2 (1 — соз ср)//] 2} ехр(г2 (1 — сов /зшу) }•
о

• ехр (1а<р)1(1(р. (27)

Разделяя последний интеграл на две части: от 0 до л и от

л до 2л, а также, заменяя во втором интеграле ср на 2л — ср,

получим в правой части сумму двух интегралов

п

/ ехр {— 2г2 (1 — соз д>) /@2} ехр (г 2 (1 — сов у+l зш у)} •

о

71

• ехр (Iау) Му 4- ехр (/2яа) / ехр {— 2г 2 (1 — соз у) //З 2} •

• ехр {г2 ( 1 — соз ср —I зт ср) } ехр (— 1а(р) 1с1(р.

Для нахождения асимптотического выражения этих инте-

гралов применим метод Лапласа. С помощью обозначений

г2!р 2
=>г

2
, г(р — 1 и разложений

1 — соз <р = ф
2/2 — ф

4/24 + ...
,

81П ф — (р — <р
3/6 4- ...

интегралы в правой части выражаются следующим образом

{ Уехр {— I 2 + /4/12тл2
— ...} ехр {г2 (^2/21>2

— ..:+ И1г — ...)}
0

• ехр (1а1/р) 1(11 -|- ехр (/2ла) у ехр { — I2 4~ /4/12г2
— ...} •

0

• ехр (г2 (/2/2-р 2
—

... —И • • •)} ехр ( — 1а11г) 1(11}
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откуда получаем для sо(д) в пределе высоких температур

следующую формулу:

50 (д) ■— \/л (ал) • + О (/?2 ). (28)

3. Отклонение от приближения Кондона

Проделанные выше вычисления можно без особого труда

обобщить на случай, когда матричный элемент электронного
перехода явно зависит от осцилляторной координаты.

Ограничимся, как и в работе [l], в разложении матрич-

ного элемента электронного перехода только линейным по х

членом

МОеМ =М»(1 +ух (29)

В таком случае .для вычисления матричного элемента а™

поляризуемости необходимо найти сумму

В работе [l] было дано явное выражение такой суммы в слу-

чае, когда имеем дело с переходами с основного уровня
т = 0.

X X 2 I™, XV) (п, V) + (т, V) (п, =

т п V

—' Хо/У2 • (1 + р) (т + т' — 2г) ехр [—г2 (1 — р)] ехр (тт'р) •

• ехр [г(l — р) (т + т')] (31)

и разлагая экспоненциальные функции в правой части в ряд,

приходим в случае м > т к соотношениям

5(1)
= У К'”, ху ) ( п > + (т

>
(п

»
——

•
(30)

/ \ ’ /«у» / \ ,
V — пг-]-а

V —
О

С помощью метода работы [1] оказывается возможным

» г>(1)
наити явное выражение для $

тп
и в общем случае. Исходя

из формулы для суммы (1.29)
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XV) (П, V) + (П, XV)] ри
~

т
=

V

(32)

В случае т> п получаем аналогичное соотношение, лишь

индексы тип переставлены.
В частном случае т — 0 и п > 1 соотношение (32) имеет

вид

2Д(O, XV) (п, V) 4“ (О, V) (л, XV) ]р'° —

= -ЦгХо/У2 • ехр[— г 2 (l — р)]’
у л!

•г-'(1 + р) (1 -р)"-| [п-2г2 (1 -р)]. (33)

которое можно непосредственно получить и из формулы
(1.29).

Во втором частном случае т =■п получается вместо

этого выражение

XV) (т, V) + (т, V) (т, XV)] —

= 2х 0/У2 • ехр [— г
2 (l — р)]х( l + р)/р •

{т(l — р)lГ,(—/и +1;2; — з
2 (l — р) 2/р) —

— т; 1; — г
2 (l — р) 2/р)}, (34 )

которое при т= 0 также следует из формулы (1.29)

= 2^п!х0/У2
ф 2П _т_!

У'т! (п — лп)!

= (_ г2 ]
УтЦп-т)1

г/3

г(\—р)

г л“/п (1 — р) п~ т {2(п — т) 1/7 ] ( — т; п — т; — 2
2 (1 — р) 2/р) —

- [п — т + 2г2 (1 — р)] ]Р] ( — т\ п — т 1; — а2 (1 — р) 2/р))-

Для вычисления суммы умножим опять обе стороны

равенства (32) на р
а~ х с1р и проинтегрируем по р от 0 до 1.

Тогда в случае п т получаем

<0 + (т, V) (п, ху)]
ц _ т+а =

V



1

• ] ехр [ — г
2 (1 — р)](1 — -4- р)ра~ {

-

о

• {2(п — т) 1 /? 1 ( — т; п — т; — г2 (1 — р) 2/р) —

—[п— т 4~ 2г2 (1 — р)] •

• IГI( — т; п. —т+ 1; —и2 (l — р) 2/р)} сlр. (35)

1

( ехр ( — г2и)ип~т
~ 1 (2 —и) (I — и) а~'

о

{2(п. — т)]/^— т ; п — т; —г2
и

2/(\ — и)] —

—[п —т 4- 2г2м] IГI[ — т; п—т4- 1; — г
2
и

2/( 1— и) ]}сlи =

1

= (2а +п— т — 2г2 ) | ип
~

т (I — и) а~ 1
ехр ( —г

2и) •

о

• IЛI [— т\ п — пг-\-\\ —г2и2!(\ —и)]сlиетп, (36)

s<’> = г--'
, >'тп /т\ а(а+l) ...(а + п —т)

(п — т 4~ 3) (п — т 4~ 4) 2*

(а 4- п — т4"1)(в +«—т 4~ 2) 2!

— гп-\-5; а 4~ п. — т 4~ 3; —г2)-}-...}. (37)
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причем опять предполагается, что а >т (это предположе-

ние здесь в той же мере несущественно, как раньше, и от

него опять можно освободиться интегрированием в комплекс-

ной плоскости, при этом (32) остается в силе и для а < ги).
Интеграл в правой части равенства (35) можно преобразо-
вать следующим образом:

1 —2, если т= п
ГДе Етп =< л

1 о» если

после чего для получается формула (п > т)

{\Ех(п - т -1- 1 • а 4- п - т 4- 1 • г-14- т(п — т-\-2)
*,гцл тф1, ~ ) 1

(а _ 1)(в + л _ т+п

*ц’ 1/?, (я /и-4-3, а4-п тЦ-2, г ) 4-
(а _ 2)(а _ ц

-
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Это выражение можно рассматривать как обобщение второй
формулы (1.31), переходя к ней при т = 0.

т
= 2х0 «+ 1; -г‘) +

+ Г «+ 2; -^)+ Та;-:.7Тн^ 4)
(г)-

•

'2? (5; а4~3; — г2 ) (38)

что является обобщением первой формулы (1.31) и пере-
ходит к ней в случае т = п =O.

Если а » т, то можно в правой части (38) ограничиться

несколькими первыми членами

•s,т!п
~ 2^/\'2аг-[(«-г 2),/?

1 (1;а+ 1;-г2) -а] + 0(1/а 2 )

(39)

Для нахождения температурной зависимости поляризу-

емости, т. е. для нахождения суммы 8 { (д), где

«М?) = (1 — <7
2 ) (т, у) 4>(/п, у)(т, хи)] ,

т V

д — ехр ( (40)

умножим обе стороны равенства (38) на д
2т (\ — <у

2 ) и про-
суммируем по т

8 { (д) =■ 2хо/у/2ах •Ца — г2 ) [l/?
1 (1; а+ 1;——2)г2 ) +

I 2! г2
?

2
р . о 2 \ I 4! г4^4

'а2 — 1 1!(1--2)?2 )
,Г,^; а ' г ' ■+"

( а
2_ |)( а2_ 4) 2! (1 - д

2) 2 .

• \Р\ (5; а -4- 3; —2
2 ) — а}. (41)

Формула (41) для ЗД*?) удобна для практического при-

менения в области низких температур, когда можно ограни-

читься несколькими первыми членами.

В пределе (д +0)

Если т = п, то 5
я̂ получается в виде
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5] (р) -> 2х 0/У2 аг • {(а — г2 ) (1; а4- 1;——2)г2 ) — а}. (42)

Чтобы оценить ход поляризуемости в области высоких

температур заново исходим из соотношения (34), заменив

гипергеометрические функции следующим образом:

= Ло<тЦl + т)/ф ехр [г 2 (1 — р) 2г/р]}_

(43)

Здесь символ Ко опять означает коэффициент при т° в вы-

ражении в фигурных скобках, если это выражение разло-

жить по степеням т. С помощью этой замены находим

(1 — 72 ) Е Е ХУ) (т > V) 4" ( т> &) (т, XV)] ри~ту
2т

—

т

= —2хoг/\/2 • ехр [—г2 (1 + <?
2)/ (1 — <?

2)] •

[<?/(! — </
2 ) • (р/д — д/р) 4- !]• ехр (г 2д/( 1 — д

2) • (р/д + д/р)] =

= — 2х0/У2 г • ехр [—г2 (1 + <?
2)/(1 — <72 )Ь

оо

I(п + г2 )д~п1
п [2г 2д/(\ — ? 2 )] •рп (44)

п~—х,

или, обозначив V — т = п,

( 1 — 72 ) Е I(т>
х (т п)) (т, т п) 4-

т

+ (гп, т+ п) (т, х(т + )к2 "'
=

= — 2х0/\/2 г • ехр [—г2 (1 + д2 ) /(1 — д2 )]-

1; — г
2 (1 — р) 2/р) =Л0 <((1 + т)/т]т ехр [г 2 (1 — р) 2т/р]}

т хР } (—т 4- 1; 2; —г
2 (1 — р) 2/р) =

• (и + г
2)^-л /„[22 — д

2)]. , (45)

В пределе при низких температурах (д ->0)

(1 — р
2 ) X 2Д(ш, хц) (т, у) 4- (т, у) (т, ху)] ри~т д2т ->-

т V

->■ —2х0г/72 • (1 + Р) ехр [—г 2 (1 — р) ] (46)

что получается также из (1.29)).
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В пределе при высоких температурах (д -> 1 —0)

Для нахождения температурной зависимости поляризуе-

мости вычислим 51(7), умножив обе стороны равенства (44)

на р
а~ х с!р и проинтегрировав. Находим

5, (д) = — 2х0/У2 г•{l + (г 2 —а) ехр [— г
2( 14~ 2)/(1 — 7 2 )] •

1 — (48)
п~—эс

Можно придать следующий вид соотношению (48), если

учесть (25):

8 { (д) = —2х o/у2 г • [1 4- (г 2
— а)50 (<?)]. (49)

При низких температурах (49) переходит в формулу (42).

При высоких температурах

51 (д) ~—2хo/у/2 г[l + ( г2 —а ) У/л «я * /^/^ г + О(/3 2)],

(50)

или короче,

51 (7) 2х0/У2г 4-

Автор признателен К. К. Ребане за предложение темы и

за интерес к работе.

Поступило в редакцию
3 апреля 1963 г.

(1 — д
2) V У [(т, хс) (т, V) (т, г») (т, XV)]д 2'р■ -* 4х 0г/\/2

т V

(47)

Итак, в отличие от приближения Кондона, где сумма

50 (?) при высоких температурах приближается к нулю как

), сумма 51 в этом случае имеет конечный

предел для Г-> оо. Это означает, что и поляризуемость с уче-

том отступления от приближения Кондона при высоких тем-

пературах не стремится к нулю, а остается конечной.
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ОЫ ТНЕ САЕСКЕАТIСМ ОР 81Ш$ Ш ТНЕ ТНЕОНУ ОР

КАМАМ-ЕРРЕСТ Ж А НАIШОМIС ОBСIЕЕАТОЯ

АРРЯОХIМАТIОК

К. Ргеет

ТЬе ргезеп( рарег сап Ье сопз1дегед аз а (о а Гоггпег

опе [1] Ьу 1Ье аи(Ьог. Егот (Не Гогти1аз депуед (Ьеге, (Ье зитз

де(еггтпт§ (Не ткпзКу о! Катап Ипез Гог (гапзЖопз т -> п

(\сИЬ агЬИгагу уа1иез т, п) аге са!си1а(ед Пгз( т (Ье Сопдоп

арргох1та(1оп апс! (Ьеп ассоип(1п§ Гог деу1а(юп (гот (Ыз.

ТЬе Ьаз1с аззитрНопз аге (Ье зате аз 1п (Ье ргеуюиз рарег:

(Ье арргох1та(юп 1з аЫаЬаНс апд \се Ьауе сбпПпед оигзе!уез

(о (Ье сазе оГ а ехсПес! е!ес(гоп 1еуе1. ТЬе \уауе ГипсНопз

о! (Ье озс111а(ог раг( аге е1§епГипс(юпз оГ а Ьагтотс

озс111а(ог шКЬ ипуапед Ггециепс1ез Ьи( сНзр1асес! едиШЬпит
роз1(1'оп8 т дШегеп( е!ес(готс з(а(ез. ТЬе (етрега(иге дереп-
скпсе о! (Ье е!етеп( о! (Ье ро!апга(юп та(пх 18

§1уеп а!зо (Ье сазез о! 1о\у апд Ы§Ь (етре-
га(игез.
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ВЛИЯНИЕ ПРОМЕЖУТОЧНОГО ВЕКТОРНОГО БОЗОНА

НА ВЕРОЯТНОСТЬ ЗАХВАТА //-МЕЗОНА

М. Кыйв, И. Мейтре, Л. Палги

Рассматриваются нелокальные поправки от промежуточного заря-

женного векторного бозона при /г-захвате в гелии, водороде и углероде;

дается сравнение с экспериментальными данными.

Нелокальные эффекты в распаде //-мезона, обусловлен-
ные заряженным векторным промежуточным бозоном, неко-

торым образом подтверждают существование промежуточного
бозона. Действительно, с учетом нелокальных поправок

[l, 2] для параметра Мишеля получается

п „ _

3 ■ 3 I
2

6 4~Г Ю\Мв / (1>

и для вероятности распада //-мезона

1
_

Г 3 / VI
т

/2
192 л3 I

1 ' 5 \Мвl ] ’ (2)

где — константа фермиевских переходов в /3-распаде
(нелокальные поправки в /3-рдспаде пренебрежимо малы),
Мв — масса промежуточного заряженного векторного бозо-

на, которая должна превышать массу /(-мезона. По более

точным измерениям Плано [3] д > 0,75, что можно объяснить

нелокальными эффектами промежуточного бозона массой по-

рядка Весьма точное сравнение констант взаимодей-

ствия при /5-распаде и /г-распаде показывает, что константа

несколько больше по сравнению с векторной кон-

стантой /3-распада (см., например, [4]). Имея в виду пред-
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■положения универсального фермиевского взаимодействия,

эту разницу можно рассматривать обусловленной нелокаль-

ными эффектами по формуле (2). При Мв^Ьт
и получает-

ся поправка нужной величины.

В этой работе рассматриваются нелокальные поправки
к //-захвату. Определение констант //-захвата является одной

из актуальных проблем слабого взаимодействия. Экспери-
ментально измеренные вероятности //-захвата в гелии, водо-

роде и углероде уже позволяют экспериментально опреде-
лить константы //-захвата, так как теоретические расчеты в

этих случаях наиболее надежны (особенно для //-захвата в

гелии [5, 6]). В этих случаях имеет смысл рассматривать и

нелокальные поправки. Отметим, что для //-захвата в слож-

ных ядрах до сих пор нет удовлетворительной теории, так

как известная «сlозиге» формула Примакова [7] содержит

некоторые недопустимые приближения [B].

В локальной теории захват //-мезона описывается эффек-
тивным гамильтонианом взаимодействия [9]

Неll = г< +> Е 7 • А- + ОТ О-ас-

/=1

Шр ГТЬр I

• <s(г —б), (3)

где используются обозначения Фуджи и Примакова. Эффек-
тивные константы связи в случае гипотезы сохраняющегося

векторного тока следующие:

—

/1 _l_
* \Оу -ёу I 1 •

(3')

ОР
} }

— §
{
А

}
— (1 +Цр — ]2~ >

рА!Л') М / 1 1 ,,
\ г

—§А О Г п ’~2^Г
р ‘



где

4Л
= -1.21 й(/>,

(3")
а)

= 0,999 г/», = 0,972 <?</>, = 8
•

Как показано в работе [lo] с учетом промежуточного

векторного бозона эффективный гамильтониан /т-захвата

приобретает следующий вид:

неl, = т<+>V г<->| / ■ л+ о
1= I I

—Ор (о -у) —sу —-
—

р

(4)

_

„от I / ] Г' <>(7- 7э,
т

Р \\ М
В

2 1

~№) „(V) и
(т

п
-т) {и)

= ~

№й ■

'хт
а

л
=а

л

оГ-И' + <�
м!^)-г <;ф+ 2

Х"
—ёТ 0 +ёр- ёп)]

2т
р

’ (4')

Здесь О"? = 0^}
С ДОСТаТОЧНОЙ ТОЧНОСТЬ!ю. Важно учиты-

вать только поправки в 6 {
р ’ и фактор <1 4~ (р—л)\-1

М2
В

> в фор-

муле (4). В оценке

вать приближенное

нелокальных поправок

выражение работы [9]
будем использо-

(р — Н) 2 "

~ 0,9 т-
(1 .

• 4 т
п

'

5 Труды ИФА № 25 65
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Более точные измерения вероятности //-захвата проведе-

ны в Дубне [ll] с окончательным результатом для вероят-

ности //-захвата в гелии А(Не3) = (1,41 + 0,14) • 103 сект'.

Для’ гелия можно считать также и теоретические расчеты

наиболее точными [5, 6]. По вычислениям Вольфенштейна
[s] получается для вероятности //-захвата в гелии (1,54 +

+ 0,08) • 103 сек~ }
,

что согласуется с результатами [6]. Таким

образом, теоретические вероятности слегка превышают экспе-

риментальные. Так как //-захват в гелии один из наиболее

выгодных процессов для определения констант //-захвата,

важно учитывать всевозможные поправки. С учетом нело-

кальных поправок при Мв = 5т
и различие между экспери-

ментальными и теоретическими значениями снимается, так

как используя результаты [s], имеем

V)

Л (Не 3, Мв = 5т
а ) = (1,43 + 0,08) • 10 3 сек^ ]

Теоретическое описание вероятности //-захвата в жидком

водороде зависит существенным образом от истолкования

мезомолекулярных и мезоатомных процессов в жидком водо-

роде. Используем здесь следующие предположения:

1. В жидком водороде —'75% //-захватов происходит

мезомолекуле (/?///?) и —25% //-захватов в мезоатоме [l2].
2. В мезоатоме //-захват происходит в состоянии сверх-

тонкой структуры со спином мезоатома 0 [l3].

3. //-мезомолекула находится во время //-захвата в орто-

состоянии со спином мезомолекулы ту [l4]. По работе [ls]

вероятность //-захвата в мезомолекуле (/?//р)

Л
рР,р

— 2ро [4- Ло +-4- Д| ,

где 2уo = Ь165 и Ло, Л\ — теоретические вероятности //-за-
хвата в мезоатоме водорода из состояния сверхтонкой

структуры со спином мезоатома 0 и 1 соответственно.

Имея в виду такую картину //-захвата в жидком водо-

роде и используя константы связи по формулам (3"), полу-

чаем для вероятности //-захвата в жидком водороде в ло-
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кальной теории Л(Н 1 )=&58& сек~ [ ,
что превышает экспери-

ментальные значения Дем. табл. 1). Вероятность захвата

мезомолекуле Л — 566 сек~1 тоже превышает эксперимент

тйльное значение. Нелокальные эффекты несколько (—-'5%

при Мв — 5 т
м

) уменьшают это различие; сравнение с экспе-:
риментальными данными приведено в табл. I.

Таблица I ; Ч

Для //-захвата в углероде С l2 Д- // -> В п Д- г , (парциаль-
ный переход в основное состояние) результаты эксцеримен-.

тальных и теоретических работ приведены в табл. 2.

Таблица 2

[ 9]
[23]
[24]
[2s]

Из табл. 2 видно, что уменьшение теоретической вероят-

ности до 7% (при Мн — 5 т
и ) не приводит к противоре-

чиям с экспериментальными данными.

Отметим еще одно обстоятельство, касающееся пара-

метра асимметрии нейтрона прямого процесса в //-захвате
в бесспиновых ядрах. Теоретические значения [26] примерно

' Локальная

теория

Нелокальная

теория
= 5т

и

Экспериментальные
данные

Л(Н') 586

’ 7 ■

555 420 + 120 [16]
сек 1 434 + 100 [17]

420 + 75 [18]

Л
ррсР

566

сек~'

536 515 Н 85 [19]

Экспериментальные Теоретические
Л(С 12 ->В 12) сек-1 4(С 12 ->В12) сек-1

(5,9 ± 1,5) • 103
... 120] 7,86-103

(6,6 ±1,1)-103 [2l] 7,4 -103

(6,31 ±0,24) • IО 3 [22] 7,26-10 3

7,12 • 103
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вдвое меньше экспериментальных [27). Нелокальные поправ-

ки уменьшают несколько эффективную псевдоскалярную

константу //-захвата и абсолютная величина параметра

асимметрии уменьшается нелокальными эффектами —2%

при Мв 5 т
г
..

Хотя поправка будет в нежелаемом на-

правлении, это заметно не ухудшает дела.

Таким образом, видим, что нелокальные поправки от про-

межуточного векторного бозона при //-захвате в гелии вместе

с поправками в //-распаде могут интерпретироваться как ар

гументы в пользу существования промежуточного бозона с

массой порядка 5 т
и

. Такие поправки не противоречат ос-

тальными данными по //-захвату. В водороде, по-видимому,

такие поправки тоже желательны.

Поступило в редакцию

12 апреля 1963 г

Примечание при корректуре: После того, как данная ра-

бота была сдана в редакцию, нам стали известны предварительные ре

зультаты нейтринных экспериментов по поиску промежуточных векторных

бозонов (I. 3. Веll, I. ЬoхзеlЬ, М. УеКтап. Керог! оп IпlегпаИопаl Соп

(егепсе оп Еlетепlагу Рагl!сlез, 31еппа, ОсЕ 1963.). Получены некоторые

экспериментальные данные в пользу существования промежуточного век

торного бозона с массой порядка 1300 Мэв. Если это действительно так,

то нелокальные поправки могут быть на порядок меньше по сравнению

с вычисленными в настоящей работе.
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ГРУППА ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ПАУЛИ-ФИРЦА
И ЛАГРАНЖИАНЫ ЧЕТЫРЕХБОЗОННОГО

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ (Ю-РЯДНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ)

В. Лооритс, X. Ыйглане

Аналогично тому, как это сделано в случае скалярных бо-

зонов [l], описываемых пятирядным представлением матриц

Кеммера-Дэффина, мод<ем составить также лагранжианы

взаймодействия четырех векторных бозонов. Для этого вос-

пользуемся базисными матрицами составленными из 10-ряд-
ных матриц Кеммера-Деффйна [2]

. (1)

Лагранжианы четырехбозонного взаимодействия векторных бозонов

определяются как собственные векторы операторов группы Паули-Фирца.
Из требования нормировки лагранжианов определяются соотношения

между константами связи. г

г>

и
уод у (/ + т/б) Оу

б{,,

Г1
п

УО$ У
О

Увр 1

Вувр). —:у (/ + Т]5) ®гор).

Враукьш 2 Т"
'

где ; ' ; ’' ' ■ 4

, ' • . • ,- • • . . ■ | : : . ' , . . , . • .»!<** || I !

= у
~

И

к (2)
■.!, 1;

РОО
=

У Рг, $о д
аг + д‘<гр 1 (3)
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— величины антисимметричные относительно индексов рр,

— величины антисимметричные относительно индексов го

и аЛ, и

— величины антисимметричные относительно индексов где

и аЛ<о.

Лагранжиан в общем виде выражается линейной комби

нацией 12 скаляров

s=<l(/ + Ч5) + >-

•s'=<у(/“Чо) — Пз) >,

— \~2 (I — *7з) ХуС/ + >7з) > ,

s'"=<у(/ + ч5) ><4</~Чз) > (6)

\ВуО(>) >
Т (3) \В Г(удУ ,

—< В'
гад > < В

га& у ,
Т'"(3) — < В

Уб() > < В'
уар

у

Т(4) < > \ / ’ (4 ) \ Вбгкд / \ У

где

<o><o'> = (ФО'у).

Скаляры (6) составлены с помощью базисных матриц (1) и

их инвариантных линейных комбинаций

з кор Аеш Г)
тО(В Аре, Ь '/.гш

у).д аеш у?.е оош рЛе оуш

УШр ае/. УШЬ б()>.
~Ь

(>Ш1:
огл1 (5)

7*(6) С Вув()).ар / С (6 ) С &
огкр@а 7 \Вуодкс.р >

>



72

У ~ У + »?5) /

45 ггороо У •

(7)

— А

г/А = ± V.
(8)

Решение уравнений (8) дает нам следующие лагранжианы:

«&= 35 + зг<«>
- г''’)- '++

=s"

+ Лз> + s''+ т
'

т

28 + 27,в ,
- Г,,,, ««!_= 5- Т

()) ,

0(3)
— -г" р(9)

— у- |9)1
(3) ’ э '

(6) »

Г"
, й<2°2 =5"- 7-

(3) +s'"+ Г
(3)

р(5) 'Г! о(4) О" I Т О'" Т
++ (4) ’

~ ° Т 7
(3)

° 1
(3) ’

«+’+=гт ,
а™=s"- т

|3)
- s’" + у;,,,

где первый индекс у V (-(-или —) обозначает собственное

значение оператора 71, второй — собственное значение опе-

ратора 7г-

Введем теперь в рассматриваемое пространство также

метрику и определим скалярное произведение двух выраже-

ний типа (6) следующим образом:

«o><o'>, </?></?'» = 8р /?0* • Bр/? ,*o'. (10)

Тогда таблицу умножения получим в виде

Предполагаем, что лагранжианы четырехбозонного вза-

имодействия являются собственными векторами операторов

группы Паули-Фирца [3] и д2 '.
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С помощью этой таблицы легко проверить, что все лаг-

ранжианы (9) являются ортогональными между собой. Их

нормы следующие:

(й<>>, Й<o) = 720, (&< 7 >, У< 7 >) =96,

(Я<2), 8< 2>) = 144, (й< B >, 8 >) =6O,

(й< 3 >, 9<3 >) •= 24, (й< 9 >, 2<9 >) =24.

(й< 4\ 8< 4))=24, (2(10)
,

Й< , °)) l=96,

(й< s*, Я's*) = 36, (й< н ), &(“)) = 96,

(2< 6 ), Й<6 >) = 16, (2< 12 >, 2< 12 >) =96.

(И)

Если мы предположим, что все лагранжианы имеют оди

наковую длину, то получим 12 лагранжианов в виде

/?*) = С<*> Й<*>, к'= 1,2, . . 12, (12>

где 2(Л) определены формулами (9) и между константами

связи С (к > имеются следующие соотношения:



74

С<2) = уsС<’>,

С(3)
|= С(4)

= С(9) узосо)

С<?) =

(13)С< 6 >
=

С(7) С(\0)
= С (11)

= С(12)
= IуЗОС(’\

с< 8 >
= 2УЗСП).

Во всех процессах, описываемых лагранжианами (9),
аддитивная величина т]s сохраняется.

Поступило в редакцию

10 апреля 1963 г.
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О СТАТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ ПРОБЛЕМЫ МНОГИХ

ЧАСТИЦ В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ. II

И. Пийр

Приводится одно из возможных аксиально-симметричных решений
уравнений Эйнштейна для одной частицы, включающее известные реше

ния Шварцшильда и Керзона—Сильберштейна как частные случаи. Рас-

сматривается также решение, описывающее гравитационное поле колли

неарной системы вышеуказанных объектов.

1. Введение

Вопрос о существовании точных решений уравнений
Эйнштейна, описывающих статические системы частиц, ча-

стично уже решен для наиболее простого случая — для кол-

линеарной системы аксиально-симметричных частиц ([l]. [2],
гл. VIII, § 1). Некоторое обобщение имеющихся результатов

дано в предыдущей работе автора [3]. За основу всех этих

исследований принято решение Керзона —Сильберштейна,
дающее в координатах Вейля [4] аксиально-симметричное ре-

шение с одной сингулярной точкой. При этом является суще-

ственным тот факт, что для аксиально-симметричного линей-

ного элемента в координатах Вейля

№ = е/* а? — [р2сl(р2 +еу (^2 + аг2 ) ], (1.1)

где д и V — функции только переменных д и г, функция [л

в пустом пространстве удовлетворяет дифференциальному
уравнению Лапласа. Уже давно известны такие решения

уравнений Эйнштейна, в которых функция ц представляет

потенциал точечных источников расположенных по оси г

([s], [6]). В общем случае они обладают так называемыми
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физическими сингулярностями на оси г между особыми точ-

ками функции //. Такое положение указывает на существо-

вание неких натяжений, удерживающих данную систему

частиц. Для получения решений, описывающих равновесные

системы, т. е. системы свободные от натяжений, надо прямо

(см. [l] и [2]) или косвенно, с помощью частиц обладающих

дипольными или квадрупольными моментами, орентирован-

ными по оси 2 [3], ввести отрицательные массы. Это является

с физической точки зрения наиболее слабым местом данной

методики. Если бы самостоятельное значение имели решения

для коллинеарной системы частиц с натяжениями, то необхо-

димость введения отрицательных масс отпадала бы. Нам ка-

жется, что уже имеющиеся результаты, представляющие

поле системы частиц с натяжениями, можно применить для

описания реальных систем, так как с физической точки зре-

ния оказывается возможным, что натяжения частично или

полностью компенсируются силами инерции при переходе к

системе отсчета, относительно которой частицы не покоятся.

В данной работе мы, однако, занимаемся частичным ре-

шением более скромной проблемы, связанной с неясностью

физического смысла решения Керзона —Сильберштейна также

для положительной массы. А именно, во второй части ра-

боты покажем, что существует более общее решение урав-

нений Эйнштейна включающее в себя в качестве частных

случаев как решение Керзона —Сильберштейна, так и решение

Шварцшильда. Для физической! реализации такого решения

по сравнению с решением Керзона—Сильберштейна, конечно,

имеется гораздо больше возможностей. В третьей части при-

водим решения, соответствующие коллинеарным системам

таких объектов и исследуем проблему получения равновес-

ных систем, т. е. систем без натяжений.

2. Обобщенное решение, описывающее гравитационное

поле одной частицы

Известно, что общий аксиально-симметричный статиче-

ский линейный элемент
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№ = е'ЧР [Р2сl(р2 4- е*((1Р 2 4- г/22 )], (2. 1)

где О, I/ иIV функции от х 1 =Ри х2 = 7,, при выполнении

условия

О (2.2)

допускает переход к координатам Вейля, в которых он при-

нимает более простую форму (1. 1). Для этого надо выбрать
новые переменные в следующем виде

о = = е(Р, X), ]
(2.3)

2 = г(Р, 2),

где функция г(Р, 7) — сопряженная с функцией д(Р, 2),

являющейся ввиду условия (2.2), гармонической ([4], см

также [2], гл. VIII, § 1). В частности такой переход возможен

и при решении Шварцшильда, для которого в изотропных

координатах функции /), С' и IV имеют следующий вид:

Л> = (7=2 1п (1
/?-А ’ \ /?- / ’

(2. 4)
г=о. (/?-= (Т52 + г 2)Н

а преобразование (2.3) можно представить в виде следую-

щей функции комплексного переменного

р + 12 = Р + Я — -Л-^.. (2.5)

Надо отметить, что при конформном отображении (2.3)

меридиальная плоскость Р7, отображается фактически в Ри-

мановую поверхность соответствующей функции комплекс-

ного переменного д 4 /г. Для функции (2.5) она состоит

из двух комплексных плоскостей с разрезами вдоль отрезка

[—2/Л, 2/Я], а края разрезов склеены крест-накрест. Много-

листность функции о 4 /г, по-видимому, не является серьез-

ным недостатком данной методики, так как для этих обла-

стей пространства-времени, имеющих физическое значение,

отображение плоскости Р7 на плоскость дг взаимно-одно-

значное. В частности при решении Шварцшильда область
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дующий вид:

I „ г 1 + г2 + 4Л
и— 1п ; тг ,

Г 1 + г2 —4Л
(2.6)

— |п
4г[Г 2

(Г! -Ь Г2) 2
— 16Л2

где

г, = [г2 + (г-2Л)2]'\ г 2 =[е2+ (г + 2Я) 2 ]‘l‘. (2.6')

Функция в данном случае описывает ньютоновский потен-

циал бесконечно тонкого стержня с постоянной — единич-

ной — линейной плотностью массы. Стержень расположен

по оси 2 в интервале [—2Я, 2Л], следовательно, полная мас-

са равна 4Л. В предельном случае 2->0 решение (2.6) пре-

вращает линейный элемент (1.1) в псевдоэвклидовый.

Естественным обобщением решения Шварцшильда (2.6)
является случай, когда /г описывает ньютоновский потенциал

стержня с постоянной плотностью отличной от единицы.

Если а полная масса отрезка, то

п Iгп
г1 ~Ь г2 -I- 4Л

/X Л Т
* Л I ~ло4л И4* —4Л

(2.7)

/ а V, 4г,г2
Г (4Л ) 1П

(г, 4- г2) 2
- 16Л 2 ’ (2. 7')

как легко убедиться на основе уравнений для функции V

(см. например, [3], (1.3) и (1.4)). Предельный переход

Я->0 приводит здесь к решению Керзона—Сильберштейна,
а решение Шварцшильда дает подстановка а — 4Л. Уместно

отметить, что полученное решение (2.7 и 7'), а также ре-

шение Шварцшильда (2.6) являются обобщением решения

Керзона—Сильберштейна для коллинеарной системы точеч-

ных масс с натяжением (см., например, [3], (1.5) и (1.6))

внутри сингулярной сферы 7? < Л считается обычно нефизи-
ческой [7], а исключение этой области делает функцию (2. 5)
однолистной. При отказе от такого приема, по-видимому,

возможны также интерпретации в духе Уйлера [8].
В координатах Вейля решение Шварцшильда имеет еле-
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для системы, стоящей из: инфинитезимальных частиц Кер-г

зона—Сильберштейна массой т. е.

•1 ,г ■ ' 22
а I* к ;

■М ~ ~~

42 ’

-22 (Л)

22 22

\ 'иг г V [ _ Г _^2., ( 2.8)
2 ’ 4 '-' -2Л-2/1 ]<г*

— г/) 2

р = _slп ±+*
2Л •/?—Л

Г /г\2l (/? 2
— Л2) 2 + 4А 2Р 2

М’-Ш" .л-
-

(2. 9)

Как и решение Шварцшильда оно имеет особую точку в на-

чале координат и особую сферу Я — Я. В линейном прибли-
жении, т. е. в приближении слабого поля, это решение яв-

ляется центрально-симметричным и описывает частицы мас-

сой а, но совсем не зависит от другого параметра Л. Откло-

где г(к) = [ (г — 2к ) 2 4- р2] 1

’. Таким образом, аксиально-сим-

метричное решение Керзона-—Сильберштейна с одной сингу-

лярной точкой является довольно фундаментальным реше-
нием уравнений Эйнштейна, так как решение Шварцшильда
и обобщенное решение (2. 7 и 7') получаются из него путем

некоторого суперпонирования. Этот факт еще раз указывает

на необходимость более внимательного изучения, и в особен-

ности, выяснения физического смысла решения Керзона —

Сильбёрштейна. •

Перейдем теперь от координат Вейля о, г, <р, I к перво-

начальным координатам Р, 2, (р, I, в которых решение

Шварцшильда обладает 3-мерным пространством конформ-
ным эвклидовому. Наше обобщенное решение (1.1), (2.7
и 7') принимает тогда форму (2. 1), где
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нения от сферической симметрии появляются во втором и в

более высоких приближениях, и при фиксированном значе

нии параметра а определяются величиной второго независи-

мого параметра Л (как уже отмечено, при а= 4Л решение
во всех приближениях остается сферически симметричным)
Такая дополнительная степень свободы должна сделать по-

лученное обобщенное решение физически более содержа-

тельным, чем решение Керзона —Сильберштейна, а также чем

решение Шварцшильда.

В заключение этого параграфа отметим, что небезынте-

ресным может оказаться также решение (2.1), (2.9) или

(1. 1), (2.7) с чисто мнимым значением постоянной Л, т. е

при Л —/х. В координатах Вейля р, описывает тогда потен-

циал бесконечно тонкой круглой плитки, а функции IУ, О

и Ц7 по формулам (2.9) принимают следующий вид:

</ = 21п(1 +

/) = 5 (2. 10)

г= 11 + /-Vlж (я’+х»)»-

И в этом случае метрика (2.1) в бесконечности является

псевдоэвклидовой и имеет особенность в начале координат.

а также сингулярную сферу = ~> если рассматриваем

только главное значение арктангенса . В приближении сла-

бого поля и это решение совпадает с полем точечной массы

а. В дальнейшем частицы, гравитационное поле которых в

отсутствии других частиц определяется формулами (2.1) и

(2.9) или (2.1) и (2.10), будем называть соответственно

частицами типа .4 или типа 8. В данной работе рассмотрим

только коллинеарные системы частиц типа А.
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3. Коллинеарные системы частиц типа А

Проводим исследование в координатах Вейля, в которых

каждой частице типа А соответствует расположенный по оси

2 однородный бесконечно тонкий стержень длиной 4Л*, с мас-

сой ак и с центром в точке а* (при этом для определенности

считаем, что <А а 2 <С ■■• <С а.м) • Переход к координатной
системе, в которой линейный элемент для случая одной ча-

стицы описывается формулами (2.1) и (2.9), осуществляет-
ся с помощью функции комплексного переменного отобра-
жающей плоскость ог с N разрезами от ак — 2/ц. до ак -ф 2ЛА

(& =l, 2,
.. ~ /V) по оси 2 в плоскость Р2, из которой исклю-

чены N односвязных областей, расположенных в некоторой

окрестности оси 7. Границы этих областей должны быть

симметричными относительно оси 2 и, по меньшей мере, при

предположении, что поле остальных частиц около данной

частицы — слабое, они должны быть окружностями. Факти

чески эти кривые определяют форму сингулярных поверх-
ностей рассматриваемого решения.

Поле системы частиц типа А можно представить в таком

виде

.V

Р= I
к-1

N N (3. 1 )

гк (г, о) X г*Дг,р).
6-1 к, I=l

к<l

Функции цк
и гк определяются формулами (2.7), в которых

Г1 и г2
заменяются соответственно величинами

(3. 1)

в которых

'•<*>l = (е2 + [г-(а»+ 2Л»)Р)Ч

г,»я = (ог + [г-(а*-2Л4)РГ\

Члены взаимодействия можно определить интегрированием

уравнений для р, но проще исходить из выражения для члена

взаимодействия точечных частиц Керзона —Сильберштейна,
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как это было предложено для вывода функции у в предыду-

щем параграфе [см. (2. 8)]. Таким образом,

ака l .
/(г

(Л)2 + г(/)1) 2 -[ал + Л/)]2
I(ад \(^>2+Г^ 2

~ [аь

.

Г
(*)!

Г
(O2^ 2

~ ~а/ + 2 + Л./)Р\
( Г

(Л)1 + г(/)1) 2
~-а* —а/ + 2(Я

й
— Я;)] ■

(3,2)

Верхние индексы АА при уы обозначают тот факт, что обе

частицы типа А. Если, например, =o, то (3.2) дает член

взаимодействия для частицы Керзона —Сильберштейна массой

ак и частицы типа А массой он

Приведенные выражения членов взаимодействия (3.2) и

(3.3) в бесконечности превращаются в нуль, но на оси 2

между частицами они постоянны, но не нули. Это приводит
к известным уже из решения Керзона —Сильберштейна физи-
ческим сингулярностям, связанным с определенными удержи-

вающими натяжениями. Легко убедиться, что

О
_ . ... щ4- 2А/ < г

ак а { (ак -а IУ-Щк
-'к

I}\ а* + 2Л* <
Ч/ ) (°’ г ) = < 8Л^

,П
('а л -а/)’-4(^+Л/ )2 < 2 <а/ —2Я/,

О
,

2 <ак — ‘2л к .
’

(3.4)

а

(г — 2(Л)) < 2 — 2(/)) + е
2 1

к1 16л* л
' ] ] г(А/(/) ](^к-^)
а а

Ы 4Л, ]
Г

(к)
г

(1)2
г
(к) . г

(1) х )к (3.3)
[Гф [ак

— (а(у- 2Л()] г
(к)[ак

— (аг +



О а/ + 2Ас < г,

(0. г) =< —

_ 0/)2 _ 4А/ 2] >
ак< г <аl — 2Л/, (3. 5)

О
, г < ак .

(последнее также для двух частиц Керзона —Сильберштейна,
т. е. при Лк — 0) для всех пар частиц одного знака, увидим,

что равновесие системы частиц типа А (включая и частицы

Керзона —Сильберштейна) возможно лишь при предположе-

нии о существовании частиц как с положительными, так и с

отрицательными массами. Кроме того, эти условия равнове-

сия в общем жесткие, т. е. определяют равновесные пара-

метры системы частиц данной структуры единым образом.
В качестве примера рассмотрим наиболее простую симмет-

ричную равновесную систему из трех частиц типа А. Обозна-

Точнее частица с индексом к на частицу с индексом /, к

6* вз

Так как в ньютоновской теории сила, с которой одна час:

тица типа А действует на другую или на точечную частицу *,

совпадает со значением функции г^ л) (0, г) или (0, г) на

отрезке оси г между частицами, то легко убедиться, что при

равновесии соответствующей системы в ньютоновском смысле

решение свободно от натяжений. Учитывая, что выражения

(а л
-а/ )’-4(Лл-Я/)> 1

( а*
_ а/) 2

_ 4 + Я,) 2 (а А
_ а;) 2

_

чая а1=а3 = а, Я 1 =Я3 = Л, = а2 ~ а\= аз~

— а2 = а, а 3
— а\~2а, приходим к следующему условию

равновесия:

'а2
— 4(Л 4-Л 2) 2 / ’

4а 2
— 16л2 ]-/

а2
— 4(Л — Я2 ) 2 4а2 ■
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Следовательно, такая система является равновесной только

при определенном значении параметра Л2

2Л 2 —а 2 + а Уа2
— З/. 2

Ъ = 51 (3.7)

в равновесии независимо от конкретного значения параметра
« [l].
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BТАТIС BОЫЛIСЖB ОГ МАМУ РАРТIСЕЕB РРОВЬЕМ
Ж ОЕМЕКАЬ РЕЕАТIУIТУ. II

I. Рпг

(при этом НтЛ 2 = С изменением расстояния а меняется

. а/Л-»оо
и величина удерживающей отрицательной массы. Напомним,
что в случае частиц Керзона—Сильберштейна симметричная

1
система, для которой — а 3 = а и «2 = находится
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РАЗЛОЖЕНИЕ АМПЛИТУДЫ РАССЕЯНИЯ

НА ПАРЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ

Я. И. Грановский

На основе метода Якоба-Вика разработаны практически удобные прие-

мы разложения на парциальные волны. Рассмотрены процессы

ял->МУ.

1. Введение

Необходимость в разложении на парциальные волны воз-

никает всегда, когда в процессе рассеяния, оказываются фик-

сированными те или иные квантовые числа. Широко исполь-

зуемое экспериментаторами выражение амплитуды рассея-
ния через фазовые сдвиги или модное в последнее время

у теоретиков представление Редже (оба основаны на разло-

жении в ряд по квантовым числам какого-либо оператора).
Удобство такого разложения в значительной мере обуслов-
лено тем, что для парциальных амплитуд условие унитар-
ности принимает простейший вид.

Выделение зависимости от таких квантовых чисел, как

заряд, барионное число, странность, изотопический спин —

обычно не представляет труда. Что же касается разложения

по собственным функциям момента количества движения, то

оно оказывается довольно громоздким, если сталкиваются

частицы, обладающие спином [l]. Существенного упрощения

можно добиться и в том случае, если — согласно Якобу и

Вику [2] — характеризовать состояние частицы ее спираль-

ностью (т. е. проекцией спина на импульс).
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Благодаря тому, что спиральность не изменяется при вра-

щениях, разложение амплитуды рассеяния по собственным

функциям момента принимает вид

(Л',Л /
2 |ЛIIЛ,Л 2 ) =

уЕ(/ч- 1/2) (в)

Л — Л.l — Л2, /х —А 1 — А' 2. (1. I)

Благодаря ортогональности функций Вигнера отсюда непо-

средственно получаем парциальные амплитуды

(1.2)

Задача сводится к тому, чтобы '

научиться простым

путем переходить от полной амплитуды М к спиральной
(Л'lЛх

2 'Л4 IЛIЛ2) •Мы сделаем это в пп. 2и 3, где будет полу-
чена формула для частиц со спином '/г- Затем мы применим

общие формулы к столкновениям частиц со спином 0 и ‘/2

(в п. 4), и двух частиц со спином */г (в п. 5). В приложениях
вычислены необходимые матричные элементы и рассмотрен

переход от спирального представления к представлению с

диагональной четностью.

2. Матрица плотности спиральных состояний

Частица со спином ’/г описывается уравнением Дирака

(1у • р 4- т)и(р) =O, (2,1)

где

)>-/,. +л. <„ = г+ = (2.2)

4-компонентная функция и(р) может быть представлена

в виде

и = и
аг, а—l,2, у=l,2. (2.3)

п

(Л'1Л'2|М)-|Л 1Я2) У (6>) 51пв</0.
0
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где а — спиновый индекс, аг — дополнительный индекс,

из-за которого удваивается число компонент.

Такая запись позволяет представить каждую матрицу Ди-

рака в виде

(2.4)

где матрицы о и д действуют на разные индексы и потому

коммутируют между собой. Легко видеть, что выбор

у — 920. у< =Оз (2. 5)

Цд2ор — Ед3 -\-т)и(р) =O. (2.6)

Л = ор!р (Л2 =1) (2. 7)

коммутирует с левой частью уравнения (2, 6) и может иметь

определенное значение в состояниях, описываемых его реше-

нием и(р). Общее решение уравнения Дирака можно раз-
ложить по состояниям с заданной спиральностью

А

(2.8)

Найдем решение уравнения Дирака с заданной спираль

ностью. Для него

врдМ) — (2.9)

и

(Дррз — Ерз + т)/А) =O.

Отсюда

= N ((Ард? — Едз — т)а>, (2,11)

где N — нормирующий множитель, а

(2, 10)

позволяет удовлетворить (2,2) и записать уравнение Дирака
в виде 4

Отсюда видно, что оператор спиральности
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" = (о) (2. 12)

— единичный спинор
*

то

ии = и
+
у4и = х

+
рз% = 1. (2. 13)

откуда

|ЛА| — (2. 14)

Матрица плотности спиральных состояний определяется

равенством

(2.15)

и легко находится с помощью (2, 11)

~ \М\2№Рв2 — Ерз — т)а)(о+ (—l/1р()2 — Ерз — т)рз (2 16)

Поскольку

= = ф»,
то

=. Со 4- С%o\ + - (2. 17)

где

Е + —т) 1— ц . Л+ ц
С'l = 4т ’

С|= .�_ Сг

Е + т 4- — т)

4™
(2, 18)

Если (р нормирована обычным образом (т е у+ф = 1),

=

У 1^|2
— Ед 3

— т) р 3 ) (гда2
— Е&з — т) =

* Спинор &>' = не может быть нормирован в нерелятивистском

случае.
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в котором О — произвольная комбинация всех 16 матриц

Дирака. Вычислим это выражение, когда заданы спираль-

ности начального и конечного состояний. Если опустить спи-

{ц\иОи\Х) = О// =Bр Од-/а , (3. 2)

где р — матрица плотности, введенная выше. Представив

матрицы О в расщепленном виде (2,4)

О Оз —O2

, , . О О 2 9\О2
1, р,<л= о о.аз /

О

и
— —o2 )

, 75 = —ОХ . (3.3)

легко вычисляем след, который оказывается равным

-у (и иОи А) = 5Со Н- V(~Ь ~Ь

4~ Т(СооК 4~ С\оЬ) + А — С2Л/4) — РС\. (3. 4)

Здесь для удобства записи вместо тензора 7?
г

мы ввели два

вектора К,
О Кз —К2 Ь1

/?„,.= 0 К, Ь
. (3.5)

О

Формула (3,4) вместе с определениями (2, 18) решает по-

ставленную задачу в общем виде.

3. Переход от инвариантных амплитуд к спиральным

Пусть дано релятивистски инвариантное выражение

йОи = й (5 4- 1% 4 + Руб ) м, (3. 1)

норы (р\ , то мы имеем при этом
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4. Спиральные амплитуды одно-нуклонных процессов

Мпм':==2 и (—А —- IВу •ф) и, (4. 1)

4 (/(|ЛI|Л) =—ЛСо + <В(С2аС + С304), (4.2)

но

-4(РI + ;2)/2 =-р(Л + //)/2, $4
= /(№- Е), (4. 3)

так что

У (д|Лl|Л) =-ЛСо+<В(-рС2 Ц-^+/С3 (№-Е)). (4.4)

Независимых спиральных амплитуд столько же, сколько

инвариантных функций, т. е. две. Мы возьмем следующие:

М+ +=—А — + )=—А — В Е—-
\т' т I т

М-+ = —А — — В(№ — Е)
т

х (4. 5)

норами (р
и ... (р'\ чтобы перейти к числам. В частности, для

-(4, 5) нужно знать, что

(4- |l| +) = Сosу , (— |l| -Н = 51Пу . (4.6)

Эти формулы выводятся в приложении А.

б. Переход лл-*~l№ (см. [4]).
Здесь необходимо рассмотреть амплитуду иС№ (и — спи-

нор античастицы). В спиральном представлении этому соот-

а. Рассеяние лМ (см. [3]).
Амплитуда этого процесса имеет вид

где р = —полусумма импульсов мезона до и после

рассеяния. Согласно (3, 4)

Напомним, что все спиральные амплитуды суть мат-

рицы в спиновом пространстве и их еще нужно обложить спи-
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ветствует матрица

2х' =Bр Оо 2д)и .

Ср <•> С2, С] —/С3. (4.7)

Поэтому

~2 (ц /йОи/ А — BС2 4“ V (СO оС? 4~ 4~

+ Г(С 2аЯ — /С3аl) + А — С0 У4) + (4.8)

Взяв амплитуду в виде

М
лл->м

= й(~ А + ,В У • (4. 9)

где

п
Я\ Яг

„

9 = 2 = °>’ (4. 10)

получим

| Я) —— АС2 IВС O о д. (4.11)

По/Гставив из (2, 18) Со и С2,
найдем

Л1
+ + = +

т 1

М- + = IВЕо д /т. (4- 12)

Элементы спиновых матриц вычислены в приложении —

формулы (А, 6—7). Помня, что в нашем случае нуклон и ан-

тинуклон движутся под углом )>2 = я друг к другу, получаем

1+ + — —А л [Вц СOB в,
т

— IВЕд 81П 8/т, (4. 13)

где 6 = д,р.

Произведение р2Р;7<
снова имеет вид (2, 17), но
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5. Спиральные амплитуды двух-нуклонных процессов

а. (см. [s])

Амплитуда рассеяния имеет вид

5

Мщ = X Рк (йОки)(йОки)
Л=l

и необходимо задавать 4 спиральности. Перемножая выра

жения типа (2, 17), получаем

| Л<'“'=Г, СО С'О +Р2 ( С2С'га •а' + С3С' 3) +

Рз(СО С'О С\С'\) а •о' -|- -- РзС\С'\

(5.2)

Задав спиральности, мы тем самым задали Ск и С'*. Взяв

их из (2, 18), приходим к выражениям

<р = С-Р, (5.4)

(5.5)

Из этих 16 аплитуд независимыми являются только 5:.

— (Н—к) (+ +), фг —= (4—) (4—)» •Т’з —(4—Н ( ).

= (Ч—к) (Ч ) (5. 3)

где <р и Е — 5-рядные столбцы, а С — матрица

0

р
2 1т2

1

Е2/т2

Е2
— р

2о • О'
а-О'

т
2

-> ->

Е?о ‘О' — р
2

- -

-5>

о • а'

т2

1

<С =

]
Е2 4- р

2о • О'
-> ->

Е2о • О' -|- р
2

а

т2
О’ • б

т2

•

-> “>

Е 2/т2 1 о ■ а' о • о' — р 21т2

Е 2/т2 Е/т
Е

— а • а
т

б • а' 0
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Элементы спиновых матриц, которые входят в это выра-

жение, вычислены в приложении — формулы (А, 9—10)
Подставив их, найдем

(5. 6)

Эти выражения для спиральных амплитуд совпадают с при-

веденными в работе Голдбергера и др. [s], с точностью до

общего нормировочного множителя т2/4лЕ2 . Использован-

ная здесь запись соотношений в матричной форме очень

удобна, так как большинство преобразований — антисимме-

тризация амплитуды, кросс-переход и др. — сводятся к умно-

жению С на числовые матрицы.

б. (см. [6,7]).

Возьмем амплитуду ММ-рассеяния в виде

5

Млглг= Е Сг(иОк и) (5.7)

который получается из (5. 1) с помощью зарядового сопря-

жения одного билинейного коварианта. Спиральная матрица

плотности античастиц может быть получена с помощью ма-

трицы зарядового сопряжения

о с
—

—
— —Со -р Сцo\ — С 2д2 “к С3О3. (5. 8)

СОЗ» 4 Е» 4- Зр* 4- т’ соз 9

2т»

созв — 3

2

— ЗЕ 1
— р» -(- т» соз 9

2т»
0

-^5,ПЧ Е»4-р» соз в 4-3 соз в 4- 3 р» . ,
в

- 51П
2

у т» 2 2 “^ 51П’7
С= || СО5 2

—

& +р‘ ,
»

-^ С05’т СОЗ’у т
3 2

0

о- ? * • 1 * Р’ -

, т« 2
51П г

у $1П 2
— 51П а

у -^51П Ч

& 5|пв -^ 5'П1е
Е •

а
_ — 51Пв — 51П 8

2т
0
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Таким образом, для определения спиральных амплитуд

достаточно в (5. 2) изменить знаки перед С'о и С'2:

“4* М— — -- О2 ( — С2С2 о• о' СзСз') +

4“ Оз ( —СOС O
' С\С\') о • о' -4-

С 4 (С 3С 3'о • о' — С2С2 ) 4- 65С ] С/. (5.9)

Дальнейшие вычисления проводятся в полной аналогии с

/УЛЛрассеянием. В качестве независимых берем амплитуды

Фl= (++)(++), 02 = (+-)(-+), 03= (++)( )>

04 = (+ -)(+-), 05 = (++)(+-) (5. IЭ>

(Ф2.4 по сравнению с 9)2.4 переставлены) и тогда

Ф ~С ■ 6, (5. 11)

где

— Е2/т2 1 —

р2 а-а'а-Р - р 2/т2

— Е2lт 2 1 — о - о' о - о
1

р
2lт 2

— Е/т Е/т — а • о' — а • о' О
'

т т

(5. 12}

После подстановки элементов спиновых матриц (гм. прило-

жение, формулы (А, 11 — 12) получаем

-> -> ■» ->

— 1
Е 2 4- Р

2о • о'

т2
— о • а'

Е2о • О' р
2

т
2

0

с =

— 1

—> —>

Е 2
— р

2
а ■ о'

— о • о'
Е2о-~о' — р

2

0
т2 т2
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Собственно говоря, этим задача решена. Однако многие

авторы (см. например, [6,7]) пользуются другим, нежели

(5.7), определением инвариантной амплитуды рассеяния

5

= Нк (иОки) ки).
ь=l

(5- 14)

Покажем, как перейти от 6 к Н. Для этого следует сделать

в (5. 14) преобразование Фирца

I

(5. 15)

и тогда Мщу приводится к виду (5.7), причем

Ок —
Е АкlН[.
I

(5. 16)

Матрица Аы имеет вид (см., например, [B])

/1 464 1 \

/I—2 0 2—l

11 o—2 0 1

11 2 o—2—l

\1 —4 6—4 1 /

■4=l (5. 17)

Подставив (5,16) в (5,11), получим

Ф = о -н,

— СОЗ*-у
Е* . , 9

- 31П’2

Е1 + Зр2 +т
г

со; 9

2т>

■ г
»

8Ш*
-у-

со;в - 3-

2

_

Е* + р1 со» в ± з
т« ?

ЗР +р
1

— т
г

со$ &

2т»

СО5 в Ч- 3

2

0 !

с= —
—

СОЗ*
-у

Р + р1 , в СОЗ* 4
Р + р2

~ соа’7 0

-8т*| — 81П*
у

Р 8
_ 2

в

-^• 31ПЧ

+ 2^3‘ ПН
С'

- «
-

51П Н 0

(5. 13)
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— результат, который имеется у Волкова и Грибова [7].
В заключение нам хотелось бы отметить, что несмотря

на простоту и прозрачность использованного аппарата, он

по-видимому, может быть еще более упрощен. Действитель-

но, с математической точки зрения рассмотренная задача

есть редукция представления группы Лоренца по представ-

лениям группы 3-мерных вращений. Применение методов

теории групп позволяет рассмотреть этот вопрос в рамках

более общего и адэкватного математического аппарата. Нам

хотелось бы привлечь внимание специалистов к этому во-

просу.

ПРИЛОЖЕНИЕ А

Матричные элементы спиновых матриц

а. Один нуклон.

Все спиральные амплитуды М , рассмотренные в тексте,

являются матрицами в спиновом пространстве и для факти-
ческого их вычисления необходимо знать элементы вида

(А, 1)

Трудность СОСТОИТ В ТОМ, ЧТО импульсы Р1 И р2 в состояниях

<р х и (р2 не совпадают. Она легко устраняется поворотом

спинора на угол 6 — (р х , р 2)

р?1т 2
— СОЗ 6 — СОЗ 6* — 1 Е 21т2

— р 2!т 2 соз <9
Е2 + р

2
VСОЗ 6*

ПГ
- 1 Е 2/т2

— ' 0 -

0 =

2Л 2
2

ч
— соз2

т- 2
О 9

&
— 2 соз2

у
2р 2

9 Ч
соз

т- 2
0

л
2^' 2 . 9

Ч
8Ш Т

о • о
2б>

2 81П
2
-у

2р 2 . 9
24

51П
9тл 2

п
V

0 Е ■ а

гп

А: .
31П (-)

т

0 0

(5. 18)

(р.2О(Р\ = (р\е 1б2&
1

<20ср\ = С08| ((р]О(р { ) 4- / 81П (А, 2)
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Оба спинора в правой части (А, 2) совпадают и могут

быть взяты в представлении, где оз диагональна. Тогда из

(А,2) непосредственно следует

(0 .
0\

СОЗ у 81П у\
I

.0 0 1
— 31Пу СОЗ —]

(А,3)

.

вl Пх +Шу —П
2 \

+ BlП У I •

■

| —Пг
— Пх -]- 1П

у

(А, 4>

Во избежание путаницы заметим, что строки в матрицах

нумеруются спиральностью частицы 1, а столбцы — спи-

ральностью частицы 2.

Отдельно рассмотрим случай, когда один из спиноров

описывает антинуклон

ц>2О(р\ с =■ (р2Оlо2<р\- (А, 5)

Это злачит, что матрицы (А, 3—4) следует умножить сна-

чала На 102

(А, 6)

Если антинуклон появляется в конечном состоянии (т. е.

элемент имеет вид д)2
сО(р\), то следует умножить (А, 3—4)

на 102 слева. Результат снова выражается формулами

(считаем, что азимутальный угол (р отсчитывается от пло-

скости векторов рг) ■

—

■*"»
(.)

/ Пг Пх 1Пу
(р20П<р\ — СОЗ -у|

1 Пх + 1П
у

— пг

/ . в (9\
С05

у
\

$2 * (р\ С
== 1

0 1
\- с°5у -зт у /

0 / — пх 4- Шу пг \ 0 Пг Пх ~\-1Пу\
(р2ОП(р\ с '= С08 -у I 1 + 8Ш — | I

2 1 П
г

Пх -\- ту
1 \ПХ

— 1Пу — Пг 1

(А, 7)
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<А, Ь—7), в которых только произведена замена пх
,г -* Пг.г

б. Два нуклона.

В этом случае мы встречаемся с элементами вида

Они находятся умножением элементов, приведенных в (А,
3—4). При этом необходимо помнить, что направления им-

пульсов обоих нуклонов противоположны, так что одинако-

вая величина проекций спинов получается при противопо-
ложной спиральности.

1.1 =

При выбранной нами нумерации обе матрицы симметричны.

Аналогичным образом для Л/7У-рассеяния получаем

1 • 1 = (дА/2 ) ?

а - о'= (</ 2
0ф

Л2
) (др

л *одр
Л
‘). (А, 8)

«•

Результаты удобно представить в виде матриц, строки

которых нумеруются спиральностями одной частицы, (++,

Ч—, ■ —Н ) >
а столбцы — спиральностями другой

—)

- в
СОЗ2

у
1 • п

у 81П (9

. 2
(9

51П2
у

1
•

—

у 81П 6*

• 2-зш2
у

•

2
&

511,2 Т

2
*

СО82
у

1 . \
у 81П 6> 1

1 .
,

— у 81П 0

2
/

, (А. 9)

СОЗ 2
2

соз 6 — 3 1 1

2 2 2
ЫН С7

1
. 2

в соз <9 4-3 1
•

л81ГГ
тг 81П 8

• о' —

2
. (А, 10)

• 2
8Ш

г
- —

у 51п е

\
9

6 /
СО8

2
у
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Метод, изложенный в основном тексте, позволяет срав-

нительно просто находить амплитуды рассеяния с заданными

моментом и спиральностью. Практически, однако, необходимо

знать парциальные амплитуды с заданной четностью. Воз-

никает необходимость перехода от одного представления к

другому.
Этот переход, в случае одного нуклона, осуществляется

с помощью линейного преобразования

ф+= I +>±_| —>
, ,р_ =

. (Б>l)
У2 7 У2

5 =М-!) -

■ (в,2)

и осуществляет необходимый переход по известной формуле

9
в

Л052
У у 81П 0 — у8Ш ® 2

0
СО8 2

у

(1 • 1) ЛГ№

/
81П 2

у
— 81П

2
у у

81П 0 |
. 9

0
5Ш

2
у 8Ш 0 1

\
9

0 /
СО8

2

у

(А, 11)

3 — соз

/
2

—

у51П 0 —

у 81П 0 2
0

— СО8 2
-

2 \

3 + соз 0 . 2
0 1 \

—
~ 81П

2
у -г 81П 0

(о • в') NN = I
2 2

3-+ соз 0

2 у 81П 0
2 1
3 — соз 0 /

2

(А, 12)

ПРИЛОЖЕНИЕ Б

Переход от спиральных амплитуд к амплитудам

с заданной четностью

Действительно, при отражении спиральность изменяет знак,

так что гр± имеет четность т 1. Матрица преобразования
(Б 1)
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Лlчет = 5/М
Спs\ (Б.З)

где М
сп

— амплитуда в представлении спиральности, а

Л4
чет

— амплитуда в представлении четности. Зная, что

ДЛ —( а ь \
Мсп -\Ь а )’

o =/'++- *=/'_+. (Б,4)

находим

—/а + ь 0

/Ичет—| 0 а _ ь
(Б, 5)

В случае двух нуклонов мы имеем 4 состояния:

?/.

14-+ > + I > , Н— >+l —Ь >

(Б, 6)

...
Н— >~I —Ь >

...
I++ > — I >

У2 У2

и 4-рядную матрицу преобразования

1 1

1 / о

> Н О

А 1

оо 1 \

1 10 1

I—l 01»

О 0— 1 /

(Б, 7)

которая переводит

(аее
Ь

ее Ь\

с (1 е 1

с1 с е г

ее а 1

(Б, 8)

('
аЬ, 2е О О \

с+ "

с-<1 О I (Б - 10)

а— Ь /

(р‘д)—
аЧ*(Ь—рЧг<Ь=хэ'!ъ<Ь=дЧ\(Ь—п
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В отличие от М
сп , которая симметрична при всех /, матри-

ца Мче, симметрична только при нечетных /. При четных /

она антисимметрична. Структура (Б, 10) матрицы рассеяния

хорошо известна (см. [6]) — в частности, недиагональный

элемент 2е представляет собой параметр смешивания про-

дольного и одного из поперечных триплетов, а элемент а — Ь

описывает рассеяние в синглетном состоянии.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

Поляризационная матрица плотности при конверсии на

сверхтонкой структуре // -мезоатома

М. Кыйв

РоlапBаМоп ОепэИу МагНх ууВЬ Сопуегмоп Ьеl\уееп

//-гпезк Аlот НурегЛпе B(гисlиге B(а<еs<>.

М. Кб|у

= —к—/14- -
2Р (ОУ 2Р+ 1 \ — 2/4- I {1 Ч

падания на /(-орбиту, / единичный вектор направления поля-

ризации и Р ±
проекционные операторы состояний Р— I

р+ —l+ !_± 2/Г р- =

21 + 1
'

2/ + 1

Влияние сверхтонкой структуры в Л-орбите
на поляризацию мюона и ядра описывается матрицей плот-

ности (1) : •

Здесь индексы и — соответствуют состояниям

Р = 1+\,, Е — / 8, где I и 5 — соответственно спин

и мюона, Р — степень поляризации мюона в момент по-

,,.Выражение (Г) предполагает неполяризованность ядра

перед попаданием мюона на /(-орбиту.
Оже-Если возможна конверсия Е+ -> Е~ с испусканием

электронов, то матрица плотности (1) не в'состоянии

ностью описывать ситуации поляризации на К-орбите.
пол-



Тймильтбниан конверсии имеет следующий вид:

Поляризационные состояния после конверсии Е+ ->Е~ опи-

сывает матрица плотности в виде

где У — нормирующая постоянная.

Так как нас не интересуют электронные состояния, мы

можем взять шпур по электронным индексам. Тогда

О1 = 2 №
+
Рl-

I

д' =±2 (/ + а/)ц, (1 + у
(/ +1 + - о!). (3)

/4/ т
и

Обозначая /?'=2-р —, можно взять ///= (ц,-}-/?//), где

о, = 25/ и д! приобретает вид

= 4 (1, + /?Л 2 + Л2lз). (4)

' После некоторых преобразований получаем

Л1 = 4(/ + 1)Л, Г 2 = —4(/-}- 1)Л, Л 3 =(/+I)А

где

Л=[2/+1 + Т (/ + 4)7у](/-а7). (5)

7* 103

где

‘ 1 1
Ч-

—

— /,••

(2)

т
р

— соответственно масса мюона и протона и /// маг-

нитный момент ядра. Оператор К е
относится к электронам.

Так/как гамильтониан зависит от спина, нужно учитывать

влияние конверсии на поляризацию.

Если хотим получить д 1 в представлении т 1т5,
то
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Выбирая N так, что 8р =l, зависимость от исчезает

и получаем окончательно

<?' = уг[ I+72ГПй( / +4)^1 р (6)

2/+ 1 5р + 27+Т
5Р

(/ — —) (/ + А)
=~± р,.

2 4
.

> 3 (2? 4 1)3

Среднее значение спина ядра после времени I

I, = 5Р (Ле_) +2l +'[ 8р =

. (/+ 1)(/ + -1)(2/- О
=—Р/ 4

3 У ‘ (2/Н-1Г3

В ядрах, где Г энергетически выше, происходит конвер-

сия Р~ + Р+
. Для нахождения д

1 нужно вместо выражения

(3) использовать

<>' = </+ ц- <7/) Л ( 1 -
х )р) и -

■{l+l + а/). (7>

Вероятность конверсии К ЛЛ (АЛ — Л+С
— Л

_

с и Л+

вероятность захвата в состояниях Р~= ' ± ’/г) [2], во всяком

случае для металлов [3]. Так как населенность уровней
при предположении АЛ можно выразить л_(/) =

= + п+(0) (1 — е-*')]; »+(0 = п+ (0) • е (Где

Л— — суммарная вероятность захвата и распада от Р = /—
1

2

состояния), то через достаточный промежуток времени

(1 К 1 ) все мюоны практически оказываются на нижнем

энергетическом уровне. Поляризация мюона 5» в таком случае

получается (при Р+ -> Р~)
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После некоторых вычислений можно дать г/ вид выраже-

ния (4), где А нужно заменить нд

Л' = (8)

После нормировки исчезает зависимость от /? и получаем

и/'=
... _l__[] I 4Р—(/—Ц лу Iр+у

2/4- 1 I т (2/+ I) 2

V 2/ 7 I
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Влияние энгармонизма колебаний на положение линии

Мёссбауэра

Хижняков

АпНаггпогнсИу ЕНесl т IЬе МоээЬаиег Iлпе BЫН

V. НlгИпуакоу

Нами было рассмотрено совместное влияние изменения:

массы ядра при р-переходе и энгармонизма колебаний ре-

шетки на эффект Мёссбауэра. Учитывалось влияние этих

факторов на положение и ширину бесфононных, а также фо-
нонных переходов. Поправки к вероятностям переходов,

обусловленные как энгармонизмом колебаний, так и измене-

нием массы ядра, не рассматривались. Считалось, что ло-

кальные колебания отсутствуют.

В этих приближениях, а также в первом порядке по изме-

нению массы ядра и во втором по кубическому энгармониз-

му вероятность /,(а>) испускания у-кванта с частотой <о равна

(спектр нормирован таким образом, что площадь под спект-

ральной кривой равна единице)

зо

/( <у ) ==
Л_ ('

— оо

(1)

Нсоо — энергия возбужденного уровня ядра, а уо — его есте-

ственная ширина,

] (/) .= ехр {— г,-
2 [27г, +1 — (й,- +1) е

lш '“У/Ш —

>

— П/е
1“’/ 1 (2)
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г/2
--- энергия отдачи, приходящаяся на осциллятор / [l], у/ —

константа затухания, а а), — перенормированная частота ос-

циллятора /,.относящаяся к основному состоянию у-радиоак-
тивного ядра [l,2],

■ ' , С
Ч

У
~гll’-^' гllг

У
-1к> г ls>- гlB

+ »?/•"/• -

ехр {й ~ I__ ехР шк!кТ } ~ 1 11 /ох

+ ' ' Чк<»к ](’

Из формулы (1) следует, что энгармонизм колебаний при-
водит к изменению температурной зависимости положения

линии Мёссбауэра по сравнению с гармоническим прибли-
жением (7? (Г)).

В случае электронно-колебательных переходов в примес-

Л(П
У

(2Я + 0-

36 у 4 ■ V - - & & Г'.. Г ]/
7 Пк’ п 8

-г1,’ -Пк» -г1з

д . 1
- Чкык

~

'Л ’?;
1 ? 1 и 1*

’
ехр {'И(г]

]
.(1)

1. 4- г]кык 4- — ) ехр {й(г]
1
ы1 4- — 1

‘

х
’?/"/ + + ’7

5
<у

5 . 4- г)
1
-а

1

Р — символ главного значения, — Л’, ~Ь М1 — »?/)-
Л т

г

Кроме того, с и- —

2" л/^2
й) 1 й)/

т
/
/п/ 2 е

а
(г | /) е

а
(г /), если

т
г а

Дт
г
= Иы0/с2

— изменение массы т
г ядра номер г при

в нем, т, — эффективная масса, а со, — частота

осциллятора /, — (е^ш
]1кТ

— I) -1
,

е
п
(г\]) — элемент собст-

венного вектора динамической матрицы, относящийся к де-

картовой координате а ядра г и осциллятору /, —

параметры ангармонической связи осцилляторов, являю-

щиеся коэффициентами членов третьей степени в разложении

адиабатического потенциала по операторам рождения а/
и уничтожения а, фононов (индекс т)1

'==> 1 здесь соответствует

коэффициенту перед членом, содержащим ?// =— 1 —

коэффициенту перед членом, содержащим а/
+ ).
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ных центрах совместный учет изменения упругих постоянных

решетки при электронном переходе и энгармонизма колеба-

ний также приводит к дополнительному температурному

сдвигу бесфононной (чисто-электронной) линии. Формулы
(1) — (3) определяют также спектр люминесценции примесно-

го центра в отсутствие локальных колебаний, если в (3) па-

раметры Сц заменить При этом г, 2
и характеризуют

соответственно изменение положений равновесия ядер и ди-

намической матрицы при электронном переходе, а уо опреде-

ляет естественную ширину возбужденного электронного

уровня.
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Изоэнергетическая колебательная релаксация

и спектр люминесценции

А. П. Пурга

Имеется много работ, в которых рассматривались спектры

примесных кристаллов и сложных молекул, находящихся

в тепловом равновесии (см., например, [1 —3]). Примени-
тельно к спектру люминесценции это означает, что исследо-

вались спектры, излучаемые после колебательной релаксации

в центре. Колебательная релаксация в центре люминесцен-

ции обычно, действительно, протекает быстро по сравнению
с оптическим временем жизни, о чем свидетельствуют много-

численные эксперименты о независимости спектра люми-

несценции от частоты возбуждающего света [l,4].
Тем не менее любопытно выяснить, как изменяется спект-

ральный состав излучения в ходе колебательной релаксации.

Это существенно прежде всего для более глубокого понима-

ния разыгрывающихся в центре процессов. Кроме того, сле-

дует думать, что временная зависимость спектра ломинес-

ценции может проявляться в эксперименте в особых усло-

виях, когда время колебательной релаксации становится

сравнимым с оптическим временем жизни. Это может иметь

место в системах с интенсивным индуцированным испуска-
нием.

Рассмотрим обладающий сплошным колебательным

спектром кристалл, в котором в результате электронного

перехода в примеси возникает нестационарное колебательное

У1Ьга(1опа1 Ке1аха(1оп апй 8рес1гит

А.



Моменты распределения интенсивности в спектре испуска-

ния, зависящего от времени, будем находить по формуле. .

5/(0 — 8р [рИОЭД

Здесь матрица плотности рт (/) описывает неравновесное на-

чальное состояние для излучения в момент времени 1 /, при-
чем она подчиняетя уравнению движения

■: ■ Н /у '.'■•г с!l''.'

д^г(o

: ■ ■ > ч

I ■ ■ • . - > ■ I. .< !.г.с ; ,Л 1

■5/ = 4 1 *<’ (') [Нрl‘И>г--Р +РН II ■ (3)

где Н/ иНц ■— гамильтонианы исходного и конечного -сог

стояний, соответственно, Р — эрмитовый оператор возмущег

ния, вызывающего переход.

Предположим, что до поглощения ,к,ваята света раесмат-

риваемая система находилась в состоянии термического рав-

новесия и описывалась гамильтонианом Н? и-;матрицей- плртг

ио

состояние. Развитие этого состояния во времени описывается

как квантовомеханическое движение колебательного волно-

вого пакета. Согласно теореме Фока и Крылова [5], неста-

ционарное состояние в системе с непрерывным энергети-

ческим спектром распадается. Пространственное изоэнерге-

тическое расплывание колебательного волнового пакета

означает уход энергии из центра, тем колебатель-

ную релаксацию. Такой процесс релаксации происходит в

бесконечном кристалле уже в адиабатическом и гармони-

ческом приближениях без привлечения внешнего термостата

[6]. Учитывая колебательную релаксацию возбужденного
состояния, получим зависящий от времени спектр излучения,

который исследуем методом моментов, ' оказавшимся

эффективным в ряде задач теории электронно-колебательных
переходов [7].

г>/;

где Н гамильтониан системы. Оператор момента 5/
данной задачи выбирается эрмитовым в виде : г .. , у : -
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ности дт- Далее, примем, что электронный переход совер-
шается мгновенно. Тогда мгновенно изменится и колебатель-

ный гамильтониан: развитие колебательного движения будет
описываться гамильтонианом Иц. Пусть Н, иНи отлича-

ются только равновесными положениями нормальных осцил-

ляторов. Тогда в приближении Кондона для бесконечного

одноатомного кристалла в отсутствии локальных колебаний

получим следующие выражения первых моментов

50 ==1,

сч

51 (/) —Ео
—

у <л)
2
г0

2 ((1)) (1; — 2 соз ы1)д(ы)с1а),

- Г .

«$«(0 --= г(кт(ы) )а)2го 2 (а») (4)

5 3 (0 —У <у
2г0

2 (й>) (А<о) 2 (2 соз ы1 — 1

, .'.
ч
°‘

Сопоставление формул (4) с независящими от времени
моментами для поглощения и излучения [7] дает, что при

/ = 0 моменты полосы излучения (4) совпадают с моментами

полосы поглощения, а при ?->ос с моментами обычного излу-

чения. Разность первых моментов поглощения и зависящего

от времени излучения дает удобный параметр — зависящие

от времени стоксовы потери [6], который характеризует уход

энергии из центра люминесценции.

В работе [B] из экспериментально измеренного спектра

Здесь 5/, — центральный момент порядка /, Ео — энергия

чистоэлектронного перехода, ы
/

—л предельная частота зоны

колебаний, г«(ы) 'приведенный сдвиг равновесного поло-

жения нормального осциллятора частоты «у при возбужде-

нии, т — эффективная температура осциллятора (&т = у На)

с1й [у2/#цу], р(<у) — плотность колебательных состояний.
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получена «функция распределения стоксовых потерь», кото-

рая в наших обозначениях точностью постоянного множи-

теля совпадает с функцией 2о 2 (ы)д(ы), что позволяет оце-

нить время релаксации в реальных системах. Численный рас-
чет зависящих от времени моментов показывает, что действи-

тельно, колебательный волновой пакет расплывается весьма

быстро — за время меньше, чем 10“” сек.

Поступило в редакцию

9 июня 1964 г.
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